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Abstract
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Resumen
En este articulo se prueba la existencia de derivadas fraccionarias en un sentido débil de las

funciones continuas segin Lipschitz y se muestra una caracterizaciéon de dichas funciones en
términos de las mencionadas derivadas.

Palabras y frases claves: Espacios de Lipschitz, derivada fraccionaria, nicleo de Poisson,
integral de Poisson.

1 Introduccién

La disciplina del analisis matemético denominada Clédlculo fraccionario,
dedicada al estudio de las derivadas e integrales de orden arbitrario
real o complejo, posee una rica historia y amplio desarrollo, debido éste en
particular a su interconexién y compenetracién con distintos problemas de la teo-
ria de funciones, de las ecuaciones diferenciales e integrales, la fisica matematica y
otras disciplinas. Sin exageracién puede decirse, que el calculo fraccionario surgié
precisamente por necesidades de determinados problemas practicos. Por ejemplo,
el aparato de la integrodiferenciacion fraccionaria (en lo sucesivo “IDF”) tuvo sus
primeras aplicaciones en los trabajos de J. Liouville en 1832, para la resoluciéon
de problemas de geometria, fisica y mecéanica, entre los cuales se cuentan:

1. Problema de Laplace acerca de la influencia sobre un imén, debida a la
accion de un conductor rectilineo infinito.

2. Problema de Ampere sobre la interaccion de dos de tales conductores,
3. Problema de la difusiéon del calor en una esfera,

4. Problema de Gauss sobre la aproximacién por cuadraturas, etc.
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(Ver [3]). Al respecto en [5] en el capitulo titulado “Aplicaciones a los
problemas de la difusion” se presenta copiosa bibliografia sobre las
aplicaciones de la IDF a la fisico-quimica, hidrologia, procesos estocasticos, elas-
ticidad viscosa, teoria de la gravitaciéon, entre otras.

Es conveniente senalar, que en la actualidad existe gran cantidad de
trabajos cientificos acerca de la IDF, lo cual se constata en particular por las
conferencias dedicadas a esta rama de la matematica: ya en 1974 se llevd a cabo
la primera conferencia internacional de IDF (EU, New Haven. Memorias publica-
das en “ Fractional calculus and its applications”, Ed. B. Ross, Lect. Notes Math.,
1975, v. 457), y en 1984 la segunda (Gran Bretana, Glasgow. Memorias publicadas
en’ Fractional calculus and its applications”, Eds. A.C. McBride and G. F. Roach,
Res. Notes Math., 1985, v. 138).

No es casual esta proliferacion de resultados interesantes en la IDF.
Ella esté relacionada con otra de sus singularidades: existe un considerable ntimero
de enfoques distintos para la definicién de la IDF, los cuales en general no son equi-
valentes. Sin embargo, en varias situaciones se ha
establecido la coincidencia de ciertos enfoques, incluyendo la de sus
dominios de definicién; lo que representa por si mismo un resultado
fundamental para la teoria de los operadores integrales, propios de la IDF.

Es natural entonces, que la escogencia de la respectiva modalidad de
derivada fraccionaria esté supeditada primordialmente a las particularidades
del problema que se desee abordar. Asi, en el presente trabajo se
escogieron las llamadas derivadas fraccionarias segin Liouville, ya que ellas
preservan propiedades habituales referentes a la integraciéon y diferenciaciéon de
integrales dependientes de parametro, por ejemplo ver [2]. Sin embargo, se debe
sefialar una falencia fundamental de dicha construcciéon: No toda funcién esencial-
mente acotada posee derivada e integral de Liouville - en este articulo se estudia
precisamente cierta clase de funciones acotadas.

El objeto de estudio de este articulo es la clase Ay, = AL(R"), o > 0,
ampliamente utilizada en la teoria de espacios funcionales y sus
aplicaciones al analisis matemético y a las ecuaciones diferenciales. Para el ca-
so 0 < a < 1, los espacios de Lipschitz constan de funciones f € Lo (R"™) tales
que para alguna constante A > 0, y para todo t € R",

IFC+8) = FOll@ny < Al

con [t| := \/t7 +--- +t2. En adelante || - ||,y = || - [lp, 1 < p < +o0.

Estos espacios son de Banach con la norma

1l o= 11l + sup 1D =0l
[t]>0 |t]*
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(Ver |4], pag 141) y han sido caracterizados con ayuda de las derivadas parciales
de la integral de Poisson de la funcion f:

u(x,y) = (Py* f)(z /P (x —t)f(t)dt,

donde P,(z) := /exp (277 (iZ:ﬂktk + y|t|>> dt, y >0,
n k=1

es el nucleo de Poisson, que puede escribirse en forma explicita:

—(n+1)/2
Py() = cuy (|2 + 4?) Ly >0,

400
con ¢, = 7~ ("+1/21 () T(0) = [ s'7le7*ds, 6 > 0, es la funcién Gam-

0
ma.

Especificamente M. Taibleson demostro el siguiente resultado (ver [4] capitulo

V, seccion 4.2):

Teorema 1.1. Supdngase que f € Loo(R™) y 0 < a < 1. Entonces f € Ay si y
sélo si

Oou(x,y)
dy

Usando la derivada fraccionaria segin Liouville:

< Ay*1+04.

.
(Dio)e) = 5572

F. Enriquez (ver [2], seccion 4.2) muestra una generalizacion del teorema de
M. Taibleson. Precisamente:

/Oo<t—y>—%<t> at, 0< B <1,
Yy

Teorema 1.2. Sea f € Loo(R™) y 0 < a < 8 < 1. Entonces f € Ay si y sdlo si

| Dbu(z,y)|, < Ayt y > 0.

Aqui usaremos indistintamente los términos “derivada fraccionaria” y
“derivada de orden no entero”.

En virtud del teorema 1.1 se definen los espacios A, para a > 0:

O u(x,y)
oyk

Ay = {f € Loo(R"™) - '

< Ay—k+a } ,

o0

donde k es el menor entero mayor que . Ademaés es valido el siguiente lema:
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Lema 1.3. Sean f € LoR"),a > 0, y k,l enteros mayores que .
Entonces las condiciones

O u(z,y)
oyk

Ou(w,y)

< Aly*l+0l
oy

< Ay Ry ’

son equivalentes.

En consecuencia, si « > 0, f € Loo(R™) y k es cualquier entero mayor que «,

oFu(x
se tiene que f € A, siy solo si H#H < Aky"“+°‘.
(92/ 0
Mas atn tiene lugar la siguiente descripcion de Ay, o > 1 :

Teorema 1.4. Sean f € Loo(R"™) y a > 1. Entonces f € Ay si y sdlo si 597’2_ €
Aa—l; ] = 1, N

La prueba de estos resultados se presenta por ejemplo en [4], capitulo V,
seccion 4.3.

En el presente trabajo, que es la continuacion logica del articulo “ Caracteriza-
cion de los espacios de Lipschitz en términos de las derivadas de orden no entero
de las integrales de Poisson”(ver [1]), se propone una descripcion de la clase A,
usando para ello la derivada fraccionaria segtin Liouville de la integral de Poisson
para funciones de dicha clase. Esta descripcion contiene como un caso particular
el resultado clasico expresado en el teorema 1.4.

Este articulo consta de dos partes: en la seccibn ‘“Preliminares” se
incluyeron, en aras de la completitud las definiciones y propiedades
fundamentales de la IDF aplicadas especialmente al ntcleo de Poisson. Igualmen-
te se citan los resultados clasicos relacionados con los espacios A, . La segunda
parte esta dedicada al resultado fundamental (ver teorema 3.2). Adicionalmente
se exponen resultados intermedios auxiliares, que revisten por si mismos especial
interés y generalizan los respectivos “casos enteros”.

2 Preliminares
2.1 Integral de Poisson

El ntcleo y la integral de Poisson poseen una serie de propiedades
conocidas cuyas demostraciones se encuentran por ejemplo en [1] y [2]. Entre
estas propiedades se destacan:

1. Py(xz) € Ly(R™), 1 <p < ooy es una funcion armonica en

Rﬁ“ = {(:U,y)/ zeR" y> 0}.
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2.Vyr > 0,Vy2 > 0, Py (z) % Py(x) = Pyyy(x) (propiedad de
semigrupo).

3. Paray>0,7=1,...,ny k€ Ny:={0,1,2,...} se satisface que

0]

Haku(x)
1

oyk

k‘
)

1 J

La escritura A < B significa que existe cierta constante ¢ > 0 tal que
A < c¢B.

SifeLy(R"), 1<p< oo, entonces la integral de Poisson de f, u(z, y), satisface:
4. u(z,y) € L,(R"),
5. u(z,y) es una funcién arménica en R 1 Au =0,

Ouley) R @)

6 oy By x f(x).

2.2 Derivada fraccionaria segtun Liouville

Dado un ntumero real 3, [3] denotara la parte entera de 5y {f} su parte fraccio-
naria, de modo que 0 < {B} <1y =[] + {5}

Definicion 2.1. Sea f una funcion definida sobre R, B un real positivo no entero
y m = [B] + 1. Entonces se define la derivada fraccionaria (segin Liouville) de
orden B de la funcion f mediante

(DPf)(x) = %5‘; /Oo(t — ) B (),

st dicha expresion tiene sentido.

Para B € Ng se define la derivada fraccionaria por

(D°F = ).
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Ejemplo 2.2. 1. Para f(x) =, a>0, 0<f<1. Tenemos:

8 CpB(eary — L4 [T 5 et
(D f)(x)fD (e7®) = F(l—B)d:c/O s Pel@ts) gg
-1 d —ax — e —B,—v
- T Loy Balat
aP1
= Ta- B (—ae ") T(1-B) = ale

Es decir, D? (e7%) = aPe™*; a>0, 0<f<1.

En particular, para a =1, DP(e™®) =e7.
2. Para f(x)=x7*, donde 0 < < pu <1, tenemos:

(Dﬁf) (z) = D? (z7#) = F(f—lﬁ)dcfn /0+<>0 s P(x+s)"ds

_ o0
= 7F(1 _1 B </0 v_ﬂ(l +v)# dv) %x_ﬁ_“"‘l

F(H + /8) 1'7#7’8
IN(D) ’

w>1-4.

Ejemplos méas complejos pueden encontrarse en [3].

Definicion 2.3. Sea f una funcidon definida sobre R™, 8 un real positivo no entero
ym = [B]+ 1. Entonces se define la derivada parcial fraccionaria de orden [3, con

respecto a la variable xy (k =1,....,n), de la funcion f por
8 __(=pm o /°° T e
(D5, () : T(m—5) oap ), (t — xg) flz+ (t — zp)er)dt,

si dicha expresion tiene sentido. Aqui, el = (0,0,...,0,1,0,...,0).

Para 8 € Ny se define la derivada parcial fraccionaria por
o8
(DZ () = (=1)° —5 f ().
Ox),

En [1] los autores muestran que DyﬁPy(:U) y Dgu(x,y) existen para
f € Lo(R™),8 > 0 y se establecen los siguientes resultados, cuyas
demostraciones brevemente se describen a continuacion.
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Teorema 2.4. Sean 3 > 0 y funa funcion tal que Dgf(y) existe. Si c es constante
Yy =z -+ c, entonces

DPf(y) =D f(y).
Demostracion. Como

(cym

fo(y) = mdzim

/Oo(t —2) Bt + o)dt,

donde m = [] + 1, entonces haciendo u = t + ¢ se obtiene

("

fo(y) = mdyim

[ =) = D),
Yy

Teorema 2.5. Para todo B y A mayores que cero, se tiene:

DJAPy(x) = D, Py (x) * Dy Py (x).

2

Demostracion. (Caso 0 < 5 < 1, A € N). Para la prueba se usa induccién mate-
mética. La propiedad Dgu = DgPy xf,0< B <1, y>0,f¢€ Ly se establece
facilmente (ver [1], lema 2.9). Usando este hecho y el teorema 2.4 se justifica la
siguiente cadena de igualdades con y = y1 + yo, y1, y2 > 0:

Dyﬁpy($) = Dg[Pyl (7) * Py, (z)] = D51 [Pyl (7) * Py, ()]
= DZ P, (2) * Py (z) = DEP,, (x) Py, (2);

por consiguiente DgPy(:n) = DgP% (z) % Py (x) para y; = y2 = 4.

2

Ademas,
D I8P _ 9 A8
Y (@) = —@[Dy Py(z)]

0

= —@[D;P%y(m) * DgP% ()]
0 A\ N 3

= —@[(—1) o %(:c) * Dypg(l’)]

= Dy "' Py (a) x D Py (x),

de donde se obtiene el resultado. O

Observacion 2.6. FEl teorema 2.5 también es vdlido si B o X\ es cero.
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El siguiente teorema generaliza la propiedad 6 de la integral de Poisson.

Teorema 2.7. Si f € Loo(R™) y 8 > 0 entonces
Dgu(x,y) = DgPy(a:) x f(x).

Demostracion. Es suficiente probar, que para todo 0 < 8 < 1, m € Ny y f €
Lo (R™) se tiene que

Dy tPu(z,y) = D Py (z) * f(x).

Sea y = y1 + y2, entonces

D Pu(a,y) = DYDY P, () * Pw () * f
= DI [DEP,, (x) * Py
= DIP,, (z) * Dt Py, (x)  f(a),

y haciendo y1 = yo = ¥ resulta

D;”ng(x, y) = D5P% (x) * D%’Pg () * f(x) = D;"+6Py(x) * f(x).

Teorema 2.8. Si f € Loo(R™) y 8 > 0 entonces

Demostracion. En [2] (ver lema 13) se prueba que si0 < < 1 entonces D u(x,y) =
D3, Py(x) * f(z); por lo tanto si [3] =m y {8} =~ se tiene

D} u(z,y) = Dy u(e,y) = Dy DY u(x,y)

= ) [D1, Py ()]

* f(z)

J
= [(—1) DL
)

= D Py« *f(w)

El siguiente teorema generaliza la propiedad 3 del nicleo de Poisson.
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Teorema 2.9. Para >0,y >0y j=1,...,n se tiene que
|pip@)| < v, || pE R <u” (1)

Demostracion. En [2]| (ver lema 10) F. Enriquez muestra el resultado para 0 <
B < 1. Ahora si [8] = m y {8} = 7, usando el teorema 2.5 se tiene

HDgPy(x)Hl [P+ Py ()], = HD;”P%(Q;) . D;P%(x)ul

IN

-

|2, Py@)]| <ymy =y
1

Para la otra desigualdad de (1) se procede de manera similar, pero teniendo en
cuenta que

D? Py(z) = Dyt (P%(x)*P%(a:))

- g (D

ox™ \ T2
J

7 Py(x) % Py (x))

= D} Py (x) * (—l)m@P% ().

Ademas es de vital importancia el siguiente teorema:

Teorema 2.10. Sean f € Loo(R™), a > 0 y \, B reales mayores que a. Entonces
las condiciones

IDyu(e, y)lse < Ay y | Djule,y)] < By
son equivalentes.
Asi, para f € Loo(R™),a > 0 y v cualquier real mayor que «, se tiene que

f €Ay siysolosi ||[Dju(z,y)]leo < Ayy=rre

3 Resultado fundamental: Caracterizacion de Ay,(R™),a > 0

- . . . 9 .
Senalemos que si f € Ay, no necesariamente existe an, en el sentido
J

usual. Por ello se prueba la existencia de ngj en un sentido débil (ver [4], pag

147). Precisamente si f € A, entonces para j = 1,...,n, la familia {%u(x,y)}

es de Cauchy en Lo (R™) cuando y — +0 y el limite de tal familia lo denotamos
por % y lo denominaremos derivada débil de f con respecto a zj. Ademas es
J

facil demostrar que si f € Ay y % existe en el sentido usual, entonces % existe
J J



66 F. Enriquez, A. Montes y J. Pérez

«“ 8f 9 4
9a;  Serd clara

en el sentido débil y ellas coinciden. Por esta razén la notacion
de acuerdo al contexto.

Destaquemos que, para las derivadas débiles de orden superior, existen dos
variantes para su definicién. La primera es recursiva:

<82f > = 2 (ﬂ) es decir, la segunda derivada débil se considera
1

%? Oz, \ Oxz;
como la 1.2 derivada débil de la 1.2 derivada débil. La segunda variante es:

(gzé) = lim %u(:ﬂ,y}, u = Py * f, o sea, la 2.2 derivada débil es el li-
(2)

T y——+0
mite en Lo (R™) de la respectiva familia de Cauchy {&u(m, Y) o
J
Sin embargo, como se muestra a continuacion estas dos derivadas coinciden:
0? 0 0 0
s ) 1@ = o (5rf@) =l U
(8%?) ) 81’j 81’j y—0 890]-
, 0 0
= zglg(l)@iwj [Py(x) * amjf(w)]
82
= lim oe? (By(z) * f(z)) (2)

J

0 0?2
= ilj}% @U(%y) = <6a:2> f(z).
J (2)

La 3* igualdad en (2) se establece de manera independiente, incluso para las
derivadas de orden no entero.

2 2
Justamente en la igualdad 872 = a—Z se fundamenta la prueba
Ox5 Oz} @

inductiva del siguiente teorema:

Teorema 3.1. Sean f € Loo(R™) y a > m, m € Z*. Entonces f € Ay si y solo
si 2nf€Mamm, j=1,..,n.
J

Este teorema puede generalizarse para ordenes no enteros de diferenciacion,
lo que constituye el resultado principal del presente trabajo.

Teorema 3.2. Sean f € Loo(R") y o > B > 0. Entonces f € Ay si y solo si
DY feNap, j=1,.0n.

Demostracion. Si B € ZT entonces este teorema coincide con el Teorema 3.1. Sean
ay ftalesquea >8>0y f €A, Primero probemos que si v > « entonces

HDngju(x,y)Hoo < y~ OB+, (3)
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Tomando y = y1 + y2, Y1, y2 > 0 y aplicando el Teorema 2.8, se tiene que
DJ u(z,y) = DI (P (@) + Py (@) « f(2)) = DI Py, (@) * Pa(a) « f(2).

Ahora por los Teoremas 2.4 y 2.7,

Dy(DSu(w,y) = Dy, (Pu(@)* DI Py(@) « f(a))

= D}, P,,(x) * DJ Py, (z) = f(x)

= D} Pu(a)« (D}, P(x) * f(x))
= DJ Py, (z) * DJ,u(x,ys)

= Dj Py (x) * Dju(z,ys)

Por consiguiente D;(ngu(x,y)) = ijP% * Dyu(x, %) para y1 = y2 = 4. Luego
como f € A, y v > «a, se obtiene que

szt < |2 py@)] g v,
< y_ﬁy_"/‘f'a:y (B+7)+a

Para la prueba se consideran varios casos:

CASOIL 0<fB<a<2y a—p<1. Entonces por (3), se tiene
P 1 (248)
] <o
Demostremos primero que

9 b8 u(a,y)

0
= DB —(148)+a
Hay ij(a?,y)Hoo<<y + 9

=1

Si 0<y<1, entonces

82

0
D}, "y = -Df
oy u(z,y')dy = ; u(z,y)

Y

por lo tanto

d d
—D}. = —DF
ay u(z,y) 3y 2, W, Y)
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Entonces

1 82
TDB u(z,y)dy'

IN

0 B8 0 B
— D7 r — D, u(x +
H 9y z]u( 7y)H ay T ( 7y)

(e o]

9 s
%Dz]‘u(‘r7y)

IN

y)H dy’

]

9 s I~ (24 8)+a
< a—nyju(m,y) / dy’

0 .5 1 I—(148)+a]t

9 s 1 —(148)+a
= — D} , _ |1 — .
oy =) w+7<1+5>+a[ Y )

Como a — 8 < 1 entonces —1 — 4+ o < 0 y por tanto obtenemos (4).

Demostremos ahora que {ngu(x, y)} es una familia de Cauchy en L (R"™).

Como
B Lo B ’ /
D u(z,y) = ijU(x,y)‘y_l—/y @DIjU(wjy)dy,
entonces
Lo
ng“(xam) u(z,y1) / *Dﬂ )dy'—/ %iju(x,y’)dy’.
Y2

Sin perdida de generalidad podemos suponer y; < y». Entonces

Yv2 9
D u(x,y2) — Df u(z, 1) = ay Dy u(z,y') dy’
Y1
Por tanto usando (4)
v2 || 9
|2 utas) ~ Dutzn)| < [ 5 Dhute)|
e Y1 Y 00

Y2 a
< — Df,u T, ’ + /(HEHC') dy/’
/yl <H8y SR y
0 1 _
v B _ ,8+a_ B+a
< Hay Dsz(fc,y)‘ylew(yz y1) + S+1a (3/2 Y )

Obtenemos que Hijju(az,yg) - ngu(x,yl)H — 0 cuando y1,y2 — 0. De donde
oo

{iju(:v,y)} es una familia de Cauchy en Lo (R™) con respecto a y; por tanto

{iju(:v,y)} converge en Lo (R"™) cuando y — 07. Este limite lo denotaremos
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por D . f(x), lo llamaremos derivada débil de f de orden /3 con respecto a x;. Es
facil ver que ijﬂ f= D? D3 f.

Demostremos que ij f € Aq—g. Como o — 8 < 1, entonces en virtud del
Teorema 2.10 basta probar que
B

el B —(2+8)ta
oz (R DL 1(@) | e,

oo

Ahora observemos que

| Py(@) « D, f(w) = DL, (Py() « fl) « Py(a))|| =

o)

_ Hﬂk@*pif@)—ﬂﬁw*Di(ﬁmﬂ*f@»H

- e (oo o)
— [P < (02 560) — D )|
< 1B, |08 7(@) ~ DL ute.)| )

Como [, Py(z)dx =1 (ver [4]). Entonces
HPy(x) * ngf(x) - ng (Py(z) = f(z) * Py(x))H — 0 cuando y — 0.

O sea que
DZ (Py(a) * f(2) = P,(x) « D2 f(a).

luego por (3) tenemos

o (R0 50)| = |02 p0 )|

o

o0

CASOIl. 0<f<a<2ya—pF>1.Entoncess0 < <l <a<?2
y 1< pB+1< a Ahora sea 8/ = §+ 1, entonces 1 < ' < a < 2, luego
a— B < 1.Si f € A, aplicando el caso I se obtiene Df;f € Ap—p y como
Dg;f = %ngf € Aq—p—1. Luego por el teorema 1.4 se tiene que ngf € Ao—p.

CASOIIL. 0 < B <a<2y a—p =1. Para esto se usa el reciproco de
este teorema que se demuestra mas adelante en forma general. Sea v tal que
B<vy<B+1l,entonces 0 < f<y<1l+=a<2 y 1+8—v<1.8ifel,,
entonces aplicando el caso I se tiene que ng [ € Ai4p—,. Esto es equivalente a
D;Z;'Bngf € A1_(,—p); ahora aplicando el reciproco para y—f < 1, se tiene que
DS f € Ay
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CASO IV. o > 2 con 8 < a tal que a— B < 1. Seam € Z* tal
que m—1<f<a<m+1ly f=m-—1+{B}. Supongamos que f €
A, entonces por el teorema 3.1, tenemos ;;:T:lf € Ay—m+1, ahora como 0 <
{B}=B—-(m—=1) <a—(m—1) < 2, aplicando el caso I o III, tendremos que
DI f € Ny pmi1qg)- Es decir D f € Ay

T =
J 8m;" E

CASO V. a>2con B<a talque a—fB > 1. Sea m € ZT tal que
m<a—L3<m+1, entonces 0 < « —m — 3 < 1. Sea o/ = a — m, entonces
0 <o’ — B < 1. Supongamos f € A, y como m < «, entonces por el teorema 3.1,
se tiene %f € Aq_m, es decir (%—m;nf €Ay,como <y o —p <1, entonces

aplicando I, IIT o IV, tenemos que D;’fj <§x—m;nf> € Ay —p lo cual es equivalente
a (.gc—m;n (ij f) € Ay—g—m. Nuevamente aplicando el Teorema 3.1, tenemos que
DS feAap.

Ahora demostremos que f € Lo(R") y ijf € Ap—p(R™), 5 =1,...,n con
B < « implica que f € A, (R™).

Primero supongamos 5 < 2. Si ngf € A,_p, entonces

|DsDLuy)| = |Dypl (Py@) « f@))|
_ HD; (Pyte) < DE f() HOO <« yotaB) b
y para todo v > 0 se tiene entonces
aB+y
HDnyj (P%(x)*u(x,yﬂ))u
oo

- HD;Dqu(x, y/2) % D}, Py (x)H

Dy DE ua, )|
[ee]

o0

IN

| Dy D2 e, y/2)|

0 —B—
ijP%(x)Hl <y,
Para demostrar que f € A, es suficiente mostrar que

o] <

D;+B+2u(x7y) = D§‘+B+2(Py($) « f(x)) = DEH_Q (DgPy(x) * f(:v))

Sea U(z,y) = DgPy(m) % f(x). Como U es armonica, entonces

82 n 62
aT/QU(xay) = —;(%?U(%y)
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luego
o 82 n 82
D5y = D (5aUen) = Df -3 gt
= —ZD“—U(JG Y).
2 )
j=1 yaxj
Pero
0 _
grV(ey) = DL (DgPy() = ()
~ D2 (DfP @)+ DE f(a).
Entonces
Dy U(e,y) = =Y DyDL’ (Py(w) x DJPy(w) « DL, f(x)
j=1
= —DJPy(x)x | Y. D3D% 7 (P%(x)*ijjf(x))
j=1
= —DjPy(x)x | > DyDIHC Du(z,y/2)
j=1
Por tanto

e N e N D L e L L N
j=1

< y P2

Ahora supongamos 8 > 2. 8 = m+ {8} para algin m € Z", entonces o — 3 =
a—m — {f}. Como

8771
D feha g ETmD;’;f}f € M8}

Ty

entonces aplicando el reciproco del Teorema 3.1, tenemos que Dif } J €Ma_ip-

O]
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