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Resumen

En este trabajo nos centramos en el estudio del intervalo fuzzy y su MV-topología. Los
espacios MV-topológicos, introducidos por Ciro Russo en [15], son tipos particulares de
espacios topológicos fuzzy, que además aprovechan las operaciones de las MV-álgebras;
éstas son álgebras que resultan ser una buena extensión de las álgebras booleanas. Los
espacios MV-topológicos extienden muy bien a los espacios topológicos clásicos, en el sen-
tido de que gran parte de los resultados que se tienen para espacios MV-topológicos se
han obtenido como una adaptación natural de los resultados para espacios topológicos
clásicos. De esta manera, la motivación de este trabajo es estudiar el intervalo fuzzy y
su MV-topología, con el fin de describir las propiedades MV-topológicas de este, así co-
mo estudiar las propiedades topológicas análogas que tiene el intervalo real unitario [0, 1]
desde la topología clásica. En particular, estudiamos las propiedades topológicas fuzzy de
compacidad y conexidad.

PALABRAS CLAVE: Topología fuzzy, conjunto fuzzy, MV-álgebra, MV-topología,
espacio de Helly, intervalo fuzzy.
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Introducción

En 1965, en un artículo titulado Fuzzy sets [18], Lofti Zadeh introduce el concepto de
conjunto fuzzy con el fin de representar matemáticamente la imprecisión de ciertas cate-
gorías de objetos. Esta publicación abrió paso al desarrollo de variadas y distintas ramas
en las matemáticas como la teoría de conjuntos fuzzy, la lógica fuzzy, la topología fuzzy,
entre otras. Tres años después de los trabajos de Zadeh, en 1968, Chang introdujo el
concepto de topología fuzzy, como una extensión de la topología clásica [2]. Desde enton-
ces, múltiples trabajos e investigaciones sobre nociones y resultados de topología fuzzy,
se han establecido. En 1975, [6], Hutton demuestra el Lema de Uryshon para espacios
topológicos fuzzy, define normalidad y el concepto de intervalo fuzzy. Este intervalo tiene
un comportamiento y propiedades análogas a las que tiene el intervalo real unitario en la
topología clásica.

Este trabajo se organiza en dos partes: la primera parte consta de un capítulo de preli-
minares que contiene algunas definiciones y resultados de MV-álgebras; la segunda parte
consta de tres capítulos en los que desarrollamos los principales resultados de la tesis.

El capítulo 2 se reparte así: en la sección 2.1 estudiamos los conjuntos fuzzy para luego
introducir el concepto de topología fuzzy en 2.2 y sus resultados más importantes; intro-
ducimos los funtores ι y ω los cuales permiten pasar tanto de un espacio topológico fuzzy
a uno clásico y viceversa, estos funtores serán de gran importancia en el capítulo 4. En la
última sección de este capítulo introducimos los espacios MV-topológicos y presentamos
sólo algunos conceptos y resultados que se obtienen como una generalización de los con-
ceptos dados en la sección 2.2.

En el capítulo 4 introducimos el intervalo fuzzy, algunos resultados, y desarrollamos algu-
na teoría adicional. Veremos que el intervalo fuzzy se obtiene como un conjunto cociente,
de este modo, antes de estudiar este intervalo, estudiamos el espacio de Helly en el capí-
tulo 3, el cual es un espacio que es homeomorfo al espacio que se considera para formar
el espacio cociente del intervalo fuzzy. Esto se hizo con el fin de estudiar las propiedades
topológicas del espacio de Helly para luego aprovechar el homeomorfismo y así poder
conservar dichas propiedades.
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Preliminares
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Capítulo 1

MV-álgebras

En 1958, [1], Chang introduce las MV-álgebras con el fin de estudiar la contraparte al-
gebraica de la lógica multivaluada de Jan Łukasiewicz. Las MV-álgebras son a la lógica
proposicional de Łukasiewicz lo que las álgebras booleanas1 son al cálculo proposicional
clásico. En este capítulo presentamos algunos resultados de MV-álgebras que serán útiles
para comprender algunos aspectos de 2.3 los espacios MV-topológicos, los cuales serán
defnidos en el capítulo 2. En la sección 1.1 se encuentran algunas definiciones y ejemplos;
en 1.2 vemos que cada MV-álgebra tiene un orden reticular y en 1.3 se presentan los
conceptos de homorfismos e ideales para MV-álgebras.

1.1. Conceptos básicos

Las siguientes definiciones y resultados se pueden encontrar en [3].

Definición 1.1.1. Una MV-álgebra es una estructura algebraica ⟨A,⊕, ∗,0⟩ con una
operación binaria ⊕, una operación unaria ∗ y una constante 0, tal que para todo x, y ∈ A
se satisfacen las siguientes propiedades:

MV 1. ⟨A,⊕,0⟩ es un monoide conmutaivo,

MV 2. (x∗)∗ = x,

MV 3. x⊕ 0∗ = 0∗,

MV 4. (x∗ ⊕ y)∗ ⊕ y = (y∗ ⊕ x)∗ ⊕ x.

Intuitivamente, ⊕ es un tipo de suma y ∗ un tipo de negación. En cada MV-álgebra se
define la constante 1 y las operaciones ⊙ y ⊖ de la siguiente manera:

1 = 0∗

x⊙ y = (x∗ ⊕ y∗)∗

x⊖ y = x⊙ y∗.

Denotamos una MV-álgebra ⟨A,⊕, ∗,0⟩ por su universo A. Una MV-álgebra es trivial si
su universo es un singleton2 y, es no trivial si y sólo si su universo contiene más de un
elemento.

1Un álgebra booleana es un álgebra ⟨B,∨,∧,∗ , 0, 1⟩ con dos operaciones binarias y una operación unaria
tal que ⟨B,∨,∧⟩ es un retículo distributivo y se cumple que: x∧ 0 ≈ 0, x∨ 1 ≈ 1, x∨ x∗ ≈ 0 y x∨ x∗ ≈ 1.

2Se le conoce como conjunto singleton a cualquier conjunto que contenga solamente un elemento.
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CAPÍTULO 1. MV-ÁLGEBRAS

Proposición 1.1.2. En toda MV-álgebra A se satisfacen las siguienets identidades:

1. x⊕ y = (x∗ ⊙ y∗)∗,

2. (x⊖ y)⊕ y = (y ⊖ x)⊕ x,

3. x⊕ x∗ = 1.

Demostración.

1. (x∗ ⊙ y∗)∗ = [(x∗∗ ⊕ y∗∗)∗]∗ = (x⊕ y)∗∗ = x⊕ y.

2. De acuerdo a como se define ⊖, entonces (x⊖ y)⊕ y = (x⊙ y∗)⊕ y = (x∗⊕ y)∗⊕ y,
del mismo modo, (y ⊖ x)⊕ x = (y ⊙ x∗)⊕ x = (y∗ ⊕ x)∗ ⊕ x. Luego, por (MV 4) se
tiene que (x⊖ y)⊕ y = (y ⊖ x)⊕ x.

3. Haciendo y = 1∗ en (MV 4):

x⊕ x∗ = x⊕ (x⊕ 0)∗ = x⊕ (x⊕ 1∗)∗ = 1⊕ (x∗ ⊕ 1)∗ = 1.

Ejemplo 1.1.1.

1. Toda álgebra booleana es una MV-álgebra. En particular, {0, 1} es una MV-álgebra
y, en este caso ⊕ = ∨ y ⊙ = ∧.

2. El conjunto de funciones {0, 1}X es un álgebra Booleana, con las operaciones defi-
nidas puntualmente, y por tanto es también una MV-álgebra.

3. El intervalo unidad [0, 1] = {x ∈ R : 0 ≤ x ≤ 1}, en donde la operación binaria y
unaria están definidas por: x⊕ y = mı́n(1, x+ y), x∗ = 1− x, para cada x, y ∈ [0, 1]
y la constante 0 es el número real cero.

4. Q ∩ [0, 1] es una subálgebra de [0, 1] con las operaciones inducidas por el ejemplo
anterior.

5. Para cada entero n ≥ 2, el conjunto de n elementos Ln = {0, 1
n−1 , . . . ,

n−2
n−1 , 1} es

también una subálgebra de [0, 1].

6. Para cada conjunto no vacío X, el conjunto de funciones [0, 1]X es una MV-álgebra,
en donde las operaciones están definidas puntualmente: (f ⊕ g)(x) = f(x)⊕ g(x) y
f ∗(x) = f(x)∗, para cada f, g : X −→ [0, 1]. La constante 0 es la función constante
0 : X −→ [0, 1].

7. El conjunto de funciones continuas de [0, 1] en [0, 1] forman una subálgebra de la
MV-álgebra [0, 1][0,1].

Observación 1.1.3. Sea ℘(X) el conjunto de subconjuntos de X. La función

φ : ℘(X) −→ {0, 1}X , tal que φ(A) = 1A,

que envía a cada subconjunto A de X en su función característica 1A, es biyectiva. De
este modo, podemos identificar ℘(X) con el conjunto de funciones {0, 1}X . La utilidad de
esta identificación será explícita más adelante.
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1.2. ESTRUCTURA RETICULAR DE UNA MV-ÁLGEBRA

1.2. Estructura reticular de una MV-álgebra

Proposición 1.2.1. Sea A una MV-álgebra y sean x, y ∈ A. Entonces las siguientes
condiciones son equivalentes:

1. x∗ ⊕ y = 1,

2. x⊙ y∗ = 0,

3. y = x⊕ (y ⊖ x),

4. existe un elemento z ∈ A tal que x⊕ z = y.

Demostración.

(1)→ (2) x⊙ y∗ = (x∗ ⊕ y∗∗)∗ = (x∗ ⊕ y)∗ = 1∗ = 0.

(2)→ (3) x⊕ (y ⊖ x) = y ⊕ (x⊖ y) = y ⊕ (x⊙ y∗) = y ⊕ 0 = y.

(3)→ (4) Considerando z = y ⊖ x.

(4)→ (1) x∗ ⊕ y = x∗ ⊕ x⊕ z = 1⊕ z = 1.

Se define la relación binaria ≤ en la MV-álgebra A por x ≤ y, si y solo si x e y satisfacen las
condiciones equivalentes mencionadas anteriormente. Se tiene que ≤ es un orden reticular,
llamado el orden natural de A.

Observación 1.2.2. Una MV-álgebra donde el orden natural es total, es llamada una
MV-cadena .

Proposición 1.2.3. El orden natural en cada MV-álgebra A satisface las siguientes pro-
piedades:

1. x ≤ y si y sólo si y∗ ≤ x∗,

2. si x ≤ y entonces x⊕ z ≤ y ⊕ z y x⊙ z ≤ y ⊙ z,

3. x⊙ y ≤ z si y sólo si x ≤ y∗ ⊕ z,

Demostración.

1. Si x ≤ y entonces x∗⊕y = 1. Ya que x∗⊕y = y∗∗⊕x∗ se concluye por la proposición
1.2.1(i) que y∗ ≤ x∗.

2. La monotonicidad de ⊕ es una consecuencia inmediata de la proposición 1.2.1(iv).
Ahora, si x ≤ y entonces por (i) y∗ ≤ x∗, luego, por la monoticidad de ⊕ se tiene
que y∗ ⊕ z∗ ≤ x∗ ⊕ z∗, así, x⊙ z = (x∗ ⊕ z∗)∗ ≤ (y∗ ⊕ z∗)∗ = y ⊙ z.

3. x⊙y ≤ z si y sólo si (x⊙y)∗⊕z = 1 si y sólo si x∗⊕y∗⊕z = 1 si y sólo si x ≤ y∗⊕z.

Definición 1.2.4. Sea A una MV-álgebra y sean x, y ∈ A. El join y el meet están dados,
respectivamente, por:
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CAPÍTULO 1. MV-ÁLGEBRAS

1. x ∨ y = (x⊙ y∗)⊕ y = (x⊖ y)⊕ y,

2. x ∧ y = (x∗ ∨ y∗)∗ = x⊙ (x∗ ⊕ y).

Proposición 1.2.5. Sea A una MV-álgebra y x, y ∈ A. La siguiente desigualdad siempre
se cumple

x⊙ y ≤ x ∧ y ≤ x ∨ y ≤ x⊕ y.

Demostración. Por definición, es claro que a ∧ b ≤ a ≤ a ∨ b. Para probar las otras dos
desigualdades hacemos uso de la proposición 1.2.1(i). De este modo,

(x ∧ y)⊕ (x⊙ y)∗ = x⊙ (x∗ ⊕ y)⊕ (x⊙ y)∗ = x⊙ (x∗ ⊕ y)⊕ x∗ ⊕ y∗

= (x⊙ (x∗ ⊕ y)⊕ x∗)⊕ y∗

= (x∗ ⊕ y ⊕ (x∗ ⊙ x⊙ y))⊕ y∗

= (x∗ ⊕ y ⊕ (0⊙ y))⊕ y∗

= (x∗ ⊕ y)⊕ y∗

= 1.

(x⊕ y)⊕ (x ∨ y)∗ = x⊕ y ⊕ ((x⊙ y∗)⊕ y)∗ = x⊕ y ⊕ (x⊕ (y ⊙ x∗))∗

= x⊕ y ⊕ (x∗ ⊙ (y∗ ⊕ x))

= y ⊕ (x⊕ x∗ ⊙ (y∗ ⊕ x))

= y ⊕ y∗ ⊕ x

= 1.

Proposición 1.2.6. Las siguientes identidades se cumplen en cada MV-álgebra:

1. x⊙ (y ∨ z) = (x⊙ y) ∨ (x⊙ z),

2. x⊕ (y ∧ z) = (x⊕ y) ∧ (x⊕ z),

Demostración.

1. Es evidente que x⊙ y ≤ x⊙ (y ∨ z) y x⊙ z ≤ x⊙ (y ∨ z). Ahora supongamos que
x⊙ y ≤ t y x⊙ z ≤ t, entonces por la proposición 1.2.1(iii) y ≤ x∗ ⊕ t y z ≤ x∗ ⊕ t
, así, y ∨ z ≤ x∗ ⊕ t, nuevamente por la proposición 1.2.1(iii) (y ∨ z) ⊙ x ≤ t. Es
decir, (y ∨ z) ⊙ x es el menor de las cotas superiores para x ⊙ z y x ⊙ y, esto es,
(y ∨ z)⊙ x = x⊙ (y ∨ z) = (x⊙ y) ∨ (x⊙ z).

2. Es una consecuencia inmediata de (1) usando la proposición 1.2.1(iv).

Lema 1.2.7. Sea A una MV-álgebra y sean x, y ∈ A. Si x ∧ y = 0 entonces para cada
entero n ≥ 0, nx ∧ ny = 0.

Demostración. Si x ∧ y = 0 entonces por la monotocidad y distributividad, se tiene que
x = x ⊕ (x ∧ y) = (x ⊕ x) ∧ (x ⊕ y) ≥ 2x ∧ y, de donde 0 = x ∧ y ≥ 2x ∧ y. Se sigue
que 0 = 2x ∧ 2y = 4x ∧ 4y = . . . . De este modo, nx ∧ ny ≤ 2nx ∧ 2ny = 0, esto es,
nx ∧ ny = 0.
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1.3. HOMOMORFISMOS E IDEALES

1.3. Homomorfismos e ideales

Definición 1.3.1. Sean A y B MV-álgebras. Un homomorfismo de MV-álgebras es una
función h : A −→ B que satisface las siguientes condiciones, para cada x, y ∈ A:

1. h(0) = 0,

2. h(x⊕ y) = h(x)⊕ h(y),

3. h(x∗) = h(x)∗.

El kernel de un homomorfismo h : A −→ B es el conjunto

ker(h) = h−1(0) = {x ∈ A : h(x) = 0}.

Definición 1.3.2. Un ideal de un MV-álgebra A es un subconjunto I de A que satisface
las siguientes condiciones:

1. Si x ∈ I, y ∈ A y y ≤ x entonces y ∈ I,

2. Si x, y ∈ I entonces x⊕ y ∈ I.

Un ideal I es propio si no coincide con la MV-álgebra entera, esto es I ̸= A. Un ideal I
de un MV-álgebra A es primo si el ideal es propio y satisface la siguiente condición:

Para cada x, y ∈ A se tiene (x⊙ y∗) ∈ I ó (y ⊙ x∗) ∈ I.

Un ideal M de una MV-álgebra A es llamado maximal si es propio y ningún ideal propio de
A contiene estrictamente a M , es decir, para cada ideal J ̸= M , si M ⊆ J entonces J = A.

Las siguientes son algunas consecuencias de la definición 1.3.2:

0 ∈ I para cualquier ideal I de A,

{0} y A son ideales,

para cada x, y ∈ I, se tiene que x⊙ y, x⊕ y, x ∨ y, x ∧ y ∈ I,

Un ideal I es propio si y sólo si 1 /∈ I,

La intersección de cualquier familia de ideales de A es también un ideal de A.

Para cada subconjunto Z ⊆ A, la intersección de todos los ideales I ⊇ Z es llamado ideal
generado por Z, y es denotado por ⟨Z⟩.

Lema 1.3.3. Sea W un subconjunto de una MV-álgebra A. Si W = ∅ entonces ⟨W ⟩ =
{0}. Si W ̸= ∅ entonces

⟨W ⟩ = {x ∈ A : x ≤ w1 ⊕ · · · ⊕ wk, para w1, . . . , wk ∈ W}.
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CAPÍTULO 1. MV-ÁLGEBRAS

Demostración. Sea I = {x ∈ A : x ≤ w1 ⊕ · · · ⊕ wk para algunos w1, . . . , wk ∈ W}. Si
x ∈ I entonces x ≤ w1 ⊕ · · · ⊕ wk para algunos w1, . . . , wk ∈ W ; sea y ∈ A tal que y ≤ x,
esto implica que y ≤ w1⊕· · ·⊕wk, esto es y ∈ I. Ahora, si x, y ∈ I entonces x ≤ w1⊕· · ·⊕wk

y del mismo modo y ≤ s1 ⊕ · · · ⊕ sk para algunos w1, . . . , wk, s1, · · · sk ∈ W , por lo tanto
x⊕ y ≤ w1 ⊕ · · ·wk ⊕ s1 · · · sk, esto es, x⊕ y ∈ I. En consencuencia, I es un ideal de A.
Supongamos ahora que existe un ideal J de A, tal que W ⊆ J . De este modo, si x ∈ I
entonces x ≤ w1⊕ · · · ⊕wk para algunos w1, . . . , wk ∈ W ⊆ J . Ahora, como J es un ideal
entonces se tiene que w1 ⊕ · · · ⊕ wk ∈ J , por lo tanto x ∈ J , en consecuencia I ⊆ J . Es
decir I es el menor de los ideales de A que contienen a W :

< W >= {x ∈ A : x ≤ w1 ⊕ · · · ⊕ wk para algunos w1, . . . , wk ∈ W}.

En particular, un ideal generado por un elemento single es llamado ideal principal, para
cada z ∈ A,

⟨z⟩ = {x ∈ A : x ≤ nz para n ∈ N}.

Notemos que ⟨0⟩ = {0} y ⟨1⟩ = A. Además, para cada ideal I de una MV-álgebra A y
cada z ∈ A se tiene lo siguiente

⟨I ∪ {z}⟩ = {x ∈ A : x ≤ nz ⊕ a, para algun n ∈ N y a ∈ I}.

En el siguiente lema se resumen algunas relaciones sencillas entre ideales y núcleos de
homomorfismos.

Lema 1.3.4. Sean A,B MV-álgebras y h : A −→ B un homomorfismo. Entonces se
cumplen las siguientes propiedades:

1. Para cada ideal J de B el conjunto h−1(J) = {x ∈ A : h(x) ∈ J} es un ideal de A.
En particular, ker(h) es un ideal de A.

2. h(x) ≤ h(y) si y sólo si x⊖ y ∈ ker(h).

3. h es inyectivo si y sólo si ker(h) = {0}.

4. ker(h) ̸= A si y sólo si B es no trivial.

Demostración.

1. Notemos qe h(0) = 0, por lo tanto 0 ∈ h−1(J). Sean x, y ∈ A tal que y ≤ x y
x ∈ h−1(J), esto es h(x) ∈ h(h−1(J)) ⊆ J , como h es un homomorfismo entonces se
sigue que h(y) ≤ h(x) y por lo tanto existe un z ∈ h(A) tal que h(y) + z = h(x),
como h(x) ∈ J , entonces h(y) + z ∈ J , de este modo se tiene que h(y) ∈ J , esto
es y ∈ h−1(J). Ahora, si x, y ∈ h−1(J) entonces h(x), h(y) ∈ h(h−1(J)) ⊆ J . Como
h(x⊕y) = h(x)⊕h(y) entonces h(x⊕y) ∈ J , esto es x⊕y ∈ h−1(J). En consecuencia,
h−1(J) es un ideal de A.

Veamos ahora que ker(h) es un ideal de A. Es claro que 0 ∈ ker(h). Sean x, y ∈ A
tal que y ≤ x y x ∈ ker(h), como y ≤ x entonces h(y) ≤ h(x), de este modo h(y) =
h(x) = 0, esto es y ∈ ker(h). Luego, si x, y ∈ ker(h) entonces h(x) = h(y) = 0 y
por lo tanto, h(x⊕ y) = h(x)⊕ h(y) = 0⊕ 0 = 0, esto es x⊕ y ∈ ker(h), así ker(h)
es un ideal de A.
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1.3. HOMOMORFISMOS E IDEALES

2. Si h(x) ≤ h(y) entonces se tiene que ¬h(x) ⊕ h(y) = 1, esto es h(¬x ⊕ y) = 1,
notemos que h(¬(¬x ⊕ y)) = ¬h(¬x ⊕ y) = ¬1 = 0, es decir, h(x ⊖ y) = 0. En
consecuencia x⊖ y ∈ ker(h). La otra implicación es inmediata.

3. Sea h inyectiva y x ∈ ker(h), esto es h(x) = h(0) = 0, por lo tanto x = 0, y
así ker(h) = {0}. Por el contrario, sea ker(h) = {0} y sean x, y ∈ A tales que
h(x) = h(y), como h es un homomorfismo h(d(x, y)) = d(h(x), h(y)) = 0 (donde
d(x, y) denota la distancia entre x e y). Ahora, como ker(h) = {0}, si h(d(x, y)) = 0
entonces d(x, y) = 0, eso es x = y. En consecuencia, h es inyectiva.

4. Si ker(h) ̸= A entonces existe al menos un x ∈ A tal que x /∈ ker(h), así h(x) ̸= 0,
es decir, B es no trivial. Por el contrario, si B es no trivial entonces existe x ∈ A
tal que h(x) ̸= 0, esto es x /∈ ker(h) y por lo tanto ker(h) ̸= A.
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MV-topología y el Intervalo Fuzzy
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Capítulo 2

MV-topología

Daremos inicio a este capítulo con la definición de conjunto fuzzy, el cual permitirá intro-
ducir el concepto de topología fuzzy. Enseguida se presenta la definición de MV-topología
con algunos conceptos y propiedades importantes, las cuales se obtienen como una gene-
ralización o adaptación natural de los conceptos de topología clásica.

2.1. Conjuntos fuzzy

En 1965, [18], Lofti Zadeh introduce el concepto de conjunto fuzzy con el fin de represen-
tar matemáticamente la imprecisión de ciertas categorías de objetos. La representación
matemática de un conjunto fuzzy se basa en el hecho de que cualquier conjunto clásico A
se puede representar por su función característica 1A : X −→ {0, 1}, donde:

1A(x) =

{
1 si x ∈ A

0 si x /∈ A

En este sentido, tener 1A(x) = 1 significa que el elemento x pertenece a A, y si 1A(x) = 0
significa que x no pertenece a A. Sin embargo, en muchos casos las clases de objetos que
se encuentran en el mundo físico no tienen criterios de pertenencia precisos. Esta noción
se generaliza de tal forma que la pertenencia de los elementos de un conjunto pueda tomar
más de dos valores, e incluso un continuo de valores, en lugar de tomar solo dos valores en
el conjunto de dos elementos {0, 1}. De este modo, Zadeh definió los conjuntos fuzzy como
clases de objetos con grados de pertenencia sobre el intervalo real [0, 1]. Así, la teoría de
conjuntos fuzzy es una generalización de la teoría de conjuntos clásica.

2.1.1. Conceptos básicos

A continuación presentamos algunas definiciones básicas, las cuales se pueden encontrar
en [18].

Definición 2.1.1. Sea X un conjunto. Se define un subconjunto fuzzy1 de X como
una función α : X −→ [0, 1]. En este sentido, α es llamada la función de pertenencia y
α(x) se interpreta como el grado de pertenencia de un punto x ∈ X en un conjunto fuzzy
α. El conjunto de subconjuntos fuzzy de X se denota por [0, 1]X .

1En este trabajo utilizaremos el concepto fuzzy aunque en muchas ocasiones, en la literatura se hace
uso del concepto difuso.
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Si el valor de esta función es 0, x /∈ α. Si es 1, entonces x ∈ α totalmente, y si 0 < α(x) < 1
entonces x pertenece a α de una manera parcial.

Observación 2.1.2. Como se mostró en el ejemplo 1.1.1, el conjunto de subconjuntos
fuzzy de X, [0, 1]X constituye una MV-álgebra.

Los conjuntos fuzzy que sólo toman los valores de 0 o 1 se llaman conjuntos fuzzy carac-
terísticos o conjuntos crisp, en especial, el conjunto fuzzy que toma el valor de 1 para
todo x ∈ X se denota por 1, y el conjunto fuzzy que para todo x ∈ X toma el valor de
0 se denota por 0. En otras palabras, son las funciones constantes tales que 1(x) = 1 y
0(x) = 0 para todo x ∈ X.
En general, para cada r ∈ [0, 1], denotamos por r a la función constante r(x) = r para
todo x ∈ X

Definición 2.1.3. Para cada subconjunto fuzzy α se define su soporte mediante

{x ∈ X : α(x) > 0},

denotado por supp(α).

Los conjuntos fuzzy permiten formalizar expresiones lingüísticas2 que normalmente con-
tienen algún grado de ambigüedad, es decir, proveen un método para expresar matemáti-
camente conceptos tales como “joven”, “alto”, “frío” etc., que son bastamente usados, pero
que por esencia no son totalmente precisos. A continuación presentamos algunos ejemplos
de conjuntos fuzzy.

Ejemplo 2.1.1. Considere los habitantes de un país. Cada individuo de ésta población
se puede asociar a un número real correspondiente a su edad. Considere todo el universo
como las edades dentro del intervalo U = [0, 100] donde x ∈ U se interpreta como la
edad de un individuo determinado. Se podría modelar el concepto fuzzy “joven” por las
siguientes dos funciones de pertenencia J1 y J2 según diferentes expertos. Uno de esos
modelos, decidido por un adolescente, podría ser

J1(x) =


1 si x < 20
40−x
20

si 20 ≤ x < 40

0 si 40 ≤ x

La gráfica correspondiente a J1(x) se presenta en la figura 2.1

Figura 2.1: Una función de pertenencia para “joven”

2Una expresión lingüística es una variable cuyos valores son palabras o sentencias (no números).
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Mientras que un modelo decidido por una persona de 28 años, podría ser

J2(x) =


1 si x < 35
70−x
35

si 35 ≤ x < 50
2(60−x)

35
si 50 ≤ x ≤ 60

0 si 60 ≤ x

La gráfica correspondiente a J2(x) se presenta en la figura 2.1

Figura 2.2: Otra función de pertenencia para “joven”

Ejemplo 2.1.2. Supongamos que queremos modelar la noción de “ingresos altos” con un
conjunto fuzzy. De nuevo, considere todo el universo como los ingresos diarios dentro del
intervalo U = [0, 100] donde x ∈ U se interpreta como el ingreso diario de un individuo
determinado. La función de pertenencia I permite modelar este concepto.

I(x) =


0 si x < 35
x−35
35

si 35 ≤ x < 70

1 si 70 ≤ x

La gráfica correspondiente a I(x) se presenta en la figura 2.3.

Figura 2.3: Una función de pertenencia para “ingresos altos”

Notemos que en este modelo un ingreso diario inferior a los $35.000 no es considerado
alto, mientras que que los ingresos superiores a $70.000 sí lo son. Además, los ingresos
que se encuentran entre los $35.000 y los $70.000 no son considerados ni del todo bajos,
ni del todo altos.
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2.1.2. Operaciones en conjuntos fuzzy

Sean α, β subconjuntos fuzzy de X, por las operaciones unión e intersección nos referimos
al ínfimo y supremo, respectivamente:

(α ∨ β)(x) = máx{α(x), β(x)} = α(x) ∨ β(x)

(α ∧ β)(x) = mı́n{α(x), β(x)} = α(x) ∧ β(x)

y por el complemento,
α∗(x) = 1− α(x).

De este modo, si A = {αi : i ∈ I} es una familia de conjuntos fuzzy en X, entonces
nos referimos respectivamente a su supremo e ínfimo por

∨
A =

∨
{αi : i ∈ I} y∧

A =
∧
{αi : i ∈ I}.

Ejemplo 2.1.3. Consideremos el conjunto fuzzy J1(x) del ejemplo 2.1.1 y el conjunto
fuzzy I(x) del ejmplo 2.3 dados por las siguientes fórmulas:

J1(x) =


1 si x < 20
40−x
20

si 20 ≤ x < 40

0 si 40 ≤ x

I(x) =


0 si x < 35
x−35
35

si 35 ≤ x < 70

1 si 70 ≤ x

Las funciones de pertenencia y las gráficas para J1∨ I, J1∧ I, J∗1 y I∗ son las siguientes.

(J1 ∨ I)(x) =


1 si x < 20, x ≥ 70
40−x
20

si 20 ≤ x < 2100
55

x−35
35

si 2100
55
≤ x < 70

Figura 2.4: La función de pertenencia J1 ∨ I

(J1 ∧ I)(x) =


0 si x < 35, x ≥ 40
x−35
35

si 35 ≤ x < 2100
55

40−x
20

si 2100
55
≤ x < 40
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Figura 2.5: La función de pertenencia J1 ∧ I

J∗1 (x) =


0 si x < 20

1−
(
40−x
20

)
si 20 ≤ x < 40

1 si 40 ≤ x

Figura 2.6: La función de pertenencia J∗1

I∗(x) =


1 si x < 35

1−
(
x−35
35

)
si 35 ≤ x < 70

0 si 70 ≤ x
Co-

Figura 2.7: La función de pertenencia I∗

Como para cada conjunto no vació X, el conjunto de funciones [0, 1]X es una MV-álgebra
con las operaciones ⊕ y ⊙ definidas puntualmente, entonces podemos realizar las gráficas
correspondientes a estas operaciones entre las funciones de pertencia de J1 e I. De este
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modo:

(J1 ⊕ I)(x) = J1(x)⊕ I(x) = mı́n{J1(x) + I(x), 1},
(J1 ⊙ I)(x) = J1(x)⊙ I(x) = máx{J1(x) + I(x)− 1, 0},

así,

(J1 ⊕ I)(x) =


1 si x < 20, x ≥ 70
40−x
20

si 20 ≤ x < 35
40−x
20

+ x−35
35

si 35 ≤ x < 40
x−35
35

si 40 ≤ x < 70

Co-

Figura 2.8: La función de pertenencia J1 ⊕ I

Como J1(x) + I(x) ≤ 1 para todo x ∈ U entonces se tiene que

(J1 ⊙ I)(x) = máx{J1(x) + I(x)− 1, 0} = 0,

por tanto, su gráfica corresponde es la función constante 0. Notemos que

J1 ⊙ I ≤ J1 ∧ I ≤ J1 ∨ I ≤ J1 ⊕ I,

como era de esperarse.

2.2. Topología fuzzy

En 1968, tres años después de Zadeh introducir el concepto de conjunto fuzzy, Chang defi-
ne los espacios topológicos fuzzy, como una extensión de los espacios topológicos clásicos,
[2]. También desarrolló algunas nociones topológicas básicas para estos espacios, las cuales
serán presentadas en esta sección. En 1974, Lowen publicó un artículo [10] en donde pre-
sentó los funtores ω y ι de los cuales hablaremos en la sección 2.2.2; estos funtores serán
de gran importancia en el desarrollo de este trabajo, pues son los que nos permitirán es-
tablecer algunas propiedades topológicas en nuestro conjunto de interés: el intervalo fuzzy.

En lo que sigue presentamos algunos resultados que pueden ser encontrados en [2] y [4].

Definición 2.2.1. Una topología fuzzy es una familia τ de subconjuntos fuzzy de X,
esto es, τ ⊆ [0, 1]X , que satisface las siguientes condiciones:

1. 0,1 ∈ τ ,
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2. Si α, β ∈ τ , entonces α ∧ β ∈ τ ,

3. Si {αi}i∈I ⊆ τ , entonces
∨

i∈I αi ∈ τ .

Se llama espacio topológico fuzzy o fts a todo par (X, τ) donde X es un conjunto y τ
una topología fuzzy de X. Cada miembro de una topología fuzzy τ de X es llamado
conjunto fuzzy τ -abierto, o simplemente fuzzy abierto. Todo conjunto complementario de
un subconjunto abierto, es decir, cada elemento en τ ∗ se llama subconjunto cerrado en
[0, 1]X . El conjunto τ ∗ = {α∗ : α ∈ τ} verifica las siguientes propiedades:

0,1 ∈ τ ∗,

para todo β1, β2 ∈ τ ∗, β1 ∨ β2 ∈ τ ∗,

si {βi}i∈I ⊆ τ ∗, entonces
∧

i∈I βi ∈ τ ∗.

En 1976 [10], Lowen dio una definición de espacio topológico fuzzy que incluye las con-
diciones de espacio topológico de Chang, y agrega todas las funciones constantes a la
familia de conjuntos fuzzy abiertos; esto con el fin de que las funciones constantes entre
espacios topológicos fuzzy sean continuas, pues con la definición 2.2.1 esta condición de
continuidad no necesariamente se satisface.

Definición 2.2.2. El par (X, τ) se denomina espacio topológico fuzzy laminado si y sólo
si:

1. para todo r ∈ [0, 1], r ∈ τ ,

2. si α, β ∈ τ , entonces α ∧ β ∈ τ ,

3. si {αi}i∈I ⊆ τ , entonces
∨

i∈I αi ∈ τ .

Así como en la topología clásica, en la topología fuzzy también podemos establecer cuándo
dos topologías son comparables: si τ1 y τ2 son topologías fuzzy de X, entonces decimos
que τ1 es más gruesa que τ2, o que τ2 es más fina que τ1, si τ1 ⊆ τ2. En otras palabras, τ1 es
más gruesa que τ2, si cada conjunto fuzzy τ1-abierto es τ2-abierto. Sin embargo, puede que
dos topologías fuzzy no sean comparables, es decir, puede que no haya una más fina que
la otra. Aún así, existe una topología fuzzy más fina y una más gruesa llamadas topología
fuzzy discreta y topología fuzzy trivial, respectivamente.

A continuación se presentan algunos ejemplos de espacios topológicos fuzzy. En particular,
el ejemplo número 3 es clave en el estudio de esta rama, ya que permite ver cómo a partir
de cualquier topología clásica se puede construir una fuzzy.

Ejemplo 2.2.1. Sea X un conjunto no vacío.

1. Sea τ = {1∅, 1X} ⊆ [0, 1]X , entonces τ es claramente una topología fuzzy en X.
Llamamos a ésta, la topología fuzzy trivial en X, y llamamos a (X, τ) el espacio
topológico fuzzy trivial o simplemente fts trivial.

2. Sea τ = [0, 1]X , entonces τ es una topología fuzzy en X, llamada topología fuzzy
discreta en X, y llamamos a (X, τ) el espacio topológico fuzzy discreto.

3. Si τu es una topología en X, entonces τ = {1G : G ∈ τu} es una topología fuzzy de
X y por tanto, (X, τ) es un espacio topológico fuzzy.
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4. Sea τ = {r : r ∈ [0, 1]} ⊆ [0, 1]X , entonces τ es una topología fuzzy en X.

Veamos un caso particular del ejemplo número 3:

Sea X = R y τu la topología usual sobre R (topología generada por la base de
intervalos abiertos), de este modo:

τu = {G ⊆ R : G es abierto},

entonces
τ = {1G : G ∈ τu}

es una topología fuzzy de R.

Verifiquemos que se cumplen las condiciones para que τ sea una topología fuzzy de R:

1. Como R y ∅ son abiertos, entonces R, ∅ ∈ τu, luego se tiene que 1X , 1∅ ∈ τ .

2. Si 1G1 , 1G2 ∈ τ , entonces por definición, G1, G2 ∈ τu, luego, como la intersección de
dos conjuntos abiertos de R es un abierto de R, se tiene que G1 ∩ G2 ∈ τu, por lo
tanto, 1G1∩G2 = 1G1 ∧ 1G2 ∈ τ .

3. Si {Gi}i∈I ⊆ τ , entonces por definición, para todo i ∈ I se tiene que Gi ∈ τu, y
como la unión de una familia de abiertos de R es un conjunto abierto de R, entonces⋃

i∈I{Gi} ∈ τu, por lo tanto 1⋃
i∈I{Gi} =

∨
i∈I 1Gi

∈ τ . con lo cual se ha verificado la
cerradura para supremos arbitrarios.

En conclusion, τ = {1G : G ∈ τu} es una topología fuzzy de R.

2.2.1. Bases y funciones continuas

Los conceptos definidos en esta sección son válidos tanto para espacios topológicos fuzzy
como para espacios laminados. Sin embargo, sólo nos referiremos a fts. Primero, veamos
la definición de base y subbase.

Definición 2.2.3. Dado un espacio topológico fuzzy (X, τ), un subconjunto B de τ se
llama una base para τ si todo conjunto abierto de τ es supremo de elementos de B.

Ejemplo 2.2.2.

1. Para todo espacio topológico fuzzy (X, τ) la topología fuzzy τ es una base.

2. Si (X, τ) es un espacio topológico y β es una base de τ , entonces la familia B =
{1Y : Y ∈ β} es una base fuzzy de la topología fuzzy τ = {1Y : Y ∈ τ}.

Definición 2.2.4. Dado un espacio topológico fuzzy (X, τ), un subconjunto B de τ se
llama una subbase para τ si la colección de ínfimos de subfamilias finitas de B forma
una base para (X, τ).

Para cualquier función f : X −→ Y definimos también una función f→ : [0, 1]X −→ [0, 1]Y

estableciendo, para todo α ∈ [0, 1]X y para todo y ∈ Y ,

f→(α)(y) =
∨

f(x)=y

α(x), (2.1)
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La función f→ se llama imagen directa de los subconjuntos fuzzy de X. La función f
también define naturalmente lo que sería la preimagen de los subconjuntos de Y :

f← : [0, 1]Y −→ [0, 1]X

α −→ α ◦ f,
(2.2)

Definición 2.2.5. Sean (X, τX) y (Y, τY ) fts, una función f : X −→ Y se dice que es
una aplicación fuzzy continua si la aplicación inversa mapea cada subconjunto abierto
de (Y, τY ) como un abierto en (X, τX), es decir, para todo α ∈ τY , f←(α) ∈ τX .

Definición 2.2.6. Sean (X, τX) y (Y, τY ) dos espacios topológicos fuzzy. Una aplicación
f : X −→ Y es llamada:

abierta, si mapea cada subconjunto abierto en (X, τX) como uno abierto en (Y, τY ),
es decir, para todo α ∈ τX , f→(α) ∈ τY .

cerrada, si mapea cada subconjunto cerrado en (X, τX) como uno cerrado en (Y, τY ),
es decir, para todo ω ∈ τ ∗X , f→(ω) ∈ τ ∗Y .

homeomorfismo, si es biyectivo y tanto f como f−1 son continuas.

Los espacios topológicos fuzzy, con funciones continuas, forman una categoría que de-
notamos por Fuz . Además, la categoría de espacios topológicos fuzzy laminados y sus
funciones continuas se denota por LFuz . A continuación se presentan algunos funto-
res relevantes entre la categoría de los espacios topológicos clasicos, denotada por T op
y los fuzzy, estos serán de gran importancia a la hora de describir las propiedades MV-
topológicas del intervalo unidad fuzzy, el cual será se presenta más adelante.

2.2.2. Algunos funtores entre espacios topológicos clásicos y fuzzy

En [9], Lowen define los funtores ι : Fuz −→ T op y ω : T op −→ LFuz de la siguiente
manera:

1. ι(X, τ) = (X, ι(τ)) donde ι(τ) es la topología generada por la subbase

B = {µ−1(r, 1] : µ ∈ τ, r ∈ [0, 1)} = {x ∈ X : µ(x) > r}µ∈τ,r∈[0,1).

Además, para α ̸= 1 se tiene que:

ια(τ) = {µ−1(α, 1] : µ ∈ τ},

entonces ια(τ) es una topología en X y claramente

ι(τ) =
⋃

α∈I\{1}

ια(τ).

2. ω(X, τ) = (X,ω(τ)) donde ω(τ) es el conjunto de las funciones semicontinuas infe-
riormente 3 de (X, τ) en [0, 1] equipado con la topología usual.

ω(τ) =
⋃

r∈[0,1)

C(X, Ir) =
⋃

r∈[0,1)

{f : X −→ Ir | f es continua },

3Dado un espacio topológico (X, τ), una función f : X −→ R es semicontinua inferior si para todo
t ∈ R el conjunto {x ∈ X : f(x) ≥ t} es un conjunto abierto.
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donde Ir = (r, 1].

Un espacio topológico fuzzy (X, δ) cuya topología fuzzy es de la forma δ = ω(τ)
para una topología τ en X es llamado topologicamente generado o inducido.

De manera natural se definen los funtores e : T op −→ Fuz y j : Fuz −→ T op de la
siguiente manera,

3. e(X, τ) = (X, e(τ)), donde

e(τ) = {1U : U ∈ τ}.

4. j(X, τ) = (X, j(τ)), donde
j(τ) = τ ∩ 2χ.

Note que j(τ) es la topología más grande contenida en τ .

Definición 2.2.7. Un espacio topológico fuzzy (X, τ) se dice que es débilmente indu-
cido si para cada t ∈ [0, 1) y para cada α ∈ τ , la función caracteristica αt ∈ τ , donde

αt = {x ∈ X : α(x) > t}.

A continuación, presentamos algunas propiedades de estos functores (ver [10]).

Proposición 2.2.8.

1. Para todo (X, τ) en T op, ι(ω(τ)) = τ .

2. ι es una sobreyección, ω es una inyección y para cada τ1 ⊆ τ2, ι(τ1) ⊆ ι(τ2) y
ω(τ1) ⊆ ω(τ2).

3. τ es topológicamente generado si y sólo si ω(ι(τ)) = τ .

4. ω(ι(τ)) es la topología fuzzy topológicamente generada más pequeña que contiene τ .

2.2.3. Fuzzy compacidad y conexidad

En [2], Chang introduce el concepto de compacidad para espacios topológicos fuzzy, la
cual formalmente es la misma definición que para espacios topológicos clásicos. A pesar
de que esta definición ha sido utilizada en varios artículos, con esta definición no se
tiene el hecho de que si (X, τ) es un compacto, entonces (X,ω(τ)) también lo es. De
acuerdo a lo anterior, en [9] y [10], Lowen introduce no sólo los funtores ι y ω, sino que
también introduce algunos conceptos de compacidad fuzzy como una generalización de la
compacidad en topología clásica. Dos años después, en 1978, Gantner y Steinlage publican
el artículo [5] en donde dan una nueva definición de espacio topológico fuzzy compacto.
En el mismo año, Lowen publica el artículo [11] en donde realiza una comparación entre
las diferentes definiciones de compacidad establecidas hasta el momento y muestra cuáles
de ellas son buenas extensiones, además de mostrar cuáles de estas definiciones satisfacen
el teorema de Tychonoff. A continuación presentamos algunas de estas definiciones junto
con algunos resultados que pueden ser encontrados en [11].
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Definición 2.2.9. (I) (X, τ) es cuasi-fuzzy compacto si y solo si para cada familia
Γ ⊆ τ tal que

∨
µ∈Γ µ = 1, existe una subfamilia finita {µ1, . . . , µn} ⊆ Γ tal que

∨n
i=1 µi =

1. [2]

Definición 2.2.10. (II) Sea 0 ≤ α < 1. (X, τ) es α-compacto si y solo si cada familia
α-shading4 en τ tiene una subfamilia finita α-shading. [5]

Definición 2.2.11. (III) Sea 0 ≤ α ≤ 1. (X, τ) es α∗-compacto si y solo si cada familia
α∗-shading en τ tiene una subfamilia finita α∗-shading. [5]

De la definición de α-shading se tiene la siguiente observación.

Observación 2.2.12. Notemos que una familia de conjuntos fuzzy Γ es α-shading (resp.
α∗-shading) si y sólo si

⋃
µ∈Γ

µ−1(α, 1] = X

(
resp.

⋃
µ∈Γ

µ−1[α, 1] = X.

)

Definición 2.2.13. (IV) (X, τ) es fuertemente compacto si y solo si es α-compacto
para cada α ∈ I \ {1}. [11]

Definición 2.2.14. (V) (X, τ) es ultracompacto si y solo si (X, ι(τ)) es compacto. [11]

Definición 2.2.15. (VI) (X, τ) es fuzzy compacto si para cada familia Γ ⊆ τ y para
cada α ∈ I tal que

∨
µ∈Γ ≥ α y para cada ϵ > 0 existe una familia finita Γ0 ⊆ Γ tal que∨

µ∈Γ0
µ ≥ α− ϵ. [10]

Los siguientes dos teoremas de topología clásica serán relevantes en las sucesivas demos-
traciones:

Teorema 2.2.16. Si τ ′ ⊆ τ y (X, τ) es compacto entonces (X, τ ′) es compacto.

Demostración. Sea Γ = {αi}i∈I un cubrimiento abierto de X por τ ′, es decir, para todo
i ∈ I αi ∈ τ ′. De este modo, αi ∈ τ y como (X, τ) es compacto, exite un subcubrimiento
finito {αj}j∈J ⊆ Γ tal que ⋃

j∈J

αj ⊇ X,

en consecuencia (X, τ ′) es compacto.

Teorema 2.2.17. Si τ ′ ⊆ τ y (X, τ) es conexo entonces (X, τ ′) es conexo.

Demostración. Supongamos que (X, τ ′) no es conexo, es decir, existen abiertos α, β ∈
τ ′ ⊆ τ tal que α ∩ β = ∅ y α ∪ β = X. Luego (X, τ) no es conexo, lo cual contradice la
hipótesis y en consecuencia, (X, τ ′) es conexo.

Proposición 2.2.18. (X, τ) es α-compacto (resp. α∗-compacto) si y sólo si (X, ια(τ))
(resp. (X, ια∗(τ))) es compacto.

4Una familia de subconjuntos fuzzy β ⊆ [0, 1]X es llamada α-shading (resp. α∗-shading) si y sólo si
para todo x ∈ X existe µ ∈ β tal que µ(x) > α (resp. µ(x) ≥ α).
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Demostración. Si (X, τ) es α-compacto, entonces cada familia α-shading en τ tiene una
subfamilia finita α-shading. De este modo, sea β ⊆ [0, 1]X una familia α-shading de τ , así
por la observación 2.2.12 se tiene que⋃

µ∈β

µ−1(α, 1] = X,

es decir, µ−1(α, 1] es un cubrimiento de X. Ahora, consideremos la subfamilia α-shading
β0 ⊆ β, por tanto, ⋃

µ∈β0

µ−1(α, 1] = X.

Así, para todo cubrimiento abierto de X, existe un subcubrimiento finito del mismo. Co-
mo ια(τ) es la topología generada por la subbase {µ−1(α, 1] : µ ∈ τ, α ∈ [0, 1)} entonces
se concluye que (X, ια(τ)) es compacto. Ahora, si (X, ιατ) es compacto, entonces sea
{µ−1(α,X]}µ∈β (α ̸= 1) un cubrimiento abierto de X y sea {µ−1(α,X]}µ∈β0 un subcu-
brimiento finito del mismo, de este modo, para todo x ∈ X existe µ ∈ β0 ⊆ β tal que
µ(x) > α y, en consecuencia (X, τ) es α-compacto. La demostración del caso α∗-compacto
es análoga.

Proposición 2.2.19. El siguiente esquema siempre se cumple.

(V ) // (IV ) //

��

(II)

(V I)

Demostración. Si (X, τ) es ultracompacto entonces (X, ι(τ) es compacto y como para
todo α ∈ I \ {1}, ια(τ) ⊂ ι(τ), entonces (X, ια(τ)) es compacto para todo α ∈ I \ {1},
luego, por la proposición 2.2.18 se tiene que que (X, τ) es α-compacto para todo α ∈ I\{1}
y en consecuencia es fuertemente compacto.
Si (X, τ) es fuertemente compacto, entonces por definición es α-compacto para cualquier
α ∈ I \ {1}. Además, sea α0 > 0 y β ⊆ τ tal que

∨
µ∈β µ(x) ≥ α0 y tome α0 > ϵ > 0.

Ahora, por la densidad de I podemos tomar α ∈ I tal que α0 > α ≥ α0−ϵ. De este modo,
para todo x ∈ X se tiene que

∨
µ∈β µ(x) ≥ α0 > α, de modo que β es un α-shading.

Ahora, como (X, τ) es fuertemente compacto, entonces existe una subfamilia finita α-
shading β0 ⊆ β y entonces

∨
µ∈β0

µ(x) > α ≥ α0 − ϵ, esto prueba que (X, τ) es fuzzy
compacto.

Diremos que una propiedad topológica fuzzy P ′ es una buena extensión de una propiedad
topológica P si para cada topología τ en X: (X, τ) tiene la propiedad P si y sólo si
(X,ω(τ)) tiene la propiedad P ′.

Teorema 2.2.20. Las definiciones (II), (IV), (V) y (VI) son buenas extensiones de
compacidad.

Demostración. Que (II) sea una buena extensión se debe al hecho de que si (X, τ) es
un espacio topológico, entonces para todo α ∈ I \ {1} se tiene que ια(ω(τ)) ⊆ τ : en
efecto, sabemos que ι(ω(τ)) = τ (ver proposición 2.2.8) y ya que ι(ω(τ)) =

⋃
α∈I ια(ω(τ))

entonces se tiene que ια(ω(τ)) ⊆ ι(ω(τ)) = τ . De este modo, si (X, τ) es un espacio
topológico compacto, entonces por la proposición 2.2.16 se tiene que (X, ια(ω(τ))) es
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compacto para todo α ∈ I \{1}, luego, por la proposición 2.2.18 (X,ω(τ)) es α-compacto,
esto muestra que (II) es una buena extensión de compacidad. Por la definición 2.2.13,
para (IV) es una consecuencia inmediata del hecho que (II) sea una buena extensión. Para
(V) se sigue de que si (X, τ) es compacto, entonces (x, ι(ω(τ))) también lo es (ya que
ι(ω(τ)) = τ), luego, por la definición 2.2.14 se tiene que (X,ω(τ)) es ultracompacto. Para
(VI) se sigue de que si (X, τ) es compacto, entonces (X,ω(τ)) es fuertemente compacto,
luego, por la proposición 2.2.19 se concluye que (X,ω(τ)) es también fuzzy compacto.

El siguiente contrajemplo muestra que (I) no es una buena extensión de compacidad, este
contraejemplo se puede encontrar en [10].

Contraejemplo 2.2.1. Sea (X, τ) el intervalo unitario I con la topología usual. Entonces
para todo x ∈ I, x ̸= 0, x ̸= 1 y sea αx el conjunto fuzzy definido por:

αx(x) = 1,

αx(y) = 0, ∀y ∈
[
0,

x

2

]
∪
[
1 + x

2
, 1

]
,

αx es lineal en
[x
2
, x
]

y en
[
x,

1 + x

2

]
.

Para

x = 0, α0(y) = −y + 1 ∀y ∈ I,

x = 1, α1(y) = y ∀y ∈ I.

De este modo, ∀x ∈ I, αx ∈ ω(τ), y
∨

x∈I αx = 1, pero no tiene una subfamilia finita con
esta propiedad.

De acuerdo a los resultados presentados anteriormente, la ultracompacidad no sólo es una
buena extension de compacidad, sino que también implica otras buenas extensiones, en
este sentido, un espacio topológico fuzzy que sea ultracompacto es también fuertemente
compacto, α−compacto y fuzzy compacto. De este modo, entre las que son buenas exten-
siones de compacidad, la ultracompacidad es las más fuerte.

Tomando como referencia la definción de ultracompacto, se tiene la siguiente definción:

Definición 2.2.21. Un espacio topológico fuzzy (X, τ) es llamado ultraconexo si (X, ι(τ))
es conexo.

Proposición 2.2.22. Ultraconexidad es una buena extensión de conexidad.

Demostración. Si (X, τ) es un espacio topólogico conexo, entonces (x, ι(ω(τ))) también
lo es (ya que ι(ω(τ)) = τ), luego, por la definición 2.2.21 se tiene que (X,ω(τ)) es ultra-
conexo.

En este trabajo estamos interesados en demostrar que el intervalo fuzzy es ultracompacto
y ultraconexo, ya que estas son buenas extensiones de los conceptos de compacidad y
conexidad, respectivamente. Sin embargo, presentamos la definción de α-conexo, la cual
se puede encontrar en [13].
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Definición 2.2.23. Un espacio topológico fuzzy (X, τ) es llamado α-conexo (resp. α∗-
conexo) si no existen abiertos u, v ∈ τ \ {0,1} tales que u ∧ v = 0 y u ∨ v > α∗ (resp.
≥ α∗) para α ∈ I.

Proposición 2.2.24. Cada espacio topológico fuzzy ultraconexo es 1-conexo.

Demostración. Sea (X, τ) un espacio topológico fuzzy ultraconexo, como ι0(τ) ⊆ ι(τ)
entonces (X, ι0(τ)) es conexo (ver proposición 2.2.17). Supongamos que (X, τ) no es 1-
conexo, esto es, existen abiertos u, v ∈ τ \ {0,1} tales que u ∧ v = 0 y u ∨ v > 0. Ahora,
sea U = u−1(0, 1] y V = v−1(0, 1], esto es

U = {x ∈ X : u(x) > 0},
V = {x ∈ X : v(x) > 0},

claramente U, V ̸= ∅ y U ∪ V = X. Además, como u ∧ v = 0 entonces U ∩ V = ∅, en
consecuencia (X, ι0(τ)) no es conexo.

2.3. Espacios MV-topológicos

Los espacios MV-topológicos son tipos particulares de espacios topológicos fuzzy, los cua-
les aprovechan además las operaciones de las MV-álgebras, estudiadas en el capítulo 1. El
concepto de MV-topología fue introducido por Ciro Russo en [15], con el fin de demostrar
una extensión de la dualidad que hay entre las álgebras booleanas y los espacios de Stone,
la cual se conoce como dualidad de Stone. En esta sección denotaremos a la categoría de
los espacios MV-topológicos por MV T op .

Las definiciones y resultados presentados a continuación se pueden encontrar en [4] y [15].

Definición 2.3.1. Sea X un conjunto, A la MV-álgebra [0, 1]X y τ ⊆ A. Decimos que τ
es una MV-topología en X, si para todo α1, α2 ∈ τ se satisface lo siguiente:

1. 0,1 ∈ τ ,

2. α1 ∧ α2 ∈ τ ,

3. α1 ⊙ α2 ∈ τ ,

4. α1 ⊕ α2 ∈ τ ,

5. para cualquier familia {αi}i∈I de elementos de τ ,
∨

i∈I αi ∈ τ .

El par (X, τ) es llamado espacio MV-topológico y los elementos de τ son los MV-subconjuntos
abiertos de X, mientras que τ ∗ = {α∗ : α ∈ τ} es el conjunto de MV-subconjuntos cerra-
dos de X. Diremos que un espacio MV-topológico (X, τ) es laminado si todas las funciones
constantes en X son elementos de τ , dichos espacios forman una subcategoría de MV T op,
que será denotada por LMV T op .

Proposición 2.3.2. Sea (X, τ) un espacio MV-topológico. Para cualquier Y ⊆ X, el par
(Y, τY ) es un espacio MV-topológico, en donde

τY = {α|Y : α ∈ τ}.
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Demostración. Si (X, τ) es un espacio MV-topológico, entonces 0,1 ∈ τ , como τY =
{α|Y : α ∈ τ} entonces 0|Y ,1|Y ∈ τY . Ahora, si α|Y , β|Y ∈ τY entonces α, β ∈ τ y por
tanto α ∧ β ∈ τ , así, (α ∧ β)|Y ∈ τY . Finalmente, si {αi|Y }i∈I ⊂ τY entonces {αi}i∈I ⊂ τ ,
luego

∨
i∈I αi ∈ τ y por tanto

∨
i∈I αi|Y ∈ τY . En consecuencia (Y, τY ) es un espacio

MV-topológico.

Para cualquier subconjunto Y de X, el par (Y, τY ) es llamado MV-subespacio de (X, τ).

Ejemplo 2.3.1.

1. (X, {0,1}) y (X, [0, 1]X) son espacios MV-topológicos.

2. Sea τ = {r : r ∈ [0, 1]} ⊆ [0, 1]X , entonces τ es una MV-topología en X.

3. Si A es una subálgebra de [0, 1], entonces AX es una MV-topología. En particular:

a) {0, 1}X es una MV-topología, y si τ es una topología clásica sobre X, luego de
la identificación de ℘(X) con {0, 1}X (ver observación 1.1.3) tenemos que τ
es también una MV-topología.

b) LX
n es una MV-topología, donde Ln es el conjunto presentado en el ejemplo

1.1.1.

2.3.1. Bases, subbases y funciones continuas

Definición 2.3.3. Dado un espacio MV-topológico (X, τ), un subconjunto B de [0, 1]X se
denomina base de τ si B ⊆ τ y todo conjunto abierto de τ es unión de elementos de B.

Definición 2.3.4. Dado un espacio MV-topológico (X, τ), un subconjunto S de [0, 1]X se
denomina subbase de τ si para todo α ∈ τ , existe una familia {ti}i∈I de términos en el
lenguaje {⊕,⊙,∧}, tal que

α =
∨
i∈I

ti(βi1, . . . , βini
), (2.3)

para todo i ∈ I, ni < ω y {βij}ni
j=1 ⊆ S.

Observación 2.3.5. Si S es una subbase para una MV-topología , el conjunto BS definido
por las siguientes condiciones es obviamente una base para la misma MV-topología:

1. S ⊆ Bs,

2. si α, β ∈ BS entonces α • β ∈ BS, para • ∈ {⊕,⊙,∧}.

Sean X y Y conjuntos. En 2.2.1 definimos f← para una función f : X −→ Y como sigue:

f← : [0, 1]Y −→ [0, 1]X

α −→ f←(α) = α ◦ f,

si vemos los conjuntos [0, 1]X y [0, 1]Y como MV-álgebras, tenemos que f←(0) = 0. Ade-
más, si α, β ∈ [0, 1]Y , tenemos

f←(α⊕ β)(x) = (α⊕ β)(f(x)) = α(f(x))⊕ β(f(x)) = f←(α)(x)⊕ f←(β)(x),

análogamente, f←(α∗) = f←(α)∗. De este modo, f← es un homomorfismo de MV-álgebras
(ver definición 1.3.1) y lo llamaremos MV-preimagen de f .
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Observación 2.3.6. Las definiciones de aplicación MV-continua, MV-abierta, MV-cerrada
y MV-homeomorfismo son las mismas que se presentaron en la sección 2.2.1 para espacios
topológicos fuzzy.

Lema 2.3.7. Sean (X, τX) y (Y, τY ) dos espacios MV-topológicos y sea B una base para
τY . Se dice que una función f : X −→ Y es continua si y solo si f←[B] ⊆ τX .

Demostración. (⇒) Trivial, ya que B es una familia de conjuntos abiertos.
(⇐) Asumamos que f←[B] ⊆ τX . Sea α =

∨
Γ cualquier conjunto de elementos de τY

donde Γ ⊆ B. Como vimos anteriormente, f← es un homomorfismo de MV-álgebras,
por lo tanto f←(α) = f←(

∨
Γ) =

∨
f←[Γ], es decir, f←(α) es el supremo de conjuntos

abiertos de τX y por tanto es abierto. En consecuencia, f es continua.

Lema 2.3.8. Sean (X, τX) y (Y, τY ) dos espacios MV-topológicos y sea Bs una subbase
para τY . Se dice que una función es continua si y solo si f←[Bs] ⊆ τX .

Demostración. (⇒) Al ser BS una familia de conjuntos abiertos esta implicación es trivial.
(⇐) Asumamos que f←[BS] ⊆ τX . Sea α un conjunto abierto de τY tal que

α =
∨
i∈I

ti(βi1, . . . , βin)

donde n < ω y {βij}nj=1 ⊆ BS. Como f← es un homomorfismo de MV-álgebras, tenemos

f←(α) = f←

(∨
i∈I

ti(βi1, . . . , βin)

)
=
∨
i∈I

f←(ti(βi1, . . . , βin))

=
∨
i∈I

(ti(f
←(βi1), . . . , (f

←(βin)))

como f←(βij) ∈ τX para todo i ∈ I, i ∈ {1, . . . , n} n < ω entonces

ti(f
←(βi1), . . . , (f

←(βin)) ∈ τ,

y en consecuencia f←(α) ∈ τ .

A continuación veremos un resultado sobre el funtor ω definido en la sección 2.2.2 cuando
es restringido a MV T op tanto en el dominio como en el codominio.

Proposición 2.3.9. Si (X, τ) es un espacio topológico entonces ω(τ) es una MV-topología,
por lo que el codominio del funtor ω es en realidad la categoría LMV T op.

Demostración. Recordemos que ω(τ) es la topología fuzzy dada por,

ω(τ) =
⋃

r∈[0,1)

C(X, Ir) =
⋃

r∈[0,1)

{f : X −→ Ir | f es continua },

donde Ir = (r, 1]. Veamos que ω(τ) es cerrado para las operaciones ⊕ y ⊙ definidas
puntualmente. Sean f : X −→ Ir y g : X −→ Is elementos de ω(τ), entonces f ⊕ g :
X −→ Imı́n(r,s) está dada por:

(f ⊕ g)(x) = f(x)⊕ g(x) = mı́n(1, f(x) + g(x)),

la cual es una aplicación continua. Análogamente f ⊙ g : X −→ [0, 1] está dada por:

(f ⊙ g)(x) = f(x)⊙ g(x) = máx(0, f(x) + g(x)− 1),

la cual es continua.

28



2.3. ESPACIOS MV-TOPOLÓGICOS

2.3.2. Compacidad

Un cubrimiento de X es cualquier subconjunto Γ de [0, 1]X tal que
∨
Γ = 1, mientras

que un cubrimiento aditivo (⊕-cubrimiento) es una familia finita {αi}ni=1 de elementos de
[0, 1]X ,n < ω, tales que

α1 ⊕ · · · ⊕ αn = 1.

Es importante mencionar que dicha familia puede tener repeticiones, en otras palabras,
un cubrimiento aditivo es un subconjunto finito α1, . . . , αk de [0, 1]X , junto con números
n1, . . . , nk ∈ N tal que

n1α1 ⊕ · · · ⊕ nkαk = 1.

Proposición 2.3.10. Para cualquier conjunto X, un cubrimiento de subconjuntos fuzzy
de X que sea cerrado bajo ⊕,⊙ y ∧ es una base para una MV-topología en X.

Demostración. Sea Γ ⊆ [0, 1]X un cubrimiento cerrado bajo ⊕,⊙ y ∧. Sea

τ =
{∨

G|G ⊆ Γ
}
,

por la definición de cubrimiento se tiene que 1 ∈ τ y como ∅ ⊆ Γ entonces 0 =
∨
∅ ∈ τ . Por

otro lado, τ es cerrado para combinaciones arbitrarias y ⊕,⊙, y ∧ distribuyen cualquier
combinación. Entonces, dado α1, α2 ∈ τ tal que α1 =

∨
i∈I αi y α2 =

∨
j∈J βj con {αi}i∈I ,

{βj}j∈J ⊆ Γ, se tiene que:

α1 • α2 =

(∨
i∈I

αi

)
•

(∨
j∈J

βj

)
=
∨
i∈I

(
αi •

∨
j∈J

βj

)
=
∨
i∈I

∨
j∈J

(αi • βj),

para • ∈ {⊕,⊙,∧}. En consecuencia, τ es una MV-topología en X y Γ es una base para
ella.

Definición 2.3.11. Un MV-espacio (X, τ) es llamado compacto si cualquier cubrimiento
abierto de X contiene un subcubrimiento aditivo. Además, se llama cuasi-compacto si
algún cubrimiento abierto contiene un subcubrimiento finito.

Es claro que cuasi-compacidad implica compacidad, debido a que si {αi}ni=1 es un sub-
cubrimiento finito, entonces α1 ∨ α2 ∨ · · · ∨ αn = 1, luego por la proposición 1.2.5
α1 ∨ α2 ∨ · · · ∨ αn ≤ α1 ⊕ α2 ⊕ · · · ⊕ αn, así que α1 ⊕ α2 ⊕ · · · ⊕ αn = 1, en con-
secuencia {αi}ni=1 es un subcubrimiento aditivo. Sin embargo, compacidad no implica
cuasi-compacidad, como se muestra en el siguiente contraejemplo.

Contraejemplo 2.3.1. Sea X un conjunto no vacío y τ el conjunto de todos los sub-
conjuntos fuzzy constantes de X, que es claramente una MV-topología. Para cada r ∈
[0, 1) sea r el conjunto fuzzy constantemente igual a r. Entonces, para cualquier familia
{ri}i∈I ⊆ [0, 1) tal que

∨
i∈I ri = 1, el conjunto {ri : i ∈ I} es un cubrimiento abierto

de X y todos los cubrimientos que no contengan la función constante 1 son de esta for-
ma. Notemos que todos estos cubrimientos contienen subcubrimientos aditivos, pero no
subcubrimientos finitos.

El contraejemplo presentado en 2.2.1 también permite ver que la compacidad no implica
cuasi-compacidad. Pues habíamos visto que a pesar de que

∨
x∈I αx = 1, no había un

subcubrimiento finito con esta propiedad. Sin embargo, sí se tiene un subcubrimiento
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aditivo, pues basta con considerar los subconjuntos fuzzy α0(y), α1(y) : [0, 1] −→ [0, 1]
definidos en 2.2.1 por:

α0(y) = −y + 1 ∀y ∈ I,

α1(y) = y ∀y ∈ I.

Así, α0(y) ⊕ α1(y) = (α0 ⊕ α1)(y) = mı́n(y + (−y + 1), 1) = 1. Notemos que si Γ es un
cubrimiento abierto, entonces α0(y), α1(y) ∈ Γ. La figura 2.9 muestra que a pesar de que
α0(y)⊕ α1(y) = 1, α0(y) ∨ α1(y) < 1.

Figura 2.9: Gráficas de α0(y)⊕ α1(y) y α0(y) ∨ α1(y)

Teorema 2.3.12. Todo espacio MV-topológico (X, τ) es compacto si, y sólo si, es ul-
tracompacto en el sentido de Lowen [11], es decir, si el espacio topológico (X, ι(τ)) es
compacto.

Demostración. (⇒) Trivial.
(⇐) Supongamos que (X, ι(τ)) es un espacio topológico compacto y que {αi : i ∈ I} es
un cubrimiento abierto de (X, τ). Recordemos que βt = {x ∈ X : β(x) > t} para cada
β ∈ τ y t ∈ [0, 1). Ya que la familia {(αi) 1

2
: i ∈ I} es un cubrimiento abierto del espacio

topológico (X, ι(τ)), entonces existe una subfamilia finita {αi1 1
2

, . . . , αim 1
2

} que cubre a X.
Esto significa que {αi1, . . . , αim} es un subcubrimiento aditivo de (X, τ). En consecuencia,
(X, τ) es compacto.

El estudio de la propiedad topológica de ser Hausdorff no es abordada en este trabajo.
Sin embargo, para el lector interesado, presentamos la definición de ser Hausdorff para
espacios MV-topológicos:

Definición 2.3.13. Sea (X, τ) un espacio MV-topológico. X se llama espacio Haus-
dorff (o separado) si, para todo x ̸= y ∈ X, existen αx, αy ∈ τ tales que

1. αx(x) = αy(y) = 1,

2. αx ∧ αy = 1∅.
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Capítulo 3

Espacio de Helly

Con el fin de estudiar el intervalo unidad fuzzy, se presenta a continuación un espacio
de gran importancia en el desarrollo de este trabajo, conocido como el espacio de Helly,
el cual denotaremos por H. Este espacio surge como un contrajemplo en topología de
un espacio compacto no metrizable. En este capítulo presentamos algunas propiedades
topologícas que tiene el espacio de Helly tomando como referencia [17], aprovecharemos
estas propiedades y el homeomorfismo que hay entre este espacio y el espacio FI(R)
que será presentado en el capítulo 4, para poder establecer algunas propiedades MV-
topológicas del intervalo fuzzy; pues veremos que el intervalo fuzzy se obtiene como un
conjunto cociente de FI(R).

3.1. Un subespacio de II

Sea I = [0, 1] el intervalo real unitario con la topología usual. Así, el espacio II es exac-
tamente el espacio de funciones f : [0, 1] −→ [0, 1], tal que para todo 0 ≤ x ≤ 1 tenemos
0 ≤ f(x) ≤ 1.

Notése que podemos formar este espacio tomando el producto cartesiano incontable de
intervalos cerrados:

II =
∏
i∈I

Ii.

De este modo, el espacio II está dotado de la topología producto, que es aquella que tiene
como una subbase a los conjuntos de la forma π−1x (Ux) donde cada Ux es un abierto de
Ix, y πx es la proyección sobre el factor correspondiente,

πx :
∏
x∈I

Ix −→ Ix. (3.1)

Como resultados de topología clásica, sabemos que el intervalo real unitario I = [0, 1]
con la topología inducida por la distancia usual es un espacio compacto, Hausdorff y
conexo. El teorema de Tychonoff establece que producto de espacios compactos es un
espacio compacto, esto también sucede para productos de espacios Hausdorff y espacios
conexos. De este modo, II con la topología inducida por la topología producto es también
compacto, Hausdorff y conexo.
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CAPÍTULO 3. ESPACIO DE HELLY

El espacio de Helly es el subespacio H ⊂ II formado por todas las funciones no decrecien-
tes (si x ≤ y, entonces f(x) ≤ f(y)). De este modo, denotaremos por H a la topología
en H inducida por la topología producto.

Las siguientes gráficas corresponden a algunos ejemplos de estas funciones.

Figura 3.1: Algunas funciones de H

Notemos que las gráficas presentadas en la figura 3.1 son todas continuas, sin embargo,
hay funciones discontinuas que también pertenecen a este espacio, como se muestra a
continuación.

Figura 3.2: Algunas funciones discontiuas de H

Es importante notar que estas gráficas presentan una discontinuidad de salto1, ya que es
el único tipo de discontinuidad que pueden presentar las funciones pertenecientes a H. En

1Una discontinuidad de salto es cuando el límite bilateral no existe porque los límites unilaterales no
son iguales.
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3.2. PROPIEDADES TOPOLÓGICAS

caso de haber una discontinuidad puntual2 en al menos un punto del dominio, la función
ya no sería no decreciente; veamos un caso particular.

Consideremos una función f : [0, 1] −→ [0, 1] cuya gráfica esté determinada por la figura
3.3, notemos que para x < t no siempre se cumple que f(x) ≤ f(t), pues existen valores
de x en el intervalo [0, t] tales que f(x) > f(t), en consecuencia f /∈ H.

Figura 3.3: Una función que no pertenece a H

3.2. Propiedades topológicas

En esta sección presentaremos algunas propiedades topólogicas del espacio de Helly, las
cuales serán de gran utilidad en el capítulo 5.

Teorema 3.2.1. El espacio topológico (H,H ) es compacto.

Demostración. Veamos primero que H es cerrado. Si f ∈ II − H, entonces f no es no
decreciente. De este modo, existen puntos x, y ∈ I tales que x < y pero f(x) > f(y). Si
ϵ < 1

2
[f(x)− f(y)], y si Ux = Bϵ(f(x)) y Uy = Bϵ(f(y)) entonces, teniendo en cuenta que

πx es la proyección sobre el factor correspondiente (3.1) se tiene lo siguiente

f ∈ π−1x (Ux) ⇐⇒ πx(f) ∈ Bϵ(f(x)) ⇐⇒ f(x) ∈ Bϵ(f(x)),

del mismo modo

f ∈ π−1x (Uy) ⇐⇒ πx(f) ∈ Bϵ(f(y)) ⇐⇒ f(y) ∈ Bϵ(f(y)).

Por lo tanto,

f ∈ π−1x (Ux) ∩ π−1x (Uy) ⇐⇒ f(x) ∈ Bϵ(f(x)) y f(y) ∈ Bϵ(f(y)),

ahora, como x < y implica que f(x) > f(y), entonces f /∈ H y en consecuencia

(π−1x (Ux) ∩ π−1x (Uy)) ∩H = ∅,

es decir, π−1x (Ux)∩π−1x (Uy) es una vecindad de f disjunta de X. Luego, II−H es abierto.
Por lo tanto, H es un subespacio cerrado del espacio compacto II y en consecuencia, H
es compacto.

2Una discontinuidad puntual o removible en un punto es cuando el límite bilateral existe pero no es
igual al valor de la función.
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CAPÍTULO 3. ESPACIO DE HELLY

Teorema 3.2.2. El espacio topológico (H,H ) es conexo.

Demostración. Ver [14] Capítulo 11, pag 297.

Teorema 3.2.3. El espacio topológico (H,H ) es de Hausdorff.

Demostración. Ser de Hausdorff es una propiedad topológica hereditaria3, luego, H es de
Hausdorff.

3Una propiedad topológica P es hereditaria si, cuando un espacio topológico X cumple P, entonces
todos sus subespacios cumplen P.
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Capítulo 4

Intervalo fuzy

En 1975, [6], Hutton define el concepto de intervalo unidad L-fuzzy, siendo L un retículo
completo distributivo. Hutton usa este concepto para dar una versión fuzzy del Lema
de Urysohn, el cual será presentado en la sección 4.4. En este capítulo realizaremos un
estudio detallado de este intervalo, tomando L = I := [0, 1] y veremos que es evidente que
este es el sustituto apropiado en topología fuzzy del intervalo real unitario [0, 1], pues este
intervalo tendrá un comportamiento y propiedades análogas a los que tiene el intervalo
real unitario en la topología clásica. Además, desarrollamos alguna teoría adicional.

4.1. Construcción del intervalo fuzzy

Denotaremos por FI(R) al conjunto de todas las funciones monótonas decrecientes f :
R −→ [0, 1] tales que:

f(x) = 1 para todo x < 0,

f(x) = 0 para todo x > 1,

con x ∈ R.

En lo que sigue vamos a restringir el dominio de las funciones de FI(R) simplemente
al interavlo [0, 1], de este modo, la topología en FI(R) es también la inducida por la
topología producto, la cual denotamos por H . Con esta restricción, obtenemos un espacio
homeomorfo1 al espacio de Helly enviando cada f ∈ FI(R) a 1− f (como vimos en 3.1, el
espacio de Helly es el subespacio de II que consiste de todas las funciones nodecrecientes).
Este homeomorfismo es de gran importancia en el desarrollo de este trabajo ya que nos
permite aprovechar las propiedades topológicas2 que tiene (H,H ) y que fueron estudiadas
en 3.2. En este sentido, el espacio topológico (FI(R),H ) es compacto, conexo y Hausdorff.

Observación 4.1.1. Notemos que en FI(R) pueden haber tanto funciones continuas como
discontinuas, la única condición es que las discontinuidades sean solamente de salto y no
puntuales, ya que en el caso de las puntuales sucedería lo mismo que en el espacio de
Helly.

1un homeomorfismo es una función de un espacio topológico a otro, que cumple con ser una fun-
ción biyectiva, continua y cuya inversa es continua. En este caso, los dos espacios topológicos se dicen
homeomorfos.

2Si dos espacios son homeomorfos entonces tienen exactamente las mismas propiedades topológicas.
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CAPÍTULO 4. INTERVALO FUZY

Para entender con claridad la observación anterior, consideremos las siguientes funciones
f, g : [0, 1] −→ [0, 1]: Con-

(a) función f (b) función g

Figura 4.1: Algunas funciones que no pertenecen a FI(R)

Consideremos la función f : [0, 1] −→ [0, 1] cuya gráfica está determinada por la figura
4.1(a), notemos que para x > t no siempre se cumple que f(t) ≥ f(x), ya que existen
valores x en el intervalo [t, 1] tales que f(t) < f(x) y, en consecuencia f /∈ FI(R). Consi-
deremos ahora la función g : [0, 1] −→ [0, 1] que se muestra en la figura 4.1(b), del mismo
modo, g /∈ FI(R) ya que existen x ∈ [0, s] tales que g(x) < g(s), es decir, g no es monótona
decreciente.

La siguiente construcción se puede encontrar en [16].

Definición 4.1.2. Sea f ∈ FI(R), para cada x ∈ R se definen las funciones f(x+) y
f(x−) como sigue:

f(x+) =
∨
t>x

f(t)

f(x−) =
∧
t<x

f(t)

con f(1+) = 0 y g(0−) = 1.

Note que si f, g ∈ FI(R), entonces:

f(x+) ≤ f(x) ≤ f(x−) para todo x ∈ R.

Si f ≤ g entonces f(x+) ≤ g(x+) y f(x−) ≤ g(x−).

Para f, g ∈ FI(R), Hutton introduce en [6] la siguiente relación de equivalencia:

f ∼ g ←→ f(x+) = g(x+)

←→ f(x−) = g(x−),
(4.1)

para todo x ∈ R.

Definición 4.1.3. El conjunto cociente F(I) = FI(R)/ ∼ es llamado el intervalo unidad
fuzzy.

Introducimos un orden parcial en F(I) por:

[f ] ≤ [g]←→ f(x+) ≤ g(x+),

para cada x ∈ R.
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Ejemplo 4.1.1.

1. Consideremos la función f ∈ FI(R) cuya gráfica está determinada por la figura 4.2.

Figura 4.2: Una función f ∈ FI(R)

Teniendo en cuenta la relación de equivalencia definida para el conjunto cociente
F(I) = FI(R)/ ∼, las siguientes gráficas corresponden a funciones que pertenecen a
la clase de f .

(a) Función f1 (b) Función f2

Figura 4.3: Algunas funciones que pertenecen a [f ]

2. Consideremos ahora la función a trozos g ∈ FI(R) cuya gráfica se presenta en la figu-
ra 4.4. No-

Figura 4.4: Función g ∈ FI(R)
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CAPÍTULO 4. INTERVALO FUZY

Notemos que la función g es una función continua y que para cualquier x ∈ [0, 1] se
cumple que

g(x) =
∨
t>x

g(t) =
∧
t<x

g(t), (4.2)

esto es, g(x) = g(x+) = g(x−) para todo x ∈ I. De este modo, encontrar alguna
función g1 ∈ FI(R) tal que g1 ∈ [g] no sería posible a menos de que g1 = g para todo
x ∈ I, pues basta con que las funciones difieran en al menos un punto t ∈ I para
tener g1(t+) ̸= g(t+) ó g1(t−) ̸= g(t−). Este resultado se presenta en el siguiente
teorema.

Teorema 4.1.4. Si f es continua, entonces f sólo se relaciona con sí misma.

Demostración. Supongamos que existe al menos una función g ∈ FI(R) tal que f ∼ g.
Analicemos los siguientes casos:

Si g es una función continua entonces se cumple que g(t+) = g(t−) = g(t), para
todo t ∈ I. Como g ∼ f entonces

f(t) = f(t+) = g(t+)

= f(t−) = g(t−) = g(t),

para todo t ∈ I. Luego f = g.

Si g es una función discontinua entonces la discontinuidad debe ser de salto ya que
g ∈ FI(R). Por lo tanto, existe al menos un valor t1 ∈ I tal que f(t1+) ̸= g(t1+) y,
basta con un valor en el cual no se cumpla la igualdad 4.1 para que las funciones f
y g no se relacionen.

En consecuencia, f sólo se relaciona con sí misma. Esto es, [f ] = {f}.

Observación 4.1.5. Del ejemplo 4.1.1 es evidente notar que si t ≤ s entonces siempre
se cumple que

f(s+) ≤ f(s) ≤ f(s−) ≤ f(t+) ≤ f(t) ≤ f(t−), (4.3)

esta desigualdad permite establecer algunos resultados importantes en las siguientes sec-
ciones.

Antes de estudiar la MV-topología en el intervalo fuzzy F(I), es importante para el desa-
rrollo de este trabajo, saber cuál es la topología natural clásica en F(I), pues esta permitirá
a través de los funtores ι y ω establecer la ultracompacidad y ultraconexidad del intervalo
fuzzy. En este sentido, teniendo en cuenta que el intervalo fuzzy es definido por el cociente
FI(R)/ ∼ y que H es la topología en FI(R) inducida por la topología producto, entonces
la topología natural F en F(I) es definida por la topología cociente H / ∼.

Como resultados de topología clásica tenemos que si X es un espacio compacto y además
f : X −→ Y es una aplicación continua y sobreyectiva, entonces Y es compacto. En
consecuencia, si ∼ es una relación de equivalencia en X, entonces la continuidad de la
proyección canonica π : X −→ X/ ∼ garantiza la compacidad del espacio cociente X/ ∼
siempre que X sea compacto. Del mismo modo, también se tiene que el espacio cociente
de un espacio conexo es también conexo. Esto abre paso a la siguiente proposición.
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Proposición 4.1.6. El intervalo fuzzy con la topología clásica natural (F(I),F ) es com-
pacto y conexo.

Demostración. Teniendo en cuenta lo mencionado anteriormente y que FI(R) es compacto
y conexo, entonces al considerar la aplicación cociente p entre espacios topológicos dada
por:

p : (FI(R),H ) −→ (FI(R)/ ∼,H / ∼),

como F(I) = FI(R)/ ∼ y F = H / ∼, se concluye entonces que (F(I),F ) es compacto y
conexo.

4.2. MV-topología en F(I)

En [6], Hutton define la topología fuzzy natural U en F(I) la cual está determinada
por la subbase que consta de la familia de conjuntos fuzzy {Rt, Lt : t ∈ R}, donde
Rt, Lt : F(I) −→ [0, 1] son definidas por:

Lt[f ] = f(t−)∗,
Rt[f ] = f(t+),

para todo t ∈ R y [f ] ∈ F(I).

En particular, (F(I),U ) es un espacio MV-topológico ya que se verifica que para todo
α, β ∈ U , α⊙ β ∈ U y α⊕ β ∈ U .

Proposición 4.2.1. Las funciones Lt, Rt con t ∈ R satisfacen las siguientes propiedades:

1. Si t ≤ s, Lt ≤ Ls,

2. Si t ≤ s, Rs ≤ Rt,

3. Si A ⊂ R no vacío y acotado superiormente,
∨

t∈A Lt = L∨
A,

4. Si A ⊂ R no vacío y acotado inferiormente,
∨

t∈A Rt = R∧
A,

5. Rt ∧Rs = Rt∨s,

6. Lt ∧ Ls = Lt∧s,

7. Si t < s, Rt ⊕ Ls = 1,

8. Si t ≥ s, R∗t ⊕ L∗s = 1,

9. Si t ≥ s, Rt ⊙ Ls = 0. En particular, Rt ⊙ Lt = 0,

10. Lt ⊕ Ls ≤ 2Lt⊕s,

11. Lt⊙s ≤ Lt ⊕ Ls,

12. Lt ⊙ Ls ≤ Lt⊕s,

13. Rt ⊙Rs ≤ Rt⊙s,

14. Rt⊕s ≤ Rt ⊕Rs.
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Demostración.

1. Si t ≤ s, entonces para toda [f ] ∈ F(I) se cumple que f(s−) ≤ f(t−), de este modo,
1− f(s−) ≥ 1− f(t−), esto es, Lt[f ] = f(t−)∗ ≤ f(s−)∗ = Ls[f ].

2. Si t ≤ s, entonces para toda [f ] ∈ F(I) se cumple que f(s+) ≤ f(t+), es decir,
Rs[f ] ≤ Rt[f ].

3. Si A ⊂ R es no vacío y acotado superiormente, podemos suponer que
∨
A = s ∈ R.

De este modo, t ≤ s para todo t ∈ A luego, por (1 ) Lt es monótonamente creciente
con respecto a t ∈ R, así Lt ≤ Ls para todo t ∈ A y, en consecuencia se tiene que∨

t∈A Lt ≤ Ls = L∨
A
. Vamos a probar ahora que Ls ≤

∨
t∈A Lt.

Como
∨

A = s, entonces para todo r < s, existe un tr ∈ A tal que r < tr y por la
densidad de A se tiene que r < r+tr

2
< tr. Ahora notemos que para toda f ∈ F(I)

por ser f un función monótona decreciente se tiene f(tr) ≤ f( r+tr
2

) ≤ f(r). Por lo
tanto:

Ls[f ] = f(s−)∗ =

(∧
r<s

f(r)

)∗
=
∨
r<s

f(r)∗.

Como f( r+tr
2

) ≤ f(r), entonces f(r)∗ ≤ f( r+tr
2

)∗. Además, como r+tr
2

< tr entonces
también se tiene que f(tr) ≤ f(tr−) ≤ f( r+tr

2
) (ver desigualdad 4.3) y por tanto

f( r+tr
2

)∗ ≤ f(tr−)∗. Así:

Ls[f ] =
∨
r<s

f(r)∗ ≤
∨
r<s

f

(
r + tr
2

)∗
≤
∨
r<s

f(tr−)∗

≤
∨
t∈A

f(t−)∗

=
∨
t∈A

Lt[f ].

Con lo cual queda comprobado que
∨

t∈A Lt = L∨
A.

4. Si A ⊂ R es no vacío y acotado inferiormente, podemos suponer que
∧
A = s ∈ R.

De este modo, s ≤ t para todo t ∈ A luego, por (2 ) Rt es monótonamente decreciente
con respecto a t ∈ R, así Rt ≤ Rs para todo t ∈ A y, en consecuencia se tiene que∨

t∈A Rt ≤ Rs. Vamos a probar ahora que Rs ≤
∨

t∈ARt.

Notemos que para todo r > s, existe un tr ∈ A tal que r > tr (ya que s =
∧
A),

nuevamente por la densidad de A se tiene que tr < r+tr
2

< r. Ahora notemos que
para toda f ∈ F(I) se tiene que f(r) ≤ f( r+tr

2
) ≤ f(tr). Por lo tanto:

Rs[f ] = f(s+) =
∨
r>s

f(r) ≤
∨
r>s

f

(
r + tr

2

)

40



4.2. MV-TOPOLOGÍA EN F(I)

Como tr <
r+tr
2

y f es monótona decreciente, entonces f( r+tr
2

) ≤ f(tr+) ≤ f(tr) y
así:

Rs[f ] ≤
∨
r>s

f

(
r + tr

2

)
≤
∨
r>s

f(tr+)

≤
∨
t∈A

f(t+)

=
∨
t∈A

Rt[f ].

En consecuencia
∨

t∈A Rt = R∧
A.

5. Es claro que s, t ≤ t∨ s. Por tanto, Rt∨s ≤ Rt, Rs, de donde Rt∨s ≤ Rt ∧Rs. Ahora,
notemos que Rt∨s = Rt ó Rt∨s = Rs, por lo tanto se concluye que Rt ∧Rs ≤ Rt∨s.

6. Si t ≤ s entonces Lt∧s = Lt ∧ Ls = Lt. De igual forma si s ≤ t.

7. Primero notemos que si t < s entonces f(s−) < f(t+) < f(t−) para toda [f ] ∈ F(I).
Ahora,

(Rt ⊕ Ls)[f ] = Rt[f ]⊕ Ls[f ]

= f(t+)⊕ f(s−)∗

= mı́n{1, f(t+) + f(s−)∗}
= mı́n{1, f(t+) + 1− f(s−)}
= mı́n{1, 1 + f(t+)− f(s−)}
= 1.

En particular, si s = t lo anterior no se cumple, pues en este caso se tiene:

(Rt ⊕ Lt)[f ] = mı́n{1, 1 + f(t+)− f(t−)} = 1 + f(t+)− f(t−) < 1.

8. Si t ≥ s entonces f(t+) ≤ f(s+) ≤ f(s−) para toda [f ] ∈ F(I). Ahora,

(R∗t ⊕ L∗s)[f ] = R∗t [f ]⊕ L∗s[f ]

= f(t+)∗ ⊕ f(s−)∗∗

= mı́n{1, f(t+)∗ + f(s−)}
= mı́n{1, 1− f(t+) + f(s−)}
= mı́n{1, 1 + f(s−)− f(t+)}
= 1.

9. Notemos que Rt ⊙ Ls = (R∗t ⊕ L∗s)
∗. Por (8 ), si t ≥ s entonces Rt ⊙ Ls = 1∗ = 0.

10. Es claro que t, s ≤ t⊕ s. Así, Lt, Ls ≤ Lt⊕s esto es, Lt ⊕ Ls ≤ 2Lt⊕s.

11. Notemos que s⊙ t ≤ s, t. Por lo tanto, Ls⊙t ≤ Ls, Lt y en consecuencia,

Ls⊙t ≤ Ls ⊖ Lt.
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12. Lt ⊙ Ls ≤ Lt, Ls ≤ Lt⊕s.

13. Como s⊙ t ≤ s, t, entonces Rt, Rs ≤ Rs⊙t por lo tanto Rt ⊙Rs ≤ Rs⊙t.

14. Como s, t ≤ t⊕ s, entonces Rt⊕s ≤ Rt, Rs ≤ Rt ⊕Rs.

4.3. Propiedades MV-topológicas en F(I)

Como se ha mencionado anteriormente, nuestro interés principal es estudiar las propieda-
des MV-topológicas de compacidad y conexidad en F(I), de este modo, en esta sección se
presenta uno de los resultados más importantes de este trabajo: el intervalo fuzzy con la
MV-topología dada por las funciones Rt y Lt es ultracompacto y ultraconexo. El siguiente
lema es el que permite establecer este resultado.

Lema 4.3.1. U ⊂ ω(F ) y equivalentemente ι(U ) ⊂ F .

Demostración. Para demostrar que U ⊂ ω(F ) se debe comprobar que cada abierto
de U es también un abiero de ω(F ); como U es la MV-topología determinada por la
subbase conformada por las funciones Rt, Lt entonces vamos a probar que Rt, Lt ∈ ω(F )
para todo t ∈ I, es decir, que Rtq, Ltq : (FI(R),H ) −→ I son funciones semicontinuas
inferiormente, en donde

q :FI(R) −→ F(I)

f −→ q(f) = [f ],

es la función del cociente natural. De este modo, las composiciones Rtq y Ltq están dadas
por:

Rtq, Ltq : FI(R)
q−−→ F(I)

Rt,Lt−−−−−→ I

así,

Rtq : FI(R) −→ I

f −→ Rtq(f) = Rt[f ] = f(t+),
(4.4)

Ltq : FI(R) −→ I

f −→ Ltq(f) = Lt[f ] = f(t−)∗,
(4.5)

Veamos entonces que Rtq, Ltq : (FI(R),H ) −→ I son funciones semicontinuas. Si s, t ̸= 1,
entonces

(Rtq)
−1(s, 1] = {f ∈ FI(R) : Rtq(f) > s}

= {f ∈ FI(R) : f(t+) > s}

= {f ∈ FI(R) :
∨
u>t

f(u) > s}

Notemos que si pu : FI(R) ⊂ II −→ I denota la proyección sobre el factor correspondiente
u, es decir, pu(f) = f(u) entonces

{f ∈ FI(R) :
∨
u>t

f(u) > s} =
⋃
u>t

{f ∈ FI(R) : pu(f) > s},
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para comprobar lo anterior basta con notar lo siguiente:

f ∈ {f ∈ FI(R) :
∨
u>t

f(u) > s} ⇐⇒ f ∈ FI(R) ∧
∨
u>t

f(u) > s

⇐⇒ f ∈ FI(R) ∧
∨
u>t

pu(f) > s

⇐⇒ f ∈ FI(R) ∧ ∃u > t tal que pu(f) > s

⇐⇒ f ∈
⋃
u>t

{f ∈ FI(R) : pu(f) > s}

Por lo tanto,

(Rtq)
−1(s, 1] = {f ∈ FI(R) :

∨
u>t

f(u) > s}

=
⋃
u>t

{f ∈ FI(R) : pu(f) > s}

= FI(R) ∩
⋃
u>t

p−1u (s, 1],

Note que si t = 1 se obtiene el conjunto vacío. En consecuencia Rtq es semicontinua
inferiormenrte ya que para todo s ∈ I \ {1} el conjunto {f ∈ FI(R) : Rtq(f) > s} es un
conjunto abierto. Ahora, veamos que Ltq es también semicontinua inferior. Similarmente,
para t ̸= 0 tenemos:

(Ltq)
−1(s, 1] = {f ∈ FI(R) : Ltq(f) > s}

= {f ∈ FI(R) : f(t−)∗ > s}
= {f ∈ FI(R) : 1− f(t−) > s}
= {f ∈ FI(R) : 1− s > f(t−)}
= {f ∈ FI(R) : f(t−) < 1− s}

= {f ∈ FI(R) :
∧
u<t

f(u) < 1− s}

= {f ∈ FI(R) :
∧
u<t

f(u) < s′},

donde s′ = 1− s. Notemos ahora lo siguiente

f ∈ {f ∈ FI(R) :
∧
u<t

f(u) < s′} ⇐⇒ f ∈ FI(R) ∧
∧
u<t

f(u) < s′

⇐⇒ f ∈ FI(R) ∧
∧
u<t

pu(f) < s′

⇐⇒ f ∈ FI(R) ∧ ∃u < t tal que pu(f) < s′

⇐⇒ f ∈
⋃
u<t

{f ∈ FI(R) : pu(f) < s′},
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por lo tanto,

(Ltq)
−1(s, 1] = {f ∈ FI(R) :

∧
u<t

f(u) < s′}

=
⋃
u<t

{f ∈ FI(R) : pu(f) < s′}

= FI(R) ∩
⋃
u<t

p−1u [0, s′),

claramente lo anterior es si t ̸= 0, pues para t = 0 se obtiene que (Ltq)
−1(s, 1] = ∅. En

consecuencia, Ltq es semicontinua inferiormente. Como hemos probado que la subbase de
U está contenida en ω(F ), entonces U ⊂ ω(F ). De este modo, como ι es monótona y
ι(ω(F )) = F (ver proposición 2.2.8) entonces se concluye que ι(U ) ⊂ ι(ω(F )), esto es,
ι(U ) ⊂ F .

Teorema 4.3.2. (F(I),U ) es ultracompacto y ultraconexo.

Demostración. Por la proposición 4.1.6 tenemos que (F(I),F ) es compacto y conexo.
Además, por el lema anterior ι(U ) ⊂ F . De este modo, (F(I), ι(U )) es también com-
pacto y conexo (ver teoremas 2.2.16 y 2.2.17) con lo cual se concluye que (F(I),U ) es
ultracompacto y ultraconexo.

Lema 4.3.3. (F(I),U ) es 1-conexo.

Demostración. Es inmediata por el teorema anterior y la proposición 2.2.19.

Lema 4.3.4. (F(I),U ) es α-compacto, fuertemente compacto y fuzzy compacto.

Demostración. Es inmediata por el teorema anterior y la proposición 2.2.24.

4.4. Lema de Urysohn

En [6], Hutton da la primera definición de normalidad para espacios topológicos fuzzy.
También demuestra el Lema de Uryshon para estos espacios en donde hace uso del in-
tervalo fuzzy. En esta sección presentamos esa definición y sus respectivas consecuencias
para los espacios MV-topológicos, estas consecuencias se pueden encontrar en [4].

Definición 4.4.1. Un espacio topológico fuzzy (X, τ) es normal si para todo conjunto
cerrado α ∈ τ ∗ y conjunto abierto β ∈ τ tal que α ≤ β, existe γ ∈ τ tal que

α ≤ γ ≤ γ ≤ β. (4.6)

Proposición 4.4.2. Un espacio MV-topológico (X, τ) es normal si y solo si para cada
par de conjuntos fuzzy cerrados α y β tales que α⊙β = 0 existen γ, δ ∈ τ tales que α ≤ γ,
β ≤ δ y γ ⊙ δ = 0.

Demostración. (⇒) Sea (X, τ) un espacio MV-topológico normal y sea α, β ∈ τ ∗ tal que
α⊙β = 0. Por tanto, α ∈ τ ∗, β∗ ∈ τ y α ≤ β∗. Como (X, τ) es normal, existe un conjunto
γ ∈ τ tal que α ≤ γ ≤ γ ≤ β∗, es decir, α ≤ γ y β ≤ γ∗ donde γ, γ∗ ∈ τ satisfacen
γ ⊙ γ∗ = 0.
(⇐) Sea α ∈ τ ∗, β ∈ τ y α ≤ β, es decir, α, β∗ ∈ τ ∗ tal que α⊙ β∗ = 0, entonces existen
γ, δ ∈ τ tal que α ≤ γ, β∗ ≤ δ y γ⊙δ = 0, esto es, γ ≤ δ∗ con δ∗ ∈ τ ∗ entonces γ ≤ γ ≤ δ∗

y así α ≤ γ ≤ γ ≤ δ∗ ≤ β. En consecuencia, (X, τ) es normal.
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Teorema 4.4.3 (Lemma tipo-Urysohn). Un espacio MV-topológico (X, τ) es normal
si y solo si para todo β ∈ τ ∗ cerrado y conjunto abierto α ∈ τ , con β ≤ α, existe una
función continua f : X −→ F(I) tal que para todo x ∈ X,

β(x) ≤ f(x)(1−) ≤ f(x)(0+) ≤ α(x).

Demostración. (⇒) Como (X, τ) es normal, entonces para cada α ∈ τ y β ∈ τ ∗ tal que
β ≤ α, existe una familia de subconjuntos fuzzy {γr : r ∈ (0, 1)} tal que β ≤ γr ≤ α para
todo r ∈ (0, 1). De hecho, si 0 < r < s < 1 entonces γs ≤ γs ≤ γ◦r ≤ γr. Ahora, definamos
una función f : X −→ F(I) tal que f(x)(t) = γt(x). Notemos que para todod x ∈ X,
f(x) es decreciente y como f(x)(1−) =

∧
s<1 γs(x), f(x)(0+) =

∨
s>0 γs(x) entonces

β(x) ≤ f(x)(1−) ≤ f(x)(0+) ≤ α(x).

Veamos ahora que f es continua, para ello vamos a mostrar que f←(Lt) y f←(Rt) son
abiertos de (X, τ) para cada t ∈ (0, 1), lo que equivale a mostrar que f←(L∗t ) ∈ τ ∗ y
f←(Rt) ∈ τ para cada t. Tenemos entonces lo siguiente:

f←(Rt)(x) = Rt(f(x)) = f(x)(t+) =
∨
s>t

f(x)(s) =
∨
s>t

γs(x) =
∨
s>t

γ◦s (x),

y entonces f←(Rt) =
∨

s>t γ
◦
s ∈ τ . Del mismo modo,

f←(L∗t )(x) = L∗t (f(x)) = f(x)(t−) =
∧
s<t

f(x)(s) =
∧
s<t

γs(x) =
∧
s<t

γs(x),

y entonces f←(L∗t ) =
∧

s<t γs ∈ τ ∗.
(⇐) Sea α, β ∈ τ ∗ tal que β ⊙ α = 0, es decir, β ≤ α∗. Por hipótesis existe una función
continua f : X −→ F(I) tal que para todo x ∈ X,

β(x) ≤ f(x)(1−) ≤ f(x)(0+) ≤ α∗(x),

entonces tenemos que para cada t ∈ (0, 1), y para cada x ∈ X,

β(x) ≤ f(x)(t+) ≤ f(x)(t−) ≤ α∗(x).

Por otro lado, notemos que para cada x ∈ X, t ∈ R,

f(x)(t+) = Rt(f(x)) = (Rt ◦ f)(x) = f←(Rt)(x),

f(x)(t−) = L∗t (f(x)) = (L∗t ◦ f)(x) = f←(L∗t )(x),

entonces,
β(x) ≤ f←(Rt)(x) ≤ f←(L∗t )(x) ≤ α∗(x),

esto es,
β ≤ f←(Rt) ≤ f←(L∗t ) ≤ α∗.

Dado que {Rt, Lt : t ∈ I} es una subbase para la MV-topología de F(I) y f es continua,
entonces tenemos que f←(Rt) y f←(Lt) son abiertos de (X, τ). Además, como f← es MV-
homomorfismo, entonces (f←(L∗t )(x))∗ = f←(Lt)(x) y entonces β ≤ f←(Rt) y α ≤ f←(Lt)
y f←(Rt)⊙ f←(Lt) = 0 ya que f←(Rt) ≤ f←(L∗t ). En consecuencia (X, τ) es normal por
la proposición 4.4.2.

Definición 4.4.4. Un espacio topológico fuzzy es perfectamente normal si para cada
conjunto cerrado β ∈ τ ∗ y cada conjunto abierto α ∈ τ tal que β ≤ τ , existe una función
continua f : X −→ F(I) tal que para todo x ∈ X,

β(x) = f(x)(1−) ≤ f(x)(0+) = α(x).
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Conclusiones

En este trabajo hemos desarrollado resultados importantes del intervalo fuzzy y hemos
mostrado que este espacio tiene un buen comportamiento en topología fuzzy, lo cual es
coherente con las constantes menciones en la literatura, de que el intervalo fuzzy es a la
topología fuzzy lo que el intervalo real unitario es a la topología clásica.

Aunque la mayoría de resultados que se obtienen en topología fuzzy se presentan como
una extensión de los obtenidos en topología clásica, encontrar una buena extensión de los
conceptos de compacidad y conexidad no fue una tarea sencilla. En particular, ilustramos
que para ciertos tipos de compacidad, no se tiene el hecho de que si (X, τ) es compacto,
entonces (X,ω(τ) es un fuzzy compacto; es decir, no son buenas extensiones de compaci-
dad. Debido a esto, se han establecido distintas definiciones de compacidad y conexidad;
en el capítulo 2 estudiamos esas definiciones y vimos cuáles de ellas son buenas extensiones
en topología fuzzy. En este sentido, decidimos escoger la mejor de las buenas extensiones
y se demostró que el intervalo fuzzy con la MV-topología dada por la subbase que cons-
ta de las funciones {Rt, Lt : t ∈ I} es ultracompacto y ultraconexo. En la sección 2.2.3
se han completado con todo detalle las pruebas de las proposiciones 2.2.18, 2.2.19 y del
teorema 2.2.20. Estos resultados contribuyeron en gran parte al desarrollo de este trabajo.

Estudiar el espacio de Helly (H), en el capítulo 3, también contribuyó de una manera
significativa. El conjunto subyacente al intervalo fuzzy se obtiene como un cociente de
un espacio homoeomorfo al espacio de Helly; en este sentido, estudiar este homeomor-
fismo permitió aprovechar las propiedades topológicas de H. Estas propiedades junto los
resultados establecidos en la sección 2.2.3 son aquellos que permitieron establecer la ultra-
compacidad y ultraconexidad del intervalo fuzzy, que corresponde al resultado principal
de este trabajo.

En el capítulo 4 evidenciamos que el intervalo fuzzy satisface propiedades topológicas aná-
logas a las del intervalo real unitario, pues no solo es MV-compacto y MV-conexo, sino
que también juega un papel muy importante en la construcción de los espacios topológicos
fuzzy, al permitir establecer una versión fuzzy para el Lema de Urysohn. Ya que en la lite-
ratura se encuentra muy poca información de este intervalo y con el ánimo de una mejor
comprensión de los resultados que presentamos, este trabajo de grado es, en su mayoría,
autocontenido. En este sentido, los ejemplos, el resultado presentado en el teorema 4.1.4
y algunas desigualdades establecidas contribuyen a una mejor comprensión del objeto de
estudio, el intervalo fuzzy. Además, se completaron los detalles de las demostraciones co-
rrespondientes al lema 4.3.1 y de las propiedades presentadas en la proposición 4.2.1.
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