Universidad
del Valle

FL INTERVALO FuzzyYy Y SU
MV-TOPOLOGIA

Lina Marcela Martinez Vallejo

Universidad del Valle
Facultad de Ciencias Naturales y Exactas
Departamento de Matematicas
Santiago de Cali, Colombia

2023






FL INTERVALO FUzzY Y SU
MV-TOPOLOGIA

Lina Marcela Martinez Vallejo

Trabajo de grado presentado como requisito
para optar al titulo de Matematica.

Directora:
Luz Victoria De la Pava, Ph.D.

Universidad del Valle
Facultad de Ciencias Naturales y Exactas
Departamento de Matemaéticas
Santiago de Cali, Colombia

2023






Agradecimientos

En primer lugar agradezco a mis padres Luz Belia, Diana Isabel y Carlos Tulio por su
amor, apoyo incondicional, por inculcarme tantos valores y por haberme guiado hasta
donde estoy. A mis hermanos, Nicolas y Carlos por ser un motivo mas para seguir ade-
lante y cumplir mis suenos. Son el motor de mi vida.

A los profesores del departamento, en especial a la profesora Luz Victoria por proponer-
me realizar este trabajo con ella. Su dedicacion, confianza y orientacion hicieron que esto
fuera posible. Gracias por nunca dejar de creer en mi.

A Alexander por su amor, paciencia y por motivarme siempre a dar lo mejor de mi.

A mis comparfieros y amigos que estuvieron en los momentos buenos y no tan buenos, con
los cuales tengo gratos recuerdos.






Indice general

Resumen

Introduccion

I Preliminares

1. MV-algebras
1.1. Conceptos basicos . . . . . . . . . ..
1.2. Estructura reticular de una MV-algebra . . . . . . . . ... ... ... ...
1.3. Homomorfismos e ideales . . . . . . . . . .. ... ...

II MV-topologia y el Intervalo Fuzzy

2. MV-topologia
2.1. Conjuntos fuzzy . . . . . . . . ..
2.1.1. Conceptos basicos . . . . . . . . . .. ...
2.1.2. Operaciones en conjuntos fuzzy . . . ... ... .. ... ... ...
2.2. Topologia fuzzy . . . . . . . . . ..
2.2.1. Bases y funciones continuas . . . . . ... ... ... L.
2.2.2. Algunos funtores entre espacios topologicos clésicos y fuzzy . . . . .
2.2.3. Fuzzy compacidad y conexidad . . . . . .. ... ... ... ...
2.3. Espacios MV-topolégicos . . . . . . . . ...
2.3.1. Bases, subbases y funciones continuas . . . . . . .. ... ... ...
2.3.2. Compacidad . . . . . . . ..

3. Espacio de Helly
3.1. Unsubespaciode I' . . . . . . . ... ...
3.2. Propiedades topologicas . . . . . . . ..o

4. Intervalo fuzy
4.1. Construccion del intervalo fuzzy . . . . . . . . ... ..o
4.2. MV-topologiaen F(I) . . . . . . .. .
4.3. Propiedades MV-topoloégicas en §(I) . . . . . ... ... ...
4.4. Lemade Urysohn . . . . . . . . .. ..

Conclusiones

I1I

VII

11

13
13
13
16
18
20
21
22
26
27
29

31
31
33

35
35
39
42
44

47



INDICE GENERAL

Bibliografia

Indice alfabético

IV

49

50



Resumen

En este trabajo nos centramos en el estudio del intervalo fuzzy y su MV-topologia. Los
espacios MV-topolégicos, introducidos por Ciro Russo en [15], son tipos particulares de
espacios topologicos fuzzy, que ademés aprovechan las operaciones de las MV-algebras;
éstas son algebras que resultan ser una buena extension de las algebras booleanas. Los
espacios MV-topologicos extienden muy bien a los espacios topologicos clasicos, en el sen-
tido de que gran parte de los resultados que se tienen para espacios MV-topologicos se
han obtenido como una adaptaciéon natural de los resultados para espacios topologicos
clasicos. De esta manera, la motivacion de este trabajo es estudiar el intervalo fuzzy y
su MV-topologia, con el fin de describir las propiedades MV-topologicas de este, asi co-
mo estudiar las propiedades topologicas andlogas que tiene el intervalo real unitario [0, 1]
desde la topologia clasica. En particular, estudiamos las propiedades topologicas fuzzy de
compacidad y conexidad.

PALABRAS CLAVE: Topologia fuzzy, conjunto fuzzy, MV-algebra, MV-topologia,
espacio de Helly, intervalo fuzzy.






Introduccion

En 1965, en un articulo titulado Fuzzy sets [18], Lofti Zadeh introduce el concepto de
conjunto fuzzy con el fin de representar matematicamente la imprecision de ciertas cate-
gorfas de objetos. Esta publicacion abrié paso al desarrollo de variadas y distintas ramas
en las matematicas como la teorfa de conjuntos fuzzy, la logica fuzzy, la topologia fuzzy,
entre otras. Tres anos después de los trabajos de Zadeh, en 1968, Chang introdujo el
concepto de topologia fuzzy, como una extension de la topologia cléasica [2]. Desde enton-
ces, multiples trabajos e investigaciones sobre nociones y resultados de topologia fuzzy,
se han establecido. En 1975, [6], Hutton demuestra el Lema de Uryshon para espacios
topologicos fuzzy, define normalidad y el concepto de intervalo fuzzy. Este intervalo tiene
un comportamiento y propiedades analogas a las que tiene el intervalo real unitario en la
topologia clésica.

Este trabajo se organiza en dos partes: la primera parte consta de un capitulo de preli-
minares que contiene algunas definiciones y resultados de MV-algebras; la segunda parte
consta de tres capitulos en los que desarrollamos los principales resultados de la tesis.

El capitulo 2 se reparte asi: en la seccion 2.1 estudiamos los conjuntos fuzzy para luego
introducir el concepto de topologia fuzzy en 2.2 y sus resultados més importantes; intro-
ducimos los funtores ¢ y w los cuales permiten pasar tanto de un espacio topolédgico fuzzy
a uno cléasico y viceversa, estos funtores seran de gran importancia en el capitulo 4. En la
ultima seccion de este capitulo introducimos los espacios MV-topologicos y presentamos
solo algunos conceptos y resultados que se obtienen como una generalizacion de los con-
ceptos dados en la seccion 2.2.

En el capitulo 4 introducimos el intervalo fuzzy, algunos resultados, y desarrollamos algu-
na teorfa adicional. Veremos que el intervalo fuzzy se obtiene como un conjunto cociente,
de este modo, antes de estudiar este intervalo, estudiamos el espacio de Helly en el capi-
tulo 3, el cual es un espacio que es homeomorfo al espacio que se considera para formar
el espacio cociente del intervalo fuzzy. Esto se hizo con el fin de estudiar las propiedades
topologicas del espacio de Helly para luego aprovechar el homeomorfismo y asi poder
conservar dichas propiedades.
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Preliminares






Capitulo 1

MV-algebras

En 1958, [1], Chang introduce las MV-élgebras con el fin de estudiar la contraparte al-
gebraica de la logica multivaluada de Jan fukasiewicz. Las MV-algebras son a la logica
proposicional de Lukasiewicz lo que las algebras booleanas' son al calculo proposicional
clasico. En este capitulo presentamos algunos resultados de MV-élgebras que seran tutiles
para comprender algunos aspectos de 2.3 los espacios MV-topologicos, los cuales seréan
defnidos en el capitulo 2. En la seccién 1.1 se encuentran algunas definiciones y ejemplos;
en 1.2 vemos que cada MV-algebra tiene un orden reticular y en 1.3 se presentan los
conceptos de homorfismos e ideales para MV-élgebras.

1.1. Conceptos basicos

Las siguientes definiciones y resultados se pueden encontrar en [3].

Definicién 1.1.1. Una MV-dlgebra es una estructura algebraica (A, ®,*,0) con una
operacion binaria @, una operacion unaria * y una constante 0, tal que para todo x,y € A
se satisfacen las siguientes propiedades:

MV1. (A &,0) es un monoide conmutaivo,
MV2. (z*)* =z,

MV3. @ 0* =07,

MV4 (z*@y)y=(y"®x) Dz

Intuitivamente, & es un tipo de suma y * un tipo de negaciéon. En cada MV-algebra se
define la constante 1 y las operaciones ® y © de la siguiente manera:

s 1 =0
=0y = (2" DYy")
m zOoYy=z0Oy".

Denotamos una MV-élgebra (A, @, *,0) por su universo A. Una MV-élgebra es trivial si
su universo es un singleton® y, es no trivial si y sélo si su universo contiene més de un
elemento.

YUn dlgebra booleana es un algebra (B, V, A,* ,0,1) con dos operaciones binarias y una operacién unaria
tal que (B, V, A) es un reticulo distributivo y se cumple que: A0~ 0,zV1~ l,zVa*~0yaxVa* ~ 1.
2Se le conoce como conjunto singleton a cualquier conjunto que contenga solamente un elemento.
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Proposicion 1.1.2. En toda MV-dlgebra A se satisfacen las siguienets identidades:

1 z®y= (" Oy,
2. zoy)dy=(yozr) dua,
3.zt =1
Demostracion.
L (@ 0y) = @™ &y = @oy” =z oy
2. De acuerdo a como se define ©, entonces (S y) Dy = (zQy*)dy = (2" Dy)* Dy,

del mismo modo, (ySz) @z = (y©z*) ®x = (y* ®z)* @ x. Luego, por (MV4) se
tiene que (r O y) Dy =(yoSz)dx.

. Haciendo y = 1* en (MV'4):

@ =r®(x00) =z (@l =10 (@ al) =1.

Ejemplo 1.1.1.

1.

Toda dlgebra booleana es una MV-dlgebra. En particular, {0,1} es una MV-dlgebra
Yy, en este caso @ =V y O = A.

El conjunto de funciones {0,1}* es un dlgebra Booleana, con las operaciones defi-
nidas puntualmente, y por tanto es también una MV-dlgebra.

El intervalo unidad [0,1] = {x € R : 0 <z <1}, en donde la operacion binaria y
unaria estan definidas por: t @y = min(l,z+vy), 2* =1 —z, para cada x,y € [0, 1]
y la constante 0 es el nimero real cero.

QN [0,1] es una subdlgebra de [0,1] con las operaciones inducidas por el ejemplo
anterior.

Para cada entero n > 2, el conjunto de n elementos L, = {0, ﬁ, ceey Z—:f, 1} es
también una subdlgebra de [0, 1].

Para cada conjunto no vacio X , el conjunto de funciones [0, 1% es una MV-dlgebra,
en donde las operaciones estan definidas puntualmente: (f @ g)(x) = f(z) ® g(z) y
f*(z) = f(x)*, para cada f,g: X — [0,1]. La constante 0 es la funcion constante
0: X —[0,1].

El congunto de funciones continuas de [0,1] en [0,1] forman una subdlgebra de la
MV-dlgebra [0,1]101.

Observacion 1.1.3. Sea p(X) el conjunto de subconjuntos de X. La funcion

(X)) — {0,137, tal que p(A) = 14,

que envia a cada subconjunto A de X en su funcion caracteristica 14, es biyectiva. De
este modo, podemos identificar p(X) con el conjunto de funciones {0,1}*. La utilidad de
esta identificacion serd explicita mds adelante.
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1.2. Estructura reticular de una MV-algebra

Proposicion 1.2.1. Sea A una MV-dlgebra y sean x,y € A. Entonces las siguientes
condiciones son equivalentes:

1. x*y=1,
2. x Oy =0,
5. y=v8(you),

4. existe un elemento z € A tal que v @ z = y.

Demostracion.
=2 zoy="0y™) ="y =1"=0
2= @) reyer)=ye@oy =ys(@oy)=yd0=y
(3) = (4) Considerando z =y © z.
4)—=1) z*rdy=c"drdz=10z=1.

]

Se define la relacion binaria < en la MV-algebra A por x < y, si y solo si x e y satisfacen las
condiciones equivalentes mencionadas anteriormente. Se tiene que < es un orden reticular,
llamado el orden natural de A.

Observacion 1.2.2. Una MV-dlgebra donde el orden natural es total, es llamada una
MV-cadena .

Proposicion 1.2.3. El orden natural en cada MV-dlgebra A satisface las siguientes pro-
piedades:

1. v <y siysolo siy* < a*,
2. six<yentoncesrPz<yPzyr©z<yOz,
3. x@y<zsiysolosix <y Pz,

Demostracion.

1. Siz < yentonces 2* Py = 1. Ya que 2" Py = y*™* G x* se concluye por la proposicion
1.2.1(i) que y* < z*.

2. La monotonicidad de & es una consecuencia inmediata de la proposicion 1.2.1(iv).
Ahora, si x < y entonces por (i) y* < z*, luego, por la monoticidad de @ se tiene
quey* <z @zasl,rOz=(" D) < (YD) =y0O =

3. xQy < zsiysolosi (x@Qy)* @z =1siysolosiz*@y*®z=1siysolosiz <y Dz.
]

Definicion 1.2.4. Sea A una MV-dlgebra y sean x,y € A. El join y el meet estdn dados,
respectivamente, por:
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L.zVy=(z0y)ey=(x6y) Dy,
2. Ny=(@@"Vy ) =20 (x*dy).

Proposicion 1.2.5. Sea A una MV-dlgebra y x,y € A. La siguiente desigualdad siempre
se cumple

rOy<zczANy<zVy<azdy.

Demostracion. Por definicion, es claro que a A b < a < a V b. Para probar las otras dos
desigualdades hacemos uso de la proposicion 1.2.1(i). De este modo,

ANy @y =20@" dyYy)d (oY) =20 (@ dy) " dy"
=@zo@E oy o)y
— (T BYd (P Or0Y))dY"
=@y (0oy) sy’
=@ ey ®Yy"
=1

(zoy)@@EVy) =10y0(z0y)dy) =20y (@ (yo 7))
=x®y® ("0 (y ®r))
=y® (@0 Yy o))
=ydy dx

Proposicion 1.2.6. Las siguientes identidades se cumplen en cada MV-dlgebra:
LzoyVa)=(@oyV(roz),
2.x@(YNz)=(@dy A(z®2),

Demostracion.

1. Esevidente que x 0y <z ®(yVz)yx®z<z®(yVz). Ahora supongamos que
r@y<tyxz®z<t, entonces por la proposicion 1.2.1(iii) y < z* Gty z < z* Dt
, ast, y V z < x* @ t, nuevamente por la proposicion 1.2.1(iii) (y V z) @ z < t. Es
decir, (y V z) ® x es el menor de las cotas superiores para * ©® 2z y * ® ¥, esto es,
(yVz2)ox=20(yVz) =0y V(re=).

2. Es una consecuencia inmediata de (1) usando la proposicion 1.2.1(iv).
0

Lema 1.2.7. Sea A una MV-dlgebra y sean x,y € A. Si x Ny = 0 entonces para cada
enteron > 0, nx AN ny = 0.

Demostracion. Si x Ay = 0 entonces por la monotocidad y distributividad, se tiene que
r=z® @Ay =(@xdx)AN(xDy) >2x Ay, de donde 0 =z Ay > 2x Ay. Se sigue
que 0 = 22 A2y = 4 N4y = .... De este modo, nx A ny < 2"x A 2"y = 0, esto es,
nx Any = 0. O
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1.3. Homomorfismos e ideales

Definicion 1.3.1. Sean A y B MV-dlgebras. Un homomorfismo de MV-dlgebras es una
funcion h : A — B que satisface las siguientes condiciones, para cada x,y € A:

El kernel de un homomorfismo h : A — B es el conjunto
ker(h) = h™'(0) = {z € A: h(z) = 0}.

Definicion 1.3.2. Un ideal de un MV-dlgebra A es un subconjunto I de A que satisface
las siguientes condiciones:

1. SixelLye Ayy <ux entoncesy € I,
2. Six,y €I entonces x Dy € L.

Un ideal I es propio si no coincide con la MV-algebra entera, esto es I # A. Un ideal [
de un MV-algebra A es primo si el ideal es propio y satisface la siguiente condicion:

» Para cada x,y € A se tiene (r©y*) €16 (y®a*) € L.

Un ideal M de una MV-algebra A es llamado maximal si es propio y ningiin ideal propio de
A contiene estrictamente a M, es decir, para cada ideal J # M, si M C J entonces J = A.

Las siguientes son algunas consecuencias de la definicion 1.3.2:

0 € I para cualquier ideal I de A,

{0} y A son ideales,

para cada x,y € I, se tiene que x Oy, x Dy, xVy, x ANy €I,

Un ideal I es propio siy solosi 1 ¢ I,

La interseccion de cualquier familia de ideales de A es también un ideal de A.

Para cada subconjunto Z C A, la interseccion de todos los ideales I O Z es llamado ideal
generado por Z, y es denotado por (7).

Lema 1.3.3. Sea W un subconjunto de una MV-dlgebra A. St W = () entonces (W) =
{0}. Si W # 0 entonces

Wy={zeA: 2<w @ ®wg, para wy,...,wx € W}.
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Demostracion. Sea l = {x € A: z <w; & - & wy para algunos wy, ..., wx € W} Si
x € I entonces x < wy @ - -+ B wy para algunos wy,...,w, € W; sea y € A tal que y < z,
esto implica que y < wP- - -Pwy, estoesy € 1. Ahora, si x,y € [ entonces r < wD- - -Dwy,
y del mismo modo y < s1 & - -+ @ s para algunos wy, ..., ws, S1, - s € W, por lo tanto
TRy <w; PB---w, DSy S, esto es, r By € [. En consencuencia, I es un ideal de A.
Supongamos ahora que existe un ideal J de A, tal que W C J. De este modo, si x € 1
entonces r < wy @ - - - G wy, para algunos wy, ..., w, € W C J. Ahora, como J es un ideal
entonces se tiene que wy, & - -+ G wy € J, por lo tanto x € J, en consecuencia [ C J. Es
decir T es el menor de los ideales de A que contienen a W:

<W>={zeA: x<w @ ®wg para algunos wy, ...,w, € W}.

]

En particular, un ideal generado por un elemento single es llamado deal principal, para
cada z € A,
(z) ={xr € A: x <nzparan € N}.

Notemos que (0) = {0} y (1) = A. Ademaés, para cada ideal I de una MV-algebra A y
cada z € A se tiene lo siguiente

(ITu{z})={r€eA: <nzé@a, para algunn € Ny a € I}.

En el siguiente lema se resumen algunas relaciones sencillas entre ideales y ntcleos de
homomorfismos.

Lema 1.3.4. Sean A, B MV-dlgebras y h : A — B un homomorfismo. Entonces se
cumplen las siguientes propiedades:

1. Para cada ideal J de B el conjunto h™'(J) ={x € A: h(x) € J} es un ideal de A.
En particular, ker(h) es un ideal de A.

2. h(z) < h(y) siy solo six ey € ker(h).

3. h es inyectivo si y solo si ker(h) = {0}.

4. ker(h) # A si y sdlo si B es no trivial.
Demostracion.

1. Notemos ge h(0) = 0, por lo tanto 0 € h™*(J). Sean z,y € A tal que y < = y
x € h™1(J), esto es h(x) € h(h~'(J)) C J, como h es un homomorfismo entonces se
sigue que h(y) < h(z) y por lo tanto existe un z € h(A) tal que h(y) + z = h(x),
como h(z) € J, entonces h(y) + z € J, de este modo se tiene que h(y) € J, esto
esy € h™'(J). Ahora, si z,y € h™'(J) entonces h(z),h(y) € h(h=(J)) C J. Como
h(z®y) = h(z)®h(y) entonces h(z@y) € J, esto es xdy € h~'(J). En consecuencia,
h=1(J) es un ideal de A.

Veamos ahora que ker(h) es un ideal de A. Es claro que 0 € ker(h). Sean z,y € A
talquey < x y x € ker(h), como y < z entonces h(y) < h(z), de este modo h(y) =
h(xz) = 0, esto es y € ker(h). Luego, si z,y € ker(h) entonces h(xz) = h(y) =0y
por lo tanto, h(z @ y) = h(x) ®h(y) =060 =0, esto es x ® y € ker(h), asi ker(h)
es un ideal de A.
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2. Si h(xz) < h(y) entonces se tiene que —h(z) & h(y) = 1, esto es h(—z d y) = 1,
notemos que h(—(—x @ y)) = =h(-x @ y) = -1 = 0, es decir, h(x ©y) = 0. En
consecuencia x © y € ker(h). La otra implicacion es inmediata.

3. Sea h inyectiva y x € ker(h), esto es h(x) = h(0) = 0, por lo tanto z = 0, y
asi ker(h) = {0}. Por el contrario, sea ker(h) = {0} y sean x,y € A tales que
h(xz) = h(y), como h es un homomorfismo h(d(z,y)) = d(h(z),h(y)) = 0 (donde
d(z,y) denota la distancia entre z e y). Ahora, como ker(h) = {0}, si h(d(x,y)) =0
entonces d(z,y) = 0, eso es x = y. En consecuencia, h es inyectiva.

4. Si ker(h) # A entonces existe al menos un x € A tal que = ¢ ker(h), asi h(x) # 0,
es decir, B es no trivial. Por el contrario, si B es no trivial entonces existe r € A
tal que h(z) # 0, esto es x ¢ ker(h) y por lo tanto ker(h) # A.

]
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Capitulo 2

MV-topologia

Daremos inicio a este capitulo con la definicién de conjunto fuzzy, el cual permitira intro-
ducir el concepto de topologia fuzzy. Enseguida se presenta la definicion de MV-topologia
con algunos conceptos y propiedades importantes, las cuales se obtienen como una gene-
ralizacion o adaptacion natural de los conceptos de topologia clasica.

2.1. Conjuntos fuzzy

En 1965, [18], Lofti Zadeh introduce el concepto de conjunto fuzzy con el fin de represen-
tar matematicamente la imprecision de ciertas categorias de objetos. La representacion
matematica de un conjunto fuzzy se basa en el hecho de que cualquier conjunto clasico A
se puede representar por su funcion caracteristica 14 : X — {0, 1}, donde:

1 si z€ A
1 =
A(@) {0 si x¢ A

En este sentido, tener 14(x) = 1 significa que el elemento x pertenece a A, y si 14(z) =0
significa que x no pertenece a A. Sin embargo, en muchos casos las clases de objetos que
se encuentran en el mundo fisico no tienen criterios de pertenencia precisos. Esta nocion
se generaliza de tal forma que la pertenencia de los elementos de un conjunto pueda tomar
més de dos valores, e incluso un continuo de valores, en lugar de tomar solo dos valores en
el conjunto de dos elementos {0, 1}. De este modo, Zadeh definié los conjuntos fuzzy como
clases de objetos con grados de pertenencia sobre el intervalo real [0, 1]. Asi, la teoria de
conjuntos fuzzy es una generalizacion de la teoria de conjuntos clasica.

2.1.1. Conceptos basicos

A continuacion presentamos algunas definiciones bésicas, las cuales se pueden encontrar
en [18].

Definicién 2.1.1. Sea X un conjunto. Se define un subconjunto fuzzy' de X como
una funcion o : X — [0,1]. En este sentido, « es llamada la funcion de pertenencia y
a(x) se interpreta como el grado de pertenencia de un punto x € X en un conjunto fuzzy
a. El conjunto de subconjuntos fuzzy de X se denota por [0,1]%.

IEn este trabajo utilizaremos el concepto fuzzy aunque en muchas ocasiones, en la literatura se hace
uso del concepto difuso.

13
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Si el valor de esta funcion es 0, z ¢ a. Sies 1, entonces x € « totalmente, y si 0 < a(z) < 1
entonces z pertenece a a de una manera parcial.

Observacion 2.1.2. Como se mostré en el ejemplo 1.1.1, el conjunto de subconjuntos
fuzzy de X, [0,1]% constituye una MV-dlgebra.

Los conjuntos fuzzy que so6lo toman los valores de 0 o 1 se llaman conjuntos fuzzy carac-
teristicos o conjuntos crisp, en especial, el conjunto fuzzy que toma el valor de 1 para
todo x € X se denota por 1, y el conjunto fuzzy que para todo x € X toma el valor de
0 se denota por 0. En otras palabras, son las funciones constantes tales que 1(z) = 1y
0(z) = 0 para todo x € X.

En general, para cada r € [0, 1], denotamos por r a la funciéon constante r(z) = r para
todo r € X

Definicion 2.1.3. Para cada subconjunto fuzzy a se define su soporte mediante
{z € X :a(x) > 0},
denotado por supp(«).

Los conjuntos fuzzy permiten formalizar expresiones lingiiisticas® que normalmente con-
tienen algin grado de ambigiliedad, es decir, proveen un método para expresar matemati-
camente conceptos tales como “joven”, “alto”, “frio” etc., que son bastamente usados, pero
que por esencia no son totalmente precisos. A continuacion presentamos algunos ejemplos

de conjuntos fuzzy.

Ejemplo 2.1.1. Considere los habitantes de un pais. Cada individuo de ésta poblacion
se puede asociar a un numero real correspondiente a su edad. Considere todo el universo
como las edades dentro del intervalo U = [0,100] donde = € U se interpreta como la
edad de un individuo determinado. Se podria modelar el concepto fuzzy “joven” por las
siguientes dos funciones de pertenencia Ji y Jo sequn diferentes expertos. Uno de esos
modelos, decidido por un adolescente, podria ser

1 st x <20

Ji(z) =82 s 20 <z <40

0 st 40 <z

La grifica correspondiente a Jy(z) se presenta en la figura 2.1

1.0 7

0.5

0.0 T T T U T T T T T T
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Figura 2.1: Una funcién de pertenencia para “joven”

2Una expresion lingiifstica es una variable cuyos valores son palabras o sentencias (no ntimeros).
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2.1. CONJUNTOS FUZZY

Mientras que un modelo decidido por una persona de 28 anos, podria ser

1 st x <35
70—z ;

o) = 3 st 3b <z <hl
2002) g 50 < @ < 60
0 st 60<zx

La grifica correspondiente a Jo(x) se presenta en la figura 2.1

10

0.5 4

0.0

10 20 30 40 50 60 70 80 0 100

Figura 2.2: Otra funcién de pertenencia para “joven”

Ejemplo 2.1.2. Supongamos que queremos modelar la nocion de “ingresos altos” con un
conjunto fuzzy. De nuevo, considere todo el universo como los ingresos diarios dentro del
intervalo U = [0,100] donde x € U se interpreta como el ingreso diario de un individuo
determinado. La funcion de pertenencia I permite modelar este concepto.

0 st x <35
Iz) =% si 35<2<70
1 si 10<«x

La grifica correspondiente a I(x) se presenta en la figura 2.5.

104

0.5+

0.0

1‘0 Zb 3‘0 4‘0 5‘0 6b 7b 8‘0 9‘0 lll)ﬂ
Figura 2.3: Una funcién de pertenencia para “ingresos altos”

Notemos que en este modelo un ingreso diario inferior a los $35.000 no es considerado
alto, mientras que que los ingresos superiores a $70.000 si lo son. Ademds, los ingresos

que se encuentran entre los $35.000 y los $70.000 no son considerados ni del todo bajos,
ni del todo altos.
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CAPITULO 2. MV-TOPOLOGIA

2.1.2. Operaciones en conjuntos fuzzy

Sean «, 8 subconjuntos fuzzy de X, por las operaciones uniéon e intersecciéon nos referimos
al infimo y supremo, respectivamente:

(aV p)(z) = méx{a(z), B(z)} = a(z) vV 5(z)
(a A B)(z) = min{a(z), ()} = afz) A B(x)
y por el complemento,
af(z) =1—a(z).

De este modo, si A = {«; : i € I} es una familia de conjuntos fuzzy en X, entonces
nos referimos respectivamente a su supremo e infimo por \/ A = \/{a;, : i € I}y

NA=N{a; : 1 €1},

Ejemplo 2.1.3. Consideremos el conjunto fuzzy Ji(x) del ejemplo 2.1.1 y el conjunto
fuzzy I(x) del ejmplo 2.3 dados por las siguientes formulas:

1 st x <20 0 st r <35
Ji(z) =942 s 20 <2 <40 I(z) =455 si 35<2 <70
0 st 40<zx 1 st 10<zx

Las funciones de pertenencia y las grdficas para JyNV I, Jy N1, J; y I* son las siqguientes.

st x <20, x>70
(SivI)(z) =555 si 20<ax<Z®

£B g U0 < g7

1.0 7

0.5

"
0.0 T T u - u T T d T T
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Figura 2.4: La funcién de pertenencia J; V [

0 st x<3b, x>40

(SiAD)(x) =425 si 35 <az< 2P
40—z - 2100
%0 st = <x< 40
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107

0.5 4

0.0

10 20

30

50 60 70 80 0 100

Figura 2.5: La funcién de pertenencia J; A I

st x <20
952) si 20 <a <40
st 40 <z

50 60 70 80 90 100

Figura 2.6: La funciéon de pertenencia J;

35

st x <35
25 si 35 <z <70
st 0<zx

10

0.5

0.0

T
80 20 100

Figura 2.7: La funcion de pertenencia I*

Como para cada conjunto no vacio X, el conjunto de funciones [0,1]% es una MV-dlgebra
con las operaciones @ y © definidas puntualmente, entonces podemos realizar las grdficas
correspondientes a estas operaciones entre las funciones de pertencia de J; e I. De este
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CAPITULO 2. MV-TOPOLOGIA

modo:

10

0.5

0.0

(J1® 1)(z) = Ji(x) ® I(x) = min{Jy(z) + I(x), 1},
(S1©1)(z) = Ji(z) © I(z) = méx{Ji(x) + I(z) — 1,0},

1 st x <20, z>70
40—z si 20< xz < 35
Loz =1{ 2 <
(J1 )(x) 4026x+m§535 si 35 <x<40
x§535 st 40 <z <70

3
—\/
>
Py
Y
10 20 30 40 50 60 70 a0 90

T
100

Figura 2.8: La funcién de pertenencia J; & 1

Como Ji(x) + I(z) <1 para todo x € U entonces se tiene que

(J; © I)(x) = méx{J(z) + I(x) — 1,0} = 0,

por tanto, su grafica corresponde es la funcion constante 0. Notemos que

JHOI<IZNTIL< LZVILZ DI,

como era de esperarse.

2.2.

En 1968, tres anos después de Zadeh introducir el concepto de conjunto fuzzy, Chang defi-
ne los espacios topoléogicos fuzzy, como una extension de los espacios topologicos clasicos,
[2]. También desarrolld algunas nociones topologicas bésicas para estos espacios, las cuales
seran presentadas en esta seccion. En 1974, Lowen publicoé un articulo [10] en donde pre-
sent6 los funtores w y ¢ de los cuales hablaremos en la seccion 2.2.2; estos funtores seran
de gran importancia en el desarrollo de este trabajo, pues son los que nos permitiran es-
tablecer algunas propiedades topoldgicas en nuestro conjunto de interés: el intervalo fuzzy.

En lo que sigue presentamos algunos resultados que pueden ser encontrados en [2]| y [4].

Definicion 2.2.1. Una topologia fuzzy es una familia 7 de subconjuntos fuzzy de X,

Topologia fuzzy

esto es, T C [0,1]%, que satisface las siguientes condiciones:

1. 0,1€T,
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2.2. TOPOLOGIA FUZZY

2. Sia,pB €T, entonces a N\ €T,
8. Si{a;}ier € 7, entonces \[,.; o € 7.

Se llama espacio topoldgico fuzzy o fts a todo par (X,7) donde X es un conjunto y 7
una topologia fuzzy de X. Cada miembro de una topologia fuzzy 7 de X es llamado
conjunto fuzzy T-abierto, o simplemente fuzzy abierto. Todo conjunto complementario de
un subconjunto abierto, es decir, cada elemento en 7* se llama subconjunto cerrado en
[0,1]%. El conjunto 7* = {a* : « € 7} verifica las siguientes propiedades:

= 0,1 €7,
» para todo (1,32 € T, B1 V By € T,
» si {Bi}ier € 7%, entonces A\, ; B € T

En 1976 [10], Lowen dio una definicion de espacio topologico fuzzy que incluye las con-
diciones de espacio topolégico de Chang, y agrega todas las funciones constantes a la
familia de conjuntos fuzzy abiertos; esto con el fin de que las funciones constantes entre
espacios topologicos fuzzy sean continuas, pues con la definicion 2.2.1 esta condicion de
continuidad no necesariamente se satisface.

Definicion 2.2.2. El par (X, 1) se denomina espacio topoldgico fuzzy laminado si y sdlo
4!

1. para todo r € [0,1], re T,
2. sta, B €T, entonces a N3 €T,

3. si{a;}ier C 7, entonces \/,.; o € T.

iel
Asi como en la topologia clasica, en la topologia fuzzy también podemos establecer cuando
dos topologias son comparables: si 71 y 75 son topologias fuzzy de X, entonces decimos
que 71 €s mMAs gruesa que Ty, 0 que Ty es mas fina que 71, si 7y C 7. En otras palabras, 7y es
mas gruesa que Ty, si cada conjunto fuzzy 1j-abierto es mo-abierto. Sin embargo, puede que
dos topologias fuzzy no sean comparables, es decir, puede que no haya una mas fina que
la otra. Aun asi, existe una topologia fuzzy mas fina y una més gruesa llamadas topologia
fuzzy discreta y topologia fuzzy trivial, respectivamente.

A continuacién se presentan algunos ejemplos de espacios topoldgicos fuzzy. En particular,
el ejemplo ntmero 3 es clave en el estudio de esta rama, ya que permite ver como a partir
de cualquier topologia clasica se puede construir una fuzzy.

Ejemplo 2.2.1. Sea X un conjunto no vacio.

1. Sea 7 = {1p,1x} C [0,1]%, entonces T es claramente una topologia fuzzy en X.
Llamamos a ésta, la topologia fuzzy trivial en X, y llamamos a (X, T) el espacio
topoldgico fuzzy trivial o simplemente fts trivial.

2. Sea 7 = [0,1]%, entonces T es una topologia fuzzy en X, llamada topologia fuzzy
discreta en X, y llamamos a (X, T) el espacio topoldgico fuzzy discreto.

3. Si T, es una topologia en X, entonces T = {lg : G € 7,} es una topologia fuzzy de
X y por tanto, (X, T) es un espacio topoldgico fuzzy.
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4. Sea T ={r : rel0,1]} C[0,1]%, entonces T es una topologia fuzzy en X.
Veamos un caso particular del ejemplo nimero 3:

» Sea X = R y 7, la topologia usual sobre R (topologia generada por la base de
intervalos abiertos), de este modo:

T« ={G CR : G es abierto},

entonces

T={lg : GET,}

es una topologia fuzzy de R.

Verifiquemos que se cumplen las condiciones para que 7 sea una topologia fuzzy de R:
1. Como R y () son abiertos, entonces R, () € 7, luego se tiene que 1x, 1y € 7.

2. Si lg,, 1g, € 7, entonces por definicion, G, Gy € 7, luego, como la interseccion de
dos conjuntos abiertos de R es un abierto de R, se tiene que G; N Gy € 7, por lo
tanto, 1GlmG2 = 1G1 AN 1G2 eT.

3. Si {G;}ier € 7, entonces por definicion, para todo i € I se tiene que G; € T,, y
como la unién de una familia de abiertos de R es un conjunto abierto de R, entonces
Uie{Gi} € 7, por lo tanto 1y._ (c,} = Vics la; € 7. con lo cual se ha verificado la
cerradura para supremos arbitrarios.

En conclusion, 7 = {1¢ : G € 7,} es una topologia fuzzy de R.

2.2.1. Bases y funciones continuas

Los conceptos definidos en esta seccion son validos tanto para espacios topologicos fuzzy
como para espacios laminados. Sin embargo, sélo nos referiremos a fts. Primero, veamos
la definicién de base y subbase.

Definicion 2.2.3. Dado un espacio topoldgico fuzzy (X, T), un subconjunto B de T se
llama una base para T si todo conjunto abierto de T es supremo de elementos de B.

Ejemplo 2.2.2.
1. Para todo espacio topoldgico fuzzy (X, T) la topologia fuzzy T es una base.

2. 51 (X, T) es un espacio topoldgico y [ es una base de T, entonces la familia B =
{ly : Y € B} es una base fuzzy de la topologia fuzzy 7 ={ly : Y € 7}.

Definiciéon 2.2.4. Dado un espacio topoldgico fuzzy (X, T), un subconjunto B de T se
llama una subbase para T si la coleccion de infimos de subfamilias finitas de B forma
una base para (X, ).

Para cualquier funcién f : X — Y definimos también una funcion f~ : [0, 1] — [0, 1]
estableciendo, para todo a € [0,1]X y para todo y € Y,

@) =\ a), (2.1)
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2.2. TOPOLOGIA FUZZY

La funcién f7 se llama imagen directa de los subconjuntos fuzzy de X. La funcién f
también define naturalmente lo que seria la preimagen de los subconjuntos de Y':

o 0,1]Y — [0,1]*

o saof (2.2)

Definicion 2.2.5. Sean (X, 7x) y (Y,7vy) fts, una funcion f : X — Y se dice que es
una aplicacion fuzzy continua si la aplicacion inversa mapea cada subconjunto abierto
de (Y, 7y) como un abierto en (X, 7x), es decir, para todo a € 1y, [ (a) € Tx.

Definicion 2.2.6. Sean (X, 7x) y (Y, 7y) dos espacios topoldgicos fuzzy. Una aplicacion
f: X —Y esllamada:

» abierta, si mapea cada subconjunto abierto en (X, 7x) como uno abierto en (Y, 7y),
es decir, para todo a € Tx, f7 () € Ty.

» cerrada, si mapea cada subconjunto cerrado en (X, Tx) como uno cerrado en (Y, 1y ),
es decir, para todo w € 7%, f7(w) € T5.

» homeomorfismo, si es biyectivo y tanto f como f~' son continuas.

Los espacios topolégicos fuzzy, con funciones continuas, forman una categoria que de-
notamos por Fuz . Ademaés, la categoria de espacios topologicos fuzzy laminados y sus
funciones continuas se denota por LFuz . A continuacién se presentan algunos funto-
res relevantes entre la categoria de los espacios topoldgicos clasicos, denotada por T op
y los fuzzy, estos serdn de gran importancia a la hora de describir las propiedades MV-
topologicas del intervalo unidad fuzzy, el cual seré se presenta mas adelante.

2.2.2. Algunos funtores entre espacios topolégicos clasicos y fuzzy

En [9], Lowen define los funtores ¢ : Fuz — Topy w : Top — LFuz de la siguiente
manera;

1. «(X,7) = (X, (7)) donde ¢(7) es la topologia generada por la subbase
B={u"'(r1]: perrel0 )} ={reX: p@)>rcrepm
Ademas, para a # 1 se tiene que:
ta(m) = {p e 1] s pert,
entonces ¢, (7) es una topologia en X y claramente

Ur) = |J ).

acI\{1}

2. w(X,7) = (X,w(r)) donde w(7) es el conjunto de las funciones semicontinuas infe-
riormente * de (X, 7) en [0, 1] equipado con la topologfa usual.

w(T) = U C(X,1,) = U {f: X — 1, | f es continua },

ref0,1) r€(0,1)

3Dado un espacio topologico (X, 7), una funcién f : X — R es semicontinua inferior si para todo
t € Rel conjunto {z € X : f(x) > ¢} es un conjunto abierto.
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donde I, = (r,1].

Un espacio topologico fuzzy (X,0) cuya topologia fuzzy es de la forma § = w(7)
para una topologia 7 en X es llamado topologicamente generado o inducido.

De manera natural se definen los funtores e : Top — Fuz y j : Fuz — Top de la
siguiente manera,

3. e(X,7) = (X,e(7)), donde

e(r)={ly: Uert}.

4. j(X,7) = (X, (1)), donde
j(r)=1n2x

Note que j(7) es la topologia més grande contenida en 7.

Definiciéon 2.2.7. Un espacio topoldgico fuzzy (X, 7) se dice que es débilmente indu-
cido si para cada t € [0,1) y para cada o € T, la funcion caracteristica oy € T, donde

a={re X: alx) >t}
A continuacion, presentamos algunas propiedades de estos functores (ver [10]).
Proposicién 2.2.8.
1. Para todo (X, T) en Top, t(w(r)) =T.

2. 1 es una sobreyeccion, w es una inyeccion y para cada 71 C T, (1) C (T2) ¥
w(m) C w(m).

3. T es topoldgicamente generado si y sélo si w(u(T)) = 7.

4. w(i(1)) es la topologia fuzzy topoldgicamente generada mds pequena que contiene T.

2.2.3. Fuzzy compacidad y conexidad

En [2], Chang introduce el concepto de compacidad para espacios topologicos fuzzy, la
cual formalmente es la misma definicién que para espacios topologicos cléasicos. A pesar
de que esta definiciéon ha sido utilizada en varios articulos, con esta definiciéon no se
tiene el hecho de que si (X,7) es un compacto, entonces (X,w(7)) también lo es. De
acuerdo a lo anterior, en |9] y [10], Lowen introduce no sélo los funtores ¢ y w, sino que
también introduce algunos conceptos de compacidad fuzzy como una generalizacion de la
compacidad en topologia clasica. Dos anos después, en 1978, Gantner y Steinlage publican
el articulo [5] en donde dan una nueva definicién de espacio topolégico fuzzy compacto.
En el mismo afio, Lowen publica el articulo [11] en donde realiza una comparacion entre
las diferentes definiciones de compacidad establecidas hasta el momento y muestra cuéales
de ellas son buenas extensiones, ademéas de mostrar cuéles de estas definiciones satisfacen
el teorema de Tychonoff. A continuacién presentamos algunas de estas definiciones junto
con algunos resultados que pueden ser encontrados en [11].
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Definiciéon 2.2.9. (I) (X, 7) es cuasi-fuzzy compacto si y solo si para cada familia
I' C 7 tal que Vuer p =1, existe una subfamilia finita {p, ..., u,} C T tal que \/}_, pi =

1. 2

Definiciéon 2.2.10. (II) Sea 0 < a < 1. (X, 7) es a-compacto si y solo si cada familia
a-shading' en T tiene una subfamilia finita a-shading. [5]

Definicion 2.2.11. (IIT) Sea 0 < a < 1. (X, T) es a*-compacto si y solo si cada familia
a*-shading en T tiene una subfamilia finita o*-shading. [5]

De la definicién de a-shading se tiene la siguiente observacion.

Observacion 2.2.12. Notemos que una familia de conjuntos fuzzy T es a-shading (resp.
a*-shading) si y sdlo si

U p e, 1] =X (resp. U p e, 1] = X.>

Definiciéon 2.2.13. (IV) (X, 7) es fuertemente compacto si y solo si es a-compacto
para cada o € 1\ {1}. [11]

Definicion 2.2.14. (V) (X, 7) es ultracompacto si y solo si (X, (7)) es compacto. [11]

Definicion 2.2.15. (VI) (X, 7) es fuzzy compacto si para cada familia T' C 7 y para
cada o € I tal que \/“GF >« y para cada € > 0 existe una familia finita 'y C T' tal que

Vyer, 1> o . [10]

Los siguientes dos teoremas de topologia clasica seran relevantes en las sucesivas demos-
traciones:

Teorema 2.2.16. Si 7' C 7 y (X, 7) es compacto entonces (X, 7') es compacto.

Demostracion. Sea I' = {a;}ier un cubrimiento abierto de X por 7/, es decir, para todo
i €1 a; € 7. De este modo, o; € 7y como (X, 7) es compacto, exite un subcubrimiento

finito {o;};es C T tal que
U Olj 2 X7
jeJ
en consecuencia (X, 7’") es compacto. O

Teorema 2.2.17. Si7 C 7 y (X, 7) es conexo entonces (X, 7') es conezo.

Demostracion. Supongamos que (X, 7') no es conexo, es decir, existen abiertos «, 5 €
7 Crtalqueanf =0y aUpB=X.Luego (X,7) no es conexo, lo cual contradice la
hipotesis y en consecuencia, (X, 7') es conexo. ]

Proposicion 2.2.18. (X, 7) es a-compacto (resp. a*-compacto) si y sélo si (X, ia(T))
(resp. (X, ta+(T))) es compacto.

4Una familia de subconjuntos fuzzy 8 C [0,1]% es llamada a-shading (resp. a*-shading) si y sélo si
para todo x € X existe u € 8 tal que u(x) > a (resp. p(z) > a).
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Demostracion. Si (X, T) es a-compacto, entonces cada familia a-shading en 7 tiene una
subfamilia finita a-shading. De este modo, sea 3 C [0, 1] una familia a-shading de 7, asf
por la observacion 2.2.12 se tiene que

U /~L_1<O‘7 1] =X,

es decir, 17! (a, 1] es un cubrimiento de X. Ahora, consideremos la subfamilia a-shading
By C 3, por tanto,

U p oy 1] = X,

HEPo
Asi, para todo cubrimiento abierto de X, existe un subcubrimiento finito del mismo. Co-
mo 1, (7) es la topologia generada por la subbase {u~(a,1] : p € 7, € [0,1)} entonces
se concluye que (X, ,(7)) es compacto. Ahora, si (X,t,7) es compacto, entonces sea
{u (o, X} uep (@ # 1) un cubrimiento abierto de X y sea {u '(a, X|},ec5, un subcu-
brimiento finito del mismo, de este modo, para todo z € X existe up € 5y C S tal que
p(x) > ay, en consecuencia (X, 7) es a-compacto. La demostracion del caso a*-compacto
es analoga. O]

Proposicion 2.2.19. El siguiente esquema siempre se cumple.

(V) (V) (I1)

|

(V1)

Demostracion. Si (X, 7) es ultracompacto entonces (X, ¢(7) es compacto y como para
todo o € I\ {1}, to(7) C ¢(7), entonces (X, t,(7)) es compacto para todo o € I\ {1},
luego, por la proposicion 2.2.18 se tiene que que (X, 7) es a-compacto para todo « € I\ {1}
y en consecuencia es fuertemente compacto.

Si (X, 7) es fuertemente compacto, entonces por definicioén es a-compacto para cualquier
a € I'\ {1}. Ademds, sea ag > 0y B C 7 tal que /.5 pu(x) > agp y tome g > € > 0.
Ahora, por la densidad de I podemos tomar o € I tal que ag > @ > o — €. De este modo,
para todo = € X se tiene que vueﬁ u(x) > oy > a, de modo que  es un a-shading.
Ahora, como (X, 7) es fuertemente compacto, entonces existe una subfamilia finita a-
shading By C B y entonces \/#650 p(xr) > o > oy — €, esto prueba que (X, 7) es fuzzy
compacto. ]

Diremos que una propiedad topologica fuzzy P’ es una buena extension de una propiedad
topologica P si para cada topologia 7 en X: (X, 7) tiene la propiedad P si y solo si
(X,w(7)) tiene la propiedad P'.

Teorema 2.2.20. Las definiciones (I11), (IV), (V) y (VI) son buenas extensiones de
compacidad.

Demostracion. Que (1) sea una buena extension se debe al hecho de que si (X, 7) es
un espacio topologico, entonces para todo o € I\ {1} se tiene que t4(w(7)) € 7: en
efecto, sabemos que «(w(7)) = 7 (ver proposicion 2.2.8) y ya que t(w(7)) = Uaes ta(w(T))
entonces se tiene que to(w(7)) C t(w(7)) = 7. De este modo, si (X,7) es un espacio
topologico compacto, entonces por la proposicion 2.2.16 se tiene que (X, iq(w(7))) es
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compacto para todo a € I\ {1}, luego, por la proposicion 2.2.18 (X, w(7)) es a-compacto,
esto muestra que (II) es una buena extension de compacidad. Por la definicion 2.2.13,
para (1V) es una consecuencia inmediata del hecho que (1) sea una buena extension. Para
(V) se sigue de que si (X, 7) es compacto, entonces (z,t(w(7))) también lo es (ya que
t(w(T)) = 1), luego, por la definicion 2.2.14 se tiene que (X, w(7)) es ultracompacto. Para
(VI) se sigue de que si (X, 7) es compacto, entonces (X,w(7)) es fuertemente compacto,
luego, por la proposicion 2.2.19 se concluye que (X, w(7)) es también fuzzy compacto. [

El siguiente contrajemplo muestra que (I) no es una buena extension de compacidad, este
contraejemplo se puede encontrar en [10].

Contraejemplo 2.2.1. Sea (X, 7) el intervalo unitario I con la topologia usual. Entonces
para todo x € I, x # 0,x # 1 y sea o, el conjunto fuzzy definido por:

a(z) =1,
x 1+
a,(y) =0, Yy € [O, —] U 1,
2 2
. T 1+z
o, es lineal en [5’4 yen |x, )
Para
x =0, agly) =—y+1 Yy el,
r =1, a(y) =y vy el

De este modo, Vo € 1,0, € w(T), y \,c; % = 1, pero no tiene una subfamilia finita con
esta propiedad.

De acuerdo a los resultados presentados anteriormente, la ultracompacidad no sé6lo es una
buena extension de compacidad, sino que también implica otras buenas extensiones, en
este sentido, un espacio topoldgico fuzzy que sea ultracompacto es también fuertemente
compacto, a—compacto y fuzzy compacto. De este modo, entre las que son buenas exten-
siones de compacidad, la ultracompacidad es las mas fuerte.

Tomando como referencia la definciéon de ultracompacto, se tiene la siguiente defincion:

Definiciéon 2.2.21. Un espacio topoldgico fuzzy (X, ) es llamado ultraconexo si (X, (7))
es conero.

Proposicion 2.2.22. Ultraconexidad es una buena extension de conexidad.

Demostracion. Si (X, 7) es un espacio topdlogico conexo, entonces (x,t(w(7))) también
lo es (ya que t(w(T)) = 7), luego, por la definicion 2.2.21 se tiene que (X, w(7)) es ultra-
Conexo. O

En este trabajo estamos interesados en demostrar que el intervalo fuzzy es ultracompacto
y ultraconexo, ya que estas son buenas extensiones de los conceptos de compacidad y
conexidad, respectivamente. Sin embargo, presentamos la defincion de a-conexo, la cual
se puede encontrar en [13].
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CAPITULO 2. MV-TOPOLOGIA

Definiciéon 2.2.23. Un espacio topoldgico fuzzy (X, 7) es llamado a-conexo (resp. a*-
conexo) si no existen abiertos u,v € T\ {0,1} tales que u ANv =0 yuV v > a* (resp.
> o*) para a € 1.

Proposicion 2.2.24. Cada espacio topologico fuzzy ultraconexo es 1-conexo.

Demostracion. Sea (X, 7) un espacio topologico fuzzy ultraconexo, como uo(7) C «(7)
entonces (X, 1o(7)) es conexo (ver proposicion 2.2.17). Supongamos que (X,7) no es 1-
conexo, esto es, existen abiertos u,v € 7\ {0,1} tales que u Av =0y u Vv > 0. Ahora,
sea U =u"1(0,1 y V =0v"10,1], esto es

U={xe X : u(z) >0},

V={xeX : v(x)>0},

claramente U,V # ) y U UV = X. Ademas, como u A v = 0 entonces U NV = (), en
consecuencia (X, (7)) no es conexo. O

2.3. Espacios MV-topolbgicos

Los espacios MV-topolégicos son tipos particulares de espacios topologicos fuzzy, los cua-
les aprovechan ademas las operaciones de las MV-algebras, estudiadas en el capitulo 1. El
concepto de MV-topologia fue introducido por Ciro Russo en [15], con el fin de demostrar
una extension de la dualidad que hay entre las algebras booleanas y los espacios de Stone,
la cual se conoce como dualidad de Stone. En esta secciéon denotaremos a la categoria de
los espacios MV-topologicos por V' Top .

Las definiciones y resultados presentados a continuacion se pueden encontrar en [4] y [15].

Definicion 2.3.1. Sea X un conjunto, A la MV-dlgebra [0,1]% y 7 C A. Decimos que T
es una MV-topologia en X, si para todo oy, as € T se satisface lo siguiente:

1. 0,1 €7,
agp Nag €T,
C¥1®Oé2€7',

o Dag €T,

para cualquier familia {a;}ic; de elementos de T, \/.., o € T.

iel
El par (X, 7) es llamado espacio MV-topoldgico y los elementos de 7 son los M V-subconjuntos
abiertos de X, mientras que 7 = {a* : «a € 7} es el conjunto de MV-subcongjuntos cerra-
dos de X. Diremos que un espacio MV-topologico (X, 7) es laminado si todas las funciones
constantes en X son elementos de 7, dichos espacios forman una subcategoria de ™V T op,
que seré denotada por “MY Top .

Proposicion 2.3.2. Sea (X, 1) un espacio MV-topoldgico. Para cualquier Y C X, el par
(Y, 7y) es un espacio MV-topoldgico, en donde

v ={oy : a €T}
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2.3. ESPACIOS MV-TOPOLOGICOS

Demostracion. Si (X, 7) es un espacio MV-topologico, entonces 0,1 € 7, como 7y =
{oqy : o € 7} entonces Oy, 1)y € 7y. Ahora, si oyy, Sy € 7y entonces o, f € T y por
tanto a A § € 7, asi, (@ A B)y € 7y. Finalmente, si {ai‘y}iel C 7y entonces {;}ier C T,
luego Ve, i € 7y por tanto \/;;ai, € Ty. En consecuencia (Y,7y) es un espacio
MV-topolégico. O

Para cualquier subconjunto Y de X, el par (Y, 7v) es llamado M V-subespacio de (X, 7).

Ejemplo 2.3.1.
1. (X,{0,1}) y (X,[0,1]%) son espacios MV-topoldgicos.
2. Sear={r : rel0,1]} C[0,1]%, entonces T es una MV-topologia en X.
3. Si A es una subdlgebra de [0, 1], entonces AX es una MV-topologia. En particular:

a) {0,1}* es una MV-topologia, y si T es una topologia cldsica sobre X, luego de
la identificacion de p(X) con {0,1}* (ver observacion 1.1.3) tenemos que T
es también una MV-topologia.

b) LX es una MV-topologia, donde L, es el conjunto presentado en el ejemplo
1.1.1.

2.3.1. Bases, subbases y funciones continuas

Definicién 2.3.3. Dado un espacio MV-topoldgico (X, T), un subconjunto B de [0,1]% se
denomina base de 7 si B C 7 y todo conjunto abierto de T es union de elementos de B.

Definicién 2.3.4. Dado un espacio MV-topoldgico (X, T), un subconjunto S de [0,1]% se
denomina subbase de T si para todo o € T, existe una familia {t;};c; de términos en el
lenguaje {®, ®, A}, tal que

el

para todoi € I, n; <w y {Bi}iL, € 5.

Observacion 2.3.5. 5i S es una subbase para una MV-topologia , el conjunto Bg definido
por las siguientes condiciones es obviamente una base para la misma MV-topologia:

1. S C By,
2. si a,p € Bg entonces e 3 € Bg, para e € {®,®,\}.
Sean X y Y conjuntos. En 2.2.1 definimos f* para una funcién f : X — Y como sigue:
fC000,1)Y — 0,1
@ — f(a)=aof.

si vemos los conjuntos [0, 1]% y [0, 1]¥ como MV-élgebras, tenemos que f<(0) = 0. Ade-
més, si a, 8 € [0,1]Y, tenemos

[ a@B)(x) = (a@ p)(f(z) = alf(z) @ B(f(x) = f () (z) ® [ (B)(x),

analogamente, [ (a*) = f<(a)*. De este modo, f es un homomorfismo de MV-algebras
(ver definicion 1.3.1) y lo llamaremos M V-preimagen de f.
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CAPITULO 2. MV-TOPOLOGIA

Observacion 2.3.6. Las definiciones de aplicacion MV-continua, MV-abierta, MV-cerrada
y MV-homeomorfismo son las mismas que se presentaron en la seccion 2.2.1 para espacios
topoldgicos fuzzy.

Lema 2.3.7. Sean (X, 7x) y (Y, 7y) dos espacios MV-topoldgicos y sea B una base para

Ty . Se dice que una funcion f: X — Y es continua si y solo si f<[B] C 7x.

Demostracion. (=) Trivial, ya que B es una familia de conjuntos abiertos.

(<) Asumamos que f<[B] C 7x. Sea a = \/I' cualquier conjunto de elementos de 7y
donde I' € B. Como vimos anteriormente, f< es un homomorfismo de MV-élgebras,
por lo tanto f<(a) = f<(\/T) =\ f[[], es decir, f*(a) es el supremo de conjuntos
abiertos de 7y y por tanto es abierto. En consecuencia, f es continua. O

Lema 2.3.8. Sean (X, 7x) y (Y, 7y) dos espacios MV-topoldgicos y sea Bs una subbase
para Ty. Se dice que una funcion es continua si y solo si f<[Bg] C 7x.

Demostracion. (=) Al ser Bg una familia de conjuntos abiertos esta implicacion es trivial.
(<) Asumamos que f<[Bg] C 7x. Sea a un conjunto abierto de 7y tal que

o= \/ti(ﬁﬂ, - Bin)
el

donde n < wy {Bi}7-; € Bs. Como f* es un homomorfismo de MV-élgebras, tenemos

fT(a) = [T (\/ti(ﬂilw--yﬂzn) \/JH_ (Bit, - -+ Bin))

el el

zEI
como f<(B;;) € Tx paratodoi € I, i€ {1,...,n} n < w entonces
t(fT(Bun) o, (FT(Bin)) €T
y en consecuencia [ (a) € T. O

A continuacién veremos un resultado sobre el funtor w definido en la seccién 2.2.2 cuando
es restringido a VT op tanto en el dominio como en el codominio.

Proposicion 2.3.9. Si (X, 7) es un espacio topoldgico entonces w(t) es una MV-topologia,
por lo que el codominio del funtor w es en realidad la categoria “V T op.

Demostracion. Recordemos que w(7) es la topologia fuzzy dada por,

UC’XI U{f:X—>Ir]fescontinua},

rel0,1) rel0,1)

donde I, = (r,1]. Veamos que w(7) es cerrado para las operaciones & y © definidas
puntualmente. Sean f : X — I, y g : X — I, elementos de w(7), entonces f @& g :
X — Lnm(rs) estd dada por:

(f ® 9)(x) = f(x) @ g(x) = min(1, f(z) + g(x)),

la cual es una aplicacion continua. Analogamente f @ g : X — [0, 1] esta dada por:

(f ©g)(x) = f(x) © g(x) = max(0, f(x) + g(z) — 1),

la cual es continua. O
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2.3.2. Compacidad

Un cubrimiento de X es cualquier subconjunto I' de [0, 1]* tal que \/T' = 1, mientras
que un cubrimiento aditivo (@-cubrimiento) es una familia finita {«;}? ; de elementos de
[0,1]% n < w, tales que

a1 P Pa, =1.

Es importante mencionar que dicha familia puede tener repeticiones, en otras palabras,
un cubrimiento aditivo es un subconjunto finito a, ..., a; de [0, 1]X, junto con niimeros
niy,...,ni € N tal que

niog P - P ngay, = 1.

Proposicion 2.3.10. Para cualquier conjunto X, un cubrimiento de subconjuntos fuzzy
de X que sea cerrado bajo &,® y N\ es una base para una MV-topologia en X.

Demostracion. Sea I' C [0, 1] un cubrimiento cerrado bajo &, ® y A. Sea

T:{\/G|G§F},

por la definicion de cubrimiento se tiene que 1 € 7y como () C T" entonces 0 = \/ () € 7. Por
otro lado, 7 es cerrado para combinaciones arbitrarias y &, ®, y A distribuyen cualquier
combinacion. Entonces, dado oy, € 7 tal que oy = \/, ., i y ap = \/jGJ B; con {a;}ier,
{Bi}jes C T, se tiene que:

ay e ay = (\/ai>.(\/@j> :\/<a,~.\/5j> \YAVACTEY:H)

el JjeJ el jedJ 1€l jeJ

para e € {®,®, A}. En consecuencia, 7 es una MV-topologia en X y I' es una base para
ella. 0

Definicién 2.3.11. Un MV-espacio (X, T) es llamado compacto si cualquier cubrimiento
abierto de X contiene un subcubrimiento aditivo. Ademds, se llama cuasi-compacto si
algin cubrimiento abierto contiene un subcubrimiento finito.

Es claro que cuasi-compacidad implica compamdad debido a que si {a;}"; es un sub-
cubrimiento finito, entonces a; V as V --- V o, = 1, luego por la proposicion 1.2.5
arVayV ---Va, < a Ba® - - P a,, asi que a1 P as b --- P o, = 1, en con-
secuencia {a;}" ; es un subcubrimiento aditivo. Sin embargo, compacidad no implica
cuasi-compacidad, como se muestra en el siguiente contraejemplo.

Contraejemplo 2.3.1. Sea X un conjunto no vacio y 7 el conjunto de todos los sub-
conjuntos fuzzy constantes de X, que es claramente una MV-topologia. Para cada r €
[0,1) sea r el conjunto fuzzy constantemente igual a r. Entonces, para cualquier familia
{ritier € [0,1) tal que \/,c; 7 = 1, el conjunto {r; : i € I} es un cubrimiento abierto
de X y todos los cubrimientos que no contengan la funcion constante 1 son de esta for-
ma. Notemos que todos estos cubrimientos contienen subcubrimientos aditivos, pero no
subcubrimientos finitos.

El contraejemplo presentado en 2.2.1 también permite ver que la compacidad no implica
cuasi-compacidad. Pues habfamos visto que a pesar de que \/,.; @, = 1, no habfa un
subcubrimiento finito con esta propiedad. Sin embargo, si se tlene un subcubrimiento
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CAPITULO 2. MV-TOPOLOGIA

aditivo, pues basta con considerar los subconjuntos fuzzy ao(y),a1(y) : [0,1] — [0, 1]
definidos en 2.2.1 por:

ao(y) =—y+1  Wyel,
a(y) =y Vy el
Asi, ap(y) @ a1(y) = (g ® 1)(y) = min(y + (—y + 1),1) = 1. Notemos que si I' es un

cubrimiento abierto, entonces g (y), a1 (y) € I'. La figura 2.9 muestra que a pesar de que
ao(y) aa(y) =1, an(y) Vau(y) < 1.

— anly) v auly)
— amly)@aly)

Figura 2.9: Graficas de ag(y) © aq(y) y ao(y) V a1 (y)

Teorema 2.3.12. Todo espacio MV-topoldgico (X, T) es compacto si, y sélo si, es ul-
tracompacto en el sentido de Lowen [11], es decir, si el espacio topoldgico (X, (7)) es
compacto.

Demostracion. (=) Trivial.

(<) Supongamos que (X, (7)) es un espacio topolégico compacto y que {o; : i € I} es
un cubrimiento abierto de (X, 7). Recordemos que 5, = {x € X : B(x) > t} para cada
perTyte|0,1). Yaque la familia {(ozi)% .1 € I} es un cubrimiento abierto del espacio

topologico (X, ¢(7)), entonces existe una subfamilia finita {c;1,, ..., Qm, } que cubre a X.
2 2

Esto significa que {1, . .., @i, } es un subcubrimiento aditivo de (X, 7). En consecuencia,

(X, T) es compacto. O

El estudio de la propiedad topolégica de ser Hausdorff no es abordada en este trabajo.
Sin embargo, para el lector interesado, presentamos la definicion de ser Hausdorff para
espacios MV-topologicos:

Definicién 2.3.13. Sea (X, 1) un espacio MV-topoldgico. X se llama espacio Haus-
dorff (o separado) si, para todo x© # y € X, existen a,, o, € T tales que

1 au(2) = ay(y) = 1,

2. ag N\ oy = 1p.
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Capitulo 3

Espacio de Helly

Con el fin de estudiar el intervalo unidad fuzzy, se presenta a continuacién un espacio
de gran importancia en el desarrollo de este trabajo, conocido como el espacio de Helly,
el cual denotaremos por H. Este espacio surge como un contrajemplo en topologia de
un espacio compacto no metrizable. En este capitulo presentamos algunas propiedades
topologicas que tiene el espacio de Helly tomando como referencia [17], aprovecharemos
estas propiedades y el homeomorfismo que hay entre este espacio y el espacio Fr(R)
que sera presentado en el capitulo 4, para poder establecer algunas propiedades MV-
topologicas del intervalo fuzzy; pues veremos que el intervalo fuzzy se obtiene como un
conjunto cociente de F(R).

3.1. Un subespacio de I’

Sea I = [0,1] el intervalo real unitario con la topologia usual. Asi, el espacio I es exac-
tamente el espacio de funciones f : [0,1] — [0, 1], tal que para todo 0 < z < 1 tenemos
0< f(x) <1

Notése que podemos formar este espacio tomando el producto cartesiano incontable de
intervalos cerrados:
'=1]

iel
De este modo, el espacio I esta dotado de la topologia producto, que es aquella que tiene

como una subbase a los conjuntos de la forma 7, (U,) donde cada U, es un abierto de
1., v 7, es la proyeccion sobre el factor correspondiente,

mo: [[ 1o — L (3.1)
zel
Como resultados de topologia clasica, sabemos que el intervalo real unitario I = [0, 1]

con la topologia inducida por la distancia usual es un espacio compacto, Hausdorff y
conexo. El teorema de Tychonoff establece que producto de espacios compactos es un
espacio compacto, esto también sucede para productos de espacios Hausdorff y espacios
conexos. De este modo, I? con la topologia inducida por la topologia producto es también
compacto, Hausdorff y conexo.
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El espacio de Helly es el subespacio H C I' formado por todas las funciones no decrecien-
tes (si < y, entonces f(x) < f(y)). De este modo, denotaremos por .7 a la topologia
en H inducida por la topologia producto.

Las siguientes graficas corresponden a algunos ejemplos de estas funciones.

Figura 3.1: Algunas funciones de H

Notemos que las gréaficas presentadas en la figura 3.1 son todas continuas, sin embargo,
hay funciones discontinuas que también pertenecen a este espacio, como se muestra a
continuacion.

Figura 3.2: Algunas funciones discontiuas de H

Es importante notar que estas graficas presentan una discontinuidad de salto', ya que es
el tinico tipo de discontinuidad que pueden presentar las funciones pertenecientes a H. En

1Una discontinuidad de salto es cuando el limite bilateral no existe porque los limites unilaterales no
son iguales.
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caso de haber una discontinuidad puntual® en al menos un punto del dominio, la funcién
ya no serfa no decreciente; veamos un caso particular.

Consideremos una funcion f : [0,1] — [0, 1] cuya gréfica esté determinada por la figura
3.3, notemos que para x < t no siempre se cumple que f(x) < f(t), pues existen valores
de z en el intervalo [0, ] tales que f(z) > f(¢), en consecuencia f ¢ H.

. o ]

Figura 3.3: Una funcién que no pertenece a H

3.2. Propiedades topolégicas

En esta seccidon presentaremos algunas propiedades topoélogicas del espacio de Helly, las
cuales seran de gran utilidad en el capitulo 5.

Teorema 3.2.1. FEl espacio topoldgico (H, ) es compacto.

Demostracion. Veamos primero que H es cerrado. Si f € I' — H, entonces f no es no
decreciente. De este modo, existen puntos z,y € I tales que z < y pero f(z) > f(y). Si
e < i[f(z) = f(y)], y si U, = B(f(x)) y Uy = B(f(y)) entonces, teniendo en cuenta que
7, es la proyeccion sobre el factor correspondiente (3.1) se tiene lo siguiente

fem (o) <= ml(f) € Bf(x)) <= f(z) € Bf(x)),

del mismo modo

fem(Uy) <= m(f) € Bf(y)) <= fy) € B(f(y))

Por lo tanto,

e (U) N (Uy) <= f(x) € Bf(x)) v f(y) € B(f(y)),
ahora, como x < y implica que f(x) > f(y), entonces f ¢ H y en consecuencia

(my (Uz) N, (Uy) N H =0,

T

es decir, 7, (U,) N, 1 (U,) es una vecindad de f disjunta de X. Luego, I’ — H es abierto.
Por lo tanto, H es un subespacio cerrado del espacio compacto I? y en consecuencia, H
es compacto. 0

2Una discontinuidad puntual o removible en un punto es cuando el limite bilateral existe pero no es
igual al valor de la funcion.
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Teorema 3.2.2. Fl espacio topoldgico (H, 7€) es conezxo.
Demostracion. Ver [14] Capitulo 11, pag 297. ]
Teorema 3.2.3. FEl espacio topoldgico (H, ) es de Hausdorff.

Demostracion. Ser de Hausdorff es una propiedad topoldgica hereditaria®, luego, H es de
Hausdorff. ]

3Una propiedad topologica P es hereditaria si, cuando un espacio topolégico X cumple P, entonces
todos sus subespacios cumplen P.
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Capitulo 4

Intervalo fuzy

En 1975, [6], Hutton define el concepto de intervalo unidad L-fuzzy, siendo L un reticulo
completo distributivo. Hutton usa este concepto para dar una version fuzzy del Lema
de Urysohn, el cual sera presentado en la seccion 4.4. En este capitulo realizaremos un
estudio detallado de este intervalo, tomando L = I := [0, 1] y veremos que es evidente que
este es el sustituto apropiado en topologia fuzzy del intervalo real unitario [0, 1], pues este
intervalo tendra un comportamiento y propiedades anélogas a los que tiene el intervalo
real unitario en la topologia clasica. Ademas, desarrollamos alguna teoria adicional.

4.1. Construccién del intervalo fuzzy

Denotaremos por Fr(R) al conjunto de todas las funciones monétonas decrecientes f :
R — [0, 1] tales que:

f(x) =1 para todo = < 0,
f(z) = 0 para todo = > 1,

con r € R.

En lo que sigue vamos a restringir el dominio de las funciones de Fj(R) simplemente
al interavlo [0, 1], de este modo, la topologia en Fj(R) es también la inducida por la
topologia producto, la cual denotamos por .77°. Con esta restriccion, obtenemos un espacio
homeomorfo! al espacio de Helly enviando cada f € Fr(R) a 1 — f (como vimos en 3.1, el
espacio de Helly es el subespacio de I’ que consiste de todas las funciones nodecrecientes).
Este homeomorfismo es de gran importancia en el desarrollo de este trabajo ya que nos
permite aprovechar las propiedades topologicas? que tiene (H, 7#) y que fueron estudiadas
en 3.2. En este sentido, el espacio topologico (F;(R), ) es compacto, conexo y Hausdorff.

Observacion 4.1.1. Notemos que en Fr(R) pueden haber tanto funciones continuas como
discontinuas, la unica condicion es que las discontinuidades sean solamente de salto y no

puntuales, ya que en el caso de las puntuales sucederia lo mismo que en el espacio de
Helly.

lun homeomorfismo es una funcién de un espacio topolégico a otro, que cumple con ser una fun-
cién biyectiva, continua y cuya inversa es continua. En este caso, los dos espacios topologicos se dicen
homeomorfos.

2Si dos espacios son homeomorfos entonces tienen exactamente las mismas propiedades topolégicas.
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Para entender con claridad la observacion anterior, consideremos las siguientes funciones
f?g : [07 1] — [07 1]

o[ <n
i
1

¥ i
t 1 s 1

(a) funcion f (b) funcion g
Figura 4.1: Algunas funciones que no pertenecen a Fr(R)

Consideremos la funcion f : [0,1] — [0, 1] cuya gréfica esta determinada por la figura
4.1(a), notemos que para x > t no siempre se cumple que f(¢) > f(x), ya que existen
valores x en el intervalo [t, 1] tales que f(t) < f(x) y, en consecuencia f ¢ Fr(R). Consi-
deremos ahora la funcion g : [0, 1] — [0, 1] que se muestra en la figura 4.1(b), del mismo
modo, g ¢ F;(R) ya que existen = € [0, s tales que g(z) < g(s), es decir, g no es monétona
decreciente.

La siguiente construccion se puede encontrar en [16].

Definicién 4.1.2. Sea f € F;(R), para cada x € R se definen las funciones f(z+) y
f(z—) como sigue:

con f(1+) =0y g(0—) = 1.
Note que si f,g € F;(R), entonces:
v f(z+) < f(z) < f(x—) para todo = € R.

= Si f < gentonces f(z+) < g(a+) y flz—) < g(z—).

Para f,g € F;(R), Hutton introduce en [6] la siguiente relacion de equivalencia:

frg e flat) = gloh) o
— flz=) = g(a—),
para todo z € R.
Definicion 4.1.3. El conjunto cociente §(I) = Fr(R)/ ~ es llamado el intervalo unidad
fuzzy.
Introducimos un orden parcial en §(I) por:
[f] < gl = fla+) < glat),

para cada x € R.
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4.1. CONSTRUCCION DEL INTERVALO FUZZY

Ejemplo 4.1.1.

1. Consideremos la funcion f € Fi(R) cuya grdfica estd determinada por la figura 4.2.

fi)=fit—)

TN

t 1

Figura 4.2: Una funcion f € F;(R)

Teniendo en cuenta la relacion de equivalencia definida para el conjunto cociente
S(I) = Fr(R)/ ~, las siguientes grdficas corresponden a funciones que pertenecen a
la clase de f.

filt =) falt—)

filt)

1S .

fz(t+) ________________ \

(a) Funcién f; (b) Funcion f,

filt+)

Figura 4.3: Algunas funciones que pertenecen a [f]

2. Consideremos ahora la funcion a trozos g € Fi(R) cuya grdfica se presenta en la figu-

ra 4.4.

glt)=glt—)=git+)

glsl=gls—-)=gls+)

Figura 4.4: Funcion g € F7(R)
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CAPITULO 4. INTERVALO FUZY

Notemos que la funcion g es una funcion continua y que para cualquier x € [0,1] se
cumple que

g(@) =\ a9(t) = \ 9®), (4.2)

t>x t<z

esto es, g(x) = g(x+) = g(x—) para todo x € I. De este modo, encontrar alguna
funcion g1 € Fr(R) tal que g1 € [g] no seria posible a menos de que g = g para todo
x € I, pues basta con que las funciones difieran en al menos un punto t € I para
tener g1(t+) # g(t+) ¢ g1(t—) # g(t—). Este resultado se presenta en el siguiente
teorema.

Teorema 4.1.4. Si f es continua, entonces f sdlo se relaciona con si misma.

Demostracion. Supongamos que existe al menos una funcion g € Fr(R) tal que f ~ g.
Analicemos los siguientes casos:

= Si g es una funcion continua entonces se cumple que g(t+) = g(t—) = g(t), para
todo t € I. Como g ~ f entonces

para todo t € I. Luego f = g.

= Si g es una funcién discontinua entonces la discontinuidad debe ser de salto ya que
g € Fi(R). Por lo tanto, existe al menos un valor t; € I tal que f(t;+) # g(t1+) v,
basta con un valor en el cual no se cumpla la igualdad 4.1 para que las funciones f
y ¢ no se relacionen.

En consecuencia, f solo se relaciona con si misma. Esto es, [f] = {f}. O

Observacion 4.1.5. Del ejemplo 4.1.1 es evidente notar que si t < s entonces siempre
se cumple que

fls+) < f(s) < f(s—) < f(t+) < f(E) < f(E-), (4.3)

esta desigualdad permite establecer algunos resultados importantes en las siguientes sec-
ciones.

Antes de estudiar la MV-topologia en el intervalo fuzzy §(1), es importante para el desa-
rrollo de este trabajo, saber cudl es la topologia natural clasica en §(/), pues esta permitira
a través de los funtores ¢ y w establecer la ultracompacidad y ultraconexidad del intervalo
fuzzy. En este sentido, teniendo en cuenta que el intervalo fuzzy es definido por el cociente
Fi(R)/ ~ y que S es la topologia en F7(R) inducida por la topologia producto, entonces
la topologia natural . en §(I) es definida por la topologia cociente 2/ ~.

Como resultados de topologia clasica tenemos que si X es un espacio compacto y ademas
f X — Y es una aplicaciéon continua y sobreyectiva, entonces Y es compacto. En
consecuencia, si ~ es una relacion de equivalencia en X, entonces la continuidad de la
proyeccion canonica 7w : X — X/ ~ garantiza la compacidad del espacio cociente X/ ~
siempre que X sea compacto. Del mismo modo, también se tiene que el espacio cociente
de un espacio conexo es también conexo. Esto abre paso a la siguiente proposicion.
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Proposicion 4.1.6. El intervalo fuzzy con la topologia clasica natural (F(I),.F) es com-
pacto y conezo.

Demostracion. Teniendo en cuenta lo mencionado anteriormente y que F7(R) es compacto
y conexo, entonces al considerar la aplicacion cociente p entre espacios topologicos dada
por:

p: (Fi(R), ) — (F1(R)/ ~, A [ ~),

como §(I) = Fr(R)/ ~y .F = 5/ ~, se concluye entonces que (§(I),.#) es compacto y
conexo. 0

4.2. MV-topologia en §(I)

En [6], Hutton define la topologia fuzzy natural % en §(I) la cual estd determinada
por la subbase que consta de la familia de conjuntos fuzzy {R;, L, : t € R}, donde
Ry, L; : §(I) — [0, 1] son definidas por:

para todo t € Ry [f] € §().

En particular, (F(I), %) es un espacio MV-topologico ya que se verifica que para todo
aOBEU , aQBEUYyaDLEU.

Proposicion 4.2.1. Las funciones Ly, Ry cont € R satisfacen las siguientes propiedades:
1. Sit<s, Ly < Ly,

Sit<s, Ry <Ry,

St A C R no vacio y acotado superiormente, \/,. 4, Ly = Ly a,

St A C R no vacio y acotado inferiormente, \/,. 4 Ry = Rp a,

Ry N Ry = Ruys,

Ly N Ls = Lyps,

Sit<s, Ry L,=1,

Sit>s, Ry L:=1,

© > RS & e

Sit>s, Ry ® Ly =0. En particular, Ry ® L; = 0,

~
S

Ly @ Ly < 2L4gs,
11. Lyos < Ly @ Ly,
12. L © Ls < Lygs,
18. Ry © Ry < Ry,
14. Rigs < Ry @ Rs.
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Demostracion.

40

1. Sit < s, entonces para toda [f] € F(I) se cumple que f(

f(t—), de este modo,

—) <
= L[f].

1= f(s=) 2 1= f(t=), esto es, Ly[f] = f(t=)" < f(s=)"

. Sit < s, entonces para toda [f] € F(I) se cumple que f(s+) < f(t+), es decir,

R,[f] < R[f].

. Si A C R es no vacio y acotado superiormente, podemos suponer que \/ A = s € R.

De este modo, ¢t < s para todo t € A luego, por (1) L; es monoétonamente creciente
con respecto a t € R, asi L, < L, para todo t € A y, en consecuencia se tiene que
\/teA Ly < Ly = Ly ,. Vamos a probar ahora que Lg < \/teA L;.

Como \/ A = s, entonces para todo r < s, existe un ¢, € A tal que r < ¢, y por la
densidad de A se tiene que r < Y= < ¢,. Ahora notemos que para toda f € F(I)
por ser f un funcién monoétona decreciente se tiene f(t,) < f(=5=) < f(r). Por lo
tanto:

Ly[f] = f(s—)" = (/\ f(r)) =\/ f(r)

r<s r<s

Como f(™) < f(r), entonces f(r)*
también se tiene que f(t.) < f(t,—)
F(EE)s < f(te—)*. Asi:

r)*. Ademas, como < t, entonces

( r;h
f(55E) (ver desigualdad 4.3) y por tanto

<
<

—\ sy <\ f (;t)

r<s r<s

Con lo cual queda comprobado que \/,c, Ly = Ly 4.

. Si A C R es no vacio y acotado inferiormente, podemos suponer que A A = s € R.

De este modo, s < t paratodot € A luego, por (2) R; es mon6tonamente decreciente
con respecto a t € R, asi R; < R, para todo t € Ay, en consecuencia se tiene que
Viea Bt £ Rs. Vamos a probar ahora que Ry < \/,., R;.

Notemos que para todo r > s, existe un ¢, € A tal que r > t, (ya que s = A\ A),
nuevamente por la densidad de A se tiene que t, < ”2” < r. Ahora notemos que
para toda f € §(I) se tiene que f(r) < f(=5£) < f(¢,). Por lo tanto:

Rilf) = fs0) =\ F) <\ f (’”;”)

r>s r>s




4.2. MV-TOPOLOGIA EN (1)

Como t, < ™y f es monotona decreciente, entonces f(5=) < f(t,+) < f(t.) y
asi:

Rl <\ f (7“ *2“")

r>Ss

<\ ft,+)

r>s

< \/ f(t+)

tecA

=\ Rlf].

En consecuencia \/,. 4, B; = R 4.

5. Es claro que s,t <tV s. Por tanto, R;ys < Ry, Ry, de donde Ry;,s < R; A Rs. Ahora,

notemos que R;,s = Ry 6 Ryys = R, por lo tanto se concluye que R; A Ry < Ryys.
6. Sit < sentonces Lijps = Ly A Ly = L;. De igual forma si s < t.

7. Primero notemos que si t < s entonces f(s—) < f(t+) < f(t—) paratoda [f] € F(I).
Ahora,

(B & Ly)[f] = Re[f] ® Ls[f]

= ft+) @ f(s—)"

= min{l, f(t+) + f(s—)"}
min{1l, f(t+)+1— f(s—)}
min{1,1+ f(t+) — f(s—)}
=1.

En particular, si s =t lo anterior no se cumple, pues en este caso se tiene:
(B ® Ly)[f] = min{1,1 4 f(t+) = f(t=)} = 1+ f(t+) — f(i—) < L.
8. Sit > s entonces f(t+) < f(s+) < f(s—) para toda [f] € F(I). Ahora,

(R @ Ly)[f] = Ry[f] @ L[ f]
= f(t+)" @ f(s=)"
= min{l, f(t+)" + f(s—)}
=min{l,1— f(t+) + f(s—)}
=min{l, 1+ f(s—) — f(t+)}
=1.

9. Notemos que Ry ® Ly = (R; @ L%)*. Por (8),sit > s entonces Ry ® Ly = 1* = 0.
10. Es claro que t,s <t @ s. Asi, Ly, Ly < Ligs esto es, Ly @ Ly < 2L4g5.
11. Notemos que s ©®t < s,t. Por lo tanto, Loy < Lg, Ly v en consecuencia,

Lyoy < Ls© Ly
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12. Ly © Ly < Ly, Ly < Lygs.
13. Como s ®t < s,t, entonces R;, Ry < Ryo por lo tanto Ry ©® Ry < Ryqy-

14. Como s,t <t @ s, entonces Rias < Ry, Ry < Ry @ R;.

4.3. Propiedades MV-topologicas en §(/)

Como se ha mencionado anteriormente, nuestro interés principal es estudiar las propieda-
des MV-topologicas de compacidad y conexidad en §(/), de este modo, en esta seccion se
presenta uno de los resultados mas importantes de este trabajo: el intervalo fuzzy con la
MV-topologia dada por las funciones R; y L; es ultracompacto y ultraconexo. El siguiente
lema es el que permite establecer este resultado.

Lema 4.3.1. % C w(.Z) y equivalentemente (%) C F.

Demostracion. Para demostrar que % C w(#) se debe comprobar que cada abierto
de % es también un abiero de w(.%); como % es la MV-topologia determinada por la
subbase conformada por las funciones Ry, L; entonces vamos a probar que Ry, L; € w(F)
para todo t € I, es decir, que Ryq, Liq : (F1(R), 7)) — I son funciones semicontinuas
inferiormente, en donde

q:F;(R) — F(I)
f—q(f) = 1],

es la funcion del cociente natural. De este modo, las composiciones R;q y L;q estan dadas

por:

Req, Leq : Fy(R) = (1) —=" 1

asi,
Riq: Fi(R) — I

f— Ruglf) = Rilf) = F(t+4), (44)

Lig: FI(R) — 1
f— Lq(f) = L{f] = f(t=)7,

Veamos entonces que R.q, Liq : (Fi(R), ) — I son funciones semicontinuas. Si s,t # 1,
entonces

(4.5)

(Req) " (s,1] = {f € FI(R) : Rg(f) > s}
={f € Fi(R): f(t+) > s}

={fe F®R):\/ fu) > s}

u>t

Notemos que si p, : Ff(R) C I — I denota la proyeccion sobre el factor correspondiente
u, es decir, p,(f) = f(u) entonces

{f e Fi(R): \/ f(w) > s} = | J{f € F1(R) : pu(f) > s},

u>t u>t
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para comprobar lo anterior basta con notar lo siguiente:

fe{fe FR):\/ flu)>s} < fe FIR)A\/ f(u) >s

u>t u>t

= feFR) AN pu(f) > s

u>t

< f € F(R)AJu >t tal que p,(f) > s
= fe|J{f e BE®) :pu(f) > s}

u>t

Por lo tanto,

(Rig) ™ (5.1 = {f € Fi(R) : \/ f(u) > s}
— IS € Bi®) : pu()) > 5)

= FI(R) N UPJI(SJ],

u>t

Note que si t = 1 se obtiene el conjunto vacio. En consecuencia R;q es semicontinua
inferiormenrte ya que para todo s € I\ {1} el conjunto {f € F;(R) : R;q(f) > s} es un
conjunto abierto. Ahora, veamos que L;q es también semicontinua inferior. Similarmente,
para t # 0 tenemos:

(Liq) " (s,1] = {f € Fi(R) : Liq(f) > s}
={fe F(R): f(t—)" > s}
={feFR):1— f(t—) > s}
={feFR):1-s> f(t-)}
—{feF[R): ft—)<1—s}
={fe FR): \ flu) <1-s}
={f € FI(R): /\ flu) < s,

donde s' = 1 — s. Notemos ahora lo siguiente

fe{fe R : \ flu) <5} feFR)AN flu) <+

u<t u<t

= feFIR)A \pu(f) < s

u<t

< f € F/(R)AJu <t tal que p,(f) < s
= fel|J{f e FR) :pu(f) <5},

u<t
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por lo tanto,

(Lig) (s, 1] = {f € Fy(R) : )\ f(u) < &}
= J{f e FR) : pu(f) < &'}

=Fi(R) n [Jp,'0.5),

u<t

claramente lo anterior es si t # 0, pues para t = 0 se obtiene que (Liq)"'(s,1] = 0. En
consecuencia, L;q es semicontinua inferiormente. Como hemos probado que la subbase de
% esta contenida en w(.%), entonces % C w(F). De este modo, como ¢ es monétona y
Ww(F)) = .Z (ver proposicion 2.2.8) entonces se concluye que ¢(%) C t(w(F)), esto es,
(%) cC 7. O

Teorema 4.3.2. (F(I),% ) es ultracompacto y ultraconexo.

Demostracion. Por la proposicion 4.1.6 tenemos que (§(/),.#) es compacto y conexo.
Ademas, por el lema anterior (%) C %. De este modo, (§(I),c(%)) es también com-
pacto y conexo (ver teoremas 2.2.16 y 2.2.17) con lo cual se concluye que (F(I), %) es
ultracompacto y ultraconexo. O]

Lema 4.3.3. (3(1),%) es 1-conezo.
Demostracion. Es inmediata por el teorema anterior y la proposiciéon 2.2.19. O]
Lema 4.3.4. (F(I),% ) es a-compacto, fuertemente compacto y fuzzy compacto.

Demostracion. Es inmediata por el teorema anterior y la proposicion 2.2.24. O

4.4. Lema de Urysohn

En [6], Hutton da la primera definicion de normalidad para espacios topologicos fuzzy.
También demuestra el Lema de Uryshon para estos espacios en donde hace uso del in-
tervalo fuzzy. En esta seccidon presentamos esa definicion y sus respectivas consecuencias
para los espacios MV-topologicos, estas consecuencias se pueden encontrar en [4].

Definicion 4.4.1. Un espacio topoldgico fuzzy (X, T) es mormal si para todo conjunto
cerrado o € T* y conjunto abierto B € T tal que o < [, existe v € T tal que

a<y<y<pB (4.6)

Proposicion 4.4.2. Un espacio MV-topologico (X, T) es normal si y solo si para cada
par de conjuntos fuzzy cerrados o y 8 tales que a«® 5 = 0 existen v, 0 € T tales que o < 7,
B<oyy©d=0.

Demostracion. (=) Sea (X, 7) un espacio MV-topoloégico normal y sea «, 5 € 7* tal que
a®pf = 0. Por tanto, o € 7%, * € Ty a < *. Como (X, 7) es normal, existe un conjunto
vyerTtal que a < v <7 < B esdecir, a < vy [ <7 donde v,5* € 7 satisfacen
yOF*=0.

(<)Seaa et feTya<f, esdecr, a, f* € 7" tal que a ® f* = 0, entonces existen
v, 0 ETtalquea <y, f*<dyv©®d =0, estoes, ¥ < cond* € 7" entonces ¥ <7 < §F
y asi a <y <7 < 6* < . En consecuencia, (X, 7) es normal. O
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Teorema 4.4.3 (Lemma tipo-Urysohn). Un espacio MV-topoldgico (X, T) es normal
st y solo si para todo B € T* cerrado y conjunto abierto o € T, con f < «, existe una
funcion continua f : X — F(I) tal que para todo x € X,

Bla) < flx)(1-) < f(2)(0+) < afz).

Demostracion. (=) Como (X, 7) es normal, entonces para cada o € 7y 8 € 7* tal que
f < a, existe una familia de subconjuntos fuzzy {7, : € (0,1)} tal que f < v, < a para
todo r € (0,1). De hecho, si 0 < r < s < 1 entonces 75 < 7; < 72 < ,. Ahora, definamos
una funcion f : X — F(I) tal que f(z)(t) = v (z). Notemos que para todod z € X,

f(z) es decreciente y como f(x)(1—) = A,.; 7s(x), f(2)(0+) = Vo0 Vs(x) entonces
Ale) < fla)(1-) < f(2)(0+) < ax).

Veamos ahora que f es continua, para ello vamos a mostrar que f<(L;) y f(R;) son
abiertos de (X, 7) para cada t € (0,1), lo que equivale a mostrar que f<(L;) € 7y
f(Ry) € T para cada t. Tenemos entonces lo siguiente:

FE(R) (@) = Ri(f(2)) = f(2)(t4) =\ f(@)(s) = \/ 7(2) = \/ 3 (@),
y entonces f(R;) = \/,.,7s € 7. Del mismo modo,
FIN@) = Li(f() = f@)(t=) = \ F@)(s) = N\ (@) = \T(@),
y entonces f(Ly) = N\, Vs € 75
(<) Sea a, f € 7" tal que B ® o = 0, es decir, § < «*. Por hipotesis existe una funcion
continua f : X — §(I) tal que para todo = € X,
Blx) < fz)(1=) < f()(0+) < o (),

entonces tenemos que para cada t € (0,1), y para cada z € X,

Blz) < fz)(t+) < f(x)(t=) < o (x).

Por otro lado, notemos que para cada z € X, t € R,

f(@)(t+) = Ri(f(2)) = (Re o f)(x) = f7(Re) (),

f@)(t=) = Li(f(x)) = (L o f)(x) = [ (L)(=),
entonces,

Bla) < f7(R)(x) < f7(L7)(x) < a”(x),
esto es,
B<fT(R) < fT(L) <o

Dado que {R;, L; : t € I'} es una subbase para la MV-topologia de F(I) y f es continua,
entonces tenemos que f<(R;) y f (L) son abiertos de (X, 7). Ademas, como f< es MV-
homomorfismo, entonces (f< (L;)(x))* = f<(L;)(z) y entonces 5 < f<(Ry) y o < f(Ly)
y f(R) © f<(Ly) =0yaque f<(R;) < f<(L;). En consecuencia (X, 7) es normal por
la proposiciéon 4.4.2. O
Definicion 4.4.4. Un espacio topoldgico fuzzy es perfectamente normal si para cada

conjunto cerrado B € 7" y cada conjunto abierto o € T tal que f < T, existe una funcion
continua f : X — F(I) tal que para todo z € X,

Bx) = f(z)(1-) < f(2)(0+) = a(a).
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Conclusiones

En este trabajo hemos desarrollado resultados importantes del intervalo fuzzy y hemos
mostrado que este espacio tiene un buen comportamiento en topologia fuzzy, lo cual es
coherente con las constantes menciones en la literatura, de que el intervalo fuzzy es a la
topologia fuzzy lo que el intervalo real unitario es a la topologia clasica.

Aunque la mayoria de resultados que se obtienen en topologia fuzzy se presentan como
una extension de los obtenidos en topologia clasica, encontrar una buena extension de los
conceptos de compacidad y conexidad no fue una tarea sencilla. En particular, ilustramos
que para ciertos tipos de compacidad, no se tiene el hecho de que si (X, 7) es compacto,
entonces (X, w(7) es un fuzzy compacto; es decir, no son buenas extensiones de compaci-
dad. Debido a esto, se han establecido distintas definiciones de compacidad y conexidad;
en el capitulo 2 estudiamos esas definiciones y vimos cuales de ellas son buenas extensiones
en topologia fuzzy. En este sentido, decidimos escoger la mejor de las buenas extensiones
y se demostrd que el intervalo fuzzy con la MV-topologia dada por la subbase que cons-
ta de las funciones {R;, L; : t € I} es ultracompacto y ultraconexo. En la secciéon 2.2.3
se han completado con todo detalle las pruebas de las proposiciones 2.2.18, 2.2.19 y del
teorema 2.2.20. Estos resultados contribuyeron en gran parte al desarrollo de este trabajo.

Estudiar el espacio de Helly (H), en el capitulo 3, también contribuy6é de una manera
significativa. El conjunto subyacente al intervalo fuzzy se obtiene como un cociente de
un espacio homoeomorfo al espacio de Helly; en este sentido, estudiar este homeomor-
fismo permitié aprovechar las propiedades topologicas de H. Estas propiedades junto los
resultados establecidos en la seccién 2.2.3 son aquellos que permitieron establecer la ultra-
compacidad y ultraconexidad del intervalo fuzzy, que corresponde al resultado principal
de este trabajo.

En el capitulo 4 evidenciamos que el intervalo fuzzy satisface propiedades topologicas ana-
logas a las del intervalo real unitario, pues no solo es MV-compacto y MV-conexo, sino
que también juega un papel muy importante en la construccion de los espacios topologicos
fuzzy, al permitir establecer una version fuzzy para el Lema de Urysohn. Ya que en la lite-
ratura se encuentra muy poca informacion de este intervalo y con el &nimo de una mejor
comprension de los resultados que presentamos, este trabajo de grado es, en su mayoria,
autocontenido. En este sentido, los ejemplos, el resultado presentado en el teorema 4.1.4
y algunas desigualdades establecidas contribuyen a una mejor comprension del objeto de
estudio, el intervalo fuzzy. Ademés, se completaron los detalles de las demostraciones co-
rrespondientes al lema 4.3.1 y de las propiedades presentadas en la proposicion 4.2.1.
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