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Resumen

En este trabajo se realiza un estudio sobre las simetrias subyacentes en las ecuaciones que
describen el fenémeno fisico de inestabilidad gravitacional. Mediante el cual, se explica la
formacion de estructuras a gran escala del universo. Para el desarrollo del trabajo, se ha-
ce necesario estudiar algunos aspectos tedricos de la cosmologia, en este sentido se realiza
una descripcion del modelo cosmologico estandar, para después pasar a una descripcién de
la dindmica de fluidos, y someter las ecuaciones del movimiento a una transformacion de
coordenadas coméviles. Tal transformacion tiene como fondo un universo en expansion, y
permite escribir las ecuaciones en términos de la densidad de contraste. Después se dan no-
ciones concernientes a variables estocasticas y probabilidad. Con las que se permite realizar
el estudio de los correladores. Finalmente se mira para que transformaciones, las ecuaciones
del movimiento son invariantes.
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Capitulo

Introduccién

El modelo cosmolégico estandar del universo, esta descrito por las propiedades de la métrica
de Friedman-Robertson-Walker (FRW) [1]. En dicho escenario el universo es perfectamente
homogéneo e isétropo (principio cosmoldgico), y se expande o se contrae a medida que pasa
el tiempo [1]. Este modelo describe muy bien la homogeneidad e isotropia que se observa en
el universo a muy grandes escalas (>> 100Mpc). Sin embargo, el modelo presenta algunos
inconvenientes cuando se utiliza para explicar algunas propiedades del universo, los cuales se
traducen en imponer unas condiciones iniciales muy precisas. Algunos de los inconvenientes
mas conocidos son: el problema de horizonte, el de planitud y de los monopolos magnéticos.
De otro lado, tampoco logra explicar el origen del “boost” inicial que dio inicio a la expansion
asi como la formacién de estructuras a gran escala [1].

Atun asi el modelo sigue vigente, gracias a que ha sido posible solucionar de manera practica
y sencilla los diferentes problemas. Por un lado, la explicacion mas natural para las gran-
des estructuras vistas en nuestro universo (Super cluster, muros y filamentos), es que son
el resultado de la amplificacién gravitacional de pequenas fluctuaciones primordiales, debido
a la interaccion gravitacional sin colisiones de particulas de materia oscura, en un universo
expansivo. Es asi como el formalismo y aplicacion de la teorfa de perturbaciones (PT) es
fundamental para el entendimiento de las grandes estructuras del universo [8]. De otra parte,
la teoria de inflacién [2, 3, 4], resuelve los demés problemas cosmolégicos expuestos anterior-
mente (problema de planitud, de horizonte y el de los monopolos magnéticos). Esta teoria
propone que el universo, paso por una época de expansion extremadamente rapida, anterior a
la mas suave y gradual expansién, durante el periodo de big bang. A pesar de que el paradig-
ma inflacionario no se ha comprobado observacionalmente, los tltimos resultados del anélisis
de datos observacionales de las anisotropias de la radiacién césmica de fondo (RCF') hechos



por el satélite PLANCK [5], proporcionan una potente evidencia de la inflacion césmica [6, 7]
como una teoria solida.

De otro lado, es bien conocido que el estudio de las simetrias en el proceso de la formacion de
estructuras es muy importante porque a través de estas es posible estudiar las propiedades
de las anisotropias en la temperatura de la radiacién césmica de fondo, que se cuantifican en
cantidades que parametrizan los correladores de N-puntos [8]. Este mecanismo permite, por
un lado confrontar directamente la teoria con la observacion y por otro definir relaciones de
consistencia entre cantidades observables [9] y que en ultimas permiten discriminar entre los
diferentes modelos tedricos que se encuentran en la literatura.

El trabajo esta organizado de la siguiente manera: en el capitulo 2 se realiza una descripcion
general del modelo cosmoldgico estandar, asi como de la propuesta inflacionaria. Después
en el capitulo 3, se deducen las ecuaciones de la dinamica de fluidos, las cuales describen el
fenomeno de la inestabilidad gravitacional. El capitulo 4 esta dedicado a las nociones de los
descriptores estadisticos. En el capitulo 5 se buscan las trasformaciones mediante las cuales se
mantienen invariantes las ecuaciones Newtonianas. Finalmente, en el capitulo 6 se concluye.
A lo largo del trabajo se utilizan unidades naturales, en las cuales la velocidad de la luz, ¢,
es igual a uno.



Capitulo

Cosmologia estandar.

SECCION 2.1

Universo en la métrica FRW.

El principio cosmoldgico!, el cual se refiere a la homogeneidad e isotropia del Universo a
grandes escalas (~ 100 Mpc), se describe teéricamente a través de la métrica de Friedman-
Robertson-Walker (FRW) [10], cuyo elemento de linea en coordenadas esféricas, viene dado
por )

2 2 2

+ r2d§2> : (2.1)
donde a(t) es un factor de escala que nos dice como es la expansion (o posible contraccién)
con el tiempo del universo, el parametro K determina la curvatura espacial del universo y
toma un valor numérico dependiendo de la geometria de este: K = —1 si es espacialmente
hiperbdlico, K = 0 si es espacialmente plano, y K = 1 si es espacialmente esférico; df) es el
elemento de angulo sélido.

!También se le conoce como principio Copernicano.
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Las ecuaciones de campo de Einstein se escriben de la forma?
1
R,uu - igw/R = 87TGT;U/7 (22)

donde R,,, R son el tensor y escalar de Ricci respectivamente, estos describen la geometria
del espacio-tiempo en la cual se desarrolla la dindmica. T}, es el tensor de energfa-momento,
describe el flujo de energia y el momento lineal de una distribuciéon continua de materia [10]
Y Guv s el tensor métrico.

Modelando el universo como un fluido perfecto, es decir un fluido sin vorticidad, sin ci-
zalladura, ni tampoco transferencia de calor, el tensor de energia-momento de dicho fluido
es

TNV = (p + p) uuuu - pgul/; (23)

donde p es la densidad de energia del fluido, p es la presion isotropica, y u, es la 4-velocidad
del fluido. Se toma un marco de referencia el cual es comévil con el fluido, en particular se
puede elegir uno donde u, = (1,0, 0,0).

Con la métrica FRW y el tensor de energia-momento de un fluido perfecto, las ecuaciones de
campo de Einstein se reducen a las siguientes dos ecuaciones [10, 13, 14]

8 k
2
H? = SnGp— 5, (2.4)
a 4
a_ 2 . 9.
» 37TG (3p+p) (2.5)

Las ecuaciones (2.4) y (2.5) se las conoce como ecuaciéon de Friedman y ecuacién de la
aceleracion respectivamente. En ellas H es el parametro de Hubble, el cual caracteriza la
razon de expansion del universo ‘
=2 (2.6)
a
Utilizando la ley de conservacion del tensor Energia-momento, esto es 77 = 0, se obtiene

la ecuaciéon de continuidad para la densidad de energia p

p=——(p+p). (2.7)
La ecuacion (2.4) se puede expresar como
k

siendo €) un parametro de densidad adimensional, el cual se define como:

Q="

Perit

2En el apéndice A, se realiza una deduccién de la ecuacién de campo.
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donde peiy = 3H? /81G, de esta manera, se tiene que:

p > perit = 2 >1 —> k >0, se tiene un universo cerrado esférico
p < perit = 2 <1 — k <0, se tiene un universo abierto hiperbdlico.
p = perit = 2 =1 — k =0, se tiene un universo plano.

Observaciones realizadas actualmente indican un valor para el pardmetro de Hubble de?,
Hy = 100h km s~ Mpc™!, h es un pardmetro con un valor de, h = 0,704 & 0,014 [7].

Con los valores anteriormente dados, se obtiene un valor de densidad critica de
p=1878 x 1072°h* g cm ™ = Qy = 1,00245 + 0,00543,

es decir el universo es practicamente espacialmente plano.
Retomando la ecuacién (2.5), esta se puede escribir de la siguiente manera

i 4nG a?
—a— =_—"—"=""_(3
4G
= 3
sz 3P+ P),
definiendo el parametro de la desaceleracién ¢ = —ad/a?, el cual da informacién acerca del
estado de la desaceleracion del universo. Se tiene
3
_pEp (2.9)
2pcm't

En cosmologia los pardmetros observacionales generalmente son: la razéon de expansion actual
del universo Hy, el parametro de densidad €2y y el parametro de desaceleracion q. En particular
se observa que 3p + p < 0, el pardmetro de desaceleracién es negativo y en consecuencia se
tiene un universo que se expande de forma acelerada, tal como ocurre hoy en dia [15, 16].

SECCION 2.2

Horizonte de particulas.

La estructura causal del universo es determinada por la propagacion de la luz en el espacio-
tiempo FRW (2.1). Los fotones viajan sobre geodésicas nulas, ds? = 0, en un universo is6tropo
y plano la propagacion de la luz es radial, entonces las trayectorias se caracterizan por

3El subindice 0 indica el valor de los pardmetros en la época actual.
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dr = dt/a(t). La maxima distancia que la luz puede propagarse entre un tiempo inicial y

algin tiempo después es
todt

0 a(t)’
la cantidad x se llama horizonte de particulas. La distancia fisica que un fotén podria haber
viajado desde el Big-bang hasta un tiempo ¢ es

X = (2.10)

at’

Ru(t) = a(t) /Ot S = (2.11)

Si por ejemplo el factor de escala es de la forma a(t) o< t™ con n < 1, se puede obtener

ot I a(t) n .
M= ena—m "ana-n " (212

Lo anterior hace notar que en la cosmologia estandar el horizonte de particula es finito,
multiplicado por factores numéricos y aproximadamente igual a la edad del universo o al
radio de Hubble, H~!. Por esta razén el horizonte y el radio de Hubble se usan para denotar
lo mismo.

Una escala de longitud fisica A\ estd dentro del horizonte si A < Ry ~ H~!, dado a que se
puede identificar la longitud de escala A con su numero de onda k, A = 27a/k, se tienen las
siguientes reglas:

" <<1 = La escala A esta fuera del horizonte (superhorizonte)
a

k
T >>1 = La escala A esta dentro del horizonte (subhorizonte).
a

En el universo, el horizonte es una superficie esférica centrada en nosotros mas alla de la cual
no podemos mirar debido a que la luz de los objetos mas distantes no ha tenido tiempo de
llegarnos.

SECCION 2.3

Universo espacialmente plano.

Al determinar la evolucién de la densidad de energia p(f), en un universo espacialmente
plano, k£ = 0, se necesita una ecuacién de estado, la cual relacione la presion y la densidad
de energia, dicha ecuacion en general es muy complicada, pero la cosmologia usualmente se
ocupa con gases diluidos, para los cuales la ecuacion de estado es muy simple. Para sustancias
de importancia cosmoldgica, la ecuacion de estado puede ser escrita en una forma lineal como

p=wp, (2.13)
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donde w es una constante independiente del tiempo. La evolucién del universo es bastante
complicada por el hecho que este contiene diferentes componentes con diferentes ecuaciones
de estado. Sin embargo se sabe que el universo contiene materia no relativista (w = 0),
radiacién (w = 1/3), y también puede contener una constante cosmoldgica A (w = —1), asi
que la ecuacién de continuidad (2.7) se puede escribir como

a

dado que w es constante, entonces

d d

por lo que la ecuacién (2.4) toma la forma

1/2
al = iWGpoa(ng) s 33w g, <87TGP0> dt,

solucionando la expresién anterior se obtiene un factor de escala para un universo espacial-

mente plano de

t 2/3(1+w)

a(t) = () , (2.14)
to

con la restriccién w # —1 y donde ty es la edad del universo, la cual esté relacionada con la

densidad de energia actual a través de la relacion

1/2
1 1
to = ) 2.15
‘T 1tw (67TGp0> (2.15)
La constante de Hubble en tal universo es
a 2
Hy = () = 2.16
0 a/i=y, 3(1+w)ty (2.16)

y asi la edad del universo se puede escribir en términos del tiempo de Hubble,

2

to= .
T 3(1+w)H,

(2.17)

Si miramos una galaxia, u otra fuente de luz distante, con un corrimiento al rojo z, se puede
utilizar la relacion

a (to) t() 2/3(14w)
alt) (t)

y calcular el tiempo de emision, t., al cual la luz de una fuente fue emitida

1+2=

Y

to 2

(1+ 209/ 31 4+ w) Hy (1 + 2)30F9/%
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asi el horizonte de particula actual a la fuente es

to  dt 3(1+w te (143w)/3(14w)
x(to) = [ =to()[1—( ) ,

. a(t) 1+ 3w to
con w # —1/3. En términos de Hy y z, se tiene

2

-~ [1_-q —(1+3w)/2]
H0(1+3w)[ (1+2) )

X (to)

En dicho universo el horizonte de distancia actual es
to dt 3(1+w) 2

dhor(to):/o a(t):to 1+ 3w :H0(1+3w)

(2.18)

(2.19)

En un universo plano dominado por materia o por radiacién, un observador sélo puede mirar
una porcion finita del volumen infinito del universo, esta porcién de universo que yace dentro

del horizonte es referido como el universo visible.

2.3.1 Universo sdlo con materia.

Es un universo que contiene sélo materia no relativista w = 0, algunas veces llamado universo

de Einstein-Sitter, se tienen estos resultados

una edad del universo de

y el horizonte de distancia

2
dhor (to) = 3tg = —.
o (10) = 310 =

El horizonte de particula, para el tiempo de observacién es
te\V/3 2 1
tg) = 3t 1—(6) =—|1- —].
X< 0) 0 [ to ‘| H() [ 1 + Z‘|

2.3.2 Universo solo con radiacion.

(2.20)

(2.21)

(2.22)

(2.23)

Este caso es de un interés particular, dado que para tempranas edades, mucho antes de
la igualacion radiacion-materia, el universo es bien descrito por un modelo que solamente

contenga radiaciéon. El factor de escala es

0 =(H)"

(2.24)
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dicho universo tiene una edad de

1
fo =3 o (2.25)
el horizonte de distancia
dhor (to) = 2tg = Hy . (2.26)
Y el horizonte de particula a la fuente de luz sera
te\ /2 1z
to) = 2t 1—<€> = — 2.27
x (o) 0[ o ] Ho(1+2) (2.27)

2.3.3 Universo s6lo con constante cosmologia A.

Cuando se considera un universo espacialmente plano y con w # —1, el factor de escala tiene
una dependencia dada por la expresién (2.14). Al considerar el caso w = —1 se tiene un
universo en el cual la densidad de energia es una contribuciéon de la constante cosmologica,
tal universo es llamado universo de Sitter. La ecuacién (2.4) toma la forma

a® = ———a”,

3
donde p, es una constante en el tiempo, la expresion anterior se puede escribir de la siguiente
manera

@ = Hya, (2.28)
con
Hy = (Swgp A)m. (2.29)
La solucion a la ecuacién (2.28) es:
a(t) = eflolt=to), (2.30)

Un universo sélo con constante cosmoldgica se expande de forma exponencial. Este tipo de
universo es infinitamente antiguo, y su horizonte de distancia también es infinita.
Si la constante cosmologica A es proporcionada por la energia de vacid, entonces la densidad
de un universo, dominado por la constante cosmoldgica, permanece constante debido a la
continua creacion y aniquilacién de pares virtuales particula-antiparticula.
Si miramos una fuente de luz con un corrimiento al rojo z, el horizonte de particula a la
fuente de luz, para el tiempo de observacion da

to 1

X (to) z/ eflolto=D g — — [eHo(tO—te> - 1} = zH; " (2.31)

te HO
Asi que en un universo que crece de manera exponencial, es el tinico para el cual x (¢y) es
linealmente proporcional a z. En los otros casos la relacién y (tg) o« z se da en el limite
z << 1.
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SECCION 2.4

Problemas en cosmologia estandar.

El modelo cosmolégico estandar no explica la homogeneidad e isotropia a grandes escalas,
la expansién de Hubble, la abundancia de elementos ligeros. Estos problemas no indican
inconsistencias logicas de la cosmologia estandar; en vez de eso, pareciera que se requiere cierto
comportamiento inicial, para que la evolucién del universo lo lleve a ser como actualmente
se observa. A continuacién se explican el problema de planitud y el problema de horizonte.

2.4.1 Problema de planitud

La curvatura espacial del universo se relaciona con el parametro de densidad €2 a través de
la ecuacién (2.8), si el universo, es perfectamente plano, entonces 2 = 1 para todo ¢. Por
otro lado si hay un pequeno término de curvatura, la dependencia temporal de (€2 — 1) es
completamente diferente.

Durante un periodo dominado por radiacién, se tiene que H? < p o a™? y

Q—1oa® ot (2.32)

Durante un periodo dominado por materia, p c a3 y

Q—1oaoxt?? (2.33)

En ambos casos, el factor (2 — 1) aumenta con el tiempo, lo cual significa que la solucién
2 —1 = 0 es inestable. Se sabe que hoy dia el término (g — 1) es cero con una incertidumbre
de dos cifras significativas, y se ha encontrado que las desviaciones de la planitud, en épocas
de la nucleosintesis del big bang (BBN), durante la era de teorfas de gran unificacién (GUT)
y en la escala de Planck, satisfacen las siguientes condiciones [14]

|Q (aBBN) — 1’ S O (10716> y
2 (agur) — 1] < 0 (1077°) (2.34)
[ (ap) — 1] <O (107%).
Por tanto, en la cosmologia estandar la casi planitud observada actualmente, Q2 (ag) ~ 1,

requiere un extremo ajuste de €) cercano a 1, pero sin llegar a serlo en el universo temprano.
Es por eso que este problema también es llamado problema de ajuste fino.
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2.4.2] Problema de horizonte

Se ha definido el horizonte de particula, como la maxima distancia que un rayo de luz puede
viajar entre un tiempo 0 y un tiempo ¢

todt e da /a da
0

= — —. 2.35
o a(t) Jo Ha? . a?pl/? (2:35)

X:

Si la presién es positiva, la ecuacién (2.7) muestra que cuando el pardmetro de expansion
a(t) tiende a cero, la densidad de energfa p aumenta tan rapidamente como a(t) ™3, entonces
la integral en la ecuacién (2.35) por lo tanto converge para a — 0. Entonces las galaxias que
se encuentren separadas por una distancia mayor que este valor limite de x no se han podido
comunicar entre si antes de la época actual.

Con lo expresado anteriormente, el problema de horizonte consiste en que al medir la tem-
peratura de la radiacion cosmica de fondo proveniente de dos lugares opuestos del Universo,
se encontrd que es practicamente igual, con diferencias de temperatura del orden de 107°, de
una regiéon del cielo a otra. Es decir, no importa que parte del cielo se observe la temperatura
de la radiacién césmica es practicamente la misma, ain cuando en etapas tempranas estas
regiones estaban causalmente desconectadas. Lo mas logico seria que regiones no conexas del
cielo tuvieran temperaturas diferentes, ya que estas nunca estuvieron en contacto térmico

[10].

SECCION 2.5

Mecanismo de inflacion.

En cosmologia la inflacién se define como: la hipdtesis que durante un periodo de tiempo,
durante el principio de la historia del universo, este se expandié aceleradamente de una
manera exponencial, o que durante este periodo de tiempo el factor de escala crece de forma
acelerada, es decir:

INFLACION <= a > 0, (2.36)

de la ecuacion (2.5) implica que p + 3p < 0. Ahora, como la densidad es positiva, esta
desigualdad requiere una fuente de presion negativa o equivalentemente una densidad de

energia casi constante

p<—§, (2.37)

asi la inflacion habria tenido lugar si el universo fue temporalmente dominado por una com-
ponente con ecuacion de estado w < —%.
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A través de esta hipdtesis se resuelve el problema de planitud, dado que durante la inflacion
el horizonte permanece constante mientras el universo crece rapidamente, asi un incremento
exponencial del factor de escala implica que el termino # en la ecuacion (2.8) tienda a cero
sin importar el valor de k. El problema del horizonte se resuelve debido a que la inflacion
separa rapidamente las regiones causalmente conectadas, implicando la alta homogeneidad
de la temperatura de la RCF.

2.5.1 Inflaciéon en campo escalar

El modelo més simple de inflaciéon involucra un solo campo escalar ¢, llamado el inflaton.
La razon de escoger los campos escalares para generar la inflacion, es debido a que ellos
generan la homogeneidad e isotropia vista en el universo y pueden facilmente explicar la
presion negativa necesaria para la existencia de un periodo inflacionario.

La dindmica de un campo escalar acoplado minimamente a la gravedad se obtiene de la
siguiente accion,

m? 1
S = /d4m\/—g l;’R + 59’“’ 00,0 — V (9)| = Ser + Se. (2.38)

La accion (2.38) es la suma de la accién gravitacional Einstein-Hilbert, Sgg, y la accién de
un campo escalar con término cinético canoénico, S,. El potencial V (¢) describe las auto-
interacciones del campo escalar. Se debe tener en cuenta que se esta tratando el caso de
un espacio-tiempo curvo asi que las d, representan derivadas covariantes. Realizando una
variacion a la métrica en la accién Sy se tiene

1 1
55, = [t [v=g (5 09" u0,0) + (5v=3) (59" 0000 — V ()]
Utilizando la relacién d,/—g = —%\/—ggw/dg‘“’ [12, 17], entonces

1 1
0,00, — g (5970020050 = V (9)) | 5v=g0g™. (239

5, = / d'z
Por lo cual el tensor de energia-momento del campo escalar es

o2 35,
/=g g

Las componentes del tensor de energia-momento (2.3) con la métrica FRW son

= 0,606 — g (30°6050 —V (6) ). (2.40)

T = p. (2.41)

ij L
T = gpéj. (2.42)
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Igualando componentes entre las ecuaciones (2.3) y (2.40), se obtiene

po= 3+ 53 (VO +V (9), (243
po= 58— o (Vo) ~V (6). (2.44)

La ecuacion de movimiento para ¢ se obtiene variando la acciéon con respecto al campo
escalar, dando como resultado

av
O — =0 2.45
o+ 35 =0 (2.45)
donde 00 = 00, = ¢""0,,0, es el operador de d'Alambert, el cual después de alguna mani-
pulacion puede ser escrito en la forma mas conveniente

1
0= ﬁau (v=90"). (2.46)

Asumiendo la métrica FRW para g,,,, se tiene entonces
. . 1
O¢=¢+3Ho — ?v%, (2.47)

con lo cual la ecuaciéon para el campo escalar del inflaton es

¢+ 3Hp — —Vqu Z‘; 0. (2.48)

Asumiendo el caso de un campo homogéneo ¢ (t,x) = ¢ (t) las ecuaciones (2.43), (2.44) y

(2.48) finalmente quedan
1

po= 57 +V (6) (2.49)
= 7 -V () (250)
b+ 3H$+ dz 0, (2.51)

El término 3H¢ en la ecuacién del movimiento del inflatén, corresponde al analogo mecanico
de la friccion, se le llama arrastre o amortiguamiento de Hubble, el cual retrasa la transicion
del campo de inflatén a un valor que minimiza el potencial V.

La ecuacion de estado resultante es:

ps _ 39"V

— 27 — 7 2.52
ps 52 +V (252)

U)¢I

y muestra que un campo escalar puede producir una presién negativa (wy < 0) y una expan-
sion acelerada (w, < —1/3), si la energia potencial V' domina sobre la energfa cinética %qb?
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Utilizando la ecuacién (2.49) y la ecuacién de Friedman (2.4) para un universo espacialmente
plano, se obtiene la relacion entre el factor de escala y el campo escalar del inflaton

1 71,
H2:[2 % ] 2.53
oz 3V ) (2:53)
Esta ecuacion junto con (2.51) brindan un conjunto de ecuaciones diferenciales en ¢ y H, que
determinan completamente la evolucion del campo escalar y el factor de escala del universo,

durante la época de dominio del campo escalar.

2.5.2 Inflacién Slow-roll

Las ecuaciones (2.51) y (2.53) pueden solucionarse numéricamente, incluso de forma analitica
para algunas elecciones especiales de V(¢), sin embargo, una solucién analitica solamente es
posible en la aproximacion evolucién lenta, donde se supone que el campo escalar desciende
rodando lentamente por su potencial hasta alcanzar el vacié que marca el final de inflacion,
como se puede ver en la Figura 2.1.

V(¢)
A

\/

>
dcMB ® final Recalentamiento
- >

A¢

Figura 2.1: Potencial inflatén. La aceleracion ocurre cuando la energia del campo, V (¢),
domina sobre la energia cinética, %¢2 La inflacién termina en ¢ i, cuando la energia cinética
ha crecido y es comparable a la energia potencial, %(f ~ V. En la region entre los puntos
$cmB Y Q@fina, €s decir durante el periodo inflacionario, el campo rueda lentamente por
el potencial. En el recalentamiento la densidad de energia de la inflaciéon es convertida en
radiacion.
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Tomando la derivada temporal de la ecuacién (2.53) y usando la ecuacién (2.51), se tiene

._L ﬂ'__ﬂ'?
2 =2 [¢¢+d¢¢]— i

por lo tanto
L]
2m2

(2.54)

Ahora, si se desea una expansion casi exponencial, el cambio fraccional ’ATH‘ durante un
AH| _ |HAt| _ | H
7’ = ’ 7 ‘ = ’HZ << ]_7 es

tiempo de expansion At = % debe ser mucho menor que 1,
decir '
| << H”. (2.55)

Con las ecuaciones (2.53) y (2.54) se obtiene la primera condicién de evolucion lenta
P* << |V (¢)]. (2.56)
Lo anterior tiene como consecuencia que p ~ —p, y también

V(¢)

H? ~ .
3m§

(2.57)

., . . Ad . .,
Usualmente también se asume que el cambio fraccional ‘f‘ durante un tiempo de expansion

At = % sea mucho menor que 1,

%ﬂ = ’%’ = ‘H%ﬁ‘ << 1, es decir
3] << md]. (2.5%)

Por lo cual la ecuacién (2.51) toma la forma:

Vo) V9 m,. (2.59)

S VRN oS

Ahora, utilizando la ecuacién (2.54), entonces

52 :‘ngm ~ 22 (gfg) << 1, (2.60)
y sea )
_my (V'(9)
-3 (ve) i

el primer parametro de evolucién lenta, el cual garantiza la inflacién casi exponencial. Deri-
vando temporalmente la ecuacién (2.59) se obtiene:

s V@H_V'0)
3H? 3H
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O _V@H V') _ V() V') _m

Hé  3H3¢ 3H2  18m2H*  3H? — 2

Asi, esta ecuacién se puede escribir como:

[‘Z =e—n, (2.62)
donde V()
2
n=m, V) (2.63)

es el segundo pardmetro de evolucién lenta. Los parametros definidos en las ecuaciones (2.61)
y (2.63) son muy ttiles para cuantificar las predicciones de la inflacién, en particular permiten
controlar la duracién del periodo inflacionario y por lo tanto garantizar que el mecanismo
pueda resolver completamente los problemas cosmolégicos.



Capitulo

Dinamica de fluidos en cosmologia.

Se supone que el universo esta lleno de un fluido ideal no relativista, con densidad de materia
p(r,t), campo de velocidad v(r,t), presion p(r,t) y potencial gravitacional ®(r,t). La dina-
mica del fluido, estda gobernada por las ecuaciones de la hidrodinamica de la fisica clésica,
las cuales son : ecuacién de continuidad, ecuacion de Euler y ecuacién de Poisson. Dichas
expresiones describen el fenémeno de la inestabilidad gravitacional dentro del régimen lineal,
se transforman a un sistema de coordenadas comoviles, las cuales tienen como fondo un
universo en expansion.

SECCION 3.1

Ecuacion de continuidad

La ecuacion de continuidad expresa la conservacion de la materia. En su deducciéon se consi-
dera algiin volumen {2 del espacio, asi la masa del fluido en este espacio seria

m:/ﬂde. (3.1)

La masa de fluido que fluye en unidad de tiempo, a través de un elemento ds de la superficie,
que encierra el volumen ) es pv-ds; la cual es positiva si el fluido esta saliendo del volumen y
negativa si el flujo esta entrando en el volumen. La masa total del flujo que sale del volumen
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(2 en unidad de tiempo es
% pv - ds. (3.2)

De otro lado, la disminuciéon por unidad de tiempo en la masa del fluido en el volumen 2
puede escribirse como

)
— /Q pde2. (3.3)

Igualando las expresiones (3.2) y (3.3), se tiene

%pv-ds——aat/gde,

utilizando el teorema de la divergencia en el término de la izquierda y agrupando términos

se obtiene 5
14
gp : dQ =
[ 49| a0

la integracién se realiza para un volumen arbitrario, asi que se obtiene la ecuaciéon de conti-

nuidad 9
;§+V4m0=0 (3.4)

SECCION 3.2

Ecuacion de Euler.

Considerando algtin volumen en el fluido, la fuerza total que actua sobre este volumen es
igual a la integral de la presién tomada sobre la superficie que encierra el volumen

~ fpds =~ [ vpac (3.5)

El fluido que rodea cualquier elemento de volumen df2, ejerce sobre dicho elemento una
fuerza —VpdS). Una fuerza —Vp actud sobre una unidad de volumen del fluido. La ecuacién
de movimiento de dicho elemento de volumen en el fluido es:

dv
—dQ) = —VpdQ
o Vpd(2,
dv
= p— = —Vp.
P = VP
Dado que v = v (7, t), entonces,
dv  Ov



Ecuacién de Poisson. 25

por lo que se obtiene la ecuacion de Fuler en ausencia de campos

ov 1
- -V)v=—-Vp. 3.6
5 HV)v=—Vp (36)
Ahora, si el fluido esta en el interior de un campo gravitatorio, sobre cualquier volumen
unidad actua una fuerza adicional pg, siendo g la aceleracion debida a la gravedad. Por lo
tanto la ecuacién de Euler toma la forma:
0 1
Y w-V)o=—-Vp-VE  ;  g=-V0, (3.7)
ot p
donde el @ es el potencial Newtoniano inducido por la densidad de masa p (r) y se define
como

o=-G /Q P (11/31|d9’. (3.8)

[’

El radio vector 7’ localiza un elemento de masa, dm, en el elemento de volumen d€) y r es
el radio vector que localiza un punto donde se ejerce el campo.

SECCION 3.3

Ecuacion de Poisson.

Al considerar que todo el espacio esta lleno de un fluido ideal no relativista, dicho fluido induce
un potencial gravitacional de acuerdo a la ley de Newton del movimiento, para determinar
tal expresién se toma el Laplaciano a la ecuacion (3.8)

2F — 2 p<rl) r_ / 2 1 /

V20 = GV /Q|T,_r|d§2— G/Qp(r)v <|T/_r|>d§2 (3.9)

pero se sabe que

1
2 =—4 —r 1
\% (!r’—r!) wip (r —1r'), (3.10)
entonces

V20 = 47V’ /Q p (') dp (r — ') dY = 4G (v) (3.11)

de donde se sigue que en el interior de las masas, el potencial gravitacional satisface lo que
se conoce como ecuacion de Poisson

V20 = 47Gp, (3.12)

en el exterior ® satisface la ecuacién de Laplace, V2® = 0.
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SECCION 3.4

Trasformacion a coordenadas comoviles

En el modelo cosmolégico estandar, las variables de posicién convenientes son las coordenadas
comoviles, las cuales se pueden pensar como una red que se expande uniformemente a medida
que avanza el tiempo. Asi la distancia comdvil entre dos puntos, la cual sélo mide la diferencia
entre dos coordenadas, se mantiene constante. Sin embargo la distancia propia, o fisica es
proporcional al factor de escala. Dicha relacién entre la distancia real r y la distancia comovil,

la cual se denotara con @, se puede escribir como
r =ax,

ahora diferenciando respecto al tiempo esta expresion, se obtiene,

dr da dx

@ at

es decir,
vV = ax + u.

Donde u = a& es la velocidad peculiar. Asi el Lagrangiano para el movimiento es
m
L= E(dm+u)2—m¢.

Realizando la siguiente transformacién canoénica:

dy m

L-)L-E, wzgad.f{

el Lagrangiano se reduce a

L= %a%Q — mao,
con .

¢ = + 5@&1’2.

Se puede mostrar la siguiente relacién en el limite Newtoniano [11]

d*a 4

a2 —§7TGP (t) a,

siendo p (t) el promedio espacial de la densidad.

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

Los operadores gradiente y Laplaciano transforman a coordenadas comoviles de la siguiente

forma 1
V'r‘ = - vm 9
a

(3.19)



Trasformacién a coordenadas comoviles

27

y la derivada parcial del tiempo transforma como
o\ (2 0= @
ot) —~\ot) =~ ot oz
(2} 2y 2
\ot - ot \a/) Oz

(3] -t

(3.20)

A continuacién se realiza una transformacion de las ecuaciones (3.4), (3.7) y (3.12) a coor-

denadas comoviles. El primer término de (3.4) transforma asi

(), = (), om0,

con el segundo término de (3.4), se tiene

V.- (pv) =V, - (pax + pu)
=aVy - (px) + V- (pu),

notese que
Ve (px)=2x-V,.p+pV, x
=2 Vet PV, 2
a a
T 3
=—Vap+ —p,
a a
asi que
a a 1
Vi, (pv) = -2 -Vep+3—p+ -V, (pu)
a aa
Sumando (3.22) y (3.23), se obtiene

dp a 1
<8t>m + 3ap + avw - (pu) = 0.

(3.22)

(3.23)

(3.24)

Ahora se define la densidad de contraste, la cual es una fluctuaciéon de la densidad y es una

cantidad adimensional, de la siguiente manera

pla.t) = p(t)

@0 =20

(3.25)

La densidad de contraste es negativa en regiones de baja densidad y positiva en regiones de
alta densidad. El minimo valor que tiene es 6 = —1, correspondiente a p(x,t) = 0, y en
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principio no hay cota superior en 9.

Con lo anterior (3.24) se escribe en términos de la densidad de contraste, como sigue a
continuacién

_ (09 ap a_ p
1 _ 1 = . 1 = 2
p<8t>w+<5+ )<8t>w+3ap<5+ )—1—an [(6+1)u] =0, (3.26)
dado que p x &% = (%)m = —3%p, entonces la ecuacién (3.26) serd
o) 1
V.- [(6+1 =0, 2
<8t>w+av [(0+1)u]=0 (3.27)

utilizando la relacién del tiempo conforme y el factor de escala, la cual esta dada por
dt = adr, (3.28)
finalmente se obtiene para la ecuacién (3.4)

(gf)gﬁ 4V, [0+ 1)u] = 0. (3.29)

Continuando con la ecuacién (3.7), veamos como transforma su primer término

(o), = (5), e v

haciendo uso de la ecuacion (3.14)

(‘Zj)r _ lgt (da:—i—u)] =V, (am + )

. @
=xi+ <g‘:>w—2(:c~vw)(am+u),
Con lo anterior se tiene para la ecuacién de Euler:
xd + (gl;)w — Z (x- V) (ax +u) + clz [(ax +u) - Vg (ax +u) = —;ppr - ivwé
= @i+ (?;:)m + i (u- V) (ax +u) = —alpva — Clle@.

Como (u - V) = u y utilizando la relacién (3.17)

. ou a 1 1 1 1.,
1 1 1

= () +-u+—(u-Vy)u=——Vyp— -Vy,0.

N ap a

a a
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En términos del tiempo conforme y definiendo la razén de expansion conforme de la siguiente
manera ‘H = dln (a) /dr = a, se obtiene la ecuacién de Euler en las coordenadas del sistema
de referencia comoévil

or ), P

Finalmente para la ecuacién de Poisson (3.12) se hace uso de la relacién (3.17), asi que

1
;Vi (qb — Zadx2> = 4nGp

= V2¢ = 4G pa® + 3adi,
usando la relacién dada por (3.18) y de la definicién de la densidad de contraste (3.25)
V26 = 4nGa? (p — )
= 47Ga’po

387G L\ .
_2(3a2 “>a5

3 /81Gp\ .,
_2(3H2>a5'

La expresion anterior en términos del parametro de densidad y la razén de expansion conforme
finalmente queda

Vigp = ;97{25 (x,7). (3.31)

Asi se han deducido las expresiones, que dan cuenta del fenémeno de inestabilidad gravita-
cional, dentro del régimen Newtoniano.



Capitulo

Variables estocasticas y probabilidad

El proceso de formacion de estructuras debido a inestabilidad gravitacional es un fenémeno
de naturaleza estadistica. En este capitulo se discuten brevemente los motivos por los cuales
es necesario abordar el estudio de este fenémeno desde un enfoque estadistico y también se
presentan las herramientas matematicas basicas para fundamentar la descripcion estadistica
del mismo.

SECCION 4.1

Inflacion y el origen de las condiciones iniciales.

Si bien la inflacién cosmologica se presentd en su momento como una soluciéon a los problemas
del modelo cosmolégico estandar mencionados en el capitulo 2, su principal valor y utilidad
es que ofrece una explicacion para el origen de las fluctuaciones iniciales las cuales sirven
como condiciones iniciales en el proceso de formacion de estructuras y con ello, del origen
de todas las estructuras que observamos actualmente en el Universo. En el modelo cosmo-
légico estandar las condiciones iniciales para iniciar el proceso de agrupamiento (clustering)
de materia deben ser impuestas a mano, mientras que con el mecanismo de inflacion, las
condiciones iniciales aparecen naturalmente como consecuencia de las fluctuaciones cuanti-
cas del campo escalar inflatén. Estas fluctuaciones del inflatéon generan las semillas iniciales
que seran posteriormente agrupadas y amplificadas mediante el mecanismo de inestabilidad
gravitacional dando origen a estructuras macroscopicas. Dado que no es posible tener acceso
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observacional directo a las perturbaciones inflacionarias, no es posible tener control de las
condiciones iniciales de las ecuaciones de movimiento del proceso de formacion de estructu-
ras por medio de inestabilidad gravitacional, este hecho entrana el cardcter intrinsecamente
no determinista de este fendémeno y es por eso que es necesario abordar su estudio con un
enfoque probabilistico, pese a que las ecuaciones de movimiento sean de naturaleza clasica.

Para entender a grandes rasgos la naturaleza estocastica de este fenémeno es importante
recordar la ecuacion que describe las perturbaciones cuanticas del inflaton. Para las condicio-
nes de slow roll vistas en el capitulo 2, las fluctuaciones del campo ¢ para una determinada
escala k se pueden expresar de la siguiente forma:

d3k ik-x —ikx %

Sp0x,t) = [ s (e ou(0) + ale T 65(0), (4.1
donde los operadores a, aTk obedecen las reglas de conmutacién [ay, aL] =ipk+k),yla
expresién para ¢y en un espacio de de Sitter (durante el periodo inflacionario) es:

H k ,
e v i(k/aH)
¢k(t) ﬁk3/2 <Z + a[_[) (& . (42)

De esta expresién, es posible deducir que para escalas fuera del horizonte, k/aH < 1, se
tiene que las perturbaciones se pueden escribir como combinacién de los modos

i1H
Yk ~ W(ak + aik)a (4-3>
es decir: .

Una consecuencia notable de este resultado es que las variables canénicamente conjugadas
Yk Y goL conmutan para todos los modos k cuando las escalas se encuentran muy fuera del
horizonte, es decir: [y, L] & 0. Al ocurrir esto, el cardcter cudntico de las perturbaciones
desaparece, las escalas fuera del horizonte se “congelan” al salir del horizonte y se tornan
clasicas!. De esta forma los valores esperados vacié-vacid, los cuales son el elemento funda-
mental para construir funciones de correlacion de las variables fisicas del sistema se puede
calcular como el promedio estadistico de estas variables clasicas, es decir: (Px) = (0|z|0)
donde P es la funcién de densidad de probabilidad clasica y x es una variable arbitraria.
Una vez terminada la inflacién, los modos entran nuevamente en el horizonte y contribuyen
por medio de su densidad de energia al potencial gravitacional y asi a la densidad de materia
por medio de la ecuacion de Poisson (3.12) discutida en la seccion 3.3. Las caracteristicas es-
tadisticas de estas perturbaciones primordiales son asi transmitidas a la variable fundamental
para la descripcion del fendémeno de formacion de estructuras.

IEste proceso pasa rapidamente una vez las escalas se encuentran fuera del horizonte dado que el factor
de escala crece de forma exponencial.
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SECCION 4.2

Momentos, cumulantes y sus funciones generadoras.

Sea t una variable estocastica, la cual puede tomar un valor en un conjunto continuo de
valores, tal como un intervalo sobre el eje real, dicho intervalo que corresponde a un evento
es {a < p < b}. Asumiendo que existe una funcién continua, P,(p) tal que la probabilidad
de que ¢ tome un valor en el intervalo {a < p < b} es dada por el drea bajo la curva, P;(p)
versus p, entre p=ay p=>b,

Prob(a < p<b)= /ab dpP; (p) . (4.5)

Entonces P;(p) es la densidad de probabilidad para la variable estocéstica, ¢, y dpPi(p) es la
probabilidad para encontrar la variable estocastica, ¢, en el intervalo p — p+dp. La densidad
de probabilidad debe satisfacer las condiciones Pi(p) > 0y [ dpP;(p) = 1 (Asumiendo que
el rango de t es —o0 < p < 0).

Determinada la densidad de probabilidad P;(p), para la variable aleatoria p, se tiene toda la
informacion sobre ella, lo cual en la practica es usualmente dificil, sin embargo si no se puede
determinar P;(p), a menudo se puede obtener informacién acerca de los momentos de ¢. El
n-esimo momento de ¢ se define como

(") = | _dpe"Fi (p) . (46)

Los momentos nos dan informacién sobre la propagacién y la forma de la densidad de pro-
babilidad.

» El primer momento, (p), da la posicion del “centro de masa” de la densidad de proba-

bilidad.
» El segundo momento,{p?) da el “momento de inercia” de la probabilidad sobre el origen.

= El tercer momento (p?) recoge cualquier asimetria en la distribucién de probabilidad
sobre p = 0.

La combinacién del primer momento y del segundo momento,(p?) — (p)?, es llamada la va-
rianza de t, y la desviacién estdndar de t, se define de la siguiente manera

or =\ (p?) — (p)° (4.7)

esta da una medida de que tan lejos se propaga la probabilidad de la media.
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A través de la funcion generadora de momentos se pueden generar todos los momentos.
Esta puede ser definida para cualquier numero de variables aleatorias. Se define por

),
M(t) =) =t = {eap(tp)). (4.8)
p=0 P
Los momentos se pueden obtener por derivadas consecutivas de la funcién M(t) para t = 0.
De manera similar se define una funciéon generadora de cumulantes por

cy=3 ey, (4.9)

p=2 p!

Un resultado fundamental es que la funcién generadora de cumulantes es dada por el loga-
ritmo de la funcién generadora de momentos (véase apéndice D en [20])

M (t) =exp|C(t)]. (4.10)

En el caso de una funcién de distribucion de probabilidad Gaussiana es facil probarlo de
(exp (tp)) = exp (0°t?/2).

Los primeros cuatro cumulantes se conocen como la media, la varianza, la oblicuidad y
curtosis, de la distribucion respectivamente, son obtenidas de los momentos como

Ci(t) = (p)

C (1) = (p*) — (p)”

¢ (1) = (") =3 (%) (o) + 2 (o) e
Ci(t) = (p") = 4(0*) (o) = 3(p*)" +12(s) (0)* — 6 ()"

Los cumulantes brindan una forma 1til y compacta de describir una funcién de distribucién
de probabilidad.

SECCION 4.3

Homogeneidad estadistica e isotropia

Recurriendo al concepto de campo aleatorio, el cual se puede pensar como un conjunto de
funciones g, () cada uno con una probabilidad asociada P,. A cada funcion g, () se le
llama una realizacion, mientras que el conjunto de todas ellas serd conocido como ensamble.

Un campo aleatorio se llama estadisticamente homogéneo si todos los puntos del conjun-
to de las funciones de distribucién de probabilidad o sus momentos, se mantienen igual bajo
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traslacion de coordenadas xq, @2, ..., ®, en el espacio. Por lo tanto las probabilidades depen-
den solo de las posiciones relativas.

Un campo aleatorio se llama estadisticamente isotropico si las funciones de distribucién de
probabilidad son invariantes bajo rotaciones. Se asume que los campos coésmicos son esta-
disticamente homogéneos e isotropicos, segin lo predicen la mayoria de teorias en cosmologia.

Para dar cuenta de los campos aleatorios se utilizan los correladores, los cuales son can-
tidades esperadas de alguna funcién con propiedad estocéstica [18], la funcién de correlacién
de dos puntos se define como

§r)=(g(@)g(@+mr)=> Pugn (@) go(x+ 1), (4.12)

la cual sélo depende de la norma de r debido a la homogeneidad e isotropia estadistica,
ademas se puede extender a N puntos. Un campo aleatorio puede ser descompuesto en com-
ponentes de Fourier como

ﬂ@:/&@mnma (4.13)
O equivalentemente
dgw —ik-x
gk) = [ 25g (@) (4.14)
(2m)
La cantidad g (k) es una variable aleatoria compleja. Como ¢ () es real, se sigue que
g(k)=g"(-k). (4.15)

El campo g (x) es por lo tanto determinado completamente por las propiedades estadisticas
de la variable aleatoria g (k).

Los diferentes modos de Fourier en la descomposicién estan relacionados con las realizaciones
descritas arriba. Asi como en un ensamble, los correladores también pueden ser descompues-
tos en modos de Fourier segin

((en)a @) = [ 500

ei(k1'$1+---+kn‘mn) X <g (kl) g (kn)> , (416)

por lo que se puede escoger el marco de trabajo ya sea en el espacio real o en el espacio de
Fourier.
El céalculo del correlador de dos puntos en el espacio de Fourier toma la forma,

(9000 () = [ 55055 () cap i+ K)o — ik
= dpirac (k + k') /d?’rf (r)exp (—ik" - r)

= Spirac (k + k') P (K) .

(4.17)



Homogeneidad estadistica e isotropia 35

Donde P(k) es el espectro de potencia del campo estocéastico y esté asociado con las probabi-
lidades de las realizaciones. La relacion inversa entre la funcién de correlacion de dos puntos
y el espectro de potencia entonces indica

£(r) = / EkP (k) exp (ik - ). (4.18)

Ahora, si no existe ningin grado de correlacion entre los diferentes componentes de Fourier se
dira que son de tipo Gaussiano, dado, que las probabilidades asociadas a cada realizaciéon son
independientes y por tanto presentaran una distribucién Gaussiana. Para un campo aleatorio
Gaussiano sélo los correladores de 2n puntos seran diferentes de cero y los correladores de
alto grado quedan determinados como productos del correlador de dos puntos. las siguientes
ecuaciones muestran los tres primeros correladores

(9(k)) =0, (4.19)
(g (k1) g (k2)) = dpirac (kK + k') P (k), (4.20)
(9 (k1) g (k2) g (ks)) = 0. (4.21)

En caso tal que exista algiin grado de correlacién entre los distintos modos de Fourier se
llamara perturbacién no-Gaussiana y en este caso los correladores de 2n + 1 puntos tomaran
valores diferentes de cero. Es asi como el correlador de tres puntos que en el caso Gaussiano
era cero ahora toma la forma

(g9 (k1) g (k2) g (ks)) = Opirac (k1 + k2 + k) By (K1, k2, ks) . (4.22)

Donde B, se conoce como el trispectrum. Segin los modelos inflacionarios el espectro de las
g

perturbaciones primordiales es en gran medida de tipo Gaussiano, prediciendo un grado de

no Gaussianidad pequenno.
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Simetrias de las ecuaciones Newtonianas

El estudio de las simetrias de las ecuaciones que describen el fenémeno de la inestabilidad
gravitatoria!, se realiza dentro de la aproximacién limite de la relatividad general, la me-
canica Newtoniana, en la cual el estudio del comportamiento de la materia del universo en
expansion se simplifica. El régimen Newtoniano se aplica en una regién pequefia comparada
a la longitud de Hubble y grande comparada con el radio de Schwarzschil. Se investiga las
simetrias subyacentes en dichas ecuaciones para un fluido perfecto sin presién, en un universo
homogéneo e isétropo, en el cual ademas de la componente de materia hay presencia de una
constante cosmoldgica no nula (ACDM). Las ecuaciones que gobiernan el fenémeno de ines-
tabilidad gravitacional fueron derivadas en el capitulo 3, estas corresponden a las ecuaciones
(3.29), (3.30) y (3.31) y aqui se retoman nuevamente a fin de estudiar su comportamiento
frente a un grupo particular de transformaciones, por comodidad se suprimira el subindice
x, pero se entiende que estan escritas para un sistema de referencia conforme,

e R L 65.1)
%g’ﬂ +H (M u(@ 1)+ [u(@ 1) Vu(@7) = -V (2,7), (5.2)
V26 (,7) = 20 (1) H0 (,7). (5.3)

Recordando que una transformacion de Galileo es de la forma

r'=r— vt t=t, (5.4)

'En el apéndice B, se hace una presentacién de dicho fenémeno fisico.
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en la cual v es una velocidad uniforme. En términos del sistema de referencia comévil se
tiene,
' =x— T, (5.5)

donde,
T(r)=-= 7/0 a (n) dn. (5.6)

SECCION 5.1

Simetrias en ACDM

Se investigan las simetrias si el universo, ademas de una componente material, esta caracte-
rizado por la presencia de una constante cosmoldgica no nula, para esto se observa, que de
acuerdo con (5.5), se puede considerar el siguiente conjunto més general de trasformaciones
[9, 19],

=x-—n(T), =1 (5.7)

Teniendo en cuenta que la velocidad peculiar es u = Z—f, y denotando la diferenciacion con
respecto al tiempo conforme, 7, a través de un punto, la velocidad peculiar transforma de la
siguiente manera

u=u—n(T). (5.8)
La derivada parcial del tiempo conforme transforma como:

9 o9 oz D

or ~ oror  or ox
_or' 0 +<8n8w’> 0

“oror \orom) ox”
usando la transformacién (5.7) se tienen las relaciones: %—”f; = —1, 3% = a(z' =V'y %7; =1,
por lo tanto,
0 0 , ,

Con lo anterior, determinemos bajo que condiciones es invariante la ecuacion (5.2), asi que

0= l;i—n( )~V’] [u +n(T)]+H[u +n(T)

+{[u' +n (D)) -V} +0 (1)) + Ve (x,T)
_ ‘(?;T" . a’;(T) 02 (T) - V'] [ + 7 (T)] + H [u + 72 (T)]

+ @ VYU + (W -V)(T)+ [n(T) VU +n(T)+Ve(x,1),
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cancelando términos y notando que (v’ - V') n (T') = 0, se tiene
ou’ on (T

= u+Hu’+(u’-V’)u'+7—[1’1(T)+ n (T)
or' or'

=-V¢' (', 7)+Hn(T) + G%LT) +V'o(x, 7).

0

+ Vo (x,7)

Por lo tanto (5.2) sera invariante si:
on (T)

V¢/ (.’13’, T) =Hn (T) + or'

+ V' (a,7) (5.10)

es decir

¢' (@', 7) = ¢(x,7) + (M (T) + 7 (T)) - o (5.11)
En la determinacién de la invarianza de la ecuacién (5.3) se utiliza la transformacién (5.11),
y se obtiene

3
0=V"?¢(z',7) - 597#5 (x,7)
3 3
= 597‘[25/ (:l:/, T) — 597‘[25 (w, T) s
de la cual se sigue
§(x,7) =10 (2',7). (5.12)

Finalmente se inspecciona la invariancia de la ecuacién (5.1) utilizando las transformaciones
encontradas anteriormente,(5.11) y (5.12), lo cual produce

0= (aa —R(T)- v’) § (@, 7)+ V' AL+ 8 ()] [+ (T)])

! /
= ST (1) 98 (@) + V{14 ()] )+ ((T) V) (@),
con lo cual es muy facil ver que,
WD) (48 @ )} = 0 (5.13)
T

Con lo cual tenemos la invariancia de las ecuaciones de los fluidos bajo una transformacién

dada por (5.7).

SECCION 5.2

Transformaciones de Galileo y de la aceleracion

El conjunto de transformaciones (5.7) contiene como caso especial el boost Galileano, asi
como las transformaciones de la aceleracion.
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El caso del boost Galileano se tiene si

T T
n(T) =Tv, ZT—l—HT, gﬁ——HT—’H(l—HT). (5.14)

Y asi Las ecuaciones (5.8), (5.11) y (5.12) se vuelven

uw (', 7)=u(x,7)—v (1 —-HT), (5.15)
(2, 7)=0¢(x,T)— Taa;:_[v - x. (5.16)
§(x,7)=0"(2',7). (5.17)

Las trasformaciones bajo una aceleracion constante, a, se incluyen si se se toma lo siguiente

1
n(T) = 5T%ﬂ, (5.18)

y las ecuaciones (5.8), (5.11) y (5.12) se vuelven

u (2, 7)=u(x,7)— ;’UT(l —H), (5.19)
(2 7)=¢(x,7)+ | (1 —HT)? — TQC?: v-T. (5.20)
§(x,7) =10 (z',7). (5.21)

SECCION 5.3

Invarciancia bajo escalado de Lifshitz

Veamos la invariancia de las ecuaciones de los fluidos bajo un escalado de Lifshitz de la forma

=N, ' =z, (5.22)
para un z genérico. La derivada temporal y el operador gradiente transforman de la siguiente
manera 5 9

— ==, V=V, 5.23
or or' ( )

la velocidad peculiar transforma como

ox’
o’

u (2, No7) = =" (2, 7)), (5.24)
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por lo cual se tiene para la ecuacién (5.2)

ou’

0= )\Qz—l
or'

+ N HY A W - V) Ve (2, 7). (5.25)

Se observa inmediatamente que solamente cuando H se escala proporcional a 1/7, la anterior
ecuacién es covariante, es decir las ecuaciones de los fluidos son invariantes bajo un escalado
de Lifshitz sélo durante el periodo dominado por materia(H = 2/7). En este caso se tiene

ou 2
— /\2z—1 a7 I v /
0 5 + 7_/u + (v -VHYu'| + Vo (x,7) (5.26)
= -\ (2, 7))+ Vo (x,T),
es decir
V¢ (2, 7) =NV (x,7), (5.27)
0
¢ (x',7) = \"F¢(x, 7). (5.28)

Usando estas trasformaciones en la ecuacion (5.3) se encuentra

0=V2%p(x,7)— 762(25 (x,7)

z 6 z
= NV (2, 7)) — EAQ QS (x, 1) (5.29)
2z
— —6)\ Q (', 7) — 7_6/2)\2295 (x,7),

7_/2

es decir
5 (a:', T') =0(x, 7). (5.30)

Es sencillo comprobar la invariancia de la ecuacién (5.1) bajo las transformaciones encontra-
das.
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Conclusiones

Se han establecido bajo que transformaciones, las ecuaciones Newtonianas del movi-
miento que describen la inestabilidad gravitacional, teniendo como fondo un universo
en expansion son invariantes.

Se obtiene que las simetrias de las ecuaciones, dependen de la forma explicita de la
razén de expansién conforme H.

Se ha mostrado que las transformaciones de galileo, son s6lo un caso especial de un
conjunto de transformaciones, aplicadas a las ecuaciones no relativistas de los fluidos
acopladas a la gravedad. Este conjunto también contiene las transformaciones de la
aceleracion en el sistema de coordenadas comoviles donde, el observador esta uniforme-
mente acelerado.

El escalado de Lifshitz con un exponente genérico z, no es una simetria de las ecuaciones
que describen la inestabilidad gravitacional cuando el universo es del tipo ACDM, sélo
lo es en la época del dominio de la materia dado que H o< 1/7.

Las simetrias que poseen las ecuaciones de la inestabilidad gravitacional, deben ser
destinadas a desempenar un papel sélo a nivel estadistico, en el sentido que los correla-
dores de un observable dado, tal como la densidad de contraste, debe tener las mismas
propiedades estadisticas de su transformacién bajo una simetria dada.

Como perspectiva de este trabajo se propone estudiar las consecuencias de las simetrias
encontradas, con el fin de establecer relaciones de consistencia, las cuales sean utiles en
la discriminacién entre los diversos mecanismos que generan las perturbaciones cosmo-
logicas.
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Ecuaciones de campo de Einstein

En el marco de la relatividad general se sabe que las componentes del tensor métrico corres-
pondientes a un espacio-tiempo determinado son los potenciales del campo de la gravedad, y
los efectos gravitacionales son descritos por la métrica. La accién total para un sistema que
consiste de una distribucion continua de materia como la fuente del campo gravitacional y el
propio campo gravitacional es dado por

S =S¢+ Su, (Al)

donde Sg es la accion del campo gravitacional en el vacié, y Sy es la accién que describe la
interaccion de la distribucién de materia con el campo gravitacional, dichas acciones son

SG = /Q *CG (g,um aaguu) V _ng7 (AQ)

S = /Q L1t (s D) v/— 9L, (A.3)

en las cuales £ es la densidad Lagrangiana invariante la cual es es una funciéon del tensor
métrico y sus primeras derivadas, y se integra sobre un dominio €2 invariante de 4-dimensiones.
Dado que el escalar de curvatura, R, se obtiene de la contraccion del tensor de Ricci, R, y
este a su vez se obtiene de la contraccién del tensor de curvatura, waa, el cual es el tnico
tensor no trivial que puede crearse del tensor métrico g,, y los simbolismos de Christoffel
ng. Por lo anteriormente dicho un candidato adecuado para la densidad Lagrangiana L, es

el escalar de Ricci. Entonces se escoge

1
167G

Lo = R. (A.4)
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La integral de accién S puede escribirse de la forma

1
167TG/Q«/_—ngQ, (A.5)

utilizando la contraccion de indices el integrando se puede escribir de la siguiente manera,

V—9R = \/—g9"" R,,, por lo cual

Se =

S =

1
167G

Una variacion del integrando produce

5 (V799" Ru) = 6 (V=5) 0" By + V=35 (9") Ry + V=396 (R).  (AT)

La variacién del primer término es

/Q V=g R . (A.6)

1
o/ —g = ——=—=0g,
2\/—g J

utilizando la relacion!
09 = 99" 09 = —9909"", (A.8)

se tienen para dicho término

———— (=99 0g"") = —"—=—2g,,0g"".
5 \/_—g( 9909") 5 909
Con el resultado anterior la ecuacién (A.7) queda de la siguiente forma

1
6 (\/—gR) = (RW - 29,WR) V—=909"" +/=99" O Ry (A.9)

'La cual se comprueba de la siguiente manera, sea g = g, G"”, donde G*” son los cofactores de los
elementos de g,,,. El diferencial del determinante, g, es

dg
dg = dg v — ijdg v
g " .

ahora se determinan los cofactores en términos de g y g"*” para ello se parte de
99 = " 9uaG'* = 60, G** = G* = gg”,
asi que

dg = gg""dg,..

Tomando el hecho que la derivada covariante del tensor métrico es igual a cero, se tiene la siguiente identidad

Gy agh” O g

0
Nz . pv — _ _
OB (g g,uu) =9 OB + 9uv 1P =0= g OB = —9Guv OzP

Por lo cual el diferencial de g en términos variacionales es

89 = 99" 09, = —99,,09"" .
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Se puede mostrar que el término \/—gg"’é R, no contribuye a la variacién total [17, 12], por
lo cual la variaciéon de la accion del campo gravitacional es

5S¢ = gW> /=964 dSY. (A.10)

R, — -
167G Q< w9

La variacién en la acciéon del campo de materia es

6SM—/ (V=9La) d2 = /[ \/;V‘CM)a w4 é@iﬁ%(@yﬂh&

Integrando por partes el segundo término en la expresion anterior

DTN o DT - | [ (DT «
5 (@) 9 A= 5 gy 09 /naﬁ[ 9 (0397) ]59 -

oN

El primer término de esta integracion se anula dado que se evalia sobre el contorno de la
hipersuperficie del dominio de integraciéon €2, por lo cual la variacién de la accion del campo

resulta ser o Car) 9 Car)
vV —9~Mm vV —9kM
—— 2 — Oy | ————=———=| } 0g"dN. A1l

/ﬂ{ gt 5[ 0 (9p9") ]} ! (A
Definiendo el tensor de energia momento, 7},, de los campos de materia como

L o [2WTEE)] 0/t
= || - A

Sustituyendo (A.12) en (A.11), se obtiene
0Sy =—= LV g7T,,0g"" dSQ. (A.13)

Dado que 65 = 0S¢ + 65y = 0, ademds de las ecuaciones (A.10) y (A.13) se tiene

1 1 1
— (R, - - VR)—TV} /=64 d) = 0, A4

/Q[167TG<“ 99 9t n 999 (A-14)
como las variaciones del tensor métrico son arbitrarias finalmente se obtiene la ecuaciéon de
campo de Einstein

1
~gwR = 87GT,,. (A.15)

R;w - 92
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Inestabilidad gravitacional en un universo en
expansion.

En el estudio de como las grandes estructuras evolucionan con el tiempo se requiere conocer
como una pequena fluctuacién en la densidad, con |6] << 1, crece en amplitud bajo la
influencia de la gravedad. Se realiza un analisis del problema dentro del esquema Newtoniano,
para ello se supone un universo lleno de materia sin presiéon con densidad de masa p (), a
medida que el universo se expande la densidad decrece a la razén p(t) o a (t)°. Dentro de
una region esférica de radio R, una pequena cantidad de materia se agrega o elimina, asi que
la densidad dentro de la esfera es

p(t)=p@)[1+0(t)], (B.1)

Al realizar el analisis Newtoniano de este problema, se esta asumiendo que el radio R es
pequeno comparado con la distancia de Hubble. La aceleracion gravitacional total para la
superficie de la esfera sera

__ G (‘“TpRs) (B.2)

esta ecuacion del movimiento para un punto de la superficie de la esfera se puede escribir en
la forma

& = TGRN (0] (). (B.3)
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La masa dentro de la esfera ,

M =500 145 (] R (5]

se mantiene constante, de acuerdo a la conservacion de la masa, a medida que la esfera se
expande, por lo cual
R() x p(t) P [L+8 (0] 2, (B.4)

o dado que p x a™3

R(t) oca(t)[L+6)] 2. (B.5)

Por lo cual si la esfera es ligeramente super densa, su radio crecera ligeramente menos rapido
que el factor de escala a (t). si la esfera es un poco menos densa, el radio crecerd ligeramente
mas rapido que el factor de escala.
Tomado dos veces la derivada con respecto al tiempo de la ecuacién (B.5) y dividiendo entre
(B.4), se tiene
R a 1 e 26 . 4 a2
—— =144 " 0—=—[1+9] 0+=-|1+4+0 )
L I R R ISR O
cuando |§] << 1, entonces )
R a4 1. 2a.
—=—-—=-0—=-9. B.6
R a 3 3a (B.6)
Combinando las ecuaciones (B.3) y (B.6) se encuentra

a 1. 2a. Ar
——=0—=—0=— 1 o(t). B.
- =30 3-0=FGRI+@)]p(1) (B.7)
Cuando ¢ = 0, la ecuacién B.7 se reduce a
a 4
—=——GRp(t B.8
© = —TGR(). (5.3)

la cual es la ecuacién de la aceleracién correcta para un universo homogéneo e isdtropo que
solo contiene materia sin presiéon. Restando la ecuacién (B.8) de (B.7) para dejar solamente
los términos lineales en la perturbacion 9§, se encuentra la ecuacién que gobierna el crecimiento
de las pequenas perturbaciones,

1. 2a. —4m
30730 3 oM
o recordando que H = a/a . )
5+ 2H§ = 47Gpo. (B.9)

El término H4 es llamado “friccién de Hubble” el cual retrasa el crecimiento de las pertur-
baciones en la densidad en un universo en expansion.

Un céalculo completamente relativista para el crecimiento de las perturbaciones de la densidad
produce el resultado mas general

o +2HO — 29}125 = 0. (B.10)
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Sélo cuando la materia domina la densidad de energia pueden las fluctuaciones en la densidad
de materia crecer a una razon significativa [13, 21]. En un universo plano, dominado por
materia, = 1, H = 2/(3t), la ecuacién (B.10) toma la forma

| .9
b+ —t71d — Zt25 =0. B.11
+3 5 ( )

Sugiriendo una solucién para la ecuacion de arriba en forma de ley de potencias como, Dt",
se obtiene

4 2
nn—1)+-n—-|Dt"?=0 (B.12)
373
0 42
—1)+-n—>=0. B.13
n(n—1)+ g n— g (B.13)

Las dos posibles soluciones para esta ecuacién cuadrédtica son n = 1 y n = 2/3. Entonces
la soluciéon general para la evolucion temporal de las perturbaciones en la densidad en un
universo s6lo de materia y espacialmente plano es

S (t) m Dyt*® + Dyt~ (B.14)

Los valores de Dy y Dy se determinan a través de las condiciones iniciales de ¢ (t). El modo
que decae proporcional a t~!, se vuelve despreciablemente pequeiio comparado al modo de
crecimiento proporcional a t?/3. Cuando el modo de crecimiento es el tnico sobreviviente ,
las perturbaciones en la densidad en un universo solamente dominado por materia y plano
crecen como

§ ot x a(t), (B.15)

mientras |§| << 1. Cuando una regién super densa alcanza un valor de § ~ 1 su evolucién ya
no puede ser tratada dentro del enfoque de la perturbacién lineal. El estudio de la evolucion
no lineal de las estructuras se realiza utilizando simulaciones numéricas por computadora,
en las cuales la materia que llena el universo es modelada como una distribucién de masas
puntuales interactuando a través de la gravedad Newtoniana.
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