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Resumen

En 1970, H. Bleine Lawson, en su articulo “Complete minimal surfaces in S3”, elabora un
método de construccién de superficies minimas en S% y clasifica dentro de su construccién
las familias {1} ¥ {Tmk} con m,k € N. Las superficies de la primera familia resultan ser
encajadas, minimas, orientables y compactas de cualquier género en S® y las de la segunda
familia son inmersas, minimas y algebraicas en S3. Para este trabajo, es de interés la familia
{Tm,k}, donde las superficies 7, j, tienen caracteristica de Euler cero y género uno, motivo por
el cudl se da el titulo de “Toros minimos en S3”. Lawson presenta para estas superficies un
teorema de caracterizacién, el principal objetivo de este trabajo es demostrar y explicar tales

caracteristicas, entre las cuales se encuentran la orientabilidad y la algebricidad.



Introduccion

Histéricamente las superficies minimas surgieron bajo el problema de encontrar superficies en
R3 de drea minima con una frontera prescrita. Una de las primeras soluciones parciales fue
presentada por J. L. Lagrange en 1762, quien determiné que si la superficie es la grafica de una
funcién suave f, ésta debe satisfacer la siguiente ecuacién diferencial, la cudl es conocida como

la ecuacién de Fuler-Lagrange:

L+ £2) fow — 2fufyfoy + L+ F2) fyy = 0.

Unos afios més tarde Meusnier dio una interpretacién geométrica a la ecuacion de Euler-
Lagrange, mostrando que ésta indicaba la anulacién de una cantidad geométrica asociada a
la forma en que se curvaba la superficie, cantidad que denominé curvatura media. A partir de
este momento se llamaron superficies minimas a aquellas superficies cuya curvatura media es
cero en cualquier punto, sin importar que en algunos casos estas superficies no representan un

minimo para el funcional de area.

Este problema, también conocido como problema de Plateau (1849), ha desafiado a los mate-
maticos por el contraste entre la simplicidad de su declaracién y la dificultad de su solucion.
Por mas de trescientos anos, algunos de los mejores matematicos han investigado y aportado al
estudio de variedades minimas, lo que nos muestra que estamos ante un tema de larga tradicion
que sigue mostrando nuevos resultados y desafios manteniéndose dentro de las primeras lineas

de investigacion de la geometria diferencial.

VI



Entre esos matemaéticos encontramos a H. Lawson, quien desarrollé en su articulo Complete
Minimal Surface in S* (1970) [1], un método de construccién de superficies minimas en la esfera
tres dimensional y creé varias familias de superficies minimas completas en S3, estableciendo
una clasificacién de éstas. El objetivo de este trabajo es estudiar y mostrar las propiedades de
una de estas familias de superficies, denotadas superficies 7,, ;, (con m, k € N), las cuales resultan
tener caracteristica de Euler cero y por tanto género uno, motivo por el cual el trabajo lleva por

titulo “Toros minimos en S*7.

Para lograr el objetivo de este trabajo, se presentaran 3 capitulos. El primero contine definiciones
y conceptos basicos de geometria diferencial sobre hipervariedades en R™, para luego enfocarlos
en hipervariedades minimas en S”. El segundo tratard el método de construccién desarrollado
por Lawson, con algunos ejemplos y modelos de estas superficies. El tercero presenta un estu-
dio detallado de las superficies 7, , por ejemplo se caracterizardn las superficies orientables,
se determinard su género, se muestra que aunque las superficies son algebraicas no todas se

encuentran encajadas en S2, salvo 71,1, entre otras propiedades.

VII



Capitulo 1

Preliminares

En el presente capitulo se presentaran definiciones, teoremas y ejemplos importantes con el fin
de desarrollar los capitulos siguientes. Este se encuentra dividido en tres secciones, la primera
enfocada en Hipervariedades en R", la segunda en Hipervariedades minimas en S™ y la ter-
cera en Hipervariedades minimas algebraicas en S3. El contenido de este capitulo fue tomado

principalmente de [2, 3, 4].

1.1. Hipervariedades en R"

Para poder hablar de hipervariedades en R", iniciemos por saber que es una variedad, la cual
intuitivamente se entiende como un conjunto que localmente es similar a R™. A continuacién se

presentan las definiciones correspondientes:

Definicion 1.1.1. Una variedad diferenciable de dimension n, es un conjunto no vacio M vy
una familia de funciones inyectivas o : Uy C R™ — M definidas sobre conjuntos abiertos U,
de R™ tal que:

1. M =, Ya(Us).

2. Para cada o, B con Yo (Us) NYp(Ug) = W # 0, los conjuntos i (W) y wrgl(W) son

conjuntos abiertos en R™ y la funcion ¢§1 01, es diferenciable.



El par (U, ¥a) con p € ¥o(Uy) es llamada una parametrizacion de M en p.

»
2

5" Y Us

st o) W'w)

Figura 1.1: Representacion de la condicién 2, en la definiciéon de variedad.

Ejemplo 1.1.1. El espacio euclideano R™, es un ejemplo trivial de una variedad diferenciable

n-dimensional, con la estructuta diferenciable dada por la identidad.

Definicion 1.1.2. Diremos que una variedad M C R™ es una hipervariedad de R™ si la dimen-

sion de M esn — 1, y diremos que M tiene codimension 1.
Observacién. En el caso que una variedad tenga dimension dos, ésta serd llamada superficie.

Ejemplo 1.1.2. Siendo S? = {(z,y, 2) : 22+y*+2%2 = 1} C R? se puede dar una parametrizacion
de esta de la siguiente manera. Sea N = (0,0, 1) el polo norte y S = (0,0,—1) el polo sur, y sean
7 S2\N — R? ymy : S2\ S — R? dos aplicaciones, donde w1 toma a un puntop € S>\ N y lo
envia en la interseccion del plano xy con la recta que pasa por p y N, que corresponde al punto
p' como se muestra en la Figura 1.2. La proyeccidn estereogrdfica mo es andloga a w1, pero esta
se realiza considerando el polo sur S.

Es facil verificar que mi(x,y, 2) = (155, 1725 ), m2(2, Y, 2) = (15> %ﬂ) y que son homeomorfismos,

conocidos como proyeccion estereogrdafica.



Es claro que las parametrizaciones (RZ,’]Tl_l) Y (R2,7r2_1) cubren a S?. De otro lado siendo

Tyt (u,v) (2u,2v,1 — u® — v?)

:u2+1)2+1

diferenciable en todo punto, entonces (wfl)_l o W;I(u, v) = (u,v) es una funcion diferenciable
(Definicion 1.1.1). En conclusion, S* C R3 es una hipervariedad de R3, o como mencionamos

antes, es una superficie. De manera andloga se demuestra que S"~1 C R™ es una hipervariedad.

N(0,0,1)

SZ

$(0,0,1)

Figura 1.2: Proyeccion estereografica de la esfera.

Este ejemplo se puede generalizar si consideramos conjuntos de nivel de una funcién real. En el
caso de la esfera, esta superficie es el conjunto de nivel 1 de la funcién f(z,y, z) = 22 +y%+22, por
supuesto se requieren condiciones sobre este conjunto y la funcién f para satisfacer la Definicion

1.1.1, pues tomando la misma funcién de la esfera, el conjunto de nivel cero no es una superficie.

Definicion 1.1.3. Sea f : V C R” — R una funcion de clase C*° definida sobre un conjunto

abierto V- y a € R. Diremos que a es un valor reqular de f, si para todo q € V tal que f(q) = a
se cumple que |V f(q)|| # 0.

En [3] se demuestra que la preimagen de un valor regular no trivial, es decir, cuando f~!(a) # 0,

es una hipervariedad de R".



Ejemplo 1.1.3. Sea f(z1,...,2n) = 22 + ... + 22, un cdlculo directo muestra que 1 es un valor

reqular y asi f~(1) es una hipervariedad de R™. Claramente f~1(1) = S"~1,

A continuacién se extendera la idea de vector tangente a las variedades diferenciables, en prin-
cipio si se piensa en una superficie regular en R3, se entiende el vector tangente en un punto p
de la superficie como el vector velocidad en R? de una curva sobre la superficie que pasa por p.
Pero pensar en un vector velocidad en una variedad no es posible, dado que no contamos con
apoyo del espacio ambiente, se tiene que buscar una propiedad carateristica del vector tangente
que sustituya la idea de velocidad.

Si consideramos una curva « : (—e,e) — R", con o(0) = py a(t) = (x1(t),...,zn(t)) con
t € (—¢g,e)y (x1,..., ) € R™, entonces o'(0) = (2}(0),...,2,,(0)) = v € R™. Ahora sea f una

funcion diferenciable definida en una vecindad de p. Se puede restringir f a la curva o y expresar

la derivada direccional con respecto al vector v € R” como:

d(f o a) " of,  dx = o)

Ao =S = (S ah0)— | £,

dt - 8952 dt - 8.%
=1 =1

Donde se nota que la derivada direccional con respecto a v es un operador de funciones reales
diferenciables que dependen tnicamente de v. Es decir, se tiene una propiedad caracteristica y
se va emplear para definir vectores tangentes en variedades, lo que se presenta en la siguiente

definicidn.

Definicién 1.1.4. Sea M una variedad diferenciable. Una funcion diferenciable o : (—e,e) — M
es llamada una curva diferenciable en M. Suponga que a(0) = p € M, y sea D el conjunto de
funciones sobre M que son diferenciables en p. El vector tangente a la curva o ent =0 es una
funcién o/ (0) : D — R definida por,

) f =20 e,

El conjunto de todos los vectores tangentes a M en p se notardn por T,M.

Observacién. Es posible dotar de las operaciones suma y producto por escalar al conjunto 7, M

para que éste sea un espacio vectorial de dimension n, lo que permite inducir un producto interno.



A partir de este momento consideraremos variedades M C R™ y en este caso, T,M se identi-
ficara con un subespacio vectorial de R™. Si M C R" se encuentra parametrizada por (¢, Uy) C

m
R™ y p = 1a(q), entonces se puede demostrar que T, M = gen {8%‘2(_‘1)} -
% i=

Definicion 1.1.5. Sea M C R”™ una hipervariedad, se define la aplicacion de Gauss, como
una funcion diferenciable n : M — R™ tal que para todo p € M se tiene (n(p),n(p)) =1y
(v,m(p)) =0 para todo v € T,M.

Observacion. Para hipervariedades que son preimagen de valores regulares no triviales se tiene

que la aplicacién de Gauss se puede definir globalmente y de manera diferenciable como 7 (p) =

V£p)
INIRIN

Definicion 1.1.6. Sean M C R” wuna hipervariedad, p € M y n la aplicacion de Gauss.
Definimos el operador de forma en p, como la aplicacion A (p) : T,M — T,M, definida por
A (p) (v) = —dny(v) para todo v € T,M.

El operador de forma A (p) es una aplicacién lineal simétrica [2,3], es decir, para todo v, w €
T, M se tiene que (A (p) (v),w) = (A(p) (w),v), de lo cual se concluye que sus valores propios

son todos reales.

Definicién 1.1.7. Sea M C R" wuna hipervariedad, p € M y A(p) el operador de forma.
Definimos las curvaturas principales de M en p como los n — 1 wvalores propios del operador de
forma, que denotaremos por \1,...,An—1 ¥ la curvatura media de M en p como el promedio de

las curvaturas principales, es decir, H (p) = ﬁ M+ + A1)

Definicion 1.1.8. Sea M C R™ una hipervariedad, diremos que M es minima si la curvatura

media es cero en todos sus puntos.

Observacion. Note que M es minima si y solo si para todo p € M la traza del operador de

forma A(p) es cero.

Ejemplo 1.1.4. Un ejemplo cldsico de superficies minimas es la Helicoide (Figura 1.3.), la cudl

se encuentra parametrizada por X (u,v) = (vcosu,vsenu,u) con 0 < u < 27w y —o0 < v < 00.



Figura 1.3: Helicoide.

A continuacion, de acuerdo a la Definicion 1.1.8 se va a comprobar que la curvatura media de
la Helicoide es identicamente cero.

En principio se calculan X, y Xy, donde X, = %—f y Xy = %—f, asi:
X, = (—vsenu,vcosu,1) y X, = (cosu,senu, 0)

luego se puede obtener la aplicacion de Gauss asociada a la parametrizacion, como sigue:

Xy x Xy 1
[ Xu x Xo| v2+1

n(u,v) (—senu, cosu, —v)

y finalmente dado que A (p)(v) = —dny(v) para todo v € T,M y denotado dn,(Xy) = 1w y

dnp(Xy) = 1y, se obtiene:
1
= ——(—cosu,—senu,0),
T v? + 1( )
1

Ny = m(v senu, —v cosu, —1.)

Donde se logra:

N 0 —(v2+1)"1/2 Xu
o —(*+1)7%2 0 Xy



Luego la matriz asociada a Ay respecto a la base {X,, Xy} es:

0 (v2 4+ 1)"1/2
(v? 4 1)7%/2 0
Asi, sus los valores propios correspoden a Ay = (v2+1)"! y g = —(v2+1)7L, donde efectivamente

H(p) =0. Concluyendo asi que la Helicoide es una superficie minima.

El siguiente teorema es una generalizacién de la ecuacién de Euler-Lagrange (presentada en la
introduccién) y muestra una caracterizacién de las preimégenes de valores regulares que son

minimas en R"”.

Teorema 1.1.1. Sea M ={x €V : f(x) =0} donde f:V C R" — R es una funcion de clase
C* definida sobre un conjunto abierto V, con ||V f (z)| # 0 para todo x € M. M es minima
si y sdlo si Expr(f)(z) == ||V f(@)|?Af(z) — 3 (VIIVf(@)||*>, Vf(z)) = 0 para todo z € M.

La demostracién de este resultado se encuentra en [4, 5, 6].

Ejemplo 1.1.5. Todo hiperplano es una superficie minima. Sea M C R™ un hiperplano, entonces
existe un vector v # 0 en R"™, tal que se puede definir M = {x € R"| (x,v) = 0}. Ahora
tomando la funcion f : R® — R definida por f(x) = (x,v), donde M = f~1(0) se tiene que
Vf(x) =, porlo que [|[Vf(p)| # 0, pero Af(z) =0, entonces Af(z)||[Vf(p)||> =0, y ademds
VIVF@)IP = Viloll® = 0, luego se obtiene que [V f(x)|2Af() — 3 (VIVF@)I% VF(@) = 0
para todo x € M.

1.2. Hipervariedades Minimas en 5"

Para el desarrollo de este trabajo, se necesita del estudio de superficies inmersas en S3, por lo

que, a continuacion se daran algunas definiciones importantes enfocadas en variedades M C S™.



Definicion 1.2.1. Sea M C S™ una variedad de dimension n — 1, se define la aplicacion

de Gauss, como una funcion diferenciable n : M — S™ tal que para todo p € M se tiene

(n(p).n(p)) =1, (n(p),p) =0y (v,n(p)) = 0 para todo v € T, M.

Notese que la definiciéon garantiza que para todo p € M se tiene la siguiente descomposicién del
espacio tangente 1,S™ = T, M @ gen{n(p)} (ver [4]). De otro lado, en el caso que M consista de
los puntos de norma uno de las raices de una funcién f homogénea, para la cual cero es un valor
regular, es decir M = f~1(0) N S™, entonces la aplicacién de Gauss se puede definir globalmente
y de manera diferenciable como 7n(p) = % puesto que |[Vf(p)| # 0, y (Vf(x),x) =
d(f)f(x) =0, donde O(f) es el grado del polinomio f.

Definicion 1.2.2. Sean M C S™ una variedad de dimensionn— 1, p € M yn la aplicacion de
Gauss definida sobre M. Se define el operador de forma en p, como la aplicacion A (p) : TyM —
Typ)S™, definida por A (p) (v) = —dny(v) para todo v € T,M.

Observacién. Nétese que si a es una curva diferenciable inmersa en M tal que a(0) = p y
a/(0) = v y dado que (n(«a(t)),a(t)) = 0, la cual al derivarse se obtiene <W\t20,a(0)> +
(n(a(0)),a’(0)) = 0 y se concluye que (—Apy(v),p) + (n(p),v) = 0. Por la definicién 1.2.1
se tiene que (n(p),v) = 0 por tanto (—A,(v),p) = 0 para todo v € T,M, ésto garantiza
que Ap(T,M) C T,5" = (gen{p})* y de manera andloga por definicién se determina que
Ap(T,M) C Ty = (gen{n(p)})*. En conclusién A,(T,M) = (gen{n(p)} ® gen{p})*+ = T, M.

Al igual como se define la minimalidad en hipervariedades de R™ se da la analogia para las

hipervariedades minimas en S™.

Definicion 1.2.3. Sea M C S™ una variedad de dimension n — 1, diremos que M es minima

en S™ si la curvatura media es cero en todos sus puntos.

Dada M una variedad compacta (n — 1) dimensional, tal que M C S™ C R™*! sabemos que
M es una hipervariedad en S™, ya que su codimensién con S™ es 1 y cémo ya se mostrd antes

T,5" = T,M & gen{n(p)}. Ahora, a esta hipervariedad M se le asocia una hipervariedad n



dimensional CM C R™*!, que llevar4 por nombre de cono asociado a M, definido por el conjunto

CM = {tx € R"|x € M,t > 0}. No es dificil demostrar que CM es una hipervariedad de R".

Ejemplo 1.2.1. Sea M = {(z,y,2z) € R®: ||z|| =1 y 2 = 3} una variedad 1- dimensional, con
M C S?, tenemos que el cono asociado a M es el conjunto CM = {(z,y,z) € R3| 2% + % #
0, 2= /22 + 42}, el cual es una superficie de R3.

X y

Figura 1.4: Interpretacién geométrica del cono asociado a una variedad.

La definicién de este cono asociado CM, es de interés ya que relaciona la minimalidad en R?*!

con la minimalidad en S™.

Teorema 1.2.1. M"™ ! C S™ es una hipervariedad minima en S™, si y sdlo si, CM es una

hipervariedad minima en R™H1,

La prueba se encuentra en [4, 5].

1.3. Hipervariedades minimas algebraicas en S"

En esta seccidn se definird lo que es una variedad algebraica y al final de la seccién se dan ejemplos
de variedades algebraicas que a su vez son hipervariedades minimas de R"*!. En concordancia

con el Teorema 1.2.1 estas corresponden con hipervaridades minimas en S™ que por supuesto



son algebraicas, es decir, se tienen superficies que son minimas y algebraicas simultaneamente

en S™ y por esto el titulo de la seccién.

Definicién 1.3.1. Sea M C S™ una variedad (n—1)-dimensional. Diremos que M es algebraica

siy solo si M = f~1(0) N S™ es el valor reqular cero de un polinomio f homogéneo.

Ejemplo 1.3.1. Un ejemplo sencillo son los ecuadores, los cuales se definen como S" 1(v) =
{z € S": (z,v) = 0}, con v € S™. En este caso la aplicacion de Gauss se puede definir como
n(z) = v para todo x € S~ (v), entonces dn, = 0, dado que n(x) es constante, pero lo anterior
implica que el operador de forma es identicamente cero, luego las curvaturas principales son
cero en todos los puntos de la variedad, por tanto minimos. Por otro lado si se considera el
polinomio homogeneo p(x) = (z,v), con S"~1(v) = p~1(0) N S™, lo que indica que los ecuadores

son hipervariedades algebraicas de grado uno.

Ejemplo 1.3.2. Otro ejemplo de una superficie minima y algebraica es el Toro de Clifford que
esta determinado por el polinomio homogéneo f(x1,xa,x3,x4) = xox3 — X124 Y Se define como
T:={xe€S®: xox3 — x124 = 0}.

Una prueba de su minimalidad se da haciendo un cdlculo directo para obtener Expr(f) =
—2(z129 — w374)% y dado que f es homogéneo y CT = f~1(0)/{0}, el Teorema 1.1.1 garantiza
que CT es minimo y por el Teorema 1.2.1 se concluye que T = f~1(0) N S3 es una superficie

minima algebraica en S3.
En la Figura 1.5, se muestra una visualizacion de medio Toro de Clifford, aplicando proyeccion

estereogrdfica desde (0,0,0,—1) a T'N Si, donde S> = Si US? , siendo Si el hemisferio norte

y S3 el hemisferio sur respectivamente.
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Figura 1.5: Toro de Clifford.
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Capitulo 2

Ejemplos de Lawson

H. Lawson en su articulo Complete Minimal Surface in S® [1] presenta una interesante cons-
truccién de superficies minimas en S. Este método parte de una superficie minima con frontera
(solucién al problema de Plateau en S® de dicha frontera), que luego es reflejada a través de
segmentos de geodésicas en S que hacen parte de su frontera. Con este método de construccién,
Lawson define dos familias de superficies, la familia &, j, y la familia 7, 1, las cuales se estudiaran

en el presente capitulo.
2.1. Reflexién geodésica en S

Para empezar, se tiene que las geodésicas en S3 son circunferencias que se obtienen al intersecar
subespacios vectoriales de dimensién dos en R* con la esfera tres dimensional. Explicitamente
una geodésica v que pasa por p € S ent = 0 con velocidad 0 # v € T,S 3 se puede parametrizar
por :

v (t) = — sen(t [v]) + pcos(t |v]).

|v]

Observacién. Dada una geodésica v C S3, existen vectores p,v € S? tal que (p,v) = 0y
v C gen{p,v}, es decir, vy es una curva plana que se encuentra en un unico plano determinado

por los vectores p y v. Por tanto, se puede ver a R* como la suma directa, entre el plano que
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contiene a la geodésica y su componente ortogonal, que corresponde a gen{p,v}*+ = {x € R*:
(z,p) = (x,v) = 0}. Esta descomposién de R* garantiza que para z € R* existen u; y ug tinicos
tal que uy € gen{p,v} y us € gen{p,v}*+ y x = uy + us.

Definicién 2.1.1. Sea v una geodésica en S3, se define por feflexion geodésica a lo largo de
v a la funcion r. : S3 — S3 definida por ry(x) == up — ug; donde x = wy + uz Y Ui, u2
son las componentes tangencial y normal de x respecto al unico plano donde se encuentra ~y

(u1 € gen{p,v} y uz € gen{p,v}+).

X
U2
gen{p,v}
. uq
-U2
ry(x)

Figura 2.1: Interpretacién geométrica de una reflexién geodésica.

De la definicién anterior se puede deducir que:
ry(z) =2u1 —z = 2((z,p)p + (z,v)v) — .

Observacion. La reflexién geodésica es un isometria, dado que conserva distancias y angulos,

es decir, cumple que (r,(z),ry(y)) = (z,y).
A parte de ser una isometria, la reflexién geodésica ., presenta dos caracteristicas fundamentales,

que se detallan en la siguiente proposicién.

Proposicién 2.1.1. Sean 1,72 geodésicas en S, entonces Ty, (72) = 73 es una geodésica y
Tyg = Ty1 OTyy OT.
Es ficil observar que <3 es una geodésica, dado que r,, es una isometria, y la segunda parte se

obtiene por un céalculo directo (el lector se puede remitir a [4,5]).
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2.2. Construccién de superficies minimas en S°.

Con la reflexion geodésica y sus caracteristicas es posible entender la construccién de las super-
ficies definidas por Lawson, la cual en [1] se desarrolla a patir de un resultado que se presenta a

continuacion.

Teorema 2.2.1. Sea M una superfice minima de clase C? y frontera OM. Si OM contiene un
arco geodésico vy, entonces M puede ser extendida como una superficie analitica, a lo largo de

cada componente no trivial de OM N~y por reflexion geodésica.

M U¥KM)

M)

Unico plano que contiene al
segmento geodésico y'=0M Ny

Figura 2.2: Representacion de una extension de la superficie minima.

A pesar de la importancia del teorema anterior no se presentard la demostracion, debido que su

prueba requiere de otros preliminares que no son de interes para el desarrollo de este trabajo.

Este teorema garantiza, en el caso que ¥ C S y 7/ = v N OM sea un segmento de la geodésica

7, que la unién M U, (M) es una superfice analitica minima.
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Definicién 2.2.1. Sean vg,v1,...,v;m = vy puntos en S, definimos el poligono geodésico T
como un poligono cuyos lados v;, que unen los vértices v; con vi41 parai=0,1,...,m—1, son

segmentos de geodésicas.

Siendo I' un poligono geodésico de S3 de vértices v; y lados 7;, se consideraran aquellos poligonos
tales que el angulo entre +; y ;41 en el vértice v; es de la forma ﬁ donde k; es un entero
positivo.

Ahora, definiendo 9 como la solucién al problema de Plateau para la curva cerrada I', ésta
se extiende por reflexién geodésica sobre cada lado v;. Cada imagen de MM, puede ser reflejada
nuevamente por sus arcos de la frontera. Este proceso permite construir por medio de reflexiones
sucesivas de la superficie 9r una superficie Mp. Formalmente, si consideramos la Proposicion

2.1.1 y el grupo Gr generado por la reflexiones r,, , k = 1,...,m, entonces podemos escribir:

Mr= U Mr) .
r gerg( F)

En [1] H. Lawson prueba que estas superficies son minimas y estan inmersas en S°.

2.3. Las superficies &, y Tp -

Una vez definido el método de construccion de la seccién anterior, se analizardn ejemplos concre-
tos de poligonos I' y las superficies que se construyen a partir de estos poligonos. Especificamente
se detallard en la construccién de las familias {1} y {7m,k }, siendo esta tltima el interes prin-

cipal del desarrollo de esta trabajo.

En principio estas familias se construyen fijando m y k enteros no negativos y escogiendo puntos
P,P,Q1 y Qs tales que P, P, € C; con C = {($1,$2,l’3,l’4) €83z =19 :0} y

Q1,Q2 € Cy con Cy = {($1,1‘2,$3,$4) €83 a3 =a4= O}, tal que la distancia en S® entre

T

s : : 3
Py, Py sea 77 v la distancia en S” entre Q1, Q2 sea ;7.

Cada una de estas familias se construyen partiendo de poligonos geodésicos distintos como se

explicard con mas detalle en las siguientes secciones.
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2.3.1. Familia {{,,.}

La familia {&,, 1}, se construye con el poligono geodésico P1Q1Q2, que se denotard por I'y, 1,
siendo My, la superficie en S 3 solucién al problema de Plateau asociada al poligono geodésico,
también conocida como superficie fundamental, a la cual al aplicar el método expuesto anteri-
ormente se obtiene la superficie &, 1., que efectivamente es minima en S3.

Ademas de ser estas superficies minimas, también se puede mostrar que son superficies orienta-
bles compactas de género mk y se encuentran encajadas en S® [1, 4].

En [6, 4, 5] se muestran resultados del andlisis algebraico de estas superficies, esto es, cuales
superficies de esta familia se pueden modelar como el valor regular de un polinomio homogéneo;
entre estos resultados se encuentran: Ninguna superficie §,, i, es algebraica de grados 1,2,3 y 4,

salvo el toro de Clifford (£;.1) que es de grado 2 y la superficie 2 2 no es algebraica de grado 5.

Siendo que estas superficies se encuentran encajadas en S3 C R*, no es posible visualizar graficas
de estas. Sin embargo, es posible obtener gréficas usando la proyeccién estereografica de S en
R3 U {00} desde los puntos e; y —e4. Se puede observar que bajo estas proyecciones que los
puntos cuya cuarta componente son cero no son alterados y e4 y —eyq son enviados al origen
respectivamente por cada una de las proyecciones. Bajo esta identificacién se tienen las graficas

de la Figura 2.3 para Mr, .

Superficie fundamental 9 Superficie fundamental My, , en S3.

m,k*

Figura 2.3: Gréficos de la superficie & 1 N S%
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Dada la simetria de estas superficies respecto al plano z4 = 0, el ecuador S3(e4) divide cada
superficie en mitades isométricas, por ende basta con observar y analizar la mitad que se en-
cuentra en el hemisferio superior S3(e4), es decir, basta con realizar la proyeccién estereografica

desde el punto —ey.

2.3.2. Familia {7, .}

Para la construccion de esta familia de superficies se define el poligono geodésico Py Po(Q1Q2 que
se denota por I',, ;. y aplicando de nuevo el método de construccién, denotamos a las superficies

My

o COMO Ty k.

Esta familia cuenta con la gran ventaja de poder ser descritas explicitamente por la inmersion

YV ks R? — §3 dada por:
Y i(2,y) = (cosma cosy, senmz cosy, coskr seny, senkz seny)

Esta parametrizaciéon ayuda a tener una imagen de estas, por lo menos de la regién fundamental,
usando la proyeccién estereografica de S% en R3? U {00} desde el punto —e*, al igual como se

planteo para la familia {;, x} logrando los siguientes graficos para Mr,, ,:

Superficie fundamental My, ;. Superficie 7 1.

17



Superficie fundamental Mr, , . Superficie 73 1.

Figura 2.4: Superficies en S%.

La familia 7, es una familia de superficies minimas, inmersas y algebricas de grado m + k, de
la cudl la tnica superficie encajada es el toro de Clifford que corresponde a la superficie 71 1.
Estas y otras caracteriticas como la orientabilidad y la algebricidad se demostraran con mas

detalle en el siguiente capitulo, siendo este el objetivo del presente trabajo.
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Capitulo 3

Sobre las superficies 7, 1.

En este capitulo se desarrollard un amplio estudio de las superficies 7, , donde se expondran
y demostraran varias de sus propiedades con el objetivo de lograr una caracterizacién de las
mismas. Para tal objetivo, el capitulo se encontrara divido en cinco secciones. En la primera
seccion se mostrard su caracteristica mas importante, su minimalidad. La segunda seccién con-
tendrd una representacién que se hard de las superficies que llamaremos «mapa». La tercera
seccién tratard un andlisis sobre la orientabilidad de cada una de estas superficies. La cuarta
mostrard que cada punto de las superficies 7, corresponde a un cero de un polinomio ho-
mogéneo de grado m + k. Finalmente, la quinta seccién mostrard otros resultados entre los que

encontraremos que estas superficies tienen caracteristica de Euler cero y género uno.

3.1. Minimalidad de las superficies 7,,

De acuerdo a la definicién de superficie minima que se dié en el capitulo uno, tenemos que una
superficie es minima si su curvatura media es nula. Por lo que a continuacién se presentaran los

calculos para verificar tal hecho.

En principio, tenemos que la curvatura media de las superficies 7,, ; en un punto p es igual al

promedio de los valores propios del operador de forma A(p), entonces, tal como se hizo para
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la helicoide, para las superficies 7,,, ;, se considera la parametrizacién ¢, ;(z,y) definida para

(z,y) € [0,27] x [0,27] y (m, k) =1 como:
Ym i(2,y) = (cosma cosy, senmax cosy, coskr seny, senkz seny)

Para calcular el operador de forma A(p)(v) = —dn(v) para todo v € T,M, se requiere definir
para cada punto p € 7,5 C S un vector n(p) € R?* tal que (n(p),v) = 0 para todo v € T,M,
(n(p),p) = 0y (n(p),n(p)) =1 (Definicién 1.2.1.).

. . e O . . S
Si consideramos { %x’k, %y’k} la base de T, M inducida por la parametrizacién 1, j,, entonces

en resumen, se desea determinar en forma diferenciable un vector n(p) unitario tal que:

(00, ) = (o), ) = (o). 1) = 0.

Teniendo en cuenta que cada uno de estos vectores pertenecen a R4, podemos usar el producto

cruz generalizado para determinar 7(p). A continuacién definiremos el producto cruz en R" (Ver
[8]).

Definicion 3.1.1. Dados n — 1 vectores A1, As, ..., An_1 de R", el producto cruz de estos se

define como:

e el €9 €n
Ay an aiy - ap " ,
Ay X Ay X ... X A1 = ) = ) ] ) _n = Z(—1)1+1|AD1'|€¢
: : : : : i=1
Ap_1 An—-1)1 An-1)2 " Qn-1)n

donde e = {ey, e, ...,en} es la base candnica de R", A = (aij) (n—1)x(n) Yy Di = (I} ... L7 I

es una matriz de tamano nx (n—1), aqui I%, representa la j-ésima columna de la matriz idéntica.
Proposicion 3.1.1. El vector Ay X Aa X ... X Ap_1 es ortogonal a cada uno de los vectores A;.

La prueba de este resultado se puede consultar en [8].
me,k X 6¢m,k X
ox oy p
|| 8wm,k ad)m,k
ox oy

De acuerdo a la proposicién anterior podemos determinar 7n(p) =

X x p
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Asi,

Ok
Tm = (—msenmzx cosy,mcosmx cosy, —ksen kx seny,kcoskx seny),
x
Ok
8m7 = (—cosmx seny, —senmzx seny, coskr cosy, senkr cosy).
Y

Luego, la aplicacion de Gauss se puede definir como:

e
O, O, My
77(]7)_ 6xk>< 8ykxp o 1 8:ck _
o 81/}77L 8w77b, - 61[]7,L 6’me 8 m -
1 Zgt x gt xpll || Fget x Tk xop|| | Hgmk
p
V2k(cos(y + max) — cos(y — mx)) . V2k(sen(y + ma) + sen(y — mx))

= ex+
21/k2 +m? — k2 cos(2y) + m? cos(2y) ' 21/k2 +m? — k2 cos(2y) + m? cos(2y) ?

V2m(sen(y + kx) — sen(y — kx)) . —v/2m(cos(y + kz) + cos(y — kx)) .
21/k2 + m?2 — k2 cos(2y) + m? cos(2y) ’ 21/k2 + m? — k2 cos(2y) + m? cos(2y) !

Una vez definida la aplicacién de Gauss, se puede calcular el operador de forma A(p)(v) =

—dn,(v) para todo v € T,M. Dado que dn(p) es lineal, basta con calcular la imagen de los

elementos de la base inducida por 9, j, es decir, dn(p)(m) =1y dn(p)(—5 Hm, ’“) = 1)y.
~ —V2km(sen(y + mz) + sen(y — mx)) V2km(cos(y + ma) — cos(y — mx)) oot
! 2¢/k% + m? — k2 cos(2y) + m?2 cos(2y) ' 2¢/k2 +m? — k2 cos(2y) + m?2 cos(2y) ?
V2km(cos(y + kx) + cos(y — kx)) . V2km(sen(y + kx) — sen(y — kx)) .
24/k% + m? — k2 cos(2y) + m? cos(2y) ’ 24/k% + m? — k2 cos(2y) + m? cos(2y) !
—V/2km?(sen(y + mx) — sen(y — mx)) V2km?(cos(y + ma) + cos(y — mx)) oot
v (k2 + m? — k2 cos(2y) + m? cos(2y))3/2 “ (k2 + m2 — k2 cos(2y) + m2 cos(2y))3/2
V2k?>m(cos(y + kx) — cos(y — kx)) 2v/2k?m cos kx sen y

(k2 4+ m?2 — k2 cos(2y) + m?2 cos(2y))3/2 ’ (k2 + m?2 — k2 cos(2y) + m?2 cos(2y))3/2 “
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Donde se obtiene:

0 —2v2km, O ks
Nz — \/k:2+m2—k2 cos(2y)+m? cos(2y) Ox
n _Qﬁkm 0 8wnL,k
4 (k2+m?2—k2 cos(2y)+m? cos(2y))3/2 dy

Luego la matriz asociada a A(p) respecto a la base {81/)’""“ O } es:

oxr ° 0Oy
0 —2v/2km
\/k2+m2—k2 cos(2y)+m? cos(2y)
—2v2km 0

(k2+m2—k?2 cos(2y)+m? cos(2y))3/2

Asi, las curvaturas principales de 7, en p = ¢, (z, y) son,

N —2km
TR rm2 k2 cos(2y) + m? cos(2y)
y
2
Ay km

TR m? - k2 cos(2y) + m? cos(2y)’

donde efectivamente H(p) = 0.

Concluyendo que las superficies 7, » son minimas.

De lo anterior, la curvatura de Gauss en cada punto p = ¢, (z,y) es el producto de las
curvaturas principales, asi:

—4k2m?

K(p) = [k2 +m?2 — k2 cos(2y) + m? cos(2y)]?

Si analizamos el caso para el cudl m = k = 1, es decir, el toro de Clifford, se tiene que la

curvatura de Gauss es la siguiente:



Al ser ésta una constante negativa, se dice que, todos los puntos del toro de Clifford son puntos
hiperbdlicos o puntos silla, esto quiere decir, que la superficie cruza el plano tangente en cada uno
de sus puntos. Esto se debe a que el valor de las curvaturas principales tienen signos opuestos,
entonces siempre habra un trozo del toro a cada lado del plano tangente en cada punto p, como

se puede observar en la siguiente imagen.

Plano Tangente
en el punto p

Figura 3.1: Punto hiperbdlico

Por tanto, si una superficie es minima, entonces tendra curvatura de Gauss negativa en todos

sus puntos.

3.2. Teselacion de las superficies 7,, .

Para continuar con el estudio de las superficie 7, , se ha dividido el plano R? en regiones,
tal que sus imagenes por la funcién v,  forman una teselacién de 7,, . Antes de mostrar esta
teselacién, se explicara la forma como en éste trabajo se han realizado las visualizaciones graficas
de las superficies 7, .

Dado que el espacio ambiente de las superficies 7, es S$3 C R*, no es posible obtener una
visualizacion directa de estas superficies; asi que la teselacion nos permitird tener un modelo

plano que nos indica “que forma”tienen las superficies.
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En principio sabemos que las superficies 7, ;; cuentan con la parametrizacién ¢y, j : R? —» S3y
ésta con ayuda de la proyeccién estereografica, logra una visualizacion de las superfcies. Recorde-
mos que dependiendo desde que punto se aplique la proyeccién estereografica, se obtendra una
visualizacion de la parte que estd en el hemisferio norte y otra en el hemisferio sur, denotados

estos como Si’_ (proyectando desde —e4) y S (proyectando desde ey).

Observando la parametrizacion ¢, j, es claro que ¢, x(z,y) € S:T’r cuando senkxseny > 0y
Ymi(T,y) € S3 cuando sen kxseny < 0. Aquellos puntos (z,y) para los cuales sen kzseny = 0
son enviados por la parametrizacién al ecuador S3(ey) = {z € S : (x,e4) = 0}. Asi, una forma
de observar la superficie es conocer las regiones (o conjuntos) de R? cuyas imagenes pertenecen

a Si, S3 0 53(e4). Construyendo un «mapa» de cada superficie T k-

Un ejemplo similar se obtiene al tratar de tener un mapa plano de la tierra, como lo muestra la

siguiente imagen:

Polo Norte

Hemisferio
., Norte

Hemisferio
Sur

Vista desde el Vista desde el
Polo Norte Polo Sur

Polo Sur

Figura 3.2: Mapa de la Tierra

. Cémo tener un «mapa» de 7, ;7 Para este trabajo se considera el «mapa» como una teselacién
del plano zy con (x,y) € [0,27] x [0,27] (dominio de %, ) identificando en que hemisferio se

encuentra la imagen de cada parte de la teselacién, esto se logra encontrando para que intervalos,
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tanto para x como para y, el producto sen kx seny es positivo, negativo 6 cero.

Es fécil identificar que para valores de y € [0, 7], seny > 0 y que para y € |7, 27|, seny < 0.
Ahora para identificar los valores de x, se puede notar que cuando x = 5 con r € Ny, senkx = 0,
donde se logra ver que, si x € [2”7”, W], senkx > 0ysiz e [W, @], senkx < 0.
Por lo tanto, los casos para los cudles se presentan las graficas en Si y en S2 se encuentran en

la siguiente tabla.

(z,y)
ST B < (o,
[(2r;1)7r’ (2r4122)7r] % [7r, 27T]
§3 | [@rtlr @redm) (o, ]
(2, Com) x [, 2]

Con el fin de esbozar lo que se ha descrito, se presentara el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.2.1. Construccion del «mapa> para la superficie 193. Esta superfice cuenta con la

stguiente parametrizacion:
o 3(z,y) = (cos2z cosy, sen2xcosy, cos3rseny, sen3xseny).

De acuerdo a lo expresado anteriormente, sabemos que la parte de la superfcie que estard en
S3 es la imagen de los puntos (z,y) con z € [0,7/3] U [27/3, 7] U [47/3,57/3] y y € [0,7], y
Yos(z,y) €S2 cuando x € [w/3,2m /3| U [r,4m /3| U [57/3,27] y y € [r,27].

Por lo que se logra el «mapa» de la Figura 3.3, donde se aprecia que las partes de color gris

corresponden a partes del dominio tal que su imagen estd en S® 1y las de blanco en Si.
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2m
S I I CR L B
-
S N -G I B
0 x/3  or/3 T dx/3 5m/3  op

Figura 3.3: «Mapa» de la superficie 7 3.

Ahora vamos a realizar las visualizaciones de cada region del «mapa», pero primero vamos a dar

un nombre a cada Tegion, asi:

2

L| S | I | S | I | s,

S L Sa I S3 I3

0 x/3 20/3 7  4n/3 5m/3

Figura 3.4: «Mapa» con distribucién de la superficie 73 3.

Siendo S; para las regiones tal que su imagen esta en Si e I; para las regiones tal que su imagen

esta en S coni=1,2,3 4.
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"

0.5+

-0.5—

Figura 3.5: Visualizaciones de las superficies S; de 723 en Si.

De las visualizaciones anteriores podemos notar que la parte de la superficie S1 es igual a la
superficie Ss, la So es igual a la Sg y finalmente la S es igual a Sy. Un cdlculo corrobora esta

observacion. Por ahora veamos lo que pasa con la visualizacion en el otro hemisferio.
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Figura 3.6: Visualizaciones de las superficies I; de 193 en S3.

Al igual que en el hemisferio superior, las partes de la superficie se repiten, cada una dos veces,

asi I es igual a Ig, I3 es igual a Iy y I3 es igual a I5.

Las visualizaciones de la superficie en los dos hemisferios, nos permite ver en el «mapa» la
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stguiente distribucion, donde ubicaremos las partes iguales con el mismo color, como se muestra
en la Figura 3.7. Asi; sip y q se identifican en 123 (tienen la misma imagen) entonces la curva

v en la Figura 3.7 es una curva cerrada en 72 3.

0 /3 2x/3 T  4x/3 5m/3  on
Figura 3.7: «Mapa» completo de 7 3.

Ademds, en el «<mapa» también es posible representar la superficie fundamental, la cudl de acuer-
do al método de construccion expuesto en el capitulo anterior, es reflejada por cada geodésica,
hasta completar la superficie. Entonces en el «mapa» se podran ver rectingulos formados por
2rm/k, (4r + 1) /2k] x [tn/2,(t + )7 /2], [(4r + V)7 /2k, (2r + 1) /K] x [tn/2, (t + 1)7/2],

[(2r + V)7 /k, (4r + 3)7/2K] x [tw/2, (t + 1) /2], [(4r + 3)7/2k, (21 + 2)7w /K] X [tm/2, (t + 1)7/2]
para t = 0,1,2,3 yr = 0,1,2, que representardn las reflexiones de la superficie fundamental,

donde los segmentos geodésicos seran los bordes de los rectingulos (Figura 3.8).

0 /3 /2 m/3  5n/6 n/6 am/3 3m/2 sw/3 11n/e 2n
Figura 3.8: «Mapa» con la ubicacién de las superficies fundamentales de 73 3.
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3.3. Orientabilidad de las superficies 7,,

Las superficies se pueden clasificar entre orientables y no orientables, entre las superficies ori-
entables se encuentran la esfera y el toro y en las no orientables se encuentran la cinta de M&bius
y la botella de Klein. Pero, que quiere decir que una superfiecie sea, o no orientable. Intuitiva-
mente se puede decir, que las superficies no orientables, son aquellas a las cuales, se les puede
identificar un camino en la superficie, donde un viajero al transportarse de regreso a su punto de
partida, llegué en sentido invertido, es decir, como al verse en un espejo, la mano derecha pasa
ser la izquierda y viceversa. Hecho que se evidencia claramente en la cinta de Mobius. Contrario
a lo que sucede con las superficies orientables, en estas no se les puede encontrar algin camino
donde suceda lo anterior. Como sucede con la esfera, si se ubica un viajero en su superficie,
cualquier recorrido que éste haga para llegar al punto de partida, no le afectara, logrando su
posicién inicial sin ninguna variacién.

La idea intuitiva anterior permite entrever a grandes rasgos la idea de orientabilidad, pero

formalmente, se tiene la siguiente definicién para superficies orientables en R3 [2].

Definicion 3.3.1. Una superficie regular S se dice orientable, si es posible cubrirse con una
familia de vecindades coordenadas, de tal manera, que si un punto p € S pertenece a dos de las
vencidades de estas familias, entonces el cambio de coordenadas tendrd Jacobiano positivo en p.
La eleccion de tal familia es llamada orientacion de S, y S, en este caso se llama orientada. Si

tal cambio mo es posible, la superficie se llamard no orientable.

De la definicién, dado que depende de las derivadas parciales que determinan el Jacobiano, que
a vez con su producto vectorial definen el plano tangente de la superficie .S en todos sus puntos,

entonces no sorprende un resultado como el siguiente.

Proposicién 3.3.1. Una superficie reqular S C R? es orientable si y solo si existe un campo

diferenciable de vectores unitarios normales N : S — R3.

La prueba se encuentra en [2]. A continuacién, se dard el ejemplo de no orientabilidad con la

cinta de Md6bius, detallandola formalmente.
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Ejemplo 3.3.1. Cinta de Mébius.

La cinta de Mobius es una variedad de dos dimensiones, es decir, una superficie que se puede
construir facilmente con un liston o cinta de papel: basta con tomar la cinta mencionada y unir
sus dos extremos, teniendo la precaucion de girar uno de ellos un dngulo de 180 grados. Esta

cinta tiene un solo borde y un solo lado o cara.

)

Figura 3.9: Cinta de Mobius.

Matemdticamente esta superficie puede ser obtenida, al considerar el circulo S* dado por x? +
y? =4 y el segmento abierto ab en el plano yz por y = 2, |z| < 1. Se mueve el centro ¢ de ab a
lo largo de S* y se gira ab sobre c en el plano cz de tal manera que cuando ¢ pase a un dngulo
u, ab ha sido rotado un dngulo u/2. Cuando ¢ complete una vuelta alrederdor del circulo, ab
retorna a su posicion inicial, pero este finaliza con los puntos invertidos. Desde el punto de vista
de la diferenciabilidad, esto es como si se estuvieran identificado los lados opuestos (verticales)
de un rectangulo dandole un giro al rectdngulo de tal manera que se identifiquen cada punto del
segmento ab con su punto simétrico. Esto geométricamente evidencia que la cinta de Mdbius
M es una superficie reqular no orientable. En efecto, si M fuera orientable, existiria un campo
diferenciable N : M — R3 de vectores normales unitarios. Tomando estos vectores a lo largo
del circulo 2% +y* = 4, se vera que al realizar el recorrido del vector N retornard a su posicion
original como —N, que es una contradiccion.

Ahora se dard una prueba analitica de lo mencionado anteriormente.
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Un sistema de coordenadas X := U — M para la cinta de Mobius es dado por

X(u,v) = ((2 — vsen E) sen u, <2 — vsen g) COS U, U COS g)
2 2 2
donde 0 < u < 2m y —1 < v < 1. La vecindad coordenada correspondiente omite los puntos del

intervalo abierto u = 0. Entonces tomando el origen de los u’s en el eje x, se obtiene la siguiente
parametrizacion X (u,v), dado por
w—{2—vsen< ) }cosﬂ,

Y= —{2 — Usen (Z + Z) }senﬂ,

_ 7T+
z=7vcos | —+ —
4 2)7

cuya vecindad coordenada omite el intervalo uw = w/2. Estas dos vecindades coordenadas cubren

_l’_

| gl

IS

gl

la cinta de Mébius y se pueden usar para mostrar que esta es una superficie regular.

Obesérvese que la interseccion de las vecindades coordenadas no es conexa, y consiste de dos

componentes conezas:
Wy = {X(u,v) : g <u< 27r},
Wy = {X(u,v) 0<u< g}

El cambio de coordenadas esta dado por:

I = y_-~
En W1 2
v o= v,
T = u+ 3
En Wy 2
vo= —v
Un cdlculo directo muestra que:
0(u,v) =1>0en W
O(u,v)
Yy
d(u,v)
=-1<0 Wa.
(u,v) oz
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Para demostrar que la cinta de Mobius es no orientable, se supone que es posible definir un
campo diferenciable de vectores normales unitarios N : M — R3. Intercambiando u y v, si es

necesario, podemos suponer que

N(p) = X, x X,
P X, < X

para cada p en la vecindad coordenada de X (u,v). Andlogamente, se pude asumir que

Xy X X,
N(p) = 22w

para todos los puntos de la vecindad coordenada de X (u,v). Sin embargo el jacobiano del cam-
bio de coordenadas debe ser —1 en W1 o Wa, dependiendo sobre cual se aplicé el cambio. Si p
es un punto en la interseccion de las componentes, entonces N(p) = —N(p), que es una con-
tradiccion. Es decir, si se considera un vector N perpendicular a la cinta en cualquier punto
p, éste cambiard de orientacion conforme recorre la cinta a lo largo de su linea central, llegan-
do a convertirse en —N cuando regresa al mismo punto p. Esto significa que es imposible darle

a la cinta de Mobius una orientacion. Por ello, se dice de ella que es una superficie no-orientable.

El ejemplo es de gran interes, dado que una superficie es no orientable, si contiene una banda, que
es topolégicamente igual a una Cinta de Md6bius, esta afirmacion permite mostrar qué algunas

superficies son no orientables.

Corolario 3.3.1. Si una superficie reqular S contiene un conjunto abierto difeomorfo a una

cinta de Mobius, entonces S es no orientable.

Este resultado es de gran ayuda, dado que permitird de forma geométrica construir una de-
mostraciéon de los casos no orientables de la familia 7,, j.
En el articulo Complete minimal surface in S°, [1] el Teorema 3, Seccién 7, establece que las

superficies 7,  son no orientables si y s6lo si 2 | mk. A continuacidn, se presentard una prueba
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de este resultado, analizando los casos cuando mk es par o impar. Logrando asi, una caracteri-

zacion de las superficies 7, ; orientables y no orientables.

Inicialmente, se demostrara que las superficies 7, con mk par, son no orientables. Para ésto,
se empleard la cinta de Mobius, y el corolario 3.3.1. Especificamente se construird un encaje
de una cinta de Mobius para las superficies 7, ;, con mk par. Para la construccién del encaje

se usard el «<mapa» de la seccién 3.2, ya que ofrece una versién plana (teselacién) de las superficies.
Para empezar, consideremos un caso particular, la superficie 751 que satisface con 2 | mk siendo
m = 2y k =1, con el objetivo de poder entender el encaje, para luego generalizar la construccion.

Ejemplo 3.3.2. 71 es una superficie no orientable. Esta superficie cuenta con la siguiente

parametrizacion:
21(z,y) = (cos2x cosy, sen2x cosy, COST seny, senx seny).

Como se comento antes, se empleard el «mapa» de esta superficie, la cudl, se presenta en la

Figura 3.10.

21
@ 3 1 4
3m/2
1 4 2 3
hid
2 3 1 4
/2
1 4 2 &
0 /2 i 3n/2 2n

Figura 3.10: «Mapa» de la superficie 72 1.
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En este «mapa> las partes amarillas se identifican con la imagen de la funcion 121, al igual que
las partes azules, éstas serdn divididas por regiones fundamentales, las cuales serdn enumeradas
del 1 al 4 y como los rectangulos del mismos color se idenfican, en el «mapa» se puede notar
que los rectdngulos 3 amarillo y 4 azul comparten un lado y se repite. Al lado de la derecha
se considerard como el segmento ab con a = (7/2,7) y b = (7, 7) tal como se muestra en la
Figura 3.11, el cudl transportaremos sobre el «mapa», hasta llegar a su igual de la parte derecha,
que se denotard por a’d’ con a’ = (3n/2,7m) y b’ = (27, 7). La forma como el segmento ab
se transportard por el «<mapa», para llegar al segmento a’b’ , es por medio de transformaciones
isométricas, tales como traslaciones y rotaciones. Para este caso, la primera transformacion
es una rotacion con centro en el punto b con un dngulo de 0 = 7/2, desde ésta ubicacion, la
sequnda tranformacion es una traslacion por el eje x, de  a 37/2 y la ultima tranformacion es

una rotacion, desde el punto a’ = (w,3mw/2) con un dngulo de 6§ = w/2.

2n
2 3 1 4
3n/2
1 4 2 3
P b a b
L 0 B[~/ ?
. u\‘ 3/ 1 - 4 > A
o TS _,/’ aQ
n/2 = B1 o
1 4 2 3
0 /2 T 3m/2 2m

Figura 3.11: «Mapa» de 791 con ubicacién del segemento ab.
Especificamente las transformaciones se pueden escribir de la siguiente manera:
Rotacién 1 «;(t,a) = (tcosa+ 7, tsena+7), parat=0...7/2 ya=m...37/2.
Traslacién 1 f5i(t,a) = (¢, a), parat=7/2... 1 ya=m...3w/2.
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Rotacion 2 as(t,a) = (tcosa + 3m/2, tsena+ ), parat=0...7/2 ya =3n/2...2m.

Las cuales en R? producen los movimientos que se muestran en la Figura 3.11, donde se obtiene
que el punto a se transforma en el punto b’ y b en el punto a’. Es importante destacar que, siendo
el «mapa» una representacion de la superficie 21, muestra que el segmento ab se identifica
con el segmento a’b’, de tal forma que a = a’ y b = b’. Este hecho se verifica utilizando la
parametrizacion de la superficie o1 donde 12 1(a) = 21(a’) = (1,0,0,0), ¥21(b) = 121(b’) =
(—1,0,0,0) y considerando la parametrizacion de los segmentos ab = z(t1) = (t1,m) con t; €

[7/2,7] y a’b’ = y(ta) = (t2,7) con ta € [37/2, 27| cumple:
1(z(t1)) = (cos 2ty cosm,sen 2t cos, costy sen,senty senm) = (— cos2ty, —sen 2¢y,0,0),

2,1(y(t2)) = (cos 2ty cos m,sen 2ty cos m, cos ta senm, senta sen ) = (— cos 2ty, — sen 2t5, 0, 0).

Por tanto se verifica que a1(x(t1)) = ¥2.1(y(t2)) para todo t1 € [1/2, 7| y ta € [37/2,27].

Al realizar el movimiento del segmento ab hasta a’b’, por transformaciones isométricas, se
observa que el segmento inicial llega en sentido invertido, por lo que se nota que, si al considerar
la superficie ™1 y el segmento en el mapa, que corresponde a un segmento geodésico en la
superficie y al transportarlo por la misma, hasta llegar a su ubicacion inicial, llegard en sentido
invertido en otras palabras se ha encajado una cinta de Mobius en 791, por tanto, se ha logrado

encajar una superficie no orientable, mostrando asi que la superficie 721 es no orientable.

Entendiendo con ayuda del ejemplo como se realiza el encaje, ahora se buscard una generaliza-
cién de éste para mostrar que las superficies 7,, r que cumplen con 2 | mk son no orientables.

Pero antes, recordemos que en la construccién del «mapa» las divisiones entre los hemisferios
superior e inferior estan dadas por los segmentos que en la grafica de la superficie se identifi-
can con los ecuadores, estos a su vez estan determinados cuando la cuarta componente de la
parametrizacién v, . se anula, es decir, cuando sen kx seny = 0, cuya igualdad se cumple para
los valores de z € {0, %,t €7Z%} oy € {0,m,2n}, y por lo visto en la tabla de la seccién 3.2,
se identifican en el «mapa». La distribucién de la superficie por su ubicacion en cada hemisferio

(S:superior, Linferior) se indica en la siguiente grafica.
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0 ‘ wk ' omk 3wk . ... klak  (Qkiwk X
Figura 3.12: «Mapa» con distribucién de la familia 7,, ; por hemisferios.

Por lo anterior se nota que la distribucién en el «mapa» por hemisferios esta dependiendo tnica-
mente del valor k, es decir, este valor indicard en el «mapa» el niimero de partes que habran
para cada hemisferio. Si se recuerda la construccién del «mapa» (Seccién 3.2), éstas también se
repiten exactamente solo una vez, lo que indica que en total se presentan 2k partes de superficie
por cada hemisferio. Ademads, las repeticiones se presentan en el «mapa» a partir de w, como se
puede evidenciar en el «mapa» de la superficie 75 ; (Figura 3.10), donde se presentan 2 partes
para el hemisferio superior y otras 2 para el hemisferio inferior y en el «mapa» de la superficie
73,2 (Figura 3.8) donde hay tres partes para cada hemisferio en la primera parte del mapa y se

repiten en la otra mitad, con un total de 6 parte para cada hemisferio.

Observar que el valor k afecta la forma del «mapa», ofreciendo el total de partes que se ubicarin
en cada hemisferio, veamos ahora que sucede en cada parte. Para eso, cada parte se dividira por
regiones fundamentales. Lo que se hard ahora es tomar las partes de la primera mitad y en su
division por regiones fundamentales enumerarlas a cada una y ver si en la repeticién se presenta
alguna variacién en la enumeracién. A continuaciéon se da una muestra del «<mapa» cuando el
valor mk es par.

Donde notoriamente se observa que las partes que se repiten presentan una variacién en la enu-

meracién, lo que geométricamente se puede interpretar como una inversiéon en la orientacion,
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y
n
2 L%\ :3 2(k-1) | 2k-1 1 4 2k-3 2k
1 4 2k-3 2K 2 \'/3 2(k-1) | 2k-1
T
2 L¢-\3 k1) | 2kt | T “( 4 23 | 2k
1 4 2 \'/3 )| 2k
2k-3 2K 2(k-1)
0 K ... Ra— n memfk ... (2k-1a/k m X

Figura 3.13: «Mapa» con distribucién por regiones fundamentales (con mk par).

evidenciado que estas superficies serdan no orientables. Contando con ésta caracteristica en los
«mapas» de la familia 7, ; que cumplen con mk par y el ejemplo del encaje para la superficie 72 1;
se puede tomar el segmento inicial ab que estard ubicado en y = 7y = € [r — 7/2k, 7] y el cual
serd, transportado por el «mapa» hasta llegar a su igual, identificado como a’b’. La ubicacién
del segmento final, depende del valor de k. Si el valor de k es par, se tiene que el segmento a’b’
estard ubicado en y = 27w y x = [(4k — 1)7/2k, 27| y si el valor es impar se ubicard en y = 7 y

x = [(4k — 1)7/2k, 2x]. (Ver las figuras 3.14 y 3.15 respectivamente).

y L]
2n 5 b
2 3 2(k-1) | 2k-1 i < 23 | 2k
1 4 %3 | 2k 2 3 2k-1) | 2K-1
A
n i
2 3 2(k-1) \a& 1 4 %3 | 2
! 4 k3 | 2k = : k1) | 2k-1
0 w/k [ - nfk b Tk ... (2k-1)m/k 2 X

Figura 3.14: «Mapa» con el recorrido del segmento (con k par).
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y
2n
2 3 2(k-1)| 2K-1 1 4 2Kk-3 2k
1 4 2k3 | 2k 2 3 2(k-1) | 2k-1
] 1] R D'
b
2 3 2(k-1) | 2k-1 L 4 %3 | 2
ol o
1 4 %3 | 2k 2 = 2k-1) | 2k-1
0 /K . - a/k 7 Tenfk ... (2k-1)w/k 21 X

Figura 3.15: «Mapa» con el recorrido del segmento (con k impar).

Estas transformaciones se definen como:

Rotacién «;(t,a) = (Ktcos(a) + z, Ktsen(a) + w) con a € [01,02], t € [0, L;] siendo (z,w) el

1% _ L _ T _ T
centro de rotacién, K = L—f, donde Ly = gp y Lo = 5 .

Traslacién S;(t,a) = (t,a) con a € [r, W] y t € [0, La].

Las cudles permitirdn realizar el encaje de la cinta de Mobius a las superfies 7,,, , con mk par,
tal como se hizo para la superficie 751, donde finalmente se prueba que la familia 7,, ; con mk

par, es no orientable.
Teorema 3.3.1. La familia de superficies T, . es no orientable, si mk es par.

De otro lado, si se analiza el «xmapas» para el caso mk impar, se nota, que sucede todo lo contrario,
donde al repetirsen las partes, no se presentan cambios en el orden de enumeracion, tal como se
muestra en la figura 3.16. Lo que permitiria intuir que no se presentan cambios en la orientacion,

es decir, que éstas superficies son orientables.
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2n
2 3 2 3 .
Z% 2(k-1) | 2k-1 f}) 2(k-1) | 2k-1
1 4 2k-3 2k 1 4 2k-3 2K
T
)| 2k~
2 3 2(k-1) | 2k-1 2 3 2(k-1)
Ta) )
1
4 2k-3 | 2k 1 4 2k-3 | 2k
0 K e L n ek ... (2k1m/k o

Figura 3.16: «Mapa» con distribucién por regiones fundamentales (con mk impar).

Para probar tal hecho, se usara la accion discontinua de un grupo, este concepto se define a

continuacion:

Definicion 3.3.2. Un grupo G actua sobre una variedad diferenciable M si existe una aplicacion

p:G XM — M tal que,

1. Para cada g € G, la aplicacion pg : M — M dada por ¢4(p) = ¢(9,p), p € M, es un

difeomorfismo y p. = identidad, siendo e el elemento neutro de G.
2. Sig1,92 € G entonces Qg, g, = Pg; © Pgs -

Ademds, se dice que la accion es discontinua, si cada p € M tiene una vecindad U C M tal que
UnNeg(U) =0 para todo g # e.

Toda accion @ sobre M define de manera natural la siguiente relacion de equivalencia sobre M :

p1~ D2 p2=pe(p1), g €G.

Denotamos al espacio cociente de M por ésta relacion de equivalencia como M/G. Llamaremos
am: M — M/G a la proyeccion candnica de M en su cociente, donde w(p) es la clase de

equivalencia de p.
La definicién anterior se empleara con el fin de poder utilizar el siguiente resultado ([2], pag 33).
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Teorema 3.3.2. Una variedad M /G es orientable si y sélo si, existe una orientacion en M que

se preserva por todos los difeomorfismos de G.

Considerese el grupo G = ( [0,27),+) donde la suma se considera médulo 27 y las aplicaciones
Ot Tk — Tm.k, con mk impar, definidas por ¢:(p) = ¢i(z, w) = (™2, e*w), donde p € Tk
se descompone como (z,w) € Cx C =~ R*. Estas aplicaciones definen una accién discontinua del

grupo, como se puede verificar a continuacién.

L ¢o(p) = po(z,w) = (€2, e*w) = (z,w) = p.

2. 01, (012 (P) = 11 (01, (2,0)) = o1, (€722, €2w) = (eM1eM™27, el h2ap)

= (6im(t1+t2)zv eik(t1+t2)w) = Pti+to (Z7 w) = Pti+to (p)

3. Dado que ¢ resulta ser una traslacion de las coordenadas de p en el «mapa» y en definitiva

en la superficie, se tiene que, existe una vecindad U de p tal que ¢(U)NU = 0.

Para justificar la afirmacién anterior, nétese que: si p = ¥, (z,y) ¥y p = (z,w), entonces

Z = cosmxcosy +isenmxcosy y w = coskrseny + isen kxseny. Asi:

im

™ (cos ma cos y + i sen mx cos y), € (cos kx sen y + i sen kx seny))

ot(p) = Pt(Vmk(z,9))

t
imt

= (
= ("™ (cos mx + isenmz) cos y, eikt(
= (
= (

cos kx + isen kx) seny)

im(x+t) z+t)

e cosy, eF@ ) gen )
cos(x +t) cosy + isen(z + t) cosy, cos(z +t) seny + isen(z + t) seny)

Definicién 3.3.3. Parap € M, la orbita de p se define como el conjunto O(p) = {p¢(p),t € G}.

Siguiendo la sugerencia dada por Lawson para ésta prueba en [1], consideremos la curva 1, 1 (0, y)

= (cosy,0,seny,0). Ahora, sea p = ¥, (0, y) con y fijo, la orbita de p, estard determinada por:

O(p) ={pt(p) : t € [0,m)} = {¢mi(t,y) : t €[0,2m)}

La cudl cumpliréd con lo siguiente, para mk impar:
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» O(WYmi(0,9)) = O k(0,5 + 7). Veamos:

@W(wm,k(oa y)) = wm,k(ﬂ—y y)

_ ( eimﬂ'

cosy, e sen y)

= (—cosy, —seny)

= (cos(y + m),sen(y + 7))
= Ymk(0,y + )

Es decir 9., 1(0,y) ~ ¢ (0,y + ), por ende sus orbitas son iguales.
= O(¢Ym (0,0)) = O(Y (0, 7)), tomando y = 0 en el item anterior.

= siy,y2 €10,7) y O(mk(0,41)) = O(¢mk(0,42)), entonces y1 = ys.
Tenemos que O(Vp, k(0,1)) = OV k(0,y2)) si y sélo si, existe un ¢ € [0,27) tal que

0t (Vmk(0,91)) = ¥mk(0,y2). Tomando ¢ (¢ k(0,y1)) = ¢¥mk(0,y2) se tiene que

kt

(™ cosyy, e senyy) = (cosya, 0,senyz,0), donde se logran las siguientes igualdades:

cosmtcosy; = COSYo (3.1)
senmtcosy; = 0 (3.2)
cosktseny; = senys (3.3)
senktseny; = 0 (3.4)

Considerando la igualdad (3.2), se tienen dos casos.

Caso 1. senmt =0
Asi cosmt =1 6 cosmt = —1.
e Sicosmt =1, en la ecuacién (3.1) se tiene que cosy; = cosys y esto implica que
Y1 = Y2, puesto que la funcién coseno es inyectiva en [0, 7).
e Sicosmt = —1, en la ecuacién (3.1) se tiene que — cosy; = cos Yz, cuya igualdad
se cumple si y; = 7 — yo, ésto en la ecuacién (3.4), resulta sen ktsen(m —y2) =0

que es lo mismo a tener sen kt sen yo = 0, lo que nos obliga a tomar dos subcasos.
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Subcaso 1. sen kt = 0. Igualmente se tiene que coskt =1 6 coskt = —1.

o Sicoskt =1, entonces kt = 27r (para algin r € Z), pero dado que estamos
bajo el supuesto de que cosmt = —1, entonces, mt = (2] + 1) (para algun
l € Z). Luego t = 2% = %, lo que implica que 2rm = (2l + 1)k,
contradiciendo el hecho de que k es impar.
o Si coskt = —1, en la ecuacién (3.3) se obtiene —seny; = senys, esto
implica que y; = yo = 0, dado que la funcién seno positiva en (0, 7).
Subcaso 2. senyy =0, asi yo =0y y; = 7—0 (mddulo 7), es decir, y; = y2 = 0.
Caso 2. cosy; = 0.

Asi y1 = 7, en la ecuacién (3.1) se obtiene cosys = 0, ésto es y2 = 7, en conclusion

Y1 =Y2.
Las propiedades anteriores muestran que:
T/ G = {OWmk(0,y)) 1y € [0,m)}.

Noétese que la curva a : [0,7] — 7, %/G definida por a(y) = O(¥mk(0,y)), es una curva
continua, cerrada (que parametriza a 7,,;/G) sin autointersecciones. Todo ésto garantiza el

siguiente teorema.

Teorema 3.3.3. Sean m,k € N, primos relativos y (G,+) = ([0,27),+) el grupo aditivo de los

reales con suma mddulo 2m. St m, k son impares, entonces Ty, /G ~ St
Corolario 3.3.2. Sim,k son primos relativos impares, entonces T, 1, es orientable.

Demostracién. Por el teorema 3.3.2 y el teorema 3.3.3.

3.4. Algebricidad de las superficies 7,

Para poder hablar de algebricidad de las superficies 7,, 1, recordemos del capitulo preliminares
que una variedad M C S™ es algebraica si y sélo si es valor regular cero de un polinomio ho-

mogéneo f, es decir M = f~1(0) N S™. Luego, para poder comprobar la algebricidad de las
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superficies 7, 1, se debe encontrar un polinomio homogéneo f tal que 7., = f71H0)n S3. Al

igual que en el capitulo anterior, se considerard la parametrizacién v, ; de las superficies 7, .

Sean z = cosmx cosy + i(senmx cosy) y w = coskr seny + i(senkx seny), como en la

k k_

seccién anterior, se puede notar que z = e""* cosy y w = e¢"*Fseny. Se sigue entonces que z

eFmT (cosy)F y W™ = e~ (sen y)™ donde se obtiene K™ = (cosy)Fem®( —ikrm

seny)™e
(cosy)k(seny)™e’ € R, es decir Im(z*¥w) = 0. De lo anterior podemos deducir que, siendo
Ymk(x,y) = (21, T2, x3, x4) donde cada x; representa cada componente de la parametrizacion, si

ko™ = p(x1, w2, 73, 74) +if (21, T2, T3, T4)

consideramos z = x1 + ix2 y w = x3 + ix4, entonces z
donde I'm(z*w™) = f(x1, 2, 23, 24) es un polinomio homogéneo y cada vez que (x1, T2, 3, 24) €

Tm,k S€ tiene que f(x1, 2,3, 24) = 0.

Ejemplo 3.4.1. Tomando m =k =1, es decir, la superficie 111 y considerando z = x1 +ix2 y
w = x3 + x4, el cdlculo del polinomio Im(zw) es el siguiente:

20 = (x1 + ixe) (3 — ixy) = 123 + To2x4 + (223 — T124), luego IM(zW) = x93 — T124.

Asi los puntos en 111 satisfacen f(z1,xa, 23, 74) = —x124+T273 = 0. Es decir 111 = f~1(0)NS3,

que corresponde al toro de Clifford (Figura 1.5).

El Toro de Clifford es un ejemplo importante de estas superficies, dado que presenta una carac-
tersitica tinica sobre el resto de las superficies 7, 1 ¥ es que no presenta autointersecciones, pero
este hecho se confimard en la préxima seccion. A continuacion, otro ejemplo de la algebricidad

de las superficies 7, .

Ejemplo 3.4.2. Para este ejemplo vamos a considerar m = 2, k = 1, es decir, la superficie

T9,1. Considerando z = x1 +ix2 y w = x3 + ix4 y calculando el polinomio Im(21@2) se tiene:

202 = (w1 + ize) (w3 — i74)? = (@1 + ix2) (23 — 2iwzwy — 23) = (2321 — 23w1 + 220w374) +
i(—2x1x314 + :L‘QZL'% — 2239), luego Im(2w0?) = —2r12374 + a:ng — x3xy. Asi los puntos en 21
satisfacen f(x1,xe,x3,x4) = —2x12374 + xﬂ:% — 231y = 0. Es decir To1 = f7H0)n S3.

44



3.5. Otros resultados sobre las superficies 7,

3.5.1. Caracteristica de Euler

La caracterista de Euler, es un invariente topolégico que se cdlcula empleando una triangulacién
de las superficies, pero ésta a la vez es independiente de la triangulacion y cuya férmula también
se puede emplear para descomposiciones en poligonos arbitrarios. La férmula esta dada de la
siguiente manera:

x=C—-A+V, (3.5)

donde C' es el nimero de caras, A el nimero de aristas y V' el nimero de vértices, los cuéles se

obtienen por un conteo simple, partiendo del poligono del cual se realizé la descomposicion.

Para nuestro caso, el calculo de la caracteristica de Euler, se realiza partiendo del «mapa», que
es una teselacion por poligonos regulares de las superficies 7,,  donde con facilidad se identifican

caras, vértices y aristas, que permiten emplear la Férmula 3.5.

Tomando el «mapa» de la superficie 721, Figura 3.10, el cédlculo de la caracteristica de Eu-
ler es el siguiente: s6lo hay dos regiones, una de azul y otra de amarillo, se tiene entonces que en
total hay 8 caras, 4 para las azules y 4 para las amarillas, ademas cada rectangulo tiene 4 aristas,
de ocho que son en total, se determinan 32 aristas, pero cada arista se ha contado dos veces,
obteniendo asi 16 aristas. Finalmente cada rectangulo tiene 4 vértices, luego en total se tienen
32, pero cada vértice se comparte con cuatro rectangulos, por lo que se obtienen 8 vértices. De

la Férmula 3.5 se tiene el siguiente calculo:
X(r12)=C—-A+V =8-16+8=0.

De lo anterior, se puede deducir que en general, en cualquier «mapa», para cada rectangulo,
el nimero de aristas y vértices son los mismos, y la manera en que se repiten las aristas y se
comparten los vértices no varia, por lo que de cualquier «mapa» que se tenga de una superficie

Tm,k, Ocurrira lo mismo. Pero, lo que si diferenciard cada «mapa» de las superficies, es el nimero
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de caras (rectdangulos), como se puede verificar en el «<mapa» de la superficie 73 3, Figura 3.7, que
tiene 24 caras. Entonces se puede dar una forma general, para calcular las aristas y los vértices,

teniendo el nimero de caras.

Entonces, sea n el nimero de caras o rectangulos, donde cada rectangulo tiene 4 aristas, por

lo que se obtiene 4n aristas, pero este conteo se repite dos veces cada una de ellas, asi que el

ntumero de aristas es igual a 47" = 2n, por otro lado, cada rectdngulo tiene 4 vértices, luego en
total son 4n vértices, pero cada vértice se comparte con cuatro rectangulos, asi % =n es el

total de vértices. Donde se concluye que las superficies 7, con n caras, tendrdn 2n aristas y n
vértices, luego X (7 ) = n—2n+n = 0, es decir, estas superficies tienen caracteristica de Euler

igual a cero.

De otro lado, la formula y = 2 — 2g donde g es el género de la superficie, también vélida para
calcular la caracteristica de Euler, se obtiene que g = 1, dado que x(7m %) = 2 — 29 = 0. Por
tanto las superficies 7, j, orientables tiene género igual a uno, dando sentido al titulo del trabajo,

Toros Minimos en S3.

3.5.2. Toro de Clifford

Como se menciond en la secciéon anterior el toro de Clifford 71,1 es un ejemplo bastante importante
de esta familia, dado que es la unica superficie que no admite autointersecciones, es decir que la

parametrizacion ., (x,y) con (z,y) € [0,2m) x [0,27) y m = k = 1 es inyectiva. Veamos:
Y11(z,y) = (cosz cosy, senz cosy, COST seny, senz seny).
Supongamos ¥1,1(z,y) = ¥1,1(2’,y’), lo que implica las siguientes igualdades:
cosz cosy = cosz’' cosy,

/ /
senxr Cosy =senx Ccosy,

/
cosw seny = cosx’ seny,
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senx seny = sen .’IJ/ sen y,.

Sumando las dos primeras y las dos ultimas igualdades, se obtiene:
(cosz +senz)cosy = (cosz’ + senx’) cosy/,

(cosz +senz)seny = (cosx’ + senz’)seny’.

luego dividiendo la segunda sobre la primera igualdad y restringiendo los valores de y,1’ tales

que, no se anule la funcién coseno, se tiene:
tany = tany’, con y € [0,27)\{n /2,37 /2}

Donde la igualdad se presenta, cuando y =4’ o ¢/ = y + 7.

Estudiando cada caso se tiene:

Caso 1 Siy =1y, se da que ¢11(x,y) = ¥1,1(2',y), donde resultan las siguientes igualdades:
cosx = cosx,

senz = senx’.

Supongamos que = # z’. Entonces la igualdad anterior de los cosenos se cumple para
2’ = 27 — x, por lo que al reemplazar éste valor a la igualdad senx = sen’, se tiene que
senx = sen(2m — x) = —senx, obteniendo asi que senz =0, y por tantox =0ox =7y
en consecuencia ' = 0 o x = 27. Ahora si se reemplazan estos valores para las igualdades
dadas al inicio de la seccién, se encuentra que para la tercera igualdad al reemplazarla
por los valores z = 7w y 2’ = 0, la igualdad no se cumple, lo que es una contradiccién. En

conclusién si y = vy’ entonces x = x’.

Caso 2 Siy' =y + m, tal como se hizo para el primer caso, se tiene lo siguiente:
/
cosz cosy = cosz’ cos(y+ ),

senz cosy =senx’ cos(y + ),
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cosz seny = cosz’ sen(y+ ),

senx seny = sena’ sen(y + ).

donde 91 1(z,y) = —11(2',y), es decir, se tienen las siguientes dos igualdades:
cosx = —cosx,
senz = —senx’.

la primera se cumple cuando 2’ = m — x, si se reemplaza éste valor en la segunda igualdad,
se obtiene que senx = —senx y por tanto senx = 0, igualdad que se cumple para z = 0
0o r = 7 y en consecuencia se obtiene que x’ = 0 o 2’ = 7. Aplicando el mismo proceso del

caso anterior, se llega a una contradiccion.

Finalmente se logra mostrar que la funcién 11 es inyectiva y por tanto 711 no admite autoin-

tersecciones.

Teorema 3.5.1. Si mk # 1 entonces 7, admite auntointersecciones.

Demostracion.
Suponiendo que k > 2 se tiene que S1 = ¥ ([0, F] x [0,7]) v S2 = ¥ k([T, 2] x [7,27]) son
regiones diferentes en 7,,, , ambas en S3 (Ver figura 3.17).

Y

I = 1 I s
Sy

ol I S . S I

5

0 wk 2nlk 3wk L. .. 2wk (2k-1)m/k o X

Figura 3.17: Visualizaciones de las regiones S1 y S5 en el «Mapax».

Si consideramos las curvas:



2T

052(t) = (tv g>7t € [?a ?ﬂ.]a

entonces se tiene que sus imagenes son media circunferencia de Cy = {(0, 0, x3, 74) : 23 +23 = 1},

ambas en Si. Es decir, que Sy y So se cortan en media circunferencia.

- 51
- 52
@ Interseccion en C2

Figura 3.18: Visualizacién de la interseccién de las regiones S y So.

En definitiva se concluye que las superficies 7,, ;, admiten autointersecciones para k > 2y m > 1,

siendo 711 la tnica superficie que no admite autointersecciones.

3.5.3. Grupo Gr,,,

En la seccién 2.2, se explicé la construccién de superficies minimas en S2. Para nuestro caso, la
familia 7, k, la cual se puede describir considerando el grupo Gr,, ,, generado por las reflexiones

geodésicas 14,, i = 1,2,3, 4. de la siguiente manera:

Tm’k = MFm,k = ge%l‘g (mrm,k) .

El objetivo de la presente seccién es presentar explicitamente el grupo Gr,, , para describir las

superficie 7, ..
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En principio, para poder exponer el grupo debemos conocer las reflexiones geodésicas, recorder-
mos que las superficies 7., se construyen a partir del poligono geodésico I'y, ), = P P2Q1Q)2
(2.3.2), donde P} = ey, P» = sen fBeg + cos feq, Q1 = e2 y Q2 = senfle; + cosbes con = —
y 0 = 737, cuyos lados son los segmentos geodésicos 7; (i1=1,2,3,4).

Para calcular las reflexiones geodésicas es suficiente conocer una base ortonormal que gen-

era el plano donde se encuentra cada geodésica. No es dificil verificar que 71 C gen {es, e4},

v2 C gen{ Py, Q1}, 73 C gen{e1,e2} v va C gen{Q2, P1 }, (Figura 3.19).

1.0 Lok

0.5

Figura 3.19: Ubicacién geodésicas en el poligono I'y, 1. .

En la seccién 2.1 se determiné que las reflexiones geogésicas se pueden calcular como sigue.

Siendo = € R?, las reflexiones geodésicas por cada 7; son:
9

() = 2((x,eq)es+ (w,e3)e3) —x

= (—$1,—$2,$3,IE4).

ra(1) = 2((z, P2) P+ (2, Q1) Q1) —
= (2({z,sen fes + cos fey) (sen Bes + cos Bey) + (x,e2) e2) — x

= (—x1,x9, —x3c0823 + x48en2f, xzsen2f + x4 cos2f3).
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Ty (z) = 2((z,e2)ex + (z,e1)e1) —

= (.1‘1,1‘2,—&33,—.%’4).
ry () = 2((z,Q2) Q2+ (x, 1) P1) —x

= (2((z,senfe; + cosbes) (senfey + cosbes) + (x,eq4) €4) —

= (—m1c0820 + x9sen 20, xy sen 20 + x4 cos 20, —x3, x4).

Es decir, tenemos que las reflexiones que generan el grupo, son las siguientes:

x1 —I1 X —I1
€2 —I2 x2 €2
Ty = v Ty = ’
T3 T3 T3 —x3c0820 + x48en25
T4 T4 T4 rgsen 2 + x4 cos 20
1 T 1 —x1 cos 260 + x4 sen 20
9 T To 1 sen 20 + x5 cos 20
Tys = o T =
3 —Z3 3 —T3
T4 —T4 T4 Ty

Las cuales se pueden reescribir de la siguiente manera, usando matrices de orden 2 x 2.

10 -1 0 cos2f —sen2f cos260 —sen 26
I: 7A: B: C_

Y 9 -

0 1 0 1 sen28  cos2f sen20  cos26

donde se nota que

—cos2f sen2f —cos26 sen 20
AB = y AC =
sen2f  cos2f sen20  cos26
0
Si consideramos la notacién de [4], donde (X,Y)= para X,Y matrices cuadradas, se
0 Y

obtiene:
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-1 0 0 0 T —I1
0 -1 00 T2 —Z2
() = (=1, 1)(z) = =
0 0 10 T3 z3
0 0 0 1 T4 T4
-1 0 0 0 1 —x1
0 1 0 0 T2 )
Ty (7) = (A, AB)(x) = =
0 0 —cos28 sen2p T3 —x3c0820 + x4sen2f
0 0 sen28 cos2f T4 xgsen2f + x4 cos2f
10 0 O 1 Z1
01 O 0 T2 T2
Ty (@) = (I, =I)(z) = =
00 -1 0 T3 —x3
00 0 -1 Ty —Z4
—cos20 sen20 0 O T —x1 cos 260 + x4 sen 20
sen20 cos20 0 O T 1 sen 20 + x4 cos 20
Ty (x) - (AC, A)(m) - =
0 0 -1 0 T3 —xI3
0 0 0 1 T4 T4

Siendo que el grupo se genera por la reflexiones, sabemos que Gr,, , = GEN{ Ty Ty s Ty s Tya §y
de acuerdo a lo anterior, es lo mismo que tener Gr,, , = gen{(—1,1), (A, AB), (AC, A), (I, —1)}.
Donde A% = I, B¥*1 = I, C™*! = I y las reglas de conmutacién corresponden a AB = B~1A

y AC = C1A.

A continuacién se presentard un ejemplo, donde se expondra el calculo del grupo y algunas

propiedades.

Ejemplo 3.5.1. Considerando la superficies Tp, ), con m =k =1, se se tiene que = 8 = 7,
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por lo que los puntos que definen el poligono geodésico quedan determinados de la siguiente
manera: Py = eq, Po = e3, Q1 = €2, Q2 = e1. Al ser 1 C gen{es,es}, v2 C gen{es, ea},

v3 C gen{e1,ea}t y va C gen{ei,eq} se tiene que las reflexiones geodésicas cumplen la siguiente

forma:
1 —x1 T —T1
T2 —x2 2 z2
L%} = = (_L I)(Z’), Tyg = = (A7 —A)(Z’),
3 z3 T3 Zz3
X4 X4 T4 —X4
T X1 r1 z1
o) X2 Z2 —Z2
Ty3 = = (Ia _I)(‘T)’ Ty, = = (_AvA)(‘T)
x3 —I3 xs3 —Z3
Ty —T4 T4 T4

-1 0
0 1

Donde respectivamente, A =

Obteniendo ast, que el grupo Gr,, = gen{(I,I),(—1,1),(I,—1),(A,—A),(=A,A)}, donde A
cumple con la regla A* = I. Se tiene también que, si (X,Y) € Gr,, entonces (—X,Y) € Gr, ,,
(X, —Y) e Grl,l Y (—X, —Y) S Grl,l‘

Lo que se quiere ahora es determinar el orden del grupo. Siendo éste generado por un numero
finito de elementos, donde cada elemento, aportard tres elementos mds al mismo grupo, es decir,
si se toma el elemento (A, —A) € Gr, ,, también estardn (—A,—A), (A, A) y (—A, A). Por tanto
el grupo serd Gr, | = gen{(I,I),(=1,I),(I,—1),(=1,-1),(A,=A),(-A,A),(—A,-A), (A, A)},

el cudl tiene 8 elementos, logrando asi determinar que el orden del grupo Gr, , es 8.
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Apéndice 1

Este espacio se aprovechara para dar una recopilaciéon de varios de los cédigos desarrollados, con
el programa MuPAD, para la realizacién de las graficas de la familia 7, y de algunos otros

calculos que se muestran en el presente trabajo.

Visualizaciones Familia 7,

Para poder dar una representacién grafica de la familia 7,, i, se emplea la parametrizacién dada
por Lawson en [1] y las proyecciones esterograficas, las cuales permitiran tener visualizaciones
en R3. La rutina que permite tales visualizaciones es la siguiente:

Visualizacién de la superficie 5 1, con proyecciéon estereografica desde el polo sur —ey

m:=2
k:=1
x:=cos(m*u) *cos (v)/(1+sin(v) *sin(k*u)):

y:=sin(m*u)*cos(v)/(1+sin(v)*sin(k*u)) :
z:=cos(k*u)*sin(v)/(1+sin(v)*sin(k*u)):
S:= plot::Surface([x, y, z], u=0 .. PI, v = 0 .. PI, FillColorType = Flat):

plot(S,ViewingBox = [-1..1,-1..1,-1..1]):

Visualizacién de la superficie 1, con proyeccién estereografica desde el porlo norte ey
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x:=cos (m*u) *cos(v)/(1-sin(v)*sin(k*u)):
y:=sin(m*u)*cos(v)/(1+sin(v)*sin(k*u)):
z:=cos (k*u)*sin(v)/(1-sin(v)*sin(k*u)) :
I:= plot::Surface([x, y, z], u =PI .. 2«PI, v = 0 .. PI, FillColorType = Flat):

plot(I,ViewingBox = [-1..1,-1..1,-1..1]):

Asfi se obtenienen las siguientes graficas:

Figura 3.20: Visualizaciones de la superficie 75 1.

Asi, como se muestra la rutina para m = 2 y k = 1, esta misma funciona para todos los valores
de m y k tales que (m, k) = 1, logrando asi producir una galeria completa para la familia 7, 4.
Ademads especificamente del trabajo, se logran visualizaciones, cémo las que se muestran en la

Figura 1.5 y las Figuras 3.5 y 3.6.

Calculo del vector normal
Otra forma en la que se empleo el programa MuPAD, fue para agilizar los cdlculos desarrollados

en la seccién 3.1, para demostrar la minimimalidad. A continuacién las rutinas empleadas.

1. Calculo de los vectores 8%";”“ y aq/gg*.

delete x, y:
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V:=linalg::jacobian([cos (m*x)*cos(y),sin(m*x)*cos(y),cos(k*x)*sin(y),
sin(k*x)*sin(y)], [x, yl):

vl:=linalg::delCol(V, 2):

v2:=linalg: :delCol(V, 1):

MatQ := Dom::Matrix(Dom: :Real):

linalg::basis([vl, v2])

. Tal como se mostré en la Seccién 3.1, para el calculo del normal se necesitan los vectores

81lén;k y 8%Zk y un punto p € Tm k-

Vi:=linalg::transpose(vl);
V2:=linalg: :transpose(v2);
p:=matrix (1,4, [cos(m*x)*cos(y),sin(m*x)*cos(y),cos(k*x)*sin(y),

sin(k*x)*sin(y)1);

. De acuerdo con la definicién 3.1.1, se tiene la siguiente rutina.

A := matrix([[V1[1, 1],v1[1, 2], Vvi[1, 31, Vi[1, 4] 1,
[(v2l1, 11,v2[1, 21, v2 [1, 31, Vv2[1, 41 1,
(pl1, 11,pl1, 21, pl1, 31, pl1, 41 11);

Al:= linalg::delCol(4A, 1):
A2:= linalg::delCol(A, 2):
A3:= linalg::delCol(A, 3):

A4:= linalg::delCol(4A, 4):

bl:= linalg::det(Al);
b2:=1inalg: :det (A2);
b3:=1linalg::det(A3);
b4d:=linalg::det(A4);
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al:= simplify(linalg::det(A1));
a2:=simplify(linalg: :det(A2));
a3:=simplify(linalg::det(A3));

ad:=simplify(linalg: :det(A4));

. Para obtener el vector normal.

N:=sqrt((a1”2)+(a272)+(a3"2)+(ad"2)):
B := matrix([[(1/N)*al,-(1/N)*a2, (1/N)*a3,-(1/N)*ad]l])

. Permitira una vista simplificada del vector normal componente a componente.

simplify(B[1,1]);
simplify(B[1,2]);
simplify(B[1,3]);
simplify(B[1,4]1);
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