Vol. XIV N@ 2 Diciembre (2006)

. Matematicas:
Matematicas: 71-109

Ensefianza Universitaria

(©Escuela Regional de Matematicas
Universidad del Valle - Colombia

Integracion estocéastica con respecto al movimiento browniano

Jorge A. Leon
Recibido Dic. 7, 2005 Aceptado May. 18, 2006

Abstract
In this paper we study some basic properties and applications of the It6, Skorohod and
forward stochastic integrals with respect to the Brownian motion. The main idea of this
article is to give an introduction to the stochastic calculus based on these integrals. Also
we analyze the existence of a unique solution to stochastic differential equations driven by
the Brownian motion for above interpretations of stochastic integral.
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Resumen

En este articulo damos algunos elementos basicos que se utilizan al estudiar las propie-
dades y las aplicaciones de la integral estocéstica con respecto al movimiento browniano
cuando esta integral estocastica se considera en los sentidos de It6, Skorohod y hacia ade-
lante (definida por Russo y Vallois [32]). La idea principal es brindar una presentacion para
que el lector comience a entender las herramientas del calculo estocastico basado en estas
integrales, asi como sus aplicaciones. También, para cada interpretaciéon de integral estocas-
tica, mencionamos algunos resultados de existencia y unicidad para ecuaciones diferenciales
estocésticas gobernadas por el movimiento browniano.

Palabras y frases claves: Ecuaciones diferenciales estocésticas, filtraciones, férmula
de Itd, integral estocéstica, movimiento browniano, operador de derivada, operador de
divergencia, procesos estocéasticos.

1 Introduccién

En la actualidad hay un gran interés por el estudio de la teoria de la pro-
babilidad debido en gran parte a sus aplicaciones en las diversas areas del
conocimiento cientifico, como la fisica, biologia, mateméaticas financieras, en-
tre otras.

Hablando burdamente, las funciones X que aparecen en las aplicaciones
satisfacen una ecuacioén integral de la forma

t
X = Xo +/ a(s,Xs)ds, te[0,T].
0

Las soluciones de estas ecuaciones en general nos dicen como evoluciona un
fenémeno en el tiempo. Sin embargo, el analisis de estas ecuaciones requiere
que todos los parametros involucrados sean completamente conocidos (por
ejemplo, condiciones iniciales, coeficientes, perturbaciones externas del sis-
tema, etc.). Pero en ocasiones esto es imposible debido a la naturaleza del



72 J. Le6n

fenémeno que se esta estudiando, por la poca informaciéon con la que se cuen-
ta, porque son obtenidos experimentalmente o simplemente por los costos.
Asi, en general, es necesario hacer una “correccion aleatoria” a la ecuacion.
Esto es, introducir un pardmetro en un conjunto donde esté definida una pro-
babilidad y cuyos elementos representan los posibles factores que influyen en
el sistema, para que la solucién dé las posibles realizaciones del fenémeno en
cuestion. La manera de incorporar esta correccién es permitir que los coe-
ficientes sean aleatorios y perturbar la ecuacion aditivamente por medio de
un “ruido aleatorio”. En la literatura, un proceso utilizado para representar
esta perturbacién es el movimiento browniano o proceso de Wiener B ya que
es un proceso gaussiano con incrementos independientes cuya derivada en el
sentido generalizado es el ruido blanco gaussiano, el cual aproxima el efecto de
la superposicién de un namero grande de pequenas perturbaciones aleatorias
independientes en tiempos distintos (ver Arnold [3] y Hida [15]). De esto, es
importante estudiar la ecuacion diferencial estocastica (EDE) de la forma

t t
Xt:X0+/ a(s,XS)ds—l—/ b(s, X,)dB,, te[0,T). (1)
0 0

Intuitivamente (ver Proposicion 2.16), el movimiento browniano no puede
tener trayectorias de variaciéon acotada ya que éste representa fenémenos que
cambian “rapidamente” en el tiempo. Por lo que ahora el problema es definir
adecuadamente la integral {fot b(s,Xs)dBs : t € [0,T]} en la EDE anterior.

La integral estocastica clasica de Ito [16] esta definida para procesos adap-
tados a la informacién con respecto a la cual B es un movimiento browniano,
y que son cuadrado integrables (ver Seccion 3). La idea de la definicion de
esta integral es similar a la de la integral de una funcién con respecto a una
medida. A saber, primero se define para procesos simples (como si B fuera de
variacion acotada), y posteriormente se aproxima por integrales de procesos
simples. Esta idea se ha generalizado para tener integradores mas generales
llamados semimartingalas o “buenos integradores” (ver Bojdecki |7], Protter
[29] y sus referencias). No obstante, tener solo integrandos adaptados, aunque
es natural, es rectrictivo. En efecto, por ejemplo, los coeficientes de la ecua-
cion (1) pueden depender de toda la informacion que genera B como sucede
en los mercados financieros con informacion privilegiada (ver, por ejemplo,
[20]).

La integral de Skorohod |35] (también llamada operador de divergencia)
es una extension de la integral de Itd que permite procesos no adaptados como
integrandos. Esta integral es el adjunto del operador de derivada en el espacio
de Wiener (ver Nualart [25]). Por lo que el calculo de Malliavin o célculo de
variaciones es el camino para definir y estudiar a la integral de Skorohod.
Sin embargo, cuando tenemos una informacién respecto a la cual B es una
semimartingala, la integral de Skorohod no coincide con la integral de It con
respecto a la semimartingala B (ver Seccion 4).
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La integral hacia adelante en el sentido de Russo y Vallois [32] también es
una extension de la integral de Itd y coincide con la integral estocéstica con
respecto a B, cuando B se considera como una semimartingala. La integral
hacia adelante es un limite en probabilidad y, en consecuencia, es dificil de
analizar. Ademaés, bajo ciertas condiciones, esta integral es igual a la integral
de Skorohod méas un término de traza que depende del operador de derivada.
Por lo que se puede emplear el calculo estocastico basado en la integral de
Skorohod y el operador de derivada para obtener las propiedades que tiene la
integral hacia adelante.

La organizacién de este articulo es como sigue. En la Secciéon 2 fijaremos la
notacion empleada e introduciremos al movimiento browniano. En la Seccién
3 estudiaremos a la integral de [t6. Los elementos basicos de calculo estocés-
tico anticipante basados en el operador derivada y su adjunto son dados en la
Seccion 4. Finalmente la integral hacia adelante es analizada en la Seccion 5.
En cada seccion interpretaremos a la ecuacion (1) segtn la integral estocas-
tica en cuestion. A lo largo de este trabajo, supondremos que el lector tiene
nociones bésicas de la teoria de probabilidad.

2 Preliminares

En esta secciéon introduciremos la herramienta y la notacién que utilizaremos
en nuestros resultados.

2.1 Espacios de probabilidad y procesos estocasticos

Un espacio de probabilidad es una terna (€2,§, P), donde © es un conjunto
no vacio, § es una o-algebra de subconjuntos de 2 y P es una medida de
probabilidad definida sobre F.

En un experimento aleatorio (i.e., donde hay diferentes resultados), los
elementos de {2 representan los posibles resultados. Los elementos de § son
eventos (conjuntos) que contienen la informacion del experimento y P es una
medida que indica que tan probable es que ocurra un evento en relacién a
otro.

En general los eventos estdn determinados por los valores que toma cierto
“aparato”.

Definicion 2.1. Se dice que X : Q — R es una variable aleatoria (v.a.) si
X~YB(R)) C §, donde B(R) es la o-dlgebra de Borel de R.

Ejemplo 2.2. Al lanzar dos dados tenemos que
Q={G,j):1j€e{1,...,6}}

Supongamos que quiero apostar al evento que la suma de los dados sea mayor
que 6. Es decir, en este caso tenemos una v.a. X : 0 — R que estd definida
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por X (i,7) =i+ j, por lo tanto [X > 6] determina el conjunto

{(1,6),(2,5),(2,6),(3,4),(3,5),(3,6),...,(6,1),...,(6,6)}
Por lo que en este caso, la informacion que interesa estd generada por X.

Cuando tenemos un experimento que evoluciona en el tiempo, es natural
considerar lo siguiente:

Definicion 2.3. Un proceso estocdstico es una familia de v.a. {X; : t € Ry }.
A un proceso podemos verlo como una coleccion de funciones X.(w) : Ry — R,
w € Q. Estas funciones se llaman las trayectorias del proceso estocdstico X .

Observacion 2.4. También podemos ver a un proceso estocdstico X como
una funcion X : Q x Ry — R.

Cuando estudiamos un fendmeno aleatorio se obtiene informacion a cada
instante del tiempo t € Ry. Por lo que es natural considerar el siguiente
concepto.

Definiciéon 2.5. Una familia de o-dlgebras {§; : t € Ry} se llama filtracion
sist C8, teRy, yt1 <ty implica que Fi, C Sty-

Observacion 2.6. Aqui §; es la familia de eventos que pueden ocurrir hasta
un instante t (inclusive).

Ejemplo 2.7. Un auto se mueve a lo largo de una recta hacia la derecha
con velocidad 1. Al tiempo 1 lanzamos una moneda y si sale “dguila” el auto
continia su movimiento, si aparece “sol” regresa.

Aqui Q = {a,s} y § = 29 (i.e., la familia de todos los subconjuntos de
Q). Sea X; la posicion del auto al instante t. Entonces

t, t<l,

Xi(a) =t, Yy Xt(s):{2t fs 1

En este caso
0,9}, t<1,
St =

2 > 1.
Definicion 2.8. Sea X = {X; :t € Ry} un proceso estocdstico.

a) Se dice que X es un proceso medible si X : Q x Ry — R es una fun-

cion medible con respecto a la o-dlgebra producto § @ B(R4). Esto es
X~YB(R)) c F@ B(R,).

b) X es adaptado a la filtracion {§; : t € Ry} si Xy es §i-medible (i.e.,
X7 (B(R) C B, para t € Ry
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¢) La filtracion definida por X = 0{Xs : s <t} se llama la filtracion ge-
nerada por X . Recuerde que 0{Xs : s <t} es la o—dlgebra mds pequena
que contiene a la familia {X;1(B):s €[0,t] y B € B(R)}.

Observaciones 2.9.

a) Es facil ver que 2 y que la interseccion de o-dlgebras es también una
o-dlgebra. Por lo que {F; :t > 0} estd bien definida.

b) {FX :t € Ry} es la filtracion mds pequeiia respecto a la cual X es un
proceso adaptado y se puede interpretar como la informacion generada
por el proceso estocdstico X .

¢) El que un proceso sea medible sélo depende de §, pero el que sea adaptado
depende de la filtracion.

d) Adaptado no implica medible: Sea A C Ry un conjunto no Borel me-
dible. Defina Xy = 14(t). Por lo tanto X es adaptado (a cualquier
filtracion), pero no es medible.

Un lector interesado en la teoria de procesos estocésticos puede consultar
Bojdecki [7], Gihman y Skorokod [13|, Karatzas y Shreve [18], Tudor [37] y

las referencias que ahi se encuentran.

2.2 Movimiento browniano

Ahora estudiaremos uno de los procesos méas importantes del calculo estocas-
tico. A saber, el movimiento browniano (mb) o proceso de Wiener.

El mb primero fue observado por el botanico Robert Brown [8] al estudiar
el movimiento de granos de polen en agua. Desde entonces este proceso ha sido
usado en diferentes areas del conocimiento cientifico (e.g. la fisica, biologia,
ingenieria, mecénica cuéntica, etc.), debido a que el mb ha permitido modelar
y analizar sistemas con perturbaciones aleatorias (ver Gorostiza [14]).

La formulacion matematica del mb fue iniciada por Bachelier [5] y en el
campo de la fisica por Einstein [12], y el tratamiento mateméatico riguroso fue
empezado por Wiener [38].

El lector interesado en estudiar las propiedades del mb puede consultar
Karatzas y Shreve [18|, y Revuz y Yor [30].

Definicién 2.10. El movimiento browniano es un proceso continuo (i.e., con
trayectorias continuas) y adaptado B = {By, & : 0 < t < oo} definido en
algun espacio de probabilidad (Q2,§, P) tal que:

i) Bo=0 con probabilidad 1.

ii) By — Bs es independiente de §s, para s < t.



76 J. Leon
ili) By — Bs es normalmente distribuido con media cero y variancia t — s,
para s < t.

Una pregunta natural es si un tal proceso existe. La respuesta es si (como
muestra el siguiente ejemplo).

Ejemplo 2.11 (Espacio candénico de Wiener). Aqui Q = Cp(R4). Esto es, §2
es el espacio de las funciones continuas w : Ry — R tales que w(0) = 0. En Q
consideremos la o-dlgebra § generada por los cilindros medibles de la forma

Cy,tn(B) ={weQ: (wtr), ...,w(tn)) € B},

donde ty, ..., t, € RY (distintos) y B € B(R"™).
La medida de la probabilidad P en (2,§) se define como

P(Csl,...,sn(( o0 -Tl -0 xn]))

/ / 81,0 yl 32_817y17y2)

- D(Sn — Sn—1,Yn—1,Yn) dyn - - - dy1, (2)

donde (1, ...,x,) € R™ y p es el kernel gaussiano

1

El teorema de Carathéodory y el hecho de que

/R p(t, 2, 9)p(5,9, 2)dy = p(s + t, 2, 2)

nos permite extender de manera tnica a la medida P sobre §.
El proceso Wi(w) = w(t) es un mb. En efecto, (2) implica que si t1 < ta,

P<[Wt1 € (—o0, x1], Wy, — Wy, € (—00,x9] })

= /R2 Ly <a1,ys—yr<zo] P(t1,0,91) p(ta — t1,y1,y2) dyady:

x1 x2+y1 e—(yz—y1)2/2(t1—t2)
- £1,0, / dysd
/_oop( 1,0,91) . Cr T Yyodyy

z1 T2
2/ P(tlvo,yl)(/ p(t2 — t1,0,v)dv)dy,

—00 —00

= P([Wy, € (—o0,22]] ) P([Wy, — Wi, € (—00,22]] ).

Asi W es un mb definido en (2, F, P) (i.e., satisface las condiciones pedidas
en la Definicion 2.10).
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Observacion 2.12. Para estudiar diferentes construcciones del mb, el lector
puede ver Karatzas y Shreve [18], y Revuz y Yor [30].

Ahora daremos algunas propiedades del mb.
Proposiciéon 2.13. El mb es una martingala cuadrado integrable.
Demostracion. La Propiedad i) en la Definicién 5 implica
E[B; — Bs|§s] = E[B; — Bs] = 0.
O

El siguiente resultado dice que la variacion cuadrdtica de B en un intervalo
es la longitud de dicho intervalo.

Proposicion 2.14. Sea {t}'}"_, una particion del intervalo [s,t] tal que 6, =
max; (t) —t? ;) — 0 cuando n — oco. Entonces

n—1
Z(Bt?H - Btzn)Q — (t—s), cuando n — oo
i=1

en L2(2). Ademds, si y., 6, < 0o la convergencia es casi sequra.

Demostracion. Es facil ver, usando la independencia de los incrementos del
mb, que existe una constante C' tal que

E[ <nzl {(Bur,, — Bin)? — (174 — t?)}ﬂ
—E[Z{ Bys,, — Byy) —(tz;l—t?)}ﬂ

+ ZEZ [(Bez,, — Byn)? = (thy — )] [(Btn _ Bt?)2 — (t}1 —17)]

i<j
<CZ n =12 < OO, (t - s),
lo que implica el resultado. ]

Corolario 2.15. Las trayectorias del mb no son de variacion acotada.

Demostracion. Observe que si {t]'}T_, es como en la Proposiciéon 2.14, enton-
ces
2
Z(Btﬁl o BZ) < (Sl;p |Bt?+1 o Bt?| ) Z ‘Bt?ﬂ o BZ| (3)
7 7
Asi, la Proposicion 2.14 implica que ), [Bi» — By | = 0o con probabilidad
1, debido a la continuidad del mb. O
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Proposicion 2.16. (Paley, Wiener y Zygmund [27]) Las trayectorias del mb
son diferenciables en ningiun punto.

Demostracion (Una idea). La ley del logaritmo iterado implica que, para casi
todas las trayectorias de B, ¢ > 0 y h suficientemente pequeno, tenemos

Biin — B 2loglog(1
% > (1—¢) %(/h) una infinidad de veces
y
B, — B 2log log(1
% < (=1+e) M una infinidad de veces.

Como los lados derechos convergen a co y —oo, respectivamente, el resultado
se sigue. 0

Observacion 2.17. Para otras demostraciones de este resultado ver [18] y

/30].
El siguiente resultado caracteriza al mb.

Proposicion 2.18. Sea M una martingala continua y cuadrado integrable.
Entonces M es un mb si y sélo si (M? —t);>0 es una martingala.

Demostracion. So6lo demostraremos la necesidad. La suficiencia es una con-
secuencia de la formula de It6 (dada en el Teorema 3.13).

Suponga que M es un mb. Entonces la independencia de My — M y §s,
s < t implica

E[M{ — M{[3] = E[(Mt + M) (M, — Ms)|§s]
= B[M(M, \35] + M,E[M; — M,|3]
= E[M;(M; — My) 3]
= E[(M; — M) \ss} =t-
lo que implica el resultado. O

3 Integracién estocastica en el sentido de It6

En esta seccién daremos las ideas basicas utilizadas para construir la integal
estocastica en el sentido de It6, cuyo dominio esté incluido en la familia de
procesos adaptados a la filtracién con respecto a la cual el integrador es un
mb. Para una exposicion detallada ver Arnold [3], y Karatzas y Shreve [18].

Sea T" > 0. En lo que sigue supondremos que (£2,§, P) es un espacio
de probabilidad donde esta definido un mb B = {Bt,St :t € [0,T ]} Sea
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g un proceso estocastico con trayectorias continuas. En un primer intento,
podriamos definir a la integral estocéstica

/ " gudB. 0

trayectoria por trayectoria (i.e., w por w) como una integral de Lebesgue-
Stieltjes. Esto es, para cada w € (2, consideramos a (4) como el limite de las
sumas de Riemann-Stieltjes

Sn = Zg(ti)(BSi - BSi—1)? <5>

con 0 =59 <51 <+ <8, =T, t; = (1l —a)si—1+as;y0 < a<
1. Sin embargo el conjunto de elementos de () para los cuales S, converge
(cuando méx;(s; — s;—1) — 0) depende de la medida P. Por lo tanto es
natural definir (4) como el limite en probabilidad de S,,. Desafortunadamente
el primer problema que aparece es el siguiente.

Proposicion 3.1. Sean a =0 y w €  tal que Sy (w) converge para culaquier
funcion continua g. Entonces t — By(w) es una funcion de variacion acotada
en [0, 7.

Observacion 3.2. El Corolario 2.15 implica que S, no converge en probabi-
lidad cuando n — oo (ver Protter [29]). El problema que se tiene aqui es que
g+ depende de eventos que ocurren después de t.

Demostracion. Sea X el espacio de Banach de todas las funciones continuas
en [0, 7] con la norma del supremo. Defina los operadores lineales T}, : X — R
dados por

n

Tu(h) =) h(s:)(Bs,(w) = Bs,_, ().

i=1
Observe que para cada n, existe h € X tal que h(s;) = signo{Bsi(w) —
By, ,(w)} v ||h||x = 1. Por lo tanto tenemos

Tn(h) = Z ‘Bsi(w) - Bsifl(w)"

Ast [Tl x = >0 | Bs,(w) — Bs,_, (w)], lo que implica que

var(B.(w)) < sup||T,|lx
n

Finalmente el resultado se sigue del teorema de Banach-Steinhaus, porque
en este caso tenemos que T),(g) converge para cada g € X lo que da que
sup,, [|Tn|lx < oc. O
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El segundo problema que aparece al definir (4) como el limite en proba-
bilidad de (5) es el siguiente.

Proposicion 3.3. Suponga que g = B en (5), entonces S, converge en pro-
o B2

babilidad a =L + (a — 3)T.

Observacion 3.4. Esto implica que el limite de S, puede depender del punto

a.

Demostracion. Proceder como en la demostraciéon de Proposiciéon 2.14. [

Ahora damos la idea que us6 Itd [16] para definir la integral estocastica
(4).

Si §; representa la informacion que tenemos hasta el tiempo ¢, es natural
suponer que g; en (4) es una variable aleatoria §;-medible. Esto es, g es un
proceso adaptado a la filtracion dada.

Como se hace en la teoria de integracion, primero definimos (4) cuando g
es un proceso simple adaptado de la forma

gs = thk 1}tk,tk+1}(s)’ (6)
k=0

con 0 =1ty <--- <tpy1 =T. Note que en este caso, la v.a. g, es §, -medible.

Definicion 3.5. La integral estocéstica de un proceso simple adaptado de la
forma (6) con respecto a B se define como

T n
/ ngBS = E 9ty (Btk+1 - Btk)
0

k=0
Observacion 3.6. FEsta definicion es independiente de la representacion de
g como proceso simple ya que es dada trayectoria por trayectoria.

Una propiedad importante de la integral estocéstica es la llamada relacion
de isometria. De ésta, en particular, se obtienen versiones del teorema de
convergencia dominada para dicha integral.

Proposicion 3.7. Suponga que EfOT(gs)2dS < 00, donde g es dado por (6).

Entonces
E[(/O e E/ g.ds. 7)

Demostracion. La definicién de la integral estocastica implica

E[(/OTngB } ZE (94 (Btyy — Biy))?]

+2 Z E gtkgtj (Btk+1 - Btk)(Btj+l - Btj)]
i<k

T
:E/ (gs)2ds’
0
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donde usamos que By {BE —t:tel0, T]} son martingalas (ver Proposicién
2.18) para demostrar que

E[(gtk (Btk+1 - Btk))z] = E[(gtk)Z] (tk-f—l - tk)v ke {07 17 v 7n}'

Una consecuencia importante de (7) es la siguiente desigualdad.

Proposicion 3.8. Sea g como en (6). Entonces para N,c > 0, se tiene
T T
P[[ / gsdBg| > c] <N/ + P[/ (gs)?ds > N].
0 0

Observacion 3.9. Aqui no suponemos que EfOT(gS)zds < 00.

Demostracion. Defina

t;
. 2
Js; S1 / (gT) dr < N7 s € (ti—lati]a
GN(S) = Oti 5
0, si / (gr) dr > N, s € (ti—1,ti].
0

Es fécil ver que G es un proceso simple adaptado. La Proposicion 3.7 implica
T 2 r 2
E[(/ Gn(s)dBy) ] :E/ (Gn(s))"ds < N.
0 0
También observe que Gy (s) # gs si y solo si f(;[ lg()|?dr > N, entonces
T
P[‘/ ngBs’ > c}
0
T T
< P[]/ Gn(s)dB,| > c] +P[\/ (95 — Gn(s))dBs| > 0]
0 0

. E[(JT GNQ(S)dBS)2] +p[/T|gs(2d8 > N]
0

c
T
< N/c? —I—P{/ ‘gs}st > N].
0
O

El siguiente paso para construir la integral estocastica (4) es ver que los
procesos simples adaptados aproximan a los procesos medibles y adaptados
en algin sentido.



82 J. Le6n

Proposicion 3.10. Sea g un proceso simple adaptado tal que
T
/ (gs)?ds < oo con probabilidad 1. (8)
0

Entonces existe una sucesion {g(”) :n > 1} de procesos simples adaptados tal
que

T
/ (ggn) — gS)st —0 en probabilidad cuando n — oo. (9)
0

Ademds, si EfOT(gs)st < 00 se puede encontrar una sucesion {g™ :n > 1}
de procesos simples adaptados tal que

T
E/ (ggn) _ gs)st —0 cuando n — o0. (10)
0

Demostracion. Se puede ver que

n - 1 b
g( )= Z (ti —ti /t g5d8> 1]ti7ti+1]

i=1 i1
es una de las sucesiones que estamos buscando. O
Ahora podemos extender el dominio de la integral.

Definicién 3.11. Sean g un proceso medible y adaptado tal que (8) se cumple
y {g"™ : n > 1} una sucesion de procesos simples adaptados como en (9).
Definimos la integral estocdstica de g con respecto a B (denotada fUT gsdBs)

como el limite en probabilidad de la sucesion {fOT ggn)dBS :n > 1}.
Observaciones 3.12.

i) Note que (9) y la Proposicion 3.8 implican que {fOT gé")st :n > 1}
converge en probabilidad.

i) Si B fOT(gS)st < 00 entonces (10) y Proposicion 3.7 dan que la sucesion
{fOT ggn)dBS :n > 1} converge en L*(Q).

iii) La definicion de fOT gé”)st solo depende de g y no de la sucesion {g(") :
n>1}.

iv) Sea F' una variable aleatoria §s-medible. Entonces para s < t < T,
[{Fg.dB, = F [!g,dB,.

Ahora resumimos algunas de las propiedades de la integral estocastica (4).

Sean ¢,g™") v ¢® procesos estocasticos medibles y adaptados como en
(8) vy {h™ : n > 1} una sucesion de procesos simples adaptados y acotados.
Entonces se tiene que las siguientes propiedades son validas:
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i) [ (agt) +bg)dBs = a [T ¢V dB, + b [ ¢ dB, a,b € R.

ii) El proceso {fot gsdBg = fOT Ljo,4(5)gsdBs : t € [0, T]} tiene trayectorias
continuas.

i11) Si h es un proceso simple adaptado y acotado tal que

sup \hgn) —h| —0, n— o0,
tw

entonces Proposiciéon 3.8 implica que fO )dB fOT hsdBgs en pro-
babilidad cuando n — oo.

Ademas si EfOT(gs)st < 00, se tiene también lo siguiente:

i) E( [ gsdBs) =0y E(f] 9sdBy)* = E(J (g:)%ds).
v) El proceso { fg gsdBg : t € [O,T]} es una §-martingala.

Note que fOT -dBs merece el nombre de integral ya que es un operador
lineal (ver i)) y satisface el teorema de convergencia dominado 7).

La Propiedad i) ha caracterizado a la familia de “buenos integradores”.
En efecto, suponga que Z es un proceso con trayectorias continuas a la derecha
con limites a la izquierda adaptado a una filtracion {G; : ¢t € [0, 7]} y que g
es un proceso simple como en (6) adaptado a esta filtracion. Definimos (ver
Definiciéon 3.5)

n
7 9) = thk(zthrl - Ztk)'
k=0

Se ha demostrado que la condicién minima para definir una integral estocas-
tica de procesos adaptados a {G; : t € [0,T]} con respecto a Z (usando las
ideas de It6) es una version de 7). A saber:

vi) Sean g, g™, n > 1, procesos simples adaptados a la filtracion {G¢:t e
[0,7]}. Entonces

sup \ggn) —gs| — 0 cuando n — oo
(S’w)

implica

529" — 9% (9) en probabilidad.

Se ha comprobado que si Z es un “buen integrador” (i.e., cumple vi)), entonces
Z es la suma de una “martingala” con respecto a {G; : t € [0, 7]} y un proceso
con trayectorias de variaciéon acotada. A un tal proceso de Z se le llama
Gi-semimartingala. El lector interesado en este enfoque puede consultar [29].
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Ahora enunciamos un resultado importante de la teoria de integracion
estocastica. A saber la formula de integracién por partes para la integral
estocastica. Para extensiones de este resultado ver Moret y Nualart [24] y sus
referencias, y Protter [29].

Teorema 3.13 (Formula de Ito). Sea f € C*(R) (i.e., una funcion real con
sequnda derivada continua) y sea

t t
Xt=Xo+/ hsds+/ gedB,, 1€ [0,T),
0 0

donde Xq es Fo-medible, h es un proceso medible y adaptado con trayectorias
integrables y g es un proceso medible y adaptado que cumple (8). Entonces

f(Xy) = f(Xo) + /f $)dXs + = /f” )dXd X o
f(Xo) + / f'(X,)(hsds + gsdBy) / "(X5)(gs)?ds.

Note que dXdX se calcula usando la tabla de multiplicacién

X | dBy | dt
dB; | dt | O
dt 0 0

Una consecuencia importante de la formula de Ité es que {f(X;) : t €
[0,7]} es una §;-semimartingala. En la siguiente seccion mencionaremos otras
aplicaciones importantes de la formula de Ito (11).

Dos ingredientes esenciales en la demostraciéon de la formula de It6 son la
formula de Taylor y el hecho de que

n
> (B i~ t<”)1)2 — (t—s) (12)
k=1

() < tﬁ") < < t;n) = 1 es una

sucesion de particiones del intervalo [s, t] tal que méxy (t,gn) —t,(cn_)l) — 0 cuando
n — oo (ver Proposicion 2.14).

Note que (12) justifica la Tabla anterior.

en probabilidad cuando n — oo si s = ¢

3.1 Ecuaciones diferenciales estocasticas en el sentido de Ito

Ahora consideremos la ecuacion diferencial estocastica (EDE)

dXt = b(t,Xt)dt+U(t,Xt)dBt, tE[O,T], (13)
Xo = &,
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donde b y o son funciones B([0,7]) ® B(R)-medibles y { es una v.a. Fo-
medible.

Una solucion (fuerte) de la EDE (13) es un proceso X adaptado (a {JF; :
t € [0,T]}) con trayectorias continuas tal que:

e P[Xg=¢|=1
o P[[i{Ib(s, Xs)| + (0(s, X,))}ds < o0] =1,

o X; =&+ fg b(s, Xs)ds + fot o(s, Xs)dBs con probabilidad 1 para cada
te0,T].

Algunas soluciones de EDEs se pueden obtener por medio de la féormula de
Ito (11). Por ejemplo, Y; = exp(f(;S osdBs—1 fg(as)2d8) es solucion de la EDE

dXt = O'tXtdBt, te [O,T], (14)
X, = 1.

La férmula de It6 también ha permitido relacionar a las EDEs con las ecua-
ciones diferenciales ordinarias [11] y con las ecuaciones diferenciales parciales
del tipo parabolico y eliptico [18].

Ahora estudiamos el resultado clésico de existencia y unicidad de solucio-
nes de una EDE con coeficientes de Lipschitz que tienen crecimiento lineal.
El lector interesado en resultados mas generales puede ver [18] y [29].

En el resto de este capitulo suponemos que b y o satisfacen las siguientes
hipétesis:

(H1) Condicion de Lipschitz: Existe una constante K tal que

‘b(t,fl)) _b(t7y)‘ + ’O’(t,l‘) _O-(tuy)‘ < K‘CC—y, r,yeRyte {07T]

(H2) Crecimiento lineal: Existe una constante K tal que
2 2 2
b(t,z)|" + |o(t,2)|" < K(1+2]?), z€R y te[0,T). (15)

La condicion (H1) garantiza que la EDE (13) tiene a lo méas una soluciéon
en L?(2x[0,T)). (i.e., cuadrado integrable) si & € L?(Q). En efecto, sean X, Y
dos soluciones de (13) en L?(2 x [0,77]). Entonces, por (H1) y la propiedad
iv) de la integral estocastica tenemos

t
E\Xt—n\2§4(T+1)K2/ E\Xs—stds, t€10,7T).
0

Por lo tanto el lema de Gronwall implica que X =Y el L2(Q x [0,T7).
La Hipotesis (H1) puede debilitarse: basta pedir la siguiente (ver [18])
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(H1") Condicion de Lipschitz local: Para cada N > 0, existe una constante
Ky > 0 tal que

|b(t,z) = b(t,y)| + |o(t,z) — o(t,y)|

Es bien sabido que si no se cumple (H1’), entonces la EDE puede tener
mas de una solucion: sea a € (0, 1) entonces la ecuacion

t
Xt = / \Xslads
0

tiene las soluciones X =0y X; = 7P (t — s)ﬂl[sﬂ (t), donde 8 = (1 — ) !
y0<s<T.

Por otro lado la Hipotesis (H1) y (H2) implican que la EDE (13) tiene
una solucion en L?(2 x [0, T]). En efecto, imitando el caso determinista (i.e.,
o =0y ¢ independiente de w € ), definimos inductivamente

X0 = £

. t
Xt(n-i-l) _ §+/0 b(S,Xs(n))d3+/0 a(s,Xs("))dBS, te[0,7).

Es facil ver que la propiedad iv), (H1) y (H2) dan que {X) : n > 0} es una
sucesion convergente en L2(Q x [0,77]) cuyo limite es una solucién de la EDE
(13).

Si omitimos la Hipotesis (H2), la EDE (13) puede no tener una solucion
global (i.e., definida en todo el intervalo [0,77]): la solucion de la ecuacion

t
X, =1 +/ (X,)%ds
0

es X; = (1 —t)7 !, la cual “explota” cuando ¢t /" 1.

Observacion 3.14. El teorema de existencia y unicidad para las soluciones
de la ecuacion (13) es aun vdlido si b y o son dos campos aleatorios (i.e.,
procesos parametrizados por v € R) P @ B([0,T])-medibles, donde P es la o-
dlgebra de los conjuntos predecibles, la cual es generada por todos los procesos
adaptados y continuos a la izquierda. Ademds observe que si b y o son lineales
enx €R (e, o5(x) =05 -2 ybs(x) =bs-x, s€[0,T],z € R), no acotados,
entonces la Hipotesis (H1) no necesariamente se cumple. Sin embargo, en este
altimo caso, como ya vimos (ver ecuacion (14)), la formula de Ité implica la
existencia de una unica solucion.
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4 Integracion estocastica en el sentido de Skorohod

Observe que la condicién que implica que los procesos integrables en el sentido
de Itd deben ser adaptados, aunque natural, es restrictiva. Por ejemplo, su-
pongamos que la condicién inicial £ de la EDE (13) es §-medible (i.e., depende
de toda la informaciéon que tenemos). En este caso, una soluciéon de (13) no
puede ser un proceso adaptado. Por lo que es necesario contar con una exten-
sion de la integral de It6 que nos permita integrar procesos no necesariamente
adaptados.

En esta seccion estudiaremos la integral de Skorohod [35], la cual es una
extension de la integral de It6, asi como algunos elementos basico del célculo
anticipante y sus aplicaciones a las ecuaciones diferenciales estocésticas. Para
mayores detalles ver Nualart |25, 26].

En el resto de esta seccion supondremos que B = {By,§; : t € [0,T]} es
un mb y que {§; : t € [0,T]} es la filtracién generada por B.

S es la familia de todos los funcionales suaves F' de la forma

F:f</0Th1(s)d,Bs,...,/OThn(s)st>, (16)

donde hi,...,h, € L*([0,T]) y f € CP(R™) (i.e., fy sus derivadas parciales
tienen crecimiento polinomial).

Definicién 4.1. La derivada de un funcional suave F de la forma (16) es el
proceso estocdstico DF = {DyF :t € [0,T|} dado por

of

ox;

DtF:iZn; 4</0Th1(s)st,...,/OThn(s)st>hi(t).

El siguiente resultado es una férmula de integracién por partes.

Lema 4.2. Suponga que F € § y h € L?([0,T]). Entonces

E /0 T(DSF)h(s)ds - E<F /0 ' h(s)st>.

Observacion 4.3. Si uno aplica este resultado o FG, F,G € §, y usa el
hecho de que D es un operador de derivada, entonces verd porque el nombre
de formula de integracion por partes (ver [25]).

Demostracion. Primero observe que sin perdida de generalidad podemos su-
poner que ||A[|z2¢o,7)) = 1. Ademés podemos suponer que

Fe f</0T61(s)st, g .,/OT en(s)st>>
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donde e; = hy {er,...,en} es un sistema ortonormal de L?([0,T]). Sea ¢ la
densidad de la distribucién normal N(0,1) en R™. Esto es

o(z) = (2m) 26" Xima 7F

Entonces, la formula de integraciéon por partes implica

T af
E / (Do F)(s)ds = | 2L (2)b(x)da
0 Rn 8:61
~ [ f@o)nds
Rn
T
= E(F/ h(s)dBS).
0
Asi la demostracion esté terminada. O

Lema 4.4. D es un operador cerrable de L?(2) en L?(2 x [0,T]).

Demostracion. Sea {Fy, : n > 1} C 8 una sucesion tal que F,, — 0 en L?(f)
vy DF, — Y en L*(Q x [0,T]). Queremos ver que Y = 0 en L%(Q x [0,T]).
Para esto sea h € L?([0,T]) y G € 8. Entonces Lema 4.2 da

E(G/OTYSh(s)ds> :JLHgOE(G/OT(DSFn)h(s)ds)

= lim E[—Fn /0 T(DSG)h(s)ds) +F,G /O ' h(s)dBS}

n—oo
= 0,
lo que implica que Y = 0. U

Definicién 4.5. D2 es el dominio de la cerradura de D. Esto es D2 es la
cerradura de los funcionales suaves & con respecto a la seminorma

T 1/2
Pha = [B(PP) + 2 [ .F70s]

Observaciones 4.6.

i) D:DY C L3(Q) — L*(Q x [0,T]) es un operador cerrado no acotado
con dominio denso. Asi D tiene un operador adjunto, el cual es también
un operador cerrado.

ii) F € DY? siy solo si eviste una sucesion {F™ :n > 1} C 8 tal que
F, — FenL*(Q) y DF, — Y en L>(Qx[0,T]). En este caso DF,, =Y
en L*(Q2 x [0,T]).
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Proposiciéon 4.7. Sea F € D2 una variable aleatoria §s-medible, s € [0,T).
Entonces
D.F =0 para t € (s,T].

Demostracion. Se puede encontrar una sucesion {F(™ :n > 1} C 8 de la

forma . .
Fm) :f(”)(/ hl(r)dBT,...,/ hn(r)dBT),
0 0

tales que F — F en L?(Q) y DF™ converge a DF en L*(Q x [0,T]).
Entonces la definiciéon de D implica

m o (n) s s
e =y O ( | meyas,..... | hm(r)dBr)h(t)l[O,S](t):O
i 0 0

=1

para t > s. Asi la demostraciéon esta terminada. O

Ahora introducimos el operador adjunto de D, el cual, como veremos més
adelante, es una extension de la integral de It6.

Definicion 4.8. Denotamos por d al operador adjunto de D. Esto es § es un
operador cerrado en L?(2x [0,T]) con dominio denso y con valores en L*(2)
tal que:

i) El dominio de § (denotado por Dom¢) es el conjunto de procesos u €
L2(2 x [0,T7)) tales que

T
E/ (DtF)’U,tdt‘ < CHFHLQ(Q)a
0

para toda F € DY2, donde ¢ es una constante que sélo depende del
proceso estocdstico u.

ii) Siu € Domé, entonces §(u) es el uinico elemento de L*(Q) tal que
T
E(Fé(u)) = E/ (D¢F)udt, F € D2 (17)
0

El operador § es también llamado el operador de divergencia o la integral de
Skorohod.

En lo que sigue usaremos la notacién
T
d(u) = / usdBs. (18)
0

Una consecuencia importante de la relacion de dualidad (17) es el siguiente
resultado.
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Proposicién 4.9. Sean u € Domé y F € DV2tales que FE(F? fOT(ut)th)
< 00. Entonces

T T T
/ FutdBt = F/ UtdBt — / (DtF)utdt, (19)
0 0 0

en el sentido que (Fu) € Dom¢ si y sdlo si el lado derecho en (19) es una
variable aleatoria cuadrado integrable.

Observacion 4.10. Compare este resultado con la Observacion w) de la
Definicion 3.11.

Demostracion. Sea G € 8. Entonces la relacion de dualidad (17) implica

T T
E / (D;G)Fudt = E / (D¢(FG) — GDF)wdt
0 0

-F [G <F5(u) - /0 T(DtF)utdtﬂ .

El siguiente es la relacion que hay entre los operadores § y D.
Proposicién 4.11. Sea u € L%([0,T];DY?) tal que el proceso {Dyus : s €
[0,T]} € Domé para casi toda t € [0,T]. Entondces §(u) € D2 y

T
Di(6(u)) = us + /0 (Dyus)dBs.

Demostracion. La demostraciéon utiliza el enfoque de descomposicion en caos,
el cual veremos en la siguiente subseccion. O

Otra consecuencia de la relacion de dualidad (17) es el siguiente resultado.

Proposiciéon 4.12. Sean u,v € L%([0,T];DY?). Entonces u,v € Domd y

E(5(u)3(v)) = E( /0 ' usvsds> + E( /0 ' /0 T(Dsut)Dtvsdsdt)

Observacion 4.13. Siu y v son ademds procesos adaptados, entonces Pro-
posicion 4.7 implica

E(0(u)d(v)) = E/OUsUst.

Compare esta igualdad con la Propiedad i) de la integral estocdstica en el
sentido de Ité.
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Demostracion. La relacion de dualidad (17) y la Proposicion 4.11 implican
T
E(5(w)s(v)) = E / o Ds (5(u)) dt
0

T T
= E/ (% |:Ut + / (Dtus)dBS} dt.
0 0

Finalmente el resultado se sigue empleando de nuevo la relacién de dualidad
(17). O

El siguiente resultado muestra que § es una extensiéon de la integral de Ito
que permite integrar procesos no necesariamente adaptados. Esto justifica la
notacion (18).

Proposicion 4.14. Sea u € L*(Q x [0,T]) un proceso adaptado. Entonces
u € Domé y

T
d(u) :/ usdBs,
0
donde el lado derecho es la integral de Ité con respecto al mb B.

Demostracion. Primero suponga que u es un proceso simple adaptado de la
forma

n
u = Z Uy, ]‘]tlmtk+l]7
k=0

con ug, € D2, Entonces la Proposicién 4.9 da

6(u) = Zutk(Btk+1 - Btk)?
k=0

lo que muestra que el resultado se cumple (ver Definicion 3.5) para procesos
adaptados simples.

Finalmente un argumento de aproximacion, la Observacion i) de la De-
finicion 3.11 y el hecho de que § es un operador cerrado implican que el
resultado es valido. O

Observacion 4.15. Aunque el operador ¢ es una extension de la integral de
Ito, puede pasar que w € Dom d pero ulp ¢ Dom ¢ para algin t € [0,T] (ver
Nuarat[26], Capitulo 5). También se tiene que, siu es tal que (uljy ) € Dom§
para toda t € [0,T], el proceso {0(uljyy) : t € [0,T]} puede tener trayectoria
discontinuas (ver [26], Capitulo 5), compare con las propiedades de la integral
de Ité.

La integral de Skorohod también satisaface una versiéon de la fomula de
integraciéon por partes.
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Teorema 4.16 (Férmula de It6 para §). Sean f € C*(R) y el proceso con-
tinuo Xy = fg usdBs + f(f veds, con u € L*([0,T];D>*) (i.e., u; tiene dos
derivadas en L)), y v € L4([0,T);D%1). Entonces

f(Xq /f )dX, + = /f//
/ A { | s + /0 S<Dsur)d3r}ds.

i) Siu y v son procesos adaptados, entonces la Proposicion 4.7 implica
f;(stT)dr + fOS(DsuT)dBT = 0. Compare con el Teorema 3.18.

Observaciones 4.17.

ii) La razon de que esta formula tiene un término extra es que (19) también
lo tiene.

i11) En Alos y Nualart [1] se encuentra otra version de este resultado.

4.1 Descomposicién en caos

Recordaremos que estamos suponiendo que la filtracion {§; : t € [0,T]} es
generada por el movimiento browniano B.

Definicién 4.18. Sea f € L*([0,T]|"). Se define a la integral mailtiple L,(f)
de f con respecto a B de orden n, como la integral iterada (en el sentido de

Ito)
T Sn s2
f) :n!/ / / f(s1,...,8,)dBg, ---dBs,,
0 0 0

donde f es la simetrizacion de f, la cual se define como

~ 1
Flstseosn) = D F o1y s Som)-

’ O’ESn
Aqui Sy, es la familia de todas las permutaciones del conjunto {1,...,n}.

Se ha demostrado (ver It [17]) que I,, es un operador lineal acotado de
L2([0,T]") en L?() tal que

0 si n#m,
n!(f,§>L2([07T}n), si n=m.

B(1()1n(a) = { (20)

También en Ito [17] (ver Nualart [25]) se ha demostrado la siguiente propie-
dad de las integrales multiples, conocida como la descomposicion en caos de
variables aleatorias cuadrado integrables.
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Proposiciéon 4.19. Sea F € L*(Q, 31, P). Entonces F tiene una descompo-
sicion en caos de la forma

F'=(EF) + ZLz(fn) (21)
n=1

Ademds, esta descomposicion es unica si las funciones f, son simétricas.

Una aplicacion importante de la Proposicion 4.19 es la caracterizacion del
espacio D2 (dominio del operador D).

Proposicion 4.20. Sea F € L*(Q, 37, P) con la descomposicion en caos
(21). Entonces F € D2 si y sdlo si

n=1

En este caso

DtF = Z nIn—l(fn('a t))

n=1

Observaciones 4.21.

i) Note que (20) da

T o
E /0 (DeF2dt = 3" nnll| fall 22 o 1y

n=1
ii) Es importante recordar que el teorema de Fubini implica que
£l 720,y < IfallF2o,7ymy-

Ahora considere u € L?(Q2 x [0,7]). Entonces la Proposicion 4.19 nos
permite encontrar una familia {f, : n > 0} de funciones tales que f, €
L2([0, T]"*1), f,, es simétrica en las primeras n variables y se cumple la des-
composicion en caos

ue =Y In(fa(-t), te€0,T). (23)
n=0
Aqui la convergencia de la serie es en L2(Q x [0,T]) y

T o
B [ s = 3 mil il
m=0

Lo anterior permite caracterizar al Dom ¢ usando la descomposiciéon en
Caos.
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Proposiciéon 4.22. Sea u € L*(Q x [0,T)) con descomposicion en caos (23).
Entonces u € Dom é si y sélo si

(e.0)
> m A+ DUl 2o, zpmeny < 00
m=0

En este caso
m ~
’U,) = Z Im—l—l(fn)
m=0
Observaciones 4.23.

D) E(0(u)?) = Spo(m + DU fnll 2 o,zpme) -
ii) Como fp, es simétrica en las primeras m variables. Entonces

m—+1
fm(Sl,.. Sm+1 m+1 Zf S1y .- aSi—1a5i+17~~~75ma5i)-

4.2 FEcuaciones diferenciales estocasticas en el sentido de Skorohod

Sean b,o : Q x [0,7] x R — R dos funciones medibles y consideremos la
EDE en el sentido de Skorohod (i.e., la integral estocéstica es el operador de
divergencia §),

t t
= § —|—/0 b(S,XS)dS +/0 O'(S,Xs)d337 te [O’TL (24)

donde £ es una variable aleatoria Fr-medible.

Para construir una solucion de la ecuacion (24) podriamos copiar el mé-
todo de iteraciéon descrito en la Seccion 3.1. Sin embargo, por la Proposicion
4.12, la norma (en L?(2)) de la solucién X depende de la norma de DX, y
la norma de DX depende de la norma de DDX (ver Proposicion 4.11). Esto
es, en este caso no tenemos un método cerrado, lo que hace dificil demostrar
la existencia y unicidad de las soluciones para esta ecuacion.

Existencia y unicidad de soluciones via la descomposicién en caos

Aqui consideramos la ecuacién lineal estocastica

t t
X, =¢+ /O b(s)Xds + /0 o(s)XdBs, te€[0,T), (25)

donde ¢ es una variable aleatoria §r-medible y cuadrado integrable, y b,0 :
[0,7] — R son dos funciones medibles.
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Para encontrar la tnica solucion de (25), Shiota [34] supone que tenemos
las siguientes descomposiciones en caos (ver Proposicion 4.19 y (23))

£ = an(%) y X¢e= Z[n(fé),
n=0 n=0

donde 7, ft € L?([0,T]") son funciones simétricas. Entonces, usando la uni-
cidad de la descomposicion en caos (Proposicion 4.19) y la caracterizacion del
operador 0 (Proposicion 4.22), tenemos

t
ﬁ=m+Ab@ﬁ@

t
fh(st,. ey 8n) = 0u(s1,. .., 80) +/ b(s)fi(s1y.--,8n)ds
0

R
+ " Z; fsll(sl, sy i1, ity e e Sn)l[o,t](sz‘)-
1=

Resolviendo este sistema de manera inductiva, Shiota [34] demostré que la
ecuacion (25) tiene una tinica soluciéon en L?(Q2 x [0, T).

En [21], Leon y Pérez-Abreu estudian el caso donde b(s) = I;(a®). Para
esto, utilizan la formula producto para integrales miltiples, la cual se puede
consultar en Nualart [25].

Existencia y unicidad de soluciones a través del teorema de Girsa-
nov

Ahora vamos a utilizar otro método para estudiar la ecuacion

t t
Xt—§+/ b(s,XS)ds—ir/ 0. X.dBs, te[0,1]. (26)
0 0

Este método es debido a Buckdahn [9, 10].

En esta subseccion (92,F,P) vy B son el espacio y el proceso de Wiener
canoénicos introducidos en el Ejemplo 2.11. También supondremos que los
coeficientes de la ecuacion (26) satisfacen la siguientes hipotesis:

i) o € L?([0,1]).

i1) € € LP(Q)), para algian p > 2.
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ii1) b : [0,1] Xx R x  — R es una funciéon medible tal que existen v €
L([0,1]), una constante L > 0 y un conjunto Ni € §; de probabilidad
1 tales que

1
b(t, z,w) — b(t,y,w)| < vz —yl, / ndt < L, |b(t,0,w)| <L,
0

para z,y € Ry w &€ Ny.

Para establecer el resultado de existencia y unicidad de la solucién de la
ecuacion (26), damos algunas notaciones.
Consideremos las transformaciones T3, A; : Q@ — Q, t € [0, 1], dadas por

tAs
Ti(w)s = ws + / oudu
0

tAs
Ap(w)s = ws — / oudu.
0

Note que T3 A; v AT coinciden con el operador identidad. Ahora defina

t 1 t
€ = emp(/ 0.dBs — —/ (Us)2ds>.
0 2 Jo

Por dltimo, consideremos, para cada z € Ry w € €, la soluciéon de la ecuaciéon

t
Zi(w, x) :x+/0 es_l(Tt(w))b(s,eS(Tt(w))Zs(w,x),Ts(w))ds,

la cual tiene una tnica solucién, definida w por w, debido a la hipétesis de
esta subseccion.

Ahora estamos listos para enunciar el resultado de existencia y unicidad
de la ecuacion (26).

Teorema 4.24. Sea X = {e,Z;(A1,£(Ay)) : t € [0,1]}. Entonces el proceso
X satisface que (140X ) € Domd para toda t € [0,1], X € L2 x [0,1]) y
X es la unica solucion de (26) que cumple estas condiciones.

La demostracion de este resultado es una aplicacién del teorema clasico
de Girsanov.
Existencia y unicidad de soluciones para ecuaciones de Volterra
anticipantes

También se ha estudiado la ecuacién de Volterra en el sentido de Skorohod

t t
Xt:X0+/ F(t,s,XS)ds—i—/ G(t,s, X,)dBs, tc[0,T],  (27)
0 0
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donde F'y G son funciones medibles tales que F'(t,s,z) y G(t,s,z) son §-
medibles para s € [0,7] y = € R fijos.

Aunque la soluciéon de esta ecuacion es adaptada, los integrandos del lado
derecho de (27) no lo son, debido a la hipotesis sobre F'y G. Asi es necesario
usar una integral anticipante que permita integrar procesos no necesariamente
adaptados para analizar esta ecuacion.

La idea para demostrar la existencia de una tinica solucién de la ecuaciéon
(27) es aprovechar la hipotesis de medibilidad sobre F'y G para encontrar
estimaciones de la norma LP(£2),p > 2, de la integral estocéastico involucrada,
y en consecuencia poder aplicar el método de iteraciéon de Picard descrito en
la Seccion 3.1. Para mayor detalle ver Alos y Nualart [2|, Berger y Mizel (6],
Leén y Nualart [22, 23|, y Protter y Pardoux [28|.

5 Integral estocastica hacia adelante

Como hemos visto en la Secciéon 4, la integral de Skorohod es una extension
de la integral de Itd que permite integrar (con respecto a B) procesos no
necesariamente adaptados. Sin embargo el operador § no coincide en general
con la integral de It6 con respecto a B cuando el mb es considerado como
una G;-semimartingala (ver Seccion 3), para alguna filtracion G. En efecto, no
es dificil ver que

tALl
B, - B
W, = B; — 2L sas, telo,T),
1
0 — S

es un F; V {B1}-mb y que debido a la Proposicion 4.9, 6(Bj) es diferente
a la integral de Bj con respecto a la F; V {Bj}-semimartingala B. En la
literatura existe otro concepto de integral estocastica anticipante que es igual
a la ultima integral de It6. A saber, la llamada integral estocastica hacia
adelante (“forward integral” en inglés).

La integral hacia adelante también es una extension de la integral de 1td
y es definida como un limite en probabilidad. Por lo que no es féacil estimar
sus momentos, como sucede con las integrales de Itd6 y de Skorohod (ver
Proposiciones 3.7 y 4.12). Afortunadamente, la integral hacia adelante se
relaciona con el operador J, y en consecuencia uno puede usar las técnicas del
célculo de variaciones o calculo de Malliavin para obtenr sus propiedades.

En esta seccién estudiaremos el célculo anticipante basado en la integral
hacia adelante y sus aplicaciones a las ecuaciones diferenciales estocasticas.

5.1 Definiciéon y propiedades de la integral hacia adelante

Recuerde que B = {Bs,§s : s > 0} es un moviento browniano.
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Definicion 5.1. Sea u un proceso medible con trayectorias integrables. Deci-
mos que u € Domd~ si

T
51/ us(B(sroar — Bs)ds
0
converge en probabilidad cuando € | 0. Este limite es denotado por fOT usdB;
y es llamado la integral hacia adelante de u con respecto a B.

Observacion 5.2. Esta definicion de integral estocdstica fue dada por Russo
y Vallois [32], y ha sido estudiada por Asch y Potthoff [4], Berger y Mizel [6],
Kuo y Russek [19], y Russo y Vallois [32, 33].

La siguiente propiedad de la integral hacia adelante es una consecuencia
de su definicién.

Proposiciéon 5.3. Sean v € Domé~ y F' una variable aleatoria. Entonces

(Fu) € Domd~ y
T T
/ (Fus)dB; :F/ usdB; .
0 0

Observacion 5.4. Compare este resultado con la Observacion iv) de la De-
finicion 8.11 y con la Proposicion 4.9.

Demostracion. El resultado es una consecuencia del hecho de que si {F, :
n>1} y {G, : n > 1} son dos sucesiones que convergen en probabilidad a F
y G, respectivamente, entonces {F,,G,, : n > 1} converge en probabilidad a
FG, cuando n — oo. O

La integral hacia adelante también tiene la propiedad local.

Proposicion 5.5. Sean u,v € Domdé~ y A € § tales que u = v sobre A X

[0,T] c.s. Entonces
T T
/ usdBS_:/ vsdBy
0 0

sobre A con probabilidad 1.

Demostracion. La demostracion se sigue del teorema de Fubini. En efecto,
tenemos

T
1A/0 (us — vs)(B(syenr — Bs)ds

T
< [ talue = o] [Bsonr - Bolds =0
0

con probabilidad 1 O
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Ahora tratamos de extender el conjunto Dom §~.

Definicién 5.6. Denotemos por (Dom 0™ ). al conjunto de todos los procesos
medibles u para los cuales existe una sucesion {(Qn,u™) :n > 1} C §F x
(Domé7) tal que

i) Q, " Q cs.
i) u=u™ sobre Q, x [0,T] c.s.

La sucesion {(Qn,u™) : n > 1} es llamada una sucesion localizante de u en
Dom ™. En este caso definimos a la integral hacia adelante fOT usdB; como
la variable aleatoria dada por

T T
/ usst_:/ udBT  sobre Q,, n>1.
0 0
Observacion 5.7. Note que la Proposicion 5.5 implica que esta definicion

de integral estocdstica es independiente de la sucesion localizante de w.

El siguiente resultado muestra que el conjunto Dom d~ es estable bajo
localizacion.

Proposicion 5.8. Los conjuntos Dom ¢~ y (Dom ™ ) coinciden.

Demostracion. Es claro que solo tenemos que ver que (Dom ¢~ )joc € Dom§™.
Sea u € (Dom 6~ )jee con sucesion localizante {(Q,,u(™) :n > 1}.
Primero veamos que w tiene trayectorias integrables. El teorema de Fubini

implica que
T T T
/ lus|ds < / u™|ds +/ [u™) — u,|ds
0 0 0

T
:/ ]u(”)\ds < oo sobre Q, c.s.
0

Asi u tiene trayectorias integrables.
Ahora para terminar la demostracion, fijemos 1 > 0. Entonces existe
m € R tal que P(2\ Q) < n. En consecuencia tenemos, con Qo =0 y 77 > 0,

1 T o0 T " B ~
P(‘ E /O US(B(S-‘re)/\T - Bs)ds - Z 1Qn\Qn—1 /0 Ug )st ‘ > n)
n=1

1T T
< P<y— /0 u™(B(gyon — Bs)ds — /0 uW™dB;| > ﬁ,Qm>
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lo que implica
_ 1 T
limP| |- B — By)d
611%1 <‘6/0 uS( (s+e)AT s) S
0 T
-3 toons [ B >a) <n
n=1 0

Finalmente, como 7 es arbitrario, tenemos que v € Dom ¢~ . O

Una consecuencia inmediata de la demostracién anterior es el siguiente.

Corolario 5.9. Sea u € (Dom &™), con sucesion localizante {(Q,,u(™) :
n > 1}. Entonces v € Dom §~ y

T T
/ usdB; = / ulMdB;  sobre Q, c.s., para cada n > 1.
0 0

El siguiente resultado de Russo y Vallois [32] muestra la relacion que
hay entre las integrales de It6 y hacia adelante. Para enunciar este resultado
recordemos (ver Stein [36]) que dada una funcion f localmente integrable (con
respecto a la medida de Lebesgue), tenemos que para casi toda ¢ € [0, 7],

t

% f(r)dr — f(t) cuando €] 0. (28)
t—e

Denotemos por £(f) al conjunto de los puntos ¢t € [0,7] tales que (28) se

cumple. También tenemos (ver [29]) que si B es una §;—semimartingala (para

alguna filtracion {G; : t € [0,7]}), entonces B = W + A, donde W es un

G¢—movimiento browniano y A es un proceso con trayectorias de variacion

acotada. Esta descomposiciéon de B es usada en el siguiente resultado.

Proposicion 5.10. Suponemos que B = W + A es una Gi—semimartingala.
Sea u un proceso medible, acotado y adaptado a {G; : t € [0,T)} tal que

T
/ Lequye(s)d|Als =0 con probabilidad 1.
0

Entonces u € Domd~ y

T T
/ usdB; = / usdBsg, (29)
0 0

donde la integral de la derecha es la integral de Ité6 de w con respecto a la
G¢-semimartingala B.
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Observacion 5.11. La integral estocdstica en el segundo miembro de la igual-
dad (29) es igual a fOT usdWy + fOT usdAg, donde fOT usdWy es la integral de
It6 de u con respecto al Gi-movimiento browniano W, y fOT usdAs es definida
trayectoria por trayectoria.

Demostracion. Observe que cambiando u por uljg 7] podemos suponer que u
esta definido en R, con probabilidad 1. Entonces el teorema de Fubini para
la integral de Ito, la Observacion iv) de la Definicion 3.11 y el teorema de
Fubini usual implican

1 T
_/0 US(B(s+e)/\T — B;)ds

€
1 (T (s+eAT 1 (T [(s+eAT
= —/ / uderds—{——/ / usdA,ds
€Jo s €Jo s
T 1 T T 1 r
—/ (—/ usds>dWr+/ <—/ usds>dAr.
0 € Jr—e 0 € Jr—e

Por lo tanto la relacion de isometria (7), junto con (28), implica el resultado.
O

Ahora damos el reciproco de la Proposicion 5.10. Este también fue esta-
blecido por Russo y Vallois [32]. Aqui hay que observar que la filtracion en
cuestion {G; : t € [0,T]} satisface las condiciones usuales. Esto es

i) Go contien a los conjuntos de P-medida cero.

ii) Para toda t € [0,7], 9+ = [ Ss.
t<s
Proposicion 5.12. Sea {G; : t € [0, T} una filtracion que satisface las condi-
ciones usuales tal que Fy C G, t € [0,T]. Suponga que fOT usdB; existe para
cada proceso u acotado con trayectorias continuas a la izquierda con limites
a la derecha (caglad) y Gi-adaptado. Entonces B es una G-semimartingala.

Observacion 5.13. Russo y Vallois [32] han demostrado que el iltimo resul-
tado se cumple si sustituimos a B por un proceso continuo a la derecha con
limites a la izquierda (cadlag).

Demostracion. Para demostrar este resultado usaremos la nociéon de “buen
integrador” explicada en la Secciéon 3.
Consideremos los F-espacios:

i) X1 es el conjunto de todos los procesos acotados con trayectorias
caglad y que son Gi-adaptados dotado con la meétrica di(X,Y) =
supy, | Xi(w) — Yi(w)|.
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i1) X es el conjunto de los procesos Gr-medibles provisto de la convergencia
en probabilidad. Esto es do(X,Y) = E(|X — Y| A 1).

Ahora defina los operadores lineales T, : X1 — Xs, € > 0, dado por

1 T
T.(7) =L /0 Zu(Bissonr — B)ds.

€

Entonces la desigualdad

1 T
[Te(Z)] < (sup IZsl)—/ |B(s+eynr — Bslds
S,w € Jo

implica que T, es continuuo para toda € > 0. También tenemos, por hipotesis,
que T(Z) — fOT ZsdB; en probabilidad. Por lo tanto, Rudin [31] (Teorema

2.7) implica que la integral hacia adelante fOT -dBs es un operador lineal y
continuo de X1 a Xo. Esto es, B es un “buen integrador”. O

El siguiente es la formula de sustitucion para §~ (para detalles consultar
[32]). Aqui denotaremos por R a los procesos o = {oy(z) : t € [0,T],z € R}
parametrizados por z € R, los cuales son P ® B(R)-medibles, donde P es la
o-algebra predecible generada por todos los procesos continuos a la izquierda
y adaptados.

Teorema 5.14. Sean o € R,q > 2 y a > 1 tales que
fo los(0)]9ds) < 0.

ii) Para cada N >0 y |z|,|y| < N, tenemos
T
E([ l0.(+) = ,(9)[1ds) < Cxlo — yI°
0

Entonces la integral de Ito fOT os(x)dBs tiene una version continua en x.
Ademds, para toda v.a. L,o(L) € Domd~ con

/OT ou(L)dB; = ( /0 ! u(@)dBy)os,

En [20] se ha demostrada que el teorema de sustitucion es valido si o
pertenece a la famila

Ry = {o€eR:0(0)€ L2( [0,T]), oi(z) es diferenciable

T
enx y / )2dtdr < 0o, paratoda n € N}.
nJ0
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Teorema 5.15. Sean 0 € Ry y L una v.a. arbitraria. Entonces o(L) €
Domdé™ y

/OT os(L)dB; = ( /0 ' o()dBa)r

La demostracion de este resultado usa que

T t T T
/ os(z)dBs :/ 05(0)dBs —i—/ / ol (y)dBsdy.
0 0 0 0

Para terminar este apartado, ahora comentamos sobre la féormula de Itd
para la integral hacia adelante.
Dada una funcion f con limites a la derecha, convenimos

f(0+), =<0,
fH@) =< flx), xe(0,t],
ft+) x>t

Definiciéon 5.16. Sean X,Y dos procesos con trayectorias continuas a la
derecha con limites a la i1zquierda tales que la integral

1

D[ - X - v s

converge uniformemente en probabilidad cuando € | 0. En este caso, el limite
es denotado por [X,Y] ={[X,Y];:t > 0} y se le llama la variaciion cuadrd-

tica conjunta de X yY. Ademds diremos que X tiene variaciones cuadrdtica
finita si [X, X] estd bien definido.

Observaciones 5.17.

i) Recuerde que una sucesion {X™ : n € N} de procesos estocdsticos
converge uniformemente en probabilidad a X si para cadan >0 yT > 0,

se tiene
lim P([ sup |Xt(n) - X¢| >n])=0.
it) [-,-] es un operador bilineal

i11) No siempre existe el proceso [X,Y].

iv) Russo y Vallois [33] (Proposition 1.1), junto con Bojdecki [7] o Protter
[29], implican que si X yY son dos semimartingalas o “buenos integra-

dores” (con respecto a la misma filtracion), entonces [X,Y]| estd bien
definido.

v) Si X tiene variacion cuadrdtica finita, entonces [ X, X] es un proceso
con trayectorias no decrecientes.



104 J. Leon

Ahora estamos listos para enunciar la férmula de Ito.

Teorema 5.18. Sean f € C*(R) y X un proceso con trayectorias continuas
y con variacion cuadrdtica finita. Entonces para t € [0,T],

O = FX0) + [ pOaxs g [ X)X X, (30)
10,¢] 10,¢]

donde [ f'(X5)dX; es el limite uniforme en probabilidad de la integral
}07']

[
D [ e - Xtas (31)

Observaciones 5.19.

i) En [33] se demuestra que la integral dada en (31) converge uniforme-
mente en probabilidad cuando € | 0.

it) Suponga que X; = Xo + f(f hsds + fggsst, t € [0,T], donde h,g
son dos procesos adaptados a la filtracion con respecto a la cual B es
una semimartingala tales que h tiene trayectorias integrables y g tiene
trayectorias cuadrado integrables. En este caso (ver [7] o [29]) X tiene
variacion cuadrdtica finita y

t
X, X, = s)2ds, 7.
XX = [(ords, te.)
En consecuencia (30) tiene la forma
¢
FO) = F0) + [ PO s+ g.B.)
t
w3 | 1 X)) e .1

Compare con (11).

ii) Sean f,g € CHR), X. = 6(Qp U) y Y. = 6(1ppV) con U,V €
L2([0,T],DY2). Entonces (ver [33]),

F(X),g(V)). = /0 (X)) (Yo)UsVads.

En la demostracion de (30) se usa la formula de Taylor, al igual que en la
de (11).
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5.2 Relacién entre las integrales de Skorohod y hacia adelante

Aqui suponemos que §; = StB. Esto es, la filtraciéon es generada por el movi-
miento browniano B.

En lo que sigue, L%E es la familia de procesos u € L%([0, T]; D'2) para los
cuales existe una versién de Du tal que:

i) s+ Dyug es continua de [0,t] en L%(9), uniformemente con respecto a
t;

ZZ) SupOSSStST E’Dtus|2 < Q.
Note que si u € L%E, entonces el limite

Dt_ut = lim Dtut_a
el0

existe en L2(£)), uniformemente en t.

Proposicion 5.20. Sea u € (L}f)loc. Entonces v € (Domd ™) N (Dom d);oc,
Yy en este caso

T T T
/ usdBy :/ uSst-i-/ (D3 us)ds. (32)
0 0 0

Observacion 5.21. La Proposicion 4.7 implica que si u es un proceso adap-
tado (a la filtracion que genera B), entonces D™ u = 0. Compare con Propo-
siciom 5.10.

Demostracion. Por la Proposicion 5.8, podemos suponer sin perdida de ge-
neralidad que u € LB
La Proposicién 4.9 y el teorema de Fubini para el operador ¢ implican

1 T
_A US(B(S+6)/\T - BS)dS

€
1 (T (s+e)AT T  r(s+e)AT
— _/ (/ uSdB,,)ds—F/ / (Dyus)drds
€Jo s 0 s
T 1 r T 1 r
:/ (—/ usds)dBT+/ (—/ (DTus)ds)dr, (33)
0 € J(r—e)vo 0 € Jr—e

donde usamos la convencion D,us = 0 para s ¢ [0, T]. Consecuentemente, solo
necesitamos ver que el segundo sumando de (33) converge en probabilidad a
fOT(D;uS)ds, lo cual no es dificil de hacer. O

Una consecuencia inmediata de esta demostracion es el siguiente.
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Corolario 5.22. Sea u € IL&_2 Entonces el proceso u pertenece al conjunto
Domd NDomd~ y ([ usdBy) € L*(Q), con

E(/OT wsdBo) = E/OT(Dsus)ds.

Ejemplo 5.23. Sean L € D12, f € CL(R") y 0 < a < b < T. Considere el
proceso u = {1y(8)f(Byy,..., B,_,, L) : s €[0,T]}, dondety, ..., tn1 < a.
Entonces u € LLQ

5.3 Ecuaciones diferenciales estocasticas hacia adelante

La propiedad de sustitucién para la integral hacia adelante, enunciada en los
Teoremas 5.14 y 5.15, es una herramienta adecuada para el estudio de las
ecuaciones diferenciales estocasticas cuando la integral estocastica es el ope-
rador §~. A saber, considere la ecuacion diferential estocastica en el sentido
de Ito

Xy (z) :§+/0 bs(x)XS(x)ds—i—/o os(x)Xs(x)dBs, te€[0,T],

donde b,0 € R satisfacen condiciones convenientes. Entonces para una
v.a. L, podemos usar el Teorema 5.14 (o Teorema 5.15) para ver que el
proceso{ Xy (L) : t € [0,T]} es la tnica solucion de la ecuacion diferencial
estocéstica

t t
Y, :§+/ bS(L)YSds+/ oo(L)Y,dBy, t€[0,T).
0 0
Para un exposicion detallada de este hecho se pueden consultar [20] y [32].
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