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Resumen

El trabajo es una reconstruccién de un resultado que dice que todo funtor polinomial Kripke tiene
asociada una codalgebra final, este resultado fue probado por primera vez en 1989 por P. Aczel y
N. Mendler en la revista Category Theory and Computer Science nimero 389 en las paginas 357-
365. La reconstruccion se basé en varios textos pero principalmente en el trabajo de Bart Jacobs del
libro Introduction to Coalgebra. Towards Mathematics of States and Observations. Se usa éste por su
facilidad de asociar los diferentes resultados a ejemplos basicos de las ciencias de la computacién. En el
desarrollo del trabajo se usa lenguaje de categorias, se hace una introduccién sencilla a los conceptos
propios de las coalgebras como Bisimulacién, Invariantes, funtor adjunto y un poco de logica temporal
junto con algunos ejemplos en ciencias de la computacién para visualizar mejor los conceptos, esto
prepara el terreno para la prueba del resultado de existencia de coalgebra final. Luego se prueban
resultados importantes que son consecuencia de la existencia de una coélgebra final. Estos resultados
incluyen: la construccién de coalgebras colibres, la completez de la categoria de las codlgebras que para
estos funtores es bicompleta y por ultimo se demuestra el Principio de Prueba Coinductiva.



Introduccion

El objetivo general de este documento es presentar una introducciéon a la teoria de coalgebras, inclu-
yendo algunos ejemplos en ciencias de computacién que permitan apreciar una aplicaciéon inmediata
del algebra en el ambito de la ingenieria. La teoria de coalgebras se adapta muy bien capturando de
manera abstracta el concepto de maquina, como ejemplo genérico de maquina se verén los Autématas
de los cuales existen casos especificos como las Maquina de Mealy, Maquina de Turing, entre otros.

La formulacion y la presentacion del tema se hard en el contexto de la teoria de categorias, intentando
mantener la generalidad que este enfoque nos permite, ademas, introduciendo las coédlgebras de esta
manera podemos tener una gran conexién con las dlgebras, que también es una herramienta usada
en ciencias de computaciéon. Las coalgebras nos permiten un acercamiento desde un punto de vista
de comportamiento y observaciones, enfoque que se aprecia por ejemplo en Programacién Orientada
a Objetos, donde no hay una diferencia entre datos y métodos, en cambio se hace un enfoque en los
objetos y que estos tengan su método asociado. De manera dual, desde el punto de vista algebraico se
captura el concepto de constructor, es decir, en las dlgebras se pueden construir nuevos objetos, en las
coélgebras se ven comportamientos y se pueden modificar, pero no crear nuevos estados.

Siguiendo en la linea de los conceptos duales se tiene que las bisimulaciones son a las codlgebras como
las congruencias son a las algebras. Una bisimulacion es una relacién que se adapta al dinamismo que
proporcionan las codlgebras, capturando los estados que en sucesivas interacciones tienen el mismo
comportamiento, por lo tanto dos méaquinas son observacionalmente iguales si sus estados estén rela-
cionados por medio de una bisimulacién. Este concepto ha tenido un uso extensivo en varias areas de
la computaciéon como lo son Lenguajes Funcionales, Lenguajes Orientados a Objetos, Tipos de Datos,
Dominios, Bases de Datos, Optimizacion de Compiladores, Analisis de Programas y Herramientas de
Verificacion.

La teoria de coalgebras como la conocemos hoy se formo con aportes de varias areas del conocimiento,
entre ellas se encuentran: conjuntos no bien fundados, teoria de sistemas y 16gica modal. El lenguaje con
el que se estudian las coédlgebras es la teoria de categorias, este fue desarrollado por Samuel Eilenberg y
Saunders Mac Lane entre 1942-1945 como parte de su trabajo en topologia, especialmente en topologia
algebraica.

En 1969 Kalman publica un articulo sobre sistemas dindmicos relacionados con teoria de autématas.
Durante los 70’s Arbib, Manes y Goguen analizaron el trabajo de Kalman y se dieron cuenta que
podian reformular y probar los resultados de manera mas general usando construcciones categoéricas.
Y asi lo hicieron en "Machines in a category" en 1980.

Por otro lado, Reichel en 1981 en "Behavioral equivalence" fue el primero en usar una divisién de tipos
de datos entre visibles y ocultos. Los ultimos capturaban estados que no son accesibles directamente.
La igualdad fue usada solo para elementos visibles. Para los elementos ocultos se uso igualdad de
comportamiento. Esto significa que eran iguales mientras pudieran ser observados.

Otro aporte lo hace Aczel en 1988 en su publicacién "Non-well-founded sets". Debido al uso de la ter-
minologia algebraica desde el principio, su teorfa de conjuntos permitia infinitas cadenas descendentes.
El desarrollo de su teoria fue motivada por el deseo de dar sentido a la teoria de Milner de proce-
sos concurrentes con comportamiento potencialmente infinito. Otra contribucién importante de Aczel



fue mostrar como tratar la bisimulacién en un contexto coalgebraico, especialmente por establecer el
primer vinculo entre pruebas por bisimulaciéon y la finalidad de coalgebras en su publicacién "A final
coalgebra theorem" de 1989.

Un desarrollo més reciente es la conexién entre codlgebras y logica modal. En general tales logicas
intentan dar condiciones de verdad de las proposiciones sobre los conocimientos, creencias y tiempo.
En ciencias de la computacién tales logicas son usadas para razonar acerca de cémo los programas
se comportan, y expresar propiedades dindmicas de transiciones entre los estados. La logica temporal
es una parte de logica modal la cual esta especialmente adecuada para razonar acerca de sistemas
de estados, a través de sus operadores nexttime y lasttime. Como las codlgebras dan formalizaciones
abstractas de tales sistemas de estados se espera una conexion. Fue Moss en 1999 en "Coalgebraic
logic" quién primero asoci6é una logica modal para coalgebras.

La parte I del documento se desarrollara haciendo hincapié en los conceptos béasicos por medio de
ejemplos que permitan tener cierta familiaridad con el comportamiento y las codlgebras finales, temas
que se volveran méas profundos a medida que se avance.

En la parte IT se introducira el concepto de bisimulacién que como ya se dijo es fundamental para
capturar la equivalencia de dos coédlgebras. Se mostrara dos definiciones de bisimulacién y se probara
que son equivalentes cuando se habla especificamente de funtores polinomiales, también se haran
acercamientos a los invariantes y los operadores temporales debido a la aplicacién que tienen para la
prueba del resultado principal que se hara en la siguiente parte del documento.

En la parte III se empezara con los resultados técnicos que se pasaron por alto en las dos primeras
partes, mostrando propiedades de las bisimulaciones, el concepto de coédlgebra observable, propieda-
des estructurales de las codlgebras y por tltimo el resultado principal que trata de la existencia de
coalgebras finales, lugar donde se ven reflejados los comportamientos.

En la parte IV del documento se probaran resultados profundos acerca de la estructura de las coalgebras
que son consecuencia de la existencia de una codlgebra final, como que es una categoria bicompleta,
es decir, existen todos sus limites y colimites. Por iltimo, se incluird un resultado importante que
caracteriza el comportamiento de dos estados de una maquina, ademaés, refleja la importancia de casi
todos los conceptos utilizados, como la coélgebra final, bisimilaridad, comportamiento, entre otros.



Parte I
Introduccién a las coalgebras

En este capitulo se mostrard de manera general la relaciéon que hay entre algunos sistemas que se pueden
considerar maquinas (como Autoématas y sistemas de transiciéon) y su representacion abstracta dada
por una codlgebra. Se introducira el concepto de codlgebra final, y se presentara la clase de funtores
polinomiales, por tltimo, se probaran algunos resultados relacionados con las coalgebras finales.

1. Acercamiento a las coalgebras

Se usaré la idea intuitiva de una méaquina para notar que el lenguaje categorico resulta ser el adecuado
para la definicién de una representacion abstracta de ésta. Consideremos primero una maquina con
un conjunto de estados S, y una aplicacién que permite las transiciones entre estados llamada c.
Ahora, supongamos que luego de hacer la accién ¢, la méquina tiene todas o alguna de las siguientes
opciones: mostrar un comportamiento (que podria ser un sonido, una letra impresa, etc.) o brindar la
posibilidad de una modificacion (como el teclado de un computador). Estas posibilidades de observacion
y modificacion es lo que en computacion se conoce como entrada y salida o por sus siglas en inglés I/0.
Para admitir ese tipo de interaccion, lo adecuado seria cambiar el espacio de estados de llegada luego
de aplicar c. Este espacio con nuevas posibilidades de interaccion lo vamos a llamar F(S). Veamos esto
con un ejemplo.

1.1 Ejemplo

Supongamos que la maquina anterior tenga como espacio de estados los nimeros reales pertenecientes
al intervalo [0, 1), y se necesita que muestre su representacion decimal paso a paso, ademas de considerar
si su representacion es finita o infinita. De esta manera las posibles observaciones en cada interacciéon
pertenecen al conjunto A = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Sea r el numero real en cuestion, asi la coalgebra
actia de la siguiente manera:

c(r):{J_ sir =0

(d,10r —d) enotrocaso, donded € Aestal qued <10r < d+1

La manera como se expresa su resultado (d,rs) quiere decir que el espacio después de aplicar la
transicion es el producto cartesiano A x [0,1). Ya que claramente 107 — d es un numero que pertenece
a[0,1).

El simbolo | significa que la sucesién es finita y por lo tanto debe parar, como este resultado no
pertenece ni a A ni a [0,1) se puede organizar como un elemento independiente de los anteriores, esto
se puede hacer mediante el coproducto, finalmente el espacio de llegada es: F/([0,1)) = Ax [0,1)U{L}.

Si aplicamos el proceso a 1/4 resulta:
c(5)=(2,3)yaque2< 2 <3

si repetimos el proceso con 1/2 tenemos:
¢(3) = (5,0) yaque 5< 5 < 6

c(0) =1
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De esta manera las repetidas aplicaciones de ¢ a un determinado nimero en [0, 1) muestra su repre-
sentaciéon decimal paso a paso, en este caso muestra 2, 5 y luego detiene el computo, representando a
% = 0,25. El siguiente es un ejemplo de un namero con representacion infinita:

c(3)=(3,3) yaque3< L) <4

donde se ve claramente que el proceso nunca finaliza representando el nimero %

El ejemplo anterior (tomado de [2]) muestra la versatilidad de un cambio de espacio de estados, por
un lado se pueden hacer observaciones de lo que esté ocurriendo y por otro lado se tiene la posibilidad
de frenar el proceso si las condiciones lo requieren. También esta la opcién de representar un programa
que corra por siempre, como por ejemplo un sistema operativo. En el ejemplo 1.2 se verd claramente
c6mo organizar estos resultamos como una sucesion, ademas garantizar que la representacién sea tnica.

El lenguaje de categorias resulta ser una herramienta natural en el desarrollo de la teoria de coélgebras,
es decir, de estas aplicaciones o acciones (en el ejemplo anterior denotado por ¢) y el conjunto de estados

S.

De esta manera, si se tienen dos coélgebras; ¢: X — F(X),y d:Y — F(Y), las podemos relacionar
mediante otra aplicaciéon f : X — Y llamada morfismo, que relaciona los elementos de X y Y, y otra
F(f) que relaciona los elementos F'(X) y F(Y).

La relacién con teoria de categorias se hace evidente cuando organizamos todas estas aplicaciones en
un s6lo diagrama conmutativo:

x) 2% pyy

F(
T :
X—sY

f

Ademés nos brinda la posibilidad de realizar aproximaciones méas generales, y no restringirnos solo a la
categoria de conjuntos como en el ejemplo, el lenguaje de categorias también es ttil cuando se usan los
conceptos como transformaciones naturales y adjunciones de funtores, los cuales veran su aplicacion
un poco méas adelante.

Por el momento, formalicemos algunas de estas ideas. Asumiremos que el lector tiene alguna familia-
ridad con los conceptos bésicos de teoria de categorias (categoria, funtor, objeto final, entre otros (Ver
definiciones en [1] y [2])), por lo tanto daremos la definicién formal del concepto de codlgebras.

1.2 Definicién: (Coalgebra)
Sea C una categoria arbitraria, con un endofuntor F' : C — C.

= Una F-coélgebra o simplemente una coalgebra cuando se sobreentiende F', consiste de un objeto
X € C junto con un morfismo c¢: X — F (X).
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= Dadas dos coélgebras ¢: X - T(X)yd:Y — T(Y), un homomorfismo de coalgebras es un
morfismo f: X — Y en C que conmuta con las estructuras, como se ve en el siguiente diagrama:

x) 2L vy

7(
CT d
X —Y

f

= Las coalgebras con los homomorfismos entre ellas forman una categoria, la denotaremos como

CoAlg (F).

En terminologia computacional el morfismo ¢ hace las veces de funcién de transiciéon de un estado a
otro, y X constituye el espacio de estados.

2. Ejemplo de coalgebra final

El desarrollo principal de este documento serd sobre la existencia de objetos finales en la categoria
CoAlg(F), como ésta depende de F, también la existencia de objetos finales. De esta manera, cabe la
posibilidad que en algunas de estas categorias exista el objeto final, mientras que en otras categorias
no exista. Se probara que para una clase importante de funtores llamados polinomiales si existen las
coélgebras finales. También se mostrara que en general no tienen que existir para otro tipo de funtores.

El estudio de estos objetos finales no es un capricho o algo sin relevancia, es mas, una coélgebra final
muestra directamente como se comporta cualquier codlgebra de la misma signatura. Por definicion
existe un morfismo tnico a este objeto final, a este morfismo lo llamaremos “comportamiento”. A
continuacion exhibiremos un ejemplo de una coalgebra final donde se puede apreciar lo anterior.

2.1 Ejemplo

Primero algo de notacion, sea A* el conjunto de las sucesiones finitas de elementos de A, y AN el
conjunto de las sucesiones infinitas de elementos de A, con base en estos dos conjuntos podemos definir
el conjunto A>® = A*U AN, A este conjunto le asignaremos una estructura de transicién que llamaremos
next definida de la siguiente manera:

A> next {L} U (A x A%®)
. 1 st o es la sucesion vacia ()
o
(a,0') sio =a.0’ concabezaa € Ay colac’ € A

Por lo tanto, el estado siguiente de una sucesién es otra sucesiéon excepto que se le remueve su primer
elemento, ademéas que permite ver el objeto que se ha retirado, aplicando next varias veces podremos
observar los elementos de la sucesién. La aplicacién next de hecho es un isomorfismo, ya que next™!
envia | a la sucesiéon vacia y un par (a,7) € A X A* a la sucesion a.7. Esto no es exclusivo de esta
coalgebra, mas adelante se probara que si una codlgebra es final, necesariamente es un isomorfismo.
Ahora vamos a probar que next : A% — {L} U A x A™ es final para las algebras de su tipo, es decir,
que para cada codlgebra arbitraria ¢ : S — {1} U A x S sobre un conjunto S hay una tnica funcion
“comportamiento” beh, : S — A que es un homomorfismo de coalgebras. Esto quiere decir que para
cada z € S se cumple:

12



= si ¢(x) = L entonces next(beh.(x)) = L
» si ¢(z) = (a,2'), entonces next(beh.(x)) = (a,beh.(x'))
Simplificando estos dos puntos en un diagrama conmutativo:

{J_} U A X ‘%J_meii_} @] A X AOO

CT ’XTnezt

S A>®
beh.

Ya que estamos tratando con procesos que por lo general tienen varios pasos, convendria obtener una
version iterada de beh, y de ¢, explicitamente beh,. tiene la siguiente forma:

) siclx) =1

(a)  sic(x)=(a,2")yc(a’)

c(z 1L
behel®) = % tavaty sicla) — (aa') yola)

(a,2") y ela”) = L

para hallar una expresion para todo n € N se necesita una version iterada ¢ : S — {L}UA x S

definida de la siguiente manera:
(w) = c(x)

¢ (7) = {J_ sic*(z) =1
cly) sic™(x) = (a,y)

De esta manera se puede redefinir beh. actualizada a su version iterada.

behe () = (ag,ai,az,...) si¥n € N.c(z)# L, yci(z) = (a;, ;)
¢ {ag, ... ,am—1) sim € Nes el menor nimero con c™(z) = Lyc'(x) = (a;x;) parai < m
ahora si podemos mostrar la conmutatividad:

s Si ¢(x) = L entonces el dltimo m con ¢™(x) = L es 0, entonces beh.(x) = (), y también
next(beh.(z)) = L.

s Si¢(z) = (a,2’),entonces distinguimos dos casos:

e SiVn € N.c"(z) # L entonces Vn € N.c"(2') # L y ¢*1(z) = ¢!(2') = (a;, 7;), entonces

next(beh.(x)) = next({(a,ag,a,...))
= (a,{ag,a,...))
= (a,beh.(z"))

e Si m es el menor con ¢™(z) = L, entonces m > 0y m — 1 es el menor k con cf(x') = L.
Para i < m — 1 tenemos c¢'T!(z) = c¢'(2') = (a;, z;), asi:

next(beh.(x)) next({(a,ap,a1,...,am-2))
(a7 <CLO, ay, ... 7a7n—2>)

(a,beh.(z"))
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La unicidad de beh. se puede probar facilmente si se supone que hay otro homomorfismo que cumple
las mismas condiciones que beh,. y luego se razona por induccién para demostrar que realmente son
iguales estos dos homomorfismos.

Un caso particular de la codlgebra ¢ : S — {L} U A x S, es el Ejemplo 1.1. En este ejemplo el
homomorfismo beh. me esta diciendo qué representacion decimal tiene un namero entre [0, 1).
En este punto se evidencia claramente la importancia que un funtor tenga una coélgebra final.

Por un lado estd la ezistencia del homomorfismo beh. y me dice como puedo ver representado el
comportamiento de un estado de la maquina en un conjunto abstracto que es el conjunto més grande
que puede representar ese comportamiento, esto se llama principio de definiciéon coinductiva y
es el dual de lo que en las algebras es la definicion inductiva. Un ejemplo de esto en el campo de las
algebras lo dan los nimeros naturales que son un &lgebra inicial del funtor F(X) = 1 + X, es decir,
1+ N=N es un isomorfismo y de hecho, N es el menor conjunto que cumple la definicién inductiva
(salvo isomorfismos), esto es, que tenga un elemento inicial y los otros que pertenecen a él se obtengan
por medio de la operacién sucesién. Tanto las dlgebras iniciales como las coalgebras finales se pueden
describir de una manera canoénica: las algebras iniciales estan conformadas por los elementos que se
pueden obtener por una aplicacion iterada de las operaciones, y las codlgebras finales estan conformadas
sblo por observaciones que muestran las maquinas.

Por otro lado esta la wnicidad del homomorfismo que sirve para demostrar que dos morfismos son
iguales. Como ejemplo pensemos en la coélgebra p : A~ — {1} UA x A*® que me muestra los términos
ubicados en las posiciones pares de una sucesion y otra coalgebra i : A% — {L}UA x A% que haga lo
mismo con los términos impares. Ambas tienen una representacion en la codlgebra final de las sucesiones
presentada en el ejemplo 2.1 por medio de dos homomorfismos comportamientos par : A*° — A e
impar : A — A respectivamente. Estos homomorfismos son muy parecidos, hacen lo mismo pero
trasladados una posicion, llamemos al homomorfismo que hace la accion de trasladar tras : A — A,
De esta manera podemos notar que impar = par o tras, mostrando que tanto impar como par o tras
son ambos homomorfismos i — next, como next es final, por unicidad se tiene que impar = parotras.

3. Funtores Polinomiales

El objetivo principal es demostrar la existencia de coalgebras finales para una gama mas amplia de
funtores llamados funtores polinomiales, una idea intuitiva de éstos es que son de la forma
F(X)= A+ (B x X)®. Los ejemplos que acabamos de ver representan al funtor F(X) =1+ A x X.

3.1 Definicion: (Funtores polinomiales)

= La coleccion SPF de funtores polinomiales simples es la menor clase de funtores Sets — Sets
que satisfacen las siguientes clausulas:

1. El funtor identidad Sets — Sets estd en SPF.

2. Para cada conjunto A, el funtor constante A : Sets — Sets estd en SPF. Recodar que a
cada conjunto X le asocia el conjunto A, y a cada funcién f la identidad id 4 sobre A.

3. Si F'y G estan en SPF, entonces también su producto F' x G, definido como
X — F(X) x G(X). Sobre funciones se define como f — F(f) x G(f).
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4. Si F'y G estan en SPF, entonces también su coproducto F' + G, definido como
X — F(X)+ G(X). Sobre funciones se define como f — F(f)+ G(f).

5. Para cada conjunto A, si F es estd en SPF, entonces también su exponente constante F4
definido como X +— F(X)A. Y envia la funcién f : X — Y a la funcion F(f)4 = F(f)*
la cual envia h: A — F(X) a F(f)oh: A— F(Y).

= La clase KPF de funtores polinomiales (Kripke) es la clase de SPF definido por las clausulas
anteriores, con SPF reemplazado por KPF, mas dos reglas adicionales:

1. Si F esta en KPF, entonces también el conjunto potencia P(F'), definido como
X — P(F(X)) sobre conjuntos, y como f +— P(F(f)) sobre funciones.

2. Si F esta en KPF, entonces también F* definido como X — F(X)* de sucesiones finitas de
elementos de F(X). Sobre una funcion f se define como F(f)*.

Ocasionalmente diremos que un funtor F es un KPF finito. Esto quiere decir que el funtor potencia es
finito 'me(F).

Todas estas construcciones funtoriales se pueden consultar en [2], como ejemplo se mostrara la cons-
truccion del exponente.

Dados dos conjuntos X y Y se puede considerar el conjunto YX = {f| f esuna funcién X — Y}
este conjunto ademés viene equipado con algunas operaciones bésicas. Estd la funcién evaluacion
ev : YX x X — Y la cual envia el par (f,z) a la aplicacién de la funciéon f(z). Y para una funcion
f:ZxX — Y estéalafuncién abstraccion A(f) : Z — Y la cual envia 2 € Z ala funciéon x — f(z,z).
La esencia de esta construccion se puede sintetizar en forma de una correspondencia biyectiva, llamada
Currificacidn en referencia al 16gico Haskell Curry, y usada comtnmente en ciencias de la computacién
para definir de manera més facil algunas funciones, pero aqui se usaré para definir el funtor exponente
v luego para ver los autématas como codlgebras.

IxX Y <—Z7-5Y%X

Es simplemente una forma de evaluacién, es decir, si una funcién tiene dos variables puedo evaluar la
primera y luego la segunda.

Para dos aplicaciones k: X — U en Sets®? y h: Y — V en Sets se necesita definir una funcion
hE :YX — VU entre exponentes. El hecho que k : X — U es un morfismos en Sets°” quiere decir que
realmente es una funciéon k : U — X en Sets, de esta manera se puede definir A* sobre una funcién
f € YX como:

RE(f)=hofok

La eleccion de k : X — U en Sets®P se vuelve clara si miramos el siguiente diagrama, ya que lo que
necesitamos es una funcién en VU:
h*(f)

U——V

kT h

X——Y
f

La definicién en lenguaje categérico quedaria de la siguiente manera.



Sea C una categoria con productos x. El exponente de dos objetos X,Y € C es un nuevo objeto
Y X € C con un morfismo evaluacién tal que para cada aplicacién f : Z x X — Y en C existe un tnico
morfismo abstraccion A(f) : Z — Y en C que hace conmutar el siguiente diagrama:

YXxX& v

A(f)xide /

Z x X

Observacion:
Nos restringimos a esta clase de funtores polinomiales principalmente por las siguientes razones:

1. Son concretos y faciles de manipular
2. Las coédlgebras asociadas a estos funtores polinomiales incluyen muchos ejemplos interesantes.

3. Como se definieron por estructura, resultan muy ttiles en algunas definiciones (levantamiento de
relaciones y predicados) y en algunas pruebas.

Entre los ejemplos de codlgebras asociadas a algunos funtores polinomiales estén:
» Arboles binarios: FX)=AxXxX
» Arboles en general: F(X)=AxX*

= Arboles binarios con opcion de parar y dejar una marca de un elemento de B:
F(X)=B+AxXxX

Un ejemplo importante son los autématas que se definen como una 5-tupla (S, 4, sg, d, F') donde:

S es un conjunto de estados

A es un alfabeto

So es un estado inicial

¢ es una funciéon de transicion

F es el conjunto de estados finales

El automata se llama determinista si existe un tnico sucesor para cada estado y no-determinista
si sucede lo contrario.

La idea del automata determinista es que se escoge una letra del alfabeto y dependiendo de la letra se
dirige a un estado o a otro, por lo tanto el proceso que se esté haciendo se puede representar por la
coalgebra S x A — S, pero por medio de Currying sabemos que podemos expresar ésto como: S — S,
Ademas si queremos que se muestre un comportamiento con salidas en B lo podemos hacer como en
las sucesiones y transformar esta coalgebra en: (6,¢) : S — S4 x B, donde § es la funcién de transicién
y € es la funcion de observacion, aqui como ejemplo de autémata determinista se muestra una Maquina
de Mealy (ver Fig 1), las entradas o alfabeto son 0 6 1 (en rojo) y las salidas o estados observables son
también 0 6 1 (en azul), esta maquina en particular calcula el “0” exclusivo (también conocido como
XOR) de las ultimas dos entradas. Otros ejemplos muy conocidos son las Maquinas de Turing, y las
Méaquinas de Moore.
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0/0

oI
0N
110
Fig. 1 XOR

La coélgebra asociada al autémata no-determinista es similar, excepto que como a cada estado le puede
corresponder un subconjunto de estados de S, se usa el funtor potencia: (,¢€) : S — P(S)4 x B.

De este autémata se desprenden varios casos interesantes, entre ellos:

= Sistemas de transicion sin marcas (UTS) {A = 1, B = 1} lo que corresponde a relaciones C Sx S.
Son ttiles para chequear modelos.

= Sistemas de transicion con marcas (LTS) {B = 1} lo que corresponde a relaciones C .S x Ax S.
Se usan en teoria de procesos.

» Estructura Kripke: S — P(S) x P(AtProp) {A=1,B = P(AtProp)} donde AtProp es el con-
junto de proposiciones atémicas, este se usa en semantica de légica modal.

4. Coalgebras Finales

Las coalgebras finales gozan de algunas propiedades que no tienen las codlgebras no-finales, algunas
de ellas ya las vimos en los Ejemplos 1.1 y 2.1, pero en esta seccion seran formalizadas. Los funtores
que admiten coalgebra final son de especial interés, por ejemplo, en el caso de codlgebras basadas
en estados, las finales dan una idea intuitiva de la nocién de comportamiento. Y de hecho muchos
ejemplos interesantes de objetos matematicos bien conocidos pueden ser asociados naturalmente con
la coalgebra final de algin funtor: sucesiones, lenguajes aceptados por autématas, en légica modal
tiene aplicaciones a Marcos Generales Descriptivos (DGF) usando Funtores llamados de Vietoris, para
garantizar la existencia de la codlgebra final notan la dualidad entre Algebra Modal (MA) y DGF, y
teniendo en cuenta que MA tiene objeto inicial, DGF debe tener final un anélisis méas detallado se
puede ver en [3]

La prueba de existencia de codlgebras finales para funtores polinomiales Kripke que se hara en el
documento fue hecho por primera vez por Aczel y Mendler [4], aunque realmente se demostro algo mas
general, para los llamados w — accestbles o w — pequenos. Este serd el camino que se tomara en este
documento para probar la existencia de estas codlgebras finales, asi que en términos generales se trata
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de una reconstruccién mas detallada. Aczel y Mendler también hicieron un aporte adicional y es la
construccién de una coélgebra final para aquellas que no la tenian (es decir las que no estaban basadas
en conjuntos si no en clases) y de esta manera usando una nueva categoria SET de las clases como
objetos y funtores w — continuos como morfismos, se demostré que en esta categoria el endofuntor
SET — SET siempre tenia una codlgebra final. Como una consecuencia importante de esta idea Aczel
demostré que el funtor potencia tiene como coalgebra final (en su extension a clases) la clase de los
conjuntos no bien fundados [5]. Ahora veamos algunas propiedades basicas de las coélgebras finales.

Proposicion 4.1

Una coélgebra final ¢ : Z — F(Z), si existe, es tnica salvo isomorfismos. Ademas ella misma es un
isomorfismo ( : Z%F(Z).

Demostraciéon

Esto se puede hacer de una manera mas amplia y en general ya que se cumple para el objeto final de
cualquier categoria: si 1 y 1’ son ambos objetos finales, entonces existen tinicos morfismos f : 1 — 1’
y g: 1" — 1,y se tienen ademas dos morfismos 1 — 1, uno es la identidad id; y el otro es g o f, pero
deben ser iguales por la finalidad de 1, de la misma manera se obtiene fog = idy.. Por lo tanto 1 = 1’.
Para probar que ( : Z %F(Z ) necesitamos construir la inversa de (, para eso apliquemos nuevamente

el funtor F': C — C a la codlgebra y obtenemos el siguiente diagrama:

F(F(2) 2 F(2)

o e

F(Z)f—>Z

donde el homomorfismo f : F(Z) — Z es tnico por finalidad de {. El objetivo es mostrar que f es
el inverso de ( y para esto vamos a considerar f o ( : Z — Z y mostrar que es la identidad. Como
la identidad idz es el iinico homomorfismo ¢ — (, es suficiente con mostrar que f o { es también un
homomorfismo ¢ — ( esto sigue del siguiente diagrama:

F(z2) 9 pr2) 2% p2)

CT TF(C) ¢

ZﬁF(Z)fg)Z

El rectangulo de la derecha conmuta ya que es la definiciéon de f y el de la derecha conmuta obviamente,
por lo tanto el rectangulo exterior conmuta, de esta manera fo( = idz. (o f = idp(z) sigue del siguiente
célculo:

Cof = F(f)oF(()
= F(foq)
= Fl(idg)
La primera linea es por la finalidad de f, la segunda por ser F' un funtor, la tercera la acabamos de

probar, y la cuarta se debe otra vez por ser F' funtor.
De esta manera queda probado que ¢ es un isomorfismo.[]

Este resultado viéndolo de forma contrareciproca dice que si una coélgebra no es isomorfismo entonces
no es final, por lo tanto se deduce
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4.2 Corolario

El funtor potencia P(—) : Sets — Sets no tiene coalgebra final.

Demostracién

Por medio de la diagonal de cantor se puede llegar al conocido resultado P(N) 2 N de esta manera
usando la proposiciéon anterior el funtor potencia no tiene coélgebra final.[]

Las coalgebras finales de los autématas deterministas con funtor polinomial F(X) = X“ x B son de
la forma ({1, () : BA - (BA*)A x B, hay algunos casos interesantes para observar, por ejemplo: si
A =1 entonces A* = N que corresponde al funtor F(X) = X x B que podria ser como el Ejemplo
1.1 pero sin la opcién de parar. Su coalgebra final es el conjunto BY que corresponde a las sucesiones
infinitas de elementos de B, en particular si hacemos B = R se tiene la codlgebra final RY — RY x R.

Como ilustracién, veamos un ejemplo interesante de coalgebra final esta vez aplicado al andlisis, sera
el conjunto de las funciones analiticas visto como coélgebra final del funtor F(X) = X x R. Este
objeto final ya tenia otra representacién y eran las sucesiones, pero esto no es problema, ya que las
dos son estructuralmente isomorfas, se recuerda nuevamente que no importa mucho la apariencia de
la coalgebra final, s6lo importa la forma como operamos con ella.

Las funciones analiticas f : R — R son las que tienen derivadas de todos los érdenes y coincide con
su desarrollo en series de Taylor en la vecindad de cada punto. Sea A el conjunto de las funciones
analiticas con una estructura de codlgebra definida de la siguiente forma:

A d AxR

ety

fr=f"x£(0)
Donde f’ es la derivada de f, de esta manera el homomorfismo comportamiento behy : A — RY a cada
f analitica la envia en la sucesion (f(0), f/(0), f(0),..., £(0), .. .), es decir, su expansion en serie

de Taylor. Ademas, como los coeficientes de Taylor también determinan la funcién por medio de la
formula de Taylor, entonces behy es un isomorfismo y se puede asumir a A como codlgebra final.
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Parte 11
Bisimulaciones e Invariantes

Como ya vislumbramos en el Ejemplo 2.1 y probamos en la Proposicién 4.1, es que si una coalgebra
es final entonces es un isomorfismo, esto tiene como implicacion que en las codlgebras finales no hay
diferencia entre los estados y su comportamiento, y por eso no importa mucho saber como es la forma
de la coalgebra final, lo que més importa en la practica es el comportamiento, de esta manera se puede
hacer una equivalencia entre estados y comportamientos asociados, a esto se le llama bisimilaridad, por
lo tanto, si dos estados tienen el mismo comportamiento entonces son indistinguibles desde el punto
de vista observacional, es decir, son bisimilares.

Viéndolo desde el punto de vista computacional, una bisimulacién es una relaciéon sobre el espacio de
estados, de tal manera que se mantiene a través de las sucesivas transiciones, ademas deja iguales las
observaciones. El concepto de bisimilaridad del que hablamos en el parrafo anterior es la bisimulacién
més grande de todas, asi, si dos estados tienen el mismo comportamiento necesariamente deben estar
en la relaciéon de bisimilaridad.

El nombre bisimulacién viene de una doble simulacién; una coalgebra ¢ simula una coélgebra d, y
viceversa, pero con las relaciones R y R~!.

5. Introducciéon a la bisimulaciéon

Consideremos de nuevo la coalgebra del Ejemplo 2.1, es decir, la que muestra la “cabeza” de una
sucesion ¢ : X — 1+ (A x X), como explicamos anteriormente, lo que intuitivamente queremos de una
bisimulacién es que se cumpla lo siguiente para dos estados z,y € X:

R(z,y) = R'(c(x), c(y))

El problema se encuentra en el espacio de llegada, ya que como vemos, R C X x X, pero

R C(14+(AxX))x (14 (Ax X)), es decir se necesita redefinir la relacién R, de tal manera que R’
capture esta misma relacién pero en un espacio alterado. Esto se hara por medio del “Levantamiento
de Relacién”.

5.1 Definiciéon (Levantamiento de Relacion)

Sea F' : Sets — Sets un funtor polinomial, y sean X,Y conjuntos arbitrarios. La aplicacién Rel(F)
que envia una relacion R C X x Y a la relacion levantada Rel(F)(R) C F(X) x F(Y) es definida por
induccién sobre la estructura de F.

1. Si F es el funtor identidad, entonces Rel(F)(R) = R
2. Si F es un funtor constante Z — A, entonces Rel(F)(R) = Eq(A) = {(a,a)|a € A}

3. Si F = F} x F5, entonces
Rel(F)(R) = {((u1,uz2), (v1,v2)) | Rel(F1)(R) (u1,v1) A Rel(F2)(R) (u2,v2)}

4. Si F = F; + F», entonces
Rel(F)(R) = {(k1(u), 51(v)) | Rel(F1)(R) (u,v)} U {(k2(u), k2(v)) | Rel(F2)(R) (u,v)}
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5. Si F = G*, entonces Rel(F)(R) = {(f,9) | Va € A.Rel(G)(R) (f(a), g(a))}

6. Si F' = P(G), entonces
Rel(F)(R) = {(U,V) | Yu € U.3v € V.Rel(G)(R)(u,v) ANVv € V.3u € U.Rel(G)(R)(u, v)}

7. Si F = G*, entonces Rel(F)(R) = {({(u1, ..., un), (v1,-..,0n)) | Vi <n.Rel(G)(R)(us,v;)}

Apliquemos la definicién a algunos casos desarrollados por el autor, por ejemplo al aplicarla al funtor
F(X)= A x X (sucesiones), la relacién R se levanta a la relacion:

Rel(A x id)(R) = {((a1,2), (az,y)) | Rel(A)(R) (a1, a2) A (z,y) € R}
Rel(A x id)(R)((a1, ), (a2,y)) <= R(z,y) N a1 = a9

El resultado coincide con lo que se espera, o sea, la relacion entre z,y no cambia, pero ademas la
primera componente debe ser igual para seguir relacionados.

Si se trata del funtor de autémata determinista F'(X) = X4 x B, el célculo seria:

Rel(id" x B)(R) = {((f,u2) , (g,v2)) | Rel(id")(R) (f, g) A Rel(B)(R) (uz,v2) }
Aplicando otra vez la definicion para Rel(id*)(R) (f,g) finalmente se tiene:

Rel(id* x B)(R) ((f,u2),(g,v2)) < Va € A.R(f(a),g(a)) Aug = vy

Ahora que ya sabemos levantar relaciones, continuemos con el objetivo principal de la seccién que es
la bisimulacién.

5.2 Definicion (Bisimulacion)

Sea F : Sets — Sets un funtor polinomial, una bisimulacién para coélgebras ¢ : X — F(X) y
d:Y — F(Y) es una relacion R C X x Y tal que

(z,y) € R = (c(x),d(y)) € Rel(F)(R), para todos los z € X,y € Y

Notemos que esta definicién necesariamente no es de equivalencia, pero otra relacién de mucha impor-
tancia que introduciremos luego llamada bisimilaridad si es de equivalencia.

Retomando el ejemplo del Autémata Determinista definido por la codlgebra (5,¢) : S — S4 x B,
podemos describir como son las bisimulaciones para una relacion R C .S x S:

R(z,y) == Rel(F)(R)((6(x), €(x)), (5(y), €()))
R(z,y) = Va € AR (6(x)(a),d(y)(a)) Ae(x) = e(y)

De esta manera dos estados de un autémata pertenecen a una bisimulacién si dejan las mismas obser-
vaciones €(z) = €(y), vy si los estados correspondientes luego de aplicar una transicion siguen estando
relacionados R (6(x)(a),d(y)(a)), lo que parece muy natural de acuerdo a nuestra idea original e intui-
tiva de una bisimulacion.
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Para Autéomatas normalmente se tiene la siguiente notacion:

x&x’ para ' = §(z)(a)

x | b para b = ¢(x)
De esta manera se puede reescribir la condicién para que R sea una bisimulacion de la siguiente manera

rzax ANyay = Rz, vy
Rir.y) — | 25% N yay (@, y)
rlbANylc=b=c
Si ahora consideramos Autématas no Deterministas se puede hacer la misma deduccion anterior pero
teniendo cuidado con el funtor de la codlgebra (§,¢€) : S — P(S)? x B, una relaciéon R es bisimulacién
si:
! / / !/ /
vax' = 3y conyay AR(z',y)
R(z,y) = y%y’ = 3z’ con xgx’ AR(z',y)
rlbAylc=b=c

Esta es la definicién de bisimulacién encontrada comunmente en libros sobre autématas como en
[6] ¥ [15], Definicién 3.3. La primera linea se conoce como una simulacién, y la segunda linea es otra
simulacién pero considerando la inversa de R, la tercera linea es simplemente igualdad de observaciones.

Como ejemplo consideremos los siguientes LTS no determinista (B = 1) aparentemente distintos:

Fig 2 (LTS)

Se puede probar que R = {(po, ), (Po,42) , (p1,q1), (P2,41)} es una bisimulacion, mostrando que R es
una simulacién y luego que R~! también lo es.

Veamos algunos casos de la prueba:
Como R(po,qo) ¥ Po_a,p1 entonces debe existir un ¢ tal que R(p1,q) y q0_a,q, se puede ver en R y los
sistemas de transicién, que este g existe y es ¢ = ¢;.
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Igualmente se tiene que como R(po,qo) y Po_a,p> entonces debe existir un ¢ tal que R(p2,q) y q0_ 4,9,
se puede ver en R y los sistemas de transicién que otra vez ¢ = q;.

De esta manera se hacen cada uno de los pares y se prueba que siempre existe uno en el LTS de la
derecha que cumple lo que queremos. Esto probaria que R es una simulacién, para probar que R~!
también es simulacion se hace lo mismo pero esta vez partiendo del LTS de la derecha.

Veamos dos casos:
Como R~ Y(q1,p2) vy @1 a.q1 entonces debe existir un p tal que R=*(q1,p) y P2 4,p, se puede ver en R~!
v los sistemas de transiciéon que este p existe y es p = ps.

Tomando otro caso, R™1(q1,p2) y qlqu entonces debe existir un p tal que R™1(q2,p) y pggp, se
puede ver en R~! y los sistemas de transicién que este p existe y es p = po.

6. Bisimulaciones como lazos

En esta secciéon se dard una definicién de bisimulacién que es anterior a la que hemos presentado,
fue presentada por Aczel y Mendler [7]. Aunque hay otro acercamiento a la bisimulaciéon desde el
lenguaje de categorias en la referencia propuesta por Joyal, Nielsen y Winskel, ésta no se tratara en
este documento.

La definiciéon de bisimulaciéon que tenemos hasta ahora se basa en el levantamiento de relacion, que
depende exclusivamente que estemos hablando de funtores polinomiales, por lo tanto cabe la pregunta
si no hay una definiciéon més general de bisimulaciéon que incluya los casos cuando un funtor no es
polinomial. La respuesta es afirmativa y se conoce como la bisimulacion de Aczel-Mendler, para com-
parar ambas definiciones se hara una restriccién a Funtores Polinomiales y se mostrara un teorema que
concluye que para funtores polinomiales las dos definiciones coinciden. Antes de probar el teorema,
necesitaremos dos resultados intermedios.

Desde este momento se asume que la aplicaciéon Rel(F) : Rel — Rel es funtorial, esto se demuestra
rutinariamente, mostrando que si (f,g) : R — S es un morfismo en Rel entonces

(F'(f), F(9)) : Rel(F)(R) — Rel(F)(S). Como [, , R C Sy usando que el levantamiento de relacion
es mondtono y reserva imagenes inversas (se prueba en los puntos 4 y 5 del lema 9.1 de la parte III)
se concluye:

Rel(F)(R) C Rel(F)((f x 9)™(S)) = (F(f) x F(g)) " Rel(F)(S) es decir,
L r(p)xrg) Rel(F)(R) € Rel(F)(S), y Rel(F) : Rel — Rel es funtorial.

La bisimulacién dada por el levantamiento de relacién es muy intuitiva en el contexto de los autématas,
pero la definicién de Aczel-Mendler (ver definicién 6.3) no parece tener relacion con ella. Para hacer
esto se va a probar que las proyecciones de la relacién son homomorfismos de codlgebras, esto dejard
las dos coélgebras relacionadas con sus estados posteriores en otra relacion Rel(F)(R) que en este caso
resulta ser F'(R). Es decir, se probara que R — F(R) también es una coalgebra. Para esto se probaran
unos resultados previos que se encargaran de darle la estructura de codlgebra a la bisimulacién.
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6.1 Lema
Una bisimulacién es una Rel(F') — codlgebra.
Demostracién
Una Rel(F) — codlgebra: R — Rel(F)(R) para R C X x Y, consiste en dos aplicaciones subyacentes
c: X—=>FX)yd:Y = F(Y) con:
R—————— Rel(F)(R)

; la
_—
XxY —— F(X) x F(Y)
Donde « y ¢ son ambas inclusiones. Como ambas ¢(x) y d(y) siguen relacionadas en Rel(F)(R) quiere
decir que R es una bisimulacién, esto demuestra un si y sélo si ya que si se tiene una bisimulacion se

puede construir el diagrama que es la definiciéon de coalgebra con el funtor Rel(F') acompanada de los
funtores olvido respectivos (v y ¢).0

6.2 Lema:

Sea F' un funtor polinomial, y R C X X Y una relacién arbitraria, escrita via sus funciones explicitas
(r1,m2) : R — X xY. Larelacion levantada Rel(F)(R), considerada como un conjunto es una retraccion
de F(R): Existen funciones a : Rel(F)(R) — F(R) y B : F(R) — Rel(F)(R) con o a = idge(r)(R)-
Mas atn, hacen el siguiente diagrama conmutar:

Rl(FY ) o« S F(R)

\ /%wz»

F(X) x F(Y)

Demostraciéon
La demostracién se hace por induccién sobre la estructura de F, la demostracién no es dificil ya que
a'y [ se definen de manera natural pero si es larga porque se debe probar el resultado con todos los
casos de la definiciéon de Funtor polinomial. Se mostrara la manera de proceder en el caso F' = I} X Fs.
El resto de casos son similares.
Se asumen las funciones «; : Rel(F;)(R) — F;(R) y B; : Fi(R) — Rel(F;)(R) para i = 1,2. Las
funciones a y § son:

a ((u1,u2), (v1,v2)) = (e (u1,v1) , a2 (u2,v2))

B (wi,wz) = (11 (w1), 1 B2(w2)) , (1261 (w1), m2B2(ws2)))

donde efectivamente:
(Boa)((ur,uz), (vi,v2)) = ((mfrou (ur,v1) , T Baas (U2, v2)) , (mafron (u1,v1) , maB20ia (U2, v2)))

como por induccién se tiene que B;; = idgei(r,)(r) finalmente resulta:

(Boa)((ur,u2), (vi,v2)) = ((u1,uz2), (v1,v2))
Boa=idge(r)(R)

Si por ejemplo se trata del caso del funtor potencia F' = P(G) con funciones «; : Rel(G)(R) — G(R)
y B1: G(R) = Rel(G)(R)
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a(U, V) ={a1 (u,v) |[ue UAv eV ARel(G)(R) (u,v)}
BW) = ({mpi(w) | we W} {mpbi(w) | weW})

y se prueba de la misma manera 3 o a = idgei(r)(r)-0

Habiendo dotado a la bisimulacién de una estructura algebraica, se revelara la relaciéon con la siguiente
definicién en el Teorema 6.4. La prueba de este teorema, asi como los lemas previos son una recons-
truccion del desarrollo presentado en [2], tratando de hacer una reconstruccion de un caso no incluido
en la referencia, o un caso que requiera cierto cuidado.

6.3 Definicion: (Bisimulacion de Aczel-Mendler)
Sea (r1,72) : R — X x Y una relacion, se dice que es una bisimulacion de Aczel-Mendler si ella misma
es el conjunto subyacente de una coalgebra e : R — F(R), haciendo r; homomorfismos de coéalgebras:

F(r1) F(rs2)
- — s

F(X) F(R) F(Y)
X<——R———>Y

6.4 Teorema

Sean ¢ : X — F(X)yd:Y — F(Y) dos coalgebras de un funtor polinomial F. Una relacion
(r1,m2) : R — X X Y es una bisimulacién para ¢ y d si y sélo si R es una bisimulaciéon de Aczel-
Mendler.

Demostracién
La demostracion se hara con base en el siguiente diagrama:
B
R——o Re(F)(R) F(R)

<r17r2>l l /@(Tzﬁ

X XY —=F(X) x F(Y)

Si R es una bisimulacién entonces tiene una coélgebra Rel(F') — codlgebra por el lema 6.1, y el cuadro
de la izquierda conmuta. Las funciones «, 3 existen gracias al lema 6.2. Por lo tanto « o f es una
F — codlgebra que convierte a r; en homomorfismos de coélgebras, de esta manera R también es de
Aczel-Mendler.

Si R es de Aczel-Mendler y hay una coalgebra e : R — F(R) haciendo los r; homomorfismos, entonces
Boe: R — Rel(F)(R) mostrando de nuevo que tanto ¢ como d son cerradas, por lo tanto R es una
bisimulacién.Od

A pesar que las dos formulaciones presentadas coinciden en funtores polinomiales, es conveniente
mostrar las diferencias. La definiciéon por levantamiento de relacién describe las bisimulaciones como
relaciones con una propiedad especial, mientras que las bisimulaciones por lazos usa una estructura
sobre las relaciones. Como el levantamiento de relacion se definié por induccién en la estructura de
funtores polinomiales hace que los funtores a los que se le puede aplicar la definicién de bisimulacién
sean los que se pueden generar de esa manera, problema que no tiene la bisimulacién por lazos en la
que sélo se necesita que las proyecciones conmuten con todo el diagrama.
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7. Invariantes

Los invariantes es la versién unaria aniloga a la bisimulacién, mientras que la bisimulacién es una
relacién binaria que es cerrada. Un invariante es un predicado que es cerrado, es decir, que una vez
un invariante sucede, seguird sucediendo sin importar las operaciones que se hagan. Su importancia
radica en que expresan implicitamente propiedades seguras como “es seguro dividir por este niimero
ya que nunca va a ser cero”’, a menudo expresan que no pasaré algo indeseable.

De la misma manera que se encontraron dos formas de definir bisimulaciones, una por acercamiento
logico (levantamiento de relacién) y otra por acercamiento estructural (bisimulaciones por lazos), en
invariantes también encontramos estas dos aproximaciones, por levantamiento de predicado y por
subcoalgebras.

Otro aspecto importante de los invariantes es que se usan para definir operadores de logica temporal,
los cuales se usarén posteriormente para probar la existencia de coédlgebras finales.

Un predicado es un subconjunto del espacio de estados, por ejemplo, si se trata de ntimeros naturales
un predicado podria ser P(X) = {x | x es miltiplo de 3}. El levantamiento de predicado es a los
invariantes, asi como el levantamiento de relacion es a las bisimulaciones. De esta manera después de
aplicar una transicién a un subconjunto del espacio de estados P, nos gustaria que en el conjunto de
llegada, es decir, en [[, P C F(X) sea una buena representacion de lo que habia antes de hacer la
transicion.

7.1 Definicion (Levantamiento de Predicado)

Sea F : Sets — Sets un funtor polinomial y sea X un conjunto arbitrario. La aplicacién Pred(F') que
envia un predicado P C X a un predicado levantado Pred(F)(P) C F(X) es definido por induccién
sobre la estructura de F.

1. Si F es el funtor identidad, entonces Pred(F)(P) = P

2. Si F es un funtor constante Y —s A, entonces Pred(F)(P) = T4 = (A C A).

3. Si F = Fy x Fy, entonces Pred(F)(P) = {(u,v) | Pred(Fy)(P)(u) A Pred(Fs)(P)(v)}

4. Si F = Fy + Fy, entonces Pred(F)(P) = {r1 (u)| Pred(F;)(P)(w)} U {rs (v) | Pred(Fy)(P)(v)}
5. Si F = GA, entonces Pred(F)(P) = {f | Ya € A.Pred(G)(P)(f(a))}

6. Si F = P(G), entonces Pred(F)(P) = {U | Yu € U.Pred(G)(P)(u)}

7. Si F = G*, entonces Pred(F)(P) = {(uy,...,un) | Vi < n.Rel(G)(P)(u:)}

Desarrollando el ejemplo de los Autématas Deterministas el levantamiento de predicado seria de la
siguiente manera, considerando a F' = id* x B entonces

(f,b) € Pred(F)(P) <= VYa € A.f(a) e PA\bEB

7.2 Definicién (Invariante)
Sea F : Sets — Sets un funtor polinomial. Un invariante para una codlgebra ¢ : X — F(X) es un
predicado P C X tal que para x € X se cumple que x € P = ¢(x) € Pred(F)(P).
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Si ahora aplicamos la definicién a la codlgebra (4, €) : S — S4 x B, podemos apreciar que la definicién
corresponde a lo que intuitivamente creemos que debe ser un invariante en un autémata determinista.

P es un invariante si para z € S se tiene:
x € P = (0(z)(a),e(x)) € Pred(F)(P)

xr€P=VYaecAd(x)(a) e PNe(z) € B

Expresando esto en lenguaje computacional tendriamos que P es un invariante si
xEP/\xgx':>x/€P

ademés garantiza que si x | b ese b pertenezca al conjunto de las observaciones.

Otro aspecto que se puede observar facilmente de este ejemplo y que ademads sugiere el nombre de
invariante es que una vez un estado esta en un invariante todas sus futuras transiciones estan también
en el invariante.

Como comentamos anteriormente existe una definicién anéloga a “bisimulaciéon por lazos” (estructural)
pero en invariantes llamadas subcoédlgebras, para mostrar la equivalencia con la definiciéon anterior de
invariante se necesitan resultados preliminares. Es interesante notar las analogias entre las versiones
unaria y binaria del mismo problema, por ejemplo, el lema 7.3 es anélogo al lema 6.2, la definicion de
subcoélgebra es analoga a la bisimulacién de Aczel-Mendler, el teorema 7.5 es analogo al teorema 6.4.
El lema 7.3, el teorema 7.5 y la definicién de subcodalgebra fueron tomadas de [2]

7.3 Lema
Para un funtor polinomial F, el levantamiento de predicado Pred(F)(P) para un predicado
m : P »— X, es lo mismo que una aplicacién funtorial en:

Pred(F)(P)~_ = F(P)

Demostraciéon
Esto se demostrara mostrando por induccion sobre la estructura del funtor que para z € F(X) se
cumple:

z € Pred(F)(P) & 32 e F(P).F(m)(z') ==z

Es suficiente mostrar la manera de proceder con uno de los casos pues los otros son totalmente analogos.
Cuando F es la identidad o el funtor constante es trivial, por lo tanto se mostrara cuando F' = F x F5.
En este caso (u,v) hace las veces de z en lo que queremos demostrar por induccién, precisamente
porque se trata del funtor producto.

Sea (u,v) € F(X) entonces u € F1(X) Av € Fa(X)

(u,v) € Pred(F)(P) <= wu € Pred(Fy)(P)Av € Pred(Fz)(P)
— (T € Fi(P).Fi(m)(u') = u) A (3" € Fo(P).Fo(m)(v') = v)
— 3,0 € (Fy x F2)(P).(Fy x Fp)(m)(u',v") = (u,v)

Donde la primera linea es la definicién de levantamiento de predicado para el producto, la segunda es
el paso inductivo, y la tercera reorganizando los resultados como un funtor producto.C]
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7.4 Definicién
Sea F' un funtor polinomial. Un predicado m : P — X sobre el espacio de estados de una coalgebra
¢: X — F(X) es una subcodlgebra si existe una estructura de coalgebra P — F(P) tal que hace a
m : P — X un homomorfismo de coalgebras:

F(m)

F(P) 2" p(x)

ok

P—m>X

7.5 Teorema
Sea F' un funtor polinomial. Un predicado m : P — X sobre el espacio de estados de una coalgebra
¢: X — F(X) es un invariante si y s6lo si P — X es una subcoéalgebra.

Demostracién

El resultado es inmediato a partir de la definicién 7.4 y el Lema 7.3 que es una doble implicacion
diciendo que Pred(F)(P) es realmente una aplicacion funtorial que se puede expresar inmediatamente
en términos de F(P).O]

Como podemos notar, los conceptos de bisimulacién e invariante con sus respectivos levantamientos
contienen muchas cosas en comin, por eso no seria sorpresa que estuvieran relacionados por algin
resultado, primero relacionemos los levantamientos. Las ideas de las demostraciones se tomaron de
[2], en la referencia no se hacian todos los casos de la proposicion 7.6, asi que acé desarrollamos unos
distintos, para mostrar la manera de proceder.

7.6 Proposicion

1. El levantamiento de relacion Rel(F') y el levantamiento de predicado Pred(F') para un funtor
polinomial F': Sets — Sets estan relacionados de la siguiente manera:
Rel (F) (I, (P)) = I, (Pred (F) (P))
donde dx = (idx,idx) de esta manera [[; (P)={dx(z,z) |z € P} ={(z,z) |z € P}

2. Similarmente,
Pred(F) (I1,, (R)) =11, (Rel (F)(R)) donde [], (R) y I1,, (R) son respectivamente el domi-
nio y el codominio de R

3. Como un resultado el levantamiento de predicado se puede expresar en términos del levantamiento
de relacién:

Pred(F)(P) =1, (Rel (F) (I1; (P)))

Demostracién

Tanto el punto 1 como el punto 2 se prueban por induccién sobre la estructura de F'. Los casos del
funtor identidad y constante triviales, por ejemplo en el punto 1, si F' = id ambos lados de la igualdad
son el conjunto {(z,x) | x € P}, si es el I es el funtor constante X — A entonces ambos lados de la
igualdad son el conjunto {(a,a) | a € A}. Vamos a hacer la prueba de los puntos 1 y 2 para el funtor
exponente como ilustracion, el resto de casos son analogos.
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1. F=G4

(f,f) e H (Pred(F)(P)) <= Vae€ A.f(a) € Pred(G)(P)

dr(x)

= Vac(f(a),f@)e [] PredG)(P)

> Vae (f(a) f(a)) € Rel(G) (H(P))

dx
< (f,f) € Rel(F) (H(P))
Ox

Donde la primera linea es la definicion de H5F(x) (Pred (F') (P)) aplicada al funtor potencia, la
segunda linea se tiene igualmente por la definicion de ]| Seix (Pred (G) (P)), la tercera es el paso
inductivo, y la tltima es la definicién de Rel(F') para un producto.

2. F=GA

f e[ Rel(F)(R) 39.(f,9) € Rel(G*)(R)

dg.Va € A.(f(a),g(a)) € Rel(G)(R)
Va € A.f(a) € [[ Rel(G)(R)

Va € A.f(a) € Pred(G)(J[(R))

USY

P v 1t

1 € Pred(F)(J[(R))

T

Donde la primera linea es la definicién de estar en el dominio, la segunda es el levantamiento de
relacion, la tercera nuevamente la definicion de dominio, la cuarta la hipétesis inductiva y por
ultimo la definicion de levantamiento de predicado.

3. Si usamos los dos puntos anteriores y teniendo presente que Hm o[]s = id se tiene:

Pred(F)(P)

I I PredF)P)
T 0

= ];[ Rel (F) (]_[ (P))

dx

O

Como ya hemos visto los conceptos de bisimulacién y predicado son andlogos ademas comparten muchas
propiedades de estructura, asi que esperariamos un resultado que los relacione de alguna manera, en la
siguiente proposicién se dan dos puntos de relacién, el primero es como se puede producir un invariante
a partir de una bisimulacién, el segundo produce una bisimulacién a partir de un invariante.
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7.7 Proposicion
Considere dos coalgebras ¢ : X — F(X)y d:Y — F(Y) de un funtor polinomial F. Entonces:

1. Si R C X x Y es una bisimulacién, entonces su dominio [ (R) y su codominio [[, (R) son
invariantes.

2. Si P C X es un invariante, entonces [[; P = {(z,2) | z € P} C X x X es una bisimulacion.

Demostraciéon

1. Si R es un bisimulacién entonces:

1= = I1*#

c m T eXd

[ BelF)(R)

= Pred(F) (]_[ R)

N

Donde en la segunda linea se usa el hecho de R ser bisimulacién y en la tercera se usa la parte 2
de la proposiciéon 7.6

2. Si P C X es un invariante entonces:

[T1I7

cXe &

g
[ Pred(rF)(p)
§

N

= Rel(F)(J]P)

1

La segunda linea es por ser P invariante, y la tercera por la parte 2 de la proposicién 7.60]

Si nos preguntamos por la razén de estudiar la definicién de invarianza en este trabajo, la importancia
radica en que es crucial para mostrar existencia de codlgebras finales, en especial cuando se trata de un
funtor potencia finito, ya tenemos que dar cuenta de estados futuros asegurando que las propiedades
se conserven, esto se vera en la parte III del documento. Por ejemplo, por medio del levantamiento de
predicado se pueden definir operadores temporales, que me dicen lo que puede suceder en el futuro,
como si la proxima vez sucedera algo, si ese algo sucederd por siempre, o si sucederd alguna vez.

8. Operadores Temporales

Los operadores temporales son los operadores de la logica temporal que es una extension de la logica
donde los valores de verdad dependen del tiempo, por ejemplo el valor de verdad de una frase como
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el cielo es azul depende del tiempo, de dia es cierta pero de noche es falsa. Los operadores son de dos
clases, los conocidos operadores 16gicos (—, A, V,—) y los operadores modales que son los encargados
del tiempo, algunos de ellos son “la préxima vez”’, “de aqui en adelante” y “eventualmente” denotados
por (), [, ¢ respectivamente. Aunque estos operadores se usaran en el documento en su version unaria,
también cabe decir hay una versién binaria, por ejemplo, uno de ellos el “hasta que” es el encargado de
que algo se cumpla hasta que otra cosa pase. Una introduccién a estos operadores se puede encontrar
en la pagina de la enciclopedia de filosofia de Stanford [§].

8.1. Razonamiento hacia adelante

Los operadores temporales se aplican a predicados, por ejemplo el operador ()P significa los estados
que en la préxima interacciéon atn cumpliran con el predicado P. Algunos de los operadores temporales
se definen en términos de la coélgebra y del levantamiento de predicado (del funtor implicitamente), y
otros en términos de otros operadores.

Si se puede razonar de algunos estados presentes que en el futuro cumplen alguna propiedad, también se
puede razonar acerca de los estados presentes que en el pasado algunos estados cumplian la propiedad.
Este tipo de razonamiento hacia atras se puede hacer definiendo una adjuncién a izquierda del funtor
Pred(F)(P). Uno de estos operadores de razonamiento hacia el pasado serd un paso importante en la
demostracion de la existencia de coalgebras finales.

8.1.1 Definiciéon (“Préxima vez”)
Sea ¢ : X — F(X) una codlgebra de un funtor polinomial F. Definimos el operador “préxima vez”
O:P(X)— P(X) como:

OP = ¢ '(Pred(F)(P))
= {x € X |c(x) € Pred(F)(P)}

De esta definicion se sigue inmediatamente que P es un invariante si y solo si P C QP. Es decir, si
x € P invariante, por definiciéon cumple la propiedad para estar en ()P, la otra implicacién también
es obvia. Esta equivalencia se usa muchas veces como la definicién de invariante.

Ahora vamos a definir el operador “de aqui en adelante”, que hace lo que su nombre indica: selecciona
los estados del presente que cumplen con el predicado y ademés lo siguen cumpliendo en todos los
estados futuros.

8.1.2 Definicion (“De aqui en adelante”)
Sea ¢ : X — F(X) una codlgebra de un funtor polinomial F. Definimos el operador “De aqui en
adelante” 0 : P(X) — P(X) como:

xz € OP < 3Q C X. Q es un invariante para c A Q C P A Q(x)

Es decir, TJP es la unién de todos los invariantes que estan contenidos en P, por esto [JP a veces
se llama el invariante mds grande contenido en P (predicado). Que sea el mas grande no se discute,
pero que sea invariante no es claro, aunque esto es una propiedad de los invariantes; ser cerrados bajo
uniones arbitrarias, que sigue inmediatamente de la definicién:

P; C ¢ Y (Pred(F)(P;) C ¢ Y(Pred(F)(UP;)

31



la primera contenencia es por la definicién de invarianza, la segunda por ser la aplicacion Pred(F)
mon6tona. Como cada P; estd contenido en ¢~ 1(Pred(F)(UP;), también su unién y esto prueba que
OP es un invariante.

Nota: La prueba de la monotonia de Pred(F) se puede hacer por induccién en la estructura, incluso
se puede probar un resultado més general y es que Pred(F’) preserva intersecciones arbitrarias.
Otro operador temporal es “eventualmente” P, y significa que en algiin momento en el futuro un estado
cumpliré la condicion del predicado, la notacién de este operador es ¢ P. La definicion es mas sencilla
y se puede dar en términos de [J,

OP =-0-P

Que significa: es falso que en todos los estados futuros no se dé P, es decir, que se dard en algin
momento. Existen mas operadores hacia adelante pero estos son los que vamos a manejar en el trabajo.

8.2. Razonamiento hacia atras.

A continuacién vamos a definir los operadores que permiten razonar hacia atras, para esto necesitamos
un concepto como “reduccién de predicados” Pred(F)(P), andlogo al “levantamiento de predicados”
Pred(F)(P) pero como el nombre sugiere es una aplicacion dual. Este nuevo funtor es lo que en
teoria de categorias se conoce como una adjuncién a izquierda del funtor Pred(F)(P), concepto que
explicaremos a continuacion.

Una adjuncién consiste basicamente en un par de funtores que van en direcciones opuestas:

G

cCZ D
~

F
que satisfacen ciertas propiedades, como ejemplo empezaremos con un tipo especial de adjuncion
definida en copos (o posets en inglés) C, D, o sea, funciones monétonas f : C' — Dy g: D — C entre
ellos. Estas funciones forman una Conexién de Galois, si cumplen:

flx) <y <=z <g(y)

Otro ejemplo con respecto al trabajo y expuesto por el autor son los objetos exponenciales en una
categoria cerrada cartesiana, con la relacion Currying antes descrita.
(XxY)=»ZeX = 2Y

Como vemos tiene una forma anéloga a la conexion de Galois, con los funtores F(X) = (X xY) y
G(Z) = ZY. Este tipo de conexiones aparecen en muchas ramas de la matemética, otros ejemplos
son Construccién de Algebras Libres y Codlgebras Colibres (que veremos més adelante) con funtores
olvido, en topologia esta la Compactificacion de Stone-Cech con un funtor olvido entre Espacios de
Hausdorff compactos y Espacios Topolégicos y su funtor adjunto a izquierda que sirve para volver
compacto un conjunto que en un principio no lo era.

Viendo estos casos recurrentes se ha hecho una definicion general llamada adjuncién que resume toda
esta informacion con la generalidad de las categorias.

8.2.1 Definicién (Adjuncion)

Considere dos categorias C,D con funtores F': C - D y G : D — C entre ellas. Estos funtores forman
una adjuncién, que se denota como F' 4 G, si para todos los objetos X € Cy Y € D existe una
correspondencia biyectiva entre morfismos de C y D
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FX)-»Y <= X—>GY)

Que son naturales en X y Y . En este caso se dice que F es el adjunto a izquierda y G es el adjunto a
derecha. Si escribimos la correspondencia biyectiva como funciones: ¢ : D(F(X),Y) £ C(X,G(Y)), el
requerimiento de naturalidad quiere decir que para morfismos f: X' > X enCyg: Y ->Y en Dy
para h: F(X) — Y, se tiene:

G(g)ov(h) o f =1h(gohoF(f))

Esta condicién de naturalidad que a primera vista no parece tan natural, realmente esta diciendo que
evaluar ¢ en el homomorfismo F(X’) — Y es lo mismo que el homomorfismo X’ — G(Y”), es decir,
la biyeccién se sigue cumpliendo ain en otros elementos de C,D con morfismos f y g. Asi como lo
explica el siguiente diagrama:

X —FX)—Y —GY)

lf lF (f) TQ TG(Q)
X—>FX) L sy G(Y)
Pp(h)
En copos el requerimiento se tiene autométicamente ya que las funtores ' y G preservan el orden, asi
siz/ <zyy<y entonces F(z') < F(z) y G(y) < G(y') por preservar orden, por lo tanto si F(z) <y
entonces F(a') <y’ es decir, cumple naturalidad.

El siguiente razonamiento hecho por el autor del documento se hace para legitimar la definicién de
una adjuncién a izquierda. Para construir una adjuncién a izquierda necesitamos que en los predicados
exista un funtor que conserve la contenencia. Por ejemplo, como se dijo anteriormente (no es complicado
mostrarlo por induccion en la estructura de F'), se tiene que si P C @ entonces Pred(P) C Pred(Q).
Ademaés del resultado més general: Pred(F)(NP;) = NPred(F)(P;) y usando el teorema de la seccion
4.2 del capitulo I del libro [9] que dice que si g : A — B es una aplicacion que preserva el orden entre
copos entonces si A tiene todos sus infimos y g los preserva entonces g tiene adjunto a la izquierda,
en particular P(X) tiene todas sus intersecciones y Pred(F)(P) : P(X) — P(F(X)) las preserva
entonces tiene adjuncion a la izquierda. Esto prueba la existencia de la adjuncién que necesitamos para
el razonamiento hacia atras y le daremos la notacién sugestiva M(F)(P) Esto es graficamente:
Pred(F)(P)

P(X) ~_ P(F(X))
Pred(F)(P)

Y la correspondencia biyectiva es: Ered(F)(Q) C P <= Q C Pred(F)(P), la definicion de la reducciéon
de predicado por estructura es la siguiente:

8.2.2 Definicién (Reduccion de predicado)
Sea F': Sets — Sets un funtor polinomial y sea F'(X) un conjunto arbitrario. La aplicacion Ered(F)

que envia un predicado Q C F(X) a un predicado reducido Ered(F)(Q) C X es definido por induccion
sobre la estructura de F'.

L. Si F es el funtor identidad, entonces Pred(F)(Q) = Q

2. Si F es un funtor constante Y — A, entonces Ered(F)(Q) =1a=(0CA.
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3. Si F = F| x F,, entonces M(F)(Q) = M(Fl)(ﬂm(Q)) U M(F2)(H@ (@)
4. Si F = Fy + Fj, entonces M(F)(Q) = M(Fl)(nfl(Q)) U Pred(F2)(r; " (Q))
5. Si ' = G4, entonces Pred(F)(Q) = Pred(G a)la€ ANQ(f)})

6. Si F = P(G), entonces <]ﬂl(F)(Q) = M(G)(UQ)
7. Si F' = G*, entonces M(F = Pred(G Y{ui | Q(ur, .. un))})

La definicién se hace teniendo en cuenta que cada linea cumpla con la biyeccion.

En la subseccién anterior vimos los operadores temporales, resulta que con la definiciéon de gred(F
tenemos la contraparte de razonamiento hacia atras.

8.2.3 Definicién (Operadores hacia atras)
Para una codlgebra ¢ : X — F(X) de un funtor polinomial, y un predicado P C X, definimos nuevos
predicados llamados “altima vez”, “alguno en el pasado” y “de aqui hacia atras”, respectivamente:

OP = Pred(F)({c(x) | = € P})

QP: {z € P|VYQ invariante NP C Q = Q(x)}
EP:ﬂQﬂP

8 P también se puede ver como el menor invariante que contiene a P,y se cumple para los estados que

tienen un estado pasado para el cual se cumplia P. Estos operadores (los de atras y los de adelante)
fueron definidos a partir la adjuncion Pred(F) 4 Pred(F'), asi que no es de extrafiar que existan pares
de operadores que sean adjuntos. En los casos que hemos presentado las adjunciones son:

Q * 0O

o 40

g 19

Estas definiciones de razonamiento temporal parecen decir lo que queremos de ellas, pero para probar
que realmente es asi, vamos a aplicarla a un caso muy sencillo de objeto que captura el concepto de
hacer una transicion.

Primero algo de notacién, sea un conjunto X y x € X, usaremos la siguiente notacién:
(e=2)={yeX|y=x}={z}
(e#z)={yeX|y#z}="(e=2)

Al primero se le conoce como predicado “singleton”; y al segundo predicado “no-singleton”. Con base
en estos predicados se define la relaciéon de transicion:

8.2.4 Definiciéon (Relacion de Transicion)
Sea ¢ : X — F(X) una coalgebra de un funtor polinomial F. Sobre los estados z, 2’ € X se definira la
relacion de transicion por medio del operador (), de la siguiente manera:
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=12 = ze(-0O)(e=1")

— e Oe£7)

esto quiere decir que hay una transicion si y sélo si existe un estado sucesor de z que es igual a x’.
Cabe notar que esta relacién no es ni transitiva ni simétrica, pero esto se puede subsanar por medio
de su clausura reflexiva-transitiva, que denotaremos como x —* z’.

Ahora veamos un lema que involucra estos predicados y nos ayudara a ver en otro resultado cémo se
comportan los operadores temporales en UTS (Sistemas de transiciéon sin marcas) los puntos 1y 2 los
hizo el autor del texto:

8.2.5 Lema
1. Para un predicado P C X, se cumple P C (o # z) <= —-P(z).
2. Para una funcién f:Y — X, se cumple f~! (o # x) = Nyes-1(x) (@ # )

3. Para un funtor polinomial F' y un predicado @ C F(X), se tiene

Pred(F)(Q) <= {z € X | Q ¢ Pred(F) (s # 2)}
Demostraciéon

1. Logicamente se tiene el resultado ya quesi (y € P =y # 2) <= (y=a = y ¢ P) <= —P(x).

2.y € Nyesrimy (0 #y) = Ve fle=a)y € (o#y) = Vye fl(e=a)y #y <
y e f(e#a)

3. Usando la parte 1 y que Ered(F) 4 Pred(F):

z € Pred(F)(Q) <= Pred(F)(Q) £ (o # x)
— Q¢ Pred(F) (e #z).0

8.2.6 Proposicion
La relacion de transicion — de la definicién 8.2.4 inducida por una coalgebra X — F(X) satisface
para un predicado P C X:

1. OP={z e X |Va'x - 2 = P(2')}
2. 0P={zeX |Vda—*2 = P(2)}
3. OP={zr e X |q'.x =" 2’ A P(2')}
4. QP:{xeX\Hy.y—)x/\P(y)}

5. <QP: {re X |yy—="zAPy)}
6. AP ={re€ X |Vyy—"2= Py}
Demostraciéon

En esta prueba los puntos 2,4 y algunos detalles del punto 5 son aportes del autor
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1. Se hace usando el lema 8.2.5

x € (OP <= c¢(x)€ Pred(F)(P)
— {c(z )}CPred( )(P)
> Pred(F QP
— Vxxe{ﬂi {c(z)}) = P(2")
— V2’ {c(x) ,‘ZPT@d F) (e #2') = P(z')
> Va'.c(z) ¢ Pred(F) (e # 2') = P(a')
— Va'ax— 2 = P()

La primera linea es la definicién de (), la tercera es por la adjuncién, la quinta es por el lema
8.2.5 y la séptima definicién de z — .

2. Un predicado @ C X es un invariante si y solo si @ C (OQ trivialmente, y como OP es un
invariante, cumple OP C QOOP, se tiene: x e OP = 2’ e OP = 2" e OP = ... = z" € OP
reiterando la parte 1. Ademas como [JP C P, se concluye que ' € P,z”’ € P,...,z" € P. Es
decir, que aplicando varias veces la parte 1 se tiene C.

Para probar D notemos que {z € X |Vo'.x =* 2’ = P(2")} CO{r € X |Va'.x —»* 2/ = P(2)}
claramente, por lo tanto ese conjunto es un invariante, ademés contiene a P, entonces debe estar
contenido en el mayor invariante de todos [JP.

3. Sigue facilmente luego de aplicar la definicion:O0 P = —-[0-P y la parte 2.

4. Anélogo a 1.

OP = Pred(F)({c(x) |y € P})
mm( U {ew)})

yepP

U predr

yeP
= {x€X|3y€P.x€Q(o:y)}
= {zeX|yy—-zAPly)}

La primera linea es la definicién, la tercera es porque la adjunta a izquierda preserva uniones,
veamos que esto es cierto:

Pred(F)(UX;) CY UX; C Pred(F)(Y)

Vi.X; C Pred(F)(Y)
Vi.Pred(F)(X;) C Y
UPred(F)(X,) € Y

t 00

Esto junto con el hecho que Ugred(F)(Xi) C Ered(F) (UX;) porque preserva orden, hace que
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Ered(F) (UX;) sea la menor cota superior de Ugred(F) (X3), por tanto
UETed(F)(Xi) = Ered(F)(UXi).

5. Sea Q@ ={x € X |Jyy ="z A P(y)}, P C Q si suponemos que no se hace transicion, ademaés si
x € @ entonces existe y tal que y —* z y P(y), si ademas suponemos que x — x’ entonces por
transitividad se tiene que y —* 2’ y 2’ € Q, esto significa que Q es un invariante. Si hay otro
invariante @)’ que contiene a P, si x € Q con y —* 2y P(y), entonces y € Q' y por ser invariante
z € Q'. De esta manera se prueba que Q C Q' y @ es el menor invariante que tiene P, es decir:

QP =Q.
6. Sigue de la definicion EP = ﬁQﬁP y el punto 5.0J

Esto finalmente demuestra que los predicados hacen lo que queremos que se haga, como este ejemplo
con relaciones de transicion muestra, y es seleccionar unos estados del presente que van a tener un
comportamiento inmediatamente, en algin momento o eventualmente.

Finalmente se demostrard un resultado realizado por el autor de este documento que se usard en la
tercera parte.

8.2.7 Proposicion
Sea P un predicado sobre el espacio de estados de una coélgebra de un funtor polinomial entonces

— n 0p — n+lp _ n
<QP—U%N(()_P.Donde@P—PyE? P—QQP.

Desmostracion

xGQP Jy.y =" = A P(y)

IneN, Iy, ....y"ye Ptal que (y = y")A... Ay — x) A P(y)
IneN, Iy € Py -2 AQ" P(Y)

n €Nz e QO™ ' P(z)

ergP

neN

rriee
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Parte III
Coalgebras Finales en Funtores Polinomiales

En las dos partes anteriores del trabajo se hizo una introduccién a los conceptos y su importancia en
las coalgebras, no se intenté6 demostrar muchos resultados acerca de las propiedades de los conceptos
involucrados como bisimulacién o invariantes para no desviar mucho la atencién, en cambio se hizo
incapié en los conceptos mediante ejemplos, ademés de demostrar diferentes formulaciones para tener
un panorama un poco més amplio. Esta parte del trabajo se encargara de probar algunas proposiciones
para poder demostrar el resultado principal, que trata sobre la existencia de coalgebras finales para
Funtores Polinomiales Kripke.

9. Propiedades de Rel(F') y las bisimulaciones

El levantamiento de relacién cumple propiedades muy especiales, sélo considerando su definicién se
nota que pretende preservar muchas propiedades y comportarse estructuralmente bien, el siguiente
lema resume algunas de éstas:

9.1 Lema
Sea F : Sets — Sets un funtor polinomial y h: X — Z y m : Y — W funciones arbitrarias. Rel(F)
satisface las siguientes propiedades:

1. Preserva la relacion de igualdad: Rel(F)(Eq(X)) = Eq(F(X)).
2. Conmuta con relaciones inversas: Rel(F)(R™!) = (Rel(F)(R))™!.
3. Preserva la composicion de relaciones: Rel(F)(R o S) = Rel(F)(R) o Rel(F)(S5).
4. Es monétona: R C S = Rel(F)(R) C Rel(F)(S)
5. Conmuta con imagenes inversas: para R C Z x W:
Rel(F)((h x m)~'(R)) = (F(h) x F(m))™" Rel(F)(R)

6. Conmuta con imagenes directas: para R C X x Y,

RAF)JT(RY = I RelF)(R)

hxm F(h)x F(m)

7. Preserva relaciones kernel, para una funcion f: X — Y:
Rel(F)(Ker(f)) = Ker(F(f))
8. Preserva la relacion Graph(f) = (f x idy)~(Eq(Y)), para una funcién f: X — Y.
Rel(F)(Graph(f)) = Graph(F(f))
9. Preserva la relacion pullback Pb(f,g) = (f x g) Y (Eq(Z)) para f : X - Zyg:Y — Z.

Rel(F)(Pb(f,9)) = Pb(F(f), F(g))
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10. Preserva la relacion imagen Im((f,9)) = [1;,,(Eq(Z)) para f : Z - Xy g: Z =Y

Rel(F)(Im({f,9))) = Im((F(f), F(9)))

Demostracion:

Las pruebas se haran por induccién sobre la estructura del funtor, se hara para el caso especial del
funtor F' = G* ya que se debe tener cuidado en la parte 3 por la existencia de una funcién y por lo
tanto usar el axioma de eleccién. El resto de casos son analogos.

1. Supongamos que la propiedad se cumple para el funtor G, entonces:

feaix)

Va € A.f(a) € G(X)

Va € A.(f(a), f(a)) € Eq(G(X))

Va € A.(f(a), f(a)) € Rel(G)(Eq(X))
& (f,f) € Rel(G*(Eq(X)))

Todas las lineas son definiciones, excepto la cuarta que es el paso inductivo.

(f. f) € Eq(G*(X))

to o

2. Se razona igual:

(f,9) € Rel(GH(R7Y)) Va € A.(f(a),9(a)) € Rel(G)(R™)
Va € A.(f(a),g(a)) € Rel(G)(R)™!
Va € A.(g(a), f(a)) € Rel(G)(R)
(9, f) € Rel(G*
(f,9) € Rel(G*

)
R))™

R

(R
(
El paso inductivo es la segunda linea.

3. En esta prueba se usaré el axioma de eleccién en la cuarta linea, y el paso inductivo en la segunda:
(f.9) € Rel(G*)(R o S) Va € A.(f(a),g(a)) € Rel(G)(Ro S)
Va € A.(f(a),g(a)) € Rel( )(R) o Rel(G)(S)
Va € A.3b e G.(f(a),b) € Rel(G)(R) A (b,g(a)) € Rel(G)(S)
3h € GAVa € A.(f(a), h(a)) € Rel(G)(R) A (h(a), g(a)) € Rel(G)(S)
3h e GA.(f,h) € Rel(G*)(R) A (h, g) € Rel(G*)(S)
& (f,9) € Rel(G)(R) o Rel(GA)(S)
La busqueda de estas propiedades es muy sugestiva, y claramente se esta buscando que Rel(F)
preserve relaciones de equivalencia, esto es importante, ya que si definimos por medio de una

relacién que dos estados son equivalentes, esto nos permite asegurar que van a seguir siendo
equivalentes en las sucesivas transiciones.

LR

4. Suponiendo R C S se prueba,
(f,9) € Rel(F)(R) = Vae€ A.(f(a),g(a)) € Rel(G)(R)

9(a)
= Va € A.(f(a),g(a)) € Rel(G)(S)
= (f,9) € Rel(F)(9)

39



5. El paso inductivo esta en la segunda linea, la cuarta linea es el funtor exponente aplicado a una

10.

funcioén.

(f.9) € Rel(F)((h x m)~"(R))

(R O

En esta prueba nuevamente es necesario
en la segunda.

a)) € Rel(G)((h x m)~'(R))

(G (h) x G(m)) ™" Rel(G)(R)

o0 g)(a)) € Rel(G)(R)
°f, og) € Rel(GAxR)

€ (F(h), F(m)) ' Rel(F)(R)

&
~—
m

usar axioma de eleccién en la cuarta linea e induccion

(f,9) € RA(F)([] (R) & Vae A(f(a),g9(a)) € Rel(G)(]] (R))
hxm hxm
& VacA(f(a),g)e ][] Rel(G)(R)
G(h)xG(m)

& Va € A3Ju,v € Rel(G)(R).(f(a),g(a)) = (G(h)(u), G(m)(v)

& 3k,1€ Rel(G)(R)" Va € A.(f(a),9(a)) = (G(h)(k(a)), G(m)(I(a)))

& 3k L(f9) = (GAR)(K), GH(m) (1))

& (hoe J[ Rel(F)(R)

F(h)xF(m)

En esta prueba no hace falta hacer induccién ya que se probaron los resultados previos en los

puntos anteriores de este mismo lema. La segunda linea es por el punto 5, y la tercera linea es

por el punto 1.

Rel(F)(Ker(f))

Rel(F)((f x f)"'Eq(Y))
(F(f) x F(f)™" Rel(F)(Eq(Y))
(F(f) x F(f))" Bq(F(Y))
Ker(F(f))

Analoga al punto 7, pero se usa f X idy en lugar de f x f

Analoga al punto 7, pero se usa f x g en lugar de f x f.

En este punto se usa que Rel conmuta con las imagenes directas punto 6,

Rel(F)(Im((f.9)))

F(f)xF(g)

[T EaF2)

F(f)xF(g)

Im({F(f), F(9)))
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En la tercer linea se us6 el punto 1.[J

El levantamiento de relacion fue la base sobre la que se fundé la nocion de bisimulacion, ya que
probamos sus buenas propiedades vamos a aplicarlas a las bisimulaciones que igualmente goza de buenas
propiedades como ser cerradas para: inversién, composicién, uniones arbitrarias, imégenes inversas,
imégenes directas. En el siguiente lema se demostrara lo que se usaré posteriormente, las ideas generales
de las demostraciones se tomaron de [2].

Antes del Lema se introducird un concepto muy importante en coélgebras y es la relacion de bisimila-
ridad, la importancia radica en que es la bisimulacién més grande de todas, y ayuda para formalizar
la idea que observacionalmente dos codlgebras sean indistinguibles. Esto se hace con el principio de
prueba coinductiva que dice que dos estados tienen el mismo comportamiento si y sélo si hay una bisi-
mulacién que los contiene es decir si y solo si esos estados son bisimilares. Resultado que se demostrara
en la seccién 15.

9.2 Definicion (Bisimilaridad)
Seanc: X — F(X)yd:Y — F(Y) dos coalgebras de un funtor polinomial. La relacion de bisimila-
ridad es la unién de todas las bisimulaciones:

x <y < IR C X xY.Resunabisimulacién para cy d, y R(x,y)

Se ha dicho que la relacién de bisimilaridad es una bisimulacién, esto se puede demostrar comprobando
que la unién arbitraria de bisimulaciones es bisimulacién. Es un hecho que se probara en el siguiente
lema.

9.3 Lema

l.Seanc: X —» F(X),d : X' -5 F(X')yd:Y — F(Y) coalgebras de un funtor polinomial F.
Las bisimulaciones son cerradas bajo:

a) Inversion: si R C X X Y es una bisimulacién, entonces también lo es R1CY xX.

b) Composicion: si R C X x X' y S C X’ x Y son bisimulaciones, entonces también lo es
SoRCX xY.

¢) Uniones Arbitrarias: si R; C X X Y es una bisimulacion para cada i € I, entonces también
loes e, Ri C X XY

2. f: X — Y es un homomorfismo de codlgebras si y solo si la relaciéon
Graph(f) = (f x idy) ' (Eq(Y)) es una bisimulacion.

Si f: X — Y es un homomorfismo entonces Ker(f) es una bisimulacion de equivalencia.
Para homomorfismos f: X — Z, g : Y — Z la relacion pullback Pb(f,g) es una bisimulacion.

(crd) P Cdecy(ced)o(d < d) Ceed.

SRR AR o

La relacién de bisimilaridad ¢ <+ ¢ € X x X para una codlgebra es una bisimulacién de equiva-
lencia.

7. Para homomorfismos f : Z — X, g: Z — Y la relacion imagen I'm({f, g)) es una bisimulacion.
Demostracién

1. Sea R una bisimulacién entonces
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a) R C (cxd)"(Rel(F)(R)), por lo tanto,

R—l

N

(e x d)" (Rel(F)(R))) ™"
= (dx )" (Rel(F)(R)™)
= (dx )" (Rel(F)(R™))

La tercera linea es por la parte 2 del lema 9.1

b) Si (z,y) € (SoR) con (z,2') € Ry (¢/,y) € S, entonces como R y S son bisimulaciones
se tiene que (c¢(z),d (z')) € Rel(F)(R) y ('(2'),d(y)) € Rel(F)(S). Entonces por el punto
3 del lema 9.1 se tiene que (c(x),d(y)) € Rel(F)(S o R), lo que quiere decir que S o R es
bisimulacién.

¢) Sea R; bisimulacion, entonces

URr < Ulexd) (Rel(F)(Ry))
i€l iel
= (exd)” U Rel(F
el
C (exd) HRel(F U R))
el

La primera linea es la definicién de bisimulacién para R; la segunda es porque las imagenes
inversas preservan la unién, y la tercera es por el punto 4 del Lema 9.1, es decir, porque
Rel(F) es monodtona. Este resultado tiene como consecuencia que la relacion de bisimilaridad
es una bisimulacién.

. Graph(f) = (f x idy) 1 (Eq(Y)) es una bisimulacién si y sélo si:

Graph(f) € (¢ x d)'Graph(F(f)) <= Va,y.f(2) =y = F(f)(c(@)) = d(y)
= Ve F(f)(c(@) = d(f(@))

<= f es homomor fismo

La primer linea se tiene por el punto 8 del lema 9.1, el resto son simplemente las definiciones de
Graph y de homomorfismo

. Como el Ker(f) = Graph(f) o Graph(f)~! se tiene el resultado por el punto 2 y el punto 1b.

. Usando el punto 9 del lema 9.1 se necesita probar que Pb(f,g) C (c x d)~Y(Pb(F(f),F(g)),
es decir que f(z) = g(y) implica F(f)(c(z)) = F(g9)(d(y)) pero esto se tiene ya que f y g son
homomorfismos.

. Se tiene trivialmente porque la bisimilaridad es una bisimulacién por el punto 1c y los resultados
por los puntos la y 1b.

. La simetria y la transitividad siguen del punto 5, la propiedad reflexiva se tiene si se toma el
Ker(idx), y como vimos en el punto 3 también es bisimulacién. De esta manera se tiene la
relacion de equivalencia.
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7. Se necesita probar la inclusion Im({f,g)) C (¢ x d)"*(Im((F(f),F(g))) por punto 10 lema
9.1. Esto quiere decir que tenemos que probar que para cada z € Z hay un w € F(Z) con
c(f(z)) = F(f)(w) y d(g(z)) = F(g)(w), pero como f,g son homomorfismos se puede tomar

w=e(z) donde e : Z — F(Z).O

10. Coalgebras observables

En el ejemplo 2.1 de la parte I del documento se muestra explicitamente una coalgebra final. Como se
vio, existe una funcion que llamamos comportamiento y denotamos por beh. : X — A que asocia a
cada estado una representacién en la coalgebra final, y significa a grandes rasgos cémo se ve el estado,
es decir, su observaciéon. Una situacién muy particular sucede cuando dos estados tienen el mismo
comportamiento sélo si son iguales estos dos estados, esto matematicamente estéd expresando que su
funcién comportamiento es inyectiva y en la préactica significa que estamos viendo una representacion
de la méquina en la codlgebra final. Cuando se trata de Autématas Deterministas estos se llaman
observables si cumplen la condicién de inyectividad.

Este capitulo tratard varios resultados relacionados con la nocién de observabilidad definida en el
contexto méas general de las coalgebras.

10.1 Definicién (Observable)
Una codlgebra ¢ : X — F(X) se llama observable si su relacion de bisimilaridad ¢ < ¢ es la igualdad
sobre X.

Anteriormente se ha dicho que un autémata determinista es observable si su funciéon comportamiento
es inyectiva, esto tiene sentido s6lo si el funtor asociado F(X) = X“ x B tiene coalgebra final, como se
dijo al final de la seccion 4 la codlgebra final de este funtor existe y es de la forma B4~ — (B4")4 x B.
Para relacionar esta definicion con la presentada en 10.1, se emplea un resultado muy importante que
se probara en la IV parte del documento y dice que dos estados son bisimilares si y sélo si tienen el
mismo comportamiento. Como una coélgebra es observable si y sélo si su relacion de bisimilaridad es
la igualdad, se tiene que dos estados bisimilares son iguales, y tienen el mismo comportamiento, asi la
funcién comportamiento es inyectiva y la definicién coincide en el caso de los autématas deterministas.
La presente seccion es una adaptacion de [2] haciendo énfasis en los detalles que se necesitan para
resultados futuros.

A continuacién veremos una manera de volver una coalgebra en coalgebra observable haciendo un
cociente con su relacion de bisimilaridad, muchos detalles de la prueba fueron hechos por el autor.

10.2 Proposicion

Sea F' : Sets — Sets un funtor polinomial. Para una coalgebra ¢ : X — F(X) y una bisimulacion de
equivalencia R C X x X, el conjunto cociente X/R es subyacente de una tnica estructura de coalgebra,
¢/R : X/R — F(X/R), haciendo de la aplicacién canénica [—|g : X — X/R un homomorfismo de
coélgebras:
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) M8 p xR

T TC/R

Demostracion
La coalgebra ¢/R se define como F([—]g) o ¢ sobre los elementos de X/R, mostremos que esta bien
definida de esta manera, es decir, que (z,y) € R implica F'([—]|r)(c(z)) = F([~]r)(c(y)), para esto se
intentara mostrar que R C Ker(F([—]gr) o ¢).

R C (exe

S )
= (exeo)™t
= (cxc) 'Ker(F
— Ker(F(-lroc)

La primera linea es la definicién de bisimulacién, la segunda es por ser R una bisimulacién de equiva-
lencia, la tercera por el punto 7 del lema 9.1, y la cuarta es la misma tercera pero viendo el Kernel
desde X.[.

Ahora como sabemos que la bisimilaridad es de equivalencia (punto 6 Lema 9.3), podemos usarla para
definir una coalgebra que ademas tiene la propiedad de ser observable. La siguiente proposicion es
hecha por el autor.

10.3 Proposicion
Si F': Sets — Sets un funtor polinomial, ¢ : X — F(X) una coalgebra y <> su relacion de bisimilaridad,
entonces ¢/ +»: (X/ <) — F(X/ +) es una coélgebra observable.
Demostracion
La coalgebra existe por la proposicién 10.2 y por el punto 6 del lema 9.3 que dice que la bisimilaridad
es de equivalencia, ademas es observable porque si a,b € X/ <> entonces ellos estan relacionados si y
solo si pertenecen a la misma clase de equivalencia, pero como a, b son clases por pertenecer a X/ >
entonces deben ser iguales, esto es,

abeja=0bea=0b

Por lo tanto la codlgebra es observable.[]

Como observacion importante cabe notar que como [—] : X — X/ <> es un homomorfismo entonces
Graph(]—]) es una bisimulacién (punto 2 lema 9.3). Asi, un estado z € X es bisimilar a su clase de
equivalencia [z] € X/ «, esto significa que volver una coalgebra observable no cambia su comporta-
miento.

11. Algunos resultados sobre CoAlg(F)

En esta secciéon se daran algunas definiciones y resultados acerca de la estructura de la categoria
CoAlg(F) para funtores polinomiales definidos sobre conjuntos que seréan de utilidad luego.
Algunos fueron tomados de [10] y otros tantos como detalles fueron aportes del autor de este docu-
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mento.

11.1 Definicién (Coproducto Finito)
Sea C una categoria, se dice que tiene coproductos finitos si tiene coproducto binario y tiene elemento
inicial.

Aprovechando la definicién podemos mostrar la construcciéon de coproducto finito para la categoria
CoAlg(F) que luego nos sera de utilidad.

La categoria Sets tiene coproductos finitos, ya que su elemento inicial es el conjunto vacio ¢ porque
de él sale sélo una funcién a cada elemento (funcién vacio), ademas el coproducto binario se define por
la uni6n disjunta, es decir, si X y Y son conjuntos su coproducto esta formado por

X+Y ={(z,1)|]r € X} U{(y,2) |y € Y}, donde en vez de proyecciones como en productos tiene
coproyecciones, definidas asi: k1(z) = (z,1) y x2(y) = (v, 2).

Anélogamente se puede definir un coproducto para la categoria CoAlg(F), donde la coalgebra inicial
se puede tomar como i : ¢ — F(¢), en el siguiente diagrama el morfismo ® es tnico por definicién y
conmuta en el caso de funtores polinomiales.

F(6) =% P(x)

p——F>X
Y el coproducto binario se puede definir de la siguiente manera, sic: X - F(X)y d:Y — F(Y) son
dos codlgebras [F(k1)oc, F(kg)od]: X +Y — F(X +Y) es su coproducto, como se ve en el siguiente
diagrama.

FX) 2 x4 v my)

O O

X—X+Y=— Y

Y existe ya que el coproducto en Sets existe y lo unico que hemos hecho es levantarlo a CoAlg(F),
ademas cumple la propiedad universal; si hay otra coalgebra Z — F(Z) tal que tiene dos coproyecciones
p,prac: X = F(X)yd:Y — F(Y) respectivamente, entonces existe un unico homomorfismo de
X+Y - F(X+Y)aZ — F(Z). Todo lo que se ha hecho es heredar las propiedades de Sets.

11.2 Definicién (Coecualizador)
Sea C una categoria y dos morfismos “paralelos” f,g : X — Y, un coequalizador de f, g es un objeto
Q@ junto con un morfismo ¢ : Y — @ tal que go f = g o g. Mas atin, el par (@, q) debe ser universal
en el sentido que dado cualquier otro par (Q’,¢’) que cumple ¢’ o f = ¢’ o g existe un tnico morfismo
u: @Q — Q' tal que el siguiente diagrama conmuta:

f q

X—sY——0Q
-

RN

Ql
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Igual que en el caso de los coproductos los coecualizadores también se pueden construir en CoAlg(F),
consideremos dos homomorfismos f : (X,c¢) — (Y,d) y g : (X,¢) = (Y,d), por lo tanto debemos
encontrar una coalgebra (@, e) y un homomorfismo ¢ : (Y,d) — (Q,e) tal que go f =qgog.

Como por definicién f: X — Y y g: X — Y son funciones en Sets existe un coecualizador ¢ : Y — @
en Sets. Y teniendo en cuenta el siguiente diagrama;:

Fx) 2 povy 9L pg)
T F(g) T
c d e
XV ——0Q
g
F(q)od:Y — F(Q) coequaliza ya que
F(g)odof = F(qoF(f)oc
— F(gof)oc
= F(gog)oc
= FlgoF(g)oc
= F(godoyg

Ademas, ¢ : Y — @ es coecualizador por lo tanto hay una coédlgebra tunica e : Q — F(Q) que hace el
diagrama conmutar, de esta manera (Q,e) es una coalgebra y ¢ : (Y,d) — (@, e) un homomorfismo.
La propiedad universal se cumple sin complicaciones.

Los resultados presentados en los ultimos parrafos se pueden resumir en el siguiente Teorema.

11.3 Teorema

1. Sea F' un funtor polinomial, la categoria CoAlg(F') tiene sus coequalizadores y todos sus copro-
ductos.

2. La categoria CoAlg(F') es cocompleta.[]
Demostracion

1. Los coequalizadores y coproductos binarios ya estén, los coproductos de una familia indexada se
pueden generalizar de la misma manera ya que estos también existen en Sets.

2. Usando el teorema de existencia para colimites se tiene el resultado, la demostracién del dual de
este teorema es decir para limites se puede encontrar en [1] Pag 109.00

Otro resultado que se usaré luego, es uno que tiene que ver con una generalizacién del concepto de
sobreyectividad de una funcién llamado epimorfismo, asi que se definira y se relacionara con el concepto
de coecualizadores que se acabd de presentar.

11.4 Definicién (Epimorfismo)
Un epimorfismo es un morfismo f : X — Y tal que para todos los morfismos ¢1,¢92 : Y — Z cumple

que g1 © f = g o f implica que g1 = gs.
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Como ilustracién examinemos los epimorfismos en la categoria Sets, para ver que corresponden a las
funciones sobreyectivas.

Sif:X — Y esuna funciéon sobreyectiva y g1,¢92 : Y — Z dos funciones que cumplen gy o f = g2 o f.
Entonces para cada elemento y € Y podemos encontrar un elemento x € X tal que f(z) =y, ademés

91(y) = 91(f(x)) = g2(f(x)) = g2(y), por lo tanto g1 = go.

En el otro sentido, si f : X — Y es un epimorfismo considere el conjunto {0,1} y las siguientes
funciones g1, g2 : Y — {0, 1}, definidas asi:

a(y) = lsiye f(X)
g1(y) = 0siy¢ f(X)
902(y) = 1VyeY

Entonces g1 o f = go0 f =1 por lo tanto g1 = g2 y f(X) =Y, es decir, f es sobreyectiva.

De esta manera, como los epimorfismos f : X — Y corresponden a funciones sobreyectivas en Sets, se
tiene que Y = X/ ~, donde ~ es una relaciéon de equivalencia definida z ~ 2’ cuando f(z) = f(a),
como precisamente (x,z") € Ker(f) entonces f esta coecualizando las proyecciones del Kernel sobre
X. Sintetizando, si f es un epimorfismo es el coecualizador de su propio Kernel.

A continuacion se demostrara el resultado para la categoria CoAlg(F) el cual es un aporte del autor
del documento.

11.5 Proposicion

Si f: X — Y es un epimorfismo en una categoria CoAlg(F') para un funtor polinomial sobre los
conjuntos, entonces f es el coecualizador de su propio par kernel py,ps : Ker(f) — X.
Demostracién

La prueba es anéloga a la construccion del coecualizador en Coalg(F'), solo que el diagrama es de la
siguiente forma:

Ker(P(f) 2L p(x) —2 F(x/ ~)
iT Fip2) CT TC/N
Ker(f) s X ——— X/ ~

donde la relacién de equivalencia esta definida como se dijo en el parrafo anterior, esto se debe a que f
es un epimorfismo. Ademaés, se puede probar igual como se hizo luego de la definiciéon 11.2 que F(f)oc
también es un coecualizador de p; y po, asi como lo es f por ser el caso de la categoria Sets. Solo
faltaria probar la propiedad universal pero esta se tiene de inmediato por la proposicién 10.2 ya que
~ es de equivalencia, y define una tnica estructura de codlgebra ¢/ ~: X/ ~— F(X/ ~).00

12. Existencia de coalgebra final para KPF

El resultado que se probara en esta seccion es el principal del documento, aunque nuestro objetivo es
garantizar la existencia de codlgebras finales para funtores polinomiales Kripke finitos, el resultado es
véalido para una gama mas amplia de funtores llamados w-accesibles también llamados finitarios. Esta
version de la prueba fue reconstruida con base en [2] que a su vez se apoy6 en [11].
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La prueba es técnica, pero la idea general es primero encontrar una candidata a coalgebra final, para
esto se construird una que es observable, por medio de un cociente con la relacién de bisimilaridad. Lo
segundo es demostrar que esa coalgebra es final, es decir, que desde una arbitraria X existe un dnico
homomorfismo que llega a ella, esto se logra por medio del coproducto de subcodlgebras de X, estas
subcodlgebras se definen de manera que su conjunto subyacente sea un subconjunto de N isomorfo a
un invariante de X, en particular este invariante es contable para funtores w-accesibles, lo que facilita
la conexion con los Funtores Polinomiales Kripke (KPF).

12.1 Definicién (Funtor w-accesible)
Un funtor F': Sets — Sets es w-accesible si satisface para cada conjunto X,
F(X)= |J FWO) ={J{FU)|UCX es finito}
U€EPrin(X)

Por lo tanto nos queda mostrar que los funtores polinomiales Kripke finitos cumplen esta definicién.

12.2 Lema

Cada funtor polinomial finito I : Sets — Sets es w-accesible

Demostraciéon

Los funtores polinomiales preservan inclusiones, hecho que se demuestra facilmente por induccién. Por
ejemplo si FF=1idy U C X entonces F(U) =U C X = F(X). Si F = F; x F; es el funtor producto,
U C X y Fy, F; preservan orden entonces F(U) = Fy(U) x F»(U) C F1(X) x F»(X) = F(X). El resto
de casos se hacen de manera anéaloga.

Teniendo esto en cuenta como U C X, se tiene que F(U) C F(X) para todo U finito, por lo tanto
también | F(U) C F(X)

Para demostrar |JF(U) 2 F(X) se hace igualmente por induccién, por ejemplo cuando F = G*
Y Yo,---,yn) € F(X) = G(X)* entonces por hipodtesis inductiva hay subconjuntos finitos U; C X
con y; € G(U;), por lo tanto su unién U es un conjunto finito con y; € G(U) para cada i, entonces
(Yo, ---»Yn) € F(U) = G(U)* como se buscaba. Los otros casos se demuestran similarmente. Es
remarcable que aqui es donde se usa que el funtor potencia sea finito, por lo tanto el funtor potencia
general no es w-accesible.[]

En este momento vamos a retomar un operador temporal que se introdujo en la seccién 8.2 y es el
operador “de aqui hacia atras” 8 P, pero en el caso que P = (e = z). Este operador nos servira para

hallar una subcoalgebra tal que su conjunto es contable.

12.3 Lema

Para cada coalgebra ¢ : X — F(X) de un funtor polinomial finito, y para cada uno de sus estados
x € X, el predicado invariante de estados sucesores de z, <9(1’) ={y € X | x —=* y} es contable .
Demostracién

Primero recordemos que QP ={y € X | 3z.z =»* y A P(2)} como en este caso P = (e = x), el operador
se transforma en <Q(at:) = {y€ X |3z.z =" yAz=u} de esta manera queda con la apariencia que

necesitamos en el lema, es curioso ademéas que un operador hacia atras estd dando cuenta de estados
futuros.
Para demostrar que es contable retomemos la proposicién 8.2.7 que dice que Q(x) =U,en O" (0 =),

de esta manera s6lo tenemos que mostrar que para cada x € X el conjunto de sucesores inmediatos
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Q(x) ={y|lz—=y}= Ered(F)({c(z)}) es finito. Como F' es w-accesible por el lema 12.2, el levanta-

miento de predicado es una aplicacién funtorial por el lema 7.3, y ademas como Ered(F) - Pred(F),
se tiene,

clx) e F(X) = U FU) = U Pred(F)(U) = {c(z)} C Pred(F)(U)
U€EPsin(X) UePsin(X)

= Pred(F)({c()}) U

Para algan U finito por lo tanto Q(m) es finito y (Q(I) es contable.[]

12.4 Teorema (Existencia coalgebra final)

Cada funtor polinomial Kripke finito F': Sets — Sets tiene una coélgebra final.

Demostraciéon

Formemos la coleccién de todos los estados y F-coalgebras sobre subconjuntos de N.
W={(n,N,d: N — F(N))|ne NAN CN}

se puede definir una estructura coalgebraica asociada a W por medio de la coproyeccién
K(N,dg) : N — W donde n + (n,N,d) para cada coalgebra d : N — F(N), esta coproyeccién es un
homomorfismo, basta tomar &(n, N,d) = (F(kn,q) o d)(n), por lo tanto £ : W — F(W)

N —s
KN.d

Ahora por la proposicion 10.3 si tomamos Z = W/ < el cociente por la relacion de bisimilaridad obliga
a la coélgebra ¢ : Z — F(Z) a ser observable, es decir, que la bisimilaridad sobre Z es la igualdad.

A continuacion se probara que ( es final.

Por el lema 12.3 se tiene que <Q(:z:) es contable, por lo tanto es isomorfo a un subconjunto de N, por
medio de ¢, : inﬁ(x) Por teorema 7.5 el invariante tiene una estructura de coélgebra ¢, : <9(:17) —

F((Q(m)), por lo tanto llamaremos ¢ : N, — F(N,) a la codlgebra inducida por el isomorfismo sobre
N,.

PO <—F(Q (@) g FWNg) ——= F(W) —= F(W/ ©)
I
X o() = e W W/ &

Como ¢ depende de = € X por teorema 11.3 podemos formar su coalgebra coproducto cuyo espacio
de estados es [,y N, ademds existe para cada € X una componente de la cotupla que se puede
definir del anterior diagrama, entonces 7 : [ [,y N, — X es epimorfismo ya que x recorre todo X. De
esto tenemos el siguiente diagrama:

H(L‘EX NT = X

<

W ——




Como 7 es un epimorfismo y por la proposicién 11.5 entonces es coecualizador de su propio Kernel
Ker(m). El Kernel de un homomorfismo es una bisimulacién por el punto 3 del lema 9.3, entonces
como es bisimulacién el morfismo [, .y N, — W — Z es constante para valores (u,v) € Ker(m),
esto hace de él también un coecualizador de Ker(w). Por universalidad del coecualizador existe un
homomorfismo f: X — Z =W/ <.

Si hay dos homomorfismos f,g: X — Z, su imagen Im({f,g)) C Z x Z es una bisimulacién por lema
9.3 punto 7, y por lo tanto contenida en la relaciéon de igualdad sobre Z porque ¢ : Z — F(Z) es
observable por construccion. Asi, (f(x),g(x)) € Im({f,g)) C Eq(Z) y f(z) = g(z) para toda = € X.
Entonces f es tnicoy ¢ : Z — F(Z) es coélgebra final.(]
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Parte IV
Consecuencias del Teorema de Existencia de
Coalgebra Final.

Usando el teorema de la seccién anterior se pueden demostrar otros resultados de mucha importancia
para la estructura de la categoria CoAlg(F'). En particular, en esta parte del documento se mostrara
la importancia de la existencia de una codalgebra final para los siguientes resultados; construcciéon de
coélgebras colibres, completez de la categoria CoAlg(F) y teorema que relaciona la bisimilaridad de
estados con el comportamiento.

13. Coalgebras Colibres

Como acercamiento intuitivo a las coalgebras colibres se puede considerar su dual: las algebras libres.
Por ejemplo, un grupo G se dice que es libre si hay un subconjunto S tal que todo elemento de G
puede escribirse de forma tinica como producto finito de elementos de S y sus inversos, de esta manera
se trata del minimo conjunto tal que con las operaciones se puede formar un grupo. Asi, estamos
formando un grupo desde un conjunto de una manera canoénica. Esta construccién no esta restringida
a los grupos, podemos ampliarla a las algebras, y a partir de un conjunto construir su algebra libre
asociada por medio de un funtor Sets — Alg(F). Resulta que este funtor es el adjunto a izquierda
del funtor olvido Alg(F) — Sets, y como caracteristica los funtores adjuntos a izquierda realizan
construcciones minimas como lo vimos en el caso de la categoria de los grupos.

Estos resultados tienen su contraparte dual en las coalgebras, por lo tanto se puede construir de una
manera natural a partir de un conjunto una coalgebra por medio del adjunto a derecha del funtor
olvido CoAlg(F) — Sets, ademaés, esta construccion tiene la caracteristica de ser la maxima posible.
El siguiente resultado formaliza la anterior discusion, la idea general se tomo de [2], aunque aqui se
completan algunos detalles que hacian falta en la referencia como la preservacién de identidades y
composiciones, y también el requerimiento de naturalidad.

13.1 Teorema

Para un funtor polinomial Kripke finito F': Sets — Sets, el funtor olvido U : CoAlg(F') — Sets tiene
adjunta a derecha.

Demostracién

Dado F se considera el funtor F” : Sets — Sets dado por X — A x F(X). Por lo tanto F’ también es
polinomial Kripke finito. Entonces por el teorema 12.4 tiene coalgebra final

A ={ G A Ax F(A)

la cual se usara para definir una F' — codlgebra con la segunda componente.

G(4) = (A ¢ F(A)

Primero se mostrard que G se puede extender a un funtor de Sets — CoAlg(F), es decir, que si
f A — B es una funci6n arbitraria, entonces G(f) es un homomorfismo de codlgebras G(A) — G(B).
Se definira G sobre f por finalidad como una funcién G(f) : A — B, entonces:
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B x F(A) 42D g pB)

indF(A)T

A x F(A) ¢B

|

B

G(f)

Por lo tanto (£ o G(f) = F(G(f)) o (3", es decir, G(f) es un homomorfismo de coélgebras
G(A) — G(B) como se queria. Pero atn para ser una aplicaciéon funtorial debe preservar identidades
y composiciones.

Preserva identidades ya que

~F(G(ida)

F( f h
A A

ademas, el morfismo idg(4) también hace conmutar el diagrama porque ambas coalgebras son G(A),

entonces por finalidad se tiene que ambos morfismos deben ser iguales por lo tanto, G(ida) = idg(a)

De manera analoga se procede para mostrar que preserva composiciones. Sean f: A —- By g: B — C
dos morfismos (funciones) en Sets, entonces go f : A — C, y de acuerdo al siguiente diagrama

G(ZdA)

o x PO Y « piey

gxidp s
B x FOAPZESYY « pep)
fxidF(A)T c©
A x F(A) ¢B
&T

G(f) B G(9)
Se cumple que ¢§' o (G(g) 0 G(f)) = F(G(9)) o F(G(f)) o ¢4 = F(G(g) o G(f)) o ¢4'. Donde la tltima

igualdad se tiene porque F' es funtor. Esto nos dice que G(g) o G(f) es un homomorfismo de las
coélgebras G(A) y G(C), pero naturalmente G(go f) también lo es, entonces por finalidad de (¢, estos
dos morfismos deben ser iguales, de esta manera G(g) o G(f) = G(g o f). Hasta ahora se ha mostrado
que G es una aplicacién funtorial de Sets — CoAlg(F'), a continuacion se mostrara que efectivamente
es una adjuncién, para esto necesitamos probar la biyeccion y el requerimiento de naturalidad. Sea
¢: X — F(X) una coalgebra entonces probaremos que

U(C)LAﬁcLG(A)
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Dada una funcién ¢ : X — A, se puede definir § : X — A por finalidad de acuerdo al siguiente
diagrama

Ax F(X 3d—>AXF(g)A

F
(9,6>T T
A

X

(4)

g

se tiene que (3' og = F(g) oc, entonces g es un homomorfismo de coélgebras ¢ — G(A) como se queria.
Dado un homomorfismo de coélgebras h : ¢ — G(A), entonces la funciéon que le corresponde a los
conjuntos es la de sus conjuntos subyacentes, h =(oh: X = A.

Para probar biyectividad se mostrard que h=hy g = g.

g=(llog=mo(tog=mo(idax F(g)o(g.c)=m (9 F(Goc)=g
Por construccién h es el Gnico homomorfismo tal que (4 o h = (ida x F(h)) o (h,c), es decir,
<({‘ oh, s OE> = <({‘ oh,F(h)o c>. Pero h también cumple esta propiedad por ser homomorfis-

mo de coalgebras, entonces por unicidad 7 =h.

Para mostrar naturalidad sea f : ¢ — d un homomorfismo entre las coalgebras ¢ : X — F(X) y
d:Y — F(Y). Sea m : A — B una funcién entre conjuntos, ademés consideremos el morfismo
g :U(d) — A. La aplicacion ¢ : Sets(U(c), A) — CoAlg(F)(c, G(A)) relaciona los homomorfismos de
los conjuntos con homomorfismos en codlgebras, la forma canénica es como mostramos anteriormente.
Para que ¢ cumpla naturalidad se debe cumplir: G(m) o (g)o f = ¥ (mogoU(f)). El lado izquierdo
de la igualdad se puede representar por el siguiente diagrama

FX) F(f) FY) F(¥(9)) (AF<G<m>> FB)
T T lez let
X Y A B

f ¥(9) G(m)

donde G(m) o (g) o f : ¢ — G(B) es un homomorfismo entre las coélgebras ¢ : X — F(X)y
G(B) = ( C F(B)).
Por otro lado mo goU(f) actua de la siguiente manera:

X U(f) Yy g A m B

por lo tanto es un homomorfismo entre los conjuntos X — B. Como ¥ relaciona los homomorfismos
de Sets con los homomorfismos de CoAlg(F), entonces ¢(X — B) = (X — B) como se vio al inicio
de la pagina, de esta manera, ¢)(mogoU(f)) relaciona las coalgebras ¢ — G(B), por finalidad se tiene
entonces que G(m) o ¥(g) o f =p(mogoU(f)).1

Encontrar adjunciones como la anterior es una muy buena herramienta ya que nos permite ir de una
categoria a otra y regresar, por ejemplo, podemos hacer la composicion n : X — GU(X) y lo que
resulta es un homomorfismo entre la codlgebra X — F(X) y la codlgebra colibre X — F(X) de su
conjunto subyacente. También podemos hacer la composicion € : UG(Y) — Y y el resultado es una
funcién que transforma el conjunto subyacente de una coalgebra colibre A en su conjunto original A.
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Estas transformaciones son muy importantes, 7 se llama unidad y € se llama counidad. Estas coalgebras
colibres nos serdn de mucha utilidad a la hora de construir el producto de coalgebras, que es el tema
de la siguiente seccion.

14. La categoria CoAlg(F) es bicompleta

Como se dijo en la seccion 11, la categoria CoAlg(F’) es cocompleta, para que sea bicompleta falta
ademés que sea completa. Una categoria se llama cocompleta cuando tiene todos sus colimites y
completa cuando tiene todos sus limites. Los conceptos de limite y colimite son de un alto nivel
de abstraccién y su existencia es una categoria es un resultado muy fuerte para ser relevante. Una
caracteristica de los limites es que todos cumplen la propiedad universal, esto quiere decir que si hay
otro objeto que cumpla con lo que cumple el limite entonces debe haber un tinico morfismo que relacione
el objeto con el limite. Ejemplos de limites son: Objetos Finales, Productos, Pullback, Ecualizadores
(en particular Kernel). Entre los colimites se pueden hallar sus duales: Objetos iniciales, Coproductos,
Pushout, Coecualizadores (en particular Cokernel).

Un resultado muy importante en el tema de completez es el teorema de existencia de limites demos-
trado en [1] Pag 109, este teorema dice que si una categoria tiene ecualizadores para cada par de
morfismos y si tiene todos sus productos indexados entonces existen todos los limites. Por lo tanto lo
que necesitamos para demostrar que CoAlg(F') es completa para un funtor polinomial, es demostrar
que tiene ecualizadores para cada par de morfismos entre codlgebras y también que existe el producto
de coalgebras.

Para demostrar este resultado se va a retomar la definicién 8.1.2 que introduce el invariante mas
grande de todos contenido en un predicado P, este invariante se denotado por [JP, se define como la
unién de los invariantes contenidos en P. Antes de proceder demostraremos un lema necesario para
los resultados posteriores.

14.1 Lema
Sean ¢: X — F(X)yd:Y — F(Y) coalgebras de un funtor polinomial F' y sea P C X un predicado
arbitrario. El invariante mas grande LJP C X tiene una estructura de subcodlgebra asociada, denotada

por cp,

F(m
r@pr) 2 p(x)

0P———>X

ademas, cada homomorfismo f : d — ¢ que satisface que f(y) € P para todo y € Y, también satisface
que f'(y) € OP para today € Y. Donde f':d — c¢p con mo f' = f.

Demostracion

El predicado P tiene una subcodlgebra asociada cp por ser invariante y por el teorema 7.5. Primero
notemos que las imagenes directas de homomorfismos preservan invariantes ya que
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HIr = I Ie
d f F(f) ¢
c [ predF)(p)
F(f)
= Pred(F) (][ P)
f

donde la primera linea es por ser f homomorfismo, la segunda es porque P es invariante y la tercera
se puede probar por induccién en la estructura de F. Entonces en particular Im(f) = [;(T) es un
invariante donde T =Y C Y. Por lo tanto, como f(y) € P para todo y € Y, es decir, Im(f) C P
pero como es invariante entonces I'm(f) C OP. Teniendo esto en cuenta y como m : P — X es una
inclusién y f’ : Y — OP entonces se tiene la siguiente factorizacion f = mo f'.

Para ver que esta factorizacién de homomorfismos es correcta basta probar que f’ también es un
homomorfismo de coélgebras. Para este resultado se va a usar que F'(m) es monomorfismo asi como lo
es m.

como f'

— cof

= F(f)od

= F(mof')od

— F(m)oF(f')od

F(m)ocpo f'

Como F'(m) es monomorfismo entonces cpo f/ = F(f")od, esto quiere decir que f’ es un homomorfismo
entre las codlgebras d y cp.

Observacion: Que F(m) es monomorfismo, viene del hecho que m es un monomorfismo si y sélo si su
diagrama pullback es

Como los funtores polinomiales preservan pullback (demostrable por induccion en la estructura) luego
de aplicar F' el diagrama pullback es similar, por lo tanto F(m) es un monomorfismo.O]

En la secciéon 11 se mostréd que los coproductos y coecualizadores de codlgebras existen y son sencillos de
calcular, ya que se calculan exactamente como se hace en conjuntos, mas atn, el conjunto subyacente de
estas codlgebras es el mismo que en los conjuntos. El caso es analogo con los productos y ecualizadores
en las algebras.

El caso de los limites para las coalgebras, los productos y ecualizadores no necesariamente tienen
que existir, pero cuando existen, su conjunto subyacente es diferente del producto cartesiano de los
conjuntos subyacentes. Como veremos, en el caso de los funtores polinomiales el conjunto en cuestion
es el invariante mas grande.
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Tanto los ecualizadores como los productos de codlgebras fueron discutidos por primera vez en [12],
luego se demostraron para categorias basadas en conjuntos y para funtores acotados en [13]. La de-
mostracion que se hara en este documento se tomoé de [14] que a su vez se basé en [13]. El resultado es
una prueba elemental respecto a los elementos que hemos introducido, pero técnica en su construccién.
Antes de los teoremas se mostraran las definiciones de lo que queremos mostrar.

14.2 Definicién (Ecualizador)
Sea C una categoria y dos morfismos “paralelos” f,g : X — Y, un ecualizador de f,g es un objeto
Q@ junto con un morfismo ¢q : Q@ — X tal que f oq = goq. Mas aun, el par (Q,q) debe ser universal
en el sentido que dado cualquier otro par (Q’,¢') que cumple f o ¢ = go ¢ existe un tnico morfismo
u: Q — @ tal que el siguiente diagrama conmuta:

q f

Q——X——=Y

2

Ql

14.3 Teorema (Ecualizador de Coalgebras)
Sean ¢ : X —» F(X)yd:Y — F(X) dos coalgebras con funtor polinomial y con homomorfismos
f,g: X — Y entre ellas, entonces existe un ecualizador en CoAlg(F).

F(OBqual(f,g)) —— F(X) L9 peyy

_ >

T F(g)
c d
f
m X ~N Y
g

OEqual(f,9)

donde Fqual(f,g) es el ecualizador en los conjuntos.

Demostracién

La estructura de coélgebra d : OFEqual(f,g) — F(OFEqual(f,g)) existe por el lema 14.1, ademas con
el embebimiento canoénico m se tiene que f om = g om ya que OFEqual(f,g) C Equal(f,g).

Por lo tanto se mostrara que cumple la propiedad universal. Para cada coalgebra e : Z — F(Z) con
homomorfismo h : Z — X que cumpla la propiedad de ecualizador es decir, f o h = g o h se tiene
que h(z) € Equal(f,g) para todo z € Z ya que es la propiedad sobre los conjuntos, pero por el lema
14.1 h/(z) € OFEqual(f,g) para todo z € Z. Esto quiere decir que hay un tnico homomorfismo de
coalgebras Z — OFqual(f,g).0

Como vemos en la demostracion el paso importante es que JFEqual(f, g) tiene estructura de coalgebra,
por lo tanto esta es la que se emplea como candidata. Esta idea se usara también en la siguiente demos-
tracion, donde la candidata a coélgebra producto es el méximo invariante contenido en el ecualizador
de un producto de conjuntos, como lo veremos a continuacion. En la referencia [14] el teorema se hace
para el producto de dos codlgebras, el autor lo generalizé para un productos arbitrarios.

14.4 Definicién (Producto)

Sea C una categoria. El producto de dos objetos X,Y € C es un nuevo objeto X x Y &€ C con
dos morfismos proyecciones 7,72 que son universales; para cada par de aplicaciones f : Z7 — X, y
g:Z — Y en C existe un tnico morfismo (f,g) : Z — X x Y en C, tal que el siguiente diagrama
conmuta
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14.5 Teorema (Producto de Coalgebras)

Para un funtor polinomial F : Sets — Sets, la categoria CoAlg(F') tiene productos arbitrarios.
Demostracion

En este teorema se construird el producto de una familia de coalgebras ¢; : X; — F(X;). Lo primero
que se hara sera construir el objeto producto, luego definir las proyecciones y por ultimo probar la
propiedad universal, es decir, que si hay otro objeto con las mismas caracteristicas del producto,
entonces debe haber un tnico morfismo de ese objeto al producto.

Lo natural seria empezar por el producto en conjuntos y formar una coélgebra a partir de este conjunto,
anteriormente vimos como hacerlo y es por medio de la codlgebra colibre. A partir del producto de
los subconjuntos subyacentes [, X; se puede formar su coalgebra colibre asociada como se indica en
el teorema 13.1. Como UrG([]; X;) es el conjunto subyacente de la coélgebra colibre, esta se puede
expresar e : UpG(]]; X;) — F(UrG([]; Xi)). Recordemos que a partir de UpG(]], X;) podemos
obtener nuevamente [[, X; por medio de la counidad, ¢ : UpG([[; X;) — [[; Xi. También podemos
expresar la counidad por medio de sus componentes pasandola por la proyeccién adecuada, es decir,
gi=moe: UpG(]]; X;) = X;. A continuacion formamos el siguiente ecualizador en Sets, este es un
primer acercamiento para obtener una candidata de codlgebra producto pero sin estructura.

E = {u c UFG(HXi) | (ciogs)(u) = (F(e) oe)(u)}

La idea de formar este ecualizador es para seleccionar los elementos del producto que permitan que
haya un homomorfismo entre la coélgebra colibre y cada una de las coalgebras de la familia, en cierta
forma se estéd intentando que las proyecciones de la counidad sean homomorfismos.

FURG(IT, X)) 2= P(X)

UrG(II; Xi) - Xi

FE es un buen candidato para coélgebra producto, el Gnico inconveniente es que no tiene estructura,
para esto usamos el lema 14.1, a esta estructura la denotaremos sugestivamente como

(®, ¢ : OFE — F(OE). Hasta el momento los anteriores elementos los podemos relacionar por medio
del siguiente diagrama

FURG(T, X))

/ (1), F(22)0

OF > E—"2 UpG([], X:) Xi)

Ademas, como se dijo anteriormente (), ¢; es la candidata a coalgebra producto y esta relacionada
mediante el siguiente diagrama con la coalgebra e
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FOE) 2R UG, X))

) T mon UFG(Hi Xz)

a continuacion se hard la descripcion categorica del producto, para ello se definirdn las proyecciones
como: p; = ¢; omon:0F — X;, y se mostrard que son homomorfismos entre las coalgebras (9, ¢; v ¢;

F(pi)‘)@ci = F(Ei)oF(mon)OQCi
= F(Ei)oeomon
= 7TiO®CiOSOmOTL

= CiOﬂ'iOEOmOn

= COop;

La primera igualdad es porque F es un funtor, la segunda es porque mon es homomorfismo (Ver anterior
diagrama), la tercera es porque m es ecualizador, la cuarta es por propiedad de las proyecciones y la
quinta es la definicion de p;.

Con el objeto construido ahora tenemos que probar su propiedad universal, para ello vamos a suponer
que hay otra coalgebra con homomorfismos de ella a las coalgebras ¢;, esto es,

fi:(d:Y = F(Y))— (¢ : X; = F(X;)). Asi que se debe construir un Gnico morfismo

d — (9, ¢i, podemos empezar por el morfismo correspondiente en conjuntos, es decir

(fi,f2,...) Y = @, X;. Por ser UpG(]]; X;) el conjunto de una coélgebra libre existe un tnica
funcion g : Y — UpG([]; X;i) que forma un homomorfismo de codlgebras d — e, con eog = (f1, fa,...).
Y de acuerdo al siguiente calculo se concluye que g también ecualiza las mismas funciones que m.

(F(e1), F(e2),...)oeoyg (F(miog),F(myo0¢),...) o F(g)od
= <F(f1)0d,F(f2)Od,...>
(

10 fi,c20 fa,...)

<6107T10€Og,CgO7T20€Og,...>

- @aocon
7

Donde la primera igualdad es porque ¢ : d — e es homomorfismo, la segunda por eo g = (f1, f2,...) ¥
porque F' es funtor, la tercera es porque f; es homomorfismo, y la cuarta y la quinta es otra vez por

cog={f1,f2,-..).

Por universalidad del ecualizador en Sets se tiene que debe existir un tnico ¢’ tal que g = mog’. Esto
quiere decir que g(y) € F para todo y € Y, entonces por el lema 14.1 se tiene que ¢'(y) € OF para
todo y € Y. Como ¢ : Y — E entonces debe existir una tnica aplicacion ((f1, f2,...)) que hace la
labor de inclusion tal que no ((f1, f2,...)) =¢'.

Este homomorfismo ((f1, f2,...)) : d = (), ¢; es el candidato al tinico homomorfismo que relaciona las
dos coalgebras producto. Probemos que satisface la propiedad p; o ({f1, f2,...)) = f; v ademas que es
el tnico que la satisface.
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pio{{fi, fa,..)) = moeomono((fi,fa...))
= mocomog
= m;ocoyg
= mo{fi,fa,...)
= fi

La primera linea es la definiciéon de p;, la segunda porque n o ((f1, f2,...)) = ¢’, la tercera porque
g =mo ¢, la cuarta porque € o g = (f1, f2,...), y la quinta es una proyeccion.

Ademas, es el tnico homomorfismo que lo cumple porque si h: d — (9, ¢; es otro homomorfismo que
cumple que p; o h = f; entonces m on o h es una aplicacion de d — e que cumple

gomonoh = (mogomonoh,mpaocomonoh)
= <p10h,p20h,...>
= <fl7f2a"'>

Donde la segunda linea es por la definicion de p;. Como 0 g = (fi, fa,...) entonces monoh = g, por
lo tanto monoh =mog’ y como m es mono entonces noh = g’ y como no {({f1, fa,...)) = ¢’ se tiene

que h = ((f1, f2,...)).00

Esta teorema junto con el teorema 14.3 y el teorema 11.3 sirven para deducir el siguiente corolario
importante.

14.4 Corolario
La categoria CoAlg(F') para un funtor polinomial Kripke finito es bicompleta.

15. Principio de prueba coinductiva

A lo largo del documento se buscd la codlgebra final como un lugar para ver reflejados los com-
portamientos de los estados de una coalgebra. Asi, en el ejemplo 2.1 vimos que cualquier nimero
perteneciente al intervalo [0,1) podiamos encontrarle una representacion en sistema decimal por me-
dio de la funciéon comportamiento. De esta manera si vemos los estados de la coalgebra final estos
son exactamente comportamientos. Por otro lado, también se vio que dos estados eran bisimilares si
ellos pertenecian a una bisimulacién, y en el ejemplos posteriores a la definiciéon 5.2, se mostré6 que
en el caso de los autématas estar en un bisimulacién implicaba que las observaciones eran iguales, es
decir, eran indistinguibles observacionalmente. Por lo tanto tomando en cuenta estos dos aspectos, el
siguiente resultado es muy intuitivo. Este dice que si dos estados son bisimilares entonces tienen el
mismo comportamiento, en otras palabras se vuelven iguales cuando se miran en la coalgebra final.
Con esto finaliza la caracterizaciéon de comportamiento de los estados de una maquina, lo tinico que
hay que hacer para asegurar que dos estados se comporten igual es encontrar una bisimulacién que
los contenga, aunque por lo general no sea sencillo encontrar esa bisimulacién. Este es un resultado
fundamental demostrado en la pagina 42 teorema 9.3 en [11].

15.1 Teorema
Sea F : Sets — Sets un funtor polinomial finito con coalgebra final ( : Z — F(Z) (Teorema 12.4).
Seanc: X — F(X)yd:Y — F(Y) dos coalgebras con homomorfismos beh. : X — Zy behq:Y — Z
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dados por finalidad. Entonces dos estados z € X y y € Y son bisimilares si y solo si tienen el mismo
comportamiento, es decir
x >y <= beh.(z) = behq(y)

Demostracién

Supongamos que dos estados tienen el mismo comportamiento, entonces por el punto 4 del lema 9.3
se tiene que la relacion pullback Pb(beh., behy) = {(z,y) | beh.(x) = behy(y)} es una bisimulacion, por
lo tanto esta incluida en la bisimilaridad que es la bisimulaciéon mas grande y los dos estados estan
relacionados con bisimilaridad.

Ahora supongamos que dos estados son bisimilares, entonces ellos pertenecen a la relacion de bi-
similaridad que es una bisimulacién. Esta bisimulacién por el teorema 6.4 es una bisimulacién de
Aczel-Mendler, por lo tanto tiene una estructura de codlgebra e : (+») — F(<>) junto con dos homo-
morfismos (r1,72) : (&) = X X Y. Por lo tanto existen dos morfismos beh. o 71 y behg o ro entre las
coélgebras (+») y . Por finalidad se tiene que beh. o 71 = behg o r9, de esta manera los dos estados
tienen el mismo comportamiento.[]

Como corolario tenemos el més conocido Principio de Prueba Coinductiva, es el mismo resultado pero
expresado de una manera mas practica.

15.2 Corolario (Principio de prueba coinductiva)
Dos estados tienen el mismo comportamiento si y sélo si existe una bisimulacién que los contiene.

Si consideramos en vez de las codlgebras ¢ y d, la coalgebra (. El resultado en particular dice que
en la codlgebra final, la bisimilaridad es la igualdad, como consecuencia cualquier bisimulacién sobre
la coélgebra final estd contenida en la relacién igualdad. El resultado es importante ya que como se
sabe en las algebras la igualdad es la clase de equivalencia mas fina y por lo tanto esti contenida en
cualquier congruencia, aqui como resultado dual se tiene que cualquier bisimulacién en la coalgebra
final esta contenida en la igualdad.
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Conclusiones

= La importancia de la existencia de la coélgebra final se ve reflejada en el ultimo capitulo, ésta
por definicién tienen muy buenas propiedades como la existencia del dnico homomorfismo y que
ella misma es un isomorfismo. Ademés, permite que CoAlg(F') tenga muy buenas propiedades
como su completez, y la construccién de coélgebras libres.

= El estudio de los funtores polinomiales, definidos en la categoria de los conjuntos, a pesar de ser
una clase restringida, contiene ejemplos muy interesantes como lo son los autématas deterministas
y no deterministas, sucesiones, arboles n-arios.

= El concepto de bisimilaridad y bisimulacién capturan muy bien la igualdad de comportamientos,
prueba de ello es el teorema 15.2.

= El enfoque de la bisimulaciéon a partir del levantamiento de relacién ayuda a percibir este concepto
desde un punto de vista computacional, como una relacién que se mantiene en cada transicién
que se hace. A diferencia de la bisimulacién por lazos, donde el enfoque categorico hace perder
de vista el enfoque computacional, pero es 1til en algunos resultados teoricos como en el teorema
15.2 y la estructura de la categoria.

= La logica temporal es una herramienta que permite transportarse hacia el futuro y el pasado
en los diferentes estados de una coélgebra, ayudando en el anélisis de propiedades generales con
predicados muy puntuales.

= Es interesante notar que construcciones elementales como los invariantes y el cociente tienen una
estructura de codlgebra, esto es de suma importancia al momento de poder construir coalgebras
finales, productos y ecualizadores.
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