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RESUMEN.

La investigacion que se reporta en el presente trabajo de grado, expone una innovacion didactica,
inmersa en un proceso de enseflanza y aprendizaje que promueve el uso de multiples
representaciones; para propiciar la construccion de las identidades Pitagoricas, con la mediacion

de GeoGebra y material concreto en estudiantes de décimo grado.

Teniendo en cuenta que el modelo educativo colombiano esta enfocado en el desarrollo de
competencias, es necesario desde la Educacion Matematica enfatizar en el desarrollo de los
procesos centrales del pensamiento matematico. En este sentido, en la investigacion, se incita a los
estudiantes de décimo grado al desarrollo de procesos como la visualizacion, la conjetura, el uso
de multiples representaciones, la argumentacién, el razonamiento y comunicacion de las ideas

matematicas.

La ensefianza tradicional de la trigonometria, privilegia el uso de los procesos memoristicos y los
sistemas de representacion simbolicos o algebraicos. En consecuencia, la implementacion de
material concreto y del micromundo computacional de GeoGebra, resultdé ser un factor
revolucionario de alto impacto, en el proceso de ensefianza y aprendizaje de las identidades

pitagoricas;

Palabras clave: proceso de aprendizaje, proceso de ensefianza, multiples representaciones,
GeoGebra, material concreto.
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ABSTRACT.

The research that is reported in the present term paper, exposes a didactic innovation, immersed in
a process of teaching and learning that promotes the use of multiple representations; to promote
the construction of Pythagorean identities, with the mediation of GeoGebra and concrete material
in tenth grade students.

Taking into account that the Colombian educational model is focused on the development of
competences, it is necessary from the Mathematical Education to emphasize in the development
of the central processes of mathematical thinking. In this sense, in the research, tenth grade students
are encouraged to develop processes such as visualization, conjecture, the use of multiple
representations, argumentation, reasoning and communication of mathematical ideas.

The traditional teaching of trigonometry privileges the use of memory processes and symbolic or
algebraic representation systems. Consequently, the implementation of concrete material and the
computational microworld of GeoGebra, turned out to be a revolutionary factor of high impact, in
the process of teaching and learning Pythagorean identities.

Key words: learning process, teaching process, multiple representations, GeoGebra, concrete
material
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INTRODUCCION

A nivel nacional, la ensefianza y aprendizaje de las matematicas ha fracasado en el
desarrollo de competencias y comprension de la ciencia misma, lo cual se ve reflejado en algunos
indicadores como el bajo rendimiento escolar, los altos indices de reprobacion y las dificultades
en la formacion de profesores. En el caso de la ensefianza de la trigonometria, Van Hiele (1957)
sefiala que se privilegian los procesos memoristicos y las representaciones simbolicas o algebraicas
de los objetos matematicos, ya sea por practicidad en el manejo conceptual, a través de una forma
de representacion especifica o, por las creencias que se tengan acerca de la forma en como se deben
ensefar ciertos contenidos. En consecuencia, la metodologia de ensefianza tradicional resulta ser
un factor causal, en el limitado desarrollo de aprendizaje significativo y el desinterés en el estudio

de las matematicas.

En este marco, existen diferentes trabajos (Santos Trigo y Benitez (2003), Rivas (2009) y
Fiallo (2011)) que destacan la importancia del uso de las multiples representaciones, material
concreto y la implementacion de software matematico; para el desarrollo de aprendizaje
significativo de las matematicas en los estudiantes. Por ejemplo; Duval (1995a), respecto a las
transformaciones de representacion semidtica, distingue dos procesos: (i) la conversion, permite
representar los objetos matematicos utilizando diferentes registros y (ii) el tratamiento, que permite
transformar una representacion dada, en otra representacion bajo el mismo registro. En lo anterior,
se evidencia la importancia del uso de multiples representaciones semiédticas de los objetos
matematicos, para el desarrollo de aprendizaje en los estudiantes. También Moreno, en
Instrumentos matematicos computacionales (2001) y en De la herramienta al instrumento: una
perspectiva informatica (2001); con la intencionalidad de articular las nuevas tecnologias al
curriculo, se destaca la importancia de la mediacion instrumental en la educacion matematica, a
través de los procesos de amplificacion y reorganizacién de los instrumentos y recursos

computacionales; que propicien un ambiente de aprendizaje mediante geometria dindmica.

Por otra parte, en el &mbito curricular, el MEN en la serie de lineamientos curriculares

(1998), en los estandares basicos de competencia en matematicas (2006), en los derechos basicos
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de aprendizaje V.2. (2016) y la NTCM (2000) en los estandares para la educacion matematica,
presentan propuestas curriculares para el desarrollo de componentes centrales del pensamiento
matematico muy similares. Ambas sugieren que se estimule en las actividades de ensefianza y
aprendizaje en el aula, los procesos de resolucion y formulacion de problemas, razonamiento,

comunicacion y modelacion matematica.

En este sentido, en el proceso de ensefianza y aprendizaje de la trigonometria,
especificamente de las identidades Pitagoricas, es indispensable combinar el uso de las multiples
representaciones de los objetos, con software matematico y material concreto, para desarrollar una
propuesta de innovacion didactica en el aula, que promueva el desarrollo de los procesos centrales
del pensamiento matematico, con la finalidad de que los estudiantes desarrollen un aprendizaje

significativo alrededor del objeto de estudio.

Analizando esta problematica, surge una investigacion que contiene una innovacion
didactica, cuyo propésito principal es: describir las principales caracteristicas que tiene un proceso
de ensefianza y aprendizaje con la mediacion de GeoGebra y material concreto, para propiciar la

construccion de las identidades pitagoricas en estudiantes de décimo grado.

Con la finalidad de ofrecer al lector un panorama general del presente documento, se
describe a continuacion, cada uno de los cinco capitulos que conforman la investigacion:

El primer capitulo (definicion del problema); tiene como propoésito contextualizar la
problematica que existe en la ensefianza de las identidades Pitagdricas y, definir las preguntas
centrales de la investigacion. Este capitulo, consta de cinco apartados (i) contextualizacién, (ii)
antecedentes (de investigacion, curriculares, resultados de pruebas estandarizadas), (iii)

justificacion, (iv) objetivos y, (V) preguntas orientadoras.

El segundo capitulo (marco teorico), presentan algunos referentes tedricos que sustentan la
presente investigacion y constituyen la linea de base para el disefio y aplicacién de instrumentos
didacticos e interpretacion del problema. Este capitulo consta de cinco apartados: (i) introduccion,
(ii) el objeto matematico (identidades Pitagoricas), (iii) mediacion instrumental, (iv) caracteristicas

de GeoGebray, (V) uso de multiples representaciones.



18

El tercer capitulo (metodologia), contiene la propuesta metodologica, las caracteristicas de
los estudiantes que participaran, las fases y condiciones de aplicacion, con las que se ejecutara la
investigacion. Este capitulo consta de seis apartados: (i) introduccion, (ii) fase de disefio), (iii) fase
de validacién, (iv) recoleccién, (v) procesamiento y, (iv) analisis.

El cuarto capitulo (presentacion y analisis de resultados), se presentan y analizan los
resultados cuantitativos y cualitativos del estudio. Este capitulo consta de cuatro apartados: (i)
estudio diagnostico, (ii) hoja de trabajo No. 1, (iii) hoja de trabajo No. 2 vy, (iv) hoja de trabajo
No.3.

El dltimo capitulo contiene las conclusiones de la investigacion y las sugerencias
propuestas. Consta de tres apartados: (i) respuesta a la pregunta central de investigacion, (ii)

respuestas a las preguntas auxiliares de investigacion y, (iii) sugerencias.

Esta investigacion puede resultar de mucha utilidad para profesores de matematicas,
licenciados en proceso de formacion e investigadores de innovaciones didacticas porque constituye

un aporte para el desarrollo de la investigacion en el campo educacién matemaética.
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CAPITULO |

1. DEFINICION DEL PROBLEMA

1.1. Contextualizacion

En la Educacion Media de Colombia, la ensefianza y aprendizaje de las ciencias, y en particular,
de las matematicas, es deficiente. Existen varios indicadores (MEN (2018)) de esta realidad
educativa: bajo rendimiento escolar, bajos resultados en las pruebas estandarizadas, altos indices
de reprobacion, desercion escolar, desmotivacion hacia el estudio de las matematicas, dificultades
en la formacion de los profesores, actitud negativa frente al estudio de la disciplina, el poco uso de
aplicaciones a otras areas del conocimiento y de las tecnologias, entre otras. Dentro del campo de
la ensefianza y aprendizaje de las matematicas en la Educacion Media, la mayoria de los docentes
privilegian las representaciones algebraicas de los objetos matematicos; ya sea por facilidad o
comodidad en el manejo conceptual, a través de una forma de representacion especifica, o de
acuerdo a las creencias que tenga el profesor sobre las matematicas.

Diferentes autores y organizaciones en el mundo (NTCM (2000), Santos Trigo y Benitez
(2003), Rivas (2009) y Fiallo (2011)) recomiendan que los estudiantes conozcan y manejen
diferentes tipos de sistemas de representacion de los objetos matematicos, que puedan entenderlos
y lo mas importante, que puedan movilizar ideas de un sistema de representacion a otro sin mucha
dificultad. Por ende, es evidente que implementar diferentes sistemas semidticos de
representacion, facilita los procesos cognitivos ligados a los procesos de la construccion del

conocimiento matematico (que es objeto de estudio) por parte del estudiante.

Asi, resulta de gran importancia identificar en los estudiantes, usos de diferentes registros de
representacion semidticos, inmersos en su forma de pensar y de resolver problemas (un sistema de

representacion semidtica, es un sistema de signos cuya funcion fundamental es la de
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comunicacion; aunque también favorece el entendimiento y la mediacion con los objetos
matematicos). En concordancia; en Duval (1995a) se considera importante para la aprehension
(por parte de los estudiantes) de los objetos matematicos en cuestién, la coordinacién de varios
registros de representacion semioética, donde resulta indispensable distinguir el objeto en cada una
de sus representaciones y no confundirlo con estas; por ende, la construccién de los objetos
matematicos estd estrechamente vinculada con la capacidad para representarlos, utilizando

diferentes sistemas de representacion semidtica.

En el aprendizaje y ensefianza de las matematicas, la mayoria de los docentes
inconscientemente se fian de la capacidad de memorizacion de los estudiantes, los consideran
capaces de memorizar simbolos, definiciones, formulas, teoremas, tablas de multiplicar, procesos
mecanicos para la resolucion de sistemas ecuaciones, entre otros. Sin embargo, un aprendizaje
basado en procesos memoristicos tiene sus ventajas y desventajas, debido a que la memorizacion
facilita, el rapido y eficaz tratamiento del conocimiento, aungue si dichos procesos carecen de
sentido y significado, limitarian la capacidad de los estudiantes para transferir el conocimiento y

darle una adecuada aplicacion, en contextos diferentes en el que inicialmente fue memorizado.

En el aprendizaje y ensefianza de la trigopnometria, se evidencia la relevancia de los procesos
cognitivos de memorizacion y la exclusion de algunos sistemas semioticos de representacion de
los objetos matematicos. Van Hiele (1957), sefiala que uno de los principales problemas en la
ensefianza de la trigonometria es el enfoque y caracter algebraico que se le otorga como
consecuencia del uso excesivo de formulas, simbolos, operaciones y propiedades abstractas. Asi
mismo, no es un secreto que, en el aula los docentes privilegian los sistemas de representacion
algebraicos, sobre los numericos y los geométricos (que también son formas de representacion
externas de los objetos matematicos); lo cual, influye de buena forma en la necesidad de optar por
la memorizacidén, como herramienta “facilitadora” de los procesos de aprendizaje del estudiante.
Como ejemplos, se pueden mencionar, lamemorizacion por parte de los estudiantes de la identidad
fundamental de la trigonometria sen?(x) + cos?(x) =1 (identidad pitagdrica) y la
memorizacion mediante mnemotecnias, de las definiciones de las funciones trigonométricas
dentro de un tridngulo rectangulo (entre los estudiantes, es muy popular la mnemotecnia CO-CA-
CO-CA-H-H).
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Las investigaciones encontradas sefialan la complejidad de la ensefianza y aprendizaje de la
trigonometria, debida a la desconexion entre las diferentes formas de ver las razones
trigonométricas: como razones entre los lados del tridngulo rectangulo, como coordenadas del

circulo goniométrico o trigonométrico, como distancias, y como funciones. (Fiallo, 2011; p.1)

En resumen, como una alternativa de solucion a los problemas y obstaculos mencionados
anteriormente, este trabajo de grado en su desarrollo tratara de responder ¢ Qué caracteristicas tiene
un proceso de ensefianza y aprendizaje con la mediacion de GeoGebra y material concreto, para

propiciar la construccion de las identidades pitagdricas en estudiantes de décimo grado?

1.2. Antecedentes

1.2.1. Investigacion

Como antecedentes internacionales se tienen:

El articulo “Herramientas tecnologicas en el desarrollo de sistemas de representacion para la
resolucion de problemas”, Santos Trigo y Benitez (2003); muestra diferentes métodos de solucion
que emplean estudiantes del nivel medio superior (México) cuando realizan actividades que
involucren resolucién de problemas, con el fin, de evidenciar la importancia del uso de los
diferentes sistemas de representacion semidticos de los objetos matematicos y el aporte de la
tecnologia en este campo. Hoy en dia en las clases de matematicas, la mayoria de los docentes
pierden mucho tiempo profundizando en la formalizacion de un solo sistema de representacion
para los objetos matematicos, cuando es necesario que los estudiantes conozcan diferentes tipos
de sistemas de representacion, que puedan entenderlos y lo mas importante, que puedan movilizar
ideas de un sistema de representacion a otro sin mucha dificultad. De esta forma, la
implementacion de diferentes sistemas de representacion semioéticos de un mismo objeto (en este
caso matematico), facilitan los procesos cognitivos ligados a los procesos de la construccién del

conocimiento matematico (que es objeto de estudio) por parte del estudiante.

En este estudio se resalta la importancia de que los estudiantes manifiesten su forma de pensar

y de resolver problemas a partir del empleo de modelos que involucran distintos sistemas de
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representacion, con el fin, de facilitar la apropiacion, comprensién y profundizacion de los objetos
matematicos; puesto que no hay conocimiento que un sujeto pueda movilizar sin una actividad de
representacion, en este caso, una actividad de representacion semidtica. En consecuencia,
la implementacion de las nuevas tecnologias ofrece la posibilidad de movilizar conocimiento
matematico a través de diferentes sistemas de representacion de forma mas agil, facil y efectiva;
por ejemplo, existen multiples softwares matematicos que permiten la realizacion de graficas de
funciones de forma sencilla, graficas que a veces, realizar a mano y con exactitud, pueden resultar
un proceso dispendioso y con alto grado de dificultad, que retrase la construccion del conocimiento

matematico en cuestion.

Por otra parte, en Fiallo (2011) “Estudio del proceso de demostracion en el aprendizaje de las
Razones Trigonométricas en un ambiente de Geometria Dinamica”, se presenta como objetivo
principal, el deseo de proveer informacion al campo de la educacion matematica, con la finalidad
de refinar la comprensién de los procesos de aprendizaje asociados a la demostracion, dentro del

ambito de las razones trigonomeétricas en un ambiente de Geometria dinamica.

Esta tesis consta de nueve capitulos: en el capitulo 1, se realiza una introduccion a la
problematica de estudio y se definen los objetivos de investigacion; en el capitulo 2, se hace una
revision bibliografica sobre trabajos previos asociados a la ensefianza de la trigonometria en
Colombia, el uso de software de geometria dinamica y de demostraciones, en la ensefianza de la
trigonometria; en el capitulo 3, se plasman las consideraciones teoricas, donde se incluyen
conceptos, modelos y teorias que son utilizadas en la estructuracion y fundamentacion del trabajo,
en este capitulo se caracteriza principalmente la metodologia de investigacion propuesta en el
capitulo 4; en el cual, se explicitan tiempos, tipo de actividades, metodologia de trabajo y de
recoleccion de informacidn, con base en el uso de software de geometria dinamica, el modelo de
Van Hiele, los mapas conceptuales y el andlisis de dificultades asociadas a los procesos de
representacion, razonamiento y demostracion en aprendizaje de las razones trigonométricas. En el
capitulo 5, se consignan las hojas de trabajo disefiadas a partir de lo plasmado en los capitulos 2 y
3; en el capitulo 6 se consignan los resultados obtenidos, a partir del analisis de la informacién
recolectada; en el capitulo 7, se realiza una evaluacién de lo propuesto en el capitulo 5y de los

resultados obtenidos en el capitulo 6, con base en el modelo de Van Hiele. El capitulo 8, esta
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dedicado a las conclusiones y propuestas finales, obtenidas en la investigacion que identifican y
caracterizan dificultades en los procesos de planteamiento y construccion de demostraciones, en
el ambito de aprendizaje de las razones trigonométricas. Finalmente, en el capitulo 9 se presentan

las fuentes de consulta de informacion.

Anélogamente, en el trabajo de maestria “Las razones trigonométricas en el planteamiento y
resolucion de problemas”’, Runza (2013); se evidencia un planteamiento secuencial cuyo objetivo,
consiste en disefiar una propuesta didactica que aborde actividades que faciliten la ensefianza de
pre-conceptos relacionados con la ensefianza y aprendizaje de la trigonometria, enfatizando en la
importancia del planteamiento y resolucion de problemas en distintos contextos cotidianos (ciencia
aplicada). Cabe resaltar, que la propuesta no esta enfocada en una comunidad o establecimiento
educativo en especifico; su disefio tiene en cuenta de forma general, los estandares basicos de
competencia en matematicas dictaminados por el Ministerio de Educacion Nacional (MEN)

colombiano.

En resumen, el trabajo esta dividido en tres partes; en la primera, se hace un breve recorrido
historico del origen y uso de las razones trigonomeétricas. En la segunda parte, se realiza un analisis
sustancial de la forma cémo fueron abordados los conceptos trigonométricos a nivel didactico. Por
altimo, se disefia y presenta la propuesta descrita anteriormente, es importante resaltar que es una

propuesta tedrica que no ha sido puesta en practica.

Por dltimo, esta propuesta tedrica arroja como conclusion, la importancia de analizar
epistemoldgica y evolutivamente, las situaciones que dieron origen a cada uno de los conceptos
trigonométricos, con el fin de explicar la trascendencia del manejo conceptual en la resolucion de
problemas. También, es fundamental que los docentes reconozcan que la propuesta aqui descrita
debe y puede ser modificada parcial o totalmente, con el propdsito de que cada docente construya
su propia propuesta didactica dependiendo de las necesidades pedagogicas y del entorno socio-

politico y cultural.

La ensefianza de las matematicas necesita que los docentes planeen y propongan situaciones de

aprendizaje significativo y comprensivo para los educandos y asi permitir que ellos participen
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activamente en la reconstruccion y validacion del saber matematico haciendo uso de materiales
manipulativos, representativos y tecnologicos para encontrar estrategias de solucion a los
problemas que se le planteen y de esta manera ayude a profundizar y consolidar los distintos
procesos generales. (Runza, 2013, p.87)

De la misma manera, en el trabajo de maestria de Matta (2014); se presenta como objetivo
principal, disefiar y aplicar una propuesta didactica que favorezca la ensefianza de las Razones
Trigonométricas usando GeoGebra. Aqui se evidencian las alternativas y variantes que pueden
utilizar los docentes para apoyar sus clases de matematicas (en particular, de trigonometria) con
un software de geometria dinamica (GeoGebra). Se disefid una articulacién de una propuesta
didactica, que posteriormente fue aplicada a los estudiantes de grado décimo de la Institucion

Educativa Distrital Leonardo Posada Pedraza, de la localidad séptima, Bogota, Colombia.

La propuesta consta de cinco applets de GeoGebra, donde cada una esta directamente
relacionada con las temaéticas asociadas con el estudio de las razones trigonométricas. Ademas,
dicha propuesta incluyoé la realizacion de formularios de Google Docs, que contenian preguntas
cuyo propdsito era ayudar a los estudiantes a mejorar la comprension de la temética abordada; para
acceder a las cinco applets y los formularios los estudiantes debian ingresar a un blog que se disefid
exclusivamente para la propuesta didactica. Dentro de las conclusiones obtenidas en este trabajo
de campo, las mas importantes y que guardan una estrecha relacion con el objetivo de este trabajo
de grado nos dicen que “La mediacion del software en el proceso de ensefianza en efecto facilito
el intercambio entre los sistemas de representacion como pasar de lo grafico-analitico a lo
numérico-simbdlico, de manera que las representaciones tradicionales “las estaticas” se enriquecen

con esta herramienta” (Matta, 2014, p.109).

La propuesta didactica que se puso en practica facilitd tanto el proceso de ensefianza al docente,
como de aprendizaje a los estudiantes, en donde la observacién directa de los Applets y la
manipulacion de los elementos de las construcciones realizadas con el software, permitieron
abstraer ideas y conceptos regularmente incomprensibles con representaciones estaticas”.
(Matta, 2014, p.109).



25

Finalmente, este trabajo de campo dentro de los resultados y conclusiones obtenidas, contiene
un analisis cualitativo descriptivo de las respuestas de los formularios y de una encuesta de

satisfaccion aplicada a los estudiantes para determinar el impacto que tuvo la propuesta didactica

1.2.2. Curriculares

1.2.2.1. Descripcién General Curriculo Colombiano.

De acuerdo con el marco legal para el disefio curricular en Colombia, las normas y textos que
determinan, guian, planifican y regulan el disefio del curriculo en los diferentes establecimientos
e instituciones educativos del pais, son la Ley General de Educacion (Ley 115 de 1994), el decreto
1860 de 1994, la resolucion de 2343 de 1996, el decreto 1290 de 2009, los lineamientos
curriculares, los estandares basicos de competencia, las matrices de referencia y los derechos
basicos de aprendizaje (DBA V.2).

En los tltimos afios, el ministerio de educacion nacional (MEN) ha realizado multiples reformas
al sistema educativo del pais, con el fin de mejorar en aspectos como calidad y cobertura; entre
ellas se destaca la Ley 1753 (Ley del plan Nacional de desarrollo 2014 — 2018) expedida en el afio
2015, con la que se fundamenta la trazabilidad y las estrategias para hacer de Colombia la méas
educada en América Latina, en el afio 2025 (proyeccion y meta educativa del pais, para el
mejoramiento de la Calidad educativa). Las reformas realizadas al curriculo proponen diversas
reflexiones y propuestas en materia académica, social, politica y cultural; las cuales tratan de
establecer la ensefianza por aprendizajes y evaluacion por competencias, articular cobertura y
equidad estudiantil con calidad de la educacion y referenciar el actuar docente, centrado en el

modelo basado en evidencias (MBE).

Curriculo es el conjunto de criterios, planes de estudio, metodologias, y procesos que
contribuyen a la formacion integral y a la construccion de la identidad cultural nacional,
regional y local, incluyendo también los recursos humanos, académicos y fisicos para poner en

practica las politicas y llevar a cabo el proyecto educativo institucional (Decreto 230, 2002).
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Los lineamientos curriculares en matematicas, de acuerdo con MEN (1998); los podemos

clasificar en tres categorias:

Procesos, se destacan en matematicas los procesos de comunicacién, argumentacion,
razonamiento, representacion, resoluciéon y proposicion de problemas; tipos de pensamiento,
conformado por cinco pensamientos, que articulados conforman el pensamiento matematico
(pensamiento numérico, variacional, métrico, espacial y aleatorio); y contexto, que pueden ser de

caracter real, hipotético o formal (en este trabajo de grado se trabaja con contextos formales).

1.2.2.2. Ubicacion Curricular del Objeto Matematico.

De acuerdo con los DBA V.2. (MEN, 2017), definida como una herramienta que el MEN pone
a disposicion de la comunidad, disefiada para todos los miembros de la institucion educativa
(padres, madres, cuidadores, docentes y estudiantes) que les permite identificar los saberes
basicos que se deben adquirir en los diferentes grados escolares (primero a once) para las areas
de matematicas y lenguaje. En ese orden de ideas, los aprendizajes para fortalecer y desarrollar en
grado décimo (asociados al aprendizaje de las identidades pitagdricas) son:
Tabla 1.

DBA y evidencias de los DBA, para grado décimo.

DBA EVIDENCIAS DE LOS DBA

v" Reconoce el significado de las razones trigonométricas

- en un triangulo rectangulo para angulos agudos, en
4. Comprende y utiliza g gulop g g

funciones para modelar particular, seno, coseno y tangente.

. - v’ Explora, en una situacién o fenémeno de variacion
fendmenos periodicos y

justifica las soluciones periddica, valores, condiciones, relaciones o

comportamientos, a traves de diferentes representaciones.
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DBA EVIDENCIAS DE LOS DBA

v' Calcula algunos valores de las razones seno y coseno

para angulos no agudos, auxiliandose de angulos de

referencia inscritos en el circulo unitario.

v’ Reconoce algunas aplicaciones de las funciones
trigonomeétricas en el estudio de fendmenos diversos de
variacion periddica, por ejemplo: movimiento circular,
movimiento del péndulo, del pistén, ciclo de la

respiracion, entre otros.

v" Modela fenémenos periddicos a través de funciones

trigonomeétricas.

v' Localiza objetos geométricos en el plano cartesiano.

v' Identifica las propiedades de lugares geométricos a través

5. Explora y describe las . ) .
P y de sus representaciones en un sistema de referencia.

propiedades de los lugares

geométricos y de sus v’ Utiliza las expresiones simbélicas de las conicas y
transformaciones a partir de propone los rangos de variacion para obtener una grafica
diferentes representaciones. requerida.

v’ Representa lugares geométricos en el plano cartesiano, a
partir de su expresion algebraica.
Nota: Adaptado de los DBA V.2. (MEN, 2017).

Con base en las mallas de aprendizaje de 1°, 2°, 3°, 4° y 5°, la informacion suministrada en
Tabla 1, los tipos de pensamiento matematico, las competencias (comunicacién, razonamiento,
procesamiento, modelacion y resolucion de problemas) y los once conceptos estructurantes de los
DBA (MEN, 2017), se puede organizar el mapa de relaciones en matematicas para grado decimo,
con el fin de evidenciar la ubicacién curricular del objeto matemético, de acuerdo a la malla de

aprendizaje:
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Figura 1. Adaptacion del Mapa de relaciones de los DBA V.2 para grado décimo; MEN
(2017) realizado por los autores.

1.2.3. Resultados de las pruebas estandarizadas nacionales.

1.2.3.1.Descripcién de las pruebas saber de 3°, 5°y 9°.

Por otra parte, las pruebas Saber de 3°, 5° y 9° centralizan su evaluacién en las competencias
basicas que deben desarrollar los estudiantes, de acuerdo a los ciclos de 1° a 3°, de 4° a 5° y de 6°
a 9°; respectivamente. Las areas evaluadas son matematicas y lenguaje. Andlogamente, al igual
que el Saber 11°, estas pruebas generan resultados individuales de los estudiantes y de los
establecimientos educativos, sobre las competencias y aprendizajes de las dos areas evaluadas;
ademas, tienen como propdsito contribuir al mejoramiento de la calidad educativa, por medio de
evaluaciones periddicas que verifiquen y diagnostiquen, el desarrollo de competencias y

aprendizajes en los estudiantes de la educacion bésica.
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Los resultados obtenidos en la prueba para los estudiantes y para los establecimientos
educativos, son clasificados en niveles de desempefio, los cuales consisten en una categorizacion
cualitativa, relacionada con la manera en que el estudiante puede desenvolverse con preguntas en
una situacion contexto especifica y con distintos rangos de dificultad (ICFES, 2017). De acuerdo
con las guias de orientacion de las pruebas Saber 3°, 5°y 9° (ICFES, 2017), se registra la relacion
entre el puntaje obtenido en el area de matematicas y los niveles de desempefio en matematicas
para cada uno de los grados, en la siguiente tabla:

Tabla 2.

Clasificacion por niveles de desempefio en matematicas para las pruebas Saber de 3°, 5°y 9°,
de acuerdo a los puntajes obtenidos, en el area de matematicas.

Nivel de Rango de puntajes en Matematicas
Desempefio Grado Tercero Grado Quinto Grado Noveno
Insuficiente 100 — 254 100 - 241 100 - 233
Minimo 255 — 307 242 — 318 234 - 345
Satisfactorio 308 — 366 319 - 384 346 — 455
Avanzado 367 - 500 385 — 500 456- 500

1.2.3.2. Descripcién del Examen Saber 11°.

Los resultados del Saber 11° tienen como objetivo, servir como guia en el camino del
mejoramiento continuo de la educacion del pais y hacer de la evaluacion de la calidad educativa,
(ISCE - indice sintético de la calidad educativa) un instrumento fundamental para identificar
fortalezas y debilidades en el sistema educativo, con el propdsito de disefiar estrategias curriculares
que permitan el mejoramiento al interior de los establecimientos educativos. Desde el afio 2016,
para los establecimientos educativos el reporte de resultados del examen saber 11° modifico su
estructuray ahora presenta cuatro tipos de resultados, para las cinco areas evaluables (matematicas,

lectura critica, ciencias sociales y ciudadanas, ciencias naturales e inglés):
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(i) Promedio: corresponde a una valoracion cuantitativa del desempefio medio de los estudiantes
del establecimiento educativo, en el reporte de resultados se encontraran dos tipos de promedio; el
promedio del puntaje por pruebas que es expresado en una escala de 0 a 100 y se genera a partir
de los puntajes obtenidos por los estudiantes de la institucion en cada una de las cinco pruebas
(para cada prueba del examen, se generara un promedio); y el promedio global que es expresado
en una escala de 0 a 500, y se genera a partir de los puntajes globales obtenidos por los estudiantes
de la institucion, que se obtienen multiplicando por cinco el promedio ponderado de los puntajes
alcanzados en las cinco pruebas por cada estudiante.

(ii) Desviacion estandar: es una medida de dispersion de datos, que muestra la variabilidad de los
puntajes globales obtenidos por los estudiantes, respecto el promedio global del establecimiento
educativo; entre mas bajo sea el valor de la desviacion, menores seran las diferencias de

desempefio entre los estudiantes de la institucion.

(iii) Niveles de desempefio: son generados para cada una de las pruebas del examen y consisten
en una descripcion cualitativa, sobre lo que los estudiantes son capaces de hacer, cuando se
enfrentan a situaciones con un contexto especifico. De acuerdo al desempefio de cada estudiante,
en preguntas de distintos niveles de dificultad, se definen cuatro niveles de desempefio. Los
estudiantes clasificados en el nivel 1 (puntaje de 0 a 35 para la prueba de matematicas), solo se
limitan a identificar las tareas demandadas; en el nivel 2 (puntaje de 36 a 50 para la prueba de
matematicas), diferencian procedimientos posibles para realizar tareas requeridas; en el nivel 3
(puntaje de 51 a 70 para la prueba de matematicas), analizan procedimientos para desarrollar de
la mejor manera la tarea solicitada; y en el nivel 4 (puntaje de 71 a 100 para la prueba de
matematicas), deducen y combinan procedimientos para realizar las tareas solicitadas (entre mas
alto sea el porcentaje de estudiantes que se encuentren en los niveles 3 y 4, mejor sera el desempefio
del establecimiento educativo).

(iv) Aprendizajes: describen de forma detallada las competencias evaluadas en cada prueba del
examen; Debido a que las pruebas estan disefiadas de acuerdo al Modelo Basado en Evidencias,
cada pregunta se enfoca en la evaluacion de un aprendizaje especifico. En Matematicas, se evaltan

tres aprendizajes: (1) valida procedimientos y estrategias matematicas utilizadas para dar solucion
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a problemas; (2) comprende y transforma la informacion cuantitativa y esquematica presentada en
distintos formatos y (3) frente a un problema que involucre informacion cuantitativa, plantea e

implementa estrategias que lleven a soluciones adecuadas.

1.2.3.3. Descripciéon del colegio.

Colegio: Institucion Educativa La Milagrosa. Codigo DANE: 105001000418. Codigo ICFES
(colegio): 111500. Sede: principal. Zona: Urbano. Municipio - Departamento: Palmira — Valle
del Cauca. ETC: Palmira. Direccidn: Carrera 28 # 33 — 12 (esquina). Sector: Oficial. Calendario:
A. Teléfono: (2) 2728130.

La institucién educativa La Milagrosa, es un colegio cristiano-catolico reconocido en la ciudad
de Palmira por formar y conducir estudiantes, hacia la excelencia académica. ES un
establecimiento educativo que cuenta con tres sedes ((i) La I.E José Maria Coérdoba, forma
estudiantes de basica primaria; (ii) la I.E Gregorio Hernandez Saavedra, instruye estudiantes de
grado sexto, séptimo y transicion; y, por altimo, (iii) La I.E la Milagrosa (sede principal), educa
y prepara estudiantes de béasica y Media). La infraestructura de la sede principal, es una
construccion de dos pisos, hecha en ladrillo limpio que cuenta con dos patios recreacionales para
los estudiantes, el patio principal es una zona verde acompariada de algunas plantas ornamentales
y el patio secundario es la zona dispuesta para realizar las actividades deportivas y cuenta con una
cancha mixta (futbol, baloncesto y voleibol). También, la sede principal cuenta con alrededor de
catorce salones para los estudiantes, una sala de sistemas integrada por méas de 20 computadores
portatiles, una sala de docentes, un aula dotada con un tablero inteligente, una oficina para rectoria
y otra la coordinacién académica y disciplinar, una secretaria (con atencion a los estudiantes en el
horario del descanso) y dos laboratorios (uno de ciencias y otro de matematicas). Los estudiantes
de la institucién son en su mayoria de clase social media o baja, y se caracterizan por su sentido
de pertenecia hacia la institucion y la ciudad de Palmira, su responsabilidad, respeto, disciplina y
compromiso con el medio ambiente (desde hace varios afios en la I.E, se desarrolla un proyecto
Ilamado MARSE (Manejo Adecuado de los Residuos Solidos Escolares), a cargo de los docentes

y estudiantes)).
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1.2.3.3.1. Resultados Histdricos (prueba 2016-11'y 2017-11) del examen Saber 11°,

Pertenecientes a la |.E La Milagrosa.

Comparando los resultados generales del Saber 11° a nivel nacional de las pruebas 2016-11 y
2017-11, con el reporte de los resultados historicos obtenidos por la I.LE La Milagrosa (sede
principal) en los mismos periodos y con los resultados de otros establecimientos educativos de la
entidad territorial certificada (ETC), se obtienen las siguientes estadisticas (para los afios 2016 y
2017, en la LLE La Milagrosa se encontraban matriculados y presentaron la prueba 113 y 91
estudiantes; respectivamente):

Tabla 3.

Resultados generales; promedio del puntaje global y desviacion estandar de las pruebas 2016-11
y 2017-11.

2016-11 2017-11 2016-11 2017-11
Sede principal 304 306 36 35
Colombia 258 255 47 48
ETC 267 263 49 51
Oficiales

273 271 49 51
Urbanos ETC
Oficiales

242 242 43 44

rurales ETC
Privados ETC 263 241 47 48

Contrastando los resultados histéricos de la prueba de Matematicas Saber 11° del establecimiento
educativo, con los resultados nacionales y los de otras instituciones pertenecientes a la ETC, en
los periodos 2016-11'y 2017-11, se tiene que:

Tabla 4.

Resultados histéricos de la prueba de matematicas; promedio del puntaje y desviacién estandar
de las pruebas 2016-11'y 2017-I11.

Sede principal 61 61 9 9
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Colombia 51 50 12 12
ETC 53 52 12 13
Oficiales

54 54 12 13
Urbanos ETC
Oficiales

47 47 11 11
rurales ETC
Privados ETC 51 47 11 11

Equiparando el porcentaje de estudiantes, en cada nivel de desempefio en la prueba de
Matematicas Saber 11° del establecimiento educativo, con el nivel de desempefio a nivel nacional
y los de otras instituciones pertenecientes a la ETC, en los periodos 2016-11 y 2017-11, se obtiene
que:

Tabla 5.

Porcentajes de estudiantes presentes, en cada uno de los niveles de desempefio de la prueba
Saber 11° de matematicas, en los periodos 2016-11'y 2017-11.)

Niveles de desempefio en matematicas

Nivel de
., 1 2 3 4
Agregacion
2016-11 2017-11 2016-11 2017-11 2016-11 2017-11 2016-11 2017-1l
Sede
o 1% 0% 10% 13% 75% 74% 14% 13%
principal
Colombia 11% 12% 39% 40% 45% 43% 4% 5%
ETC 9% 12% 35% 35% 50% 46% 5% 7%
Oficiales
8% 9% 32% 31% 54% 51% 6% 9%
Urbanos ETC
Oficiales
18% 17% 46% 49% 34% 33% 1% 2%
Rurales ETC
Privados
9% 18% 42% 46% 46% 34% 3% 3%

ETC
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Teniendo en cuenta los resultados obtenidos por el establecimiento educativo (pruebas 2016-11
y 2017-11), la clasificacidn por niveles de desempefio (en apartado 1.3.2.) y los resultados de la
Tabla 5 para la sede principal, se pueden representar graficamente el porcentaje de estudiantes que
no cumplen con los tres aprendizajes evaluados en la prueba de matematicas (en apartado 1.3.2.)
como:

NO valida procedimientos y estrategias matematicas utilizadas para dar solucién a
problemas.

e ' 2016 2017

El 70% o més de los
estudiantes de la LE, NO
contestaron correctamente las
preguntas relacionadas con el
aprendizaje.

Entre el 40% y el 69% de los
estudiantes de la LE, NO

Lo

4 ‘
\
. @

contestaron correctamente las
preguntas relacionadas con el
aprendizaje.

Entre el 20% y el 39% de los
estudiantes de la LE, NO
contestaron correctamente las
preguntas relacionadas con el
aprendizaje.

El 19% o menos de los
estudiantes de la LE, NO
contestaron correctamente las

preguntas relacionadas con el

. ‘A—"

Figura 2. Clasificacion del aprendizaje (Valida procedimientos y estrategias matematicas
utilizadas para dar solucion a problemas) por niveles de desempefio, de acuerdo a los resultados
obtenidos por establecimiento educativo, en las pruebas 2016-11'y 2017-11.

aprendizaje.
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NO comprende, ni transforma la informacion cuantitativa y esquematica presentada

Seméaforo

El 70% o més de los
estudiantes de la I.LE, NO
contestaron correctamente
las preguntas relacionadas
con el aprendizaje.

Entre el 40% y el 69%
de los estudiantes de la I.E,
NO contestaron
correctamente las
preguntas relacionadas con
el aprendizaje.

Entre el 20% y el 39%
de los estudiantes de la I.E,
NO contestaron
correctamente las
preguntas relacionadas con
el aprendizaje.

El 19% o0 menos de los
estudiantes de la I.LE, NO
contestaron correctamente
las preguntas relacionadas

con el aprendizaje.

en distintos formatos.

2016 2017

)

| \

*a/
. ,.

i
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Figura 3. Clasificacion del aprendizaje (NO comprende y transforma la informacién
cuantitativa y esquematica presentada en distintos formatos) por niveles de desempefio, de
acuerdo a los resultados obtenidos por establecimiento educativo, en las pruebas 2016-11 y 20.
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Frente a un problema que involucre informacion cuantitativa, NO plantea ni

implementa estrategias que lleven a soluciones adecuadas

2016 2017

El 70% o mas de los
estudiantes de la I.E, NO
contestaron correctamente
las preguntas relacionadas
con el aprendizaje.

Entre el 40% y el 69%
de los estudiantes de la

I.LE, NO contestaron

correctamente las
preguntas relacionadas
con el aprendizaje.

Entre el 20% y el 39%
de los estudiantes de la
I.E, NO contestaron

correctamente las

v v
. @
AA

Figura 4. Clasificacion del aprendizaje (Frente a un problema que involucre informacion
cuantitativa, plantea e implementa estrategias que lleven a soluciones adecuadas) por niveles de
desempefio, de acuerdo a los resultados obtenidos por establecimiento educativo, en las pruebas

2016-11'y 2017-11.

preguntas relacionadas
con el aprendizaje.

El 19% o menos de los
estudiantes de la I.E, NO
contestaron correctamente

las preguntas relacionadas

con el aprendizaje.
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A partir de los resultados consignados en la Tabla 5, y de los resultados del Saber 11° reportados

para la ETC y Colombia, por el ICFES (2016) y (2017); se plantea la siguiente tabla comparativa:

Tabla 6.

Comparativa historica, del porcentaje de estudiantes que NO contestaron correctamente las
preguntas asociadas a cada uno de los niveles de aprendizajes, de la I.E La Milagrosa, de la
ETC y nacional (Colombia).

Niveles de agregacion Sede principal Colombia ETC

Aprendizajes 2016-11 2017-11 2016-11 2017-1 2016-11 2017-II

Valido procedimiento y
estrategias matematicas utilizadas 30% 33% 48% 48% 43% 42%

para dar solucién a problemas.

Comprende y transforma la
informacion cuantitativa y

N 39% 23% 55% 37% 50% 31%
esquematica presentada en

distintos formatos.

Frente a un problema que

involucre informacion

cuantitativa, plantea e 39% 38% 54% 54% 52% 48%
implementa estrategias que lleven

a soluciones adecuadas.

1.3.Justificacion.

En lo que concierne a lo curricular, Fiallo (2011, p.10-11) afirma, que no existe un enfoque
claro de parte del MEN, en cuanto a la metodologia que debe ser usada, para abordar la ensefianza
de la trigonometria. Por otra parte, para nadie es un secreto, que, en la mayoria de las aulas de
clase colombianas, predomina el modelo de ensefianza tradicional de las matematicas (en

especifico, de la trigonometria), donde las aproximaciones que se realizan para la comprension de
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los objetos matematicos, enfatizan en un solo registro de representacion estatico (el simbdlico o
algebraico). Asi, este modelo de ensefianza tradicional, en cierta forma condiciona la actitud del
estudiante y su interés por el aprendizaje de las matematicas, debido a que, en ella no se articulan
actividades de aprendizaje de impacto (actividades en contexto, en las que se pongan en préctica
los tres saberes importantes para el desarrollo de competencias, en especial el saber hacer), que
susciten su afan por aprender y le faciliten la comprension de esta ciencia. Lo anterior, representa
para el estudiante un obstaculo didactico, que influye en su proceso de aprendizaje, el desarrollo
de competencias, procesos centrales del pensamiento y su compresion de las matematicas,
limitando su capacidad de adaptacion y respuesta a los nuevos cambios, retos y exigencias del
mundo real, donde la tecnologia ha influido y transformado a casi todas las costumbres sociales,

culturales, morales y éticas, incluyendo el campo pedagogico y educativo.

Asi mismo, es importante que la tecnologia permee el modelo de aprendizaje tradicional, que
se limita a la comprension procedimental y de estructura de unos algoritmos (representaciones
estaticas). Por tanto, es vital que los docentes exploren e implementen recursos dindmicos digitales
(que estimulen los procesos de ensefianza y aprendizaje, mediante el desarrollo de competencias
asociadas a los procesos de comunicacion, razonamiento y resolucion de problemas). Como
ejemplos de recursos tecnoldgicos, se tienen: (i) capsulas y contenidos todos aprender, del MEN,
publicadas en el portal educativo de Colombia Aprende (se combinan recursos digitales didacticos,
y guias virtuales para la elaboracion de material concreto que facilite e impacte el aprendizaje de
los estudiantes); (ii) el Simulador de proyecciones interactivas PhET, creada por Carl Wiemann
en el 2002 (ganador premio nobel de fisica 2001), que propicia ambientes de aprendizaje basados
en la exploracion, la variacion y el juego; y (iii) GeoGebra es un micromundo computacional, que
permite la comprension de los objetos matematicos mediante el uso de las diferentes vistas que
ofrece la herramienta (vista CAS, vista algebraica, vista hojas de calculo, vistas gréficas),
facilitando la exploracion a través del uso de diferentes registros de representacion de los objetos

matematicos.

Finalmente, este trabajo de investigacion resulta pertinente, porque contiene una secuencia de
innovacion didactica, de modo que, se tratara de describir las principales caracteristicas que tiene

un proceso de ensefianza y aprendizaje, inmerso en un ambiente de software dinamico y material
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concreto. De esta forma, los procesos de ensefianza se relacionan con la mediacion instrumental,
propuesta por Moreno (2001), idea que se encuentra sustentada en Runza (2013, p.87), puesto que,
afirma la necesidad de que los docentes preparen e implementen material concreto y herramientas
tecnoldgicas, con el fin de que los estudiantes puedan desarrollar aprendizaje significativo.
Asimismo, los procesos de aprendizaje se encuentran relacionados con la mediacion
instrumental de Moreno (2001) y, con los beneficios del uso de multiples representaciones en
diferentes registros, propuestos en Duval (1995a); puesto que, tal como plantea Matta (2014,
p.109), la mediacion instrumental de software tecnoldgico, resulta ser una potente herramienta,
que permite al estudiante analizar y comprender los objetos matematicos (utilizando diferentes
registros de representacion), de formas que no seria posible, utilizando solamente representaciones
estaticas de dichos objetos (modelo de ensefianza tradicional, que usa un solo registro de
representacion). En conclusién, en este trabajo se evidenciard una secuencia de innovacion
didactica, cuyas actividades de ensefianza estaran condicionadas por las dificultades y formas de

aprendizaje, identificadas previamente en los estudiantes.

Objetivos.

1.3.1. Objetivo principal.

Describir las principales caracteristicas que tiene un proceso de ensefianza y aprendizaje con
la mediacién de GeoGebra y material concreto, para propiciar la construccién de las identidades

pitagoricas en estudiantes de décimo grado

1.3.2. Objetivos secundarios.

e Analizar las caracteristicas que deben tener las actividades de aprendizaje para que los

estudiantes de décimo grado logren construir las identidades pitagoricas.

e Estudiar el papel que desemperia el uso de material concreto y de GeoGebra en la construccion

de las identidades Pitagéricas.
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e Describir la importancia que tiene el uso de las multiples representaciones en la construccion

de las identidades pitagoricas.

1.4.Preguntas Orientadoras.

1.4.1. Pregunta central.

¢Qué caracteristicas debe tener un proceso de ensefianza y aprendizaje con la mediacion de
GeoGebra y material concreto, para propiciar la construccion de las identidades pitagoricas en

estudiantes de décimo grado?

1.4.2. Preguntas auxiliares.

¢Qué caracteristicas deben tener las actividades de aprendizaje para que los estudiantes de

décimo grado logren construir las identidades pitagoricas?

¢Qué papel desempefia el uso de material concreto y de tecnologia (GeoGebra) en la

construccion de las identidades Pitagéricas?

¢Qué importancia tiene el uso de las multiples representaciones en la construccion de las

identidades pitagoricas?
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CAPITULO Il

2. MARCO TEORICO

2.1.Introduccién

En el segundo capitulo se indica el objeto mateméatico, como asi mismo, se estudian algunos
referentes tedricos que sustentan la presente investigacion, tales como la mediacion instrumental,
el uso de maultiples representaciones y las caracteristicas de GeoGebra. Cabe mencionar que este
marco referencial constituye un elemento central para el disefio y aplicacion de los instrumentos
didacticos, asi como para interpretar (en un futuro a corto plazo) los resultados obtenidos durante

la implementacion de las actividades propuestas en el capitulo tres.

2.2. El Objeto Matematico.

Antes de profundizar sobre lo que es una identidad pitagorica, es necesario precisar la diferencia
entre una ecuacion y una identidad. De Oteyza (2001), afirma que una ecuacién es una igualdad
entre expresiones algebraicas, que puede incluir funciones trigonométricas o de otro tipo, y puede
tener o no solucidn; en cambio, una identidad es un caso particular de ecuacién que es cierta para
todos los valores de la variable. Asi, se conocen como identidades trigonométricas a las igualdades
que involucran funciones trigonomeétricas (seno, coseno, tangente, entre otros); las cuales resultan
de mucha utilidad en la simplificacion de expresiones algebraicas, en el célculo de integrales

indefinidas.

En la ensefianza y aprendizaje de las matematicas, durante la etapa escolar (grado décimo), es
comun que los estudiantes deban enfrentarse a problemas que contengan funciones
trigonometricas, donde su solucién involucre determinar uno o mas &ngulos, relacionados

mediante operaciones aritméticas. Aunque son muchas las identidades trigonométricas, este



42

trabajo de grado se limita como objeto matematico de interés, las tres identidades pitagoricas
sen?(x) + cos?(x) =1, 1+ tan?(x) = sec?(x) y 1+ cot?(x) = csc?(x); las cuales se
obtienen aplicando el teorema de Pitagoras, a un triangulo rectangulo cualquiera construido al
interior de una circunferencia unitaria (centrada en el origen del plano cartesiano), cuya hipotenusa
siempre es el segmento que une el centro de la circunferencia con cualquier punto sobre ellay, uno

de sus catetos siempre reposa sobre el eje x.

No existe un unico método para demostrar las identidades trigonométricas; en consecuencia, se
realizaran dos de las tres demostraciones de las identidades pitagéricas (en general, para cualquier
valor del radio de una circunferencia), combinando argumentos (representaciones) geométricos y
algebraicos. La demostraciéon de la tercera identidad pitagdrica, se propone como ejercicio al

lector.

2.2.1. Demostracion de la identidad pitagérica Sen?0 + Cos?*6 =1

Figura 5.a. Construccion propia (por los autores), disefiada en GeoGebra Classic (caso
particular, donde el triangulo rectangulo se encuentra en el cuadrante I).
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Sea la circunferencia C de centro O yradior € R* y sea A un punto en el plano de coordenadas
(x,y) € C; donde (x,y) € RxR. Sea B el punto de intercepcion de la recta perpendicular al eje X
que pasa por el punto A, formando el tridngulo rectangulo AABO, con catetos |y| = d(4,B) y
|x| = d(0,B) y medida de hipotenusa igual a r = d(0,A). Sea 6, el angulo formado por la
hipotenusa y el cateto sobre el eje x del AABO. De acuerdo con la definicién de las funciones

Seno y Coseno, como razones de los lados de un triangulo rectangulo, se tiene que:

X
Sen0=m, (3050=u [1]
r r

Despejando x e y, de las ecuaciones anteriores en [1] se tiene:
r«Senf =|y|, r+*Cos@ = |x| [2]

Por otra parte, teniendo en cuenta el tridngulo rectangulo, se puede aplicar el teorema de

Pitagoras obteniendo:
|x|? + ly|? = r? [3]
Sustituyendo las ecuaciones obtenidas de [2], en [3] se obtiene:
(r xSen 6)% + (r * Cos 8)? = r?
r?x Sen?0 + r? x Cos?0 =1r?

r?(Sen?6 + Cos?0) =r?
2
(Sen?6 + Cos?0) = = T € RY

En Consecuencia: Sen?0 + Cos?0 =1
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2.2.2. Demostracion de la identidad pitagérica 1 + Tan?6 = Sec?0

Figura 5.b. Construccidn propia (por los autores), disefiada en GeoGebra Classic (caso
particular, construccion disefiada sobre el cuadrante 1).

Sea la circunferencia C de centro O yradior € R* y sea A un punto en el plano de coordenadas
(x,y) € C; donde (x,y) € RxR. Sea B el punto de intercepcion de la recta perpendicular al eje X
que pasa por el punto A, formando el tridangulo rectangulo AABO, con catetos |y| = d(4,B) y
lx| = d(0,B) y medida de hipotenusa igual a r = d(0,4). Sea la recta CD, tangente a la
circunferencia C en el punto D. Sea C un punto en el plano de coordenadas (x*,y*) € RxR, tal
que C es el punto de intercepcion de la recta cD y la recta 04. Seacel triangulo rectangulo ACDO,
formado por el eje x y las rectas CD y OA; con catetos |y*| = d(C,D) y |x*| =d(0,D) =ry
medida de hipotenusa iguala h = d(0, C). Sea 6, el angulo formado por la hipotenusa y el cateto

sobre el eje x del AABO (el angulo 6, es compartido por los tridngulos rectangulos AABO y ACDO).
Como los triangulos AABO y ACDO son semejantes; se tiene que:

lyl _ 1y7l r h h

x| 7 x| x| 7
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Despejando |y*| de [4], se tiene que:
rx—= |y [5]

Por otra parte, teniendo en cuenta el tridngulo rectangulo ACDO, se puede aplicar el teorema

de Pitagoras obteniendo:
y2+ri=h 6]

Sustituyendo las ecuacién obtenida de [5], en [6] se obtiene:

<r*%>2 + 712 =h?
r? x (%)2 + r2 =h?
r2 [(M)Z + 1
|x|
G+ =5

=— , reR*
v\’ hy?
(m) +1=(7) 7]

T'2
Por otra parte, utilizando lo obtenido en [4] y aplicando la definicion de las funciones Tangente

= h2

y Secante, como razones de los lados de un tridngulo rectangulo, se tiene para el angulo 6 que:

* r h h
Tanezmzlyl, Sec = —=—= — [8]
| x| r x| Ix*] 7

Sustituyendo [8] en [7] se obtiene:
(Tan 0)? + 1 = (Sec 6)?

En Consecuencia: Tan?6 + 1 = + Sec?60
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En Fiallo (2011); se encuentran claramente representadas las tres identidades pitagoricas

mediante un mapa conceptual (Figura 6):
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2.3.Mediacion Instrumental

Las tres mayores transiciones cognitivas de nuestra especie, han ocurrido durante su evolucion.
La primera indica la transformacion que Ilevo a la memoria a una fase mimética, la segunda esta
asociada a la oralidad y finalmente, la tercera esta ligada a las representaciones externas, la cual
fue desarrollando un nuevo sistema de representacion de la realidad, concentradas de manera

sustancial en la memoria.

Asi pues, podria afirmarse que todo es un conjunto de sucesos acompafiados de varios
elementos, los cuales han llevado a este desarrollo positivo; asi, nuestra especie ha creado
herramientas con propdsitos premeditados alterando nuestra estructura cognitiva, es decir; la
adaptacion al mundo exterior a través de “nuevos 6rganos”. En este marco, es valido afirmar que
la herramienta no modifica el pensamiento, pero si lo complementa como parte de una accion
humana o una representacion misma de lo que se piensa. En consecuencia, el ser humano siempre
se ha visto en la necesidad de hacer uso de entes externos, ya sea para comunicarse o expandir su
concepcion y entendimiento de los objetos. Lo anterior, Luis Moreno lo ha denominado como la
mediacién instrumental y, sefiala que: “las herramientas, como instrumentos de mediacion, han
sido desarrolladas en distintos medios culturales y en diversos periodos historicos. Son parte

integral de las actividades humanas” (2001, p. 83).

También es necesario mencionar que, dentro de la mediacion instrumental se distingue la
metafora de dos procesos: la amplificacion y la reorganizacion; explicadas y diferenciadas por

Moreno, mediante una analogia, afirmando que:

La metafora de las herramientas de amplificacion sugiere pensar en una lupa. La lupa deja ver,
amplificado, aquello que podia ser visto a simple vista. No cambia, por esto mismo, la estructura
del objeto de nuestra vision. La metafora de las herramientas de reorganizacion, sugiere pensar
en un microscopio. Con el microscopio podemos ver lo que no era posible sin dicha
herramienta. Accedemos entonces a otro nivel de la realidad, cualitativamente distinto. Se abre
entonces, la posibilidad de acceder a un conocimiento nuevo (2002, p. 85).
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Por otra parte, al definir la funcion F(x) = A Sen(Bx + C) en GeoGebra, con A, By C;

deslizadores previamente construidos en el micromundo computacional; puede observarse un claro

ejemplo de estas metaforas. GeoGebra permite obtener la siguiente representacion de un

movimiento armonico simple (Figura 7):

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda
% L ] =
DRERENEERENEE =
¥ LX) -
5
A=1
I [ 1
= B=1
4 c=1
! i ! 1
3
o) = 1 sen|(l )+ 1 4
\ 2
ez
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
-1
-2
Entrada:

Figura 7. Representacion gréfica de la funcion F(x)= A*Sen((B*x) +C), tal que A=B=C=L1.

GeoGebra Classic.

En GeoGebra, los efectos de visualizacion producidos por los deslizadores A, B y C dentro de

la funcion, también pueden ser observados usando material concreto (sélo lapiz y papel), aunque

resultaria ser una labor ardua y tediosa. En este caso, GeoGebra permite construir lo mismo que

puede realizarse con material concreto, s6lo que, de una forma mas agil, dindmica y sencilla, por

lo que, se puede concebir al micromundo computacional como herramienta de amplificacion del

objeto matematico. Esta herramienta, permite manipular los diferentes deslizadores. Por ejemplo;

manipular el deslizador A, evidencia la variacion de amplitud (Figura 8b), el B, permite analizar

el cambio de periodo o de frecuencia (Figura 8c) y, el C, facilita la visualizacién del desfase (Figura

8a). En conclusion, el dominio de recursos y estrategia se ve potenciado por la utilizacion de la

herramienta.
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a.
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda
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b. C.
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Figura 8. Tareas de reconocimiento que implican la distincion de aspectos visuales.
GeoGebra Classic.

Finalmente, asociado a la implementacion de GeoGebra y material concreto, este trabajo tendra

en cuenta el papel que juega la mediacion instrumental de estas herramientas, en los procesos de
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ensefianza y aprendizaje de las identidades pitagdricas. Por otra parte, es necesario explicitar que
las actividades que seran disefiadas con estas herramientas, tendran en cuenta los resultados y datos
que se vayan obteniendo como resultado de las actividades de la secuencia de innovacién didactica
(en la metodologia seré descrita la secuenciacion que tendrén las fases de la secuencia didactica).

2.4. Caracteristicas de GeoGebra.

GeoGebra es un micro-mundo computacional de la familia de la geometria dinamica, tal que
dicho micro-mundo es un sistema (Objetos, operaciones y relaciones) computacional dotado de un
conjunto de fenémenos (arrastre, movimiento, lugar geométrico, construcciones y macro-
construcciones) que ocurre en la pantalla, ademas Hohenwarter (2009) menciona que es “.... para
todos los niveles educativos que retne geometria, algebra, hoja de célculo, gréaficos, estadisticay
cdlculo en un solo programa facil de usar” (p.13). Al ser un software dindmico, permite construir
de modo muy simple puntos, rectas, segmentos, poligonos, vectores, etc., de forma que cualquiera
de ellos puede sufrir modificaciones con simples movimientos téctiles o del ratén, ademas, admite
la entrada de expresiones directas, (algebraica, aritmética entre otros) y ofrece una amplia variedad
de comandos; proporcionando herramientas, que permiten mostrar distintas representaciones como

sean necesarias.

GeoGebra es también una comunidad en rapida expansion, con millones de usuarios en casi
todos los paises, cuenta con una plataforma llamada GeoGebratube, la cual permite compartir
secuencias, disefios y construcciones realizadas por las diferentes personas que hacen parte de esta
familia. Actualmente, en Colombia hay cuatro institutos de GeoGebra; ubicados en Cali, Medellin,
Bogota e Ibagué; que constituyen comunidades por convenios realizados por universidades de la
zona, que tienen un interés en comun y es el desarrollo de materiales soportados por el software,
que estén orientados a mejorar los procesos de ensefianza-aprendizaje de las matematicas. En
conclusion, GeoGebra se ha convertido en un proveedor lider de software de matematica dinamica,
apoyando la educacion en ciencias, tecnologia, ingenieria y matematicas (STEM: Science
Technology Engineering & Mathematics) y la innovacion en la ensefianza y el aprendizaje en todo
el mundo (GeoGebra 2001).
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Por altimo, es importante mencionar que en el presente trabajo de grado busca estudiar el rol
que protagoniza el uso de GeoGebra, en los procesos de ensefianza y aprendizaje ligados a las

identidades pitagoricas.

2.5. Uso de multiples representaciones.

En matematicas, el hacer uso de las multiples representaciones con respecto a un mismo
concepto, posibilita una mayor comprension de dicho concepto, puesto que, segin Duval, citado
en Brojon, et al. 2015 “se ha adquirido un concepto determinado, cuando se es capaz de transitar
entre por lo menos dos diferentes representaciones semioticas del concepto mismo”, haciendo
alusion a que sin necesidad de cambiar las propiedades matematicas representadas, se cambia el
contenido de representacidn y esto se cumple, cuando se hace el cambio de un sistema a otro. No
obstante, al momento de un docente ensefiar un concepto matematico, este hace uso de un sistema
de representacion por lo general, el sistema simbolico algebraico, ya sea por facilidad o comodidad
en el manejo conceptual, a través de una forma de representacion especifica, o de acuerdo a las
creencias que tenga el profesor sobre las matematicas. Y, aunque es una concepcion erronea del
docente el limitar (por asi decirlo) la ensefianza de un concepto matematico, ya que conlleva a los
estudiantes a un deficiente aprendizaje y a imposibilitar la resolucion de problemas asociada a
dicho concepto; por esta razon, es necesario que en las instituciones educativas, particularmente
en el aula de clase, se implementen diversos tipos de representaciones semioticas, a través de
actividades que conlleven a la utilizacion y articulacion de dichas representaciones (esto con el fin
de mencionar, que resulta indispensable para la ensefianza de las matematicas, que los estudiantes
logren representar y relacionar los contenidos matematicos de diversas formas) y, posteriormente

a una formalizacién rigurosa del concepto ya manejado.

Por otra parte, existen tres actividades cognitivas inherentes a toda representacion semidtica,
que son la formacion, el tratamiento y la conversion; las tres se encuentran rigurosamente
vinculadas, pero solo se enfatizard en la conversion y el tratamiento, debido a los objetivos e
intereses del presente trabajo. Dentro de las transformaciones de representacion semidtica se
distinguen dos clases: la conversion y el tratamiento (Duval, 1995a), y aunque muchos docentes

no hacen una distincidn entre estas dos clases, es necesario diferenciarlas muy bien. La conversion,
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es considerada como un proceso de vital importancia, ya que favorece la coordinacion de los
registros de representacion, permitiendo que los estudiantes sean capaces de representar los
contenidos matematicos, utilizando diferentes registros (Duval, 2006); y el tratamiento, es
considerado como la transformacion de una representacion, en otra representacion de un mismo
registro:

Aunque la conversion pareciera ser muy compleja (debido a que es el primer umbral de la
comprension en el aprendizaje de las matematicas), por las observaciones que se han hecho, se ha
probado que para muchos estudiantes (de los diferentes niveles de ensefianza); cambiar la forma
de una representacion es una operacion dificil e incluso en ocasiones imposible, como si para gran
parte de ellos, la comprension que adquieren de un contenido quedara limitada a la forma de

representacion utilizada.

Finalmente, como el tema de interés de este trabajo se enfoca en la geometria, Duval, hace
mencion que cuando se trabaja para esta area de las matematicas, es necesario utilizar un
tratamiento discursivo y visual. El primer tipo, hace referencia a teoremas que implican el uso del
lenguaje y, propiedades de los datos por deducciones validas. El segundo, hace alusion a como se
puede reorganizar de diversas maneras, las formaciones (geométricas) (Duval, 2006). En
consecuencia, lo anterior resulta crucial, puesto que proporciona los elementos que se deben tener
en cuenta en el disefio de las hojas de trabajo, ya que se hace con la finalidad de tener un punto de
referencia, para el analisis de las actividades cognitivas de tratamiento y conversion que realizan
los estudiantes, en el proceso de hallar la solucion de las problematicas abordadas en la hoja de
trabajo.

A manera de conclusidn, para el siguiente trabajo se tratara de describir la importancia que tiene

el uso de multiples representaciones en la construccion de las identidades Pitagoricas.
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CAPITULO 111

3. METODOLOGIA

3.1. Introduccién

En este capitulo se describen las actividades que componen el presente trabajo, asi como el
propésito de cada una de ellas. En primera instancia, se detallan las caracteristicas de los
estudiantes que participardn en la investigacion (contexto politico y socio-cultural) v,
posteriormente, se explican las fases que la integran: disefio y pilotaje de la encuesta de
diagndstico, aplicacion del diagndstico, disefio y pilotaje de las hojas de trabajo. Finalmente, se
explica el proposito del andlisis de la informacién tanto cuantitativa como cualitativamente.
Asimismo, se describen las condiciones de aplicacion y la metodologia de trabajo implementada
en el aula, en la que destaca de manera importante una dindmica radicalmente distinta a la
ensefianza tradicional. De esta manera, los estudiantes participan activamente en la construccion

de su aprendizaje.

El trabajo es de caracter mixto porque se basa en el empleo simultaneo de métodos cuantitativos
y cualitativos Moscoso (2017). En este sentido, desde lo cuantitativo, se evalué el rendimiento de
los estudiantes en cada hoja de trabajo, con la asignacion numérica del rendimiento, ponderando
con 1 la respuesta correcta y con 0 la respuesta incorrecta o no respondié. Mientras que en lo
cualitativo se reflexiono sobre las caracteristicas que tuvo el proceso de construccion de conjeturas

sobre las identidades pitagoricas, con fundamento en el marco tedrico.

3.2. Los sujetos

Las actividades que integran esta propuesta, se aplico en la institucién Educativa La Milagrosa,

del sector oficial, ubicada en el centro de la ciudad de Palmira, Valle del Cauca.
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En la investigacion las personas que participaron, son estudiantes del grado decimo,
conformado por 34 estudiantes, de modo que 11 son mujeres (32,4 %) y 23 son hombres (67,6

%) cuyo promedio de edad oscilaba entre los 14 y 16 afios.

3.3. Fase de Disefio

En esta primera etapa se disefiaran los instrumentos de recoleccion de la informacion:

a. Diagnostico. Es un instrumento que permite, recolectar informacion acerca de las
creencias, las nociones basicas, el dominio de recursos y la utilizacion de estrategias
tanto heuristicas como de control de los estudiantes, entorno al objeto matematico. De
esta manera para la elaboracién de este instrumento se revisa la estructura presentada
en los DBA en matematicas, propuestos por el Ministerio de Educacién Nacional, sobre
los saberes previos que deben tener los estudiantes para el desarrollo de las identidades

pitagoricas.

b. Las Hojas de trabajo son instrumentos de mediacion entre la ensefianza y el
aprendizaje, que contienen problemas, actividades de exploracion, sugerencias,
espacios en blanco para construir gréaficos, tablas, conjeturas y para resolver
problemas con el apoyo de GeoGebra y de material concreto. Su elaboracion se da a
partir de los resultados obtenidos en la prueba diagndstico la cual permite tener una

vision de como se puede llevar a cabo la elaboracion de este instrumento.

c. Entrevistas clinicas. Es un instrumento de recoleccion de la informacion por la via
oral. Se aplicara posterior a la realizacion de las hojas de trabajo. Se seleccionaran
algunos estudiantes para practicarles una entrevista con dos criterios: (i) soluciones
ambiguas o poco entendibles. (ii) Que la solucion sea representante de una categoria

de analisis. Las entrevistas seran grabadas para su posterior analisis.
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3.4. Fase de Validacion.

Busca mirar y analizar el disefio pasando por 3 procesos que son:

Revision de expertos. En este caso docentes profesionales (Tutor, docente de matematicas
de la institucion educativa La Milagrosa y un Mg. En educacion matematica), referentes al
area de matematicas den su opinion y aspecto relevantes que minimicen los posibles

errores, dificultades y obstaculos dentro del disefio.

Pilotaje: Se aplicard la prueba diagnostica en los estudiantes, con el fin de identificar
diferentes dificultades que puedan presentarse, ya sean caracter didactico, técnico,

semantico, sintactico o gramatical.

Reajuste: A partir de las observaciones realizadas por los expertos y los resultados
obtenidos en el pilotaje (prueba diagnodstica), se reajustaran las hojas de trabajo antes de
aplicarlas, con la intenciéon de perfeccionar y elaborar hojas de trabajo que realmente

permitan dar cuenta del objeto de estudio.

3.5.Recoleccion.

La recoleccion de datos es fundamental, ya que a partir de ella se analiza y procesa la

informacion que se obtiene en cada una de las actividades que integran la propuesta. Por lo tanto,

los datos se han de tomar de diversas fuentes:

La prueba diagnostica (se trabajo de forma individual), que permitié elaborar las hojas de
trabajoNo 1,2y 3.

Se utilizé como instrumento de recoleccion (comunicacion escrita) las Hojas de Trabajo 1,
2 y 3. Este instrumento de recoleccion, contiene varias preguntas y un espacio suficiente
para que los estudiantes respondan por escrito. La planeacion de las Hojas de Trabajo, para

ser desarrolladas en grupos, fomentd el trabajo en equipo entre los estudiantes; ademas, las
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actividades aqui expuestas, resultaron ser entretenidas o de su interés. Las preguntas

combinaban contextos matematicos y reales hipotéticos.

e Durante la ejecucion de las hojas de trabajo y la prueba diagnostico se combinan tres
momentos: el trabajo individual y grupal, el acompafiamiento y la reformulacion de
contextos. El trabajo individual: en este momento el estudiante se enfrenta al problema sin
la ayuda del maestro o algin compafiero. El trabajo grupal: en este momento, los
estudiantes socializan e interactian y llegan acuerdos acerca de alguna solucion que
consideran es la adecuada. El acompafiamiento: en este momento interviene el profesor,
como formulador de preguntas y sugerencias que permitan al estudiante acercarse cada vez
mas a la solucion del problema. La reformulacion de contextos: en este momento, los
estudiantes movilizaban los objetos matematicos en diferentes tipos de contextos y

registros de representaciones.

e Se documentard y analizard la informacion obtenida de los estudiantes producto de la

prueba diagnostica y de la hoja de trabajo.

e En caso de considerarse necesario, se entrevistara a aquellos estudiantes que hayan tenido
un desempefio particular e interesante, durante la aplicacion de la prueba diagnostica o el
pilotaje de actividades.

Tabla 7.

Calendario de las actividades a aplicar.

Fecha de Aplicacion Actividad Tiempo
20/02/2019 Prueba Diagnostico 50 minutos
04/03/2019 Hoja de Trabajo No.1 80 minutos
13/03/2019 Hoja de Trabajo No.2 100 minutos
18/03/2019 » Hoja de Trabajo No.3 , 50 minutos

Fuente: Los autores
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3.6. Procesamiento.

Una vez recolectada la informacion, se debe almacenar en archivos fisicos y digitales con
identificacion, almacenandolos y archivandolos para su salvaguarda.

Posteriormente, la informacion se convierte en tablas y graficas para su andlisis. Es importante
tener en cuenta en esta fase las categorias de analisis seleccionadas. Por ejemplo, en la parte
cuantitativa se usaran categorias como: correcto, incorrecto y no contestd. Mientras que, en la parte
cualitativa, las graficas y tablas se construirdn con categorias como: recursos, estrategias

heuristicas, estrategias de control.

3.7.Andlisis.

Se analizard los resultados cuantitativamente y cualitativamente. El analisis cuantitativo
evidenciara los resultados con porcentajes de éxito y fracaso obtenidos por los estudiantes. Esta
fase del estudio, se desarrollara teniendo en cuenta los referentes propuestos en los capitulos 1y 11
del presente documento, con lo que se quiere poder analizar las caracteristicas que deben tener las
actividades de aprendizaje, para que los estudiantes de décimo grado, logren construir las
identidades pitagdricas. También, se espera estudiar el papel que desempefia el uso de material
concreto y de GeoGebra en la construccion de las identidades Pitagoricas y, describir la
importancia que tiene el uso de las maltiples representaciones en la construccion de las identidades

pitagoricas.

Ademas, se mostraran pictogramas comparativos respecto las pruebas estandarizadas tenidas
en cuenta para el disefio de la prueba diagndstica y la hoja de trabajo. Por otra parte, el analisis
cualitativo tendra en cuenta el tipo de solucion que den los estudiantes a los problemas para
categorizar los resultados. Esta fase también tendra en cuenta las dificultades encontradas durante
la implementacién de todo lo anteriormente mencionado, con el propdsito de mostrar como

propuesta final, re-disefiar la prueba diagndstica y la hoja de trabajo para ser mas eficiente y que
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permita evidenciar de mejor manera un buen proceso de ensefianza y aprendizaje en los

estudiantes.



59

CAPITULO IV

4. PRESENTACION Y ANALISIS DE RESULTADOS.

4.1. Estudio diagnéstico.

4.1.1. Descripcién del diagndstico:

La prueba de diagnostico esta compuesta por 8 preguntas (ver anexo 1), las cuales se pueden
agrupar en los siguientes bloques:

e Las concepciones (preguntas 1, 2 y 3). Este bloque esta conformado por preguntas que

exploran las concepciones que tienen los estudiantes sobre el triangulo rectangulo (catetos

e hipotenusa) y el area de los cuadrados (diferencia y relacion de los atributos medibles

(&rea) del objeto matematico (cuadrado)).

e Las percepciones y el uso de recursos (preguntas 4, 5, 6, 7 y 8). Este blogue destaca
aspectos relacionados con las areas de los cuadrados formados sobre los lados de un
triangulo rectangulo y con preguntas en contexto real (relacionado con proporciones). Se
desea indagar si los estudiantes conocen o no, el teorema de Pitdgoras y las
proporcionalidades geométricas y, el impacto que tiene la posicion y la forma en la toma

de decisiones en la solucion de un problema de geometria.

4.1.2. Objetivos del diagnostico

e Estudiar las concepciones que tienen los estudiantes sobre el triangulo rectangulo (y sus

propiedades) y el area de los cuadrados.

e Analizar la influencia que tiene la percepcion (posicion y ubicacién) sobre la toma de
decisiones geométricas en la solucion de problemas de geometria; especificamente

problemas asociados al uso y aplicabilidad del Teorema de Pitagoras.
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e Estudiar el dominio inicial que tienen los estudiantes de grado decimo, sobre el teorema de

Pitagoras (su uso y sus propiedades) y las proporciones entre figuras geométricas.

4.1.3. Condiciones de aplicacion del diagndstico.

La prueba diagndstica fue desarrollada por 28 estudiantes, cuyo promedio de edad, oscilaba
entre los 14 y 16 afios. Se aplicé de manera individual y por escrito. Para resolver las actividades
de la prueba, los estudiantes Unicamente podian utilizar lapiz y papel. En total utilizaron 50

minutos para responder el total de preguntas.

4.1.4. Resultados del diagnostico

4.1.4.1. Resultados cuantitativos del diagndstico.

Tabla 8.

Resultados generales obtenidos por los 28 estudiantes de grado 10° en la Prueba Diagnostica.

Pregunta No.

_ » Total de
Concepciones Recursos y Percepcion %
Puntos

Alumno
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©

37,5
62,5
25
62,5
25
50
50
87,5

0 N o 0o b~ W N Bk
L i i e e
P P O O L +r Pk, O
P P O O B O P+ O
O O O O o o o o
P O B O B O P+ O
P P, O kP B O kL, O
P O P O O O O Bk
P O B O O O O K
S VN ~SR N OGBS TS B V)



61

Pregunta No.

Total de

Puntos

Recursos y Percepcion

Concepciones

Alumno

No.

50
87,5

7
5

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21

62,5

50

25

75
37,5

50
50
62,5

25
62,5

5
5

62,5

22
23
24
25
26
27

50
25
75
50
50
50
50

28
Prom (%) 92,9 536 714 O

Promedio

32,1 50 643 357

36,4

72,6

bloque(%o)

Media Puntos

1,58

Des. Tip
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Pregunta No.

_ » Total de
Concepciones Recursos y Percepcion %
Puntos

Alumno
No.

C.V. (%) 39,53

De acuerdo con los resultados individuales, obtenidos por el grupo de estudiantes en la prueba
diagndstica (50%), se observa un rendimiento académico aceptable. Ademas, se observa una

dispersion alta reflejada en un coeficiente de variabilidad del 39,53%.

e Enel Bloque 1 (concepciones)

De los 28 estudiantes que presentaron la prueba diagndstica, en la Pregunta 1, el 92,9% contesto
correctamente teniendo claro la representacion grafica del triangulo rectangulo. En la Pregunta 2,
el 53,6% saben definir y caracterizar un tridngulo rectangulo. En la Pregunta 3, el 71,4% reconoce

e identifica el area, como un atributo medible en un cuadrado.

e Enel Bloque 2 (recursos y percepciones)

De los 28 estudiantes que presentaron la prueba diagnostica, en la Pregunta 4, el 0% redacta y
explica, la relacion entre las areas de los cuadrados formados por los lados de un triangulo
rectangulo. En la Pregunta 5, el 32,1% utiliza de manera correcta el teorema de Pitdgoras para
resolver un problema en un contexto netamente matematico. En la pregunta 6, el 50% reconoce,
identifica y diferencia los lados de un triangulo rectangulo (hipotenusa, cateto adyacente y
opuesto) dependiendo del angulo de referencia. En la pregunta 7, el 64,3% establece relaciones de
semejanza en una figura plana dentro de un contexto real y, en la pregunta 8, el 35,7% usan

definiciones o criterios de semejanza (proporciones) para explicar situaciones en un contexto real.
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4.1.4.2. Analisis cualitativo del diagndstico.

e Bloque 1 (Concepciones).

El blogue estd compuesto por las preguntas 1, 2 y 3, que buscan indagar por las concepciones
sobre: la definicion y representacion gréfica del tridngulo rectangulo, y sobre el calculo del area
de un cuadrado, dadas unas condiciones especifica.

e Bloque 2 (Recursos y percepciones)

Este blogue estd compuesto por las preguntas 4, 5, 6, 7 y 8; y busca identificar las nociones y
el uso conceptual de los estudiantes sobre el teorema de Pitadgoras y la proporcion en un problema

en contexto netamente matematico y real (respectivamente).
En la pregunta No. 1, de acuerdo con la Tabla 8:

Tabla 9.

Resultados pregunta No. 1 de la prueba diagndstico (C: correcta; I: incorrecta; NC: no
contesto).

C I NC
26 2 0
92,9% 7,1% 0%

En la pregunta No. 1 del 92.9%, 22 estudiante presenta una representacion grafica estandar del
triangulo rectangulo, en cambio los otros 2 realizan una representacion grafica no convencional.
Y del 7.1%, 2 estudiantes hacen la misma representacion realizada por los 22 estudiantes, con la
Unica diferencia de que al momento de identificar los catetos y la hipotenusa lo realizan de manera

inadecuada.



CORRECTAS

Figura 9. Respuestas pregunta 1 (prueba diagndstica) de los estudiantes No. 7y 8,
respectivamente.

INCORRECTA

Figura 10. Respuesta pregunta 1 (prueba diagnodstica) del estudiante No. 24.

En la pregunta No. 2, de acuerdo con la Tabla 10:

64
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Tabla 10.

Resultados pregunta N°2 de la prueba diagnostico (C: correcta; I: incorrecta; NC: no contesto).

C | NC
15 11 2
53,6% 39,3% 7,1%

En esta pregunta, se observa que 15 estudiantes presentan de manera correcta la definicion de
un triangulo rectangulo, por medio de caracteristicas presentes dentro de dicho triangulo. Ademas,
en esta pregunta se observa que del 53,6% de los (15) estudiantes, saben definir y caracterizar un
triangulo rectangulo por medio de un angulo recto (perpendicularidad de los catetos) y los nombres
de los lados que lo componen; de los cuales, 5 mencionaron que esta conformado por un angulo
recto y dos agudos, 8 solo mencionaron que estaba compuesto por un angulo recto y 2 hicieron
mencion de que dos de los catetos estaban perpendicular entre ellos, formandose un angulo de 90
y que al frente (en palabras del estudiante) de dicho angulo se encontraba la hipotenusa. Sin
embargo, del 39,3%, se evidenciaron aspectos como, no tienen claro el concepto de angulo recto,
definen a partir de un triangulo en particular (d&ngulos agudos de 45° y catetos iguales), desconocen

la relacion que tiene la suma de los angulos internos en un triangulo.

CORRECTA

Figura 11. Respuesta pregunta 2 (prueba diagndstica) del estudiante No. 2



INCORRECTAS

Figura 12. Respuestas pregunta 2 (prueba diagndstica) de los estudiantes No. 15y 20
respectivamente.

En la pregunta No. 3, de acuerdo con la Tabla 11:

Tabla 11.

Resultados pregunta No. 3 de la prueba diagnostico (C: correcta; I: incorrecta; NC: no
contesto).

C | NC
20 8 0
71,4% 28,6% 0%
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En esta pregunta el 71,4% de los estudiantes, al momento de calcular el area de un cuadrado

particular, presentan claridad del concepto, ya que se evidencia de manera correcta el uso de

diferentes representaciones (geométrico, lenguaje natural, numérico y algebraico) al momento de

contestar. De los cuales, 4 contestaron haciendo uso de tres representaciones (lenguaje natural-

algebraico-numérico), 2 usaron las representaciones algebraica y numérica, 10 contestaron de

manera geométrica, algebraica y numérica, 3 geometrico-numerico y 1 hizo uso de la cuadricula

plasmada en el cuadro de respuesta, dandole a cada cuadro 1 unidad de medida. Lo cual, le permitid
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plasmar geométricamente el cuadrado y posterior a ello contar cada unidad cuadrada al interior de

dicho cuadrado para dar respuesta de forma correcta al problema (geometrico-numerico).

De los 8 estudiantes que contestaron incorrectamente (28,6%): 5 estudiantes presentan una
nocion incorrecta del atributo de area, puesto que lo confunden con el de perimetro; 2 estudiantes
contestan la pregunta a partir de un caso particular que ellos mismos plantean, sin responder (con
exactitud) lo que pide la pregunta; por ende, se evidencia que simplemente han aprehendido a
estimar el area solo para casos particulares; y, solo un 1 estudiante responde de manera algebraica

para un caso general, sin aplicar una ecuacion o formula para el calculo del area.

CORRECTAS

'3)‘ Si un cuadrado tiene un lado de 4 unidades ¢ Cudl es su area? Just

— |

Figura 13. Respuestas pregunta 3 (prueba diagndstica) de los estudiantes No. 8 y 26,
respectivamente.

INCORRECTA

Figura 14. Respuestas pregunta 3 (prueba diagndstica) de los estudiantes No.1.
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Para responder las preguntas del 4 al 6 de manera correcta, los estudiantes debian conocer el
teorema de Pitagoras, saberlo aplicar en un contexto netamente matematico y ademas a partir de
un angulo diferente al recto identificar sus respectivos catetos (adyacente y opuesto). Donde cada

respuesta depende de la siguiente informacion (Figura 15).

RESPONDE LAS PREGUNTAS DEL 4 AL 6 DE ACUERDO CON LA SIGUIENTE INFORMACION

Sobre los lados del ADAB rectangulo, se construyen cuadrados como se muestra en la figura. El area
de los cuadrados IDAJ y AGHE, son de 16 y 9 unidades cuadradas respectivamente.

Figura 15. Enunciado de las preguntas 4, 5y 6, de la prueba diagndstica.

En la pregunta No. 4, de acuerdo con la Tabla 12:

Tabla 12.

Resultados pregunta No. 4 de la prueba diagnostico (C: correcta; I: incorrecta; NC: no
contesto).

C | NC
0 25 3
0% 89,3% 10,7%

En esta pregunta, del 89,3%, 7 estudiantes tuvieron dificultades para redactar y explicar, la
relacion entre las areas de los cuadrados formados por los lados de un tridngulo rectangulo. Entre
las respuestas presentadas por los estudiantes, se evidenciaron dificultades para diferenciar un
objeto de sus representaciones y de sus atributos. También, se identificaron problemas con la
aplicacion del teorema de Pitagoras fuera de un contexto algebraico, puesto que, ninguno fue capaz
de representar e ilustrar el teorema en lenguaje natural (se evidencia la dependencia y el privilegio

de los sistemas de representacion algebraicos, para el entendimiento de los objetos matematicos).
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Ademas, algunos estudiantes tuvieron dificultades para entender la intencionalidad de la pregunta,

lo que ratifica la importancia de estimular la lectura desde las matematicas.

Figura 16. Respuestas pregunta 4 (prueba diagndstica) de los estudiantes No. 7 y 27,
respectivamente.

INCORRECTAS

ibn entre

el area de los cuadrados DFEB, IDAJ y AGHB? En caso de

1§ Farman Uun =
1 ¥ i angw 10
(
4 6n entre el area de los cuadrados DFEB, IDAJ y AGHB? En caso de

Analizando las respuestas dadas, por los estudiantes 7 y 27, claramente se evidencia que

confundieron la representacion del objeto, con su atributo (area). En consecuencia, relacionaron

las representaciones de los cuadrados (en un registro gréfico) y no sus areas, tal cual, como lo

solicitaba la pregunta 4. Los estudiantes buscaban relacion por la forma de la figura que veian (ver

Figura 15) y, no prestaban atencion estricta a lo que les solicitaba la pregunta.

En la pregunta No. 5, de acuerdo con la Tabla 13:

Tabla 13.

Resultados pregunta No. 5 de la prueba diagnostico (C: correcta; I: incorrecta; NC: no

contesto).

C | NC
9 10 9
32,1% 35,7% 32,1%
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En esta pregunta, el 32,1% de los estudiantes aplican el teorema de Pitagoras de manera

correcta, ante un problema en contexto netamente matematico.

Por otra parte, del 35,7% que contesto incorrectamente, se analiz6 que: 5 estudiantes conocian
la representacion algebraica del teorema de Pitagoras; aunque, al momento de aplicarlo a un
problema particular, no distinguian la diferencia entre un cateto y el &rea de un cuadrado (unos
toman la magnitud del cateto como el &rea de uno de los cuadrados, o viceversa). Ademas, los
otros 5 estudiantes presentaron una respuesta injustificada, que no tienen relacion con lo pedido
(intencionalidad) en la pregunta (los estudiantes producian valores erroneos para la respuesta, sin

justificacion valida).

CORRECTA
B)Culnlas uridedes mide o ado DF gl cuadrado OFER?
ot 309
B0 (oot bs g @ on o Ty

H% o oo mecidy IF Tonben mef S anis

Figura 17. Respuesta pregunta 5 (prueba diagndstica) del estudiante No. 8.

INCORRECTA

5) ¢Cuéntas unidades mide el lado DF del cuadrado DFEB?

Maaasasal b 17>

Figura 18. Respuesta pregunta 5 (prueba diagndstica) del estudiante No. 11.
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De acuerdo con la respuesta presentada por el estudiante No. 8 (ver Figura 17), se evidencia
que vincula ciertas propiedades del cuadrado (lados iguales), con el correcto uso del teorema de
Pitagoras; dentro de una situacion en contexto netamente matematico. Ademas, se identifican
como registros de representacion (para dar solucion a la pregunta); una combinacién entre,
representaciones algebraicas y en lenguaje natural. Asimismo, es claro que el estudiante reconoce
la importancia de las unidades de medida, asociadas a las magnitudes de los objetos matematicos,

a la hora de dar su respuesta.

En concordancia con la respuesta expuesta por el estudiante No.11 (ver Figura 18), se
identifican ciertas dificultades asociadas a la relacion y diferenciacion de los objetos matematicos
en cuestion (Teorema de Pitagoras, area de cuadrados y propiedades de los cuadrados). Aqui, el
estudiante no diferencia la tesis del teorema de Pitagoras “la suma de los cuadrados de los catetos
es igual al cuadrado de la hipotenusa™. Con la hipotenusa y los catetos mismos; claramente,
confunde las éreas de los cuadrados (construidos sobre los lados del tridngulo rectangulo), con la
magnitud de los catetos y la hipotenusa. Asimismo, es claro que el estudiante no reconoce la
importancia de las unidades de medida, asociadas a las magnitudes de los objetos matematicos, a

la hora de dar su respuesta.
En la pregunta No. 6, de acuerdo con la Tabla 14:

Tabla 14.

Resultados pregunta No. 6 de la prueba diagnostico (C: correcta; I: incorrecta; NC: no
contesto).

C | NC
14 12 2
50% 42,9% 7,1%

En la pregunta 6, el 50% de los estudiantes reconocen, identifican y diferencian los lados de un
triangulo rectdngulo (hipotenusa, cateto adyacente y opuesto), dependiendo del angulo de
referencia. En cambio, de los estudiantes que contesto incorrectamente (42,9%), se analiz6 que: 5
de los estudiantes confunden la ubicacion de los catetos y la hipotenusa (en un triangulo
rectangulo), de acuerdo a un angulo de referencia dado. Entre estas confusiones, se destaca que 4

de los estudiantes ubican bien la hipotenusa, pero confundian los catetos; y, un estudiante, ubica
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la hipotenusa en uno de los catetos. Los otros 5 utilizaban una representacion grafica modificada
(posicion estandar) del triangulo DAB (ver Figura 15); no obstante, confunden el cateto opuesto
con el adyacente (este error es muy comun en los estudiantes, cuando ubican un tridangulo de forma
estandar, suelen tomar como angulo referencia, el &ngulo formado por la hipotenusa y el cateto
que sirve de base para el tridngulo); 1 relacionaba los vértices del triangulo (puntos) con los catetos

y la hipotenusa y 1 afirmaba que los catetos eran los angulos.

CORRECTA

Figura 19. Respuestas pregunta 6 (prueba diagndstica) de los estudiantes No. 8 y 22
respectivamente.

INCORRECTO

Figura 20. Respuestas pregunta 6 (prueba diagnoéstica) de los estudiantes No. 28y 3
respectivamente.
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De la Figura 19, podemos observar que los estudiantes No. 8 y 22, precisan claramente los lados
de tridngulo DAB (ver Figura 15), correspondientes al cateto opuesto, adyacente y la hipotenusa.
Asimismo, es importante resaltar que ellos utilizan una notacion formal, para denotar el nombre

de los lados del triangulo.

De acuerdo a la Figura 20, se analiza que el estudiante No. 28, realiza una representacion grafica
de un tridngulo rectangulo “similar” al ADAB, rotada de tal manera, que la posicion de este sea
estandar y aunque, es bueno, el hecho de que el estudiante haga uso de estas rotaciones, puesto
que esta haciendo uso de nociones de tal forma que facilita o agiliza su percepcion con respecto a
un objeto, en este caso el tridngulo rectangulo. Pero, hay algo malo de trasfondo en esto y es que
el estudiante presenta una dificultad de visualizacion, el cual, le es incapaz de ubicar el cateto
opuesto y adyacente, si el triangulo rectangulo no esta ubicado de una forma particular. También,
se identifica la dificultad de asociar uno de los angulos internos (agudos) del tridngulo rectangulo,
como punto de referencia para reconocer la hipotenusa y los catetos de este mismo. Por otra parte,
en concordancia con la respuesta presentada por el estudiante No. 3, se evidencia en él, un error
en la conceptualizacion de los objetos matematicos; puesto que, confunde los angulos internos

agudos con los catetos.

Para responder las preguntas 7 y 8 de manera correcta, los estudiantes debian tener claridad en
el tema de proporciones entre segmentos y aplicar su conocimiento, en la solucion de un problema
en contexto real (pregunta tipo prueba Saber). Ademas, estas preguntas deben analizarse
conjuntamente, puesto que se complementan; debido a que, en la pregunta No. 7, sélo se debe
seleccionar la respuesta que consideren correcta, mientras que, en la pregunta No.8, deben
justificar aquella seleccion realizada en la pregunta No. 7. Asimismo, las respuestas presentadas

por los estudiantes, dependen de la siguiente informacion (Figura 21).

En lailustracion se muestra el plano de tres lotes contiguos E, Fy G, y algunas de las medidas
de sus lados. La suma de las medidas de los frentes sobre la carrera segunda es 120 m. Los
segmentos verticales en el plano son paralelos. .

Carrera seE_‘ind’a__——-——V
— 120 M
"
Lote Lote /- Lote ¢
2.0 m S0 m . 20
Carrera primera

Figura 21. Enunciado de las preguntas 7 y 8 (prueba diagnostica).
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En la pregunta No. 7 y 8, de acuerdo con la Tabla 15:

Tabla 15.

Resultados pregunta No. 7 y 8 de la prueba diagnostico (C: correcta; I: incorrecta; NC: no
contesto).

Pregunta C | NC
18 7 3

! 64,3% 25% 10,7%
10 14 4

° 35,7% 50% 14,3%

En la pregunta 7 (ver Figura 22), el 64,3% de los estudiantes establecen relaciones de semejanza
en un contexto real, para determinar (seleccionar) las longitudes de varios segmentos en una figura
plana.

Las medidas de los frentes de los lotes E, F, G so

A. 24m, 64m,y 32m
B. 40m, 70m, y 50m
C. 16m,41m,y 25m
D. 24m, 60m, y 36m

Figura 22. Pregunta No.7 (prueba diagnostica).

En la pregunta 8, el 35,7% de los estudiantes, usan definiciones o criterios de semejanza

(proporciones) para explicar situaciones dentro de un contexto real.

CORRECTA




CORRECTA

Figura 23. Respuestas pregunta 8 (prueba diagndstica) de los estudiantes No. 27,8y 6
respectivamente.

INCORRECTO

Figura 24. Respuestas pregunta 8 (prueba diagndstica) de los estudiantes No. 14y 4
respectivamente.
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De acuerdo a la Figura 23, se pueden analizar varios aspectos: El estudiante No.27, presenta
una solucion del problema algebraico, puesto que plantea correctamente la proporcion entre los
segmentos de la figura (ver Figura 21), a través del planteamiento de una regla de tres. El estudiante
No. 27, presenta una solucion en la que se evidencia una completa aprehension y comprensién del
concepto de proporcionalidad; implicitamente relaciona las proporciones entre las magnitudes de
los segmentos, utilizando porcentajes (el estudiante reconoce una relacion parte-todo, utilizando
porcentajes en las proporciones; es decir, puede calcular la magnitud del lote F sobre la carrera
segunda (ver Figura 21), reconociendo, en primera instancia, que las paralelas verticales que
determinan este lote, también determinan segmentos proporcionales sobre la carrera segunda; para
posteriormente, determinar, que si este lote representa el 50% de la magnitud total de la carrera
primera, también tendra que representar el 50% de la longitud de toda la carrera, puesto que, ambas

carreras son claramente proporcionales).

Por otra parte, en la respuesta expuesta por el estudiante No. 6, se observa un proceso cognitivo
més complejo y dindmico, puesto que, utiliza las opciones de respuesta de la pregunta 7 para darle
solucion a la misma (método deductivo). Inicialmente, se observa un pensamiento métrico y
espacial en el estudiante, pues comprende que la suma de las magnitudes de los lotes E, Fy G
sobre la carrera segunda, debe corresponder exactamente con la magnitud de dicha carrera (120
metros) (ver Figura 21); lo anterior, le permite descartar las opciones de respuesta B y C, porque
no suman 120 metros; dejando como Unicas opciones de respuesta posibles para la pregunta 7, la
Ay D (que si suman 120 metros). Ademas, analizando estas opciones (A y D), se evidencia que
ambas coindicen en que, la magnitud del lote E sobre la carrera segunda es de 24 metros y, como
son las unicas respuestas posibles, deduce inmediatamente que esta es la magnitud del lote E sobre
la carrera segunda. Por otra parte, el enunciado del problema (necesario para contestar la pregunta
7), afirma que el lote E sobre la carrera primera mide 20 metros y, como ya dedujo que este mismo
lote sobre la carrera segunda mide 24 metros (reconociendo la proporcionalidad existente entre las
dos carreras); el estudiante logra deducir que la proporcionalidad entre carreras es de: por cada 10
metros en la carrera primera, en la carrera segunda se tienen 12 metros (cada 10 metros de la
carrera primera, aumentan 2 metros en la carrera segunda). En consecuencia, si los lotes E, Fy G
sobre la carrera primera miden 20, 50 y 30 metros; sobre la carrera segunda deben medir 24, 60 y

36 metros; respectivamente.
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De acuerdo a la Figura 24; se observa que los estudiantes No. 4 y 14, no logra justificar
correctamente, cudl es la respuesta de la pregunta 7. El estudiante No. 4, expone una respuesta
mediante deducciones, similar a lo presentado por estudiante No. 6; s6lo que su razonamiento esta
incompleto, ya que no se logra determinar con certeza si la respuesta correcta es la opcién A o la
D. Por otra parte, El estudiante No. 14, aunque también deduce que la suma de las magnitudes de
los lotes E, Fy G sobre la carrera segunda debe ser 120 metros, no usa definiciones o criterios de
semejanza (proporciones) para explicar situaciones dentro de un contexto real (no reconoce que,

entre la carrera primera y la carrera segunda, existe una proporcionalidad).

4.1.5. Comentarios finales de la prueba diagndstico.

De acuerdo al analisis de los resultados obtenidos de la prueba diagnoéstica, se identificaron
muchas dificultades entorno a los saberes previos (area de los cuadraros, teorema de Pitagoras,
teorema de Tales, entre otros), entre dichas dificultades, se destacan los problemas que tuvieron
los estudiantes para diferenciar los objetos matematicos de sus multiples representaciones y, la
incapacidad para identificar objetos y representarlos (cualquier registro), a partir de caracteristicas
y atributos del mismo objeto. Por ejemplo, en la pregunta No. 4 de la prueba diagndstico (Anexo
A), los estudiantes tuvieron dificultad para comprender e identificar que la figura mostrada,
representaba graficamente el Teorema de Pitdgoras. Ademas, dentro de las respuestas analizadas,
se observaba que los estudiantes no relacionaban la magnitud del cateto al cuadrado
(representacion simbolica), con el cuadrado construido sobre uno de los lados del triangulo
rectangulo (representacion grafica). En consecuencia, se evidencia una clara dificultad en los
estudiantes, para identificar un mismo objeto matematico representado en diferentes registros; por
ende, es necesario hacer uso de material concreto y GeoGebra. Los resultados del diagndstico, se
socializaron con los estudiantes, con el fin de corregir y hacer ciertas precisiones en las
concepciones y percepciones, que estos tenian de los objetos matematicos (abordados en el
diagnostico). Finalmente, de acuerdo a los resultados obtenidos del diagnostico, se elaboraron: la
hoja de trabajo No. 1 “Exploracion 1: Implementacion de Material Concreto; y Exploracion (Ver
anexo A) 2: implementacion de GeoGebra” (ver anexo B) y, la hoja de trabajo No.2 “Exploracién

3: Identidad fundamental” (ver anexo C).
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4.2. Hoja de trabajo No. 1.

4.2.1. Descripcion de la hoja de Trabajo No. 1.

La actividad de la Hoja de Trabajo No. 1, tiene como objetivo que los estudiantes puedan
establecer y comprender, la relacién existente entre el area de los cuadrados formados sobre los
catetos y, el &rea del cuadrado construido sobre la hipotenusa de un tridngulo rectangulo (teorema
de Pitagoras). Ademas, busca clarificar ciertos conceptos que tienen los estudiantes, asociados a
qué es y como ubicar el cateto opuesto, adyacente y la hipotenusa en un triangulo rectangulo. Esta
hoja de trabajo, combina el uso de material concreto y de GeoGebra en el aula; para facilitar
aproximaciones a la tesis del teorema de Pitagoras, comprendiendo sus hipétesis desde diferentes

registros de representacion, de los objetos matematicos.

La hoja de trabajo No. 1, consta de 8 preguntas (ver anexo B), en las cuales, se busca que:

v' Con ayuda de material manipulable, recorta en una figura, los cuadrados construidos
sobre los catetos en un triangulo rectangulo, para la construccion del cuadrado que tiene
como lado la hipotenusa.

v/ Sobre una aplicacién ya construida en GeoGebra, los estudiantes modifiquen las
magnitudes de los catetos y la hipotenusa de un tridngulo rectangulo, con el fin de
analizar la relacién y recolectar en una tabla, las magnitudes de las areas de los
cuadrados construidos sobre los lados de este triangulo.

v Redaccion de lo observado, compara la unién de los cuadrados construidos sobre los
catetos, con el cuadrado sobre la hipotenusa y la relacién de los valores colocado en la
tabla.

v Evaluacion de lo realizado, con una pregunta que estd compuesta en dos partes, para

identificar y verificar la aplicacion de lo aprendido en otros contextos.

4.2.2. Objetivos de la hoja de trabajo No. 1.

»  Aportar un aprendizaje significativo en los estudiantes de grado décimo en el proceso de

elaboracion de conjeturas, en un contexto geométrico.
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» Reforzar y afianzar saberes prerrequisito (Teorema de Pitagoras), indispensables para la
comprension y aprendizaje de las identidades trigonométricas, utilizando diferentes registros de

representacion.

4.2.3. Condiciones de aplicacion de la hoja de trabajo No. 1.

La Hoja de Trabajo No. 1, fue realizada por 34 estudiantes organizados en grupos (10 grupos
de 3 estudiantes y 2 grupos de 2 estudiantes), se aplicé el 4 de marzo de 2019. El promedio de
edad de los estudiantes oscilaba entre los 14 y 16 afios. El nimero de nifios es 23 (67,6%) y nifias
11 (32,4%). Para resolver las actividades aqui propuestas, los estudiantes disponian de un lapiz,
1/8 de cartulina, pegante, tijeras, y un computador por grupo de estudiantes con previa instalacion
del software matematico interactivo GeoGebra. EI Applet se configurd de tal forma, que su uso
fuera lo mas sencillo posible, para una persona que no estuviera familiarizada con ella. En total
utilizaron 80 minutos para responder todas las preguntas. Ademas, al finalizar y entregar la hoja
de trabajo, los grupos de estudiantes socializaron sus respuestas con mediacion del docente

encargado.

El desarrollo de la clase en el grado decimo, se llevo acabo de la siguiente forma:
Tabla 16.

Fases de la clase, con la hoja de trabajo No. 1.

FASE SUB-FASE DESCRIPCION

Los estudiantes recortan

(construccion  del teorema de

Pitagoras), los cuadrados que estan

N ) conformados por los catetos de un
y Utilizando material B )

Exploracion triangulo rectangulo, donde uno de

concreto

ellos se recorta de tal forma que

queda divido en cuatro poligonos.

Posterior a ello se busca unir los

poligonos de tal manera que se




FASE

SUB-FASE

DESCRIPCION

forme el cuadrado que tiene como
uno de sus lados la hipotenusa. El
estudiante redacta una conjetura a

partir de lo realizado.

Utilizando GeoGebra

Manejo del GeoGebra, explorando
una  construccion  geomeétrica
(teorema de Pitagoras) por medio
del arrastre de unos deslizadores,
que generan diferentes magnitudes
en los catetos, la hipotenusa y desde
luego sus areas correspondientes,
donde cada uno de estos valores
eran registrados en una tabla. Para
posterior a ello redactar una
conjetura a partir de dicho registro

numeérico.

Socializacion

En este momento los estudiantes,
contaron con un espacio, para la
socializacion de los resultados
obtenidos. El profesor hizo de

moderador.

Formalizacion

Finalizada la socializacion por parte
de los estudiantes, el profesor
organizd e institucionalizo las ideas
y los resultados obtenidos en cada

una de las actividades.

80
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4.2.4. Resultados de la Hoja de trabajo No. 1:

4.2.4.1.Resultados cuantitativos de la hoja de trabajo No. 1.

Tabla 17.

Resultados generales obtenidos por los 12 grupos de estudiantes de grado 10° en la Hoja de
trabajo No. 1.

Pregunta No.

Recorta Conjetura Medir Conjetura  Evaluacion

G&l‘fo ES“;\?(;?MG 1 2 3 4 5 6 7 8 Tgéal %
puntos

1 18,20y10 1 1 1 1 1 1 1 1 8 100
2 24,29y30 1 1 1 1 1 1 1 1 8 100
3 19,23y6 1 1 1 1 1 1 1 1 8 100
4 12y31 1 1 1 1 1 0 0 0 5 625
5 1,15y26 1 1 1 1 1 1 1 0o 7 85
6 27,25y17 1 1 1 1 1 1 1 0o 7 85
7 14,21y19 1 1 1 1 1 1 1 0 7 85
8  13,32y11 1 1 1 0o 0 1 1 1 6 75
9  42y5 1 1 1 1 1 1 1 1 8 100
10 28y16 1 1 1 1 1 1 1 1 8 100
11 3,33y34 1 1 1 1 1 1 1 1 8 100
12 82y7 1 1 1 1 1 1 1 1 8 100
Promedio (%) 100 100 100 91,7 91,7 917 917 66,7 - 917

Media 7

Desv. Tip. 0,99

cv 13,4%

De acuerdo con los resultados grupales, obtenidos por los estudiantes en la hoja de trabajo 1
(91,7%), se observa un rendimiento académico favorable. Ademas, se observa una dispersion

aceptable reflejada en un coeficiente de variabilidad del 13,4%.
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A continuacidn, caracterizamos de forma general cada una de las preguntas en medir, conjeturar

y evaluar, agrupando aquellas que comparten dichas caracteristicas.

e Recorta

De los 12 grupos de estudiantes que presentaron la hoja de trabajo 1, en la pregunta 1, el 100%,
logro recortar, armar y pegar cada uno de los poligonos sobre el cuadrado (tiene como uno de sus

lados la hipotenusa), sobreponiendo cada uno de los poligonos en su totalidad.

e Conjeturar

De las preguntas 2, 4 y 5, se puede decir de forma general que, en promedio, el 94,5% de los
12 grupos conformados por los estudiantes, logran realizar, dada una situacion especifica, redactar
de manera correcta una conjetura con respecto a indicios y observaciones. En cambio, el 5,5%

presenta dificultades para expresar sus conjeturas.

e Medir

En la pregunta 3, el 100% de los grupos, manipula los deslizadores en GeoGebra y para medidas
diferentes de los lados del triangulo rectangulo, completa y anota los valores de las areas de los
cuadrados construidos sobre los lados de dicho triangulo.

e Evaluacion

De las preguntas 6, 7 y 8, se infiere que, de los 12 grupos, en promedio el 83,4%, responde de

manera correcta, tomando como recurso lo visto anteriormente para justificar sus decisiones.

Mientras que, el 16,6% presentan problemas al momento de argumentar.



83

4.2.4.2. Resultados cualitativos de la hoja de trabajo No. 1.

En la Pregunta No. 1, el 100% de los grupos de estudiantes recortaron con tijeras los cuadrados
formados por los catetos de un tridngulo rectangulo, con la diferencia de que uno de ellos se dividia
en 4 poligonos irregulares (Figura 26). Posterior a ello, pegaron lo recortado sobre el cuadrado
(tiene como uno de sus lados la hipotenusa), de tal manera que cada uno de los poligonos sobrepuso

en su totalidad dicho cuadrado (Figura 27).

A continuacion, se muestran evidencia del trabajo realizado por los diferentes grupos, el cual,
guardando la identidad de los estudiantes se toman las evidencias directamente a lo realizado y no
a los estudiantes involucrados, también se decide tapar los nombres de los estudiantes involucrados
en los grupos de la hoja de trabajo.

b 1

Figura 26. Poligonos recortados.
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| Focha: |

R Hoja de trabajo |
I: implementacion de Material

- Recortar y armar: utlliza tijeras y pegants en barra paca |
rior (ten cuidado al usar las tijeras, para evi

Figura 27. Poll'gonos peados sobre el cuadrado de la hipotenusa.

En la pregunta No. 2, el 100% de los 12 grupos de estudiantes, logra redactar de manera correcta
lo realizado en la pregunta 1, lo cual conlleva a decir que lo estudiantes por medio de esta actividad
realizada con material concreto (pregunta 1), les permitié de cierta forma evidenciar y asi plasmar
apropiadamente dicha observacion. Aunque, algunos estudiantes al momento de conjeturar, se
expresaban de acuerdo a caracteristicas de los objetos como el tamafio (percepcién). Un claro

ejemplo de ello fue lo expresado en la Figura 28, por el grupo No. 1.

CORRECTAS

2. Conclusién: en el siguiente espacio en blanco vas a sacar una conclusion con lo que acabas de
observar en esta actividad.
la suma de las dos Q¥eas de' los cvadrados wmeores

G5 g od ol aves o\f) woé‘ocb "oy ot

2. Conclusién: en el siguiente espacio en blanco vas a sacar una conclusion con lo que acabas de

observar en esta actividad. . . . .
'ha suna lgs aress e l\0s 2 cpdwmdo> retorodds

(e'b "(C_f\“' o\ orea dd codrodo mosodo (#6)

Figura 28. Respuestas a pregunta 2 (hoja de trabajo 1) del grupo No. 1y 9 respectivamente.

Pregunta No. 3, el 100% de los grupos de estudiantes, manipula los deslizadores dentro de la

aplicacion GeoGebra, que les permite variar las medidas de los catetos y la hipotenusa del triangulo
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rectangulo que alli se encuentra. Registrando asi, paralelamente cada una de las medidas en una

tabla.

Figura 29. Midiendo las areas de los cuadrados formados por los lados de un triangulo

rectangulo.

3. Abre la aplicacion en Geogebra con el nombre de “Triangulo rectangulo” y manipula el triangulo

rectangulo que alli aparece usando los deslizadores. Para medidas diferentes de los lados del triangulo

rectangulo, completa y anota en la tabla los valores de las areas de los cuadrados construidos sobre
los lados de dicho triangulo.

Ay A; (41 + 42) A3
[unidades?| | [unidades?] | [unidades?| | [unidades?|
64 ag 260 260
64 144 208 208
516 L |44 %20 20
169 194 212 32
%\ L 225 306 306
324 160 428 4249
49 25 34 34
900 | 4pA 1384 | 1384

Figura 30. Respuesta a la pregunta 3 (Hoja de trabajo No.1) del grupo No. 10.

En la pregunta No. 4, de acuerdo con la Tabla 18:

Tabla 18.

Resultados pregunta No. 4 de la Hoja de trabajo No 1 (C: correcta; I: incorrecta).

C I
11 12
91,7% 8,3%
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Pregunta No. 4

91,7;92%

M Correcto M Incorrecto

Figura 31. Diagrama circular que muestra la proporcion entre las respuesta correctas e
incorrectas, contestadas por los grupos de estudiantes en la pregunta 4.

De acuerdo a lo obtenido en la pregunta No.3; el 91,7% de los grupos de estudiantes, en la
pregunta No. 4 logra identificar, redactar y conjeturar, acerca de la suma de las areas de los
cuadrados que se forman, sobre los lados del triangulo rectangulo. Sin embargo, el 8,3% que hace
referencia a un grupo de estudiantes, presenta una conjetura que va de acuerdo a lo observado en
la tabla, solo que presentan una palabra (Figura 33) que perturba aquella conclusién. Por lo que si,
transformamos esa palabra tridngulos a cuadrados podemos decir que lo redactado, con dicha

modificacion seria correcta.

CORRECTA

4. Conelusion: en el siguients espacio en blanco vas a sacar una conclusion con lo que acabas de
observar en esta actividad (relacion de las areas)

la ome dd areo de los wadiados Sobe los Gdedos, g
\(luaA C)J a"QO éel WM@A@ E)Obte 'O ’m;pg-!enuga_

Figura 32. Respuesta a pregunta 4 (hoja de trabajo 1) del grupo No. 1.
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INCORRECTA

4. Conclusion: en el siguients espacio en blanco vas a sacar una conclusion con lo que acabas de
observar en esta actividad (relacion de las areas)

(‘l Jerm 5Q [4) Gt dt ’\03 '\'V\W?)u\é | 3 I
L6 la A ge?

Figura 33. Respuesta a pregunta 4 (hoja de trabajo 1) del grupo No. 8.
En la pregunta No. 5, de acuerdo con la Tabla 19:
Tabla 19.

Resultados pregunta No. 5 de la Hoja de trabajo No 1 (C: correcta; I: incorrecta; NC: no
contesto).

C |
11 12
91,7% 8,3%

Pregunta No.5

H Correcto M Incorrecto

Figura 34. Diagrama circular que muestra la proporcion entre las respuesta correctas e
incorrectas, contestadas por los grupos de estudiantes en la pregunta 5.

En la pregunta No. 5, 11 de los 12 grupos (91,7%), de acuerdo a lo realizado desde la pregunta

1 hasta la 4, logran redactar de manera general una propiedad que relaciona las areas de los
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cuadrados construidos sobre los lados de un tridangulo rectangulo. Aunque se evidencia en 8 grupos
una dependencia por una representacion algebraica, y 3 grupos, que de hecho son muy pocos,
redactaron la propiedad bajo una representacion de lenguaje natural. En cambio, el grupo faltante,
presenta un esquema memoristico del teorema de Pitagoras y, esto hace referencia a que en la
pregunta 4, donde los estudiantes al colocarles otras letras para enmarcar los catetos y la hipotenusa
en el tridngulo rectangulo, ellos responden de acuerdo a aquellas letras que se conocen de forma
estandarizada (h: hipotenusa, catetos: a y b, o C1 y C2), por lo que creen que esas letras

estandarizadas son representacion para cualquier problema que se les designe.

CORRECTAS

S. De acuerdo con lo estudiando hasta el momento, y usando la siguiente grafica, redacta una propiedad
que relaciones las areas de los cuadrados construidas sobre los lados de un triangulo rectangulo
(puedes usar palabras o expresiones algebraicas)

[A = >

e e j TP &+~ Q. < =

5. De acuerdo con lo estudiando hasta el momento, y usando la siguiente gréfica, redacta una propiedad
que relaciones las areas de los cuadrados construidas sobre los lados de un triangulo rectangulo
(puedes usar palabras o expresiones algebraicas)

P2 4 g% = (%
| |

la su™Ma  ade as areas

x de \os vadados, es

/qupl al oA

P coadiado mayor.

Figura 35. Respuestas a pregunta 5 (hoja de trabajo 1) del grupo No. 11y 1 respectivamente.
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INCORRECTA

5. De acuerdo con lo estudiando hasta el momento, y usando la siguiente gréfica, redacta una propiedad
que relaciones las areas de los cuadrados construidas sobre los lados de un triangulo rectangulo
(puedes usar palabras o expresiones algebraicas)

Awea &\ Ceedvado ? s Lxlb
Rler o

R ] (=

Figura 36. Respuesta a pregunta 5 (hoja de trabajo 1) del grupo No. 8.
En la pregunta No. 6 y 7, de acuerdo con la Tabla 20:

Tabla 20.

Resultados pregunta No. 6 y 7 de la Hoja de trabajo No 1 (C: correcta; I: incorrecta).

Pregunta C |
11 1
91,7% 8,3%

6y7

PreguntaNo.6y 7

91,7;92%

M Correcto Incorrecto

Figura 37. Diagrama circular que muestra la proporcion entre las respuesta correctas e
incorrectas, contestadas por los grupos de estudiantes en la pregunta 6y 7.
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Las preguntas 6 y 7, estan relacionadas; puesto que la seleccion realizada por los estudiantes en
la pregunta 6, condiciona la justificacion presentada en la pregunta 7. EI 91,7% de los estudiantes
justificaron y seleccionaron correctamente la respuesta a las preguntas 6 y 7; el 8,3% restante, no
seleccionaron, ni justificaron asertivamente su respuesta. En las respuestas presentadas por los
grupos 12 y 8 (ver Figura 38), claramente se puede observar que, para la solucion y explicacion de
la situacion en contexto, planteada en la pregunta 6, los estudiantes identificaron implicitamente
el teorema de Pitagoras, sin necesidad de que, en el enunciado o contexto de la pregunta se
sugiriera utilizarlo. Por otra parte, en las respuestas presentadas por los estudiantes del grupo 4
(ver Figura 39), se identifican dos dificultades, la primera estd asociada a la equivocada
interpretacion y lectura de la figura presentada en la pregunta 6; puesto que, se deja guiar por ideas
y nociones intuitivas, considerando a “0jo” que la Zona 2 y 3, representan mas area que la Zona 1.
La segunda dificultad, radica en la justificacion presentada en la pregunta 7, debido a que se puede
evidenciar una falta de pensamiento espacial, al considerar la Zona 3 equivalente a la unién de las

Zonas 1y 2.

CORRECTAS
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CORRECTAS

Figura 38. Respuestas a las preguntas 6 y 7 de la hoja de trabajo 1, dadas por los grupos 12y 8,
respectivamente.

INCORRECTA

Figura 39. Respuestas a las preguntas 6 y 7 de la hoja de trabajo 1, dadas por el grupo 4.
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En la pregunta No. 8, de acuerdo con la Tabla 21:

Tabla 21.

Resultados pregunta No. 8 de la Hoja de trabajo No 1 (C: correcta; I: incorrecta; NC: no
contesto).

C | NC
8 3 1
66,7% 25% 8,3%

Pregunta No. 8

M Correcto M Incorrecto M No contesté

Figura 40. Diagrama circular que muestra la proporcion entre las respuesta correctas,
incorrectas y no contestadas, por los grupos de estudiantes en la pregunta 8.

En la pregunta 8, el 66,7% de los grupos de estudiantes pudieron identificar, determinar y
calcular las razones trigonométricas dentro de un triangulo, siempre y cuando fuese posible
(triangulo rectangulo), respecto a un angulo dado. Ademas, el 25% de los grupos no identificaron
y calcularon de forma correcta las razones trigonométricas en cada tridngulo, respecto al angulo
dado; vy, solo 8,3% de los grupos no resolvieron la pregunta. Dentro de los estudiantes que
contestaron correctamente, se identificd que todos reconocian la necesidad de que el tridngulo
fuera rectangulo, para poder definir las razones trigonométricas, respecto al angulo dado. Por otra
parte, dentro de los estudiantes que contestaron de manera incorrecta, se observd dos tipos de
errores (ver Figura 42) en sus respuestas: el primer error, esta ligado a una cuestion de notacion de
las razones trigonométricas, puesto que para denotarlas utilizaban S, C, T en vez de
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sen(0), cos(0) y tan(0); respectivamente. El segundo error, esta asociado a la confusion entre
cosecante y secante; puesto que, los estudiantes las asocian en sus respuestas de manera incorrecta,

como las reciprocas de las razones coseno y seno; respectivamente.

CORRECTAS

Figura 41. Respuesta a la pregunta 8 de la hoja de trabajo 1, dada por el grupo 12.

INCORRECTA

Figura 42. Respuesta a la pregunta 8 de la hoja de trabajo 1, dada por el grupo 5.
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4.2.4.3. Entrevista clinica.

A continuacion, se muestra fragmentos de las entrevistas realizadas a algunos de los estudiantes
que estuvieron presentes en el desarrollo de la hoja de trabajo 1, la cual fue un registro de audio y
aunque el criterio que se tenia sobre la escogencia de cada uno de los entrevistados era a partir de
los resultados de casos atipicos o de acuerdo al desempefio entre la prueba diagnostico y la hoja
de trabajo 1, cabe mencionar que algunos de los chicos por pena o temor no la realizaron por lo

que se toma la decision de hacerlo de forma voluntaria.

4.2.4.3.1. Entrevista estudiante No. 8.

Este estudiante, presento dificultades con la pregunta 4 de la prueba diagndstica vinculada al
teorema de Pitagoras; por lo que debido a su excelente rendimiento en el grupo 12 al que
correspondia, durante la aplicacion de la hoja de trabajo 1 y a su actitud de querer participar de la

entrevista. Destacamos lo siguiente de dicha entrevista:

Docente: ... de acuerdo a los recortes que hemos hecho del trabajo con material concreto,
recortar la figura que tuviste en tus manos, (manipulable) parecida a esta (sefiala figura plasmada
en pregunta 1, Anexo B). me gustaria que me explicaras ;como llegaste a esta respuesta? (sefiala
pregunta 2, Anexo B).

Estudiante: bueno yo llegue a esta respuesta, porque como podemos ver aqui en este cuadrado
(sefiala cuadrado dividido en 4 poligonos, Anexo B; pregunta 1) digamos, tiene el lado de un cateto
ino!, entonces podemos decir, que este digamos, este es el cuadrado de un cateto. Lo mismo con
este (sefiala cuadrado enmarcado con el nimero 5, Anexo B; pregunta 1) entonces cuando nosotros
armamos esta figura (sefiala el cuadrado enmarcado con el nimero 6, Anexo B; pregunta 1)
podemos darnos cuenta que las cuatro partes de del cuadrado de este cateto (sefiala cuadrado
dividido en 4 poligonos, Anexo B; pregunta 1) y este cuadrado de este cateto (sefiala cuadrado

enmarcado con el numero 5, Anexo B; pregunta 1) cabian perfectamente aqui, en el cuadrado
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grande que seria el cuadrado de la hipotenusa, por lo tanto quedamos en esa conclusién, que la

suma del area de los cuadrado de los catetos es igual al area del cuadrado de la hipotenusa.

En este fragmento se puede ver que el estudiante No. 8, comunica de forma oral una conjetura
a partir de lo realizado con material concreto, el cual expresa su respuesta sefialando directamente
en su hoja de trabajo la conclusion adquirida a partir de su experiencia tangible con el objeto
matematico y que ademas concluye de manera correcta respecto a los objetivos planteados en la

hoja de trabajo 1 para aquella pregunta.

4.2.4.3.2. Entrevista estudiante No. 10.

Este estudiante, al igual que el anterior, presento dificultades con la pregunta 4 de la prueba
diagndstico vinculado al teorema de Pitagoras; por lo que debido a su excelente rendimiento en el
grupo 1 al que correspondia, durante la aplicacion de la hoja de trabajo 1. Y a su actitud voluntaria

de hacer parte de la entrevista, decidimos mostrar una parte de lo obtenido de dicha entrevista.

Docente: .... nos gustaria que de pronto profundizaras un poco mas como a partir de lo que se
desempefié utilizando las hojas de trabajo en GeoGebra y el material cortando. (Cémo pudiste

llegar a esta respuesta? (sefiala pregunta 2, anexo B).

Estudiante: pues basandonos ya en lo que decia aqui jno! (sefiala el enunciado de los pasos a
seguir en la pregunta 1. Anexo B) digamos que ya como ustedes ya nos habian explicado armando
lo del material de trabajo, las formulas, ya uno se da cuenta que al sumar estas dos areas (sefiala
los dos cuadrados formados por los catetos, Anexo B) lo tipico es que de esta jno! (sefiala el
cuadrado formado por la hipotenusa) ya que pues el teorema de Pitagoras nos dice que el area de

los catetos da el area de la hipotenusa jno!.

Docente: ¢el area de los catetos?
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Estudiante: La suma de los lados de los catetos. La suma de los catetos al cuadrado nos tiene que
dar la hipotenusa al cuadrado esa es la formula del teorema de Pitagoras jnol.y..
Docente: Los cuadrados sobre los catetos. la suma de los cuadrados sobre los catetos te va a

dar igual...

Estudiante: a la hipotenusa al cuadrado.

Docente: listo ;eso fue todo?

Estudiante: Si yo creo que, si eso fue todo, pues yo aqui puse que la suma de las dos areas de
los cuadrados menores este y este (sefiala los cuadrados formados por los catetos) nos da el area

del cuadrado mayor (sefiala el cuadrado formado sobre la hipotenusa).

En el fragmento de la entrevista al estudiante No. 10, se observa que es capaz de comunicar de
forma oral una conjetura, a partir de la actividad realizada con material manipulable. Aungue, en
ciertos instantes de su discurso, se observan algunas dificultades para representar y comunicar

(verbalmente) con claridad, la relacién matematica que encuentra en la actividad.

En contraste, la entrevista del estudiante No. 10, esta mas asociada al tamafio de los objetos v,
no es tan formal como el estudiante No.8. Sin embargo, ambos conjeturan de acuerdo a lo trabajado
en la actividad con material concreto.

4.3.Hoja de trabajo No. 2:

4.3.1. Descripcion de la hoja de trabajo No. 2.

La Hoja de Trabajo No. 2, se elabora a partir de los resultados obtenidos en la hoja de trabajo
1, la cual, tiene como objetivo que los estudiantes a través de la exploracion por medio de

GeoGebra, utilizando diferentes registros de representacion, logren observar, identificar y
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construir un aprendizaje significativo, asociado a la identidad trigonométrica fundamental,

permitiendo que vean la estrecha relacion que tiene esta, con el teorema de Pitagoras.

La Hoja de Trabajo No. 2, estd compuesta por 8 preguntas (ver anexo C), organizadas de

manera articulada, con la finalidad de que:

v’ sobre una aplicacion construida en GeoGebra, que consiste en un triangulo rectangulo al
interior de una circunferencia, que tiene uno de sus vértices (formando un angulo agudo)
en el centro de dicha circunferencia; los grupos de estudiantes a través del uso de unos
deslizadores, modifiquen las magnitudes del angulo, el radio, y analogamente la hipotenusa
y sus respectivos catetos, con el fin de que paralelamente recolecten cada una de las

medidas en una tabla e identifiquen las magnitudes de dos de las razones trigopnométricas

(sen(a) y cos(a)).

v a través de una representacion grafica tomada de la aplicacion construida mencionada
anteriormente, el grupo de estudiantes identifiquen las areas de los cuadrados formados por
los lados del triangulo rectangulo presente en dicha construccion, pero en terminos de seno

y COSeno.

v" una vez realizado, lo mencionado en los dos parrafos anteriores, los grupos de estudiantes,

con sus propias palabras redacten (conjeturan) la relacion que evidencian.

4.3.2. Objetivos de la hoja de trabajo No. 2.

v Analizar las estrategias que utilizan los grupos de estudiantes del grado 10 en el proceso

de elaboracion de conjeturas, a partir de diferentes representaciones.

v Analizar la importancia que tiene el uso de GeoGebra en el proceso de verificacion de una

ley.
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4.3.3. Condiciones de aplicacion de la hoja de trabajo No. 2.

La Hoja de Trabajo No. 2, fue contestada por 34 estudiantes, cuyo promedio de edad oscilaba
entre los 14 y 16 afios. EI numero de nifios es 23 (67,6%) y nifias 11 (32,4%). La Hoja de Trabajo
No. 2, fue una prueba grupal, que se aplicé el 13 de marzo de 2019 por escrito; posterior a ello, se
socializd los resultados con el docente y todo el grupo de estudiantes. Ademas, para resolver las
actividades, los estudiantes utilizaban lapiz, papel y un computador por cada grupo (con previa
instalacion del software matematico interactivo GeoGebra); el Applet se configuré de tal forma,
que su uso fuera lo mas sencillo posible para una persona que no estuviera familiarizada con ella.

En total utilizaron 100 minutos para responder el total de preguntas y su respectiva socializacion.

Las fases en que se desarrollé la clase para la Hoja de Trabajo No. 2 en el grado decimo son:
Tabla 22.

Fases de la clase con la hoja de trabajo No 2.

FASE DESCRIPCION

Manejo del GeoGebra, explorando una construccion geométrica
que consta de un tridngulo rectangulo al interior de una
circunferencia, haciendo uso del arrastre por medio de unos
deslizadores, que generan diferentes magnitudes del angulo, el
radio y desde luego la hipotenusa y sus respectivos catetos, donde
Exploracién cada uno de estos valores eran registrados en una tabla, en la cual,
tenian que sumar e identificar a que razdn trigonométrica asociaba
cada medida. Para posterior a ello redactar una conjetura a partir

de dicho registro numeérico.

En este momento los estudiantes, contaron con un espacio, para la
socializacion de los resultados obtenidos. El profesor hizo de

Socializacién moderador.

Finalizada la socializacién por parte de los estudiantes, el profesor
Formalizacion organizo e institucionalizo las ideas y los resultados obtenidos en

cada una de las actividades.




99

4.3.4. Resultados obtenidos de la hoja de trabajo No. 2.

4.3.4.1. Resultados cuantitativos de la hoja de trabajo No.2.

Tabla 23.

Resultados generales obtenidos por los 12 grupos de estudiantes de grado 10° en la Hoja de
trabajo No. 2.

PREGUNTA No.
Medir  Conjetura  Evaluacion Medir Conjetura
Glupo Estdiante 3 5 3 4 5 6 7 8 Ty
Puntos

1 18-20-10 1 0 1 1 1 1 1 1 7 88
2 24-29-30 1 1 1 1 1 1 1 1 8 100
3 19-23-6 1 1 1 1 1 1 1 1 8 100
4 12-31 1 0 0 1 1 1 1 1 6 75
5 1-1526 1 1 1 1 1 1 1 1 8 100
6 27-25-17 1 0 1 1 1 1 1 1 7 88
7 14-21-19 1 1 1 1 1 1 1 1 8 100
8 13-32-11 1 1 1 1 1 1 1 1 8 100
9 4,2-5 1 1 1 1 1 1 1 1 8 100
10 28-16 1 1 1 1 1 1 1 1 8 100
11 3-33-34 1 0 1 1 1 1 1 1 7 88
12 8-22-7 1 1 1 1 1 1 1 1 8 100
Promedio (%) 100 66,67 91,67 100 100 100 100 100 - 94,79

Media 7,58

Desv. Tip. 0.67

C.V (%) 8,82

De acuerdo con los resultados grupales, obtenidos por los estudiantes en la hoja de trabajo 2
(94,79%), se observa un rendimiento académico favorable. Ademas, se observa una dispersion

aceptable, reflejada en un coeficiente de variabilidad del 8,82%.
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A continuacidn, caracterizamos de forma general cada una de las preguntas en medir, conjeturar

y evaluar, agrupando aquellas que comparten dichas caracteristicas.

e Medir

En la pregunta 1 y 6, el 100% de los grupos, manipula los deslizadores en GeoGebra y para
medidas diferentes de los lados del triangulo rectangulo, el angulo y el radio, completa y anota

cada una de las magnitudes en una tabla.

e Conjeturar

De las preguntas 2, 3, 7 y 8, se puede decir de forma general que el 89,6% de los 12 grupos
conformados por los estudiantes, logran realizar, dada una situacion especifica, redactar de manera
correcta una conjetura con respecto a indicios y observaciones. En cambio, el 10,4% presenta

dificultades para expresar sus conjeturas.

e Evaluacién

De las preguntas 4 y 5 se infiere que de los 12 grupos el 100%, responde de manera correcta,

tomando como recurso lo visto anteriormente para justificar sus decisiones.

4.3.4.2. Analisis cualitativo de la hoja de trabajo No. 2.

En la pregunta No. 1, el 100% de los grupos de estudiantes, a partir de la aplicacion en
GeoGebra, logran completar los valores requeridos en una tabla para cualquier angulo, es decir
que los grupos, para cada angulo, identifican los catetos, la hipotenusa y las areas de los cuadrados
formados por dichos lados, y paralelamente el seno y el coseno del angulo, sus cuadrados y la

suma de estos.
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Figura 43. Construccion realizada por los autores en GeoGebra Classic (applet), para la hoja de
trabajo No. 2.

A continuacion, se muestra evidencia del trabajo realizado por uno de los grupos de estudiantes,
de la toma de medidas con ayuda de GeoGebra.

1. A partir de la aplicacion de Geogebra, para va
valores requeridos en la tabla a confinuacion.

6| sen(®) | 0 | cos(6) oy | Semt®) A

150:26/020| 0A% oA o2
0,5 05| 0208

100,107
PR |07 O,5

%O,Q?Oﬂ

Figura 44. Respuesta a la pregunta 1 (Hoja de trabajo No.2) del grupo No. 5.

En la pregunta No. 2, de acuerdo con la Tabla 24:

Tabla 24.

Resultados pregunta No. 2 de la Hoja de trabajo No. 2 (C: correcta; I: incorrecta).
C I
8 4

66,67% 33,33%
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PREGUNTA No. 2

66,67;67%

HCORRECTO ®INCORRECTO

Figura 45. Diagrama circular que muestra la proporcion entre las respuesta correctas,
incorrectas, contestadas por los grupos de estudiantes en la pregunta 2.

En la pregunta No. 2., 8 de los 12 grupos (66,67%), a partir de las medidas obtenidas en la
pregunta 1, redactan de manera correcta la relacion que existe entre los valores adquiridos
paralelamente para el seno y coseno del angulo y la medida de los catetos. En cambio, los 4 grupos
restantes (33,33%), 3 de ellos, presentan dificultades en la comprensién e interpretacion del
enunciado, puesto que sus respuestas fueron totalmente diferentes a lo pedido y el grupo faltante,
en un primer instante se ve que responde de acuerdo a lo esperado, pero ponen un enunciado de
mas, que nos indica que a partir de unos indicios planteados en las respuestas obtenidas de la
pregunta 1, hay una observacién erronea por parte del grupo.

CORRECTA

2. Con tus propias palabras, escribe la relacion que existe entre los valores obtenidos para el seno y

coseno, y el valor numérico de las medidas de los catetos en el triangulo rectangulo mostrado en la
aplicacion de Geogebra.

€n un circalea Unftaria Se cumple we el
Cateto ocpuesto es rgual al Sen(e) y dJue
5 C. adyaCc"H-c_ es ljua/ Cosite).

Figura 46. Respuesta a la pregunta 2 (Hoja de trabajo No.2) del grupo No. 12.
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INCORRECTA

2. Con tus propias palabras, escribe la relacién que existe entre los valores obtenidos para el seno y
coseno, y el valor numérico de las medidas de los catetos en el triangulo rectangulo mostrado en la
aplicacion de Geogebra.

(@ laudsh here ed2 ol sovaw A g Ag

Sempe tene ofve dav A3 .ane (1) a3 se o Gord
7@"' O o ey o) WS o uo\og") L G

2. Con tus propias palabmg. escribe la relacion que existe entre los valores obtenidos para el seno y
coseno, y el valor numérico de las medidas de los catetos en el triangulo rectangulo mostrado en la
aplicacion de Geogebra.

(,uov«ao T(Q.La’dmj e on avtVlo owdavo e\
Sen0 B = Catedo o(-dcfﬂo

lex suma de es*"c;

Coseno ©' = aatedo adyacente da o

Figura 47. Respuesta a la pregunta 2 (Hoja de trabajo No. 2) de los grupos No. 4y 1
respectivamente.

En la pregunta No. 3, de acuerdo con la Tabla 25:
Tabla 25.

Resultados pregunta No. 3 de la Hoja de trabajo No. 2 (C: correcta; I: incorrecta).

C I
11 1
91,67% 8,33%

PREGUNTA No. 3

91,67;92%

HCORRECTO ®INCORRECTO

Figura 48. Diagrama circular que muestra la proporcion entre las respuesta correctas,
incorrectas, contestadas por los grupos de estudiantes en la pregunta 3.
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En la pregunta No. 3, 11 de los 12 grupos (91,67%), a partir de las medidas obtenidas en la
pregunta 1, redactan de manera correcta la relacion que existe entre los valores adquiridos
paralelamente para el seno y coseno cuadrado del &ngulo y la medida de las areas de los cuadrados
construidos sobre los lados del tridngulo rectdngulo presentado en la aplicacion. catetos. En
cambio, 1 grupo (8,33%), presentan dificultades en la comprensidn e interpretacion del enunciado,
puesto que su respuesta es totalmente diferente a lo pedido.

CORRECTA

3. Con tus propias palabras, escribe la relacién que existe entre los valores obtenidos para el seno y
coseno cuadrados, y los valores numéricos de las medidas de las areas de los cuadrados (construidos
sobre los lados del trigngulo rectangulo) mostrados en la aplicacion de Geogebra.

la fmotn sr0 1 @ dinde o by alelon enle o ingdenn

o0 ete o o5 4, ahoro, ol Grew o5 lods por lodo en esle e
| %€ r:%rf-'»"a‘ b ok al r"’“"]"J', lo "'""‘f\l"“ hoen \Obl volos de \OJO
‘L OMO 5fnep vy (0%M | \]w:«& P}”l‘( 1,%"'{‘1‘,!” ,.rr’l\% Y 5 9‘)}0') )
bon A ng il o
)

noméh 52 elovgn al o fn“\fn'(_ ] € x]n‘n Q“o

\
P
A,

Figura 49. Respuesta a la pregunta 3 (Hoja de trabajo No.2) del grupo No. 7.

INCORRECTA

3. Con tus propias palabras, escribe la relacion que existe entre los valores obtenidos para el seno y
coseno cuadrados, y_los valores numéricos de las medidas de las areas de los cuadrados (construidos
sobre los lados del triangulo rectangulo) mostrados en la aplicacién de Geogebra.

A velaadr cfoe dempes A ;O war § con e\ oho |
Nalot ot @ @S stenpe & Mo (Go\todo . ‘

Figura 50. Respuesta a la pregunta 3 (Hoja de trabajo No.2) del grupo No. 4.

En la pregunta No. 4 y 5, la cual se realiza con la intencion de observar si los estudiantes ante
un caso particular (circulo unitario) logran responder, teniendo como base lo que han venido
realizando anteriormente, por lo que el 100% de los grupos de estudiantes, a partir de dicha
ilustracion (Figura 51) lograron identificar las magnitudes de sus areas en términos de seno y
coseno del angulo indicado y ademas todos los grupos con sus propias palabras lograron
caracterizar la identidad para dicho caso.
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Figura 51. Respuesta a la pregunta 4 (Hoja de trabajo No.2) del grupo No. 5.

Figura 52. Respuesta a la pregunta 5 (Hoja de trabajo No.2) del grupo No. 10y 4
respectivamente.

En la pregunta No. 6., de hecho, similar a la pregunta No. 1 con la Unica diferencia que para
este caso el radio de la circunferencia varia en magnitud, permitiéndonos salir de un caso particular
(circulo unitario) a uno mas general, por lo que, el 100% de los grupos de estudiantes, a partir de
la aplicacion en GeoGebra, lograron completar los valores requeridos en una tabla para cualquier
radio y angulo, es decir que los grupos, para cada radio, variaban 2 veces el angulo e identifican
los catetos, la hipotenusa y las areas de los cuadrados formados por dichos lados, y paralelamente
el seno y el coseno del angulo, sus cuadrados y la suma de estos.
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6. A partir de la aplicacion de Geogebra, para valores diferentes del angulo @ y r completa los
valores requeridos en la tabla a continuacion.

A,
[und?]

20105 |086h0,25|6as (018 | 8,15f 4 | 25,
D |0,84 2,5 |075[15.75| 0,23 | 6,2
&«

A, Sen?(8) Az

r o
[und] 6° | Sen(8) | Cos(8) | Sen?(0) [und?] | + Cos?(@) | [und?]

9

Cos?(0)

1 25
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Figura 53. Respuesta a la pregunta 6 (Hoja de trabajo No.3) del grupo No. 9.

En la pregunta No. 7 y 8., los 12 (100%) grupos de estudiantes contestaron de manera correcta,
para la pregunta 7, 11 de los grupos utilizo el lenguaje algebraico y solo 1 grupo utilizo el lenguaje
natural y el algebraico, para plasmar el teorema de Pitdgoras en términos de seno y coseno del
angulo a partir de lo obtenido en la tabla de la pregunta 6, y en la pregunta No. 8 conjeturaron con
respecto a lo obtenido de la pregunta 6 y 7 tal que, todos los grupos llegaron al objetivo que se
tenia para aquella pregunta, por ende, identificaron un aspecto muy importante con respecto al
radio, que en un primer instante desde la pregunta No. 1 hasta la No. 5 se trabajo para un radio
igual a uno a partir de esta ya se variaba ese radio de modo que, los estudiantes al confrontar estos
dos “planos” con la ayuda de GeoGebra, conjeturaron que, sin importar el radio, la identidad
trigonométrica fundamental se sigue cumpliendo.

7. Utilizando sus propias palabras o lenguaje algebraico, escriba el teorema de Pitagorasp a la figura an
en términos del seno y el coseno del angulo @

Sen? + (Coszr = A

7 Utllizgndo Sus propias palabras o lenguaje algebraico, escriba el teorema de Pitagoras para la figura anterior,
en terminos del seno y el coseno del angulo &

| | O <
| 1 19 (AL ol

(el (oo ¢ch

den &' A cou® (

Figura 54. Respuesta a la pregunta 7 (Hoja de trabajo No.2) del grupo No. 6y 11
respectivamente.
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Figura 55. Respuesta a la pregunta 8 (Hoja de trabajo No.2) del grupo No. 3y 10
respectivamente.

4.3.4.3. Entrevista clinica.

Para ampliar la informacion proporcionada en la hoja de trabajo No. 2. por algunos
estudiantes fue necesario recurrir a las entrevistas clinicas, de las cuales se presenta a continuacion
la transcripcion de algunos fragmentos relevantes. Esto tiene como propdsito ofrecer al lector una

muestra de respuestas dadas por el estudiante posterior a las aplicaciones.

4.3.4.3.1. Entrevista a estudiante No. 8.

Docente: ... Me gustaria que profundizaras un poco mas y explicaras la respuesta que has dado
en la pregunta namero 5.

Estudiante: bueno en la pregunta numero 5 podemos ver con respecto al grafico que hay,
encima de la pregunta 5, que estabamos trabajando con un circulo unitario, 6sea que tenia de radio
1, entonces aqui podiamos ver gque la hipotenusa era 1 por lo tanto que significa esto cuando vamos
hacer las propiedades trigonométricas respecto al angulo teta, podemos ver acd que el seno
digamos que es el cateto opuesto sobre la hipotenusa. Pero como la hipotenusa es 1 entonces
basicamente podemos descartarla y decir que el seno de teta es igual al cateto opuesto. Entonces,
si nosotros sabemos que el area del triangulo del. perdén, el area del cuadrado Al es digamos

cateto opuesto al cuadrado, entonces ya sabemos que cateto opuesto es igual al seno, por lo tanto
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el area del cuadrado del cuadro uno, va a ser seno cuadrado de teta, entonces como vimos en la
pregunta anterior donde vimos que la suma de los cuadrados de los catetos era igual al cuadrado
de la hipotenusa y haciendo lo mismo que hicimos en el cuadrado uno pero con el cuadrado 2, con
la funcion trigonomeétrica coseno que cumple lo mismo que el seno entonces podriamos decir que

seno cuadrado de teta mas coseno cuadrado de teta es igual a 1.

Docente: ;tu como sabes que el area de este cuadrado A3 es uno?

Estudiante: Porque como estamos trabajando en un circulo unitario, aqui podemos ver que la
hipotenusa es de radio. es la medida del radio y en un circulo unitario el radio es uno entonces para

hallar el cuadrado seria uno por uno y nos da uno.

En el fragmento anterior, se puede observar al estudiante explicando detalladamente lo que
realizo en la pregunta No. 5, de la hoja de trabajo 2. En lo expuesto, se identifica una clara
construccion de un aprendizaje significativo, alrededor de la identidad Pitagorica fundamental,

para un caso particular, de una circunferencia unitaria.

4.4. Hoja de trabajo No. 3.

4.4.1. Descripcion de la Hoja De Trabajo No. 3.

La Hoja de Trabajo No. 3, se elabora a partir de los resultados obtenidos en la hoja de trabajo
1y 2; la cual, tiene como objetivo que los estudiantes, a través de la exploracion por medio de
GeoGebra (utilizando diferentes registros de representacion), logren observar, identificar y
construir un aprendizaje significativo, asociado a la identidad (Tan?8 + 1 = Sec?8), permitiendo

analizar la estrecha relacion que tiene esta, con el teorema de Pitagoras y Tales.

La Hoja de Trabajo No. 3, compuesta por 2 preguntas (ver anexo D), busca que:
v' sobre una aplicacion construida en GeoGebra, que consiste en un triangulo rectangulo con
uno de sus catetos tangente y, con la hipotenusa secante a un punto de una circunferencia,

que tiene uno de sus Vértices (formando un angulo agudo) en el centro de dicha
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circunferencia; los grupos de estudiantes a traves del uso de unos deslizadores, modifiquen
las magnitudes del angulo, el radio, y analogamente la hipotenusa y sus respectivos catetos,
con la intencionalidad de recolectar, cada una de las medidas en una tabla e identificar las

magnitudes, de dos de las razones trigonométricas(Tan(a) y Sec(a)).

v a través, de una representacion grafica de la construccién mencionada anteriormente; el
grupo de estudiantes, identifique las areas de los cuadrados formados por los lados del
triangulo rectangulo (presente en dicha construccion), pero en términos de tangente y

secante.

v a partir de lo anterior, cada uno de los grupos, redacten con sus propias palabras

(conjeturen), la relacién que evidencian.

4.4.2. Objetivos de la hoja de trabajo No. 3.

e Analizar las estrategias que utilizan los grupos de estudiantes del grado 10 en el proceso

de elaboracion de conjeturas, a partir de diferentes representaciones.

e Analizar la importancia que tiene el uso de GeoGebra en el proceso de verificacion de una

ley.

4.4.3. Condiciones de aplicacién de la hoja de trabajo.

La Hoja de Trabajo No. 3, la contestaron 32 estudiantes (los estudiantes 29 y 17 no se
presentaron ese dia), cuyo promedio de edad, oscilaba entre los 14 y 16 afios. EI nUmero de nifios
es 22 (68,8%) y nifias 10 (31,2%). La Hoja de Trabajo No. 3, fue una prueba grupal, que se aplic
el 18 de marzo de 2019 por escrito, posterior a ello, se socializaban los resultados con el profesor
y todo el grupo de estudiantes. Para resolver las actividades, los estudiantes utilizaban lapiz, papel
y un computador por grupo con previa instalacion del software matematico interactivo GeoGebra.

El Applet se configuro de tal forma que su uso fuera lo mas sencillo posible para una persona que
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no estuviera familiarizada con ella. En total utilizaron 50 minutos para responder el total de

preguntas y su respectiva socializacion.

Las fases llevadas a cabo en la aplicacion de esta hoja de trabajo son equivalentes a la realizada

en la hoja de trabajo 2 (Tabla 22).

4.4.4. Resultados obtenidos de la hoja de trabajo No 3:

4.4.4.1. Resultados cuantitativos de la hoja de trabajo No. 3

Tabla 26.

Resultados generales obtenidos por los 12 grupos de estudiantes de grado 10° en la Hoja de
trabajo No. 3.

Pregunta No.

Medir Conjetura

GI(IUOF.)O Eswl\?ciéme L , theal, "
puntos
1 18,20y 10 1 0 1 50
2 24y 30 1 1 2 100
3 19,23y6 1 1 2 100
4 12y31 1 1 2 100
5 1,15y 26 1 1 5 100
6 27y 25 1 1 5 100
7 14,21y 19 1 1 2 100
8 13,32y 11 1 1 2 100
o Aeys 1 2 100
10 28y 16 1 1 2 100
11 3,33y 34 1 1 5 100
12 8,22y7 1 1 ) 100
Promedio (%) 100 91,67 - 958

Media 1,92
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Pregunta No.

Medir Conjetura

_ Total,
Grupo Estudiante 1 2 de %
No. No.
puntos
Desv. Tip 0,29

De acuerdo con los resultados grupales, obtenidos por los estudiantes en la hoja de trabajo 3
(95,8%), se observa un rendimiento académico favorable. Ademas, se observa una dispersion
aceptable reflejada en un coeficiente de variabilidad del 15%.

A continuacidn, caracterizamos de forma general cada una de las preguntas en medir, conjeturar

y evaluar, agrupando aquellas que comparten dichas caracteristicas.

e Medir

En la pregunta 1, el 100% de los grupos, manipula los deslizadores en GeoGebra y para medidas

diferentes de los lados del triangulo rectangulo y el angulo, completa y anota cada una de las

magnitudes en una tabla.

e Conjeturar

En la pregunta 2, se evidencia que el 91,67% de los 12 grupos conformados por los estudiantes,
logran realizar, dada una situacion especifica, redactar de manera correcta una conjetura con

respecto a indicios y observaciones. En cambio, el 8,3% no expreso su conjetura.

4.4.4.2. Analisis cualitativo de la hoja de trabajo No. 3.

En la pregunta No. 1., el 100% de los grupos de estudiantes, a partir de la aplicacion en
GeoGebra, logran completar los valores requeridos en una tabla para cualquier &ngulo, es decir
que los grupos, para cada angulo, identifican los catetos, la hipotenusa y las areas de los cuadrados



112

formados por dichos lados, y paralelamente la tangente y la secante del &ngulo, sus cuadrados y la

suma de estos.

Figura 56. Construccion propia (por los autores), disefiada en GeoGebra Classic (caso
particular, donde el tridngulo rectangulo se encuentra en el cuadrante 1), para la visualizacion
de la identidad pitagérica Tan?6 + 1 = Sec?6.

A continuacion, se muestra evidencia del trabajo realizado por uno de los grupos de estudiantes,
de la toma de medidas con ayuda de GeoGebra.

el A

2ol 432

ara valores diferentes del &ngulo 6 c

Figura 57. Respuesta a la pregunta 1 (Hoja de trabajo No.3) del grupo No. 6.

En la pregunta No. 2, de acuerdo con la Tabla 27:
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Tabla 27.

Resultados pregunta No. 2 de la Hoja de trabajo No. 3 (C: correcta; NC: no contesto).

C NC
11 1
91,67% 8,33%

PREGUNTA No. 2

91,67;92%

HCORRECTO ENO CONTESTO

Figura 58. Diagrama circular que muestra la proporcion entre las respuesta correctas y no
contestadas por los grupos de estudiantes, en la pregunta 2, de la hoja de trabajo No.3.

En la pregunta No. 2, 11 de los 12 grupos (91,67%), a partir de las medidas obtenidas en la
pregunta 1, redactan de manera correcta la relacion que existe, entre los valores recolectados para
la tangente y secante del angulo de referencia y, la medida de los catetos; de los cuales 5 grupos
lo hicieron de forma algebraica y, 6 en lenguaje natural. Por otra parte, el grupo restante (8,33%),
no presento una conjetura y esto se presento, puesto que fueron llamados a presentar un examen

que tenian pendiente en otro saldn de clases.

Figura 59. Respuesta a la pregunta 2 (Hoja de trabajo No.3) del grupo No. 5.



114

4.5. Comentarios finales.

En el estudio diagnostico, se encontr6 que los estudiantes presentaban dificultades asociadas a

la nocion de triangulo rectangulo, &rea del cuadrado, el teorema de Pitagoras, y aplicabilidad de

este Ultimo, obteniendo un desempefio del 50%.

Por otra parte, al aplicar la hoja de trabajo 1, el 92% de los grupos de estudiantes obtuvo un

resultado académico favorable. Estos resultados, reflejan una gran diferencia respecto a los

resultados obtenidos en el diagnostico, siendo un indicador del alto impacto que tuvo la innovacion

didactica y la metodologia implementada, para sentar las bases conceptuales y abordar de buena

manera, en las siguientes hojas de trabajo, las identidades pitagoricas. Ademas, el gran impacto de

la innovacion, también se ve reflejado en los resultados obtenidos en las hojas de trabajo No. 2 'y

3; obteniendo en estas, una favorabilidad del 95% y 96%; respectivamente.

Los resultados anteriormente expuestos, son consecuencia de los siguientes factores:

La actitud positiva y activa de los estudiantes en el desarrollo de las diferentes actividades,
en las que se trabajaron aspectos como: recortar, medir, calcular, visualizar, encontrar
relaciones y comunicar ideas (oral y escrita), permitid captar el interés de los estudiantes y

asi establecer roles mas activos en el proceso de aprendizaje de las matematicas.

El uso de las diferentes representaciones como las visuales, numérica, algebraica y verbal.

La ruptura con la metodologia de ensefianza tradicional de las identidades, al presentar una
propuesta innovadora de aula, cuyo papel protagonico es ocupado ahora por el estudiante
y no por el profesor, cuyo rol cambia al papel de guia, mediador y agente facilitador, para
el desarrollo de aprendizaje significativo en el estudiante. Esta metodologia, articulada a la
mediacion instrumental ofrecida por GeoGebra y material concreto, permitia que el
estudiante, mediante la exploracién con los recursos (computacionales o material
concreto), interactuara directamente con distintas representaciones de los objetos

matematicos, lo cual facilitaba su comprension y entendimiento, sin que el docente tuviese
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que intervenir demasiado o decirle exactamente al estudiante, qué era lo que tenia que ver

y a qué tenia que llegar.

El uso de GeoGebra. Estamos en una época donde hay gran furor por el uso de las
tecnologias digitales, donde es muy comun el uso desde temprana edad de este tipo de
herramientas. Por tanto, el uso de herramientas como GeoGebra dentro del aula, promueve
el interés por el estudio de las matematicas. Puesto que, el dinamismo de este software,
permite arrasar, mover, cambiar el tamario, visualizar objetos, representar un mismo objeto
utilizando diferentes registros, entre otros. Hace que los estudiantes estén expectantes

frente a los fendmenos que ocurren en la pantalla del computador.
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CAPITULO V

5. CONCLUSIONES.

El presente capitulo esté dividido en tres partes. En la primera parte se da respuesta a la pregunta
central de investigacion. En la segunda parte se responden las preguntas auxiliares, a partir de las
evidencias encontradas en el estudio. Mientras que, en la Ultima parte, se hace un conjunto de
sugerencias para los profesores de matematicas y para los investigadores en Educacion

Matematica.

5.1.Respuesta a la pregunta central de la investigacion.

¢Qué caracteristicas debe tener un proceso de ensefianza y aprendizaje con la mediacion de
GeoGebra y material concreto, para propiciar la construccién de las identidades pitagéricas en

estudiantes de décimo grado?

El ambiente de aprendizaje generado, permitio la construccion de un aprendizaje significativo

en los estudiantes. Lo anterior, fue producto de varios factores, tales como:

a. Laformacion de los docentes (autores). Los docentes participantes en el proyecto cuentan
con una amplia formacion en matematicas, en didactica y pedagogia, que influyd
positivamente en los procesos de ensefianza (asociados al disefio del diagndstico y de las
hojas de trabajo).

b. El rol de los profesores. En el método tradicional de ensefianza, el profesor asume un rol
protagonico y los estudiantes un rol pasivo, reducido practicamente a tomar notas. En la
innovacion didactica que aqui se reporta, el profesor asume un rol distinto, que implica ser
mediador y orientador realizando sugerencias y preguntas a los estudiantes.

c. La metodologia. Las secuencias implementadas en el presente estudio, involucran las
siguientes fases: Diagndstico, Exploracion, Comunicacion, Institucionalizacion y
Evaluacién. A continuacion, se hace una breve descripcion de cada fase:
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Fases de la implementacion de las actividades.
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FASE

SUB-FASE

DESCRIPCION

Diagnostico

Los estudiantes contestas un conjunto de preguntas
relativas al dominio de recursos sobre: area del
cuadrado, componentes del triangulo rectangulo y

conocimiento del teorema de Pitagoras.

Exploracion

Utilizando

material concreto

El profesor lleva impreso un material que incluye un
triangulo rectangulo y cuadradados en cada uno de
los catetos y la hipotenusa. Uno de los cuadrados
sobre los catetos queda subdividido (ver Anexo B).
Los estudiantes recortan los poligonos sobre los
catetos y a manera de rompecabezas, completan el
cuadrado construido sobre la hipotenusa.

Esta es una manera visual y ladica de aproximarse

informalmente a las propiedades matematicas.

Utilizando
GeoGebra

Manejo del GeoGebra, explorando una construccion
geométrica por medio del arrastre de unos
deslizadores, que generan diferentes magnitudes en
los catetos, la hipotenusa y desde luego sus areas
correspondientes, donde cada uno de estos valores
eran registrados en una tabla. Para posterior a ello
redactar una conjetura a partir de dicho registro

numeérico.

Comunicacion

Escrita

Después de hacer la exploracion con material
concreto y GeoGebra, el estudiante se remite a
completar espacios de la hoja de trabajo, llenar
tablas, responder preguntas, buscar regularidades y
construir conjeturas, las cuales deben ser reportadas

por la via escrita.
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FASE SUB-FASE DESCRIPCION

En este momento los estudiantes, contaron con un

Oral espacio, para la socializacion de los resultados
obtenidos. El profesor hizo de moderador.

Finalizada la socializacion por parte de los
L estudiantes, el profesor organizd, formaliz6 e
Formalizacién o ) )
institucionalizo las ideas y los resultados obtenidos

en cada una de las actividades.

Los resultados del diagndstico tuvieron un promedio de rendimiento del 50%, como fruto de la
metodologia empleada, las actividades de aprendizaje, la mediacion del material concreto y el uso
de GeoGebra y el rol del profesor, los estudiantes lograron mejorar su nivel de rendimiento de la
siguiente manera: en la hoja de trabajo No. 1. alcanzaron un 92%, mientras que en la hoja de
trabajo No 2 obtuvieron un 95% de rendimiento y en la tltima hoja de trabajo tienen un 96%. Este
es un indicador claro del alto impacto que tuvo la innovacion didactica sobre el estudio de los

estudiantes.

Por su parte, el estudio tuvo impacto en calidad de las producciones de los estudiantes. En
particular en la calidad de los procesos comunicativos y de uso de multiples representaciones de
las identidades trigonométricas. En particular fue notorio el avance en la fluidez y en la calidad de

la comunicacidn escrita (conjeturas) que realizan los estudiantes.

En las entrevistas realizadas a los estudiantes, se evidencid que la investigacion desperté mayor
motivacion por el estudio de las matematicas. Asimismo, los estudiantes recomiendan que la
metodologia desarrollada en el estudio, sea empleada en otros cursos de matematicas. Estos hechos
constituyen un indicador del grado de aceptacion que tuvo la poblacion escolar que particip6 en el

estudio, sobre la metodologia y las actividades de aprendizaje utilizadas.

d. El tipo de actividades de aprendizaje (hojas de trabajo, el material concreto y los recursos
computacionales). Las hojas de trabajo despertaron interés en los estudiantes para el

aprendizaje de las identidades pitagoricas, por medio del uso de material concreto
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(manipulable) y GeoGebra, de modo que, favorecia la visualizacion de los objetos
matematicos utilizando multiples registros de representacion semiotica (Duval, 1993). Este
enfoque permitié una participacion activa de los estudiantes, en las fases de exploracion,

redaccién de conjeturas, socializacion e institucionalizacion.

e. Laautonomiay seguridad estimulada en la forma de trabajo del estudiante, producto de la
metodologia implementada, donde los estudiantes podian comprobar y verificar por si
mismos, las respuestas que daban a cada una de las actividades y ejercicios propuestos (los
estudiantes eran capaces de identificar y corregir sus errores, gracias a la facilidad que
ofrecian los materiales, tanto concretos como tecnoldgicos, sin necesidad, de la
participacion directa de los d5ocentes). Aqui, la mediacion de los recursos tecnoldgicos,
proporciona y facilita, un dinamismo en la visualizacion de las identidades
(representaciones diferentes al lenguaje simbolico), creando estrategias que amplifiquen y
reorganicen la comprension y entendimiento del objeto matematico, que no son tan

sencillas de percibir, tan solo usando lapiz y papel (Moreno, 2002)

5.2.Respuestas a las preguntas auxiliares de investigacion.

¢Qué caracteristicas deben tener las actividades de aprendizaje para que los estudiantes de

décimo grado logren construir las identidades pitagoéricas?

Las actividades de aprendizaje implementadas en el estudio que se reporta en el presente

documento tienen varias caracteristicas:

a. Estudio diagndstico. Este estudio se realizé con el propdsito de identificar el dominio sobre
conocimientos y habilidades que sirven de pre-requisito para construir las identidades
Pitagoricas. Este estudio se comporta como una linea de base o punto de partida que sirve
de referencia para documentar el impacto que tenga la secuencia didactica en el aprendizaje

de los estudiantes.
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Los resultados del diagndstico no fueron satisfactorios, esto quiere decir que los estudiantes
en la etapa inicial del estudio no tenian el dominio sobre algunos conocimientos y

habilidades basicas. Para suplir esta parte, el profesor realizé una nivelacion.

b. Las actividades de aprendizaje involucran material concreto (papel, recortables, tijeras,
pegamento). El uso de este material estimul6 el deseo por aprender del estudiante, puesto
que resolver el rompecabezas se le presentd como un reto de aprendizaje. La utilizacion de
este material desarrolla varias habilidades: (i) motricidad fina, (ii) visualizacion de las
propiedades matematicas. Adicionalmente, se desarrolla una sensacion de cercania con el
concreto, de manera que impulsa hacia el desarrollo de actitudes favorables al estudio de

las matematicas.

c. Lasactividades de aprendizaje incluyen el uso de GeoGebra. Las aplicaciones de GeoGebra,
permitieron a los estudiantes visualizar las identidades Pitagdricas desde una perspectiva
geométrica y no estrictamente algebraica (ensefianza tradicional en el colegio a la cual estan
acostumbrados). Asi mismo, los estudiantes pudieron utilizar varias propiedades del
micromundo computacional de GeoGebra como: el arrastre, la animacion y el uso de
diferentes registros semiéticos de representacion como el visual, el numérico, el algebraico

y el verbal.

d. Lasactividades utilizadas en el presente estudio desarrollan las sugerencias del MEN (1998)
y del NCTM (200) sobre los siguientes aspectos: (i) se desarrollan dos tipos de pensamiento,
el geométrico y el variacional. (ii) El estudio contribuye al desarrollo de procesos centrales
del pensamiento matematico como: la resolucion de problema, la comunicacion de ideas
matematicas, argumentacion de las mismas y el uso de multiples representaciones. (iii) Las
actividades de aprendizaje fueron desarrolladas en un contexto formal o puramente

matematico.

¢Qué papel desempefia el uso de material concreto y de tecnologia (GeoGebra) en la

construccion de las identidades Pitagoricas?
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Generalmente los estudiantes vienen predispuestos a estudiar las identidades. La informacién que
traen al aula heredada de otros estudiantes que ya abordaron el tema o de sus familiares hacen que
desarrollen sistemas de creencias (Schonefeld, 1985) adversos. El uso de juegos y material
concreto hizo que se rompieran tales creencias y que se desarrollaran actitudes favorables hacia el

estudio de las identidades.

El micromundo GeoGebra tiene un conjunto de fendmenos que facilitan el estudio de las

identidades trigonométricas

a. Los estudiantes pudieron abordar el estudio de las identidades desde diferentes registros
semidticos de representacion, lo cual fue desarrollado a través de las diferentes vistas del

micromundo computacional.

b. El uso del arrastre y la animacion hacen que el estudiante aborde el estudio de las
identidades desde una perspectiva dinamica. El arrastre hace que el estudiante pueda
manipular de manera “directa” con una mano virtual y que sienta cerca los objetos

matematicos. El movimiento despierta curiosidad e interes.

c. Con el apoyo de GeoGebra los estudiantes exploran los objetos matematicos desde
diferentes angulos o perspectivas y hacen que puedan amplificar el dominio de recursos y

habilidades. Este hecho hace que puedan ver mas y comunicar mas.

d. Con el uso de GeoGebra, el material concreto y metodologia de trabajo, permitio que el
estudio de las identidades trigonométricas se realizara de manera diferente a la tradicional,

produciendo una reorganizacion cognitiva.

¢Qué importancia tiene el uso de las multiples representaciones en la construccion de las

identidades pitagoricas?
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Tradicionalmente el estudio de las identidades trigonométricas se restringe al uso de la
representacion algebraica. Generalmente en el aprendizaje de estas propiedades, los estudiantes de
décimo grado experimentan muchas dificultades y se restringen de manera exclusiva a la

memorizacion de hechos insustanciales para ellos.

La innovacion didactica que aqui se reportd, involucré actividades sugeridas por Duval (1993)
relacionadas con la aprehensién cognitiva: (i) El tratamiento, (ii) la conversion. En este sentido,
se utiliz6 material concreto para manejar registros visuales sobre el Teorema de Pitagoras y sobre
las identidades trigonométricas. Adicionalmente, se utilizaron las diferentes vistas de GeoGebra
para realizar el uso de diferentes registros semioticos: En la vista hoja de célculo, se manejaron los
registros numericos, en la vista grafica los registros visuales, mientras que en la vista CAS se
usaron los registros algebraicos y en la hoja de trabajo se consignaron las ideas matematicas en el

registro verbal.

El uso de material concreto y de GeoGebra en sus diferentes vistas) fue complementario y tuvo
varios efectos: (i) la concretes del conocimiento estudiado, (i) la visualizacion de las ideas
matematicas, (iii) el tratamiento en diferentes registros, (iv) la busqueda de invariantes, (v) la

generalizacién de las ideas.

El registro algebraico es el mas abstracto. Los otros registros hacen que los estudiantes
desarrollen conocimientos y habilidades que les permite construir la generalizacion de las
identidades y entender desde diferentes angulos o perspectivas la representacion algebraica.

Las producciones de los estudiantes en la representacion verbal, da cuenta que ellos han
avanzado en la construccién de las propiedades de las identidades. Sin embargo, estas
producciones tienen algunas dificultades de redaccion y ortografia. Esto es natural, pues obedece
a la poca frecuencia de produccion verbal, pues dicha produccion no es habitual y en el estudio,
los estudiantes la elaboraron de manera sencilla y sin ayuda externa. Este hecho es un indicador
que la competencia comunicativa de los estudiantes se puede desarrollar con la metodologia de

trabajo ya expuesta.



5.3.Sugerencias.

De acuerdo a la experiencia obtenida con los estudiantes y el profesor titular del curso, nos

parece conveniente o sugerimos tener en cuenta, los siguientes puntos que pueden facilitar el

proceso de ensefianza aprendizaje, no solo de identidades sino de aspectos asociados a la

matematica, que brinde estimulo y gusto a los estudiantes.

5.3.1. Para los profesores.
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a. De acuerdo a la experiencia obtenida con los estudiantes y el profesor titular del curso, nos

parece conveniente o sugerimos tener en cuenta los siguientes puntos, que pueden facilitar

el proceso de ensefianza y aprendizaje, no solo de identidades sino de aspectos asociados a

la matematica, que brinde estimulo y gusto a los estudiantes (las actividades de aprendizaje

aqui reportadas pueden convertirse en fuente de inspiracion para que los profesores de

matematicas disefien hojas de trabajo para otros contenidos curriculares).

b. En el estudio, se evidencié que la metodologia de trabajo incluye fases que resultaron ser

efectivas para desarrollar conocimientos y procesos centrales del pensamiento matematico.

Se sugiere a los profesores implementar dichas fases.

c. Es necesario que los profesores de matematicas, ademas de su profundo conocimiento

sobre la disciplina, sobre la didactica y la pedagogia, debe realizar cursos de educacion

continua para perfeccionar sus competencias TIC's.

d. Los profesores de matematicas deben ser conscientes que, para implementar una clase de

matematicas con la mediacidn de tecnologias digitales, se debe desplegar una logistica que

incluye: domino de la metodologia de trabajo (diferente a la tradicional) disefio o

adaptacion de actividades de aprendizaje, funcionamiento y disponibilidad del centro de

cémputo.
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e. EIl estudio aqui reportado se realiz6 en el nivel de la media. Se recomienda que los
profesores de la basica y del nivel profesional estudien la posibilidad de emprender

metodologias innovadoras y que vayan en la misma direccién a la reportada en este estudio.

5.3.2. Para la investigacion

A partir de la realizacion del presente estudio, se le recomienda a la comunidad de

investigadores de educacién matematica los siguientes aspectos.

a. Se recomienda realizar estudios de investigacion, similares a los que se reporta en el
presente documento en otros tipos de pensamiento como el numérico, el variacional y el
estocastico. Abordando otros contenidos curriculares y otros procesos centrales del

pensamiento matematico.

b. Es inminente la erosién curricular. Esto quiere decir que es altamente probable una
transformacion curricular por la incorporacion de las tecnologias digitales en las clases de
matematicas. Desde esta perspectiva, se sugiere abordar un estudio de investigacion donde

se estudien las identidades trigonométricas a una edad escolar mas temprana.

c. En el estudio que aqui se reporta, se utilizd pc y GeoGebra. Se recomienda hacer estudios
con la mediacion de otro tipo de dispositivos como celulares, tabletas, Mac y de otro tipo

de software educativo.

d. Se recomienda investigar sobre las competencias que debe desarrollar un profesor de

matematicas, cuando incorpora las tecnologias digitales en su practica profesional.

e. En el presente trabajo se abordd el estudio de las identidades, utilizando GeoGebra y
material concreto, una metodologia especial y hojas de trabajo. Se obtuvo un alto impacto.
Se recomienda realizar un estudio de investigacion que documente el impacto que tiene

sobre el aprendizaje de las identidades trigonométrica, el uso de la misma metodologia,
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con hojas de trabajo similares y unicamente del material concreto (papel, tijeras, estuche

de geometria, colores, pegamento).
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ANEXO A: Prueba diagnostica.

ANEXOS

INSTITUCION EDUCATIVA LA MILAGROSA “Sede Principal”

Nombre:

Grado:

| Fecha: |

(PRUEBA DIAGNOSTICA)

1) Dibuja un tridangulo rectangulo y sobre él resalta los catetos y la hipotenusa.

2) Utiliza tus propias palabras, para definir un tridngulo rectangulo.

3) Siun cuadrado tiene un lado de 4 unidades ¢ Cual es su area? Justifique
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RESPONDE LAS PREGUNTAS 3 Y 5 DE ACUERDO CON LA SIGUIENTE INFORMACION

Sobre los lados del ADAB rectangulo, se construyen cuadrados como se muestra en la figura. El area de
los cuadrados IDAJ y AGHB, son de 16 y 9 unidades cuadradas respectivamente.

4) Existe alguna relacion entre el area de los cuadrados DFEB, IDAJ y AGHB? En caso de que
exista, expliquela.

5) ¢Cuantas unidades mide el lado DF del cuadrado DFEB?

6) Enel ADAB rectangulo, tomando como referencia el angulo 6 ¢ Cual lado representa el cateto
adyacente, el cateto opuesto y la hipotenusa?
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RESUELVE LAS PREGUNTAS 7Y 8 DE ACUERDO A LA SIGUIENTE INFORMACION

En la ilustracion se muestra el plano de tres lotes contiguos, E, F y G, y algunas de las medidas de sus
lados. La suma de las medidas de los frentes sobre la carrera segunda es 120 m. Los segmentos verticales
en el plano son paralelos.

Carrers segUnde

g 120 M g

i

Hm S m ‘ 30y
Carrera primera

7. Las medidas de los frentes de los lotes E, F, G sobre la carrera segunda son, respectivamente,

A. 24m, 64m, y 32m B. 40m, 70m, y 50m
C.16m, 41m, y 25m D. 24m, 60m, y 36m

8. Justifica la opcion de respuesta seleccionada en la pregunta 7.
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ANEXO B: Hoja de trabajo No. 1.

INSTITUCION EDUCATIVA LA MILAGROSA
“Sede Principal”
Estudiante 1:
Estudiante 2:
Estudiante 3:
Grado: | Fecha: |
Hoja de trabajo |

Exploracion I: Implementacion de Material Concreto

Sea el triangulo ABC rectangulo, sobre sus lados se construyen cuadrados como muestra la figura. Uno de los

cuadrados se subdividi6 en cuatro poligonos nombrados del 1 al 4.
D

G

1. Recortar y armar: utiliza tijeras y pegante en barra para realizar el siguiente procedimiento sobre la figura
anterior (ten cuidado al usar las tijeras, para evitar lastimarte a ti o tus compafrieros).

Siguiendo las lineas punteadas, recortar los poligonos nombrados con los nimeros 1, 2, 3y 4.
Recortar el cuadrado nombrado con el nimero 5.

v Con los cinco poligonos recortados anteriormente, armaran un rompecabezas para completar el cuadrado
(6), que se encuentra sobre la hipotenusa del tridngulo rectangulo.

v Cuando se arme el rompecabezas, pegar las partes para dejarlas fijas en su posicion.

Conclusién: en el siguiente espacio en blanco vas a sacar una conclusién con lo que acabas de observar
en esta actividad.
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Exploracion 2: implementacion de GeoGebra
3. Abre la aplicacion en GeoGebra y manipula el tridngulo rectangulo que alli aparece usando los deslizadores.
Para medidas diferentes de los lados del triangulo rectangulo, completa y anota en la tabla los valores de las
areas de los cuadrados construidos sobre los lados de dicho triangulo.

Ay A; (A; +43) A3
|unidades?| | [unidades?| | [unidades?] | [unidades?|

4. Conclusién: en el siguiente espacio en blanco vas a sacar una conclusion con lo que acabas de observar
en esta actividad (relacion de las areas)

5. De acuerdo con lo estudiando hasta el momento, y usando la siguiente gréfica, redacta una propiedad que
relaciones las areas de los cuadrados construidas sobre los lados de un triangulo rectangulo (puedes usar
palabras o expresiones algebraicas)
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6. La figura muestra la estructura de tres zonas cuadradas de una finca que deben dividirse entre dos
propietarios.

Se tienen las siguientes opciones para dividir el
terreno disponible entre los dos propietarios:

Opcion 1: La zona 1 para el propietario 1, la zona
2 para el propietario 2, y la zona 3 se divide en
partes iguales entre los dos propietarios.

Opciodn 2: La zona 1 para el propietario 1y la zona
2y 3 para el propietario 2.

Al comprar las opciones presentadas, se puede afirmar que (Marca con una X la respuesta correcta):

A. la opcion 1 es equitativa para los dos propietarios.  B. la opcién 1 es desfavorable para el propietario 1.
C. la opcidn 2 es equitativa para los dos propietarios.  D. la opcion 2 es desfavorable para el propietario 1.

7. Justifica con tus palabras, la respuesta seleccionada en la pregunta anterior.

8. En caso de ser posible, debajo de cada triangulo escribe (determine) las razones trigonométricas (seno,
coseno, tangente, cosecante, secante y cotangente) del angulo dado. Si no es posible determinar las
razones, justifica con tus propias palabras.
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ANEXO C: Hoja de trabajo No. 2.

INSTITUCION EDUCATIVA LA MILAGROSA
“Sede Principal”
Estudiante 1:
Estudiante 2:
Estudiante 3:
Grado: | Fecha: |

Hoja de trabajo Il
Exploracion lll: identidad fundamental
Abre la aplicacion de GeoGebra con el nombre de “Circulo Unitario”, ahi encontraras una construccion
geométrica que contiene una circunferencia de radio unitario (1 und) y en su interior, un triangulo
rectangulo (ver figura, en la aplicacion). También, se muestran la medida de los catetos y la hipotenusa, y la
construccion de cuadrados sobre cada lado del tridngulo. La aplicacién posee un deslizador para cambiar la
medida del angulo @ (angulo interno del triangulo rectangulo).

1. A partir de la aplicacion de GeoGebra, para valores diferentes del angulo @ completa los valores
requeridos en la tabla a continuacion.

co
[und]

CA
[und]

Ay
[und?]

2
il i cos(® Sen’(® Cos*(®)] [te] | s Cosilo) | lumd?)

CA: cateto adyacente; CO: cateto opuesto; 4,: medida area cuadrado 1; A,: medida area cuadrado
2; A3: medida area cuadrado 3

RESPONDE LAS PREGUNTAS 2 A 5, DE ACUERDO A LO REGISTRADO EN LA TABLA ANTERIOR Y LO
OBSERVADO EN LA APLICACION DE GEOGEBRA

2. Con tus propias palabras, escribe la relacion que existe entre los valores obtenidos para el seno y coseno, y
el valor numérico de las medidas de los catetos en el tridngulo rectangulo mostrado en la aplicacion de
GeoGebra.
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3. Con tus propias palabras, escribe la relacion que existe entre los valores obtenidos para el seno y coseno
cuadrados, y los valores numéricos de las medidas de las areas de los cuadrados (construidos sobre los

lados del triangulo rectangulo) mostrados en la aplicacion de GeoGebra.

4. Lafigura a continuacion, es un pantallazo de la construccion mostrada en la aplicacion de GeoGebra. Escriba
dentro o al lado de cada cuadrado, la magnitud de su area en términos de seno y coseno del angulo 8.

1.5

-

-

1.5

1
—r

-
—

oy

~~eqd
5. Utilizando sus propias palabras o lenguaje algebraico, escriba el teorema de Pitagoras para la figura anterior, en

términos de seno y coseno del angulo 6.
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6. A partir de la aplicacion de GeoGebra, para valores diferentes del angulo 8 y r completa los valores
requeridos en la tabla a continuacion.

A, Sen?(0) A
[und?] | + Cos?(8) | [und?]

r
[und]

4,

0° | Sen(0) | Cos(0) | Sen?(0) [und?]

Cos?*(0)

DE ACUERDO A LO REGISTRADO EN LA TABLA ANTERIOR Y LO OBSERVADO EN LA APLICACION DE
GEOGEBRA, RESPONDE

7. Utilizando sus propias palabras o lenguaje algebraico, escriba el teorema de Pitagoras para la figura anterior, en
términos del seno y el coseno del &ngulo 6.

8. ¢ Qué se puede conjeturar respecto a la magnitud del radio de la circunferencia; de acuerdo con lo contestado en
la pregunta 7'y 67
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ANEXO D: Hoja de trabajo No. 3.

INSTITUCION EDUCATIVA LA MILAGROSA
“Sede Principal”
Estudiante 1:
Estudiante 2:
Estudiante 3:
Grado: | Fecha: |

Hoja de trabajo lll
Exploracion lll: identidad

Abre la aplicaciéon de GeoGebra con el nombre de “Circulo Unitario II”, ahi encontraras una construccion
geométrica que contiene una circunferencia de radio unitario (1 und) y en su interior, un triangulo
rectangulo (ver figura, en la aplicacién). También, se muestran la medida de los catetos y la hipotenusa, y la
construccion de cuadrados sobre cada lado del tridngulo. La aplicacion posee un deslizador para cambiar la
medida del angulo @ (angulo interno del tridangulo rectangulo).

1. A partir de la aplicacion de GeoGebra, para valores diferentes del angulo 8 completa los valores
requeridos en la tabla a continuacion.

CA 2 A
fund) %) fna)| 5@ | una) fuma?) ") ] 11| 5@ | fuma)

00

1

CA: cateto adyacente; CO: cateto opuesto; A,: medida area cuadrado 1; A,: medida area
cuadrado 2; A3: medida area cuadrado 3

DE ACUERDO A LO REGISTRADO EN LA TABLA ANTERIOR Y LO OBSERVADO EN LA
APLICACION DE GEOGEBRA, RESPONDE

2. Utilizando sus propias palabras o lenguaje algebraico, escriba el teorema de Pitagoras para la figura
anterior, en términos de la secante y la tangente del angulo 6.




