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Resumen

En este trabajo abordaremos la clasificacion de dos objetos, los reticulos de raiz y las
algebras de Lie semisimples complejas. A lo largo del mismo se evidenciara que a pesar de
que son objetos de naturaleza matematica distinta, los pasos a seguir en su clasificacion

son esencialmente los mismos.

Primero abordaremos la clasificacién de los reticulos de raiz, para lo cual seguimos [WE].
Mientras que la de las dlgebras de Lie semisimples complejas la haremos siguiendo [J] y
[Wi].

Es de destacar, que el presente documento es esencialmente autocontenido, algunas prue-

bas se dejan para que el lector las consulte pues las mismas se alejan demasiado del interés

general del trabajo.

IIT



Introduccion

Las algebras de Lie estan sujetas actualmente a investigacion exhaustiva por sus aplica-
ciones a la ingenierfa (Sistemas Dindmicos, etc), a la fisica (Mecdnica Cudntica, estudio
de simetrias, Teoria de Supercuerdas, etc), a las mateméticas aplicadas (Ecuaciones Di-

ferenciales, etc) y las matemaéticas discretas.

En el ano 1873, Sophus Lie dio origen a las ideas que conformaron la denominada Teoria
de Lie, la cual ha recibido aportes posteriores de Weyl, Cartan, Chevalley, Killing, Serre,
entre otros. En los primeros trabajos de Lie, la idea subyacente era constuir una teoria de
“erupos continuos”, que complementara la teoria de grupos discretos que ya existia. La
aplicaciéon inicial que Lie tenia en mente era las ecuaciones diferenciales; él observd que
las simetrias de una ecuacién diferencial dan lugar a unos grupos con parametros, que
hoy conocemos como grupos de Lie. Si bien continud su rumbo en otra direccion, la teoria
de Lie juega un papel central en el desarrollo de la matematica contemporanea y por ello

vale la pena estudiarla.

Por otro lado, cuando se estudian reticulos Euclideanos, en especial los reticulos de raiz,
llama la atencion que en gran parte de la literatura se “eluda’” el clasificar dichos reticulos,
haciendo referencia a la clasificacién de las dlgebras de Lie semisimples, como en [CS],
que comienza definiendo sistemas de raices para algebras de Lie y grupos de reflexiones.

Esto causa bastante curiosidad y amerita revisarlo.

Encontramos que Wolfgang Ebeling en [WE] hace una clasificacién detallada de los reticu-
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los de raiz, definiéndo los conceptos de sistemas de raices, sistema fundamental de raices,
diagramas de Cozeter-Dynkin y presentando un teorema que garantiza que el método es
aplicable y otros que clasifican los diagramas mencionados, para finalmente presentar la
clasificacién los reticulos basado en los resultados obtenidos anteriormente. Un objetivo es
comparar éste método con el que usaremos para clasificar las algebras de Lie semisimples

complejas.



Capitulo 1

Clasificacion de los reticulos de raiz

1.1. Definiciones y ejemplos

Un reticulo euclideano m-dimensional es un subconjunto I' de R” formado por todas las

combinaciones lineales enteras de m vectores linealmente independientes. En simbolos

esto es:

m

i=1
donde B = {ey, ..., e,} es un subconjunto linealmente independiente de R™, llamado una
base del reticulo; es claro que si m = n, B = {ey,...,e,} es una base de R™. En este

caso decimos que I' es de dimension o rango completo; no hay pérdida de generalidad al

suponer que todos los reticulos son de rango completo.

Si T' es un reticulo de rango completo y B = {ej,es,...,€,} es una base, entonces B’ =
{e},€e,,...,€e,} también es base de I' si y sélo si existe una transformacién entera, U €

GL(n,Z), tal que para todo 1 < ¢ < n se cumple Ue; = €.
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Ademas si,
€ = (U117vl2a e 7U1n)a
€y = (U21>U22, < 7U2n)7
€n = (Unla Un2, - -+ 7U7m>7

son las coordenadas de los vectores de B en una base de R", que usualmente es la base

canodnica, la matriz

V11 V12 ... Vin

V21 V22 ... Von
M =

Unt Upn2 ... Upnp

se llama matriz generadora del reticulo. En este sentido, tenemos que y € L si y sdlo si,
existe x = (z1,x2,...,T,) € Z" tal que

y =xM.
Se define la matriz de Gram del reticulo por A = M M?, nétese que la entrada (i, j) de A
es el producto interno e; - e;.
Ejemplo 1.1.1.
1. El reticulo cubico en R™, Z™ cuya base es la base candnica de R™.

2. El reticulo Ay = {(x1, 19, 23) € Z®|21 + 19 + 23 = 0}. Una base para A, es

{82 —e],e3 — eg}. Fig’(””(l 1.1
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Figura 1.1: Reticulo A; en R2.

1.2. Reticulos de raiz y su clasificacion

Un reticulo I' € R"™ se dice entero si todos los x,y € I' cumplen que x -y € Z , y un
reticulo entero se llama par si cada elemento x de I es tal que = - = 2% € 2Z, es decir,

la norma al cuadrado de cada elemento de I' es par.

Consideremos el conjunto R := {z € I'|z? = 2}. Un elemento de este conjunto se llama
una raiz. Asi, un reticulo par I' es un reticulo de raiz si R genera a I'.

Observacién 1.2.1. Sea I' un reticulo de raiz. Si x,y € R entonces, por la desigualdad
de Cauchy-Schwartz, tenemos (z - y)?> < 2?y? = 4, obteniendo que x -y € {0, £1,+2}.
Ademaés, v -y =42siysélosiz =4y, yx-y=1siyso6losiz—yes una raiz.
Sabemos que el sistema de raices R de un reticulo de raiz I', es un conjunto generador
para I', asi decimos que un subconjunto S de R es un sistema fundamental de raices si

cumple las siguientes condiciones:
(i) S es una base de I'.

(ii) Cada 8 € R se puede escribir como combinacién lineal
Pk
aesS

con coeficientes enteros k, todos no negativos o todos no positivos.

De la Observacion 1.2.1, en un sistema fundamental de raices S de un reticulo de raiz I,

sia, B €S, entonces - € {—1,0}, pues si a - = £2, se tiene o = +[3, contradiciendo
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(i) y si - 8 = 1 entonces o« — 3 es una raiz, lo que contradice (ii). Luego un sistema

fundamental de rafces S es unabase de I, {e;|i = 1,...n} talque el = 2y e;-e; € {—1,0}.

Ahora probaremos que todo reticulo de raiz I' C R™ contiene un sistema fundamental de
raices. Para esto primero notemos que considerando R el sistema de raices del reticulo T',
existe t € R™ tal que ¢ - a # 0 para todo a € R. En efecto, en cada bola cerrada B(0,7),
r > 0, hay finitos elementos de I' para cada r, en particular en su frontera, luego existen

finitos a € R.

Si consideramos el hiperplano que tiene a a € R como vector normal II, = {z - o = 0},
hay finitos de estos hiperplanos, y la unién finita de hiperplanosno agota R™. Por lo tanto

existe t € R™ como afirmamos.

Para un ¢ como el expuesto anteriormente, definimos R;” = {a € R|t - @ > 0}. Entonces
se tiene que R = (R;) U(—R;"), puesto que si a es una raiz, —a también lo es. Definimos
R/ para dar una nocién de “positividad” a las raices pues si @ € R, entonces o € R}
0 —a € R y un elemento o € R} se dice descomponible si existen 3,y € R; tales que
a = [+ . En caso contrario se dice que a es indescomponible. Por S; denotamos el

conjunto de los elementos indescomponibles de R;".

Ahora veamos unas propiedades interesantes sobre el conjunto S; por medio de los si-

guientes lemas.

Lema 1.2.2. Cada elemento de R} es una combinacion lineal de elementos de S; con

coeficientes enteros no negativos.

Para probar el lema, procedamos por contradiccién suponiendo que existe o € R} que no
cumple la propiedad del enunciado. Como ¢ - 3 > 0 para todo € R;, podemos tomar
a tal que t - o es minimo. Ahora bien, o es descomponible pues si no lo fuera, seria un
elemento de S; y se escribiria de manera inmediata con los coeficientes no negativos. Por

lo tanto o = 8 + 7 con 3,7 € R;". Ahora multiplicando por ¢, tenemos:
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t-a=t-B+t-.

Comot-f >0yt-~v >0, tanto t- 8 como t -~ son menores que t -« y por tanto se
pueden escribir como combinacion lineal de los S; con escalares todos no negativos, lo que

significa que « tiene esta escritura también, y se contradice la escritura de a.

Observacién 1.2.3. Este lema nos dice que cualquier elemento de R se puede escribir
como combinacién lineal de elementos de S; con coeficientes enteros todos no negativos o

no positivos, y por tanto S; genera a I'.
Lema 1.2.4. o - 3 <0 para todos o, f € Sy, 0 # 5.

En efecto, no puede darse o - 3 = £2, pues a = +3 pero a = —f3 no puede darse en R,
y por tanto tampoco en S;. Si -3 > 0 entonces a- =1y asi v = a— 3 € R. Entonces
se tiene que v € R o —y € R. En el primer caso a = 3 + v serfa descomponible, en el
segundo caso § = a+ (—)) serfa descomponible. Ambos casos son contradicciones, luego
a-6<0.

Observacion 1.2.5. Este lema es bastante importante ya que nos muestra como son los

productos internos de los elementos en S;, concluyendo que si o, § € Sy,  # 3, entonces

a-fe{-1,0}.
Lema 1.2.6. Los elementos de S; son linealmente independientes.

Supongamos que » a0 = 0. Esta suma se puede separar en dos, la parte negativa y

a€ESt
la parte positiva, entonces se puede escribir como

Zbﬁﬁ = 2677

donde bg,c, > 0 y tanto 8 como 7 corren sobre subconjuntos disjuntos de S;. Sea A\ =

> bsf; entonces

XA= by (8-7) <0,
Byy
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de donde A = 0. Asi, 0 =t- X = > bs(t- ), por tanto bg = 0 para todo  pues t- 3 > 0.

Similarmente ¢, = 0 para todo 7 y concluimos la prueba.

Este lema es el ingrediente faltante para la siguiente proposicion.
Proposicién 1.2.7. El conjunto S; es un sistema fundamental de raices.

Vale la pena resaltar que el reciproco también es cierto, es decir, para un sistema fun-
damental de raices, sus elementos son los indescomponibles para algin ¢ € R". Ademas,
hemos probado que todo reticulo de raiz contiene un sistema fundamental de raices, y por

tanto una base para la cual la matriz de Gram del reticulo I' tiene como entradas
aii:27 aije{_lvo}a Z%jv 1§Z<]§TL

A una matriz A = (a;;)nxn simétrica con estas caracteristicas se le puede asociar un grafo
de tal forma que cada fila o columna corresponde a un vértice del grafo y los vértices ¢
y J se conectan por medio de una arista si a;; = —1. Este grafo se llama Diagrama de

Cozxeter-Dynkin.

Luego podemos asociarle a un reticulo de raiz un grafo de esta forma por medio de su
matriz de Gram. A los vértices lo notaremos por €;,i = 1,...n, donde {eq,...e,} es una
base que permite esta asociacion. Los vértices e; y e; se conectan si a;; = e; - e; = —1,

esta asignacién se muestra en la Figura 1.2.

—

€ €5 =0 ° °
€; €j
62"6j =1 —
€; €;

Figura 1.2: Asignacion de aristas para el diagrama de Coxeter-Dynkin.
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Resulta que podemos clasificar los reticulos de raiz por medio de los diagramas de Coxeter-

Dynkin. Estudiaremos a continuacion estos diagramas.
Sea G el diagrama de Coxeter-Dynkin correspondiente a la matriz de Gram asociada a la
base {e1,...e,} del reticulo de raiz T.

Lema 1.2.8. GG no contiene ciclos, ver Figura 1.3, donde x1,xs,...,x,.,7 > 3 denotan

los vectores correspondientes de la base.

Figura 1.3: Ciclo de r vértices.

Si G contiene un ciclo, entonces (z; + -+ + )% = fo + Qinxj =2r—2r=0,1lo
i#]
que contradice la independecia lineal de los x;-es.

Lema 1.2.9. G no contiene un grafo de cuatro hojas como el de la Figura 1.4.

Tr41 Tr43

T T Tr—1 z,

T2 Lypy4

Figura 1.4: Grafo de cuatro hojas no contenido en un diagrama de Coxeter-Dynkin.

Si suponemos que G contiene un grafo de éste tipo, tendriamos que
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(221 + -+ + 20, + Tyg1 + Triyo + Trgs + Tyga)’?

— 4<Zx> +2Z2xz g% <§x>2

Jj=r+1 i=r+1
r+4
= Ex—i—?é T —1—4591;15:5]
1<i<y<r j=r+1
r+4
2
+ E x; + 2 E T
i=r+1 r4+1<i<j<r+1

= 4(2r—-2(r—1))—16+8—-0

= 8r—8 =0
De nuevo obteniendo que un subconjunto de vectores linealmente independientes generan

el cero de manera no trivial.

Concluimos asi que si G es un diagrama de Coxeter-Dynkin conexo tiene la forma del grafo
en la Figura 1.5, donde los x’s, y’s, 2’s y ¢ son los elementos de la base de I'. Adicionalmente
notemos que x; L y;, z; L z; e y; L 2 para todos 7, j. Ademas si definimos w por:
w = ety llp=Dar+ =2zt o]
(g = Dy + (@— 2+ o+ g
+2[(r =Dz + (r—2)zo+ -+ z021],

es claro que {w,z1,...,Zp_1,Y1, . Yg-1,21, ..., 2—1} €s un conjunto linealmente inde-

pendiente pues w depende de ¢ y se cumple que w L z;, w L y; vy w L 2z para todo 7. En

efecto:
—1)z24(p—2)x2-
I e 1)
) —(i—1 —(i+1
w-x; e sz_’_%x?—i_l%xz—lxz_’_z%xzIZ+1:07
_ 1 p—(p—2) _
W Tpo1 = CTprt Tp1 Ty + Ty Ty = 0,

La cuenta es idéntica para los y;’s y z;’s. Ahora examinaremos el producto w - w,
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yq—l xpfl
A Y d
AN Y
N ,
Yy T
C
21
(p,gr>1)
1
1
Zr—2
Zr—1

Figura 1.5: Forma general de un diagrama de Coxeter-Dynkin conexo.

-1 —1 —1 1 1 1
w-w:wzzw-c:2—p _1 I = 14+ -4+ =+,
p q r p q T

Como w? > 0, entonces }% + % + % > 1. Queremos buscar las triplas (p,q,r) conp < ¢ <r

enteros positivos que satisfagan la desigualdad. Para p = 1, se admiten las soluciones
(1,q,7) con ¢ < r cualesquiera. Si p =2y g = 2, se tiene r > 0 pero por las restricciones,
tenemos que las soluciones son (2,2,7),r > 2. Sip =2y q =3, %+% > 1 asi r < 6,
en este caso tenemos un conjunto finito de soluciones, (2,3,3),(2,3,4) y (2,3,5). No hay
soluciones para p = 3 pues en este caso la suma maxima es igual a 1. En consecuencia
tenemos que los posibles Diagramas de Coxeter-Dynkin conexos son los expuestos en la
Figura 1.6.

Ahora debemos ver la existencia de un reticulo de raiz al que se le pueda asociar cada
diagrama de Coxeter-Dynkin, pues en caso de no haber tal reticulo para algin diagrama,
debemos descartar dicho diagrama. Aunque vale la pena resaltar que en la Figura 1.6 al
nombrar los diagramas por tipo sugerimos la existencia del reticulo y daremos a conti-

nuacion los reticulos nombrados segun el tipo de diagrama que les corresponde.
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- —————— vértices) A,

—— - %—< (n vértices) Dn(n > 4)
A—A—I—A—q E6
Er
Es

Figura 1.6: Posibles diagramas de Coxeter-Dynkin conexos.

Consideremos el conjunto
A, ={(x1,29,...,0p41) €EZ" 2y + -+ Tpy1 = 0}
Una base para A,, es {e2 —ej,e3 —eq,...,e,11 —e,}. Ademas
(ei—ei 1)’ =2, (e;i—ei1)-(eip1—e)=—1y (e —ej 1) (e;—ei1) =0,

siempre que i # 7,1 # j + 1, donde los e; son los vectores de la base canénica de R™*!,
Notese que los productos para ésta base tiene como matriz de Gram una que admite el

diagrama de tipo A,,.

Ahora, sea
D, = {(z1,22,...,2n) € Z"|w1 + -+ - + x, € 2Z}.
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Una base para D,, es {es—ej,e3—€3,...,€,—€,_1,€,_1+e€,}. En cuanto a los productos
internos para ésta base, notemos que solo hay un vector distinto a los de la base de A,
luego solo basta notar que (e,,_1+e,)-(€,-1—€,_2) = —1y su producto con los otros vecto-

res es cero. Luego el diagrama de Coxeter-Dynkin es el correspondiente a uno del tipo D,,.

Consideremos los siguientes vectores en R®:

1 1
e =—(0,1,1,0,1,0,0,1), eo=—(0,—-1,0,1,—-1,1,0,0),
1 \/5( ) 2 \/5( )
—1(00 1,0,1,-1,1,0) —1(100 1,0,1,-1,0)
€3 = y Sy T LUy by T4y LY, €4 = s Uy YUy Ty Uy by T V),
3 /3 4 NG
—1(1100 1,0,1,0) —1(1 1,1,0,0,—1,0,0)
€5 = —LHL LYY, LU, 3 €6 = y Ly L, Uy Uy T4, Uy ’
5 /3 6 NG
1 1
e;=—(0,1,-1,1,0,0,—1,0), es=—(—1,—-1,0,0,1,0,—1,0).
7 \/5( ) 8 \/5( )
calculando los productos internos de ellos obtenemos que €? = 2 para i = 1,...,8; e; -
€11 =¢€5-eg=—1parat=1,...,6 y todos los deméas son iguales a cero. De los valores

que toman los productos internos vemos que a este conjunto de vectores se les puede
asociar un diagrama de tipo Fg. También se sigue que son linealmente independientes, y

por tanto forman una base para R®, definimos el reticulo

Es = ({e1,...es})z.

Para construir los reticulos E; y Eg, construiremos reticulos donde “eliminamos” vértices

del diagrama de tipo Ejg. Si consideramos el vector:

1
v = 2e; + 3ey + 4e3 + Hey + Ge; + 4eg + 2e7 + 3eg = —(0,0,0,0,0,0,0, 2),

V2
v es una raiz de Es. Definamos I' = {z € Eg|z - v = 0}. Este es un reticulo en el com-
plemento ortogonal del vector v en R8. Como e; - v = 0 para i = 2,...,8, las raices

fundamentales e;,7 = 2,...8 son elementos de I', y el diagrama de Coxeter-Dynkin para
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éstas raices es del tipo Ey;. Basta notar que el conjunto {ey, ..., e;, v} es una base de R®,
para ver que las raices e;,7 = 2,...8, son una base del complemento ortogonal de v y por
lo tanto generan a I' que por consistencia de nuestra notacion llamaremos FE7. De ésta

forma “eliminamos” un vértice del diagrama Fsg.

Para “eliminar” dos vértices y obtener uno de tipo Eg, hacemos I' el complemento orto-
gonal de v y —e; en R®. Por la relacién anterior entre v y los e; y que —e; - e; = 0 para
1 =3,...,8, las raices e;,7 = 3, ..., 8, estan contenidas en I'; ademas lo generan y tienen

diagrama de Coxeter-Dynkin asociado de tipo Eg, denotamos I' = FEj.

Asi concluimos con la clasificacion de los diagramas de Coxeter-Dynkin conexos. Motiva-
remos a partir de esto la nocién de reticulo reducible, notando que si un reticulo de raiz
tiene como diagrama de Coxeter-Dynkin un grafo conexo, el no podra ser visto como su-
ma directa de dos subespacios ortogonales entre si, pues la regla para el producto interno
marcada por el diagrama no lo permite. Asi, un reticulo I' se dice reducible si es suma direc-

ta ortogonal de otros reticulos, I' = I'; L I's; en caso contrario se dice que I es irreducible.

De la definicién anterior, un diagrama de Coxeter-Dynkin asociado a un reticulo de raiz
I' disconexo tiene como componentes conexas diagramas de tipo A,, D,, Fs, E; o Eg.
Ademas los reticulos generados por cada componente son ortogonales dos a dos, y por
tanto son linealmente independientes; luego I' es suma directa ortogonal de los reticulos
generados por cada una de sus componentes conexas. Concluimos asi la clasificacion de

los reticulos de raiz:

Teorema 1.2.10. Todo reticulo de raiz es la suma directa ortogonal de los reticulos de

raiz irreducibles con los diagramas de Coxeter-Dynkin expuestos en la Figura 1.6.



Capitulo 2

Clasificacion de las Algebras de Lie

semisimples complejas

2.1. Definiciones y ejemplos

Un &lgebra A sobre un cuerpo k es un espacio vectorial A munido con un producto
A x A — A dado por (a,b) — ab, que cumple, para todos a,b,c € Ay o € k, los

siguientes axiomas:

Al) (a+b)c = ac+ be.
A2) a(b+ c) = ab + ac.
A3) a(ab) = (aa)b = a(ab).

Estas condiciones nos dicen que el producto es una aplicacién bilineal; ademéas Al) y A2)
implican que A es un anillo, y por A3), el producto en A es compatible con el producto
por escalar de A como espacio vectorial. La dimensién del algebra A es la dimensién de

A como espacio vectorial sobre k.
Ejemplo 2.1.1. Las siguientes son dlgebras sobre un cuerpo k:

1. El espacio vectorial de las matrices My« (k) con la multiplicacion usual de matrices.

13
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2. El conjunto de los polinomios k[z] con la multiplicacion usual de polinomios.

3. Cualquier espacio vectorial V' sobre k con el producto definido por uv = 0 para todos

u,v eV.

Un algebra de Lie g es un dlgebra g cuyo producto denotamos por [-,-], y llamamos

corchete, tal que para todos X,Y, Z € g satisface:
L1) [X,X]=0.
L2) [X, [V, Z]] + [V, [Z, X]] + [Z,[X, Y]] = 0.

La Propiedad L1) se conoce como la condicién de antisimetria, pues esta implica L1")
[X,Y] = —Y, X] para todos X,Y € g. En efecto

X+Y, X+Y] =X, X|+[X,) Y]+ [V X]+[YY]=[X, Y]+ [V, X] =0;

L1) y L1’) son equivalentes si el cuerpo k tiene caracteristica distinta de 2. En consecuen-
cia, las élgebras de Lie, en general, no son abelianas, lo son si y sélo si [X,Y] = 0 para
todo X,Y € g. Adicionalmente, un algebra de Lie es un anillo sin elemento identidad,
pues [X, X] = 0 para todo X.

La Propiedad L2) se llama la identidad de Jacobi. Una consecuencia de esta identidad
es que las dlgebras de Lie, en general, no son asociativas, pues [[Z, X], Y] es la diferencia
entre [X, [V, Z]] y [[X, Y], Z].

Ejemplo 2.1.2. Las siguientes son dlgebras de Lie sobre un cuerpo k.

1. Cualquier espacio vectorial sobre k con el corchete dado por [x,y] = 0 para todo x,y.

Este ejemplo nos dice que todo espacio vectorial admite una estructura de dlgebra
de Lie.

2. Sea A un dlgebra asociativa sobre k. Si dotamos a A con el corchete dado por el
conmutador, es decir, [r,y] = vy — yx, obtenemos un dlgebra de Lie ay. Note que

el corchete es bilineal, ademas
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L1) [z,2] = 2* — 2* =0, para todo x € Ap.

L2) [z, [y, 2]l + [y, [z, 2]] + [z, [z, y]]) = 2yz — w2y — yzz + 2yz + you
—yrz — zxy + w2y + 2xy — 2yr — xyz + yrz = 0.

Del ejemplo anterior se deduce que toda algebra asociativa admite una estructura de

algebra de Lie.

Observacién 2.1.3. El corchete para dos elementos de un algebra de Lie g estd com-

pletamente determinado por el corchete en los elementos de una base e, e,, ..., e, del

espacio vectorial g. En efecto, si X,Y € g entonces X = Y7 e, e Y = 377 Bey,
i

luego [X,Y] = 3, vilei,e;], donde [e;, e;] = Y7 _, cijey. Las constantes cj; se llaman

constantes de estructura. Note que las constantes para ¢ > j se pueden deducir de las

constantes cfj con i < j, pues de L1) y L1’) se concluye que cf, = 0 = cfj + cfl Ademas,
por la identidad de Jacobi las constantes de estructura cumplen c}’;cg-k + cgrl‘cﬁ“. + c’,;’}cﬁj = 0.
En general, las dlgebras de Lie no se presentan por sus constantes de estructura. Sin em-
bargo estas tienen aplicaciones interesantes, como la clasificacién de las dlgebras de Lie

de dimensién 1 y 2.

Si g es un algebra de Lie de dimensién 1, entonces el espacio vectorial g tiene un so-
lo elemento en la base, digamos e, luego, si X,Y € g entonces X = aeeY = fey
(X, Y] = [ae, fe] = afle, e] = 0. En consecuencia todas las algebras de Lie de dimensién

1 son abelianas.

Ahora, si consideramos g un dlgebra de Lie de dimensién 2, y {e;, ez} una de sus bases.

Sean X = aje; + ases e Y = €1 + (o€, elementos en g. Ast:

[(X,Y] = [ne] + aer, Breg + faey] = (gl — a1 32)]er, ).

Luego, el corchete es el subespacio generado por el vector [e;,es]. Si este vector es no
nulo, entonces hagamos un cambio de base tomando a x = [e, €3] como el primer vector
de la nueva base, e y; un vector linealmente independiente con x; asi [x,y;] = ax. Si

tomamos y = a~'y; como el segundo vector de la nueva base, se obtiene una base {x
9 Y
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tal que [x,y| = x. De otro lado, si g es un espacio vectorial con base {x,y} y definimos
el corchete [-,-] en g por extension bilineal de [x,y] = x = —[y, x|, [x,x]| = [y,y] = 0,
entonces g munida con este corchete es un algebra de Lie, pues si X,Y,Z € gy los a’s,

B’s v v’s son sus respectivos escalares en esta base, entonces:

L1) [X, X] = (mas — agay)x = 0.

[X7 [Ya ZH + [Y7 [Zv X]] + [Z’ [X’ Y]] = a2(ﬁ172 - 7162))( + 62<a271 - ’72041)X+

L2)
Y2(1f2 — frag)x = 0.

En conclusién, en dimension 2 las dlgebras de Lie que no son abelianas, son isomorfas a

una con la base recién expuesta.

2.2. Algebras de Lie especiales, generacion y los teo-

remas de isomorfismos

Un caso especial del Ttem 2 del Ejemplo 2.1.2 es el édlgebra de Lie gl(V'), consideremos
A el algebra de todos los endomorfismos de un espacio vectorial V' (operadores de V'), el
algebra de Lie ay, se llama el dlgebra de Lie general lineal de V' y se denota por gl(V).
Tenemos sl(V), el dlgebra de Lie especial lineal de V', que consiste de todos los endomor-

fismos de V' con traza cero.

En concreto, si V.= R", gl(V) se denota por gl(n,R) y consiste de todas las matrices
n x n reales y sl(n,R) el dlgebra de Lie especial lineal de V' conformada por el conjunto

de matrices de traza cero (del mismo modo para C").

Sean b y g algebras de Lie sobre un cuerpo k. Un homomorfismo de dlgebras de Lie o un
morfismo de Lie de b en g es una transformacion lineal ¢ : h — g que es un homomorfis-
mo de anillos, es decir ¢([X,Y]) = [¢(X), ¢(Y)] para todos X,Y € h. Un isomorfismo de

algebras de Lie es un morfismo de Lie que es un isomorfismo de espacios vectoriales.
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Un subespacio h de un algebra de Lie g, se dice una subdlgebra de Lie de g, si b es cerrado
para el corchete, es decir [Hy, Hs] € h para todos Hy, Hy € h. Luego h es un dlgebra de
Lie por si misma. Una subélgebra de Lie b se dice un ideal de g, si [H, G| € b para todos
H € h,G € g. Note que la antisimetria del corchete nos dice que todos los ideales de g

son bilaterales.

Dados dos subconjuntos no vacios a y b de un algebra de Lie g, denotamos por [a, b]
al subespacio generado por los corchetes de Lie [A, B] con A € a, B € b. Es inmediato
de esta definicién que [a, b] es una subdlgebra de Lie de g. Bajo esta éptica, b es una

subdlgebra de g siy sélo si [h,h] C h. Y es un ideal de g siy sélo si [h,g] Cb.

A la subélgebra [g, g] se le llama el dlgebra derivada de g o el conmutador de g debido a

que da cuenta de cuales elementos conmutan en g.

Si a y b son ideales de un dlgebra de Lie g, entonces an b, [a,b] y a + b son ideales de g.

Entendemos por a + b la subalgebra
a+b:={V=A+Bl|Aca Becb}.

En efecto, es claro que a N b es un ideal pues posee las propiedades de a y b; ademas, en
virtud de la identidad de Jacobi [g, [a, b]] C [[g, a], b] + [a, [g, b]] C [a, b] + [a,b] = [a, b],
finalmente, la bilinealidad del corchete implica [g, a + b] = [g,a] + [g,b] C a +b.

Si j es un ideal de g, el espacio vectorial cociente g/j con el corchete dado por la regla
(X +3,Y +i] = [X,Y] +j es un algebra de Lie. Esto es inmediato, pues al ser j un ideal
del anillo g, el cociente g/j es un anillo para la regla descrita por el corchete, L1) y L2)
se obtienen directo de la definicién del corchete. Esto nos dice que j define una relacion
de congruencia y para un morfismo de Lie ¢ : h — g, ker ¢ es un ideal de . Luego todos

los teoremas de isomorfismos valen para dlgebras de Lie.
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Primer Teorema de Isomorfismos.
Sea ¢ : h — g un homomorfismo de dlgebras de Lie. Si i es un ideal de by contenido en

ker ¢, entonces existe un unico morfismo de Lie
p:h/i—g

con o(h) = ¢(h) y ker(p) = ker ¢/i, que hace que el siguiente diagrama sea conmutativo:

¢

h——>9
N
b/t

donde w : h — b/i es la proyeccion natural al cociente, ademds se tiene que:

b/ ker ¢ = ¢(b).

Segundo Teorema de Isomorfismos.

Si i, son ideales de un dlgebra de Lie g, entonces

Tercer Teorema de Isomorfismos.
Los ideales de g que contienen al ideal i se corresponden de manera biunivoca con los

ideales de g/i.

Sea g un &lgebra de Lie, tomemos s un subconjunto arbitrario de g. Definimos el cen-
tralizador de s en g por Zy(s) := {X € g|[X,Y] = 0 para todo Y € s} y el centro de g
es Z(g) == Z4(g). Si s es una subdlgebra de Lie, llamamos el normalizador de s en g a
Ny(s) .= {X € ¢g|[X,Y] € s para todo YV € s}.

El centro de g, el centralizador y el normalizador de s en g son subéalgebras de g. Ademés el
centro es un ideal de g y siempre se cumple que s C N,(s). De hecho, el normalizador pue-

de describirse en palabras como la subédlgebra de g mas grande que contiene a s como ideal.
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Un algebra de Lie g se dice simple si no es abeliana y no tiene ideales propios no triviales,

es decir sus tnicos ideales son g y 0.

Observacién 2.2.1. En un élgebra de Lie simple g se cumple que [g,g] =gy Z(g) = 0.
En efecto, como g no es abeliana y [g, g] # {0} es un ideal de g, entonces [g, g] = g, como
también Z(g) # g es un ideal de g, luego Z(g) = 0.

2.3. La representacion adjunta y la forma de Killing

Dada un algebra A sobre un cuerpo k, una derivacion de A es un endomorfismo D que

cumple la regla de Leibniz para el producto, es decir
D(ab) = D(a)b+ aD(b).

La composicion de derivaciones, no necesariamente es una derivacién, pero el corchete de

dos derivaciones siempre lo es. En efecto, dadas dos derivaciones D y D’ de A, se tiene:

(D, D')(xy) = DD'(zy) — D'D(zy)
= D(D’(x)erwD’(y)) D'(D(z)y + zD(y))
= DD’(x)erD’( )D(y) + D(x)D'(y) + xDD'(y)—
'D(z)y — D(x)D'(y) — D'(x)D(y) — D' D(y)
= DD'(x)y — DD'(x)y +xDD'(y) — xD'D(y)
= [D,D’](x)y+w[D>D]()

Luego, si consideramos Der(A) como el conjunto de todas las derivaciones de A, éste no es
una subélgebra de End(A) pero si es una subélgebra de Lie de gl(A). Sea g un algebra de
Lie. Cada X € g define una aplicacién ady : g — g por adx(Y) = [X,Y]. Esta aplicacién

es una derivacién pues la identidad de Jacobi puede escribirse como
X, [V, 2] = [X.Y], 2] + [V [X. Z]], esto es, ady([Y, Z]) = [adx (V). Z] + [V adx (2).

Una derivacion de este tipo se conoce como una derivacion interna. Ademas la aplicacién

ad : g — Der(g) dada por ad(X) = adx es un morfismo de Lie. En efecto, de la identidad
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de Jacobi: [[X,Y], Z] = [X,[Y, Z]] — [V, [X, Z]], lo que significa
ad([X, Y])(Z) = ad(X)(ad(Y)(Z)) — ad(Y)(ad(X)(Z)) = [ad(X),ad(Y)](Z).

Una representacién de un algebra de Lie g en un espacio vectorial V' es un morfismo de
Lie ¢ : g — gl(V). Es decir, ¢ le asigna a cada X € g un operador (X)) : V — V que es

lineal para X y respeta el corchete, es decir
p(aX + Y )v = ap(X)v + Bp(Y)v y

P([X, Y])v = [p(X), p(Y)]v = (p(X)p(Y))v = (o(Y)p(X))v.

Usualmente se escribe Xv en lugar de ¢(X)v; asi, la aplicacién g x V' — V dada por

(X,v) — Xv es una aplicacién k-bilineal que satisface
(X, Y]v=XYv—-YXv
y decimos que V' es un g-espacio o un g-médulo por su similitud a los modulos.

Ejemplo 2.3.1. El morfismo adjunto ad : g — gl(g) es una representacion asi su imagen

esté contenida en Der(g) y se llama la representacion adjunta de g en g.

Observacion 2.3.2. ker(ad) = {X € g|[X,Y]| =0,VY € g} = Z(g) es el centro de g. En
consecuencia toda algebra de Lie con centro trivial es isomorfa a un élgebra de Lie lineal
por medio de la representacion adjunta. Este resultado es valido en general para cualquier
algebra de Lie de dimensién finita, este resultado es el Teorema de Ado e Iwasawa que
dice que toda algebra de Lie de dimensién finita es isomorfa a un algebra de Lie lineal;
notamos que éste teorema es analogo al Teorema de Cayley que establece que todo grupo

es isomorfo a un grupo de permutaciones.

El morfismo de Lie adjunto para cada elemento de un algebra de Lie y la representacion
adjunta de ésta misma son bastante importantes, pues nos permiten definir una aplicacion

bilineal llamada la forma de Killing que viene dada por:

K:gxg—k,
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K(X,Y) = Tr(adxady)

la cual es fundamental en el estudio de las dlgebras de Lie Semisimples, pues permite
dar una caracterizaciéon para este tipo de algebras. A continuacién veamos unas de las

propiedades importantes que cumple la forma de Killing.

Proposiciéon 2.3.3.
1. La forma de Killing es simétrica, es decir K(X,Y) = K(Y, X).
2. La forma de Killing es invariate por la representacion adjunta, lo que significa

K([X,Y],Z) = K(X,[Y, Z]).

3. St notamos por Ky a la forma de Killing de g y por K; a la forma de Killing de j

un ideal de g, entonces Ky|; = K;.

En efecto, 1. es inmediata del hecho que Tr(XY) = Tr(Y X) para todos X,Y € End(g),
en particular para ady y ady. Para probar 2. debemos tener en cuenta la propiedad ciclica
de la traza, es decir Tr(XYZ) = Tr(ZXY) = Tr(YZX), para todos X,Y,Z € End(g).
Asi,

K([X, Y],Z) = Tr(ad[xy]adz)
Tr((adyady — adyady)ady)
= Tr(adyadyadyz) — Tr(adyadxady).

Por otro lado, si analizamos la segunda expresién, se obtiene

K(X,[Y,Z]) = Tr(adxadpy,z)
Tr(adx (adyady — adzady))
= Tr(adyadyadz) — Tr(adxadzady).
Comparando ambas expresiones y teniendo en cuenta la propiedad mencionada, conclui-

mos la igualdad que afirmamos.
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Finalmente, sea ®B; = {v1, ..., v} } una base de j que se extiende a B = {vy, ..., Vg, V41, . - -,
v, } una base de g. Dado que [g,j] C j, para cada X € j, la matriz de adx en la base B es

de la forma

aip 0 Q1p | Qrk4+1 0 QIp
A L adyl; |
adX . =
agr -+ Ok | Qkk+1 - Qkn 0 0

Es decir una matriz de bloques. Si Y es otro elemento de j, su matriz es de la misma

forma y el producto se realiza en bloques y resulta ser:

adx|jady|j ‘ *x )

aandy = ( 0 ‘ 0

En consecuencia la traza de adxady para X,Y € j, que por definicién es K;(X,Y’), coin-

cide con la traza de adx|jady|j, es decir, coincide con Kg;.

Una forma bilineal simétrica B : V x V :— k se dice no degenerada si su radical o niicleo
definido por
rad(B) := {x € V|B(z,y) = 0, para todo y € V'},

es igual a 0. En otro caso se dice que B es degenerada.

2.4. Algebras de Lie nilpotentes, solubles y semisim-

ples

Ahora abordaremos los conceptos sobre algebras solubles y nilpotentes, presentando re-
sultados importantes para cada clase, mas no necesariamente presentaremos la prueba

de dichos resultados pues el trabajo busca abordar otro aspecto de las algebras de Lie.
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Debemos tener en cuenta que en adelante asumiremos que las algebras de Lie sobre las

que versamos son de dimension finita.

Resulta que, dada un algebra de Lie g, podemos definir de manera inductiva dos cadenas
descendentes de ideales de g por medio de su conmutador [g, g, la primera llamada serie
central y la segunda serie derivada o serie de conmutacién. Estos nombres tienen sentido
pues en el primer caso, la serie proporciona informacién sobre el centro del algebra y la
segunda brinda informacién sobre la existencia de ideales abelianos en g. Las definimos

como sigue, go := gy gj+1 := |9, 9;] donde j =0,1..., asi obtenemos la serie central

De manera similar, g° := g y ¢/ := [¢/,g’],7 = 0,1,..., obteniendo la cadena de
conmutadores

Ahora bien, decimos que g es un algebra de Lie nilpotente si existe j tal que g; = 0y que

es soluble si existe j para el cual g/ = 0.

Si 0 # g es nilpotente, entonces el centro de g es no trivial pues el ultimo eslabén no nulo
de la serie central esta contenido en él. Si es soluble, entonces g admite un ideal abeliano

no nulo ya que el tultimo eslabén no nulo de la serie de conmutacién es dicho ideal.

Observacién 2.4.1. Veamos que g° = g C g = go. Si suponemos que g/ C g; para un j
y notemos que g/ = [g¢7, ¢/] C [¢,9,] C [9,9;] = g;+1, entonces concluimos que g/ C g,
para todo j € N, lo que quiere decir que toda dlgebra de Lie nilpotente es soluble mas no
toda algebra de Lie soluble es nilpotente.

Consideremos un algebra de Lie no abeliana g de dimensién 2 sobre un cuerpo k, es decir
admite una base {x,y} que satiface [x,y| = x. Entonces [g,g] = (x)r vy [(X)g, (X)r] = 0,

y por tanto g es soluble; pero [g, (x)x] = (x), de donde se tiene que g no es nilpotente.

Ahora, exploremos algunos resultado sobre algebras solubles y nilpotentes que nos permi-

tiran definir conceptos importantes en lo que sigue.
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Proposicién 2.4.2. Toda subdlgebra y todo cociente de un dlgebra de Lie soluble (resp.

nilpotente) es soluble (resp. nilpotente).

En efecto, si h es una subdlgebra de Lie soluble g, como b/ C g’/ para todo j, entonces b
es soluble, pues existe j tal que b/ C g/ = 0.

Sea ¢ : g — b un epimorfismo de Lie. Entonces ¢(g) = b y ¢(g’) = b7 para todo j. Por
lo tanto si g es soluble entonces h es soluble. En particular, si consideramos 7 : g — g/i
la proyeccién al cociente de g a un ideal i es un epimorfismo de Lie, tenemos que g/i
es soluble si g es soluble. En el caso nilpotente la prueba es idéntica. Aqui vimos que
imagenes homomorficas de dlgebras de Lie solubles (resp. nilpotentes) son solubles (resp.

nilpotentes).

Proposicién 2.4.3. Sea g un dlgebra de Lie sobre un cuerpo k y b un ideal tal que g/b

y b son solubles, entonces g es soluble.

Veamos que esta afirmacién es vélida. Dado que g/h es soluble, existe un j tal que

(g/h)’ = 0. Sea m : g — g/b la proyeccion al cociente y ademéds

(g/b) = (g) = n(¢’),

luego g/ C ker(m) = h. Del hecho que b es soluble sabemos que existe i tal que h* = 0,
luego g™ = (g7)" C h* = 0. Por lo tanto g es soluble.

En consecuencia, toda algebra de Lie g sobre un cuerpo k admite un tnico ideal soluble
maximal. Este ideal se llama el radical de g y se denota por rad(g). Para ver que en
efecto existe rad(g), nos basta probar que si a y b son ideales solubles de g entonces a+ b

tambifen lo es, pues definimos el radical de g por
rad(g) := Z b.
h soluble

Esta suma tiene un ntimero finitos términos, pues al ser g de dimension finita, tiene finitos

ideales solubles. Sean a y b ideales solubles de g y sea h = a + b. Sabemos que h es un



2.4. ALGEBRAS DE LIE NILPOTENTES, SOLUBLES Y SEMISIMPLES 25

ideal de g y en virtud del Segundo Teorema de Isomorfismos junto con la Proposicion
2.4.3 b es soluble, pues
h/a=(a+b)/a=a/(anb)

donde a y a/(a N b) son solubles.

Si un algebra de Lie g # 0 sobre un cuerpo k£ no admite ideales solubles no nulos, i.e

rad(g) = 0, diremos que g es semisimple.

Observacién 2.4.4. Toda &algebra de Lie simple es semisimple y toda &dlgebra de Lie
semisimple tiene centro trivial.

En efecto, si g es un algebra de Lie simple, entonces sus unicos ideales son g y 0. Ademés
lg, 9] = g, luego g no es soluble. Por lo tanto rad(g) = 0 y g es semisimple. Nétese también
que Z(g) es un ideal soluble de g pues es abeliano, luego Z(g) C rad(g) entonces si g es

semisimple su centro es trivial.

Proposicién 2.4.5. Sea g un dlgebra de Lie de dimension finita sobre un cuerpo k,

entonces g/rad(g) es semisimple.

Si consideramos 7 : g — g/rad(g) la proyeccién al cociente y h C g/rad(g) un ideal so-
luble, entonces a = 7 !(h) es un ideal soluble de g, pues a/rad(g) = h. En consecuencia

a C rad(g) y por lo tanto h = 7(a) = 0.

Los Teoremas de Lie y de Engel son bastante importantes en el estudio de las dlgebras
de Lie solubles y nilpotentes, ademas de darle soporte y sentido tedrico a algunas defi-
niciones que daremos més adelante. Enunciamos éstos resultados junto con el criterio de
simplicidad de Cartan que es indispensable en el estudio de algebras de Lie simples y se

requiere para presentar la prueba del criterio de semisimplicidad de Cartan.

Teorema 2.4.6 (Lie). Sea g un dlgebra de Lie soluble, 0 # V un espacio vectorial sobre un

cuerpo algebraicamente cerrado k y sea w: g — gl(V') una representacion de g. Entonces:
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1. Eziste un autovector no nulo simultaneo v € V' para todo w(X) con X € g. Mds ge-
neral, si k no es algebraicamente cerrado, pero todos los m(X) tienen sus autovalores

en k, la conclusion no cambia.

2. Existe una base de V' tal que todas las matrices de w(X) con X € g son triangulares

SUpertores.

Teorema 2.4.7 (Engel). Sean g un dlgebra de Lie y 0 # V un espacio vectorial sobre un

cuerpo k.

1. g es nilpotente si, y solo si, adx es nilpotente para todo X € g.
2. Si g es un dlgebra de endomorfismos nilpotentes de V', entonces:

a. g es un dlgebra de Lie nilpotente.
b. Eziste un autovector no nulo v € V' simultdneo para todo X € g.
c. Friste una base de V' tal que la matriz de X es triangular superior estricta para

todo X € g.

Teorema 2.4.8 (Criterio de solubilidad de Cartan). g es un dlgebra de Lie soluble si y
sélo si K(g,[g,9]) = 0.

El criterio de solubilidad de Cartan junto con la forma de Killing nos proporcionan un

poderoso criterio para caracterizar las dlgebras de Lie semisimples.

Teorema 2.4.9 (Criterio de semisimplicidad de Cartan). g es un dlgebra de Lie semi-

simple si y solo si K es no degenerada.

Para esto veamos que si K es la forma de Killing de g, entonces el radical de K es un
ideal de g contenido en el radical de g. En efecto, la forma de Killing es invariante por la

representacion adjunta, luego para X € rad(K) y para todo Y, Z € g se cumple
K(X,Y],Z)=K(X,[Y,Z]) =0,

entonces [X, Y] € rad(K) para todo Y € g y ademés la misma cuenta vale para X,Y, 7

en rad(K), luego es un ideal soluble por el criterio de solubilidad de Cartan y por lo tanto
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rad(K) C rad(g).

Adicionalmente veamos que todo ideal abeliano de g esta contenido en el radical de K,
puesto que si a es un ideal abeliano de g y tomamos X € a,Y € g junto con el endomor-
fismo T := adxady, tenemos que T(Z) = adxady(Z) = [X,[Y, Z]] € a para todo Z € g.
Ademds T*(Z) = [X,[Y,T(Z)]] € [a,a] = 0, pues a es abeliano y vale para todo Z € g,
entonces T? = 0, es decir (adyxady)? = 0 y asi Tr(adyady) = 0, es decir K(X,Y) =0
para todo X € a,Y € g. Por lo tanto a C rad(K).

De esta forma, si g es semisimple, entonces rad(g) = 0 y K es no degenerada. Reciproca-
mente si K es no degenerada, entonces rad(K) = 0, luego g no contiene ideales abelianos

no nulos y g es semisimple.

En la Observacion 2.4.4 vimos que toda algebra de Lie simple es semisimple, mas no toda
semisimple es simple, el resultado siguiente nos ilustrara esta afirmacién y nos mostrara la

importancia de estudiar las algebras de Lie simples para clasificar las semisimples.

Teorema 2.4.10. Sea g un dlgebra de Lie sobre R o C, entonces g es semisimple si y

solo si

g=01D - Dom

donde cada componente es una subdlgebra de Lie simple y un ideal en g. En este caso la
descomposicion es unica, salvo isomorfismo y el orden de las componentes simples, y los

tnicos ideales de g son suma de algunos de los g;.

Primero supongamos que g puede descomponerse como en el enunciado y sea j un ideal
de g, consideremos p; : g — g; la proyeccién de g en g;. Si consideramos j; := p;(j), éste

es un ideal de g;, pues para todo X € g, X; € g; se tiene
[pi(X), Xi] = ps[ X, Xi] € p(§) =35,

Por la simplicidad de g;, j; es o bien el ideal nulo o bien g; = j;. En el segundo caso se
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tiene que g; C j puesto que j; C j. Por lo tanto, dado que g = @, g

J—Jﬂgzm@gz—@mgi)z@gi.

1=1 9:Cj

Esto prueba la unicidad en la escritura y la estructura de los ideales. Ademas,

_ [@gi,@gk] =Plgi.ol =P =i

9:Cj 9:CJ 9:Cj 9:C)

Luego j no es soluble a menos que sea el ideal nulo y por tanto g es semisimple.

Reciprocamente, si g es semisimple y no es simple, admite un ideal minimal j # 0. Este
ideal no es abeliano pues g no contiene ideales solubles. Sea j* := {X € g|K(X,Y) =0
para todo Y € j} el complemento ortogonal de j respecto a la forma de Killing, j* es un
ideal de g pues K es invariante por la representacion adjunta y como es no degenerada
dim(j) + dim(j*) = dim(g). Por la definicién de j*, j Njt verifica K(j Njt,jNijt) = 0,

por lo tanto jNj* es un ideal soluble y al ser g semisimple jNj* = 0, se tiene que g = jPj .

Como podemos ver, la prueba procede por inducciéon global sobre la dimensién de g y
para concluirla debemos probar que j es simple y j* es semisimple. Si a es un ideal de
j, también es un ideal de g y por la minimalidad de j, a debe ser el ideal nulo, luego j
es simple. Por el mismo argumento, los ideales de j* son ideales de g, luego los ideales
solubles de j* son ideales solubles de g y por lo tanto j* no tiene ideales solubles no nulos,
lo cual implica que es semisimple.

Finalmente si h es un ideal simple de g, entonces [, g] es un ideal contenido en b, y asi el
es 0 o h. Pero el centro de g es trivial, en consecuencia [, g] = h. De la descomposicién

en suma directa se tiene
h@gz (h,01] @ & [h,8m] = b.

Luego existe 7 tal que [h,9;) = b y [h,g;] = 0sij # i, esto en consecuencia a que los g,

son linealmente independientes. De [h, g;] = b se concluye que h C g; y por la simplicidad
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de g; se tiene que b = g;. Luego todo ideal simple es uno en la lista de la descomposicion.

De esta prueba aprendimos que toda algebra de Lie semisimple se descompone como
suma directa de todos sus ideales simples y que si conocemos las algebras de Lie simples,
conoceremos las semisimples, ademds, si j es un ideal en g, entonces j* también lo es, y
g =ji@jt. A este tipo de dlgebras se les llama reductivas; es decir que para cualquier ideal
del algebra existe un ideal complemento directo. Otra consecuencia de este resultado es

que si g es semisimple entonces [g, g] = g.

2.5. Algebra lineal y su relacién con las algebras de

Lie nilpotentes

Para finalizar con el marco tedrico que requerimos para la clasificacién de las algebras de
Lie semisimples complejas recordemos unos conceptos y unos resultados del algebra lineal

sobre descomposicién de endomorfismos y de espacios vectoriales.

Sea V' un espacio vectorial de dimension finita sobre un cuerpo algebraicamente cerrado.
Se dice que un endomorfismo de V' es semisimple si las raices de su polinomio minimal

son distintas, lo que equivale a decir que es diagonalizable.

Teorema 2.5.1 (Descomposicién de Jordan). Si V' es un espacio vectorial de dimension
finita y X es un endomorfismo de V, entonces existen dos unicos endomorfismos que

conmutan Xgm, Xni tales que
= Xsim + Xnil

con Xgm semisimple y X,y nilpotente.

Este resultado es valioso para la demostracién del criterio de solubilidad de Cartan, ver

[Hu.
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Proposicién 2.5.2 (Descompisicién de Fitting). Dado un endomorfismo X se puede

descomponer el espacio vectorial en suma directa de dos espacios tnvariantes bajo X
1 0
Yy se tiene que X|V§ es nilpotente y X|V)1( es un isomorfismo.

Si tenemos g un algebra de Lie de endomorfismos de un espacio vectorial V' de dimensién
finita sobre un cuerpo algebraicamente cerrado, una forma lineal o € g* es un peso de V'
para g si existe v € V no nulo tal que (X — a(X)idy)"v = 0 para todo X € g y algin
n € N(que depende de X y «a). Al conjunto de estos vectores se le llama espacio de peso
a, incluyendo el vector 0. Mas adelante trasladaremos este concepto a un dlgebra de Lie
cualquiera y a una representacién de dimension finita para definir las raices del algebra
de Lie.

Teorema 2.5.3. Sea g un dlgebra de Lie nilpotente de endomorfismos de un espacio
vectorial V' de dimension finita sobre un cuerpo algebraicamente cerrado. Entonces, g
tiene un numero de pesos finito, los espacios peso son invariantes bajo g y V' es la suma
directa de estos subespacios. Solo existe una descomposicion de V' con las propiedades que

tienen los espacios peso.

Este resultado es consecuencia de los teoremas de descomposicion que expusimos del

algebra lineal junto con los presentados sobre dlgebras nilpotentes.

2.6. Subalgebras de Cartan y sistemas de raices

Ahora estamos listos para clasificar las algebras de Lie semisimples complejas. El siguiente

ejemplo ilustra de manera detallada y completa la dindamica del trabajo, veamos:

Ejemplo 2.6.1 (sl(n,C)). Consideremos el dlgebra de Lie sobre C, g := sl(n,C) para
n > 2 conformada por las matrices n X n con entradas complejas de traza cero. Con-
sideremos también la subdlgebra b C g conformada por las matrices diagonales. FEsta
subalgebra es nilpotente por ser abeliana y coincide con su normalizador ya que si la ma-

triz A tiene como entrada a;; # 0 y D € b con d;; # 0 entonces la entrada ij de [A, D],
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([A, D));; = —dia;; # 0, luego [A, D] no es una matriz diagonal. Una forma real de b es
ho conformada por matrices diagonales con entradas reales de traza cero, h = bo B ihy.
Denotemos por E;; a la matriz cuya entrada ij es 1 y todas las demds son 0, y sea H
un elemento arbitrario de by. Definamos las aplicaciones lineales e; que toman la 1-ésima

componente de la diagonal de H, es claro que e; es un elemento del dual de b.
Calculemos ady (E;j) para cada H € . Dada H = diag(hy, ..., hy).

adH(EU) = HEU — EWH = thz] — hjEij = (hz — h,])EZ = ((62 — 6])(H))EU

Se sigue que E;; es un autovector simultdneo de ady para todo H € b, con autovalor
(e; —e;)(H). Los funcionales e; — e; son lineales y si i # j es una aplicacion no nula;
ademds e; — e; € b*, para @ # j. Estas aplicaciones serdn las raices, es decir, el conjunto

de raices es
Q= {a=-¢ —¢li #j}.
Hay n(n — 1) raices, ® genera a b*, pero no es una base pues dado o € &, —a € D, si

entre o elegimos solo una, tenemos n(n—1)/2 de ellas. Podemos descomponer a g como

suma directa

—ho (EBgei_@J) =ha (@ga> —he (@(Eijxc) , donde

i#j acd i)
Gei—e, = {X € glady(X) = (e; — ¢;)(H)X, para todo H € b}, o bien
0o = {X € glady(X) = a(H)X para todo H € b}.

FEstos espacios se llaman espacios de raiz correspondientes a la raiz @ = e;—e;, como vimos
al calcular ady los Ej; (y sus maltiplos escalares) son los elementos de éstos espacios, es
decir ge,—e, = (Eij)c. Esto muestra que h = go en la defininicon de los go. Calculemos

los corchetes en la descomposicion anterior. Por ejemplo [E1s, Eas] = E3, ya que

n

(EroFa3)ij = Z(E12)1k<E23)kj7
k=1
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con (E2)g =0 salvo que i =1 y k =2, también (Ea3)r; =0 a menos que k =2y j =3,
luego (EhoEos)ij =0 sii # 1y j # 3, ademds (E12E23)13 = 1. Teniendo en cuenta esto se
hace un cdlculo similar y se obtiene FogF19 = 0. Note que (e; — es) + (e —e3) = e; — e3,

luego [951_527962_63] C fey—es-

En general:

0 sii#l,j#k
Ey sii#lj=k
— By sit=1,]#k
Ei—FLEj sii=1,7=k

[Eij, Er] =

Escrito en términos de los g, lo anterior se ve como:

C Garp St a+ [ es raiz
(80,05 ¢ =0 st a+ B no es raiz (ni cero)

Ch siaa+ =0

Todas las raices tienen wvalor real en hy y en consecuencia se pueden restringir a los
elementos de bj. Notese ademds que las raices reales generan a by pero no conforman una
base de este espacio, pues ey +---+e, =tr =0 en b, luego si ¢ € hy no necesariamente
tiene escritura unica como combinacion lineal de los e;, Y, a;e;. Esta escritura es unica

si se restringen los escalares de tal manera que ), a; = 0.

Nuestro objetivo ahora es establecer un orden para las raices que nos brinde una nocion
de positividad, es decir que si ¢ € b, entonces ¢ o —¢ es positivo y que la suma y
maltiplos positivos de elementos positivos sean positivos. La escritura unica de cada ¢ € by
nos permite munir a b con el orden léxicogrdfico, es decir, si 0 # ¢, ¢ = > a;e;, con

Y. a; =0 es positivo (> 0) si el primer 0 # a; > 0. De este modo decimos que ¢ > 1) si
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¢ — 1 > 0. Este orden en b para las raices positivas es el siguiente:

el — €, > €1 — €p—1 €1 — €

>
> eg—e, > €9 — €3
>
> €n—2 — €n—1

>
>
>
€n_o — €y >
>

vV V. V. V V

0

€n—1 — €n

Todas las negativas continian en orden invertido respecto a las positivas. A las raices
positivas que mo son suma de otras raices positivas las llamaremos raices simples y son
ei — eiy1 con 1 < @ < n— 1. Podemos ver la correspondencia entre la raiz e; —e; y la
matriz H;; € bo, H;; es la matriz diagonal que tiene en la entrada i-ésima de la diagonal
un 1, —1 en la j-ésima y 0 en todas las demds. Asi, podemos calcular las entradas de una

matriz A de la siguiente manera.

2(ex, — epg1)(Higy)

Ay = )
. (er — ert1)(Hrpt1)
Como
2 Si k=1
(ex —er1)(Hys1) =4 —1 Sil=k+1lok=1+1

0 En otro caso

se tiene que la matriz A es de la forma

A una matriz de este tipo le podemos asignar un diagrama de Coxeter-Dynkin de tipo A,.

En el ejemplo vimos varios elementos. Una clase especial de subdlgebras para un alge-

bra de Lie, una descomposicién en espacios de peso (que llamamos raices) respecto a esa
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@ ) ——— 4 s 8 4 4 8 8 4 BB E e @ 7Y

@ @ @ °

€1 — €y €9 —e3 €n—2 —€pn—1 €p—1— €y

Figura 2.1: Diagrama de Dynkin correspondiente a sl(n, C).

subdlgebra y la representacion adjunta de ella, algunas propiedades de los espacios de peso,
un orden para las raices que induzca la nociéon de raices simples por medio de la positi-

vidad, un producto interno que nos permite calcular una matriz y un grafo asociado a ella.

Traslademos el concepto de peso a un algebra de Lie cualquiera y la representacion adjun-
ta. Sea g un algebra de Lie sobre C y h una subalgebra nilpotente de g. Por el Teorema
de Engel, ad(h) es un dlgebra de Lie de endomorfimos del espacio vectorial g. Una for-
ma lineal @ € h* es un peso de g para h por ad(h) si existe X € g no nulo tal que
(adg — a(H))"X = 0 para todo H € h y algin n € N. Al conjunto de estos vectores

(incluyenndo el vector 0) se le conoce como espacio de peso a.

Con g y h como antes, en el Teorema 2.5.3 al tomar adh, que es un algebra nilpotente
de endomorfismos, g es un espacio vectorial sobre C. Entonces existe un conjunto finito

A C b* tal que
(1) g=EP,ca Jas €s decir g se descompone como suma directa de sus espacios de peso.
(2) b C go.

(3) [gaagﬂ] C fa+s-

En efecto, (1) es la adaptacion directa del Teorema 2.5.3 a cualquier algebra de Lie y la
representacion adjunta, (2) basta notar que gy siempre existe y es distinta de 0, pues el

Teorema de Engel establece que todo elemento de un algebra nilpotente es ad-nilpotente.
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Luego b C go. Ademés si ady(X) = a(H)X y ady(Y) = f(H)Y, entonces

adH[Xa Y] = [H7 [X> Y]] = HH’X]>Y] + [Xa [H> Y]] = [O‘(H)Xv Y] + [X>5(H)Y}
= (a+ B)(H)[X,Y],

con lo que concluimos (3). Nétese que gotp = 0 si a + 5 ¢ A. Como consecuencia g es

una subéalgebra de g.

Una subdlgebra h de un dlgebra de Lie g se dice que es de Cartan si es nilpotente y coincide
con su normalizador. En [Ro](capitulo 6, seccién 1) se prueba que b es una subalgebra de
Cartan de g si y s6lo si h = gg, donde gq es la componente nula en la descompisicion de

Fitting respecto a ad(h), Esto prueba el siguiente teorema.

Teorema 2.6.2. Toda dlgebra de Lie de dimension finita admite una subdlgebra de Car-

tan.

Ademas, si b y b’ son subdlgebras de Cartan de un dlgebra de Lie compleja g de dimensién
finita, entonces existe un automorfismo ¢ interior de g tal que b’ = ¢(h). En consecuencia
dos subalgebras de Cartan de un algebra de Lie compleja son isomorfas y se dice que son

conjugadas via . Por lo tanto, tienen la misma dimensién a la cual llamamos rango de g.

El Teorema 2.6.2 es de gran valor en nuestro camino, pues garantiza la existencia de las
“raices” en el siguiente sentido. Dada un dlgebra semisimple g con forma de Killing K y
una subdlgebra de Cartan b fija, al conjunto finito de pesos de ad(h) en g, A — {0} se le
llama sistema de raices y un elemento de este conjunto se llama radz. Asi, la descomposicion

de g en espacios de peso se llama descomposicion en espacios de raiz y tiene la forma

s=b P .

acA—{0}
Veamos algunas propiedades de las raices y los espacios de raiz (algunos sin demostracion)

que nos permiten estudiar las dlgebras de Lie semisimples.
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1. Si £« son raices, entonces, si X, € go ¥y X_o € g_, entonces [X,, X_,] € h.
Esto es una consecuencia de [ga, §—a)] C Gat(-a) = o = b.

2. Sia, B € Ay a+p #0, entonces K(ga, gs) = 0. Es decir cualesquier par de espacios
de raiz para a y § en A son ortogonales respecto a la forma de Killing, en particular

b es ortogonal a todo g, para a # 0.

En efecto, ady,adx, mapea cada g, en g,i(a+p) # 8., luego su traza es cero. Es decir
K(ga,85) = 0.

3. Para cualquier « € A, —a € A. Mas aun, la restriccién K : g, X g_o — k es no

degenerada.

Sia € Ay —ano es una raiz, entonces g, es ortogonal a cualquier otro gg, en consecuencia

K(ga,8) =0, lo que contradice que g sea semisimple.

4. Para cualquier o € A, [ga, 9-0] # 0.

Basta notar que 0 # K(ga,0-o) = K([b,80];0-0) = K(0, [ga) §-a])-
5. Las raices generan a h*.

En otro caso, existiria 0 # H € h tal que a(H) = 0 para todo a € A, luego adyY = 0
para todo Y, lo que indica que H € Z(g), pero Z(g) = 0 pues g es semisimple.

6. La restriccion de la forma de Killing a la subalgebra de Cartan es no degenerada y

definido positiva.

Si no lo fuese, existiria H; € h tal que K(H,, H) = 0 para todo H € b, pero ademas H;
es ortogonal a todo elemento de cualquier g,, luego K(H;,g) = 0, contradiciendo que la
forma de Killing es no degenerada. Como consecuencia, para cada raiz « existe un tinico
H, € b tal que a(H) = K(H, H,) para todo « en g por el Teorema de representacién de

Riesz. Esto nos permite definir un producto interno en h*, dados ¢, ¢ € h*,

(¢, 0) == K(Hy, Hy) = ¢(Hy,) = p(Hy).
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7. Si o € A — {0}, dimg, = 1. Ademads, si « € Ay na € A con n € Z, entonces
n = =+1.

Notese que por esta propiedad, la descomposicion de un algebra de Lie respecto a una
subdlgebra de Cartan y la representacién adjunta es muy similar a la descomposicion de

grupos abelianos como la suma de la parte de torsiéon y la parte libre de torsién.

8. Fijemos X, € go, Xo # 0 para cada a € A tal que [H, X,] = o(H)X, para todo
Heh. SiY € g, entonces [X,,Y] = K(X,,Y)H, y H, es el elemento mencionado

en el item (6).

En efecto, si H € h y X,,Y son como en el enunciado, entonces

K(H,[Xo,Y]) = K([H Xd],Y)
a(H)K(X,,Y)
K(H,H,)K(X,,Y)
= K(H,K(X,,Y)H,).
Y por ser la restriccién de K en h no degenerada, se concluye [X,,Y] = K(X,,Y)H,.

9. Si a € A, entonces a(H,) # 0.

Esto implica que (a, ) # 0. Si consideramos T,, = ﬁ]—]&, este es el unico elemento tal

que a(T,) = 2.
10. Si H,H' € b entonces K(H.H') =) A a(H)a(H').

En efecto, como h es un algebra nilpotente, sabemos que en una base adecuada las matri-
ces que representan a ady son triangulares superiores, ademds ady|y, tiene como unico
autovalor a a(H ), luego su traza en la restriccion es dim g «(H). Si H, H' € h,adgady

se representa por medio de una matriz triangular superior y su traza es

K(H,H') = tr(ady,adp) = > _ dim goa(H)a(H').

aEA

Como dim g, = 1, hemos probado la afirmacion.
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11. Para el producto interno definido en b*, si «, 8 € A entonces igj‘—f; €.

En [Ro] (capitulo 6, seccién 3) se estudian las representaciones finitas de s[(2, C) de manera

detallada, dando los argumentos para la veracidad de esta afirmacion.

12. Si llamamos V' al espacio generado R-lineal de A en h*, entonces V' es una forma
real del espacio vectorial h* y la restriccién de la forma bilineal (-,-) en V' x V es
definida positiva. Sea by el generado R-lineal de los H, para a € A, entonces by
es una forma real del espacio vectorial f y los elementos de V' son exactamente los

funcionales lineales que son reales en b.

Esta afirmacion es bastante importante, pues nos permite dotar a h* (en particular a A)
con el orden léxicografico, que como sabemos nos permite dar una nocién de positividad
en A al ser R un cuerpo ordenado con la misma nocién. Como A genera a h*, entonces
contiene una base de h*, luego, definimos las raices positivas como aquellos elementos
de A cuyo primer escalar no nulo en la escritura como combinacién lineal es positivo.
Ademas, este resultado también enuncia que los pesos de un algebra de Lie semisimple

respecto a una subalgebra de Cartan b estan en hj y dimg b = dimc h*.

13. Para cada a € A, consideremos la aplicacion o, : b — b definida por

2(p, )
Ua(SO) =p— WO%

donde |¢|? = {p, ¢). La aplicacién o, es la reflexién con respecto al plano que tiene

como vector normal a «. La aplicaciéon o, es lineal para cada a.

Las reflexiones o, para a € A dejan a A invariante, es decir 0,(A) = A.

En particular, el grupo W generado por {o,|a € A} es un subgrupo que estd embebido

en el grupo simétrico de A y por lo tanto es finito. El grupo W se llama el grupo de Weyl.

14. Sia € Ay e AU{0}, la a-cuerda que contiene a [5 son los elementos de la forma
a+tp;t € Z. En A la a-cuerda que contiene a [ es de la forma a+nf, —p < n < gq
con p>0yq>0yhay alosumo 4 elementos en A sin espacios en la cadena.

Ademds p — g = 2|(§|§¥>
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2.7. Sistemas abstractos de raices y su clasificacién

Un subconjunto A en un espacio de dimensién finita V' con producto interno (-,-), se
llama un sistema abstracto reducido de raices si es un conjunto finito de vectores no nulos

que satisfacen los siguientes axiomas:

R1) A genera a V.

R2) Las reflexiones ortogonales o, (¢) = ¢ — 2?2‘2& ) para cada o € A dejan invariante a

A.

R3) El ntimero % es entero para todos o, f € A.

R4) a € A implica 2a ¢ A.

R4’) Si a € A, los tnicos miltiplos de @ en A son +a. Esta condicién puede sustituir a

R4).

Sin la condicién R4, o R4’, el sistema abstracto de raices se llama no reducido.

Teniendo en cuenta que el espacio vectorial b definido en la Propiedad 12 es real, finito
dimensional y tiene producto interno (-, -), junto con las otras propiedades, nos dicen que

el siguiente resultado es valido.

Teorema 2.7.1. FEl sistema de raices de un dlgebra de Lie semisimple compleja respecto

de una subdlgebra de Cartan b es un sistema abstracto reducido de raices en by.

Este resultado es importante, pues afirma que a un algebra de Lie semisimple compleja
se le puede asociar un sistema abstracto reducido de raices en un espacio vectorial real de

dimensién finita. Veremos que estos sistemas se pueden clasificar.

Dos sistemas abstractos de raices A en V' y A’ en V'’ son isomorfos si existe un isomorfismo
de espacios vectoriales ¢ : V' — V' tal que ¢p(A) = A’y

2(8,0) _ 2(6(8), 6(c))
aP? o)
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para «a, 3 € A.

Del Teorema 2.7.1, se nos hace claro que los sistemas abstractos de raices sobre un espacio
euclideo V' comparten propiedades con los sistemas de raices para un algebra de Lie semi-
simple compleja respecto a una subalgebra de Cartan. Expondremos esto a continuacion,

sin dar prueba de algunos de estos hechos. Sea A un sistema abstracto de raices.

1. Si a € A, entonces —a € A.

2. Si a € A, entonces los tinicos miembros de A U {0} proporcionales a a son 0, +a y

+2a, teniendo en cuenta que el ultimo no ocurre si A es reducido.

3. Sia e Ay e AU{0}, entonces 209 — (0 41,42, 43, £4 v el caso +4 se tiene

o

solo en el caso que el sistema no es reducido, es decir, § = £2a.

En efecto, la desigualdad de Cauchy-Schwartz nos dice que

‘2<ﬁ,a> _ 2<a,6>‘ < 4lellBlIBlo] _

=4,
o[BI o[8[

y la igualdad se tiene solo si § = +a, y en éste caso 2 +2, luego 289 — 44 gélo si

|af? o
B = 42a. En el caso de la no igualdad, es claro que 2}5;;” =0,£1,+£2,43.

4. Si B # tay |a| >8], entonces 289 — () 41,

lal

Esto es claro de la desigualdad

RraeT

teniendo en cuenta que el producto de los dos términos en ella es menor o igual que 3 y

9

ambos no son 2 consecutivamente por el andlisis anterior, luego el menor de los términos

es menor o igual que 1.

5. Si o, 8 € A con {(a, ) > 0, entonces « — € AU {0}. Si («,5) < 0, entonces
a+ e Au{0}.
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6. Sia,8 € Ay ninguno o +  ni @ — 3 son raices o cero, entonces («a, 5) = 0.

7. Sia € Ay € AU{0}, entonces la a-cuerda que contiene a 3 tiene la forma a+np,
con —p < n<gq,p>0yq>0yhay alosumo 4 raices en la cadena. Ademas,
p—q= 2|<§—€>

El siguiente concepto es el de raiz simple, dijimos que A genera a b, y por tanto a h*.
Luego contiene una base para b, que lo es también para b*, digamos {1, ..., @, }. Asi,
dado un peso a, este se escribe como combinacién lineal de los ¢;, es decir, o = > | a;;.
Decimos que el funcional « es positivo (a > 0), si existe un indice j tal que a; = 0 para
todo1 <i < jya; >0,deotro modo, a es negativo ( o < 0 ). Asi, establecemos una
relacion de orden lineal en el conjunto de pesos, donde a > 3, si @« — 3 > 0. Es claro
que éste orden preserva la nocion de positividad como insistimos en el ejemplo 2.6.1 y
también que descompone a A como A = AT U A~ de manera disjunta donde AT y A~

son los conjuntos de raices positivas y negativas respectivamente.

Definimos una raiz simple como una raiz positiva o que no se puede escribir como suma

de otras raices positivas.

Lema 2.7.2. Si «, 5 son raices simples distintas, entonces a — 3 ¢ A y (o, 5) < 0.

En efecto, o — 3 = v no puede ser una raiz positiva, pues si lo fuera, entonces a = 3 +
y esto contradice que « es una raiz simple, v tampoco puede ser negativa pues —7v es
positiva y f = —v + «. Para la segunda parte consideremos la a-cuerda que contiene a 3,
como « — 3 no es una raiz, entonces ¢ = 0 y como

2%‘2@:61 p=-p=0,

siguiéndose que («, ) < 0, pues |B|> > 0.

Observacion 2.7.3. Vale la pena destacar que la afirmacion de éste lema es andloga a

el Lema 1.2.4, presentado en la clasificacion de los reticulos de raiz.
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Al conjunto de las raices simples lo denotaremos como II, y llamaremos sistema funda-
mental de raices a todo conjunto II C A C V, con V un espacio euclideo que cumpla las

siguientes propiedades:

1. II es una base de V' como espacio vectorial.

2. Cadaraiz 3 € A se escribe como =

y todos no negativos 6 todos no positivos.

et @a con todos los coeficientes a, enteros

Observacién 2.7.4. Es asi que llegamos a la siguiente proposicién, analoga a los Lemas
1.2.2 y 1.2.6 expuestos en el capitulo anterior. Una conclusién de la proposicion es que si

dim V' = n entonces hay n raices simples las cuales forman una base para V.

Lema 2.7.5. Si Il = {ay,...,aq} es el conjunto de raices simples, entonces 11 es un
conjunto linealmente independiente. Avin mds, todo 3 € AT descompone como 3 = ajo +

-+« 4y con todos los a; no negativos.

Veamos primero, que II es un conjunto linealmente independiente. Supongamos que un o
se puede escribir como combinacion lineal de las demas, digamos, a;. Separamos la com-
binacién lineal en dos partes, la que lleva coeficientes positivos y la que lleva coeficientes
negativos, es decir a; = 8 — 7y, donde 3 y v son combinaciones lineales de raices simples
con coeficientes positivos. Es claro que toda raiz simple aparece en 8 o en 7y (o0 en ninguna
si su escalar es cero), pero no en ambas. Se sigue que (5,7) < 0y (ay,3) < 0. Ahora
bien, (ay, ) = (B—7,8) = |B]> = (B,7) > 0, lo que es una contradicién, pues (ay, 3) < 0.

Asi que las raices simples son linealmente independientes.

Para la segunda parte, la prueba es idéntica a la prueba del Lema 1.2.2. Falta resaltar
que si B € A~ entonces —f3 € AT y los o; la generan con escalares todos no positivos,

luego II genera A y por lo tanto I es una base para V', es decir [ = n.

Asfi las cosas, es claro que un conjunto de raices simples Il es un sistema fundamental de
raices, el reciproco de este hecho también es cierto. Todo sistema fundamental de raices

es un sistema de raices simples para un orden adecuado (el orden léxicografico para la
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base del sistema fundamental). En adelante no distinguiremos un sistema fundamental de

raices de uno de raices simples.

Ahora estableceremos la relacién entre un sistema fundamental IT de un algebra de Lie

semisimple y el algebra de Lie en cuestion.

Proposicién 2.7.6. Sea Il = {ay, . ...a,} un sistema fundamental de raices de un dlgebra
de Lie semisimple g. Entonces los E,, ..., Eqy, ,F_o,, ..., E_,, generan a g como dlgebra
de Lie, donde E,, E_, son los escogidos de tal forma que [Ey, E_,] = Ty y T, es el inico

elemento en § tal que o(T,) = 2.

Un sistema abstracto de raices A en V' es descomponible si A admite una descomposicion
no trivial disjunta A = A" U A” con cada elemento de A’ ortogonal a cada elemento de
A" A es indescomponible si no admite tal descomposicién. Esta misma nocién aplica
para el sistema fundamental de raices II. Atin més, de ésta definicién se deriva que A es

indescomponible si y soélo si II es indescomponible.

De acuerdo al Teorema 2.4.10 y la Proposicion 2.7.6 que el sistema fundamental de raices
IT es indescomponible si y sélo si g es simple. De igual manera, el sistema abstracto de

raices A es indescomponible si y solo si g es simple.

Un elemento de vital importancia en el estudio de las dlgebras de Lie semisimples es la
matriz de Cartan, que retine toda la informacién necesaria para determinar el &lgebra
de Lie. Consideremos A un sistema abstracto reducido de raices en un espacio euclideo
real de dimension n y sea Il = {ay,...,a,} el conjunto de raices simples para un orden
establecido. La matriz A = (4;;) dada por

p = 2(;, o)

T el

se llama la matriz de Cartan de A y I1. Esta matriz depende del orden de las raices sim-

ples, pero distintos érdenes producen matrices de Cartan que son conjugadas por matrices
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de permutacién?.

La matriz de Cartan A = (A4;;) de A y II tiene las siguientes propiedades:

1. A;; es entero para todos ¢, j.
2. A; = 2 para todo i.

3. A;j <0 parai#j.

4. A;; =0siysélosi Aj; =0.

5. Existe una matriz diagonal D con entradas enteras positivas tal que DAD™! es

simétrica y definida positiva.

Una matriz cuadrada A que satisfaga las propiedades mencionadas se llama matriz de
Cartan abstracta. Dos matrices de Cartan abstractas son isomorfas si son conjugadas por
una matriz de permutacion. A ojos de esta definicién, la matriz de Cartan de A y II es
una matriz de Cartan abstracta, asi podemos dar la nocién de sistemas de raices simples
isomorfos. Dos sistemas de raices simples II y II' son isomorfos si sus matrices de Cartan

son isomorfas.

Ejemplo 2.7.7. Las matrices de Cartan (salvo conjugaciones) para rango 2 son:

2 0 2 -1 2 =2 2 -1
A1XA1: ,AQZ ,BQI yGQI .
0 2 -1 2 -1 2 -3 2

Para ver que para un sistema abstracto de raices A, la eleccion de un sistema de raices II
lleva a matrices de Cartan isomorfas, recordemos el grupo de Weyl W, generado por las
reflexiones ortognales o,. Si Il es un sistema de raices simples, cada o, esta determinada
por su aplicacion a los elementos en II, ya que son lineales y II genera a A. Ademas el

grupo de Weyl esta generado por las reflexiones o,, donde «; € II. Luego, dados II y

1'Una matriz de permutacién P consiste de 0 y 1’s en sus entradas, al conjugar por P se obtiene la

matriz en la base nueva que no es mas que una reordenacion de la base anterior
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IT" dos sistemas de raices simples en A, y teniendo en cuenta que o(A) C A para todo
o € W, podemos concluir que existe un unico elemento o € W tal que o(II) = II'. En

consecuencia tenemos el siguiente resultado.

o« o » . s / .
Proposicion 2.7.8. Sea A un sistema abstracto de raices y sean A* y At dos conjuntos
de raices positivas, con sistemas de raices simples I1 y II' respectivamente. Entonces las

matrices de Cartan de Il y IT' son isomorfas.

Sea 0 € W el tnico elemento tal que o(II) = II' y fijemos una enumeracién de 11 =
{ov,...an}tydeIl' ={p,..., 5.} tal que ; = o(e;) para j = 1,...,n, entonces se tiene

e 208 ;) _ 2(o(e), 0(0y)) _ 2as, )
B[ () 2 Jouif?

puesto que o no cambia el producto interno al ser ortogonal y en consecuencia las matrices

de Cartan son iguales al hacer la permutacién de indices como sugerimos, luego en realidad

son isomorfas.

En contraste a éste resultado, podemos preguntarnos qué sucede si tenemos dos sistemas

de raices no isomorfos. En respuesta tenemos la siguiente proposicién.

Proposiciéon 2.7.9. Sean A y A’ dos sistemas abstractos reducidos de raices no isomorfos
con sistemas de raices simples I1 y II' respectivamente. Entonces las matrices de Cartan
Ade Ayll y A de A" yII' no son isomorfas.

El resultado es consecuencia inmediata de la definicién de sistemas de raices no isomorfos,

pues no existe una aplicacién ¢ : V' — V' para la cual 2?2[? = 2<‘1’|(¢5(23¢"ga)> para cualesquier

a, B € A (o II), luego sus matrices de Cartan no podréan ser isomorfas para enumeracién

alguna en IT y IT'.

Ya estd bien establecido lo relacionado a sistemas abstractos de raices y matrices de
Cartan, luego no tenemos ambigiiedades al decir que una matriz de Cartan determina un
sistema de raices simples (y por tanto un sistema abstracto de raices) de manera tnica,

salvo isomorfismos. Ademas, las propiedades de las matrices de Cartan de A y II nos
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permiten asociarle un grafo de la siguiente manera. Cada raiz simple «; sera un vértice
del grafo, los vértices a; y a; se conectaran con el nimero de aristas A;;A;;, es decir, dos
vértices pueden estar desconectados o conectados por medio de una, dos o tres aristas, en
el caso de tener mas de una arista, se dibujard una flecha sobre la arista apuntando hacia

la raiz mas larga, veamos esto en més detalle:

oy )2
AijAji = 4M = 4COS2<W)7

i e [

donde w es el angulo entre «; y a;. Entonces hay cuatro opciones:

a. A;jAj; =0, luego (a;, ;) = 0. Las raices son ortogonales y no estan conectados sus

vértices correspondientes en el grafo.

b. A;jAj;; = 1. La unica posibilidad es A;; = Aj; = —1, entonces las dos raices tienen
. . 2 12 _ T Art s ]
la misma longitud (Ja;|* = |o;|*) y w = §. Los vértices oy, a; se conectan por medio

de una arista.

c. AjjAj; = 2. La opcién es A;; = =2, A;; = —1, las raices tienen distinta longitud
(Jeu|* = 2|y [*) y w = 2T, Los vértices se conectan con dos aristas y la flecha apunta

al vértice «;.

d. A;;A;; = 3. La opcién es A;; = —3,A;; = —1, las raices tienen distinta longitud
(Jou|* = 3|y [?) y w = 2. Los vértices se conectan con tres aristas y la flecha apunta

al vértice «;.

A este grafo lo llamamos el diagrama de Dynkin de II o simplemente, diagrama de Dynkin,
si omitimos la flecha en las aristas, se llama diagrama de Coxeter. Denotaremos el diagrama
de Dynkin de II por D(II).

Clasificaremos los sistemas fundamentales II por medio de estos diagramas, pero prime-
ro observemos las dos operaciones siguientes que podemos hacer en los diagramas y su

contraparte en las matrices de Cartan.
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1. Remover el i-ésimo vértice y todas las aristas ligadas a él en el diagrama de Dynkin.
En la matriz de Cartan, esta operacién se traduce en eliminar la i-ésima fila y

columna de la matriz.

2. Si el i-ésimo y el j-ésimo vértice estan conectados por una arista y sus longitudes
son iguales, colapsamos los vértices en uno solo, manteniendo todas las otras aristas
ligadas a éstos. Su contraparte en la matriz, colapsa la i-ésima fila y la j-ésima

columna

Estas operaciones hacen diagramas de Dynkin de diagramas de Dynkin y matrices de
Cartan de matrices de Cartan. Teniendo en cuenta estas operaciones y las propiedades
que definen las matrices de Cartan, podemos deducir el siguiente lema, sin necesidad de

probarlo.

Lema 2.7.10. El diagrama de Dynkin asociado a una matriz de Cartan n X n A tiene

las siguientes propiedades:
(1) Hay a lo mds n pares de vértices conectados.
(2) El diagrama no contiene ciclos.
(3) Hay a lo mas tres aristas ligadas a un vértice.

Este resultado nos brinda méas herramientas para clasificar los diagramas de Dynkin, una

de ellas es el siguiente resultado.
Lema 2.7.11. Los grafos en la Figura 2.2 no estan contenidos en un diagrama de Dynkin.

En efecto, de estar contenidos al aplicar la Operacioén 2, se contradice el Item (3) del Lema

2.7.10.

Si consideramos que el diagrama de Dynkin es conexo, este correspondera a un sistema
fundamental IT indescomponible y visceversa. En consecuencia los diagramas de Dynkin
conexos corresponden a algebras de Lie simples. Los posibles diagramas son los que se

presentan en la Figura 2.3.
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Figura 2.2: Grafos no contenidos en un diagrama de Dynkin.

A, o0—0—0— - —0—0
B, o—oOo0—Oo0—-—O >0
c, O—Oo0—Oo—  —aX0O

D, o—o—o——@<

O
Eg O O O
O
E;, o O O O
O
Es o O O O O
F, o—ao>s0o—o0

Gy &==0

Figura 2.3: Posibles diagramas de Dynkin.

Consideremos B = {ey,...,e,}, la base canénica de R".
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Si pensamos que el diagrama de Dynkin tiene todos sus vértices conectados por medio de
una sola arista entre cada par (conectado), entonces el diagrama general tiene la forma
expuesta en la Figura 1.5 y ya vimos que ésta nos lleva a los diagramas de los tipos A,,
D,, FEgs, E7 v Eg, para los cuales ya expusimos los sistemas de raices y que en efecto

corresponden a los diagramas.

Ahora, por el Item (3) del Lema 2.7.10, la tinica opcién para un diagrama con tres aristas
conectando dos vértices es uno del tipo G. En R? consideremos oy = e — ey v ap =
e; + e3 — 2eq, la primera raiz es larga. Estos vectores son linealmente independientes y
son una base para un espacio vectorial real isomorfo a R?, computando las entradas de la

matriz de Cartan obtenemos la siguiente matriz, a la cual se le puede asociar un diagrama

de tipo Go.
2 -3
Gy =
-1 2

Luego, si pensamos en las configuraciones con pares de vértices conectados por medio
de dos aristas, de los Lemas 2.7.10 y 2.7.11, tenemos que las tinicas opciones viables son

diagramas de los tipos B,, C,, y F}.

Expongamos primero Fy. En R?, las raices simples son oy = ey —e3, oy = €3 —ey, a3 = €4
y oy = }l(el — ey — e3 — e4). Al calcular las entradas de la matriz de Cartan, obtenemos

que en efecto se le puede asociar un diagrama del tipo Fj.

2 -1 0 O

-1 2 -2 0
F4 ==

0o -1 2 -1

0o 0 -1 2

Finalmente, si consideramos, en R" o R"*! segiin el caso, el sistema de raices simples

Q) =€ —€1,...,0p1 =€_1 —€p_2
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An, D,, B, v C, se obtienen segin como se elija la ultima raiz,

A, a,=e, —e,.
D,: o,=e,_1+e,.
B,: a,=e,.

C,: o, =2e,.

Ya vimos las matrices de Cartan de A, y D,, en el capitulo anterior, las matrices de Car-

tan de B,, y C), son las siguientes:

luego se les puede asociar diagramas de tipo B,, y C,, respectivamente.

Eso concluye la clasificacion de los diagramas de Dynkin en el caso conexo, es claro que el
caso disconexo se obtiene al poner los posibles diagramas de Dynkin requeridos uno junto
a otro, esto es, el sistema fundamental II es descomponible como suma ortogonal de los
sistemas II; correspondientes a cada componente conexa del diagram de Dynkin, lo que
es coherente con el Teorema 2.4.10 donde nos dicen que toda algebra de Lie semisimple
compleja se descompone como suma directa (en la prueba se evidencia que es ortogonal)
de sus ideales simples. Esta descomposicién, lleva a la descomposicion del sistema funda-
mental II como suma ortogonal, pues II N g; := II; es un sistema fundamental para g; y
asi IT = (J, I1;, donde (IL;, II;) = 0 si @ # j.

Para terminar la clasificacion veamos los siguientes resultados de existencia e isomorfia.

Teorema 2.7.12 (Existencia). Si A es una matriz de Cartan abstracta, entonces existe

un dlgebra de Lie semisimple compleja cuyos sistemas de raiz y fundamental tienen a A
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como matriz de Cartan.

Este resultado es consecuencia de la Proposicién 2.7.6 y observaciones hechas cuando

expusimos las matrices Cartan.

Teorema 2.7.13 (Isomorfia). Sean g y ¢’ dlgebras de Lie simples complejas, sean b
y b subdlgebras de Cartan de g y g respectivamente, y A y A’ los sistemas de raices
correspondientes. Si A y A’ son isomorfos, entonces se induce un unico isomorfismo de

Lie entre g y g’ que envia a b en b’

Si consideramos un isomorfismo ¢ : A — A’ este induce un isomorfismo en los corres-
pondientes espacios ambiente b y bé/ (extensién lineal), como para ser un isomorfismo
de sistemas de raices, el producto interno no cambia esencialmente, puede asumirse que
el isomorfismo es una isometria.

Ademas, como b y f)a' son formas reales de h* y h* respectivamente, al complexificar, se
extiende ¢ a un isomorfismo entre h* y h*'. Vimos que via la forma de Killing, identificamos
a b y b’ con sus duales. Es decir, para cada a € h* existe un unico H, tal que «a(:) =
K(H,, "), ademés ¢ viene de una isometria y que T, = %, entonces ¢(T,) = Ty(a), €3
decir, T,, = T, esta aplicacién es un isomorfimo de algebras de Lie.

Como se quiere extender a un isomorfismo entre g y g’. Para cada o € A elijamos E,g,
no nulo y también E, g, no nulo para cada o/ € A’ y dada esta eleccion, la extension @

de ¢ es el unico isomorfismo tal que ¢(E,) = E, .

Esto concluye la clasificacion de las algebras de Lie semisimples complejas por medio de
los diagramas de Dynkin, puesto que por la Proposicion 2.7.6, éste teorema vale para las

algebras de Lie semisimples complejas.



Conclusiones

Tanto en el proceso para clasificar los reticulos de raiz como el de clasificacion de las dlge-
bras de Lie semisimples complejas, comenzamos sentando los conceptos fundamentales y

la base tedrica para poder entender tales procesos.

Concluimos que los procesos son en esencia idénticos pues tienen los mismos elementos:

» Identificar los sistemas de raices que permiten en cierta manera codificar la infor-

macién del objeto a clasificar.

= Elegir en estos sistemas de raices un sistema adecuado, mas sencillo en cuanto a ele-
mentos que represente la misma informacién que los sistemas originales, en ambos
casos, fueron los sistemas fundamentales de raices, donde los elementos indescompo-
nibles en el capitulo 1, son los analogos idénticos a las raices simples del capitulo 2.
Para cada objeto se estudiaron los mismos aspectos de sus sistemas fundamentales
correspondientes, lo que tiene que ver con los Lemas en reticulos, 1.2.2, 1.2.4, 1.2.6

y su contraparte en algebras de Lie semisimples complejas, los Lemas 2.7.2 y 2.7.5.

= Asociar una matriz a estos sistemas fundamentales. Las matrices de Gram para los
sistemas fundamentales de los reticulos son matrices de Cartan y las matrices de
Cartan se asemejan a las matrices de Gram, pues cada entrada es un multiplo de la

entrada correspondiente en la matriz de Gram.

» Los diagramas de Coxeter-Dynkin asociados a los reticulos son en realidad diagramas

de Dynkin en el mismo sentido que en las algebras de Lie semisimples complejas
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porque pudo escribirse la asignacién del grafo exactamente de la misma manera y

se obtendria el mismo diagrama.

» Kl siguiente paso para la clasificacion en ambos casos fue estudiar los diagramas,
cudles eran los subobjetos que no tenian cabida y cuales aspectos podian estar
presentes en los diagramas, expresados en la primera parte por medio de los Lemas
1.2.8, 1.2.9 y un analisis sin rotulo posterior a ellos, su contraparte, los Lemas 2.7.10

y 2.7.11 y el analisis posterior respectivo.

= Para ambos casos, se exhibieron objetos a los que se les asigna cada posible diagrama

en cada caso.

» Finalmente, se dieron teoremas de clasificacién, enunciando de manera explicita la
estructura del objeto como suma ortogonal de los subobjetos producidos por los

diagramas conexos.

En el caso de las dlgebras de Lie, tuvo que hacerse un poco mas en este sentido porque
a diferencia de los reticulos de raiz (cuyo espacio ambiente es R"), las dlgebras de
Lie suelen concebirse como algebras de matrices y los sistemas abstractos de raices y
los fundamentales, siempre habitaban en R™, luego era necesario hacer explicto que
codifican y representan algo que no pertenece a este espacio ambiente, de manera

adecuada y correcta.

En el trabajo se hizo claridad sobre algunas situaciones y conceptos en los que la biblio-
grafia no ahonda, mostrando que hubo lectura y comprension de la teoria y situaciones
planteadas, concluyendo con el cumplimiento de los objetivos especificos planteados en
el anteproyecto: el primero: ahondar en los conceptos relacionados con la clasificacion de
las algebras de Lie semisimples complejas y el segundo junto con el objetivo general del
trabajo: realizar la clasificacién de las dlgebras de Lie semisimples complejas y comparar
el método para llevar a cabo dicha tarea, con el método de clasificacién de los reticulos

de raiz por medio de diagramas de Coxeter-Dynkin.
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