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Resumen

El propoésito este trabajo fue estudiar las propiedades electromagnéticas de
aislantes topolégicos en movimiento. Para este fin, fue necesario desarrollar
el formalismo de aislantes topoldgicos en movimiento, el cual permite obte-
ner tanto las relaciones constitutivas de los campos electromagnéticos como
la reestructuracién de las condiciones de frontera en un aislante topoldgico
en movimiento asociadas a la presencia del parametro topolégico y al movi-
miento relativo del sistema. Estas expresiones generalizan tanto las relaciones
constitutivas de los campos electromagnéticos en dieléctricos en movimiento
desarrollado por Minkowski como las ecuaciones que describen los campos
electromagnéticos en aislantes topologicos en reposo halladas por Wilczelk.

Estas relaciones generales se utilizaron para estudiar las propiedades electro-
magnéticas de sistemas especificos con diferentes geometrias (plana, cilindrica,
esférica) que realizan movimiento de traslaciéon o rotacién, encontrando asi
nuevos resultados que no han sido reportados. Entre los problemas estudiados
destaca el de un cilindro sélido de aislante topoldgico sin carga que rota sobre su
eje de simetria en presencia de un campo magnético externo, donde se constato
que el término topoldgico genera una correccion de segundo orden tanto en la
polarizacién como en la magnetizacion al interior del sistema; adicionalmente
se encontrd que los efectos topologicos llevan a que se genere una nueva compo-
nente del vector magnetizacién en la direccion radial. Otro sistema que destaca
es el de una esfera de aislante topologico que rota sobre su eje de simetria en
presencia de un campo magnético externo, donde se encontré que el campo
eléctrico en el interior de la esfera tiene contribuciones de términos de tipo
dipolar y cuadrupolar eléctrico. Ademas, la polarizacién en el interior de la
esfera depende explicitamente del pardametro topoldgico y de la velocidad del
sistema.

Palabras claves: aislantes topoldgicos, condiciones de frontera, dieléctricos
en movimiento y ecuaciones de Maxwell.



Abstract

The aim of this work was the study of the electromagnetic properties of topolo-
gical insulators in motion. For this purpose, it was necessary to develop the
formalism of topological insulators in motion, which allowed to obtain both
the constitutive relations between the electromagnetic fields as well as the
restructuring of the electromagnetic boundary conditions in a topological insu-
lator in motion. These expressions generalize those obtained by Minkowski
for moving dielectric bodies and the relations obtained by Wilczelk, which
describe the electromagnetic fields in topological insulators at rest.

These general relations were used in order to study the electromagnetic pro-
perties of systems with different geometries (planar, cylindrical, spherical)
performing translational or rotational motions, finding new results that have
not been reported. Among the studied problems stands out the case of a solid
cylinder of topological insulator which rotates around its symmetry axis in the
presence of an external magnetic field, where it was found that the topological
term induces a second order correction both in the polarization as well as in the
magnetization inside the system; additionally, it was stablished that the topo-
logical term leads to the generation of a new component of the magnetization
along the radial direction. Another system that stands out is that of a spherical
topological insulator rotating around its symmetry axis in the presence of
an external magnetic field, where it was found that the electric field inside
the sphere has contribution of dipolar and cuadrupole types. In addition, the
polarization inside the sphere explicitly depends on the topological parameter
and on the velocity of the moving body.
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1. Capitulo 1:
Introduccion

1.1. Marco de trabajo y formulacion del problema

La ciencia de materiales es una rama de la fisica que ha tomado gran im-
portancia en los ultimos afios. Por esta razén se han desarrollado diferentes
técnicas experimentales y formalismos tedricos con el objetivo de conocer las
propiedades fisicas de nuevos materiales, ya sea por sus posibles aplicaciones
a la industria o por su interés en investigacion. Gracias a la teoria de bandas
desarrollada por Felix Bloch en el siglo veinte podemos distinguir tres tipos de
materiales: aislantes, conductores y semiconductores [7, §].

De acuerdo con esta teoria, los aislantes se definen como materiales que pre-
sentan una brecha energética (gap) entre la banda de valencia y la banda
de conduccién, mientras que los conductores se definen como materiales que
no presentan dicho gap energético [7, [§]. En otras palabras, los materiales
conductores permiten el movimiento de cargas eléctricas, mientras que los
materiales aislantes no.

En el ano 2006 se estudié una configuracién de telururo de cadmio (CdTe) y
teleluro de mercurio (HgTe) que consisti6 en un sandwich de dos placas externas
de CdTe y una placa interna de HgTe, en donde se observaron propiedades
electromagnéticas inusuales que llamaron la atencion de la comunidad cientifica
[4, 9], 10], pues en el bulk, dicha configuracién se comportaba como un material
aislante, pero en su superficie, es decir en la interfaz del material, se observo
una corriente eléctrica [4, [10, [11], lo que es una caracteristica propia de un
material conductor [7, 12]. La importancia de esta observacion radica en el
hecho que la apariciéon de dicha corriente no pudo ser explicada por medio de la
electrodinamica convencional de Maxwell-Lorentz, ya que la presencia de dicha
corriente rompe la invariancia del hamiltoniano del sistema frente a la simetria
de inversion temporal. Por lo tanto, fue necesario recurrir a un formalismo
desarrollado en el afio de 1987 por Franck Wilczek, el cual pudo explicar la



aparicion de nuevas propiedades electromagnéticas en estos materiales, que
recibieron el nombre de aislantes topolégicos [4], O, [10, 13].

En la bibliografia estudiada hasta el momento, el grupo de problemas desarro-
llados con el formalismo de Franck Wilczekr concierne tinicamente al estudio de
aislantes topolégicos en reposo [4, [IT), [13} [14]. Pero de acuerdo con los trabajos
desarrollados por Einstein y Minkowski de la electrodinamica de dieléctricos en
movimiento [15] 16], se sabe que la consideracién del movimiento relativo de un
material lleva a la aparicion de nuevos fenémenos electrodinamicos, tales como
la modificacion en la polarizacién y en la magnetizacién del sistema, asi como
la reestructuracion de las condiciones de frontera, que llevan a correcciones en
los campos electromagnéticos y a la aparicion de cargas superficiales inducidas
[15], [16].

Con base en lo anterior, el presente trabajo se desarrolld para responder a la
siguiente incognita: ;Aparecerdn nuevas propiedades electromagnéticas distintas
a las predichas por el formalismo de Wilczek para un aislante topoldgico, si éste
se encuentra en movimiento?.

Tomando como punto de partida la anterior pregunta, se plante6 el problema
central del trabajo de grado y la necesidad de conocer las nuevas propiedades
electromagnéticas de los aislantes topologicos asociadas a su movimiento relati-
vo.

En el presente trabajo se desarrolld el formalismo para un aislante topold-
gico en movimiento y se aplicé a una serie de sistemas especificos, los cuales
permitieron tener una vision mas clara de la fisica de los aislantes topoldgicos
en movimiento. También se encontrd la reestructuracion de las condiciones de
frontera para el caso de aislantes topologicos en movimiento y se desarrolld
el método de los armoénicos esféricos para campos en aislantes topoldgicos en
movimiento y se aplicé a un sistema fisico especifico con simetria esférica. Los
resultados obtenidos no han sido reportados en la literatura cientifica, por lo
que este trabajo es pionero en su area y permite tener una nueva vision de este
tipo de materiales.



1.2. Estructura de la Tesis

En el capitulo 2 se presenta un breve recorrido histérico que abarca desde la
observacion del efecto Hall convencional hasta el descubrimiento de los aislantes
topolégicos, recalcando la relacion entre las propiedades topoldgicas de dichos
materiales y las especificidades de efectos analogos como el efecto Hall cuantico
entero y el efecto Hall cuantico de spin.

En el capitulo 3 se desarrolla el formalismo para aislantes topologicos en
reposo desarrollado por Wilczek, prestando especial atencién a las relaciones
constitutivas entre los campos electromagnéticos en el sistema de referencia
con respecto al cual el sistema esta en reposo.

El capitulo 4 es el mas importante en este trabajo, ya que se desarrolla formal-
mente la electrodinamica de aislantes topolégicos en movimiento y se investiga
la reestructuracion de las respectivas relaciones constitutivas asociada al movi-
miento relativo del material y a las propieades topologicas.

En el capitulo 5 se encuentran las nuevas condiciones de frontera para los
aislantes topoldgicos en movimiento.

En el capitulo 6 se aplica el formalismo de aislantes topolégicos en movi-
miento desarrollado en el capitulo 4 a una serie de sistemas fisicos especificos,
con el fin de discutir fenémenos fisicos particulares.

En el capitulo 7 se desarrolla el método de armoénicos esféricos para cam-
pos en aislantes topoldgicos en movimiento y se aplica al problema especifico
de una esfera de aislante topolégico que rota uniformemente en el vacio en
presencia de un campo magnético constante paralelo al eje de rotacién de la
esfera. Finalmente en el capitulo 8 se presentan las conclusiones del trabajo.






2. Capitulo 2:

Fundamentos de la fisica de aislantes topo-
légicos

En este capitulo se presenta una breve introduccién a la fisica de aislantes
topolédgicos, debido a que es importante familiarizarse con algunas propiedades,
conceptos y caracteristicas propias de este tipo de sistemas. Dado que muchas
propiedades de los aislantes topoldgicos son andlogas a las propiedades de
sistemas en las que se observa el efecto Hall cudntico, se presentara inicial-
mente una breve revision del comportamiento de la conductividad de sistemas
bidimensionales en presencia de campos magnéticos.

2.1. Efecto Hall

Considérese una muestra de dos dimensiones por la cual circula una corriente
eléctrica I; el sistema estd sometido a un campo magnético B perpendicular
tanto a su superficie como a la corriente, tal como se indica en la (figura
1). Cuando el campo magnético atraviesa la muestra, las particulas cargadas
cambian el caracter de su movimiento debido a la fuerza de Lorentz y se
acumulan en el borde superior e inferior de la muestra. Como resultado de
la acumulacién de cargas, se genera un campo eléctrico E en la direccién
transversal que produce una diferencia de potencial Vi [1].

Este voltaje (denominado voltaje Hall) fue medido por primera vez en 1879
por el fisico Estadunidense Edwin H. Hall [17]. Gracias al voltaje de Hall se
puede encontrar la resistencia de Hall, la cual es directamente proporcional
al campo magnético e inversamente proporcional al nimero de portadores de
cargas y a la carga de dichos portadores:

10



Figura 1: Efecto Hall convencional [I].

2.2. Efecto Hall cuantico entero

De acuerdo con la discusion anterior, en el efecto Hall convencional se observa
que la resistencia de Hall (Ry) es lineal con respecto al campo magnético. Sin
embargo, existen sistemas fisicos en los cuales se observa una fuerte desviacion
de esta prediccion. Entre estos sistemas destaca un dispositivo denominado
MOSFET, tipicamente construido como una configuracion de sandwich de tres
materiales: SiO2, Si, Al. Al someter este sistema a un voltaje aplicado entre la
parte superior e inferior, se atrapan electrones en la interfaz generada entre el
Si02 y Si. Dichos electrones pueden moverse libremente a lo largo de la interfaz,
pero su movimiento esta fuertemente cuantizado en la direccién perpendicular

razon por la cual dicho sistema electronico recibe el nombre de gas electronico
bidimensional [18].

Al estudiar el efecto Hall en dicho sistema electronico se observa que para
valores altos del campo magnético la resistencia de Hall pierde su comporta-
miento lineal con respecto al campo magnético como se observa en la (figura
2) [2] y mas bien toma valores fijos en ciertas regiones donde se varia conti-
nuamente el campo magnético lo cual evidencia el caracter topologico de este
comportamiento.

La magnitud inversa de la resistividad de Hall es la conductividad de Hall, la
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kQ =2

Figura 2: Resistencia de Hall en funcién del campo magnético [2].

cual se cuantiza en el gas electrénico bidimensional de acuerdo con la relacion
oy = %, donde v = 1,2,3,--- es un nimero entero, el cual es conocido
como el factor de ocupacion [2, [19]. Sorprende en este fenémeno fisico que
la cuantizacion de la conductividad de Hall se da con una exactitud de una
cifra en 10%, lo cual resulta paradéjico, ya que estos materiales tienen muchas
impurezas. Hoy en dia se sabe que la cuantizacién de la conductividad de Hall
estd relacionada con la fase de Berry [20] y que es un pardmetro topolégico,
ya que al variar continuamente un parametro del sistema, como es el campo
magnético B , la conductividad de Hall permanece invariante.

2.3. Efecto Hall cuantico de Spin

En 1988 Haldane [21I] propuso que el efecto Hall cuéntico entero podria ser
realizado en un sistema de red de electrones con spin total cero y con un flujo
magnético constante [19]. Aunque el flujo magnético total es cero, los electrones
son conducidos para crear un canal propio de conduccion. Mas atin, se encontrd
que el rol del flujo magnético periédico podia ser remplazado por el fuerte
acoplamiento spin orbita de los electrones. Este fenémeno recibi6 el nombre de
efecto Hall cudntico anémalo 19, 22].

El efecto Hall cuantico de spin puede ser explicado como la combinacién de dos

efectos Hall cuanticos anémalos, en uno de los cuales los electrones tienen spin
hacia arriba (spin up), mientras que en el otro los electrones tienen spin hacia
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abajo (spin down) y quiralidad opuesta, formando asi dos canales de conduccion.

Cuando los estados propios alrededor de la frontera del sistema dependen
de la orientacion del spin, los electrones con diferente spin se mueven en direc-
cién opuesta para formar un par de estados propios helicoidales (ver figura 3)
[23]. En 2006 Bernevig, Hughes y Zhang propusieron que el efecto Hall cuéntico
de Spin se podia realizar en el sindwich de poso cuantico CdTe/HgTe/CdTe

(19, 24].
spin up =
/n dt:-wr/
| <

Figura 3: Estados propios helicoidales presentes en un gas electrénico bidi-
mensional en una configuraciéon de telururo de cadmio y telururo de mercurio

CdTe/HgTe [3].

El HgTe es un material con una estructura de banda invertida y el CdTe tiene
una estructura de banda normal, esta configuracién especial permite que la
estructura de banda del material se invierta y lo hace ideal para estudiar este
tipo de sistemas fisicos [24]. El efecto Hall cuantico de spin es ademés apodado
como un aislante topolégico 2-dimensional.

2.4. Aislante topolégico

Un aislante topolégico es un material que se comporta como un aislante en su
interior y como un conductor en su frontera. En el bulk del aislante topoldgico,
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la estructura de banda electrénica se asemeja a la de un aislante convencional,
con un gap energético entre la banda de valencia y la banda de conduccién.
Pero cerca de la frontera, existen estados superficiales que permiten la aparicion
de electrones de conduccion, los cuales generan estados de conducciéon en la
superficie del material [9, [19]. Esto es debido a que se crea un pozo cuéantico
que confina el movimiento de los electrones a la frontera del material. Ademaés,
en los aislantes topoldgicos se rompe la simetria de inversién temporal debido
a la existencia de dichos estados superficiales [5], 25].

Los aislantes topologicos se pueden entender como un material tridimensional
donde se generaliza el efecto Hall cuantico de spin y debido a las nuevas carac-
teristicas fisicas del sistema se necesita recurrir a una nueva electrodinamica
llamada “Electrodindmica del campo de Axion” |11} [14] para describir las nuevas
propiedades eléctricas y magnéticas asociadas a dichos estados superficiales.

( a) (b) Normal Inverted

CdTe :d T \§/= __.___;;__h\,f/
23;2 : /;\ 6.3 nm /;\
L d

.
»>

Figura 4: (a) Configuracién del CdTe/HgTe/CdTe; (b) inversion de la estructura
de bandas del CdTe/HgTe/CdTe cuando el espesor es mayor o igual a 6.3nm
A

El aislante topolégico més conocido hasta la fecha es la configuracién de
CdTe/HgTe/CdTe (figura 4) [4, 26]. El CdTe (Telururo de cadmio) y el HgTe
(Telururo de mercurio) son semiconductores binarios con estructura cristalina
de blenda de zinc [5, 9]. Los estados superficiales en esta configuracién se
generan en la interfaz del material, entre la capa del CdTe y la capa del HgTe
figura 4 (a) [4]. Ademaés, para que la estructura de bandas de esta configuracion
se invierta, es necesario que el espesor de la placa (d) del HgTe sea mayor a
6.3nm; bajo estas condiciones se presentan los nuevos efectos fisicos como se
observa en la figura 4 (b) [4] y en la figura 5 (B) [5].
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12 HgTe CdTe b8

1.0

-1.0 I t --1.0

-1.0 1.0 -1.0 1.0

B
HgTe Ts L HgTe —
E1 L
CdTe ||----] CdTe CdTe |- ——— - CdTe
H1 E1
«—> ra ru r—
d<dc d>dc

Figura 5: (a) Estructura de bandas del telururo de mercurio (HgTe) y del
telururo de cadmio (CdTe); (b) imagen esquematica de la geometria del pozo
cudntico en el CdTe/HgTe/CdTe para dos espesores diferentes [5].

Esta configuracion particular fue propuesta por primera vez por Bernevig, Hug-
hes y Zhang en 2006, la cual toma en cuenta la especificidad de la estructura de
bandas de cada uno de estos semiconductores binarios. E1 CdTe presenta una
estructura de bandas convencional, donde la banda de valencia (linea roja) esté
por debajo de la banda de conduccion (linea azul). Pero, el HgTe presenta una
estructura de banda invertida, es decir la banda de valencia (linea roja) esté
por encima de la banda de conduccion (linea azul), como se observa en la figura
5 (A) [5]. Esto quiere decir que en el HgTe los huecos tiene una mayor energia
que los electrones de conduccién. Ademas, la inversiéon de la estructura de
bandas se da por la fuerte interaccién spin-orbita presente en el semiconductor.

Al construir el sandwich entre estos materiales (figura 4 (a)) con la condi-
cién que el espesor de la placa del HgTe sea d > 6,3 nm , se genera una nueva
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estructura de bandas en la cual surgen estados de conduccién que unen la
banda de valencia con la banda de conduccion figura 6 (a) [5].

(@) o0.05

E(k) (eV)

0802 . 0.02
k(AT
(b) 005
3
- 0
i
0802 0.02

Figura 6: (a) Estructura de bandas de la configuracién de CdTe/HgTe/CdTe
cuando d > 6,3nm; (b) estructura de bandas de la configuracién de Cd-

Te/HgTe/CdTe cuando d < 6,3nm.

Estos estados de conduccion son los responsables de la observacién de la co-
rriente eléctrica producida en el plano definido por la interfaz del arreglo [9].
Para poder describir este nuevo fenémeno fisico se introduce un parametro en
el sistema, denominado pardmetro topoldgico (O) el cual estd directamente
relacionado con la fase Berry y las clases de Chern [0, [19, 20]. Estos estados
superficiales de conduccién son un invariante topoldgico del sistema ya que al
variar continuamente algin parametro del arreglo como el espesor d > 6,3 nm
o el campo magnético externo, dichos estados no se modifican y la existencia

de la corriente se sigue presentando.
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En la figura 6 (b) se observa que para espesores d < 6,3nm, no se presen-
tan los estados de conduccion, lo cual es debido a que para dichos espesores
predomina el ordenamiento de bandas del CdTe [5] 9].

Con base en la anterior exposiciéon se puede tener una vision mas general
de lo que es un aislante topologico y las nuevas propiedades que aparecen en
estos sistemas. El presente trabajo se centra en estudiar las propiedades elec-
tromagnéticas de estos materiales al ser sometidos a un movimiento rotacional
o traslacional.
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3. Capitulo 3:

Electrodinamica de aislantes topolégicos en
reposo

En el presente capitulo se deducen las ecuaciones de Maxwell y las relaciones
constitutivas entre los campos electromagnéticos para un aislante topologico en
reposo [11], 13} [14]. En este trabajo se utiliza el sistema Gaussiano de unidades,
en lugar del sistema internacional.

3.1. Accién del sistema y ecuaciones de campo

Para describir las propiedades electrodinamicas de aislantes topoldgicos se
parte de la acciéon efectiva, la cual incluye dos términos: el primero de éstos es
la accion de la electrodindmica de Maxwell o también llamada electrodindmica
convencional [I5 27] y el segundo es la accién del campo de Axion(©) [I1]
14]. Este ultimo término es el encargado de describir los nuevos fenomenos
relacionados con el aislante topologico. Ademaés se considera que el aislante
topologico es un material polarizable y magnetizable. Bajo estas condiciones la
accion que describe el sistema es:

Sefectiva = SMaz’well + Saacion~ (1)

La accién de la electrodindmica convencional se escribe como:

1 ’ 1 , 1 4

Srtaswett = — 3 / mds — — /Q AifdQ = /Q FuF™ a6 - o /Q P Fd,

| 2)
donde m es la masa de las particulas, A; es el 4-potencial, j* es la 4-corriente,
Fy, es el tensor del campo electromagnético, P* es el tensor de polarizacion, c
la velocidad de la luz [28]. La integracién se extiende a un volumen de cuatro
dimensiones en el espacio de Minkowski [29, [30] (La definicién de los tensores
se ecuentran en el Apéndice 1).
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En la expresion (2) se identifican cuatro términos: el primero de ellos corres-

ponde a la accion de las particulas; el segundo término describe la interaccion

campo-particulas; el tercer término es la acciéon del campo electromagnético;

finalmente, el tltimo término incluye la polarizacion y magnetizacion del siste-
a [15] 31].

Adicional a esto, la acciéon del campo de Axion se escribe como:

_ @ ijkl
Sazion = 3271_20/963 @(m)E]FkldQ (3)

Dado que la accion efectiva representa un sistema fisico real, la accion (1) debe
satisfacer el principio de minima accién [32, [33], es decir, se tiene:

5Sefectz’va = 5SMazwell + 5Sa;vion = 0. (4)

En primera instancia, se obtiene la variacién de la acciéon de Maxwell [15] ver
(Apéndice 2).

5SMamwell */ ZdQ
- 7/ Plké 1k:
con la propiedad tensorial F*§Fy, = Fj,0 F** [27, 28], se obtiene:
1 . . 1 .
S(Fy)F* + Fyd(F*)) dQ = ——— | F*§FydQ;
16mc /Q ( (Fix) + Fid( >) 8¢ Jo kA3, (6)

ademas, recordando la definiciéon del tensor del campo electromagnetico, Fj, =

—— / (8(F) F* + Fyd(F*)) dQ (5)

(%‘if — gf,j), su propiedad de antisimetria y permutando indices, se llega a:
, 00 Ay, DO A; 2 00A;
szé‘E — sz: sz L 2sz71 7
g oxt Oxk Oxk (")
Remplazando (7) en (6) se obtiene:
1 1 4 00A;
F§FdQ = —— / FRE22E 0, 8
87rc/ * 47re oxk (®)

Asi, para la variacién del término correspondiente al tensor del campo electro-
magnético se encuentra la siguiente relacion:

_ 1/ pir@04i o _1/ (‘9 (F*54,) - aFlkaA ) Q. (9)

dme Ja oxk dme Ja \ OzF oxk
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Para la variacion del término correspondiente al tensor de polarizacién se tiene:

1 o 0 1 9 oP*
- P”“—AiQ:——/ 9 (prsA,) — A, ) d6. |
C/Q 833’“5 d c Q(@%’k( o4) 8x’“5 >d (10)
Remplazando (10) y (9) en (5) y teniendo en cuenta que sobre la superficie

de cuatro dimensiones se cumple dA4;|o" = 0, se llega finalmente a la siguiente
expresion para la variacién de la accion de Maxwell:

1 . 1 OF* 10pP*
(SSMazwell = ,/Q ( 3 + + ) (5Ade (11>

gj drc Oz% | ¢ Ok

Nétese que de la ecuacion (11) se pueden deducir las ecuaciones de la electrodi-
namica convencional [15] 27]. Estas se obtienen en el caso particular en el cual
la expresion subintegral de (11) es igual a cero:

OF* op* 4T

oxk + T ok :_?‘7'

Para los sistemas considerados en el presente trabajo la expresion subintegral
de (11) no se anula, ya que es preciso tener en cuenta el aporte asociado a la
variacién del término asociado al campo Axion. La accién del campo de Axion
esta descrita por [L11, [14]:

a
Saxion = 2
327m2¢

/ €TKQ (1) Fy FiydQ, (12)
Q

donde « es la constante de estructura fina [34], ¢¥*
© el campo de axion [4, [1T), 13|, [14].

Al variar (12) se obtiene:

el tensor de Levi Civita y

o i
3Sssion = ~ o [, MO [(0Fy) B+ Fy (0Fi)]

Por las propiedades del tensor de Levi Civita [28, [35] y el tensor del campo
electromagnético [15, 27, 28] se tiene; €M F;6Fy = €MV Fy 0 F;; = €M F 0 Fyj,
por lo que la anterior expresiéon toma la forma:

« y
S uzion = — 5 /Q MO () By (0F;;)d.
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00A;

Pero por la expresion (7), se tiene Fj(0F;;) = 2Fy luego se cumple:

Oxd
o . 00 A;
0 azxion — _7/ ikl F .Z ds. 1
5 dme Jo© O) Fiu ( OxJ ) (13)
El término subintegral en la anterior expresion se puede reescribir como:
00 A; 0 0

Luego, (13) se escribe como se muestra a continuacion:

o g 9 |

5Samon 47TC/QE axj [G(x)Fkl(sAZ] dQ
a9 |
4re /g " omi [©(2) Fiu] 6 A;dS2.

El primer término de la anterior expresion es nulo, pues 0A; = 0 en la superficie
de la region 2 [28, [32].
Ademas, intercambiando los indices j y k, dicha ecuacién se reduce a:

@ [k O D SA,
0Sazion 477'0/(26 Ok (@(ﬂf)ﬂl) 0 A;dS). (14)

La expresién (14) representa la variacién de la acciéon del campo de Axion y
ella es la responsable de la inclusion del parametro topoldgico © en la electro-
dindmica de aislantes topdlogicos en reposo.

Finalmente, al remplazar (11) y (14) en (4) se obtiene la siguiente expresion
para la variacion de la accién efectiva:

1, 1 9F* 19P* i
6Sefectiva:/9< 4 0 + 0 + @ Elk]l 8k@($)Fjl> 514de:0

?‘7 dre Oxk | ¢ Oz* | 4w ox

Dado que las variaciones de los 4-potenciales son arbitrarias, la expresion subin-
tegral debe anularse, lo que lleva a las ecuaciones del campo electromagnético
en un aislante topolégico en reposo:

oFk 9pit L0 dm
Fdn T~ kil () Fy) = —gf.

oxk oxk  2m Oxk
Abreviando la notacion, la anterior expresion se escribe como:
) ) . 4 .
OpF™ + And, P* — ;gkﬂak (O(z)Fy) = ——jt. (15)
T c
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La ecuacion (15) es la expresion que rige la nueva electrodinamica para los
aislantes topologicos [II]. Nétese que la nueva electrodindmica viene incluida
en el tercer término de (15) y es directamente proporcional al campo de Axion

O(x).

3.2. Ecuaciones de Maxwell y relaciones constitutivas
de los campos electromagnéticos

En la presente seccion se construye la electrodindmica del campo de Axion, la
cual esta determinada por las ecuaciones de Maxwell y las relaciones constitu-
tivas de los campos.

De la expresion (15) se pueden obtener la ley de Gauss y la ley de Am-
pere generalizada. De ahora en adelante ©(z) deja de ser un campo general y
se convierte en un pardametro del sistema, llamado parametro topoldogico ©. En
particular, para obtener la ley de Gauss, se debe evaluar dicha expresion para
1=0:

dm

FOk POk ]
0 0 geomli (OF;) = 5 (16)

+4 —

zk Toak T ort Bak
y realizar posteriormente la suma sobre el indice k (Apéndice 3), de donde se
obtiene:

div (E +47P — OZ@E) = 4mp.
T

Se obtiene asi la ley de Gauss [30], [37]

—

div(D) = 4mp, (17)
con una nueva definiciéon para el vector desplazamiento eléctrico:

L L a0 -
D=E+4rP- 28 (18)
s

La ley de Ampere generalizada se deduce al tomar ¢ = 1,2 y 3 en la ecuacion

(15):

ok~ 00 T o2 T o oot

OF™  QF10  gpt2  gpi3 _10E, 0B, 0B,
0z oy |’
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OF?k B OF?0 N OF* N OF% B lﬁEy 0B, B 0B,
ork  Ox0 orl ox3 ¢ Ot ox 0z |’

OF3F B OF30 . OF3! . OF32 B lﬁEz 0B, 0B,
oxk  0x0 Ox! 0x2 ¢ Ot oy oxr |~

Despties de realizar la suma sobre el indice k£ (Apéndice 3), se obtiene:

O - 47 - 10
c Ot

— — — — @ —
rot (B—47TM+E = —J+ = <E+47TP—E> . (19)
T c 7r
Por lo tanto la ley de Ampere generalizada toma la forma [27, [36]:

~ Ar - 10D
rot(H) = —J 4+ ———,
(H) c + c Ot
donde el vector de intensidad magnética toma la forma concreta:

A=B—arii+ 2B (20)
s

En el anterior desarrollo se encontraron el segundo par de ecuaciones de Max-
well y las relaciones constitutivas de los campos electromagnéticos en aislantes
topoldgicos en reposo. Pero para tener una estructura completa de la elec-
trodinamica del campo de Axion, se debe incluir también el primer par de
ecuaciones de Maxwell,

De la definicion del tensor del campo electromagnético Fj, (Apéndice 1)
y de su propiedad de antisimetria, este tensor satisface la identidad de Jacobi
[15]:
OFy  OFy  OFy
Oxt Ox! Oxt

de la cual se deduce el primer par de ecuaciones de Maxwell:

=0,

div(B) = 0,

. 10B
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Recapitulando lo anterior, la estructura de la electrodinamica del campo de
Axion se define mediante las ecuaciones de Maxwell

div(B) = 0, div(D) = 4rp,
o 108 - 47 - 10D
rOt(E) = —Ea, rOt(H) = ?J Eﬁ’

Asi, la estructura de las ecuaciones de Maxwell de la electrodinamica del campo
de Axion es idéntica a la electrodindmica convencional, excepto por la reestruc-
turacion radical que presentan las relaciones constitutivas. Es precisamente este
ultimo aspecto el que lleva a la aparicion de nuevos fenoémenos fisicos asociados
al término topolédgico O.

3.3. Modificacion del vector desplazamiento eléctrico y
la inducciéon magnética

En esta seccion se analiza con mas detalle la especificidad de las relaciones
constitutivas asociada a la presencia del parametro topolégico ©.

Como se indicéd anteriormente, la ley de Gauss (17) no se modifica; lo que se
reestructura es el vector desplazamiento eléctrico dado por la expresion (18)
Para el caso particular de un medlo lineal e isotropico la polanzamon P esta
relacionada con el campo eléctrico E mediante la expresion P= XeE donde .
es la susceptibilidad eléctrica |36, B8]. En este caso la ecuaciéon (18) se reduce
a la siguiente expresion vectorial:

D =¢E —

a® -
—B (21)
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donde € = 1+ 47y, es la permitividad dieléctrica del material [15] [16], [39]. Para
dieléctricos sin propiedades topdlogicas (© = 0), la expresién (21) se reduce a
la relacién convencional entre el desplazamiento eléctrico y el campo eléctrico
27, [36].

Para aislantes topoldgicos (O # 0), la relacién constitutiva (21) ha sido usada
ampliamente para describir las nuevas propiedades 6pticas de dichos materiales,
entre las cuales destaca la rotacion del plano de polarizacion de las ondas elec-
tromagnéticas superficiales que pueden propagarse en dichos sistemas [40], 41].
Dichas propiedades novedosas deben su origen fisico a que el desplazamiento
eléctrico D est4 relacionado con el campo magnético B a través del parametro
topolégico © [11], 13]. Es necesario recalcar que la expresién (21) es valida
en el sistema inercial de referencia con respecto al cual el material esta en reposo.

Andalogamente, la ley de Ampere generalizada no se modifica; lo que se modifica
es la relacién constitutiva para el vector intensidad magnética dado por la
expresion (20) Para el caso particular de un medio lineal e isotrépico la magne-
tizacion M estd relacionada con el vector de intensidad magnética H mediante
la expresion M = XmH donde x,, es la susceptibilidad magnética [36, [38]. En
este caso la ecuacion (20) se reduce de la siguiente expresion vectorial:

. . 0.
B=uH-2E. (22)
m

donde p =1 — 47x,, es la permeabilidad magnética del material [27), 36].

Para dieléctricos sin propiedades topdlogicas (© = 0), la expresién (22) se
reduce a la relaciéon convencional entre la intensidad magnética y la induccion
magnética [27, [36]. Para aislantes topolédgicos (6 # 0), la relacién constitutiva
(22) también ha sido usada ampliamente para describir las nuevas propiedades
opticas de dichos materiales. Dichas propiedades novedosas deben su origen
fisico a que la induccién magnética B est4 relacionado con el campo eléctrico
E a través del parametro topolégico © [IT], 13]. La expresion (22) es valida
en el sistema inercial de referencia con respecto al cual el material esta en reposo.

En el siguiente capitulo se plantea examinar las consecuencias fisicas de gene-

ralizar las relaciones (21) y (22) al caso cuando el aislante topolégico se mueve
con respecto a un observador situado en un sistema inercial de referencia.
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4. Capitulo 4:

Formalismo de aislantes topolégicos en mo-
vimiento

En el presente capitulo se desarrolla el formalismo para un aislante topoldgico
en movimiento relativo con respecto a un sistema inercial de referencia. Para
ello se parte de los trabajos de Minkownski para dieléctricos en movimiento y
se generaliza para el caso de un aislante topoldgico en movimiento.

4.1. Formalismo de Minkowski para dieléctricos en mo-
vimiento

En el ano de 1908 Hermann Minkowski desarroll6 la electrodindmica de dieléc-
tricos en movimiento [15, [16]. Para ello, Minkowski estudié el movimiento de
cuerpos macroscopicos y examind la modificacion de los campos electromagné-
ticos en el interior y en el exterior del material debida a su movimiento.

Minkowski construyé dos relaciones generales [15], las cuales se presentan

a continuacion:
Hug, = e F M, (23)

F)\auu + Fauu)\ + FV)\ua = M(H)\auu + HauuA + Huz\uoc)v (24)

donde H* es un tensor, u, es la 4-velocidad (Apéndice 1),  es la permitividad
dieléctrica del material y p la permeabilidad magnética del material.
Variando los indices se deducen las siguiente expresiones:

D+17><:e(E—|—17><),
c

o

§+Exvzu<ﬁ+5xv>.
C C

28



Considerando que la velocidad con la que se mueve el cuerpo es mucho menor a
la velocidad de la luz (2 << 1), se obtienen las siguientes relaciones constitutivas
para dieléctricos en movimiento:

. L1 1 .
D-sE—l—(&?—)ﬁxB, (25)
c ft

— — ]_ —
B=uH — —(ue — 1)U x E. (26)
c

Estas expresiones, ademas de las ecuaciones de Maxwell-Lorentz, son las expre-
siones que describen la electrodindmica de dieléctricos en movimiento [15], [16].

4.2. Relaciones tensoriales generales para aislantes to-
polégicos en movimiento

En la presente seccion se deducen las relaciones constitutivas de los campos
electromagnéticos en aislantes topologicos que se mueven con respecto a un
observador, situado en un sistema inercial de referencia.

En el sistema de referencia donde el aislante topoldgico estd en reposo tiene
lugar la siguiente relaciéon material:

—

— - o -
D' =FE +47P — —OB,
7
la cual, en notacién tensioral, toma la forma siguiente:
X0,/ _ 1'X0,/ 20, X Xoad "N

donde ug = (1,0,0,0) es la velocidad en el sistema de referencia donde el
aislante topoldgico se encuentra en reposo.

Por lo tanto, en el sistema de referencia donde el aislante topolégico ya no se
encuentra en reposo, la anterior relacion se generaliza a la siguiente expresion
tensorial: N
Al R R Y7 Al T Apad .
HYw, = FMu, + 471 P"u, 5 € (OF,0)uy;
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teniendo en cuenta que:
FM 4 PM = e,
finalmente se puede escribir:
«Q
HMu, = eF My, — g@a)‘“aeFagu“, (27)

donde e*? es el tensor de Levi Civita (Apéndice 1) y u, la 4-velocidad.
La expresion (27), es la primera relacién general que incluye la velocidad del

sistema y el parametro topolégico.

Asi mismo, para el sistema de referencia donde el aislante topolégico se encuen-
tra en reposo, se cumple la relacion:

B =i - CoF,
™

la cual se puede escribir en forma tensorial como:

1 )
Apa0 _ Apa0 .

’ ’

Of ! /
—OF My,
2m “o

Luego para cualquier sistema incercial de referencia se debe cumplir:

1, I o)
- ;wcGF S )\;szH o F/\Q ) 2
5 g MOCUQ 5 g MQUQ o @ Up ( 8)

La expresion (28), es la segunda relacion general que incluye la velocidad del
sistema y el parametro topolégico pero esta relaciona la intensidad magnética.

Primero se trabaja la expresion (27) para el caso en que A = 1,2 y 3 y se
calculan las expresiones correspondientes:

o H'"u,=eF"u, — %@»SIWQFQQUW (29)
o Hy,=Fy, — %952’”6@9%, (30)
o H¥w, = iy, — %@g‘”’ﬂa@Fa@uu. (31)
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Con el calculo de (29), (30) y (31) (Apéndice 4) y resumiendo en notacién
vectorial se obtiene la siguiente relacion exacta:

. . L1 . . .
D+ -txH=eE+-txB)— 0B+ -Ex 7). (32)
C n

ol

A continuacion se trabaja con la segunda relaciéon general (28). En el anterior
desarrollo para obtener la expresién (32) se calculé el tercer término de la
ecuacion (27) (Apéndice 4). Andlogamente, para A = 1,2 y 3 se obtiene:

1
° gluaeHﬂaue = 2’)/(H32U,0 + Hosus + H20u3) = QV(HI + E[Dyvz B DZUZJD’

1
° 52‘“"9Hﬂau9 = 2y(Hizug + Haouy + Hoyug) = 2v(H, + E[Dzvm = Dyv.)),

1
) 53“a9Huau@ = 2v(Hayup + Hopuy + Higug) = 2v(H. + E[Dmvy — Dyva)).

Adicionalmente,

1
° Fl“uu = FPy + F2uy + Fuy = v(E, + ~[B.v, — Byv.)),
c

1
° F2“u# = FPuy + F?'uy + FBuz = Y(E, + —[Byv, — Byvg)),
c

1
o ¥y, = FOuy+ Fuy + FPuy = y(E, + ~[Byv, — Bvy)).
c

Resumiendo las anteriores expresiones en forma vectorial se obtiene la siguiente
ecuacion:

B+ -Exv=pH+-Dxt)—~0(E+-7x B); (33)
c c T c
despejando H de (33) finalmente se obtiene:
14 B 1 = /= 1 _
H+Dx6:+ExU+a<E+UxB>. (34)
c o Cl T c

Las relaciones (32) y (34) son las expresiones exactas entre los campos electro-
magnéticos en los aislantes topoldgicos en movimiento.
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4.3. Relaciones constitutivas de los campos electromag-
néticos en aislantes topolégicos en movimiento

En esta seccion se trabaja con las relaciones vectoriales generales de los campos
electromagnéticos en los aislantes topolégicos en movimiento (32) y (34). Por
medio de un proceso algebraico y una clasificacion de términos se reducen a
dos expresiones mas sencillas, llamadas relaciones constitutivas de los campos
en aislantes topologicos en movimiento.

Para ello se retoma la ecuacion (34), se multiplica vectorialmente por —%27 X
de donde se obtiene:

1 EOE | = 1 - 1 - a© = 1 =
—UXH——UXDXU = ——UXB———UXEXUT——— (17 X B+ -1 x B x 17) ,
c e 2 e c

y se suma con la ecuacién (32). Ademads, teniendo en cuenta que la velocidad

con la que se mueven los sistemas estudiados v/, es mucho menor a la velocidad
, . . 2 . . .

de la luz ¢, los términos de tipo 75 son despreciados. Finalmente, se obtiene:

— — 1 1 — @—* @ 1 g
D:eE+(e—)UxB—aB+a<1—>z7xE. (35)
i T e I

Anélogamente se multiplica %17 X por la expresion (32), se suma a la expresion
(34) y se desprecian los términos de tipo Z—i, de donde finalmente se obtiene:

. B 1 1 o - 1 =
H:+<e—>6xE+a@E—a@<1—>ﬁxB. (36)
TS 14 T e 14

Notese que el vector intensidad magnética depende de los vectores campo eléc-
trico, la induccion magnética y la velocidad del sistema. Mas aun se evidencia
que el pardmetro topoldgico es el responsable de acoplar el campo eléctrico y
la induccion magnética a la intensidad magnética, es decir es responsable de
los efectos magnetoeléctricos.

De igual manera se evidencia en la expresién (35) el acople que recibe el

vector desplazamiento eléctrico con la induccién magnética y el campo eléctrico,
nuevamente efectos magnetoeléctricos.
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La importancia del anterior resultado se observa en el hecho que al desaparecer
el pardmetro topologico, es decir cuando © = 0, las expresiones (35) y (36) se
transforman en las relaciones de Minkowski para dieléctricos en movimiento
(expresiones (25) y (26)). Si existe un aislante topolégico pero este se encuentra
en reposo, es decir cuando ¥ = 0 las expresiones (35) y (36), se reducen a
las ecuaciones para aislantes topologicos en reposo encontradas por Wilczek
(ecuaciones (21) y (22)). Es decir, las expresiones (35) y (36) fueron deducidas
de un formalismo méas general que el formalismo desarrollado por Minkowski y
Wilczek, el cual permite analizar nuevos problemas fisicos nunca antes tratados
por medio de la electrodinamica convencional o por medio del formalismo de
aislantes topoldgicos en reposo.

Las expresiones (35) y (36), son las relaciones constitutivas de los campos
electromagnéticos para los aislantes topolégicos en movimiento. Estas expresio-
nes mas las ecuaciones de Maxwell constituyen la electrodinamica de aislantes
topologicos en movimiento. Estas expresiones no han sido reportadas previa-
mente en la literatura cientifica y constituyen uno de los aportes originales del
presente trabajo.
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5. Capitulo 5:

Reestructuracion de las condiciones de fron-
tera

Unas relaciones importantes al trabajar con campos electromagnéticos son las
condiciones de frontera [27], [42], pues estas describen el comportamiento de los
campos en la interfaz de un medio a otro y son muy tutiles en la resolucion de
problemas. Por este motivo en el presente capitulo se deducen las condiciones
de frontera para un aislante topolégico en movimiento relativo con respecto a
un sistema inercial de referencia.

5.1. Componentes normales de los campos

Dado que los vectores desplazamiento eléctrico e induccion magnética satisfacen
las ecuaciones div(D) = 0 y div(B) = 0 [27, 42] (en ausencia de fuentes), se
cumple que las componentes normales de los campos satisfacen la condiciéon de

continuidad [16], 42]:
Dy = Dn27 (37)
Bn1 = Bha.

Calculando la componente normal de la expresion (35) se encuentra:

1 1 - S ) 1 =
Dn:eEn—i-(e—) (UxB)-ﬁ—aBn+a<1—> (U x E) -1, (38)
c ol ™ TC o]

donde 17 es el vector normal a la superficie del material considerado [43].
Teniendo en cuenta dos medios con diferente permeabilidad magnética, permi-
tividad dieléctrica y término topolégico, y remplazando (38) para cada medio
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en la condicion (37) se obtiene:

1 1 1 -
EQEnQ - 61En1 :g (@2 — @1) Bn — E (62 — €] — [ — ]) (17 X B) . ﬁ (39)

™

e

La anterior expresion es la condiciéon de frontera para la componente normal
del campo eléctrico de los dos medios, la cual sufre una reestructuracion debida
a los términos topologicos de cada medio ©; y O,, y a causa del movimiento
relativo con respecto al sistema inercial de referencia ().

St

Notese que en el caso que el material tratado no sea un aislante topologi-
co (© = 0) y ademads, este se encuentre en reposo, se obtiene la condicién de
continuidad convencional reportada en la literatura € E,; = e2E,o [15, 27, [42].

5.2. Componentes tangenciales de los campos

Para obtener las condiciones de las componentes tangenciales de los campos
es necesario cambiar el sistema K de referencia, en el cual el sistema presenta
movimiento relativo, por un sistema K donde el medio se encuntra en reposo
(¢ =0) [15]. Bajo estas condiciones se cumple que las componentes tangenciales
de los campos E y H son continuas, es decir:

— —

E£1 = E£2u (40)
Hfil = ng-

Las componentes tangenciales y normales de los campos se pueden observar en
la (figura 7) [6].

El razonamiento a continuacion es el siguiente; al ser continuas las componentes
de los campos en el sistema K, se pueden aplicar las transformaciones de
Lorentz [I15], [44] para medir dichos campos con respecto a un observador en
el sistema no primado K en el cual el cuerpo se encuentra en movimiento.
Ademas, con ayuda del vector normal a la superficie del material 77, se pueden
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E’ (H) ﬁ’f (B")

% (H*) D (BY)

Figura 7: Componentes tangenciales y normales de los campos electromagnéticos
en la frontera del medio [6].

escribir las componentes tangenciales de los vectores £y H de la siguiente
nl - ~ 7/ - 7 . .. 2
manera: ), =1 x E; y H,, =1 x H;. Luego, se obtiene la siguiente expresion:

X (El_gl Xﬁ\/C) =n X (EQ—EQ X/J/C),
utilizando la propiedad del doble producto vectorial (Apéndice 1) se obtiene:
it x (By — ) = By(7 - t) — By(¥- 1) + ¥(B, - 1) — #(B, - i),

donde v - 17 = v,, es la componente normal de la velocidad ©. Adicional a esto
se sabe que By -7l = By, By -l = By y por (37) estas expresiones deben ser
iguales, por lo tanto la anterior ecuacién se reduce a:

— = = Un 5 g
n X (EQ — El) = ?(Bg — Bl) (41)

Anélogamente, se encontraron las componentes tangenciales de H en los dos
medios, es decir:

n X (]—fl—ﬁx 51/0) =7 X (ﬁg—ﬁx 52/6).
Aplicando la propiedad del doble producto vectorial se obtiene:
X (ﬁg — H1> = UDQTL — UDnl + 51vn — 52’071,

pero por (37) el primer y segundo término de la anterior expresion se reduce a
la siguiente relacién:

i x (Hy— Hy) = —%” (D> - D). (42)
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Reemplazando (35) (36) en las expresiones (41) y (42), y despreciando
términos de tipo % se obtienen las siguientes relaciones vectoriales (Apéndice
5):

- T 7 R T >
X (B —E) = — <M2Ht2 — piHy — ;[@QEtQ - 91Et1]) ) (43)
X (HQ — H1> = - <€2Et2 — €1Et1 — ;[@gBtQ — @1Bt1]> . (44)
Considerando el caso particular donde las componentes tangenmales de los

campos son aproximadas, es decir Etg ~ E’ﬂ, HtQ ~ Htl y Btg ~ Bﬂ, el anterior
par de ecuaciones se re escribe como:

X (By = B)) = (= pu) Hy = 2(05 — ©1] ) (45)
x (H, — i) = ”C” ((62 —e)By - 20, - @1]§t) . (46)

Notese que bajo estas condiciones la diferencia entre las componentes tangen-
ciales de los campos E y H son dadas por la diferencia entre los parametros
topologicos (O — O1), la permivitidad dieléctrica (€2 — €;1) y la permeabilidad
magnética de cada medio (ps — 7).

5.3. Condiciones de frontera con velocidad tangencial
al medio

A continuacion, se considera el caso particular en el cual la velocidad del medio

no es normal a la superficie pero si tangente a ella. En esta situacién se tiene
v, = 0, de donde (45) y (46) se reducen a:

7 X <E2 —E:)

0, (47)
n X (ﬁg — ]’71) 0.

Es de interés obtener la condicién de frontera para las componentes tangenciales
de la induccién magnética. Haciendo uso de la expresién (36) y la anterior
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relacion se encuentra la siguiente expresion:

1. 1=
ﬁx< Bl—BQ>:

- 7l x (EQ - EZ) — 2 (@yByy — ©1B,) ¥
M1 M2 wc

1 1
[(62 - ) Eno — <€1 - ) Enl] v,
H2 H1

pero por (37) y (47) la anterior ecuacién se escribe finalmente como:

1 - 1 - © C) - 1 1 1
X (Bl — B2> = g <2 — 1) Et+ — [(62 — ) Eng — <€1 — ) En1‘| v
M1 2 T\ M2 c H2 Ha

- %(0,-0))B,7 (48)

+

SRR N )

e

Notese que los campos electromagnéticos cambian su comportamiento en la
frontera del material debido a los efectos producidos por los estados superficiales
de conduccioén, los cuales se representan por medio del pardmetro topologico.
Por esta razén se observa la dependencia de las condiciones de frontera con la
diferencia de los pardametros topolégicos de cada medio.

Para el caso particular cuando el sistema se encuentra en reposo v = 0y

no se trata de un aislante topoldgico © = 0, la condiciéon (48) se reduce
a las condiciones de continuidad de los campos en la frontera dadas por la
electrodindmica convencional: % = % = Hy = Hyy |38, [42].
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6. Capitulo 6:

Aplicaciéon del formalismo de aislantes to-
polégicos en movimiento a sistemas fisicos
especificos

En el presente capitulo se aplica el formalismo para aislantes topoldgicos en
movimiento desarrollado en el capitulo 4 a una serie de cuatro sistemas especi-
ficos, con el fin de ilustrar el formalismo y descubrir efectos electromagnéticos
nuevos.

6.1. Cilindro sélido de aislante topolégico

En el siguiente sistema se considera un cilindro infinito, sin carga, de aislante
topologico, con una permitividad dieléctrica €, una permeabilidad magnética
iy término topoldgico O. El cilindro rota sobre su eje de simetria con una
velocidad angular w. El cilindro esta ubicado en un campo magnético uniforme
Hj paralelo a w como se ilustra en la figura 8.

El objetivo en este sistema, es encontrar la polarizacion y la magnetizaci()n del
cilindro. Para este fin se considera un sistema inercial de referencia K’ ubicado
en el interior del cilindro, donde los campos D E y B pueden ser expresados
en términos de H, con ayuda de las ecuaciones (35) y (36). Partiendo de la
relacién (35), se encuentra:
5’265’—}-1(e—i)vxgo—w30+w<l—1)17><E_",

c e !

teniendo en cuenta que el cilindro no tiene carga se debe cumplir divD = 0
[16], 37] en el interior del cilindro y despreciando en primera aproximacién el
ultimo término de la anterior expresion, se obtiene la siguiente relacion para
E"
eﬁ/:—1<e—1>vx§0+a@30 (49)
¢ H
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Figura 8: Cilindro sélido de aislante topoldgico con movimiento rotacional
respecto a su eje de simetria.

Aplicando la transformacién de Lorentz de los campos
E = E' + 17 x B’ [28| 5], se obtiene el campo eléctrico para un observador
externo:

EF=——e——) (@ By+ —B, 0 X T) X By/e.
ce(e M)(wxf’)x 0+ - 0+ (W X 7) x By/c

La anterior expresién se puede reescribir como:

— 1 50 a® -
F=—(0x7)x —+ —B,. 50
eu( 7) -t — Do (50)

De la ecuacién (36) se encuentra la relacion entre Hy y By:

. B 1 1 - a® - a0 1 =
Ho:—o—l——(6——)17><E'+a—E'—a—<1——>17><Bo;
wooc 1 T e ]
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reemplazando (49) en la anterior expresion, se obtiene:

- B 1 1 1 1 - O -
H0:0+<6—>6X[—<€—>6XBO+&30]
7 C v €c ) TE

1 1 - 1 -
Lok a2 e

T | ce e

En primera aproximacién se desprecian los términos de tipo v/c, por lo que la
anterior ecuacion se reduce a:
- g(] ()é2@2 -
HO - — + 2 Bo.
1 2 e

Despejando By, se obtiene la induccién magnética en el sistema de referencia

del cilindro: )
By=———+— | Hy. 51
0 (71'26 + a2@2> 0 (51)

Remplazando (51) en (50) se encuntra el campo eléctrico para un observador
en reposo en términos de Hy:

| 2 H, ) 2 S
E:(““ >(wxf)x0+o‘<““ >H0. (52)

e \ m2e + o202 c T \ 7%+ ?0?

Notese como el campo eléctrico se modifica, pues en (52) se observa como la
velocidad del sistema w y el parametro topolégico © definen los dos términos
asociados al campo eléctrico.

Para encontrar el vector desplazamiento eléctrico medido por un observa—
dor en reposo, se utiliza la transformacién de Lorentz, D = D +ixt 1 [16],

donde se obtiene: . .
D = (d x 7) x Hy/c. (53)

Por ultlmo se aphca la transformacion de Lorentz a la inducciéon magnética
B=B —txE /c [16] 45], donde se encuentra:

B=05-Yx <—<e—>vx30+0‘630)
c ce 14
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reemplazando 50, finalmente se obtiene:
2 2
= uTe - a0 U Ee oL -
B=|——=|H——|———= x 1) X Hy. 54
<7r26+oz2®2> ° re <7r26+a2@2> (@ 7) 0 (54)

Se sabe que la polarizaciéon para un aislante topoldgico se obtiene por medio
de la ecuacion (18) [11], dada por:

smP-D-F+298 (55)

™

Reemplazando (52), (53) y (54) en (55) se encuentra la polarizacién para el
cilindro de asilante topolégico:

_ 1 ,U,7T26 o202 ,u7T2€ .
" [ €p <7T26 + 042@2) 72\ 72 + 202 (@ x7) o/,

realizando pasos algebraicos (Apéndice 6) la anterior relacién se modifica
como se observa a continuacion:

~ 2+ epa?©?\ ] | -
4WP:[1_<71%—0£@2 ((UX’F)XHO/C.

Utilizando la propiedad del doble producto vectorial |27, [46] y teniendo en
cuenta que o L 7y & || Ho, la anterior expresién se reescribe como:

, 7% + epa’O? ,

Del resultado anterior se puede observar que el segundo término en los corchetes
cuadrados de la expresién (56) es una correccion a orden dos debida puramente
al parametro topologico ©, es decir, la polarizacion del cilindro se modifica al
tener en cuenta que el material tratado es un aislante topologico. Ademas, dicha
modificaciéon también depende de la permeabilidad magnética del material g,
algo que no ocurre en la electrodinamica convencional.

En ausencia del término topoldgico (© = 0), es decir, para un dieléctrico
convencional la expresién (56) se reduce a la relacién reportada en la literatura
[16]

e—1

AP = ( ) wHyr/c.
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Ademas, si el sistema no se encuentra en movimiento (w = 0), no existe polari-
zacion asociada al cilindro P = 0, efecto conocido [16), [42].

También es de interés conocer como el movimiento del aislante topoldgico
modifica la magnetizacion del sistema. Por la ecuacion (20) se puede obtener
una expresion para la magnetizacion medida por un observador en un sistema
inercial de referencia en reposo:

—

4rM =B — H +

a® -
7E. (57)

Ya que se obtuvo el campo eléctrico E y la induccién magnética B para el
observador en reposo y teniendo en cuenta que la intensidad magnética en
dicho sistema es H = Hj, la magnetizaciéon del cilindro esta dada por:

- 2 " e) 2 S S
MM:<f”€)HW@(ﬁ”€)@xaxm_m

m2e + 20?2 me \ m2e + o202

2 2
+O‘@l1<““ )(ﬁxF)XH(H_a@( pre )Hol_

T |ep \ w2+ a?0? T \ 7€+ a?20?

La anterior expresion se reescribe como:

- a?6? pme -
“M:—[l‘( - “) <7r+a@ H

2
+O@<MWE )[1—1]((EX17)><H0.

mc \m2e+ a?0? ) |en

Aplicando la propiedad del doble producto vectorial [27], [46] sobre (< x 7) X H,
y reduciendo algebraicamente (Apéndice 6) se encuentra finalmente:

. 2 202 . 1—
MM_V{W+Q@)_4%+m@( W)t (58

m2e + 20?2 c m2e + 202

Nuevamente el término topolégico se manifiesta en una correcciéon de orden
dos, en este caso sobre la magnetizacion M. Mas aun, debido al parametro
topolégico © aparece una nueva componente de la magnetizacion en direccion
del radio vector 7 como se observa en la figura (9). Esta contribucién se presenta
debido al movimiento del cilindro y al caracter topoldgico del material; este
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M, y

-M, Y

Figura 9: Componentes de la magnetizacién presentes en un cilindro sélido de
aislante topolégico cuando el radio vector 7 coincide con el eje y.

comportamiento es inusual y corresponde a uno de los resultados originales de
este trabajo. Notese que para el caso de un dieléctrico convencional, es decir
© = 0 la expresién (58) se reduce a la reportada por la literatura [16]:

ArM = (u— 1) H,,

—

y sin campo magnético externo (Hy = 0), no existe magnetizaciéon M = 0,
resultado conocido.

En este sistema, se puede evidenciar la importancia del formalismo desa-

rrollado en el capitulo 4, el cual produce resultados generales que para casos
particulares se reducen a fenémenos reportados en la literatura cientifica.
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6.2. Cilindro hueco de aislante topolégico

En el siguiente sistema se considera un cilindro hueco de aislante topolégico
con radio interior 7y radio exterior ]:’,, sin carga, con parametro topolégico ©
que rota con velocidad angular w en direccion de su eje de simetria como se
observa en la (figura 10).

Figura 10: Cilindro hueco de aislante topologico con movimiento rotacional
respecto a su eje de simetria.

Debido a que el cilindro no tiene cargas se cumple (divﬁ' = 0) y por la simetria

del cilindro se tiene D" = 0. Luego, de la ecuacién (35) es posible encontrar el
campo eléctrico en el interior del cilindro, el cual esta dado por:

- 1 1 > 0 -
B == (e— —>17>< B+ 228,
c W T
al remplazar (51) en la anterior expresion, esta se reduce a:

- 1 1 2 S § -
Bt (o) (e @ 2 ()

€c ) \m2e+ a20? emr \ %€ + a20?
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Gracias a la definicién de la diferencia de potencial [16], [47], es posible calcular
el voltaje entre la cara interna y la cara externa del cilindro, dado por:

R 1 1 umle R
‘/T‘R = /r E -dr= —g (6 — Iu) <2€—|—Og2@)2> / HOW?"dT

a® UTTEe
— H, - dr
* €T <7T26—|-042@2>/ 0T

El segundo término de la anterior ecuacién es cero ya que Hy L dr, luego se
deduce que el voltaje entre las caras es:

1 72 9 9
Vip = QC(EM -1 <7r2€_|_a2@2> [r" — R*wHo. (59)

Se puede evidenciar la correccién que se deriva del parametro topoldgico © en el
denominador de la expresién (59), en este caso se tiene nuevamente correccién
de orden dos al voltaje entre las caras del cilindro.

Para el caso que el cilindro fuera de un dieléctrico convencional es decir
(© =0), la relacién (59) se reduce a [16]:

1 1
ViR =+ <,u — ) [r? — R?|wH,.
2c €

Es evidente que si el sistema se encuentra en reposo no existe ningtin voltaje
entre las caras del sistema V' = 0.

6.3. Densidad de carga superficial depositada en la cara
interna y externa de un cilindro hueco de aislante
topologico

En el siguiente problema se considera un cilindro conductor hueco de radio
interior 7y radio exterior é, sin carga, con un parametro topoldgico © que
rota con velocidad angular w en direccién de su eje de simetria en presencia de
un campo magnético externo H,.
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Este es un caso particular del sistema nimero 2 tratado en la seccién 6.2,
en el cual el material presenta alguna propiedad de tipo conductor, de donde
se tiene que € — oo [38], por lo tanto (59) se reduce a:

1 1 2
Vg = lim — (,u - > <7T> [r? — RwH, = Qﬂ[ﬂ — R*|wH,. (60)

202
e=00 2c e/ \m?+ =& c

La expresion (60) mide el voltaje entre la cara interna y externa del cilindro.
Si no hay corriente en el conductor se tiene que E' = 0, luego de la transformaciéon
de Lorentz se obtiene:

- 1_’ —
E = ——v X Bo,
C

reemplazando la anterior expresiéon en (35), se encuentra:
D :—UXBo+UXBo—UXBo—BQ—2<1—>’UX<UXB()).
c c e s e 14
Despreciando el ultimo término de la anterior ecuaciéon el cual es de tipo Z—z
Ademas, los primeros dos términos se cancelan entre si, por lo tanto se obtiene:
- 1 - aB -
D= ——7Ux BO — 7B0. (61)
i T
El material considerado presenta propiedades de conductor. Luego, se puede
calcular facilmente By, puesto que es un caso particular de (51):
pr?

Bo = lim <7T2+a@> Ho = pHo,

reemplazando la anterior expresiéon en (61) finalmente se obtiene:

D = —~wHy — 22 .
C m

Para calcular la densidad de carga volumétrica se toma como base la expresion
(17), de donde se deduce que:

= 10 1 0 a® -
dIV(D ) = ;E (—CwH0r2> + & <_7THO>
_ _2LUHO _ 471_,0’
C
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donde se encuentra:

=9 (62)

La expresion (62) es la densidad de carga volumétrica en el cilindro.

Por tultimo se obtiene la densidad de carga superficial sobre la cara inter-
na y externa del cilindro. Para esto, se toma la condicién de frontera para las
componentes normales del vector desplazamiento eléctrico que se deriva de

(17)7 (DnQ - Dnl == 471'0') m, [Eﬂ

1
1 PO N

o= —wHyr. s ;uJH(]R
¢ L

Figura 11: Densidades de cargas superficiales depositadas en la cara interna y
la cara externa de un cilindro hueco con movimiento rotacional respecto a su
eje de simetria.

Luego, se satisface que D,,; = 0, ya que fuera del material se cumple D= 0,

entonces: ] o
o o Y z
Dy = ——wHyr'-n— —usHy - n = 47o.
c s

El segundo término de la anterior expresion es cero ya que Hy y 7 son ortogo-
nales.
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Luego, se obtiene la relacion final:

1
o= ——wHyr. (63)
c

Analogamente, para R se cumple D,,; = %wHOR, entonces:
1
g = *LLJH()R. (64)
c

Estas densidades de carga superficiales expresadas en las ecuaciones (63) y (64)
se observan en la (figura 11).

Es fundamental recalcar la importancia del anterior sistema, fisico en el cual se
considera que el material presenta propiedades de conductor, es decir (¢ — 00),
ndtese que bajo esta suposicién desaparecen inmediatamente los efectos topolo-
gicos aun asi el parametro topoldgico sea distinto de cero (©).

Aqui, se puede evidenciar que es completamente necesario que el material
presente propiedades de aislante para que los efectos topoldgicos y los nuevos
fenémenos fisicos aparezcan, esto se puede evidenciar en la (figura 6) dado
que si desaparece el gap energético entre la banda de valencia y la banda de
conduccién, el material se convierte en un conductor y los efectos topologicos
desaparecen.Esta es una de las causas por las cuales este tipo de materiales
recibe el nombre de “Aislante topoldgico” ya que es totalmente necesario que
en el bulk del sistema el material se comporte como un aislante convencional y
que tan solo en la interfaz se presenten los estados de conduccion [4, 9].

6.4. Voltaje y carga en un capacitor eléctrico con ais-
lante topolégico

A continuacion se tratan una serie de cuatro sistemas, los cuales se muestran en
la (figura 11). El sistema consta de dos placas delgadas de un capacitor eléctrico
separadas por una distancia d y con area transversal A. Este, se situa en un
campo magnético uniforme ﬁo, el cual es paralelo a las placas del capacitor.
Una placa de aislante topoldgico de espesor d se situa en el interior del capacitor
y se mueve con velocidad v,,.
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Figura 12: Capacitor eléctrico con aislante topolégico en su interior.

6.4.1. Caso 1: ¢ =0, entre las placas

En el primer caso no hay cargas en las placas del capacitor y se desea encontrar
el voltaje V entre ellas al mover el aislante topoldgico en su interior.

Como ¢ = 0 y por la ley de Gauss [10], 42] se tiene que D" = 0. Luego (35) se
reduce a:

- 1 1 - a® - a0 1 =
S (e——)ﬁmxBo-l-—Bo——(1——)17me, (65)
c 1 T e 1
en primera aproximacion se desprecia el ultimo término de la anterior expresion,
de donde se obtiene :
1 a® -

— 1 —
EF ~—= (1——>Um><B0+—B().
c Jits e
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Utilizando un método de aproximacion, se remplaza la anterior expresiéon en el
ultimo término de (65) para encontrar una aproximacién del campo eléctrico:

— 1 1 — @—» @ 1 1 =
F (e ms 5 (1) (1 D e
14 s

c w2 i JL€
202 1 -
L P
m2ec L

. / . . .z . 2
Despreciando el tercer término de la anterior expresion ya que es de tipo 7 se
obtiene:

a’e?

m2ce

. a0 1
F="B-— [(eu—l)—i—
me Jec

(o — 1)] T X By. (66)

Por ultimo, se encuentra el valor del campo §0 en términos del campo ﬁo
gracias a la expresion (36):

. By 1 1 5 02 ab 1 5
Ho:°+<e—>ﬁme’+aE’—a<1—>17m><30‘ (67)
1 c W uyy mc H

Analogamente, al aproximar a primer orden se desprecia el ultimo término de
la anterior expresion donde se obtiene:

BOQMHO—M<6—>Um><E'—aE'.
c u

Esta tltima relacién se remplaza en la ecuacién (67) para obtener una aproxi-
maciéon para la induccién magnética:

R Y . 1) | a%e? .
By = pHy + =1 <1—>77m><H0—“K6—>+0‘ 5 ]@an’.
L c

me I s

Para obtener una relacion entre By y Hy se desprecia el término que incluye
E' donde se obtiene:

- - aBu? 1
By = pHo + K (

1-) 27771 X ]’_jo.
e ]
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Reemplazando la anterior expresién en (66), se deduce:

a’0?

m2ce

. @ . 2@22 1 . 1
E/:a IUH()—{—Oé K (1—>UmXHO—l(€M—1)+
1% €C

—1)| v, x H,
TE m2ec (n )] v 0

_ %O (1—/1) l(eu—1)+a® (u—l)l G X (T % Ho).

TEC m2ce

El ultimo término de la anterior relacién se desprecia ya que es de tipo v?/c?.
Luego el campo eléctrico es:

-~ aOu - 1 a’e? 1 . S
E' = MHO—[(EM—1)+ p (p—l)(—l)]vmxHo.

e €Cc €Cc

Finalmente, se calcula la diferencia de potencial entre las placas del capacitor.
Es importante recalcar que en este sistema el campo FIO esta dirigido en la
direccién é,, la velocidad v, en direccion —é, y el diferencial dl en direccién
de é,. Luego el voltaje se encuntra como:

d — d —
V:/ E - df = 0‘6“/ Hy-dz (68)
0 e 0
_ ! [(EM )+ (-1 < - 1>] Vo Hod.
€eC T €C

En la anterior expresion se puede observar como el segundo término del voltaje
depende explicitamente del pardmetro topolégico. Ademds, nuevamente se
encuentra una correccion de segundo orden en el voltaje.

Pero lo més importante, se encuentra en el segundo término de la ecuacién (68)
ya que se observa el hecho de la existencia de un nuevo aporte que incrementa
el voltaje medido entre las placas del capacitor solo por el hecho de tener un
aislante topoldgico en su interior, es decir se encuentra un voltaje mayor con el
simple hecho de cambiar un material dieléctrico por un aislante topologico.Ya
que para un dieléctrico convencional se tiene:

1
(en — 1), Hod.

€cC

V =
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6.4.2. Caso 2: V =0 entre las placas del capacitor

El segundo caso solo varia del primero en el hecho que no existe diferencia de
potencial aplicado entre las placas (V = 0) y se calcula la carga inducida en
las placas del capacitor al mover el aislante topologico en su interior.
Como V = 0, se obtiene inmediatamente £’ = 0, por lo tanto la expresién (35)
se reduce a: o

- 1 1\ - a® -

D :<e—>vm><Bo—Bo. (69)

c [ s

A continuacion, se procede a calcular Z?o con ayuda de la expresién (36), de

donde obtiene: o
HO—O—a<1—>17m><BO. (70)
n mc M

En primer aproximacion se tiene:
BO ~ /’LHOJ

utilizando una aproximacién se remplaza la anterior expresion en el dltimo
término de (70) y se deduce:

o o a® . o
BO = ,uHO + M(M — ].)Um X H().

e

Con el campo By en términos de Hy se remplaza en la relacién (69), donde se
encuentra el vector desplazamiento eléctrico para el sistema:

5’=1l(6u—1)—

Cc

a?0%u
2

(1 — 1)] Uy X Hy — O‘f“ﬁo. (71)

™

Finalmente, se calcula el valor de la carga inducida en cada una de las placas
con ayuda de la ley de Gauss [16], 42] y teniendo en cuenta que el diferencial
de superficie esta en direccion de é€,:

- 1 a?0%u A
0= § D dszclku—l)— ° <u—1>]7{4 o€, - €.)dA
_aOp Ho(e, - €.)dA
e A
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El segundo término de la anterior ecuacion es igual a cero, ya que los vectores
é, v €, conforman una base ortonormal [49, [50]. Finalmente, se obtiene:
1 a?0?

+g=+- —1)—
q . (ep—1) -

(= 1) v HoA. (72)

Del anterior resultado se evidencia que aunque no exista voltaje aplicado entre
las placas del capacitor, si se encuentra una carga superficial acumulada debida
al movimiento del aislante topoldgico en su interior. Méas aun, el pardmetro
topoldgico induce una correccién de orden dos en la carga del sistema como
era de esperarse. Para un dieléctrico convencional (© = 0), se tiene:

1
q=—(ep — v, HyA
c

y claramente si no hay movimiento, no se acumula carga (q=0).

6.4.3. Caso 3: cargas (+q) depositadas entre las placas del capacitor

Para el tercer caso de la (figura 11) Se posiciona una carga +q¢ en la placa
superior del capacitor y una carga —q en la placa inferior y se desea encontrar
el voltaje generado entre las placas.

El campo eléctrico esta dado por medio de la ecuacién (35):

= = O 1 = a0 1 1 07 5
eE:D—O‘<1—>6xD+O‘BO—[<e—>+o‘ § ]6><BO. (73)
e ] T c i T

Para obtener una expresién para la induccién magnética (By) en términos de
Hy se parte de (36) y utilizando una aproximacién se deduce el valor de la
induccion magnética:

-, - 1 - | 1 202 1 -
By = iy 2OH (1 - ) dx iy~ 051 lu <e— ) 420 <1 - )] Tx E,
1

e 7r c i 2 1
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posteriormente se remplaza la anterior expresion en la ecuacién (73) donde se
obtiene:

2%\ - - © 1 - Ou - 22 -

<e+o‘ E )E:D—a<1—>17><D+a Py + (- 1)7 x Hy
T 1 T m2c

(74)

1 a?e? -
—N[<E—>+ 2]’(7><H0.
14 s
Luego, la componente normal del campo eléctrico es dada por:

2 q aO 1 =
Eo=|—"_ ) |+2 P _)@xD)-¢
‘ <6W2+a2@2>[ A 7TC< ,u) (> D) 621

72 a?0? 0 1 a’e?
B ((—:7?2 + a2@2> ( m2c (p=1) = c Ke B ,u) + 2 1) Um Ho.

Finalmente, se calcula la diferencia de potencial entre las placas del capacitor,
obteniendo :

2 q a’e? ! 1 a?e?
V_<mLHﬂY>FAd_<ﬂcm_D_c[G_u>+7#]%%%4

(75)
2 a® 1\ ¢
iﬂﬂ+w@ﬂch‘M>A%d

Para este caso también encuentra una correccion a orden dos debida al parame-
tro topolégico como era de esperarse. Pero mas importante atn es el hecho que
existen tres términos donde el pardmetro topoldgico genera correcciones en el
voltaje medido del sistema. En este caso se puede evidenciar como la naturaleza
del material genera que el voltaje medido entre las placas del capacitor sea
mucho mayor que el voltaje medido en el caso de un dieléctrico en movimiento,
el cual esta dado por:

Como un comentario adicional, se puede pensar que desde el punto de vista
experimental se podria disenar un dispositivo en donde se pudiese corroborar
este fendmeno y evidenciar el aumento del voltaje medido entre las placas del
capacitor y ser aprovechado en algtin tipo de aplicacién experimental.
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6.4.4. Caso 4: Voltaje (V) suministrado al sistema

Por 1ultimo se trabajoé el problema cuatro de la figura 11.
Andalogamente se toma la expresion (35) y se despeja D de donde se obtiene:

N 202 5 1 R . 2M\2 .

D:<6+0‘? >E+O‘9<1—>U><D—O‘@“HO—O‘2® (n— )7 x H
™ e o ™ e

(76)

1 2@2 .
(1) 2
C

It us

Aproximando a primer orden se encuentra:

- 1 07 . =
(u—l)vao—i—% Ke_,u>+a7T2 ]vao.

202 202
B <€+o¢@ )E_a@uHO_oz@

2 T m2c

Reemplazando la anterior expresion en la parte derecha de la ecuacién (76) y
despreciando términos de tipo v?/c? y términos de tipo ajr(;)S, se obtiene una

aproximaciéon para el vector desplazamiento eléctrico:

D= (e—i— o >E+O‘@€ (1 . ) ix 2O i o # Ke— ) + 2 ? ]UXHO.
C

2 e i T i T

La componente normal de este vector es:

2? o 1 1\ 20’
D, = <e+a2>EZ+a6<l—)vay—MKe—)—i—a : ]vmﬂo.
T M

e

El resultado anterior se obtiene gracias a que, (7x E)-€, = v, E,, (0x Hy)-€, =
UmH[) y H() : éz =0.

Con la expresién (77) y teniendo en cuenta un caso especial en el cual la

componente F, = 0y el potencial suministrado al sistema es constante £, = %
[16], 39, [47], se encuentra la carga:
202\ V 1 292
q:%Dsz: e+ Ay | P vmHoA.  (78)
A w2 ) d c i 72

De la expresién (78) se observa el hecho de suministrar un voltaje V' entre las
placas del capacitor y mover un aislante topolégico en su interior, se genera una
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carga eléctrica que se posiciona en las placas del capacitor. Esta carga depende
explicitamente del parametro topolégico por medio de una correccién a segundo
orden. Ademas, se evidencia nuevamente como la carga entre las placas del
capacitor aumenta solo por el hecho de posicionar un aislante topologico en
vez de un dieléctrico convencional, dado que para un dieléctrico convencional
se tiene:

\%4 1
q= GEA + % €— m U Hod. (79)

Nuevamente como comentario adicional, este nuevo fendémeno fisico se podria
aprovechar desde el punto de vista experimental.

29
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7. Capitulo 7:

Método de armoénicos esféricos para cam-
pos en aislantes topologicos en movimiento

En el presente capitulo se realiza el planteamiento general de la ecuaciéon de
Poisson en el caso de aislantes topologicos en movimiento y se desarrollan
dos problemas; el primero de ellos presenta simetria cilindrica mientras que el
segundo simetria esférica.

7.1. La ecuacién de Poisson para aislantes topolégicos
en movimiento

A continuacién se deduce la ecuacién de Poisson para el caso de aislantes
topoldgicos en movimiento considerando el caso estacionario donde las derivadas
con respecto al tiempo son idénticamente cero. En este caso, el campo eléctrico
se define como: [27], 28] [42]:

E = —grad(¢), (80)

y la induccién magnética como [27], 28] [42]:

-

B = rot(A), (81)

donde ¢ es el potencial escalar y Ael potencial vectorial [27, 28], 42].

Al aplicar el operador divergencia [51] sobre la expresion (35) se encuentra:

div(D) = ecliv(ﬁ)+1 <e - 1) div(axé)—@div(éwﬁ (1 - 1) div(7x E).
c W s T 7

Como div(B) = 0 (Ley de Gauss para el magnetismo) [16} 27, [42], la anterior
ecuacion se reescribe como:

4 1 1 = 1 =
Vip = Ll (e—) div(v x B)+@ (1—) div(v' x E),
€

ec I Tec !

61



donde V2 es el operador Laplaciano [27, [52]. Luego, se encuentra la siguiente
expresion (Apéndice 7):

€c i € €c 1 ec 1
(82)
200 1 q
a (1 - ) (@ B)
TeC 1

l

Reemplazando los términos (& - B) v (@ - E) calculados en el (Apéndice 7),
la ecuacién (82) se reduce a:

R L 1 G = G LA

€c L € ec Or; ec 1
200 ( 1) 0o
- 1— = w2
Tec 1 ox;

-,

Ademads, por el gauge de coulomb (div(A) = 0) [27, 28] 36], el tercer término
de la anterior expresion es nulo, finalmente se obtiene:

V2¢_i <€_1>5,V2j: _471—7'04_2 (€_i> gl.jkwi% _20{@ (1_ 1) %

€ ec Oz Tec ; i ox;
(83)

La relacién (83) es la ecuacién de Poisson para el potencial escalar en el caso
de aislantes topolégicos en movimiento.

Analogamente se deduce la ecuaciéon de Poisson obtenida por medio de la
expresion (36). Para esto, se aplica el operador rotacional [53] sobre la segunda
relacion constitutiva :

1

rot(H) = —rot(B)+— <e — ) rot(UxE)+a—rot(E)—— (1 — ) rot(vx B).
1t c 1t pm e t

Con ayuda de la ley de Ampere generalizada rot(FI )= %”j, se obtiene:

—1V2/T+1 <e — ;) rot(ngrad(qﬁ))—(z(jrot(grad(qﬁ))—&@ (1 — 1) rot(77xrot(A)) = 4—7TJ.

! c me ! c
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Como rot(grad(¢)) = 0 (propiedad vectorial) [27), 5], la anterior expresion
finalmente se reduce a:

VA = —4—7rf—|— 1 <e — 1) rot(v x grad(¢)) — a® (1 — 1) rot(7 x rot(A)).
e Jite o e i
(84)

Noétese que tanto en (83) como en (84) los potenciales vectorial y escalar se
acoplan, esto es debido a que en las relaciones constitutivas de los campos
electromagnéticos para aislantes topolégicos en movimiento (expresiones (35) y
(36)) los campos también estan acoplados.

7.1.1. Aproximancion de la ecuacion de Poisson para el potencial
vectorial

A continuacion se simplifica la ecuacion de Poisson (84). Para este proposito se
identifican los términos mas relevantes con ayuda de analisis dimensional.

Comparando los términos que incluyen el operador rotacional y teniendo
en cuenta que V = L, se obtiene la siguiente relacion:

—,

a® (1 — i) rot(v x rot(A)) ‘

a@évf‘ a® A

L (6 - l) rot(v x grad(¢)) T Ly T
pe 0
la fraccién % ~ 2 << 1, ademds ‘;‘Tg << 1 (Apéndice 7). Luego, se tiene:
a® A aBv
—r — - << 1

um ¢ opmc

Por lo tanto, el término mds relevante en la ecuacion (84) es rot(7 x grad(¢)),
reescribiendo se obtiene:

- dr- 1 1
ViA=——j+— (6 — ) rot(v x grad(¢)). (85)

pe” e I
Es importante tener en cuenta que aunque no se identifica explicitamente el pa-
rametro topolégico en la expresion (85), los efectos topoldgicos se encuentran en
el término del gradiente, ya que el campo eléctrico depende explicitamente de ©.

63



A continuacién se trabajaran dos problemas especificos, donde se resolve-
rd la ecuacién de Laplace que es un caso particular de las expresiones (83) y
(85) obtenidas en el anterior anélisis.

7.2. Cilindro no magnetizado de aislante topolégico:

Considerese un cilindro de aislante topolégico no magnetizado de radio a,
permitividad dieléctrica e y pardmetro topolégico ©. Este se mueve a lo largo
del eje z con velocidad uniforme v en un campo magnético By = —Byé, LU
como se muestra en la figura 13. Se plantea hallar el campo eléctrico, el campo
magnético, la polarizacion y la magnetizacion del sistema en la region cercana
a la frontera del cilindro, despreciando los efectos de borde. Ademas, el vector
normal a la superficie del cilindro es 7 = cos ¢, + sin 0¢,. Luego tienen lugar
las siguientes relaciones (Apéndice 8):

[T % ﬁo] -6, = vHycosb,

H() : ér = —H() sin 6.

Como el movimiento es una traslacion uniforme en la direccion axial z, éste
sistema presenta homogeneidad en dicha direccién. Por lo tanto se introduce
el sistema de coordenadas polares (r, ) y tiene lugar la siguiente ecuacién de
Laplace [52] [54]:

19 ( a¢1,2> I ia2¢1,2 —0

ror " or r? 002

Para éste sistema en particular, se satisfacen las siguientes condiciones de
frontera:

(92 —¢1) =0, (86)
_O0¢y Oy €ipn — 1 3po Sy« .
— —a— =— H 0——————(0,—0,)Hysin b
<62 5 ‘s, _ PR Y vHy cos gt o (©1—03)Hysind,

(87)
2
donde € = ¢; + (a?i) , es una correccion de orden dos de la permitividad
dieléctrica del material debida al pardmetro topolégico ©.
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Figura 13: Cilindro sélido de aislante topoldgico con movimiento traslacional
en direccion del eje z y representacion de las coordenadas polares del sistema.

La solucion de la ecuacion de laplace en coordenadas polares esta dada por

27, 53] -

P12(r,0) = (al bl 4 6927” ) (792 cos (10) + IJY)Q sin (l@)) ,
1=0

dado que de la condicién de frontera, expresién (87) solo contienen términos
con [ = 1, entonces la solucién debe ser:

1
b12(r,6) = (i + 83 ) (288 cos (6) + v{Y sin (6)) .
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Ademas, para que la solucién sea fisicamente correcta, el potencial en el interior
y el potencial en el exterior no pueden diverger, por lo tanto se debe cumplir
Agl) =0y BP = 0. Luego, el potencial en las regiones externas e internas
toma la forma:

61(1,0) = ar (34" cos (6) + 11 sin (9))
a(r,0) = B8 (247 cos (6) + 4 sin (9)).
O bien,
1(r,0) = 1 (Acos (8) + Bsin (), (88)

bo(r, 0) = i (Ccos (8) + Dsin (6)). (89)

Las condiciones de frontera llevan a las siguientes relaciones entre los coeficientes
Ay B (Apéndice 8):

1 1
A=20 B=aP:
- 1 ety — 1 3o 1 pipe  «
A+ 60 = vHy, 6B+ D=——-0,-0
“ N ¢ 2t “ e a? 219 + 11 7T( ! 2)Ho

Resolviendo este sistema de cuatro ecuaciones con cuatro incognitas (Apéndice
8), se obtiene:

erpr — 1 32

c(€1+ &) 202 + 1
1 Bpipe o

(61 + 62) 2/112 +umT

o A=

UH(), (90)

e B=

—(©1 — 02)Hy (91)

Por lo tanto los potenciales se reescriben como:

3M2H0 l: (% (07 .
LA 1) cosb+ 1l (O, — 0 9} (92
¢ = (2M2 T )+ 6) (€1p11 )C cos H1 7T( 1 2) sin (92)
o = o SrzHo [(e — 1)9 cosf + g(@ — O5) sin 0} (93)
2T Qe+ w1) (€1 + ) i c p i 2 '
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Utilizando la relacién del campo eléctrico con el potencial (80), se calcula el
campo eléctrico en el interior y el exterior del cilindro (Apéndice 8):

— 3[LQH0 (VN a ~
Fi=- —1)-¢, —(61-06 ’ 94
) CPENICE (€111 )Ce +M17r( 1 2)€y (94)
2
E, = a—Q [(Acosf + Bcosf)é, — (—Asinf + Bcosf)éy). (95)
r

Debido al campo eléctrico en el interior del cilindro se induce una polari-

zacion en el interior, la cual para un observador en reposo es P, = (e —

Am
1) <E1 + %17 X Bl), o bien:
v, « R
Hg[(l — ,11,1)61 —+ €9 + 1] (C T = ;(@1 - @2)631) .

(96)
Para medios no magnetizables y considerando que el medio dos es vacio, la
polarizacion toma la forma concreta:

- Hy /e —1 v o
P =— —€, — — — |
'™ on <€1+1) (Ce 7(91 @2)€y>

_;:1<61—1) 3[111#2
YT ar €1+ €2/ 20 + 11

En ausencia del término topoldgico (© = 0) la anterior expresién se reduce a

[16]:

- 1 /e —1\ v

B=— ( ) Y Hoé,.

VT 4n e1+1/c 0%

En este nuevo resultado, ecuacion (96) se puede observar como la diferencia
de los pardametros topolégicos de cada medio (©; — O5) estan directamente
relacionadas con la aparicién de una nueva componente de la polarizacion en la
direccién y. Este resultado sorprende, ya que al aplicar un campo magnético ex-
terno aparece una nueva componente de la polarizacion en la direccién opuesta
del campo aplicado, algo que no ocurre para un dieléctrico convencional (6 = 0).

Para obtener la magnetizacion del sistema se despeja la intensidad magnética
de la segunda relacién constitutiva (22) y utilizando la relacién de la induccion
magnética B con el potencial vectorial A (81), se encuentra la siguiente ecuacion
para el observador en reposo:
- 1 - a® 5
H = —[rot(A)] + —E. (97)
I

™
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Reemplazando en la anterior expresion la ecuaciéon para el campo eléctrico Esen
el medio 2 (94) y teniendo en cuenta que se esta estudiando el comportamiento
del campo H sobre la frontera del cilindro (r = a), se tiene:

—,

H= lrot(A) + a® [(Acos® + Bcost)é, — (—Asinf + Bsinf)éy).
L T

Notese que H solo tiene componentes en las direcciones radial H, y azimutal
Hy, siendo de interés la tultima, ya que es tangente a la superficie del cilindro.

En el caso de las coordenadas polares se tiene rot(ffg) = —854%. Luego, se tiene:
10A, S)

Hy=—— +a—[Asin9—BCOSQ]. (98)
1 or s

La ecuacion de Laplace para la componete A, = W del potencial vectorial es:

10 Ta‘l’m +i32\1’1,2
ror or r2 002

Y las condiciones de frontera son:

(W —¥y) =0, (99)
10V, 10¥,
—22 1
<uz Or  p Or >T_a (100)
—l—a(@ ©,) 3uzo [( 1)U sin 0 a(@ ©3)cosh| =0
J— J— 6 —_— _— —_— —_— _— = .
—&= 2 s + ) (€ + &) 141 c Nlﬂ_ 1 2

Analogamente, como las condiciones de frontera solo tiene términos de tipo
[ =1, la solucién de W en el interior y exterior del cilindro tiene la forma:

Uy (r,0) =r[A; cos + By sinb)],
1

Uy(r,0) = —[Ay cos @ + By sin 6].
r

Las condiciones de frontera (99) y (100), llevan a las siguientes relaciones:
Uy (r,0) = r[A; cosf + By sin ), (101)

2
Wy(r,0) = %[Al cosf + By sin ), (102)
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con las constantes dadas por:

3yt i Ho [a ]2
A =— —— | — (03— O ,
' (212 + p1) (g1 + p2) (€1 + €2) 77( 2~ 1)
3u1psHy va
B, = — (e —1)-—(0; —6,).
Y (2t ) + ) (6 + 62)( i )CW< ' 2)

Al interior del cilindro se induce un campo magnético, el cual tiene la expresién:

= . . 31 fro .
By = —Aé, + Bié, — M2 e 103
1 1€y + D1€ Sy 0€y (103)

con la respectiva magnetizacion:

M= 417T(B . 417T(—Aléy + Bié). (104)
Noétese que en este caso la magnetizacion del sistema depende totalmente de la
diferencia de los pardmetros topoldgicos (01 — ©,), pues para un dieléctrico
convencional © = 0, no existe magnetizaciéon en el sistema (M = 0). Ademas, se
encuentran dos componentes de la magnetizacion; una perpendicular al campo
magnético aplicado (x) y otra en la misma direccién del campo magnético

aplicado (y).

7.3. Esfera de aislante topolégico con simetria azimutal

Considérese una esfera de aislante topoldgico con parametro topologico © que
rota uniformemente con velocidad angular w en presencia de un campo magné-
tico constante Hy, como se muestra en la figura (14). Se pretende determinar
el campo eléctrico que surge alrededor de la esfera.

El campo magnético en el interior de la esfera se modifica, dicha modifi-
caciéon es de caracter relativista y en primera aproximacion se puede considerar

que el campo magnético Hy en el interior de la esfera es el mismo que el de
una esfera en reposo [38]:

(105)
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Figura 14: Esfera soélida de aislante topologico con movimiento rotacional
respecto a su eje de simetria.

Como la rotacion es uniforme, el campo eléctrico es constante y tiene un
potencial asociado mediante la expresién (80). Fuera de la esfera, el potencial
#? satisface la siguiente ecuaciéon de Laplace [52, [54]:

VZpy = 0.

Como la simetria del problema es esférica ,el sistema presenta simetria azimutal
(), por esta razon la ecuacion de Laplace se reduce a:

V2¢2 = Lo <r26¢2> + 1 0 (Sin0%> = 0.

r2 Or or 2 sin 6 00 00

Esta ecuacion se puede resolver por el método de separacién de variable [56l 57],
escribiendo el potencial como:

La solucién de la ecuacion de Laplace en coordenadas esféricas con simetria
azimutal es bien conocida [27, 506l 58] y estd dada en términos de los polinomios
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de Legendre [59H61], como se muestra a continuacion:

o [ 4D p (1)
1 .
}j[A rt + B{ | Pi(cos0) (106)

=0

Para que la solucion sea fisicamente correcta, el potencial ¢, no puede diverger
cuando r — 0o, por lo tanto Ag) = (0 y se tiene:

Z B~ Py (cos 6).

Para este sistema en particular se satisfacen las siguientes condiciones de
frontera:

(¢2 — ¢1) =0, (107)
_ 0o _0¢y ,u2(€1,u1 - 1) Oé(@l - @2) 31 o
EACRE QM2 T D) HL P - HoP
<62 5 ) ) + 2 + 1 awHoPy(cos b)) - 2t + 11 0Py (cos 6)
(108)

~ 2pe(ep — 1)

wHyaPs(cos8) = 0.
240 + o )

Como en las condiciones de frontera solo aparecen términos relacionados con
Py, P, y P, el potencial en el exterior se reduce a:

B(O) B(l) B(2)
¢y = —2—Py(cos f) + %Pl(cos ) + %Pz(COS 0). (109)
T T r

En el interior de la esfera tiene lugar la siguiente ecuacion para el potencial ¢;:

6 —1 -
Vo, = Oelam =1 o g
cé1(2pa + pi1)

La solucion de la ecuacién diferencial en el interior de la esfera es la suma de
la solucién particular ¢, y la solucién homogénea ¢p,[52, 56]:

¢1 - ¢h+¢p'

Para este sistema la solucién particular estd dada por (Apéndice 8):

M2(€1M1 - 1) ~ 17 /.9 2
==& - Hy(r* — a*). 110
b= Lt ol = ) (110)
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Para encontrar la soluciéon homogénea se recurre a la expresion (106). A causa

que el potencial en el origen no puede diverger, se cumple B;l) = 0 y dadas
las condiciones de frontera solo se deben tener en cuenta los términos de tipo
Py, P, y P,. Por lo tanto la solucién homogénea esta dada por:

On = AgO)Po(cos ) + AVrp (cos®) + AgQ)rng(cos 0).

Luego, el potencial en el interior de la esfera ¢; es:

~1 .
¢ =AY Py(cos 9)+A§1)TP1 (cos «9)+A§2)r2Pg(COS 8)+M(E'H0(T2—a2).
c€1 (2 + 1) 1)
111

Con las expresiones para los potenciales en el interior y el exterior de la esfera
(109) y (111), y teniendo en cuenta las condiciones de frontera (107) y (108), se
encontraron las siguientes relaciones entre las constantes al tener en cuenta que
los polinomios de Legendre conforman una base de ortonormal (Apéndice 8):

By = aAy”, By = A,

By = & A,

26,85 (1) 31 o
4 aAD | = —a(@, — 022 g
( a? o O1 =)y o

5, B 2 —1
362 42 + 2€1A§2)a = ——M(elul )Howa.
a 202 + 1

Resolviendo este sistema de seis ecuaciones con seis incégnitas se encuentran
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las siguientes expresiones para las constantes (Apéndice 8):

. Ago) _ 2#2(&#1 - 1)

(242 + p11)é
(@1 @2) 3[111#2

2T (2,[12 + M1)<E~1 + 2€~2)

o A®_ o ( pa(€1in - 1) ] ) How,
(2p2 + 1) (261 + 362)

2p9(e1pur — 1)

(242 + p11)é

o Bél) __ (01 — 0y) 3#1#3 —Hyd®,

2w (2#2 + ,ul)<€1 + 262)

. BY_ _2< palerpn — 1) >H0a5w.

Hocua

HOJ

° Béo) = Hywa?,

(2u2 + p1)(2€1 + 36)

Luego, los potenciales en el interior y exterior de la esfera estan dados por:

B( ) B(l) B(Q)
P2 = i +7C089+72 (3cos® 6 — 1), (112)
1 S
o1 = +A(1)TCOSH+A( (3cos 0—1)+ M@-HQ(TQ—GQ).

Con ayuda de la expresién (80) se puede obtener el campo eléctrico en el
interior y exterior de la esfera, dado por:

BY 332

By 2B§ : 3By N

gen + cos O + "

é +

Ey = (3cos?f — 1)

COS (9] sin 6éy,

r3

(114)

—

2p0(erpn — 1), = .
B, =—- A(1)0088+A(2)T 3cos? — 1)+ 20 (G- Hy)r | é. (115
= (8 On( )+ 2 = D ) e (as)

A(r,0)
+ (Aﬁ” + 37"A§2) cos 9) sin 6 ép.

B(r,0)
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Del anterior resultado se puede observar que para el campo eléctrico en el
exterior de la esfera Ej se obtienen contribuciones de tipo dipolar y cuadipolar,
este es un resultado inusual y corresponde a uno de los aportes originales de
este trabajo.

Debido al campo eléctrico en el interior de la esfera El, se induce una po-
larizacion, que para un observador en reposo esta dada por P, = ﬁ(e —
1) (El + 17 x gl), donde (Apéndice 8):

32 ) . P
———= | sinf(e, + €,). 116
Sl sind(e, 6, (116)
C(r,0)

Luego, esta se describe por medio de la siguiente relacion vectorial:

P = 41<61 —1) (A(r, 6)sin6 + B(r,0) cos + 1C’(r, 6)) €, +¢é,] (117)
7r c
+ 41(61 —1)(A(r, 0) cos 6 — B(r,0) sin 0)¢..
m

donde A(r, ) es el término que acompana el vector €, en la expresién (115),
B(r,0) el término que acompana a €y y C(r,0) el término que acompana a
€, + €, en (116). En estas expresiones dependientes de r y 6 se encuentra la
dependencia con el parametro topoldgico O.

En el caso particular donde se tiene un dieléctrico convencional, es decir
cuando (© = 0) y el sistema se encuentra en reposo (w = 0), se tiene que
A(r,0) = B(r,0) = C(r,0) = 0. Luego, la polarizacion es:

ﬁ1:O7

resultado conocido. Pero, si se trabaja con un aislante topolégico (6 # 0) en
reposo (w = 0), se obtiene:

a(01 — O2) 3fi1 2
A(r,0) = H 7
(n ) 2w (2,[112 + Nl)(gl + 26~2> 0 COSY:
B(r,0) = _ 61 =6, Stz Hysin 6
7 2m (22 + 1) (€1 + 263) 7
C(r,0) =0.
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Luego, la polarizacion al interior de la esfera es:

L (01 — ) St pi2
P, — (e — 1
1 (& ) 21 (22 + 1) (€1 + 263)

" 4r Hoc

Notese que aun en ausencia de movimiento aparece una polarizacién en el
sistema, la cual depende de la diferencia entre los parametros topologicos de
cada medio (01 — ©2). Cuando se incluye el movimiento de rotacién a la esfera,
la anterior expresién se generaliza a la ecuacién (116). Dicha generalizacién
se deduce del formalismo construido en el capitulo 4 y constituye uno de los
resultados originales del presente trabajo.

5



76



8. Capitulo 8:

Conclusiones

El formalismo desarrollado en el presente trabajo y los problemas concretos
considerados evidencian que los aislantes topoldgicos son un sistema fisico
fundamental que contribuye a comprender las nuevas propiedades topologicas
de la materia, motivo por el cual estos sistemas se han y se siguen estudiando.

En el presente trabajo se estudiaron las propiedades electromagnéticas de
los aislantes topologicos en movimiento y se encontraron nuevos resultados
nunca antes presentados, en esta linea de ideas el resultado mas relevante
correspondié a las relaciones constitutivas de los campos electromagnéticos
correspondientes a las ecuaciones (35) y (36), las cuales son un conjunto de
dos expresiones generales que definen el comportamiento de los campos electro-
magnéticos en aislantes topoldgicos en movimiento. Ademas, se demostrd que
estas expresiones generalizan tanto las relaciones constitutivas de los campos
electromagnéticos en dieléctricos en movimiento desarrollado por Minkowski
como las ecuaciones que describen los campos electromagnéticos en aislantes
topolodgicos en reposo desarrollado por Wilczelk. Gracias a estas relaciones se
concluyod que en los aislantes topoldgicos no existen efectos puramente eléctricos,
ni puramente magnéticos. Mas aun, el parametro topologico es el responsable
de los nuevos efectos magnetoeléctricos observados en los sistemas tratados en
los capitulos 6 y 7.

En el capitulo 5 se evidencié como se reestructuraron las condiciones de frontera
de las componentes normales y tangenciales de los campos electromagnéticos.
Més aun, para el caso particular en el cual las componentes tangenciales de
los campos en la frontera se consideraron en la aproximacién no relativista,
se encontrd que la reestructuracion se debe fundamentalmente a la diferencia
entre los parametros topoldgicos de cada medio (©; — ©,) y a la velocidad
relativa del sistema. Los campos electromagnéticos cambian su comportamiento
en la interfaz de los dos materiales, mostrando términos adicionales en las
expresiones para las condiciones de frontera que no se pueden obtener por
medio de la electrodinamica convencional.

7



Aplicando el formalismo desarrollado en el capitulo 4 a los sistemas descritos
en el capitulo 6, se encontraron diferentes fenémenos fisicos relacionados con la
naturaleza de los aislantes topologicos y a la velocidad con la que se mueve el
sistema.

Al examinar el problema de un cilindro sélido de aislante topoldgico sin carga
que rota sobre su eje de simetria en presencia de un campo magnético, se
constatd que el término topoldgico genera una correccion de segundo orden
tanto en la polarizacion como en la magnetizacion del sistema; adicionalmente
se encontrd que los efectos topoldgicos llevan a que se genere una nueva com-
ponente del vector magnetizacion en la direccion radial.

Al tratar el problema de un cilindro hueco de aislante topoldgico sin car-
ga que rota sobre su eje de simetria en presencia de un campo magnético
externo, se encontrd; que el voltaje medido entre la cara interna y la cara
externa del cilindro sufre una correcciéon de segundo orden debida al parametro
topoldgico.

Cuando se trabajo el problema de un capacitor eléctrico cargado en un campo
magnético uniforme en el cual se mueve una placa de aislante topologico con
velocidad lineal se encontré que el voltaje medido entre las placas se modifica
por el parametro topolégico por medio de una correccién de segundo orden.
Ademads, se encontré que el voltaje es mayor que el voltaje medido para un
dieléctrico convencional.

Al tratar el problema de un cilindro de aislante topolégico no magnetiza-
do que se mueve a lo largo de su eje con velocidad uniforme en presencia de un
campo magnético se encontrd que la diferencia de los pardmetros topologicos
de cada medio estan directamente relacionadas con la aparicién de una nueva
componente de la polarizacién en la direccion del campo magnético y la apari-
ciéon de dos componentes en la magnetizacion del sistema: una perpendicular
al campo y otra en direccion del campo.

Por ltimo, al trabajar el problema de la esfera de aislante topolégico que
rota sobre su eje de simetria en presencia de un campo magnético externo se
encontrd que el campo eléctrico en el exterior tiene contribuciones de términos
de tipo dipolar y cuadrupolar. Ademaés, la polarizaciéon en el interior de la esfera
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depende explicitamente del parametro topoldgico y de la velocidad del sistema.

8.1. Perspectivas

Uno de los posibles pasos a seguir basandose en este trabajo es la aplicacién
del formalismo desarrollado para aislantes topolégicos en movimiento a otro
tipo de sistemas con geomterias mas complejas, en los cuales no necesariamente
sea posible encontrar una solucién de tipo analitica y sea necesario recurrir
a métodos numeéricos, con el fin de encontrar soluciones numéricas y crear
simulaciones de los sistemas fisicos estudiados.

Otra posible perspectiva de este trabajo es el estudio de estos sistemas desde el
punto de vista experimental, donde sea posible medir las cantidades calculadas
tedricamente, tales como la polarizacion, la magnetizacion, la carga y el voltaje
del sistema. De ello podrian derivarse posibles aplicaciones de estos materiales.

Los efectos considerados en este trabajo estan basados en una descripcién
clasica surge entonces la pregunta sobre como se reestructuran los fenéme-
nos cuanticos que se observan en aislantes topolégicos cuando se considera el
movimiento relativo de dichos sistemas.
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Apéndice 1

Definiciones

En este apéndice se definen expresiones importantes para el presente trabajo.

El 4-potencial se define como [15], 27):
A = (¢> _"I)a

donde ¢ es el potencial escalar y Aes el potencial vectorial.

La 4-corriente se define como:
b

j' = (cp, pv)

donde p es la densidad de carga volumétrica, ¢ es la velocidad de luz y v
la velocidad del sistema.

El tensor del campo electromagnético se define como [27, 28]:

04 04

Fy = - — .
FT oz Oxk

La forma matricial del tensor del campo electromagnético, el tensor de
polarizacién y H* se definen como [15]:

0 —-E, —E, —E.
E, 0 -B. B,

ik
F"=1Eg B 0 -B
E. =B, B, 0
-pP, -P, -P,
Pik: 0 Mz _My

0
PCL'

P, —M, 0 M,
P, M, —M, 0
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La 4-velocidad se define como:

ui::( 1 i )
2]

El tensor de Levi Civita se define como:

1 si (i,7,k,1), es una permutacion par
€M =8 1 si (i,4,k,1), es una permutacién impar
0 si, dos indices son los mismos

La constante de estructura fina tiene el valor de [34] 62]:

1
& T 137,03599911°

Sea /Y, B y C tres vectores de R™, luego el doble producto vectorial se
define como [50, [63]:

AxBxC=B(A-C)—C(A-B).
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Apéndice 2

Calculo de la variacion de la accion de Maxwell

La variacién de la accion de Maxwell esta dada por la siguiente expresion:

/ S(Fy Y0 — / 5(P* Fyy)dS),
Q

2c

1
5SMa,zwell = _Z/6<md5)_g/95(14 )dQ—

se trataron los cuatro términos de la anterior expresion independientemente.
El primero de ellos el cual corresponde a la accion de las particulas es igual a
cero, pues solo se considera la variacion de los campos; por tanto la masa total
del sistema es constante. También se considera j' y P* invariantes, pues la
carga total, la polarizacion y la magnetizacion del sistema se conservan. Luego,
la anterior expresion se reduce a:

167e

) ) 1 )
/ (0(Fa) F™ + Fud(F™)) df2—5- / P6(Fyy)dQ.
cJa
(118)
Ademas, utilizando la propiedad tensorial F*§Fy, = Fy, 0 F™* [27, 28], el segundo
término de la expresién anterior se reescribe como:

1 ik 4 ik . _i s
167rc/9 (O(Fu) P + Fud(F™)) d2 = sm/ﬂF 0 FigdS), (119)

5SMazwell o) / ZdQ 167c

recordando la definicién del tensor del campo electromagnetico,
Fy = (‘M’? — %) (Apéndice 1), su propiedad de antisimetria (F* = —F};)

oz
[27, 28] y permutando indices, se obtiene:
, 00 Ay 00 A; 00 A;
sz’(sE — sz sz: — 2sz
g oxt Oxk oxk
Remplazando la anterior expresién en (120) se tiene:
4 00 A;
Fh§Fyd = —7/ FEECi 0 12
 8me / b 47e oxk 7 (120)
donde el término de la integral esta dado por:
4 00 A; 0 OF*
ik ik
—_— F"§A; ——0A;.
oxk — Oxk ( ) oxk
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Remplazando en (121) se obtiene:

1 wx00A; o1 0 i OF*
_ﬁ/gF de_ 47rc/ <8xk (F 5A) ok 0A; | d2. (121)

Para el tercer término de (119) se obtiene la siguiente relacion:

1 4 1 IS A OA; 1 0
—— [ P*RS(F)dQ = —= | | pRZZE _ pik Q=—=[ P*_Z_5A.dQ
20/9 O(Fix)d C/Q ( oxt 5(‘%’“) d c /Q 8xk6 i<,

el término integral en la anterior ecuacién se transforma de la siguiente manera:

0 0 opP*
P*_—A; = P35 A; A,
8mk5 Ox g (04 - Ok D 0
Luego, la integral es:

1 w0 1 o R— op*
- [ P A0 = — [ (aka 0A7) = S04 ) d,

Reemplazando la anterior expresion y la ecuacién (122) en (119) se obtiene:

5S Maswelt = 012 /Q 5(A,j1)dQ — 471w / ( aik (F*64,) - aaF lk(SA)dQ

1 o R— op*
—/<@xk(P SA) — akéA)dQ.

Sabemos que:
0 i
/Q S (FA)AQ = FR9 A = 0,

puesto que sobre la superficie de cuatro dimensiones, las condiciones de frontera
satisfacen 5Az\gf =0.
Anélogamente se cumple para P*§A;,

/Q (;j:k(P““(SAk)dQ — P*§ A = 0.

Finalmente, se encuentra la variacion de la accién de Maxwell como:

1, 1 OF* 10P*
5SMa:cwell — /Q <C2] 5A7, + rm (%Uk 5A + - a % (SA > dQ
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Apéndice 3

Deduccion de la ley de Gauss y le ley de Am-
pere generalizada

Para obtener la ley de Gauss se debe evaluar la expresion (15) para i =0y
realizar suma sobre el indice k:
OFOF OP% o g 0 4
= Okgl

oot T g T 0r¢ g (O@E) = =7 (122)

Cada uno de los cuatro términos obtenidos en el lado izquierdo de la expresion
(123) se tratan independientemente. Teniendo en cuenta la forma matricial de
los tensores F'"* y P*(Apéndice 1), se obtiene:

OF%  QF% 9F% 9F% oE, OE, OF,
= + + = - + + :
oxk Oxt Ox? O3 Ox oy 0z

Para el segundo término de (123) se obtiene la respectiva expresién:

4

oP% A opP°! N opPY? N oP»\ 4 OP, N P, N OP,
ok~ T\ aat Ox? s )~ oz oy 0z )

Para calcular el tercer término de (123) se asume que © no es funciéon de
las coordenadas %, es decir, es una constante. Este argumento es importante
ya que de esta manera © deja de ser un campo arbitrario y se convierte
en un parametro del sistema, llamado “pardmetro topolégico” el cual esta
completamente relacionado con los estados superficiales de conduccion del
material[19, [64].
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Luego, el tercer término de (123) se obtiene como:

a@eomlaik — 40 ( 01238?61];23 FRUE> aalF 10213 382[7 3)
0 0 0
a0 < 0231a Py 60312WF +€0321a Py )

0 0 0
_ 0123 0123 0123
= a0 <26 B Fys + 2¢ 927 51+ 2¢ —amgF )

= a0 (260123 O ppyyoos g oom ? p )

ox! ox ox?
0B, 0B, 0B,
__2a6<8x+3y+8z>'

Recordando que la primera componente del 4-vector corriente es la densidad
de carga volumetrica p por la velocidad de la luz ¢ (Apéndice 1), se obtiene
la respectiva expresion vectorial:

div(E) + div(P) — —@dlv(é) = 4d7p,
m

de donde se deduce la ley de Gauss [306], 37]:
div(D) = 4mp,

con o
D=FE+4zP - 25,
T
A continuacién se deduce la ley de Ampere generalizada. Para ello se evalta
i=1,2y 3 en la expresion (15), y se realiza suma sobre el indice k:

OF™ QF 9gFYZ? 9F¥ 10E, (0B, 0B,
° = + = -
0z dy

ok~ 920 o2 T o ¢ ot

OF?k _ OF?0 N OF* N OF% B EOEy N 0B, B 0B,
ork — Ox0 ort ox3 ¢ Ot Ox 0z |’

8F3k_8F30+8F31+8F32_18Ez+ 0B, aBy
oxk — Ox0 ox! or2 ¢ Ot ’
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Para el segundo término de (15) se obtiene:

OP' 9PV 9P 9P®  19P, [(OM.
[ ] = + —|— — — —.I— ,
oxk 0xP 0x? ox3 c Ot oy
oP* _9P* OP* oP® _10P, (M,
[ ] = —
oxk 0z ox! oz3 c Ot 0z ’
. op3k B op3Y N opP3! N opP3? _Lop, N (9 y
oxk — Ox0 ox! or2 ¢ Ot ’

Por tltimo, se trabaja el tercer término de la ecuacién (15):

. OF: OF: OF OF: OF OF:
1kjl _ 1023 23 1032 32 1203 03 1230 30 1302 02 1320 20
o Oe ]Wﬂ_®< 920 + € 520 + € 92 +e€ 922 +e€ 9 + € 8x3>

108, 0E. OE,
26(0 ot + oy 82)’

0 OF; OF: OF OF: OF oF
2kl _ 2013 13 2031 31 2103 03 2130 Y+£730 2301 01 2310 10
e Oec Jaxijl_@<€ 520 + € 520 + € By + € 5l + € 9 + € 8303)
10B OF OF
— 2@ - Yy T z
(c o " o:  ox )
0 OF; OF: OF OF: OF oF
3kl _ 3012 12 3021 21 3102 02 3120 20 3201 01 3210 10
. @“amkFﬂ‘@<E D0 T gp0 T gat T g T g e a)

. [18B. 0E, 0B,
_2@<c ot * ox _3y—>'

Resumiendo lo anterior en notacién vectorial se obtiene la siguiente expresion:

= - 065 10 (= - 0 =
rot (B—47TM+E> —J+f— <E+47TP—E>,
T c ot T
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de donde se deduce la ley de Ampere generalizada [27, [36]:

. 47w - 19D
rot(H) = —J + ———,
(H) c c Ot
teniendo en cuenta que el vector de intensidad magnética toma la forma
concreta:

Apéndice 4

Relacién exacta entre los campos electromagné-
ticos en un aislante topolégico en movimiento

Al trabajar con la expresién (27) para A = 1, se tiene:
e
H'"y, = eFYu, — %@(x)élmgFagu#.
Tratando cada uno de estos términos independientemente se obtiene:

1
° Hl“uu = H%ug + H®uy + HBu3 = (D, + (H.vy, — Hyv,)),

c
1
o Flry, = F"uyq+ FPuy + FPuy = y(E, + E(vsz —v.B,)),
o glyaepmw — 1028 + 29 Fyus + 1032 Foaug + 1392 Fygug + 1230 Fogug + 1320 Faouug
—9 (61023F02u;:, 1 el g + 51230F23u0)
= 2(F32U0 -+ F03U2 + onug)
1 1
= 2v(B, + —Eyv, — —E,v,).
c c

Realizando el proceso analogo para A = 2, se obtienen las siguientes expresiones:

H', = Fy, — 23@(93)52#6“‘%9%, (123)
n
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y tratando cada uno de estos términos independientemente se llega a:

1

o H*u, = H"uy+ H" uy + H*u3 = y(D, + —(H,v, — H,v,)),
c
1

o Py, = F"uy+ F*'u; + FPu3 = v(E, + ~(v.B, — v, B.)),
c

2pab 2013 2103 2031 2301 2130 2310
o cHe FHQUQ =& F01U3 +e F10U3 +e F03U1 +e Fgolbl +e F13U0 +e F31U0
2310 2031 2013
=2 (E F31U0 +¢€ F03u1 +¢€ F01U3>

= 2(F13U() + Fosus + FOIUB)

1 1
=2y(B, + —E,v, — —E,v,).
c c

Anélogamente se realizb para A\ = 3:
H¥y, = F¥y, — 21@(35)53/»@%9%, (124)
7
de donde se obtiene:

1

° Hg“uu = H3%u + H¥uy + H?uy = Y(D. + E(Hyvx — Hyvy)),
1

o ¥y, = F uy+ Fuy + FPuy = y(E, + ~ (v, B, — v,B.)),
c

3pal 3120 3210 3021 3201 3012 3102
o oK@ que = £ F12'LLO + e F21'LLO + e F02u1 + e F20U1 + e F01U2 + e Fl()UQ
3120 3021 3012
=2 (5 F12U0 +e F02u1 +e F()lUQ)

= 2(F21'U,0 -+ F02U1 + F10'LL2)

1 1
= 27(B, + —E,vy, — —Eyu,).
c c

Resumiendo las anteriores expresiones para A = 1,2 y 3 en notacién vectorial
se obtiene la siguiente relacion:

. . L1 . . .
D+ -7xH=eE+-txB)— 0B+ -Ex 7).
C n

o~
o~
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Apéndice 5

Deduccion de condiciones de frontera para ais-
lantes topoldégicos en movimiento

En el presente apéndice se calculan las componentes tangenciales del vector de
campo eléctrico E y la intensidad magnética H.

Teniendo en cuenta que ég — El = égn + égt — Eln — Elt = Bgt — élt y
remplazando la expresién (36) en la ecuacion (41) se obtiene:

- - n - 1\, - O, - © 1)y, -
ﬁX(Ez—El):Uclquw—lf(Q—)UXEtz—OyEtQ—OéQm(l—)UXBQ]

H2 me 2
n - 1\ . - O = S 1\ . -
—UlﬂlHﬂ—Ml<€1—>’U><Et1—a1Et1—a L (1_)UXBM]7
c c 41 T TC I

despreciando términos de tipo Z—j, se obtiene:
- T T =
X (Ey—Ey) = o poHyy — py Hy — ;(GQEﬂ —61E4)|.

Anélogamente, se remplaza (35) en (42) de donde se obtiene:

. - - Up, - 1 1 L - a®y - a® 1 L o=
nX(HQ—Hl):—C[EQEt2+C<€2—M>(UXB2)t— Wth2+ 2(1—>(UXE2)75
2

Uy, o, 1 1 I a® - a® 1 L -
+ — [GlEtl + - (61 - ) (U x B1)s — 1Bt1 + . <1 — ) (U x Ey)y
c c f11 T e

. , . . 2 . .
despreciando términos de tipo %, se obtiene la expresion para las componentes
tangenciales de la intensidad magnética:

- = = Un, = = e} = =
n X (H2 - Hl) = _?[GQEtQ — e by — ;(923752 - @1Btl)}~
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Apéndice 6

En la presente secciéon se deduce la polarizacion y magnetizacion de un cilindro
de aislante topologico que rota con respecto a su eje de simetria en presencia
de un campo magnético externo, correspondiente a el primer problema del
capitulo 6.

Al trabajar la polarizacion del cilindro se obtiene la siguiente expresion :

ST 1 2 202 2 .
4M%:1—< pre >_“?( pre )hﬁxﬂx&ﬁ

T m2e + 20?2

— -1— <1+ a2@2> < e >] (W x 1) % [—fo/c

€l 72 m2€ + a?O?
[ 72+ epna’e? e -
=1|1- 0 X 1) X H
i ( €21 m2e + a?0? (&> 7) o/
[ 2+ epna’0?\ ] | -
:1‘<W%+¢@<wxmx%“'

Analogamente, se trabajo con la magnetizacién del cilindro sélido de aislante
topoldgico, teniendo en cuenta la propiedad del doble producto vectorial:

(wx 7) x Hy = 7w - Hy) — Ho(w - 7) = HywT"

luego se calculd la magnetizacion como sigue a continuacion:

ol == 1= (5 1) (2 s )| ot 22 (s ) | = 1| @ 7 A

2 m2e + 20?2

a?0? + 72 pmle - a® umle 1 —ep -
= — 1| Hy+ — J X 1) x H
l( 2 ) <7T26 + a?0? 0t me \ %€ + a?0? €l (&> 7) 0

2 202 o 1 —
:[][LE(W +a@>—1]Hg+aW@( €/L )HQWF.

m2e + 20?2 c m2e + 20?2
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Apéndice 7
Calculo de expresiones complementarias

A continuacién se calculan explicitamente algunas expresiones importantes
usadas en el capitulo 7.

= Sea (2 un campo general, calculando la componente i-esima de la expresion
div(7 x ) y teniendo en cuenta que v; = €;,,w; X, se obtiene:

div(?7 X Q)Z = Viéijkvjﬂk = Vigijkgjlmleka
= 5ijk€jlmleiXka + 5ijk€jlmlemViQk
= Eijszjlmwléimgk + €ijk€jlmlemviQk
= 5mjk5mjllek + 5Z~jk5ﬂmlemViQk
= 25klwl§im9k + &Tijk((ﬂ X f‘)Jlek
= 2kak‘ — vj(V X Q)j

La anterior expresion toma la siguiente forma vectorial:

div(T x Q) = 2(@ - Q) — 7 - rot(Q).

= Se tiene que © ~ 7 [I1] y 0 < p < 1 [65], luego se tiene:

urw 137 '

= El producto escalar entre la velocidad angular y los campos E y E, se
presentan a continuacién:

3 3 )
ﬁgzzszz = Zwigfzv
J

=1 =1

y también :
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Apéndice 8
Problemas especificos del capitulo 7

En el presente apéndice se calculan relaciones matematicas importantes para
la solucién de los dos problemas especificos desarrollados en el capitulo 7 de
este trabajo.

= A continuacién se calculan dos relaciones vectoriales correspondientes a
la intensidad magnética H:

U X ﬁo -n = —vHylé, + €, - (cosO€, + sin bé,
y y
= vHyé, - (cos b€, + sinbé,) = vH,cosb,

el anterior resultado se obtiene al tener en cuenta que; 77 = cos 0€,+-sin 0¢,,.

Otra relacién importante es:

Hy- ¢ = —Hyé, - (cosbe, +sinbé,) = —Hysin#.

= Para resolver el problema del cilindro de aislante topologico que se mueve
con velocidad lineal en presencia de un campo magnético externo es
necesario obtener las constantes que definen los potenciales (88) y (89).
Utilizando la condicién de frontera (86), se obtiene:

D
aAcosl +aBsinf = gcos@—i— — sin 6.
a a

Dado que las funciones cosf y sinf son linealmente independientes y
conforman una base ortogonal se tiene que satisfacer:

1
A:?C,
1
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Utilizando la segunda condicion de frontera (87), se obtiene:

0 0 1 1
gQﬂ _ glﬂ = ——&Ccos — —=éDsinf — €Acos — €, Bsinf
or or r2 72
1 - - 1 . N )
E— (2620 + elA) cosf — (262D + €1B> sin 6
r r
~1 3 3
_ _am f2 vHycosf — Mg((% — O9)Hjsin 6.
¢ 2+ 2p9 + py

Utilizando el mismo argumento de independencia lineal de las funciones
cosf y sinf, se obtiene:

1 -1 3
€~1A + 65*0 = “1in Mo UH(),
a? e U
~ _ 1 pipe @
B —D=—"——(0;, —0,)H,.
€1 +€2a2 2,u2—|—,u17r( 1 2)Ho

Resolviendo el sistema de ecuaciones para estas constantes se obtienen:

-1 3
o A= Elle = o vHy,
c(é1 4 €) 2u + 11
1 3
B=—— M2 %g _o,)m,.
(€1+&)2u+mm

Con los potenciales de cada medio se puede calcular el campo eléctrico
en el interior y exterior de la esfera por medio de la expresién (80), donde
se obtiene:

ol a¢1 3N2H0 v a A
Bi=- - —1)— T —(©; — 06 ,
1 or (2p2 + 11)(6 + &) (€11 )Ce + ulﬂ( 1 2)é,
= Dps  a? ) ‘ )
Ey = o~ 2 [(AcosO + Bcosb)é, — (—Asinf + Bcos)éy) .

r r

Para obtener la soluciéon de la componente z del potencial vectorial
A, = U, se utiliza la condicién de frontera (99), de donde se tiene:

1 1
aAjycosl+ aB;sind = —Aycosl + — By cos 6.
a a

Luego, se tiene:

Ay = a*Ay, (125)
By = a’B,. (126)
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Utilizando la condicién de frontera (100), se obtiene:

1 0V 1 0V 1 1 1 1
( 2= 1>:— 5 Ay cosl — 5 Bysinf) — —A; cos@ — —Bysinf
po Or  pp Or a’pis a’pia 1 o
1 1 1 1
:—< 5 A2+A1>cos0—< 5 B2+B1>Sin9
aspi2 H1 a”fio H1
(0, - 0,)—reHo {( )Y i — 1 %01 — O5) cos
= —— — ep; — 1)—sin® — pug— — cos
—&n 2 22 + ) (€ + &) 1H1 c ,Ulﬂ 1 2 ’

donde se deduce el valor de las constantes A; y Bj :

3yt ps Ho [a ]2
A =— _ — [ — (B — O ,
S T et ) )@+ &) L 02O
31 i Hy v
B = € —1)—— (01 — 0,).
'S G b )+ )G 1 8) T e (9179

= En esta seccién se reportan los calculos necesarios para el problema de
la esfera de aislante topoldgico que rota respecto a su eje de simetria en
presencia de un campo magnético externo uniforme.

La ecuacion para el potencial en el interior de la esfera es:

6us(€ -1, =
Vo, = Oelam =1 o g
cé1(2pa + 1)
La solucion particular para un sistema con simetria central se obtiene

CcOomao:

6(ep—1)_, =
- part — .
2 ( ¢1 ) C€(2+,Lb)w 05
3lep—1) 5.,
part — 2 H K
d (¢1 ) ce(2+,u)rw o

1 .
reh®t = lep=1) 3G - Hy + K,

-1 .
¢€)art = (Eﬂi) 7“2(,3 . Ho + K.
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La constante K se elige de tal manera que en la solucién particular se
anule en la frontera de la esfera, luego se obtiene:

paleyn —1) g

= — &G - Ho(r* — a®).
o €1 (2pg + p1) of )

Para encontrar el valor de los potenciales en el interior y exterior de
la esfera es necesario calcular las constantes que los definen. Luego,
utilizando las expresiones de los potenciales (109) y (111) y la condicién
de frontera (107) se tiene:

BY BY BY
TPO(COS 6) + ?Pl(cos 6) + ?P2<COS 0)

= A%aPy(cos ) + AV a?Py(cos0) + AP a® Py(cos )

Teniendo en cuenta que los polinomios de Legendre conforman una base
ortogonal se debe cumplir:

By = a® A, By = a*AY,

BY = A

De la segunda condicion de frontera (108), se obtiene:

(ﬁ@ &b) _
€2 ” — € = —6

—é {AgO)Po(cos 6) + 2AVa P (cosf) + 3A§2)a2P2(cos 6)] :

BO) 1 B2
—Po(cos ) + 32 Py (cosf) + z Py(cos )

entonces se tiene:

- 3O oz gD
- (62 22 —l—e}A&O)) Py(cos b)) — ( 272 L9 AWg Py (cos0)

a a?

BY
(362 +36,4% 2) Py(cosb) = W&wHOPO(COS 0)
at H2 +

_ 2 -1
4 Oé(@l @2) 3/’1/1[’1/2 H()Pl (COS 0) + MMHOCLPQ(COS 9)

T 20 + pi 200 + 1
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Luego, se deduce las siguientes relaciones entre las constantes:

5B 2 —1
EL ) 2alen = 1)
a 20 + 1
~ p(l)
&8y . Spi o
2 A = —a(0] — 0y)—————H,
( e +ead;’a (6, 2)2M2+M1 05
B 2 ~1
3 © 42 +€1A§2)a2 :_—M2(€1,U1 )Howa.
a 209 + 1

Al resolver este sistema de cuatro ecuaciones con cuatro incognitas se
encuentran los valores de las constantes:

° A§0> = 2,u2(61p1 ~_ 1)~ Hywa,
(2u2 + ) (€1 + €2)
° Agl) _ _05(91 - @2) 3/14/1@ @7

2w (2#2 + ,u1)(€~1 + €~2) a
. Agz) _ 2 ( pa(erper — 1) > How

3\ +m)(a+6)) a’
2 —1
o B0 Zlam=l g
(2p2 + pa)(6 + &)
o Bél) _ _04(91 — O,) 31 iz Hyd?,

2m (212 + p1) (61 + &)

2 -1
@”:_< WkW1~)~>mM&
3\ (2u2 + p1) (61 + &)

Al calcular el término @ x B , se obtiene:

3
= —Hywr ( H2 > €, X (sin e, + sinfe, + cos O¢,) x €,
209 + 11
3
= —Hywr ( a > (€, — €] X €,
209 + 1
3pz >
= —Hywr €p + €
’ <2M2 H1 | o
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