Vol. XIX, N2 1, Junio (2011)
Matematicas: 43-51

Matematicas:

Enseiianza Universitaria

(©Escuela Regional de Matematicas
Universidad del Valle - Colombia

Existencia, unicidad y H?- regularidad interior de un problema

semilineal
Jairo Duque Robles Gerardo Loaiza Motato
Universidad del Valle Universidad del Cauca

Recibido Ene. 25, 2010 Aceptado Sep. 09, 2010

Abstract
In this paper we prove the existence and uniqueness of the weak solution of the problem:
N
=3 (e, + Fle,u(@) = /() ()
i,5=1

defined in a bounded domain Q € R with smooth boundary and f € L?(€). In our problem we
assume a Dirichlet boundary condition. With appropriated hypotheses on the nonlinear term F
and the linear operator we prove the existence of a unique u € H(Q) that satisfies the weak
formulation of (P). The proof is based on nonlinear Lax—Milgram’s theorem. Finally we can
prove, under additional hypotheses, that the weak solution is locally H?.
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Resumen

En este trabajo se demuestra un resultado de existencia y unicidad de la soluciéon débil del
problema

N

=2 (a(@uw),, + Fla,u(@) = f(@) ()

i,j=1

definido en un conjunto Q abierto y acotado de R™, con frontera suave, con f € L*(Q) y
condicién de frontera tipo Dirichlet. Bajo hipdtesis apropiadas sobre el término no lineal F' y el
operador lineal se demuestra la existencia de un tnico u € Hg(£2) que es solucién débil de (P).
La demostracién estd basada en el Teorema de Lax—Milgram no lineal. Finalmente se demuestra,
bajo hipétesis adicionales, que la solucién débil es localmente H?.

Palabras y frases claves: Elipticidad, funcién Lipschitz, operador fuertemente mondtono,
solucién débil.

1 Introduccion

En este articulo presentamos una aplicacién de la teoria de operadores mondtonos
en Ecuaciones Diferenciales Parciales. Nuestro trabajo consiste justamente en
demostrar la existencia y unicidad de la solucién débil de

- Y (ay(@ua,), + Fla,ulx) = f(x) (P)
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con hipétesis apropiadas sobre el operador lineal y el término no lineal F'; esto se
probara en el Teorema 2. Finalmente, en el Teorema 3 se establecen condiciones
para que la solucién débil de (P) tenga cierto grado de regularidad local.

Es importante notar que para lograr regularidad local del tipo H? fue ne-
cesario exigir adicionalmente que la matriz A sea continuamente diferenciable y
que el término no lineal F', que en principio era bastante general, sea ademés de
cuadrado integrable.

2 Formulacién débil

Sea 2 C RY un conjunto abierto acotado con frontera suave. Dadas f € L?(2)
y a;j € L>®(Q), con A(xz) = (a;j(x)), el problema es encontrar una funcién u €
H}(Q) que satisfaga la ecuacién a(u,v) = (f,v) para toda v € H}(2). Donde
a(+,+) y (-,-) estdn definidas por:

a(u,v) = /{(A(a:)Vu(x)) -Vo(z) + F(z,u(z))v(z)} dx, (1)
Q

y ademas,

(fsv) Z/f(x)v(x) dx.
Q

Aqui (-,-) es el producto escalar en L?(Q). Las hipStesis que se imponen sobre
los operadores A(:) y F(-,-) son las siguientes:

i) (Elipticidad): Existe una constante no negativa b tal que:
2FA(z)z 2 b2,
para todo z € Q y z € RV,

ii) (Continuidad): F : Q x R — R es continua, F'(z, ) es Lipschitz para todo
z fijoy (F(z,s) — F(z,t))(s —t) > 0 para todo x € Q y todo s,t € R.

Suponemos, ademaés, a;; = aj; para todo i, =1,..., N.

Definicién 1. Una funcidn u € H}(Q) que satisfaga a(u,v) = (f,v) Yo € H} ()
serd llamada una solucién débil de (P).

3 Teorema de existencia y unicidad

Sea u € H(Q?) fijo. Probemos que v — a(u,v) es lineal y acotado, y por tanto
continuo. La linealidad es una consecuencia inmediata de la definicién de a(-, -).

De ahora en adelante C' designara una constante que no es necesariamente la
misma entre un renglén y el otro.
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La continuidad de F sobre © x R implica en particular que la funcién g(x) =
F(z,0) estd acotada. Ademds, de las condiciones sobre F', se deduce el estima-
tivo |F(z,u(x))| < L|u(z)| + |F(z,0)|, donde L es la constante Lipschitz de F.
Entonces

la(u,v)| < /\{(A(w)VU(x))'Vv(ﬂ?)JrF(fE,U(fv))v(w)}dﬂCI
Q

< /{HA(OA‘)VU(»”L‘)II IVo(@)|| + (L u(@)] + [F (2, 0)]) [o(z)[} de (2)
Q

Ahora,
J1A@Vu@I 170 do < € lullgyoy Iy 3)
Q
[ Elut@) lo(@) do < € lullgyoy lolgco ()
Q
1/2
[iF@ol@ld<c| [@Pd] <Cllye 6
Q Q

Reemplazamos ahora (3), (4) y (5) en (2) y recordamos que u es fijo. Estos
estimativos nos permiten concluir que |a(u,v)| < C HU”H&(Q). De aqui que v —
a(u,v) es acotada, y por tanto continua.

Haciendo uso del teorema de representacion Riesz definamos el operador no
lineal A: X — X', con X = Hj(Q) y X' = H }(Q) por (Au,-) = a(u,").

Proposicién 1. El operador A es fuertemente mondtono.

Demostracion. A partir de la férmula (1) se tiene que

alu,u —v) —a(v,u —v) = / { (A(ac)V(u(ac) - v(:v))) -V(u(x) —v(x))+

Q
(F (2, u(z)) = F(z,v(x)))(u(r) - v(ﬂf))} dr > /b IV (u(z) — v(@)|* de, (6)
Q

y haciendo uso de la desigualdad de Poincaré hemos probado entonces que
2
a(u,u —v) —a(v,u —v) > cllu(z) — v(x)HHé(Q) .

O bien,
2
(Au— Av,u—v) > cllu — U||H&(Q) .

Por lo tanto A es un operador fuertemente monétono.
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Proposicion 2. El operador A es globalmente Lipschitz.

Demostracion. Debemos demostrar que existe una constante B tal que
[ Av = Aw|[ -1 () < Bllv — w1 (q)

Veamos,

| Av — Aw|| ;-1 = sup |<Av—.,4w z>| = sup K.Av z) — (Aw, z>|

‘Z”LQ:l ”ZHl o=l

= sup /{A(m)V(v—w) Vz+ (F(z,v) — F(z,w))z} dz|.

z =1
lell2=1]J

Por la Proposicién 1 tenemos que

v — Auw]l -

sup / A@Y (0 = w)- V2] do+ Lo = wll 2]

\lel 2=1

< sup {JA@)V (v — w2 [[Vzll g2 + Lllv — w2 [|2]] 22}

I20l,2=1
y por la desigualdad de Poincaré,

Ao~ Awly+ < Bllo—wl,, donde B =miéx{]ai (@)l L}.

oo )
O
Antes de presentar nuestro teorema de existencia y unicidad, enunciaremos

sin demostracion el Teorema de Lax—Milgram no lineal. Detalles adicionales sobre
este resultado se encuentran en la referencia ([4, Theo. 2.H]).

Teorema 1. Sean b : X — R un funcional lineal continuo sobre un espacio
de Hilbert real X, a : X x X — R wuna funcion tal que, para cada w € X,
v +— a(w,v) representa un funcional lineal continuo sobre X. Supongamos que
existen constantes positivas L y c tal que, para todo u,v,w € X,

cllu—v|* < alu,u—v) —alv,u—v)

la(u, w) — a(v,w)| < Lflu— vl [[w].

Entonces el problema: Hallar u € X tal que para todo v € X, a(u,v) = b(v) tiene
solucion unica.
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Nuestro teorema de existencia y unicidad es entonces:

Teorema 2. Para todo f € L*(Q), la ecuacion a(u,v) = (f,v) tiene solucion
unica, con a(u,v) y (f,v) definidas en (1).

Demostracion. De las Proposiciones 1 y 2 se sigue que el operador A es fuerte-
mente monétono y globalmente Lipschitz. Por la inclusién de L?(2) en H~1(Q)
es posible aplicar ahora el Teorema de Lax—Milgram no lineal a la ecuacién
a(u,v) = (f,v) y asi obtener el resultado deseado. O

4 H?-regularidad interior

A continuacién probamos que, bajo condiciones adicionales en el término no lineal
F' y en los coeficientes a;; , la solucién débil hallada en el Teorema 2 estd en

Hie ().

Teorema 3. Sea u la solucion débil del problema (P). Si F(-,0) € L*(Q) y
aij € CHQ) entonces u € HE.(Q) y para cada abierto V. CC § se tiene el
estimativo

il 2wy < € (151220 + IFC, 0)ll 2y + el 2y ) (7)

donde la constante C' = C(V,Q, a;j) no depende de u.

Demostracion. Para comenzar fijemos algin abierto V' CC  y elijamos ahora un
abierto W tal que V. CC W CC Q. Seleccionamos ahora una funcién de prueba
¢ la cual le impondremos la siguientes condiciones:

(=1 en V
C=0 en RY —W
0<¢<1

Como u es solucién débil de (P), entonces u satisface:

N
Z /aijuxivxj dx = /fv dx (P) (8)
5i=1G Q
donde f(z) := f(z) — F(z,u(z)).
Procediendo como en Evans [1, §5.8.2] definamos el k-ésimo cociente de di-
ferencias de tamano h
u(x + heg) — u(x)

Dhu(zx) == ; ., k=1,....N

paracadaz € Vyh € Rcon0 < |h| < dist(V,00). Ademés D"u := (Dhu, ..., Diu).
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Para todo k € {1,..., N} sustituyamos
vi= —D,;h (C2D2u> (9)

en (P). Sean

N
A= Z /a,-juxivxj de 'y B:= /fvdx.
Q

=1

A partir de Evans [1, pp. 311-312] tenemos el siguiente estimativo:
b 2
1A] > 2/8 HD,’;qu dx—C/||VuH2 dz,
Q Q

donde b es la constante de elipticidad.
Encontraremos ahora un estimativo para B.
Es claro que,

|B| < C/(\fl + [ (2, 0)] + [ul]) |v] dz. (10)
Q

Puesto que u € H}(2) el Teorema 2 (i) de Evans [1, §5.8.2] implica que para
cada V CC Q con 0 < |h| < 3dist(V,09) y v dado en (9) se tiene

/|112 de < C /HV (C2D,@u) H2 dz
Q Q
< C/ <’Dﬁu‘2+g2 HD,’gqu2> dar
w
sc/ <|ywu2+g2HnguH2> dz. (11)
Q

Aplicamos ahora la desigualdad de Cauchy con e ([1, App. B.2]) en (10) y
usando el estimativo (11) obtenemos,

2 C
Bl <e [ opval o s © [{72 4 1F@o)f + 4 V0l do.
Q Q

Sea € = %. Asi que:

Bl < [ ¢|oival oo [ {4+ FoE+IvaP i a2)
Q Q
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De los estimativos obtenidos para |B|, |A| y (8) se concluye que:
b 2 h 2 2
S /¢ HDkqu dz — C [ ||Vul? dz
Q Q
b 2
< 4/8 HD’,;WH da:+C/ {f2 Fu? 4 [F(z0) + Hwn?} dz.
Q Q

O bien, reorganizando términos:

/HDZVUHQ dr < /C2 HDZVUHz dx
Vv Q

<c/{ﬂ+uﬁupuﬁW+wvwﬂdx
Q

< C {132y + Nullf oy + IFC 0) 72y } - (13)

Asi que
h
s%pHDkVuHLQ(V) < 00 (14)

puesto que C' no depende de h.
La desigualdad (14) es cierta para k =1,..., N y asi

< 00 (15)

A

Por el Teorema 2 en [1, §5.8.2] se concluye que Vu € H} (Q) y por tanto
u € H.(Q), con estimativo:

lullzzry < € (I Nz + Nl ey + IFCO)l2y) (16)

para alguna constante apropiada C = C(V,Q, a;5).
Para refinar el estimativo (16) notamos que si V.CC W CC €, entonces los
célculos hechos hasta ahora implican que:

lellzy < € (Il + el + IO ) . (17)

para alguna constante apropiada C.
Se escoge ahora una nueva funciéon de prueba, llamada de nuevo (, la cual
satisface las condiciones:
(=lenW
supp( C 2
0<¢<1
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Reemplazamos ahora v = (?u en (P) y obtenemos,

Z /awuxZ Cu)y s dr = Z /al]um QCCm]u—i—CQu%)

=1 Li=lg

Z /Qawuxlgg};]udw—i— Z /awumz( Ug; 1= A+ As.

7] 1Q 7] 1Q

Por la condicién de elipticidad,

Ay = /Z amung Uy, dx > b/( HVUH dx.

t,j=1

Y por la acotacién de (;; se tiene,

Al <C / ¢Vl Ju] da

y por la desigualdad de Cauchy con e:

Al <e 2Vu2dx+g u? dx.
A <e [ ¢ :
Q

w

Como antes, se toma € = b/2 y se obtiene

|A| > Ay — |Aq| > b/CQ |Vu? dz — /g2||vuu da:—C/u dx

/CQ | Vu? dar—C’/u dx.

Realizaremos ahora el estimativo para B con v = (?u.
De la desigualdad de Cauchy con € se sigue que

|B| < e/g2u dr + — /<f2+yF(-,0)|2+u2) dx.

Esto es,

B| < c/ (P +1PCOP +0?) de
Q
Ponemos juntos los estimativos para |A| y |B|, y concluimos que

/<2 |Vl dz < C/ (f2 + |F(-,0)|? —I—u2) dz.
w Q
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Por lo tanto,

[ull 1wy < C <||fHL2(Q) +[FC 0 20 + HUHL2(Q)) - (18)

Finalmente (18) y (17) implican que:

lllzzqry < € (161220 + 1l 2y + I 0)l 2y )

el cual es el estimativo deseado. O
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