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Resumen

El objetivo de este trabajo de grado es el analisis de los sonidos de una pan-
dereta mediante el modelo de la ecuaciéon de onda. Tomando como referencia
resultados de la teoria espectral, discutiremos las similitudes y discrepancias
entre el modelo teodrico y los resultados experimentales. Por tltimo, retomare-
mos el problema tratado por Mark Kac en su famoso articulo, “Can one Hear
the Shape of a Drum?” [5]. En el articulo él da una féormula para encontrar el
area de una membrana que vibra a partir de sus frecuencias fundamentales.
Abordaremos esta formula desde un punto de vista experimental indicando
algunas dificultades tanto experimentales como teoricas.



Introduccion

El sonido debido a la percusion de un objeto es algo que sucede natural-
mente en el universo. Por ejemplo, cuando cae una manzana o un coco sobre
el suelo escuchamos un sonido seco que se apaga rapidamente, o cuando se
martilla una placa de acero nos aturde un agudo ruido. Desde muy jévenes
nos percatamos de que al aplauso le sucede un sonido fuerte, y cualquier ob-
jeto se convierte en nuestro primer instrumento musical (aparte de la voz);
una mesa, el piso, incluso otra persona. Rdpidamente nos damos cuenta de
que el sonido que se produce depende del objeto que golpeamos y la forma
en que lo hacemos; es un conocimiento muy util para diferenciar un tronco
hueco de uno sélido, basta con escuchar el sonido que se produce al golpearlo,
es més, algunas tribus indigenas aun golpean troncos huecos con palos para
comunicarse entre ellos a varios kilémetros de distancia. De esta simple ob-
servacion y a partir de un poco de curiosidad humana, empiezan a surgir todo
tipo de instrumentos de percusion, desde el sencillo tronco hueco hasta unos
muchos mas elaborados como el timbal o las congas. Entre estos instrumen-
tos de percusion se encuentra la pandereta, que consiste en una membrana
de cuero tensada sobre un marco circular de madera que actiia como caja de
resonancia, usualmente tiene unas sonajas que cuelgan del marco de madera.
Versiones de la pandereta estdn presentes en culturas muy distintas, como
muestra de esto existen el riq arabe y el pandeiro brasileno.

Una cosa es clara, y es que los instrumentos de percusién han cautivado
al ser humano desde que atin vivia en cavernas y actualmente son parte
esencial de la musica; esto a pesar de que en el sonido de la pandereta, como
en el de la mayoria de instrumentos de percusién, no percibimos un tono
claro como ocurre cuando se toca la cuerda de una guitarra, o se sopla a
través de la flauta. Actualmente sabemos que el sonido se produce debido
a las vibraciones de algtin objeto, y que tanto en el caso de la cuerda de la
guitarra como en el de la membrana circular de la pandereta, sus vibraciones
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se pueden modelar por medio de la ecuacién de onda. Asi, mediante este
modelo, podemos analizar matematicamente el sonido de estos instrumentos
musicales. En el caso de la cuerda y la flauta, su espectro sonoro, es decir, las
distintas frecuencias a las que vibra el objeto, esta determinado por el modo
fundamental de vibracion (el modo correspondiente a la frecuencia méas baja),
las demés frecuencias que contribuyen a su sonido son simplemente miltiplos
enteros de la frecuencia fundamental. Ya en el siglo V A.C., Pitagoras de
Samos habfia establecido, aunque indirectamente, que objetos que vibran uno
con el doble de frecuencia que otro suenan en conjunto “armoniosamente”; en

realidad él dijo que (Ver [6])

al tocar, simultineamente, dos cuerdas tensas, fijas en sus extre-
mos, una con el doble de longitud que la otra, el sonido producido
es “armonioso”.

Sucede que la relacion entre las frecuencias del modo fundamental de una
cuerda o flauta y su segundo modo de vibracién guardan la misma relaciéon
que el de los modos fundamentales de las cuerdas descritas por Pitagoras. De
esta forma las dos frecuencias que mas contribuyen al sonido de una cuerda o
de una flauta tienen una relacion “armoniosa’, esta es probablemente la razon
por la cual percibamos un tono definido cuando escuchamos el sonido de una
cuerda o de una flauta. Como ya dijimos la pandereta no da la sensaciéon de
un tono definido, y la teorfa nos dice que las frecuencias del sonido que ésta
produce no tienen relaciones racionales entre si.

Actualmente hay un gran interés en el analisis de sonido de instrumentos
especificos. Por ejemplo, en [11] se estudia el sonido de un timbal, mientras
que en [12] se estudian los tambores de la India. En este trabajo analizare-
mos el sonido de un instrumento concreto, la pandereta (sin las sonajas), tal
cual lo capta un micréfono conectado a una grabadora digital. Tomaremos
la transformada rapida de Fourier de la onda de presion y se analizara la
contribucion de los distintas frecuencias. Este es a grandes rasgos el montaje
experimental, los detalles son complejos, pues el sonido se percibe distinto
dependiendo del lugar y modo de percusion. En cuanto al marco teorico,
tomaremos como base la ecuaciéon de onda en una membrana circular con
frontera fija. Desde luego, hay diferencias entre lo tedrico y lo experimen-
tal, las cuales discutiremos a lo largo del trabajo, tomando como referencia
algunos resultados de la teoria espectral.

Finalmente, abordaremos el problema de Mark Kac, el cual fue la moti-
vacion inicial de este trabajo. En 1966 este fisico y matematico se plante6 la



Figura 1: Riq arabe.

siguiente pregunta (Ver [5])
sSe puede escuchar la forma de un tambor?

Es decir, Dado un tambor (una membrana 2-dimensional con borde fijo)
i, Podemos conocer su forma a partir de su espectro sonoro? Kac no logro
dar una respuesta definitiva a este problema, que actualmente se sabe que es
negativa (Ver [1]), sin embargo, hizo grandes aportes al respecto e inspir6 a
muchas personas a trabajar en este problema. Parte de su aporte fue dar una
formula para el area de la membrana en consideracion. Nuestro proposito es
hacer una comparacion de las frecuencias que se obtengan experimentalmente
del sonido de la pandereta con las esperadas teéricamente. Al final trataremos
la formula de Kac y veremos hasta que grado tiene validez desde el punto
de vista experimental, indicando algunas dificultades, tanto técnicas como
tedricas.
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Capitulo 1

La ecuacion de onda

1.1. El modelo fisico

En ésta secciéon mostraremos por qué la ecuacion de onda describe las
vibraciones en una membrana 2-dimensional y hablaremos sobre las condi-
ciones que se imponen para modelar una pandereta.

En (3], L. Evans da una derivacion fisica muy elegante de la ecuacion de
onda, la cual mostraremos a continuaciéon con un enfoque un poco distinto.
Para esto consideremos una membrana delimitada por una curva plana con-
tenida en el plano xy y con densidad constante p. Sabemos de la experiencia
que, al perturbarla, los puntos sobre la membrana sufren un desplazamiento
vertical. Sea u : 2 x [0,00) — R la funcién que a cada punto (x,y) de
la membrana le asocia el valor de su desplazamiento vertical en el tiempo
t. Tomemos una region W C €2 pequena, su desplazamiento promedio en el

tiempo t estard dado por
! / / (2,9, 1) dzd
Ik 74l u\z,y, ray,
W]
w

donde |W| es el area de la superficie W, de modo que su aceleracion promedio

sera
1 d? 1 0*u
_ tYdaedy | = — — dzdy.
W a2 //U(w,y, ) dzdy W //atg zdy
1% w

Por otro lado tenemos que la fuerza externa que actiia sobre un punto de
la frontera de la superficie Sy = {(z,y,u(x,y)) : (z,y) € W} se encuentra
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1.1. EL MODELO FiSICO 2

Sw

w

Figura 1.1: Regiéon de una membrana 2-dimensional.

sobre el plano tangente a esta, de modo que

ou ou ou ou
%) + b(0,1, 8_y) = (a,b,a— +b—).

F =a(1,0, o o

Ademés la proyeccion de F' sobre el plano xy es paralela al vector normal
saliente a la frontera de W en el punto (z,y), es decir, (a,b) = kn, donde
k > 0 se supone constante (esto se debe a que las fuerzas se distribuyen
uniformemente en medios elasticos, su magnitud depende del material y co-
rresponde a una medida de la tensién en la membrana. Entre mas tensionada
se encuentre la membrana mayores seran las fuerzas y por lo tanto k sera
mayor) y 7 es el vector normal. Como el desplazamiento de las particulas lo
suponemos estrictamente vertical, s6lo nos interesa la componente z de F'.

Sucede, como lo veremos méas adelante, que la fuerza de gravedad no afecta
las frecuencias con las que vibra una membrana. En la parte experimental
seran estas frecuencias las que mediremos y por lo tanto no consideraremos
la fuerza de gravedad en el modelo tedrico. De esta forma, la fuerza total
externa que actua sobre Sy sera
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La segunda ley de Newton implica lo siguiente:

2
p% //(ZTS) dedy = k //div(Vu) dzdy,
W W

y como esto se cumple para todos los W pequenos tenemos que

2 2 2
@ = EdiV(Vu) = k <%+%) = EAu.
oz p p \0x? 0Oy? p
Esta ecuacion en derivadas parciales se conoce como la ecuaciéon de onda.

Recordemos que queremos modelar la pandereta, para esto supondremos
que el parche de cuero es en realidad una membrana elastica, es decir, que las
fuerzas se distribuyen de manera uniforme a través de la membrana. Ademés
debemos poner la condicion u(x,y,t) = 0 para todo (x,y,t) € 9 x [0, 00)
ya que los bordes no se mueven. Para que la pandereta suene necesita-
mos tocarla; para esto introducimos las condiciones u(z,y,0) = f(z,y) y
ur(z,t,0) = p(z,y) para (z,y) € Q. De esta forma la funcién f define la
posicion inicial de la membrana y p define la velocidad con la que se desplaza
inicialmente. Llegamos asi al siguiente problema en ecuaciones diferenciales
parciales:

ug — A Au=0, si(z,y,t) e x(0,00),

u=0, si (z,y,t) € 00 x [0,00), (1.1)
u= f(x,y), sit=0, .
ut:p<x7y)7 Sit:07

donde ¢ = \/% es la velocidad de propagacion de la onda. Buscamos una

solucién que cumpla estas cuatro condiciones, para esto aplicamos el método
de separacion de variables. Suponemos entonces que u es el producto de una
funcién que depende tnicamente del tiempo, y una funciéon que depende de
sus coordenadas espaciales; u(x,y,t) = T(t)p(z,y). Reemplazando en (1.1)
AT _ Ap(zy) : T -

obtenemos que Z T = oy ©StO s6lo puede ocurrir si esta ecuacion es
ademaés igual a una constante —\. De modo que la funcién ¢ y la constante A
deben satisfacer lo que se conoce como el problema de Helmholtz de valores

propios:

A Ap = Q
{ @+ Ap=0en (), (12)

@ =0 en 0S.
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Por otro lado T = — ¢ AT, y por lo tanto la funcién que depende del tiempo
es una funcion periodica del tipo

T(t)=a coswt+bsenwt, donde w = ¢ V.

Queda entonces el problema (1.2) por resolver, y sucede que es uno muy
dificil. Solo se conocen soluciones explicitas para muy pocas regiones como
los rectangulos y los discos. Sin embargo sucede que el operador de Laplace
es el operador inverso de

Ll = / Gl €)£(€) de,

donde G(z,€) es la funcion de Green del operador de Laplace. Esta exis-
te siempre que () tenga una frontera suficientemente suave, ademas si €2 es
acotado se tiene que L es un operador compacto, por ser un operador inte-
gral de niicleo compacto. Por otro lado como el operador de Laplace es un
operador auto-adjunto entonces también lo es L. Como los valores propios
del operador de Laplace son los inversos multiplicativos de los valores pro-
pios de L, tenemos como consecuencia del teorema espectral para operadores
compactos y auto-adjuntos lo siguiente (Para mayor informacion sobre las
funciones de Green y la teoria espectral de operadores en espacios de Hilbert
recomendamos consultar los libros [3] y [10]):

Teorema 1.1.1. Los valores propios A de la ecuacion (1.2) forman un sub-
congunto discreto de niumeros reales positivos. Cada valor propio tiene multi-
plicidad geométrica finita y repitiéndolos de acuerdo con su multiplicidad se
tiene

0</\1</\2§)\3S"', h'm/\n:oo

n—0o0

Eziste una base ortonormal en L*(Q) de funciones propias (¢,),, en donde
cada p, satisface la ecuacion (1.2) con X = \,.

Ahora como la ecuacion de onda es una ecuacion en derivadas parciales
lineal, la suma de soluciones también es solucion. La solucion general de (1.1)
esta dada por:

o0

u(x,y,t):z<an cos \/An ct + by, sen\/)\_nct> on (2,7), (1.3)

n=0

donde los coeficientes a,, v b, se escogen de tal forma que u satisfaga las
condiciones iniciales, el teorema (1.1.1) nos garantiza que esto se puede hacer.
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1.2. Percepcién del sonido

Antes de continuar es de gran importancia para nosotros resaltar lo si-
guiente; nétese que u es la superposicion de funciones periddicas en el tiempo
con frecuencias % El aire, al estar en contacto con la membrana, se ex-
pande y contrae a las mismas frecuencias que esta; generando asi variaciones
de presion, las cuales se propagan a través del aire en forma de ondas longi-
tudinales. En un punto dado del espacio, la funcion de presion, p := p(t), del
aire puede ser modelada como la superposicion de funciones del tipo,

a coswt+bsenwt,

donde cada 3= es un armonico al cual vibra la membrana. Esta onda de pre-
sion llega a nuestros oidos, y hace vibrar a nuestro timpano, una membrana
circular muy parecida a un tambor. Pegado al timpano se encuentra un sis-
tema de palancas compuesto por los tres huesos mas pequenos del cuerpo
humano, el yunque, el martillo y el estribo, los cuales transmiten las vibra-
ciones a la coclea, un canal seccionado longitudinalmente en tres partes por
medio de dos membranas, y enrollado en forma de espiral (Ver la figura 1.2).
Lo que ocurre dentro de la coclea es de altisima complejidad y aun no se
entiende con exactitud. Una de las teorias con mayor aceptacion dice que
los fluidos contenidos en el interior de la coclea son estimulados por el estri-
bo, esto induce transferencias de sodio (Na™t) y potasio (K*) a través de las
membranas que dividen el canal. De esta forma se producen cambios en las
propiedades electroquimicas de estos fluidos las cuales son evaluadas por el
conjunto de células sensoriales que componen el llamado érgano de Corti, el
encargado en enviar las senales al cerebro para finalmente ser interpretadas
como un sonido. El lector que quiera informarse sobre este interesante tema
puede consultar [8]. En pocas palabras lo que escuchamos es la interpreta-
cion que hacen nuestro oido y cerebro de una onda compuesta de distintas
frecuencias con distintas amplitudes y fases. La complejidad de estas inter-
pretaciones hacen que dar respuesta a preguntas sobre nuestra predileccion
por las notas que suenan armoniosas, sea casi imposible desde un punto de
vista fisico o matematico, asi Pitagoras nos haya dado razones para pensar
lo contrario.

Cuando derivamos la ecuaciéon de onda dijimos que el campo gravitatorio
no afecta las frecuencias a las cuales esta vibra. La explicaciéon es sencilla, si
consideremos la fuerza de gravedad entonces (1.1) sufre una pequena altera-
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Estribo
(que seune ala
ventana oval)

Canales
semicirculares

Yunque
Martillo ' Nervio

vestibular

Nervio
cloclear

Canal auditvo Coclea

externo Cavidad
timpanica
Membrana Trompa de Eustaquio
timpanica Ventana
circular

Figura 1.2: Diagrama del oido humano.

cion y queda de la siguiente forma

vy — A+ G =0, si(z,y,t) € Qx(0,00),

v =0, si (z,y,t) € 02 x [0,00), (1.4)
v = h(z,y), sit=0, '
Ut:p<x7y)7 Sit:07

donde g es la aceleraciéon de un objeto debido a la gravedad. Para encontrar
la solucion de (1.4) basta resolver el problema de Poisson dado por
AAw+g=0, si(r,y) e, (1.5)
w =0, si (x,y) € 09. '

Sabemos que existe una funcion w que resuelve (1.5) y es independiente
del tiempo (ver [3]). Por otro lado hacemos f = h + w y resolvemos (1.1).
La funcion v = u — w sera la solucion de (1.4), donde sélo su componente u
depende del tiempo, de modo que las frecuencias de vibracion de la membrana
no se modifican al considerar la gravedad, como querfamos probar.

1.3. Membranas circulares

Ahora que hemos repasado algunos conceptos generales de la ecuacion de
onda, y del sonido, pasemos a analizar el caso particular que nos interesa.
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Consideraremos nuestra pandereta como una membrana circular fija en su
frontera. Afortunadamente, en el caso de las membranas circulares el proble-
ma de Helmholtz tiene soluciones explicitas. Escribiendo (1.2) en coordenadas
polares x = rcosf, y = rsenf, se obtienen los valores propios y las funciones
propias mediante la separacion de las variables r y 6 (ver por ejemplo [7]).
Seré conveniente el usos del doble indice (h, k) para indicar los valores y las
funciones propias que resuelven el problema de Helmholtz. En lo que sigue
emplearemos la siguiente notacion:

» Jp(2) es la funcion de Bessel de primera especie de orden h, h = 0,1, - -.

» & es el k—ésimo cero positivo de Jp,(z).

Teorema 1.3.1. Los wvalores propios de la ecuacion (1.2) en un disco de
radio R estan dados por

1 2
)\hk_(ﬁ’fhk> y hZO,l,,k:L

Para todo k > 1 el valor propio Ao, es simple y su espacio propio correspon-
diente estd generado por la funcion radialmente simétrica:

1
wor(r) = Jo(}—%ﬁow”), 0<r<R.

St h # 0, el valor propio A tiene multiplicidad geométrica 2. El espacio
correspondiente de funciones propias estd generado por

1 R 1
onk(r,0) = Jh(ﬁﬁhk r)cosk®, @upp(r,0) = Jh(ﬁﬁhk r) senk 6,
con)0<r<Ry0<60<2m.

Segtn (1.3), la solucion de la ecuacion de onda en una membrana circular
esta dada por

> 1
u(t,r,0) = Z (aor coswor t + cor senwoy t) Jo (E Eok T)

k=1

+ Z ((ahk COS Whi t + Cpx sen wpy t) cos (h0)
hk=1

1
+ (bpg coswpr t + dpg senwpy t) sen (h 9)) Jp, <§ Enk r) ,
(1.6)
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|
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x

Figura 1.3: Primeros ceros de Bessel: cada linea azul representa la posicion
de un cero de Bessel sobre la recta real. En la figura se representan todos los
ceros de Bessel menores que 12.

01 2 3 4 5 6 7 8 9 1011

X

Figura 1.4: En la figura se representan todos los ceros de Jy menores que 12.

en donde wpy = % Eui- Los coeficientes apg, bpk, chi Y dpi estan determinados
por las condiciones iniciales de velocidad y posicion. Las frecuencias que
contribuyen al sonido de una vibracién son entonces un escalamiento de los
ceros de las funciones de Bessel, por lo tanto es importante ver como estos
estdn distribuidos. La figura 1.3 muestra los valores de los primeros ceros,
y muestra que, en comparacion con las frecuencias en una flauta o en una
cuerda, ellos no se acomodan de forma tan regular. La figura 1.4 muestra la
distribucién de los primeros cuatro ceros de la funcion Jy, estos corresponden
a modos radialmente simétricos, curiosamente ellos parecen estar separados
por una misma distancia, tal como ocurre cuando se toca una cuerda o una
flauta. Seguramente si sélo escucharamos las frecuencias correspondiente a
estos ceros, el sonido de un tambor seria una nota definida como en los casos
de la cuerda y la flauta. Sabemos que esto no es asi. Ahora mostraremos
como estan concentrados los ceros, para esto tenemos una lista con todos
los ceros menores que cien, esto corresponde a un total de 1244 ceros (La
lista se obtuvo con la ayuda de |9]. En la figura 1.5 se muestra la densidad
de los ceros de Jy en un histograma, ellos tienen una distribuciéon bastante
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Figura 1.5: Histograma de los ceros de Jj.
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Figura 1.6: Histograma de los ceros de Bessel.

uniforme, casi como los ceros de senos y cosenos. En la figura 1.6 esta la
densidad de todos los ceros, es claro que a medida que crecen los ceros, ellos
estan mas juntos entre si.



Capitulo 2

La pandereta

Nuestro propoésito es realizar un anéalisis de sonido sobre algunas graba-
ciones de una pandereta, esto nos permitird determinar las frecuencias que
contribuyen a su sonido. En este capitulo exhibiremos con detalle el experi-
mento que se realizo.

2.1. El experimento

2.1.1. Montaje experimental

Describiremos la metodologia utilizada para hacer las grabaciones. En
un lugar silencioso, montamos un micréfono de estudio (DPA-4099T) en un
tripode, el microfono estaba dentro de un cilindro hecho de icopor y corcho,
dirigido hacia una pandereta sujeta por el borde con una prensa. La funciéon
del cilindro era aislar el sonido de la pandereta, de las reverberaciones debidas
a las paredes, el piso y demés objetos. La pandereta era una pandereta comin
de trece centimetros de radio, con marco de madera y parche de cuero a la
cual se le habian removido las sonajas. El micréfono estaba conectado a
una grabadora digital (Sony IC Recorder, ICD P210). Sobre la pandereta
colocamos un brazo con un electroiméan, este sostenia un balin metéalico que
cafa sobre la pandereta al abrir el circuito; este dispositivo nos permitia
percutir la pandereta en el mismo sitio y con la misma intensidad varias
veces. El montaje se muestra en las figuras 2.1 y 2.2. Ademas de tres balines
metalicos de distintos tamanos (los llamaremos M1, M2, M3; M1 es el balin
més grande y M3 el més pequeno), teniamos otros objetos para percutir

10
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Figura 2.1: En el experimento el micréfono apunta hacia una pandereta su-
jetada con un prensa.

la pandereta, estos eran dos bolas de goma, una roja y la otra negra (la
roja méas grande y pesada que la negra), y una baqueta de madera con la
punta revestida de caucho. Estos objetos se muestran en la figura 2.3. Si
vemos la solucion de la ecuacion de onda en una membrana circular, (1.6),
vemos que en ella aparecen los coeficientes apy, buk, Chr Y dpi, los cuales estéan
determinados por las condiciones iniciales; es decir, ellos dependen de la
forma en que se percute la membrana. Teniendo esto en cuenta, hicimos
varias grabaciones de la pandereta, percutiéndola en distintos lugares y con
los distintos objetos que ya mencionamos; también utilizamos la palma de
la mano. Los puntos donde percutimos la pandereta fueron: el centro, a una
distancia de dos centimetros del centro y a una distancia de tres centimetros
del borde tal como se muestra en la figura 2.4. En el caso de los balines, se
posicionaba la pandereta de forma que los balines caian en el punto deseado y
al rebotar en la pandereta cafan sobre una manta, de esta forma no producian
ningun ruido. Las bolas de goma se soltaban con la mano desde el mismo
punto que los balines; y en el caso de la baqueta y la palma se intentaba
tocar siempre en el mismo lugar y con la misma intensidad. Cada grabacion
hecha consiste en varias repeticiones (de cuatro a seis) de un mismo tipo
de percusion. Por ejemplo, la primera grabaciéon contiene cuatro repeticiones
del sonido de la pandereta percutida por el balin M3 cerca del centro. Se
hacian varias repeticiones de cada tipo de toque, para ver si los datos eran
consistentes y asi verificar que las grabaciones estuvieran bien hechas. La
figura 2.5 muestra la bitacora con las grabaciones.

Una vez terminadas estas grabaciones cambiamos nuestro micréfono de
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Figura 2.2: Sobre la pandereta se encuentra un electroiman que deja caer
balines sobre la misma parte de la pandereta y con la misma intensidad.

Figura 2.3: En la figura se muestran los objetos utilizados para percutir la
pandereta.
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Figura 2.4: Puntos donde se percuti6 la pandereta.

Grabaciéon no. | Objeto de percusion | Lugar de Percusion
1 Balin M3 Cerca del centro
2 Balin M2 Cerca del centro
3 Balin M1 Cerca del centro
4 Bola roja Cerca del centro
5 Bola negra Cerca del centro
6 Balin M3 Centro
7 Balin M2 Centro
8 Balin M1 Centro
9 Bola roja Centro
10 Bola negra Centro
11 Balin M3 Lateral
12 Bola roja Lateral
13 Bola negra Lateral
14 Baqueta Centro
15 Baqueta Cerca del centro
16 Baqueta Lateral

Figura 2.5: Bitacora de las grabaciones hechas con el micréfono de estudio.
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Grabaciéon no. | Objeto de percusion | Lugar de Percusiéon
29 Balin M3 Centro
30 Bola roja Centro
31 Bola negra Centro
32 Balin M3 Lateral
33 Bola roja Lateral
34 Bola negra Lateral

Figura 2.6: Bitacora de las grabaciones hechas con el micréfono de contacto.

estudio por un micréfono de contacto (Selmer 723). Estos son microfonos
que registran las vibraciones de un objeto estando en contacto fisico con él.
Luego de pegar este micréfono al marco de la pandereta y conectarlo a la
grabadora digital, seguimos el mismo procedimiento descrito anteriormente
para hacer nuevas grabaciones, la bitacora de estas se muestra en la figura
2.6.

2.1.2. Analisis de sonido

La grabadora digital guarda sus registros en formato DVF (Digital Voice
File, extension: *.dvf), estos los podemos convertir al formato WAV (Wa-
ve Form Audio File) utilizando el programa Digital Voice Editor 3.3.01 de
Sony®. Este programa nos permite también, para cada grabacion, aislar ca-
da una de las repeticiones en las que se toca la pandereta, de esta forma las
guardamos por separado. Ya con los archivos en el formato WAV podemos
empezar nuestro analisis de sonido, para esto usaremos el programa de co-
digo abierto SND version 11.6 el cual fue desarrollado por Bill Schottstaedt
para CCRMA (Center for Computer Research in Music and Acoustics) de
la Universidad de Stanford. SND nos permite abrir un archivo de audio en
formato WAV y nos lo muestra como el manchén en la figura 2.7, esta es en
realidad la funcién que describe la presion del aire con respecto al tiempo tal
cual la capta el microfono (En la figura el tiempo estd dado en segundos).
Si visualizamos la grafica en un lapso de tiempo pequeno veremos lo que se
muestra en la figura 2.8, una funciéon de la cual parece dificil discernir algin
patron o informacién sobre el sonido que esta representa. Los datos conteni-
dos en el archivo de audio son en realidad un conjunto finito de puntos, cada
punto representa la presion del aire en un instante de tiempo; las figuras 2.7
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Figura 2.7: Onda de presion tal cual la capta el micréfono.

y 2.8 muestran una interpolacion de estos datos. Afortunadamente contamos
con una herramienta capaz de traducir una funcién de onda de este tipo
a un lenguaje comprensible. Sabemos que una funcién, g, de periodo T' se
puede descomponer como la suma de funciones exponenciales (Ver [7]) de la
siguiente forma,

[e.9]
127rk:t

17
gt) = > cre 7 ', donde, ¢ = T/o g(t)e™ Tt at. (2.1)

k=—o00

Las frecuencias que contribuyen a la funciéon son de la forma f;, = % y sus
contribuciones dependen de los coeficientes ¢, v c_i. La herramienta de la
que hablamos se conoce como la transformada discreta de Fourier (DFT). La
transformada interpreta un conjunto de datos {(]WT, Lj):j=0.... N} como
puntos pertenecientes a la grafica de una funciéon de periodo T, y aproxima
la contribuciéon de cada frecuencia a dicha funcién, por medio de la siguiente

expresion:
N

_i2mj
Fk: E Lje T k,

J=0
en nuestro caso L; es el dato correspondiente a la presion del aire en el tiempo
JWT; podemos apreciar que esta féormula es simplemente la version discreta de
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Figura 2.8: Detalle ampliado de la onda de presion.

la integral de (2.1). De esté forma el nimero Fj, da cuenta de la contribucion
de la frecuencia f;. El programa SND utiliza un algoritmo conocido como
FFT (transformada rapida de Fourier) para calcular la DET. El resultado
es un diagrama de las frecuencias que componen la onda de presion, por
ejemplo la figura 2.9 muestra la descomposicion en frecuencias de la funcion
de presion de la grabacion ntumero diez, parte tres. Los niimeros en la parte
superior derecha son las frecuencias correspondientes a los picos mas altos. De
la figura 2.9 podemos decir que las frecuencias que mas contribuyen son 220,
247, 296 y 351 Hz. Al parecer nuestro oido tiene una clase de transformada
de Fourier, ya que tenemos la capacidad de identificar las frecuencias en los
sonidos que escuchamos; los musicos hacen esto con gran precisiéon. Para
mayor informacion sobre los métodos DFT y FFT referimos al lector a [4].

2.2. El espectro sonoro

La tarea ahora era mirar la transformada de Fourier de cada una de las
grabaciones y ver cuales eran las frecuencias que aparecian, esto nos permi-
tiria determinar cuales eran las frecuencias méas importantes y si aparecian
cuando se tocaba el centro de la pandereta o cuando se tocaba el borde. Lo
primero que vimos era que a excepcion de los toques hechos con la palma de
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Figura 2.9: Grafico de la transformada discreta de Fourier para la grabacion
no. 10 parte 3.

la mano (por esta razéon no estan incluidas en la bitacora), las grabaciones
tenfan unas frecuencias claramente definidas y contenian una cantidad redu-
cida de ruido. Otra indicaciéon de que las grabaciones estaban bien hechas
era que las repeticiones correspondientes a la misma grabacién mostraban
espectros muy similares en el anélisis de frecuencias. A su vez, en las gra-
baciones que compartian el sitio de percusion de la pandereta, participaban
frecuencias muy similares con contribuciones muy similares. Decidimos en-
tonces hacer nuestras observaciones por grupos conformados de la siguiente
forma:

Grupo A: Grabaciones 1, 2, 3, 4 y 5 (golpes cerca del centro)
» Grupo B: Grabaciones 6, 7, 8, 9 y 10 (golpes en el centro)

= Grupo C: Grabaciones 11, 12, y 13 (golpes en el borde)

» Grupo D: Grabacion 14 (golpes en el centro con baqueta)

» Grupo E: Grabacion 15 (golpes cerca del centro con baqueta)
= Grupo F: Grabacion 16 (golpes en el borde con baqueta)

» Grupo G: Grabaciones 29, 30 y 31 (golpes en el centro)

» Grupo H: Grabaciones 32, 33 y 34 (golpes en el borde)

Para cada uno de estos grupos registramos las frecuencias con algunas ob-
servaciones; los datos se encuentran en la figura 2.10. Las frecuencias estan
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Grupo A Grupo B Grupo C Grupo D
Cerca del centro Centro Borde Centro
218, 245 245 218, 245 | 220, 247, 297, 352
348 218 297, 350 140
294, 190 350
355 296
Grupo E Grupo F | Grupo G Grupo H
Cerca del centro Borde Centro Borde
140, 220, 245, 299 141, 248 161 162
331 222, 299 258, 282 261, 284
352 332, 354 | 352, 380, 404 356, 384

Figura 2.10: Contribucion de las frecuencias. Para cada uno de los grupos las
frecuencias se encuentran ordenadas de arriba hacia abajo en orden de mayor
contribuciéon a menor contribucién. Frecuencias en la misma fila tenfan una
contribucién similar en el grupo.

dadas en Hz y organizadas de acuerdo a su contribucién; las que se encuen-

tran

mas arriba son las que mas contribuyeron al sonido.

Observaciones adicionales:

En gran parte de las grabaciones de los grupos A, B y C, parece haber
una contribuciéon importante dada por frecuencias entre 131 y 143 Hz,
pero no se detecta ningun pico claro. Posteriormente en los grupos D,
E y F se detectaron picos muy marcados en 140 y 141 Hz.

En los grupos D y E, aunque se detectaron siempre frecuencias muy
similares, sus contribuciones variaban considerablemente de golpe en
golpe, por esto no pudimos ordenar las frecuencias en orden de contri-
bucién con precision.

Observaciones generales:

Las contribuciones varian dependiendo del lugar y forma de percusion.

Hay frecuencias que estan muy cerca de otras, de los datos que tenemos
no podemos distinguir si se trata de una o mas frecuencias.

En los grupos G y H, los que contienen grabaciones hechas con el mi-
crofono de contacto, aparecen frecuencias muy distintas a las de los
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Figura 2.11: Frecuencias identificadas en el sonido de la pandereta. Cada
barra representa un grupo de frecuencias cercanas, el ancho de la barra es
equivalente al ancho del intervalo donde estan frecuencias.

demas grupos. La tnica frecuencia que parece coincidir es la que esta
entre 350 y 356 Hz.

Frecuencias que varian con el lugar y forma de percusion:

= En el grupo B (golpe en el centro) la frecuencia 245 se distingue por
encima de las otras, a diferencia de los grupos A y C en los cuales tiene
la misma contribucién que la frecuencia 218.

» En el grupo G (golpe en el centro) aparece la frecuencia 404 mientras
que esta no se distingue en el grupo H.

» En los grupos E y F (golpe cerca del centro y en el borde con la baqueta)
aparece una frecuencia entre 331 y 332 Hz, la cual no se ve en ninguno
de los grupos anteriores.

Como no podemos distinguir entre las frecuencias que estan muy cerca las
agruparemos por intervalos. Para cada intervalo tomaremos un promedio
teniendo en cuenta las veces que cada valor individual aparece en los grupos,
para asi crear una lista con todas las frecuencias distinguibles. Los intervalos,
y las frecuencias promedio se muestran en la figura 2.11. La siguiente es la
lista de las frecuencias promediadas: 141, 161, 190, 219, 246, 259, 283, 297,
331, 353, 382, 404.

2.3. Analisis de resultados

Lo primero que llama nuestra atencion es que las frecuencias detectadas
por cada uno de los micréfonos no coinciden, sin embargo confiamos en los re-
sultados obtenidos debido a que cada micr6fono mostraba siempre resultados
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muy similares. En general los micréfonos son transductores electroacisticos,
en el caso de nuestro primer microfono las ondas de presion en el aire hacen
vibrar un diafragma al que estda pegada una bobina sometida a un campo
magnético, al vibrar, se induce una corriente en la bobina, de esta forma la
onda de presion es convertida en una senal de voltaje. El segundo micréfono
funciona con un material piezo-eléctrico, estos son materiales que acumulan
carga debido a la presion mecanica ejercida sobre ellos, convirtiendo asi las
vibraciones del micréfono mismo en una senal de voltaje. Vemos que los mi-
crofonos ademas de funcionar de maneras distintas toman las vibraciones de
medios distintos, el aire y el marco de madera, es posible que en estas dife-
rencias existan muchos factores que afecten la senal de voltaje que finalmente
se captura, de modo que es razonable que un micréfono detecte frecuencias
que el otro no detecta y viceversa. Otra observacion interesante es que las
frecuencias que contribuyen al sonido y su intensidad varian dependiendo del
modo y lugar de percusion, tal como lo predice la teoria. Es de esperarse que
al tocar el centro aparezcan frecuencias correspondientes a modos radialmen-
te simétricos o que su intensidad aumente, esto nos lleva a especular que las
frecuencias 245 y 404 corresponden a modos radialmente simétricos.

2.3.1. La velocidad de propagacion

A continuaciéon haremos una comparacion de las frecuencias que hallamos
con los ceros de las funciones de Bessel. Sabemos que las frecuencias que
deberian sonar son los ceros de las funciones de Bessel multiplicados por un
escalar, y que ese escalar depende del radio de la pandereta y de la velocidad
de propagacion de las ondas en el parche de cuero. Existe una forma de
determinar la velocidad de propagacion de las ondas en un tambor circular.
El experimento consiste en excitar la membrana del tambor por medio de un
parlante que vibra a una frecuencia conocida, sobre el tambor se esparce arena
fina, y se varia la frecuencia del parlante. Cuando la frecuencia del parlante
esté cerca de una de las frecuencias naturales del tambor, entonces en él se
establece el modo de vibracion correspondiente a esa frecuencia natural. En el
momento en que esto sucede, se observa que las particulas de arena empiezan
a saltar y se acomodan sobre el tambor formando figuras geométricas. Se sabe
que la arena finalmente se acomoda sobre las lineas nodales del modo que
se establece en la membrana, es decir, en los puntos donde la membrana no
se mueve. En el caso de la frecuencia fundamental todas las particulas de
arena se desplazan hacia el borde. Nosotros recreamos este experimento y
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Figura 2.12: Posicion final de la arena tras excitar la membrana de la pan-
dereta con un parlante vibrando a una frecuencia de 60 Hz.

obtuvimos que la frecuencia fundamental de nuestra pandereta es de 60 Hz.
La foto de la posiciéon final de la arena se muestra en la figura 2.12. Una vez
que se conoce la frecuencia fundamental podemos usar la relacion

c
Whie = 27 fri = Eghk (2.2)

para determinar la velocidad de propagacion:

~ 2w x 60 x0,13
€01

Podemos nuevamente utilizar (2.2) para encontrar las frecuencias que de-
berian sonar segtin el modelo. En la figura 2.13 se hace una comparacion de
estas frecuencias con las capturadas por el micréfono. Podemos decir algunas
cosas sobre las frecuencias:

c

~204 2.
S

= Las frecuencias en la pandereta no siguen ningin patron sencillo. Esta
es posiblemente la razon por la cual la pandereta no suene con una nota
definida.

» La frecuencia fundamental no fue detectada por ninguno de los micro-
fonos, esto lo sabemos con certeza ya que si 141 fuera la frecuencia
fundamental, la segunda frecuencia deberia ser 1.59 veces este valor, es
decir alrededor de 224, el cual estd muy lejos de 161.
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Figura 2.13: Comparacion de las frecuencias teoricas (en rojo) contra las
experimentales (en negro).

= La teoria nos dice que hay frecuencias que estan muy cerca, y en estos
casos, cuando se hacen mediciones, es muy dificil decir si en un intervalo
pequeno hay una o més frecuencias.

= No se escucharon frecuencias mayores a 410 Hz, probablemente las fre-
cuencias altas se disipaban muy rapido.

y especular sobre otras:

= Creemos que la primera frecuencia que se escucha es la correspondiente
al cero radial £yo. Segun [11], la pandereta y el timbal parecen diferir
en esta propiedad, ya que en éste la frecuencia mas baja que se escucha
es la correspondiente al modo & ;.

= Segin nuestro grafico la correspondencia de las frecuencias con los ceros
de las funciones de Bessel serfa la siguiente: 141 - £y, 161 - &34, 190 -
€11, 219 - &51, 246 - &1, 209 - &13, 283 - &71, 297 - Epa, 331 - £14, 353
- 43, 382 - 11,1, 404 - &35

Por tltimo, queremos comentar algo sobre la multiplicidad de los valores
propios del problema de Helmholtz (1.2). Usando s6lo un micréfono, es dificil
saber cual es la multiplicidad de los valores propios, sin embargo esto es en

teoria posible. Por ejemplo en el caso de una membrana rectangular se conoce

que los valores propios son de la forma (Z—; + Tg—;) 72, donde a y b son las

dimensiones de los lados del rectangulo, n y m son ntmeros naturales (todo
estd hecho con detalle en [7]). Si el rectangulo es de dimensiones a = 1y
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Figura 2.14: Al modificar uno de los lados del rectangulo, los valores propios
con multiplicidad mayor que uno se dividen en varios valores propios. Las
lineas negras representan los valores propios del rectangulo inicial, y las rojas
representan los valores propios del rectangulo modificado.

b = 2 entonces los nimeros n =1 m =4 y n = 2 m = 2 generan el mismo
valor propio y por lo tanto el espacio propio asociado a este es de dimension
dos. Pero si tenemos s6lo una lista de los valores propios ;Cémo podemos
saber la multiplicidad de cada uno? Si modificamos uno de los lados del
rectangulo en una cantidad muy pequena, y vemos cuales son los valores
propios para el nuevo rectidngulo sucede algo muy interesante; los valores
propios que tenian multiplicidad uno permanecen casi iguales, mientras que
los que tenfan multiplicidad mayor a uno se dividen en varios valores propios.
En la figura 2.14 se muestra esto, ahi las lineas negras representan los valores
propios del rectangulo original mientras que las negras representan los valores
propios del rectangulo modificado. Al igual que con el cuadrado esperamos
que al modificar ligeramente el marco de la pandereta, por ejemplo haciéndola
un poco ovalada, los valores propios de multiplicidad mayor a uno se dividan.
Sin embargo, observar esto con un micréfono seria muy dificil, ya que, como
en el ejemplo, estos cambios deben ser muy sutiles y por lo tanto dificiles de
detectar. Este problema lo abordaremos nuevamente en el capitulo tres.



Capitulo 3

Escuchando el Area de un tambor

Todo fabricante de instrumentos musicales sabe que el sonido de un ins-
trumento depende de su forma, podria uno entonces preguntarse, ; Qué tanta
informacion sobre la geometria de un instrumento viaja en el sonido de este?
En 1966 el fisico y matematico, Mark Kac, plante6 este problema al pregun-
tarse si se podia escuchar la forma de un tambor ([5]). Actualmente se conoce
que la respuesta a esta pregunta es negativa; existen membranas de distintas
formas con espectros sonoros idénticos (Ver [1]). Sin embargo se pueden saber
algunas cosas; en ([5]), Kac da una férmula para calcular el area de un tambor
a partir de su espectro sonoro. De hecho el problema de determinar el area
viene de algunos anos antes; ya en 1910 H. Lorentz habia conjeturado, con
respecto a un problema de radiaciéon en cuerpos completamente reflectantes,
que las frecuencias de las ondas estacionarias que se forman en el cuerpo
tienen un comportamiento asintotico que depende tnicamente del volumen
del cuerpo. La conjetura puede ser extendida a otros problemas modelados
por la ecuacion de onda; en el caso del tambor la conjetura toma la siguiente
forma:

lim M = @,

n—00 A 4
donde N (M) es el numero de valores propios que satisfacen (1.2) y son me-
nores a A, y || es el area del tambor. Poco tiempo después la conjetura fue
demostrada por Herman Weyl, y la ecuaciéon anterior se conoce actualmente
como formula de Weyl.

En este capitulo repasaremos la prueba de Kac de su férmula, resultado
que desafia el sentido comin; ; Cémo es posible que, sin verlo, se pueda cono-
cer informacion sobre el tamano de un tambor, simplemente escuchando su

24
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sonido? Problemas similares aparecen cominmente en la fisica matematica,
estos se conocen como problemas inversos, y Kac con su articulo acerca de
los tambores ([5]) inspir6 a muchisimos cientificos a trabajar en este tipo
de problemas. Al final analizaremos la validez experimental de esta formula
mostrando algunos calculos numéricos.

3.1. Una férmula para el area

La idea ahora es mostrar la prueba de Kac explicando algunos argumentos
que el omite, utilizaremos ademés el principio del maximo para la ecuacion
del calor para desarrollar parte de la prueba como una alternativa a la de-
mostracion de Kac.

Teorema 3.1.1. (Formula de Kac para el drea de una membrana)
Sean ¢ la velocidad de propagacion de las ondas en un tambor, € la region
del plano que constituye la membrana del tambor, y N\, los valores propios
del problema:

(3.1)

Ap, + A, =0, si T €S,
on =0, st 7€ 0,

entonces se tiene que

. 2 -2t |
lim <47rc t;e ) =1Q]|. (3.2)

Aqui |Q] representa el area del tambor en consideracion. En lo que sigue
supondremos que cada ¢, esta normalizada de tal forma que [[¢?2 d7Z = 1.
Q

Sin perder de vista estas frecuencias fundamentales y usando su intui-
cion fisica como guia, Mark Kac, pasa a un contexto fisico distinto; més
precisamente, pasa a analizar el problema a través de procesos de difusion.
Considerando una sustancia, concentrada inicialmente en un tnico punto,
que se difunde a de través la region €2, y es absorbida en la frontera, se
vuelve al mismo problema de valores propios que para la ecuacién de onda
(3.1). La descripcion matematica de este nuevo problema es la siguiente: Sea
Po(zy| 7;t) la funcién que describe la concentracion de la sustancia en el
punto ¥ y tiempo t, y que estaba inicialmente concentrada en el punto xy.
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Entonces Po(%g | Z;t) satisface

o _ 2 APy =0, si (#,t) € Q x (0,00),
Po(z | 5t) — 0, si # tiende a un punto de frontera,  (3.3)

Po(zo | Z5t) — 0(Z — 2p), sit—0.

Resolviendo por el método de separacion de variables llegamos a lo siguiente:

Po( | #51) =Y e o, 8(F = ) pul@) = Y _ e o (40)on(E).
n=1 n=1

(3.4)
Donde los A\, ¥ ¢, son los mismos que en (3.1), y (, ) denota el producto
interno usual en L?.

Existe un motivo por el cual Mark Kac traslada el problema a este con-
texto; la razon es que existen soluciones explicitas para dos problemas parti-
culares, las cuales acotan a Po(2q | Z;t) superior e inferiormente. Analicemos
el primero de estos problemas; se trata de una sustancia que se encuentra
inicialmente concentrada en el punto zp, y que a partir del tiempo ¢ = 0 se
difunde libremente en el plano. La solucién de este problema la llamaremos
Py, esta se conoce explicitamente y esta dada por (ver [3])

1 _lz—all
= ——e 4c2t .
At

Probemos entonces que Pqo(7g | ;t) < Py(2| Z;t), para esto introducimos el
principio del maximo para la ecuaciéon del calor.

Po(xo | 75t)

Teorema 3.1.2. (Principio del mdzrimo para la ecuacion del ca-
lor) Supongamos que F(t,7) < 0 modela una fuente calorica. Sea u €
C*() N C(Q) una solucion de la ecuacion diferencial

uy = Au+ F(t,7),
entonces el mdaximo global de u ocurre cuando t =0 o cuando ¥ € 0.

La demostracion de este teorema se encuentra en |7]. Consideremos la
funcion Q = Po(2o | Z;t) — Py(zp | 75 t), tenemos que @ es solucion débil del
problema

%—? — C2AQ = 0, o €n QTa
Q=h(t7)=—rime 2, endQx (0,7, (3.5)

Q =0, en Q2 x {t =0},
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donde T' > 0 es un tiempo positivo cualquiera y Qp = Q x (0, T]. Probaremos
primero que @ € C* (Qr). Por un lado la funcion h € C* ((Q\ A) x [0,77),
donde A es cualquier abierto que contenga al punto z3. De esta forma h se
puede extender suavemente a )y, denotaremos por h a la extension de h.
Ahora sea W = @ — h entonces W satisface:

8_W — CQAW = —ItLt —|— C2A}AZ7 cn QT,

at
W =0, en 082 x (0,7]
W =0, en Q x {t =0},

Para probar que W es suave recurrimos a un teorema de regularidad exhibido
en [3].

Teorema 3.1.3. Sea L un operador eliptico, f € C> (QT) yge C® (QT),
entonces existe una unica solucion u € C'™ (QT) del problema:

u— Lu=g, enQp,

u =0, en 092 x (0,T]
u=f, en Q x {t =0}.
En nuestro caso tomamos L = —A y obtenemos que W € C* (QT) y por

lo tanto ) € C*° (QT). Aplicando el principio del méximo para la ecuacion
del calor a ) con las condiciones dadas en (3.5) obtenemos que @ < 0, es
decir Pyo(zp | #5t) < Po(2g | 25 t).
Tenemos entonces una cota superior para P,
1 el 1

e~ 22 | en particular, Po(2|2p;t) < .
T Ar Pt P (%] %o )_47T02t

(3.6)

Ahora consideremos un cuadrado S de lado a y con centro xy, que esté com-
pletamente contenido en {2 y cuya frontera sea completamente absorbente. Si
denotamos por Ps(7g | Z;t) la funcion de densidad de la sustancia, entonces
Pg satisface lo siguiente:

o — 2 APs =0, si (Z,t) € S x (0,00),
Ps(zy | Z5t) — 0, si & tiende a un punto de frontera de S,

Ps(2g | 75t) — 0(F — xp), sit— 0.
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Utilizando separacion de variables en las componentes espaciales (ver [7]) se
llega a que Ps esta dada explicitamente por

4> 2 | 2 2.2
Ps(zo | Z5t) = = sen (%) sen <%> exp {_(m +:2)C T t} X

n,m=1

(x—onr% ) (y—yoJr% )
sen | ———2nn)sen | ¥——=m7w|.
a a

En particular para ¥ = zj se tiene

L 4 m? + n?) e 2
Ps($0|1‘0;t):? Z exp {—( aQ) t.

impares

Nuevamente definimos @ = Pg(2 | Z;t) — Po(2g | &;t), asi @) satisface con-
diciones analogas a (3.5). Con estas hipotesis y con los mismos argumentos
que siguen a (3.5), se comprueba que ) < 0y por lo tanto

1
A2t

Ps(zo | 20;t) < Po(2o | 2o5t) < (3.7)

2 2
Por otro lado, sea a = <5

> dexp [— m ) t] = 4; > exp [— ((m\/z)2 + (n\/f)z) oz] ,

2
a n,m

impares impares

donde
4t Z exp [— ((m\/%)2 + (n\/i)2> a} (3.8)

impares

es una suma de Riemann para la integral

// —(@*+y?) da:dy—//rero‘der— 4 —,
4o 4mce

donde las particiones se toman como cuadrados de lado 2v/t, tal como se
muestra en la figura 3.1. Ahora, cuando t tiende a cero el didmetro de las
particiones se hace infinitamente pequeno y por lo tanto (3.8) converge a
y por lo tanto Ps(%q | Zp;t) —

2
Ar 2
cuanto ¢ — 0. Tenemos entonces que

< 1
~Arc?t

47r(32 t

Pg(ap |
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AN
—— \
Wi (nv/t, mv/t)

Figura 3.1: Se parte el primer cuadrante de R? en infinitos cuadrados de lado
24/t v se considera la suma de Riemann correspondiente a esta particion,
donde la funcién es evaluada en el centro de cada cuadrado.

y Ps — —=-, ademés esta convergencia es independiente de g, por lo tanto
47r t? 9 _ S ) )
podemos decir que 4wc*tPyo(zy | £p;t) — 1 uniformemente cuando t — 0, a
- ) _ oo — At 20,2 :
su vez Po(zy|2o;t) = > . e < Mty2()) converge uniformemente a una

funcién infinitamente diferenciable para cualquier ¢ > 0. Integrando sobre {2
obtenemos lo siguiente:

//<lim47r02tPQ(fo|fo;t)> dzg = (9],
t—0
Q

pero

// hm47rc t Po(z0 | Zo; )> dzp zling 4WCQt//PQ(l'_6|l'_6;t) dzp |,
—
Q
_ 7z —c At — 2 At
_%1_13% A7 * tZe // ') A —11m<47rc tZe >

. / — 2 . . L4
Se tiene lim; g <47T Aty e Ant) = |Q|; una formula asintotica para el

drea de la membrana.
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3.2. El sonido de &

Antes de verificar la validez experimental de la féormula, haremos algunos
calculos numéricos para mostrar que la féormula funciona en un caso particu-
lar. Para esto consideremos una membrana circular de radio 1my ¢ = 1m/s,
la formula de Kac dice que

lim | 4mt Z T (3.9)
t—0
m,n

Aproximaremos este limite de forma numérica, para esto tenemos una lista
con todos los ceros de las funciones de Bessel menores a 100 (un total de 1244
ceros), los cuales ordenaremos y llamaremos &,,. Cuando los organizamos de
esta forma, tenemos en cuenta la multiplicidad, los ceros correspondientes a
modos radiales se cuentan soélo una vez, el resto se cuentan dos veces. Lo que
haremos seréa cortar la serie infinita en un niimero N, y haremos variar t en
la expresion

N
S(Nt) =dmt Y et (3.10)
n=1

El comportamiento de S(N,t) con respecto a % se muestra en la figura 3.2,
en este caso N = 200, podemos observar que S(N,t) alcanza un maximo. Si
se hace lo mismo para distintos valores de N se obtiene algo como lo que se
muestra en la figura 3.3, aqui se tiene una sucesion de funciones (S(IV, 1)),
cada funcion tiene un maximo, y los maximos forman una sucesion creciente
que debe converger a 7. La linea negra corresponde a una extrapolacion de
los maximos, esta se hizo teniendo en cuenta que la sucesion debe converger
y observando el comportamiento de estos que se asemeja a una funcion del
tipo

f(x)z—i—i-b,cona, b, ¢ > 0.
:L.C

Los valores de a, b y ¢ se calcularon escogiendo tres maximos igualmente es-
paciados (N = 400, N = 700, N = 1000), con las coordenadas de estos salen
tres ecuaciones con tres incognitas las cuales se resuelven para encontrar los
valores deseados. En este caso obtuvimos a = 6,107, b = 3,1422 y ¢ = 0,501.
El valor de b sera el valor hacia el cual converge esta funcion, este seré nuestro
estimativo del valor hacia el cual converge la sucesién de maximos en consi-
deracion. La extrapolacion es necesaria debido a que al aumentar bastante el
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Figura 3.3: Grafica de S(N,t) con respecto a 1 (N = 200, 300, ...1000).

corte N, la suma (3.10) no cambia mucho y se necesitan muchisimos valores
propios para acercarse lo suficiente al limite. Vemos que el valor obtenido de b
es bastante cercano a m, como se esperaba y se pretendia mostrar. Esta seria
una representacion de m que proviene del sonido de una membrana circular.

3.3. Validez experimental de la férmula

En esta secciéon repetiremos lo que se hizo en la seccién anterior pero con
las frecuencias medidas en el experimento. En el capitulo anterior hicimos una
correspondencia entre cada una de las frecuencias y los ceros de las funciones



3.3. VALIDEZ EXPERIMENTAL DE LA FORMULA 32

¥
0.015+ 4
{1
it
0.010+ §
!.
0.005 + ===
0.000 = :
l le+07 2e+07
X

Figura 3.4: Grafica de S(IV,t) con respecto a % para las frecuencias experi-
mentales. En este caso son pocas las frecuencias disponibles; el N mas grande
es 22.

de Bessel, usaremos esta para decidir la multiplicidad de los valores propios,
las frecuencias con un cero correspondiente del tipo &, tendran multiplicidad
uno, el resto tendran multiplicidad 2. Las frecuencias que se contaran so6lo una
vez son 141 y 297. La velocidad con la que trabajaremos sera de 20,4 metros
por segundo. Esta velocidad es un poco baja en comparacion con velocidades
medidas en tambores més grandes, en los cuales se han registrado velocidades
de alrededor de 100 metros por segundo (Ver [2]), sin embargo, no esta por
fuera del orden de magnitud de estas velocidades. Con estos datos hicimos
lo mismo que en la seccion anterior, esta vez la suma en consideracion seria

N
S(N,t) = 5219t Y e~ @rfree)’

n=1

donde frec, es la enésima frecuencia (contando considerando la multipli-
cidad). Los valores de los parametros para la linea de tendencia fueron
a=91x107, b = 0,019, ¢ = 1,64, segtin esto el area de la pandereta es
de 0,019 m?; la gréafica de las sumas S(N,t) se muestran en la figura 3.4. De
esta forma tenemos que
area 0,019
T T ooy b

Esto nos indica que la formula no es precisa si no se tienen suficientes frecuen-
cias medidas. Sin embargo, el orden de magnitud es correcto, de esta forma
podemos concluir que la formula no es del todo invalida experimentalmente.



Capitulo 4

Conclusiones y perspectivas

Usando tecnologia casera pudimos medir con buena precision las frecuen-
cias que contribuyen al sonido de una pandereta. Desde la teoria sabiamos
que habian frecuencias muy cercanas y por esto el experimento no nos permi-
tirfa identificarlas a todas, sin embargo, se detecté6 un buen ntmero de ellas
(doce), y se ajustaron bastante bien al modelo tedrico. Para futuros expe-
rimentos se puede aplicar el método de las configuraciones de Chladni, tal
como lo hacen en los articulos [11] y [12]; esta técnica permite identificar las
frecuencias con los ceros de las funciones de Bessel correspondientes de ma-
nera certera. En el momento estamos preparando un experimento para hacer
un analisis de sonido de una caja vallenata, un instrumento tipico colom-
biano usado para tocar la musica del Vallenato. Este es un instrumento muy
profesional, y a diferencia de la pandereta su membrana consiste de un ace-
tato plastico, el cual es homogéneo y no tiene imperfecciones como el cuero.
El énfasis en los nuevos experimentos serd en las configuraciones de Chladni
que, como dijimos, nos ayudaran a determinar con certeza la corresponden-
cia entre los ceros de las funciones de Bessel y las frecuencias encontradas.
En este trabajo ya tuvimos una primera experiencia exitosa con este método
que nos permitié determinar la frecuencia fundamental. En relacion con la
formula de Kac, no conocemos ningtin método que nos permita identificar
la multiplicidad de los valores propios a partir de su sonido sin cambiar la
geometria del tambor. De esta manera, en la practica, la pregunta planteada
por Kac es en realidad mucho mas dificil ya que, aun teniendo una férmu-
la que da informacion sobre la geometria del tambor, su aplicacion requiere
informacion que es dificil de obtener. Ademas vimos en la secciéon 3.2 que
la sucesion de los maximos de (S(IV,t)), converge muy lentamente, y son

33
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necesarios muchos valores propios para dar un estimativo preciso; anadiendo
asi otra dificultad experimental.
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