Vol. XVIII, NO 1, Junio (2010)

Matematicas:
Matematicas: 83-88

Enseiianza Universitaria
(©Escuela Regional de Matematicas
Universidad del Valle - Colombia

Acotaciéon uniforme de los operadores de Toeplitz que actiian en
espacios de Bergman con peso

Ernesto Prieto S.
Universidad Tecnologica de Pereira

Recibido Feb. 19, 2010 Aceptado Abr. 21, 2010

Abstract
In this paper we give conditions for a family 7, of Toeplitz operators with continuous radial
symbol on weighted Bergman spaces A7 (C) to be uniformly bounded.
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Resumen
En este articulo damos condiciones para que una familia T, de operadores de Toeplitz, con
simbolo radial continuo, en un espacio de Bergman con peso A7 (C), sea uniformemente acotado.

Palabras y frases claves: Espacio de Bergman, acotaciéon uniforme, operador de Toeplitz

1 Introduccién

Los operadores de Toeplitz han sido ampliamente estudiados para diversos do-
minios. En el caso del espacio de Bergman A?(D) donde D es el disco unitario
N. L.Vasilievski [9] demostrd que el operador de Toeplitz con simbolo radial es
unitariamente equivalente a un operador de multiplicacién. En [10] para el caso de
simbolos radiales se estudia el comportamiento de diferentes propiedades (Acota-
cion, compacidad, propiedades espectrales, etc.) de los operadores de Toeplitz
Té)‘) actuando en los espacios de Bergman con peso A3 (D) sobre el disco unitario
D, en dependencia del parametro A y se compara el comportamiento del limite
cuando A — 400 con las correspondientes propiedades del sfmbolo inicial a.

Para un estudio en la bola de C™ se puede ver [8].

En [6] usando el metodo de cuantizacién de Berezin en la 2-esfera se dan los
detalles de la construccién de los campos vectoriales hamiltonianos, los corchetes
de Poisson, el operador de Laplace-Beltrami y usando la teorfa de Bergman se
construye el nucleo de Bergman y se da la forma integral de la proyeccién de
Bergman. Estos conceptos son utilizados en el desarrollo de la teoria de los ope-
radores de Toeplitz y se pueden estudiar en [1].

Nuestro principal objetivo en el presente trabajo es estudiar las condiciones
que el simbolo debe satisfacer bajo las cuales la familia de operadores de Toeplitz
T, con simbolo radial actuando en los espacios de Bergman con peso A% (C) sea
uniformemente acotada .
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2 Acotacion uniforme

Nos basaremos en el siguiente teorema cuya demostracion se puede ver en [6]

Teorema 1. Sea a(r) una funcion del espacio L1(Ry, (1 + TQ)_%dT). Entonces
el operador de Toeplitz T, definido en A,%((C) es unitariamente equivalente al ope-
rador de multiplicacion o nIcon Yo NI : 12(Z1) — 12(Zy), y la sucesion vq, N esta
dada por

N oo on rdr
) =200+ 0 (V) [ a0 s 1)
para todon =0,1,2,.., N.

Ahora nuestro objetivo es estudiar las condiciones que el simbolo debe satis-
facer bajo las cuales la familia de operadores T, sea uniformemente acotada.
El estudio lo dividimos en los siguientes casos:

1. Cuando el pardmetro de peso N tiende a infinito y n es fijo
2. Cuando los parametros N y n tienden a infinito
Para el primer caso la respuesta esta contenida en el siguiente teorema

Teorema 2. Si la funcion B(s) := [ a(r)dr satisface la desigualdad
|B(s)| < const - s, para sé€ Ry (2)

entonces
Van(n)| < const n.

para todon =0,1,2,.., N.
Demostracion. Integrando por partes (2) se tiene

Ya,N (1) = (Z) ( 1+22;\1f+2 fo r)dr HOO -

(2 ) )

Aqui B(s) := [; a(r)dr, de donde

N\ [te° 2(N +2)s?t2  (2n 4+ 1)s2"
o) =20+ 0 (V) [T B (A D (e ) i

Para n-fijo y puesto que el promedio del simbolo a(r) satisface la condicion (2)
tenemos

N> /+°° <2(N +2)s2"t3ds  (2n + 1)52”+1> s
0

[Ya,n(n)| < const2 (N +1) (n 1+ s2)N+8 1+ s2)N+2
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Las anteriores integrales se pueden calcular en forma exacta usando la funcion
Beta. Por lo tanto

Ya,n(n)] < const2N+1(§)[N+2 (n+2 N—n+1)

+1@2n+1)B(n+1,N —n+1)]
Equivalente
Van(n)| < const2(N+1)(g)((N+2>%
+3(2n 4 1) T DEN ey
Es decir | |
Ya,n(n)] < const2(N + 1)(?{)((]\/_’_2)%
n)!|(N—n)!
H3(n+ DRI,
Finalmente

|Ya,n ()| < const]2(n + 1) + (2n + 1)].

O
Para el segundo caso usaremos el método de Laplace.
Teorema 3. Si la funcion B(s) := fo r)dr tiene la siguiente forma en una
vecindad del punto sg
B(s) = B(so) + Ols — so|- (3)

Entonces
|Ya,n (n)] < const.

para todo n =0,1,2,.., N. Donde la constante no depende de n ni de N.

Demostracion. De nuevo integrando por partes (2) tenemos
N\ [T 2(N +2)s?t2  (2pn 4+ 1)s2"
Ya,N(n) = 2(N + 1)<n>/0 B(s) ( (1+ s2)N+3 - (1+ s2)N+2 ds.
Si la funcion B(s) := [ a(r)dr cumple la condicion (3) entonces

N\ [* 2(N 4 2)s?"t2  (2n 4 1)s?"
Ya,n(n) = 2(N + 1)<n> A B(so) ( ((1 _:_82))N+3 - ((1 +—;2)>N+2> ds

N +o0 g2nt1 s 2n+1
—|—4(N+2)(N+1)(n) /0 (B(s) — B(s0)) 1+ s2)N+2 (1 +s2 QS(N_:- 2)) ds.

Ahora calculamos la primera integral usando la funcién Gamma como en el teo-
rema anterior

e () [ (R B
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—av (V) fov o)A e )
PSS 0 EtE

- S o - e )

— W [F(n+;’)—r(n+;’)] —0.

Por lo tanto

|Va,nv (n)] < const(N + 2)(N + 1)<N> /0+00 ( g2n+1

n 1+ s2)N+2
» s 2n+1 | d
- s — so|ds.
1+s2 2s(N+2) 0
Haciendo k = 2?]’\}112) en la anterior integral (notese que 0 < k < 1) y expre-

.. 2n+1 .
sando la funcién — - de la siguiente forma
(I+s2)N T2

82n+1 82n+1

1t 2V = explog(m) = exp[(2n + 1)log s — (N + 2)log(1 + s%)]

= exp[—2(N + 2)(% log(1 4 5%) — klog s)] = exp[—2(N + 2)¢(s))].
Aqui
o(s) = %log(l + 5%) — klog s.

Siguiendo el método de Laplace hay que calcular el minimo de la funcion ¢(s)
entonces

, s 1
=———k-.
Por lo tanto el minimo esta dado por
k
so =14/ —.
0 1—k

Ahora tomamos las siguientes aproximaciones en una vecindad del punto sg

" (s0)
2

2 S 1
¢(S)N¢(SO)+ (S_SO) Yy 1+82 _ng01(S—80).
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Entonces

e (m)] < const(N + 1)(N +2) (N ) (—2N+2)(50)

n
oo " 2
0

Haciendo U = (N + 2)¢"(s0)(s — 50)? en la anterior integral se tiene

N+1 (N too
[Va,n(n)] < COTLSt+< )e‘Q(N”)“"(SO)/ e UUz4U.
0

VN +2\n
Es decir . 3
+ —2(N+2)p(s0)
< AT or3y
|Ya,n (1) _const\/m(n>e F(2)
Calculando
k
— (1-k)2  (1—k)NT2EEN+2)
—2(N +2)p(s0) = ~2(N +2)log ——— =log v
(1 k)2k2 ( )
De donde N 3 1
3 —nT3y 1\n+5
e 2(N+2)p(s0) _ (N —n+35)" " 2(n+ 5)""2
(N + 2)N+2
Por lo tanto
|Ya.n (n)] < const ki |
| VNF2O(N —n+ )T(n+1) (N r 2

Finalmente usando el comportamiento asintético de la funcién Gamma
T(z) ~ 2" 2e *\2r
para |z| grande, se tiene
(N+2)N+3
VNTE(N—nt )N ="+ 3 (ny1)nts

(N=nt N5 (e )73
(N12)V+2

o] < const

< const,
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