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INTRODUCCION

El concepto de variedad surge al generalizar y formalizar la definicién de curva y de super-
ficie a cualquier dimension. Informalmente hablando una variedad es un espacio topoldgico que
localmente luce como R”. Este concepto va emergiendo gradualmente durante el siglo XIX de
la geometria por un lado y la teoria de funciones por otro. La geometria diferencial estudiaba
principalmente aspectos locales, tales como la curvatura, de curvas y superficies en el “espacio
ordinario”, mientras que la teoria de funciones adaptaba un punto de vista mas global.

Utilizando métodos puramente diferenciales en un principio, y basdndose principalmente
en técnicas combinatorias més tarde, Poincaré abord6 en una serie de trabajos sobre Analisis
Situs el estudio topoldgico de variedades tridimensionales. Aunque Hermann Weyl habia defi-
nido variedades diferenciables abstractas en su libro de 1912 sobre superficies de Riemann, se
debid esperar hasta los trabajos de Hassler Whitney de 1936 en adelante para que el concep-
to de variedad diferenciable alcance un status firme como un objeto matemdtico importante en
muchos otros campos, incluyendo el de la matematica aplicada.

Una cuestion natural, entre otras cosas por el desarrollo histérico, es la siguiente: ;puede
toda variedad definida de forma abstracta considerarse como una subvariedad de algin espacio
euclidiano R™? La respuesta es si, y es precisamente Whitney (1936) quien demuestra que toda
variedad n-dimensional es difeomorfa a una subvariedad de R*"*! mejorando posteriormente
este resultado a R?" en 1944. En principio, no parece l6gicamente necesario preocuparse en ab-
soluto por la definicién de variedad abstracta, puesto que toda variedad puede considerarse como
una subvariedad de algin espacio euclidiano; sin embargo, es importante separar lo intrinseco
de los extrinseco, lo esencial de lo que no lo es, al tratar con objetos tan complicados en potencia
como las variedades.

El objetivo principal de este trabajo es demostrar el teorema de existencia de particiones de
la unidad en una variedad diferenciable arbitraria. Asi mismo se buscan examinar algunas de sus
aplicaciones como el lema de Urysohn, el teorema de extension de Tietze y el teorema de Whit-
ney. Con esta intencion se seguird el siguiente esquema: En el primer capitulo se introduciran
los conceptos de la topologia fundamental necesarios para desarrollar las teméticas siguientes,
como son espacios topoldgicos, aplicaciones continuas y axiomas de separacion. En el segun-
do capitulo se presentardn los conceptos de variedad diferenciable junto con algunos ejemplos,
aplicaciones diferenciables, espacio tangente y aplicacidon lineal tangente. En el tercer y dltimo
capitulo se abordard directamente el tema central de éste documento, presentando algunos resul-
tados de la topologia de variedades diferenciables, siguiendo con particiones diferenciables de
la unidad para asi presentar el teorema de existencia de particiones de la unidad en una variedad
diferenciable y finalizar con algunas aplicaciones de este teorema.
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PRELIMINARES TOPOLOGICOS

En éste capitulo se presenta el soporte tedrico necesario para abordar las tematicas de los
capitulos siguientes. Especificamente se dan las definiciones de espacio topolégico, base de
un espacio topoldgico, funciones continuas y se enuncian los axiomas de separacion para el
desarrollo posterior de este documento.

1.1 Espacios ToPOLOGICOS

Existen diversas formas de introducir una topologia sobre un conjunto X, todas ellas equi-
valentes. En este trabajo se considerard la topologia inducida por los conjuntos abiertos de X.
Se define como coleccién de abiertos para un conjunto X una familia € C % (X) que cumple:

(A1) 0, X €6
(A2) € es estable por intersecciones finitas.
(A3) € es estable por uniones arbitrarias.

Al par T = (X, ) se le llama un espacio topoldgico.

Se llama entorno de x € X a cualquier subconjunto de X que contenga a un abierto que a la
vez contenga a x. Es inmediato comprobar que, usando (A.3), un conjunto es abierto si y solo
si es entorno de cada uno de sus puntos. Si 7, representa la coleccién formada por todos los
entornos de x € X, se observa que se verifican las propiedades:

(B1) Si U € ¥, entonces x € U.

(B2) SiU,V € U entonces U NV € .

(B3) Dado U € 7, existe V € 7/, tal que para todo y € V se cumple que U € V.
(B4) SiU € U,y U c V entonces V € V,.

Si X es un conjunto y se da para cada x € X una coleccién 7, de partes de X, llamada coleccion
de entornos de x, tal que verifique las propiedades (B.1), (B.2), (B.3) y (B.4), se obtiene una
coleccién de abiertos para una topologia de X, llamando abiertos a los conjuntos G tales que si
xeGexisteun Ve T, conV CG.

Se dice que un conjunto es cerrado en X si su complemento es un conjunto abierto. Es decir,
un conjunto C € %P(x) es cerrado si y solo si C® € €.
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Dado A C X, se llama adherencia de A a la interseccion de todos los conjuntos cerrados que
contienen a A, y se denota por A. Un punto x € X se llama punto adherente a A si x € A, y x es
adherente a A si y solo si cualquiera que sea V € 7 es V N A # 0. Esta tltima condicién puede
ser utilizada para definir la adherencia de A, resultando que A es cerrado si y solo si A = A.

Los métodos habituales para definir un topologia estan dados por abiertos y cerrados, entor-
nos y clausuras; no obstante puede plantearse la pregunta de dar métodos para construir abiertos,
entornos y clausuras. Esto se consigue con los conceptos de base y subbase de abiertos (o de
cerrados) y de base de entornos. En un espacio topolégico llamamos base de abiertos a una
coleccién & de abiertos tal que todo abierto es unién de elementos de 95. Resulta que 98 es una
base si se verifican las condiciones siguientes:

(C1) Upes B =X.
(C2) Six e By N By, con By, By € 3; existe By € 9B tal que B3 C By N B,.

Ademds, si se da una colecciéon %8 que verifique (C.1) y (C.2) y se llama abierto a todo conjunto
que sea unién de elementos de 9B, entonces se obtiene una topologia para la cual % es una base.
Una aplicacién de este concepto a un conjunto totalmente ordenado (M, <) es definir como base
la coleccidén de intervalos abiertos 98 = (a, b) con a, b € M; se obtiene la llamada fopologia del
orden en (M, <), que es la minima coleccién de subconjuntos de M que es topologia y contienen
a la vez los intervalos abiertos.

En general, se puede plantear la pregunta de si dada una coleccién ¥ de subconjuntos de
X, existe una familia € de abiertos que contenga a .¥. La respuesta es afirmativa: Si . #
0, la coleccion formada con las intersecciones finitas de elementos de .F verifica siempre las
condiciones (C.1), (C.2), es decir forman una base para una topologia en X, €(.¥), se dice que
J es una subbase de €(.F). Asi, por ejemplo, los intervalos no acotados (a, ) = {xla < x},
(—o0,b) = {x|x < b} forman una subbase para la topologia del orden en un conjunto totalmente
ordenado.

Si se da un sistema de entornos {7, }.cx, una familia {%,}cx se llama base de entornos si
9B C YV, cualquiera que sea x € X y si para cada U € Y, existe V € B, con V C U. En general,
una base de entornos {9, },ex verifica:

DI SivVed%,xeV.
D2 Si Vi, V, € 9B, entonces existe V3 € B, con V3 C Vi N V>.
D3 SiV € %, existe V() € B, tal que para cada y € V, existe W € B, con W C V.

Si para cada x € X se da una coleccién 98, de partes de X, tal que se verifican las propiedades
inmediatamente anteriores, entonces las colecciones ¥, = {U c X|3AV € %B,,V C U} cumplen
las condiciones (B.1), (B.2), (B.3) y (B.4) y, por tanto, definen una topologia en X, para la cual
(9B,)xex son una base de entornos.

Existen tres metodos importantes para definir topologias a partir de otras conocidas. En pri-
mer lugar estd el concepto de subespacio. SiY C X es un espacio topoldgicos, las intersecciones
de los abiertos de X con Y definen una topologia en Y; con ésta topologia, Y se llama subespacio
de X. En segundo lugar se debe citar la fopologia cociente: Si X es un espacio topologico y —~
una relacién de equivalencia en X, la topologia cociente en X/ ~ es aquella que tiene como
abiertos las imagenes de los abiertos de X por la proyeccién candnica. Finalmente, si {X;};c; es
una familia de espacios topoldgicos, la topologia producto en [],; X; es aquella que tiene como
subbase de abiertos los conjuntos G; X []iex; Xi en donde G es un abierto de X;.
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1.2 ApLicAciONES CONTINUAS

La nocién de continuidad surge tomando como modelo la idea del anélisis clasico: Si X, Y
son dos espacios topoldgicos, f: X — Y y xp € X se dice que f es continua en xg si para cada
entorno V de f(xp) existe un entorno U de xg tal que f(U) C V.

Una funcién f se dice continua en X si es continua en cada uno de sus puntos, siendo
condicién necesaria y suficiente para que f sea continua en X que la imagen inversa de una
abierto sea también un abierto, es decir, que si G es un abierto en ¥, f~!(G) sea un abierto en
X. Otras condiciones equivalentes de continuidad son: (1) que la imagen inversa de cerrados
sea un cerrado, y (2) que para cada A C X, f(A) C f(A). Se tiene también la propiedad cldsica
de continuidad secuencial, es decir, f es continua en xy si y solo si cada vez que una sucesion
Xp — xo se cumple f(x,) — f(xo).

Se dice que un espacio topoldgico X satisface el primer axioma de numerabilidad si cada
x € X tiene una base numerable de entornos. Si X verifica el primer axioma de numerabilidad,
entonces x € A si y solamente si existe una sucesion (x,),eN cOn x, € Ay x,, — X.

Las aplicaciones continuas entre espacios topolégicos juegan el papel de los morfismos en
las estructuras algebrdicas. En este sentido se habla de estructuras finales e iniciales de colec-
ciones de aplicaciones si X es un conjunto, y (f)ie; es una familia de aplicaciones de X en
espacios topoldgicos X;, fi: X — X;, se llama topologia inicial de X respecto de las (fi)ies, a
la minima fopolgia inicial en X que hace que las f; sean continuas, es decir, la topologia en X
que tiene como subbase de abiertos a la colecion { fi‘l(Gi)}ie], en donde G; es un abierto de X;.
Un caso especial importante de la topologia inicial es la topolgia producto que hemos defini-
do anteriormente: la topologia producto en [],;c; X; es la topologia inicial de las proyecciones
I0;: Tlies Xi — Xi. Las estructuras finales se obtienen “dualizando” las estructuras iniciales,
siendo un caso especial de estructura final la fopologia cociente: Si X es un espacio topoldgico
y ~ una relacion de equivalencia en X, la topologia cociente en X/ ~ es la “mayor” topologia
que hace continua la proyeccién 7: X — X/ ~.

Si X, Y son espacios topoldgicos y f: X — Y es una aplicacion biyectiva, se dice que f es
un homeomorfismo si tanto f como f~! son continuas. Es importante hacer notar que f puede
ser continua y biyectiva sin que f~! sea continua.

1.3 AXIOMAS DE SEPARACION

En el caso clédsico de la convergencia de sucesiones en el cuerpo real, es harto conocida
la propiedad de que los limites de las sucesiones son tnicos, es decir una sucesion (x,),ey de
nuimeros reales (dotados éstos con la topologia habitual que heredan de su orden natural) puede
tender como médximo a un limite. Esta propiedad de unicidad proviene de que en R dos puntos
distintos tienen siempre entornos disjuntos que los “separan”, hecho que permitié a Hausdorff
introducir la condicién de separacidon que lleva su nombre: Un espacio X se dice que verifica
la propiedad de separacion de Hausdorff si para cada par de puntos distintos x, y de X existen
entornos V € ¥, U € U, tales que U NV # (. En estos espacios las sucesiones tienen a lo mas
un limite.

Existen ademds otras propiedades que puede satisfacer un espacio topoldgico en funcioén
del grado en que distintos puntos o conjuntos cerrados pueden ser separados por medio de los
abiertos de la topologia: Un espacio se llama T si para cada dos puntos distintos existe un
entorno de uno de ellos que no contiene al otro; T si para cada uno de dos puntos distintos
existe un entorno que no contiene al otro, lo que puede enunciarse exigiendo que todo punto sea
cerrado; T, cuando verifica la propiedad de separacién de Hausdorff; 73 cuando es un espacio
regular 'y T (un espacio regular es aquel en que todo punto tiene una base de entornos cerrados);
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T4 cuando es normal y T (un espacio es normal cuando dos conjuntos cerrados disjuntos A, B
admiten abiertos G, H con A C G, B C Hy GN H # (). Esta nomenclatura es coherente, ya que
si un espacio verifica la propiedad T, verifica la propiedad T;.

Las propiedades de separacioén son de especial importancia al considerar la existencia de
funciones continuas que verifican ciertas propiedades que son de interés en andlisis. Si consi-
deramos un conjunto X con la topologia trivial, es decir, aquella topologia en X que solamente
tiene como abiertos () y X, es obvio que las tnicas funciones reales continuas que pueden definir
sobre X son las constantes; este ejemplo nos hacer ver que la posibilidad de separar puntos tiene
mucho que ver con la existencia de una “cantidad razonable” de funciones reales definidas sobre
X.

Pueden ocurrir casos realmente patoldgicos; se conocen espacios 73 para los cuales las
unicas funciones reales continuas son las constantes. Por este motivo se introducen los espacios
completamente regulares como aquellos que verifican la propiedad de que dado un punto x € X
y un cerrado F, x ¢ F, existe una funcién continua tal que f(x) =0,y f|lr = 1.

Los espacios completamente regulares que verifican 7} se llaman Tychonoff, y son siempre
regulares. Los espacios normales gozan de una propiedad muy importante, cuyo enunciado re-
cibe el nombre de lema de Urysohn, que asegura que si A 'y B son dos cerrados disjuntos de un
espacio normal X, existe una funcién continua f : X — [0, 1] tal que f|l4 = 0y f|p = 1. Como
corolario se obtiene que todo espacio T4 es Tychonoff. Reviste especial interés la caracterizacién
de los espacios normales dado por Tietze: “Un espacio X es normal si 'y solo si siempre que A
sea un cerrado de X, y f: A — R una funcion continua, existe una extension F de f a todo X,
es decir una funcion continua F: X — R tal que F|4 = f.

13



2

V ARIEDADES DIFERENCIABLES

A lo largo de éste capitulo se introducirdn los conceptos de variedad diferenciable, espacio
tangente y por ultimo se muestra la nocion de aplicacion lineal tangente, para asi dar paso
al resultado principal de este proyecto y algunas de sus aplicaciones, que se presentan en el
capitulo 3.

2.1 CARTAS, ATLAS Y VARIEDADES

Una variedad diferenciable y dimension n es un espacio topoldgico (generalmente Haus-
dorff) M junto con una coleccidn de conjuntos abiertos {U;};c; y aplicaciones correspondientes
@i Ui = R" tal que:

@) Ui Ui=M.
(i1) ¢;: U; = ¢(U;) es homermorfimo para cada i € 1.
(iii) Para todo par (i, j) € I x J tal que U; N U; # 0, la aplicacion compuesta
pjow " @iUiNU)) — @i(UiNU))
es de clase C*™.

Los pares (Uj, ¢;) se denominan cartas locales sobre M, y el conjunto {(U;, ¢;)}ic; de to-
das ellas un atlas para M. Una estructura C™ sobre M es un conjunto maximal de cartas que
satisfacen las propiedades anteriores. Los elementos del atlas maximal se denominan sistema
de coordenadas de la estructura C™, y si (U, ¢) es un sistema de coordenadas, a U se le llama
entorno de coordenadas y a ¢ = (¢!, ..., ¢") que escribiremos normalmente como (x!, ..., x),
coordenadas en U. Las aplicaciones ¢ o gol.‘l reciben el nombre de transformaciones de coorde-
nadas locales. Evidentemente, la dimensién de la variedad es la dimension del espacio modelo
R”. Es obvio que, de una forma intuitiva, podemos considerar a la variedad como constituida por
trozos de R “pegados entre si” mediante homeomorfismos, que si se eligen como diferenciables
proporcionan la variedad diferenciable.

Una subvariedad de dimensién n — m de una variedad diferenciable M de dimension n es
un subconjunto N de M tal que para todo x € N existe una carta local (U, ¢) de M donde x € U
y (U NN) = U) N R"™, es decir, para esta carta, los puntos de U N N poseen coordenadas
locales (x', ..., x") tales que x' = ... = ¥* = 0. Evidentemente, las restricciones (U N N, @) de
estas cartas locales definen sobre N una estructura de variedad diferenciable.



Aplicaciones diferenciables 6

Para dar una estructura diferenciable sobre una variedad basta con dar un atlas diferenciable,
y éste se buscard en general no necesariamente méaximal sino lo més pequeiio posible. Un ejem-
plo trivial para comprender el concepto de variedad diferenciable es el espacio n-dimensional
R”; basta tomar como o la estructura diferenciable maximal que contiene a oy = {(R", idgr»)}.
Es decir, un atlas constituido por una sola carta formada por el abierto U = R" y el homeomor-
fismo ¢ = idr», identidad en R”.

Si (M, o) es una variedad diferenciable de dimensién n, todo abierto U C M es de nuevo
una variedad diferenciable de dimensién n cuyo atlas viene dado por

dy ={(Ui N U, ¢ilu,nv) | para todo (U;, ;) € d}.

En efecto, como los abiertos U; recubren a M, V; = U; N U son abiertos en U que lo recubren.
Las aplicaciones ¢; = gjly,nv: Vi = ¢:i(U; N U) = ¢i(U; N U) son homeomorfismos locales
de U en R". Ademas, ¢; o ¢i‘1 son diferenciables al ser las restricciones a ¢;(U N U; N U;) de
gjog;l.

Otro ejemplo conocido de variedad diferenciable es la esfera n-dimesional

$"={x e R™ ||l = VO + o+ (et 12 = 1.
Sus abiertos coordenados son los conjuntos
Upj = {x e $" [ (-1)/x* > 0] ,j=0,1, k=1,2,..,n+1
y los homeomorfismos coordenados son
@i Uy — BO; 1) = {x e R" | ||x]| < 1}, X (T e,
Resulta demostrar facil demostrar que éste atlas es diferenciable, pues la aplicacion

¢ s BO;1) > 8",

1 1=,
i#k

que es una aplicacion diferenciable en el sentido usual en B(0; 1) y ¢ es la restriccién de una
aplicacion diferenciable de R"*! en R”.

tiene la coordenada k-ésima igual a

2.2  APLICACIONES DIFERENCIABLES

En esta seccion se establecerédn los conceptos de funcidn diferenciable en una variedad M y
aplicaciones diferenciables entre variedades, para esto se hard uso del lenguaje de cartas locales.
Si M es una variedad diferenciable, una funcién f: M — R se dice que es diferenciable 6 de
clase C* si para cada carta (U, ) se verifica que f o ¢~': ¢(U) — R es diferenciable. Cabe
resaltar que la diferenciabilidad de f depende de la estructura diferenciable de M y no de la
eleccion de las cartas; pues si (U, @) y (V,¢) son dos cartas de M con U NV # 0, f o ¢!
es diferenciable si y solo si f o ! es diferenciable. Esto es consecuencia del hecho de ser
fog ' =(foy™Howop™).

Para el estudio local es natural no sdlo considerar funciones f: M — R definidas en todo M
sino también admitir funciones que estén definidas solamente en un entorno de un punto en M.
Dado un punto x en una variedad diferenciable M, una funcién f se dice que es diferenciable (
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0 de clase C*) en un entorno de x si su dominio Dy es abierto, x € Dy y f es diferenciable en
Dy, cuando en Dy se considera la estructura diferenciable inducida por la de M. De ésta forma,
f es diferenciable en un entorno del punto x € Dy, si para toda carta (U, ¢) en M con x € U, la
compsicién f o ¢~ p(Dy N U) — R es diferenciable.

Una aplicacién f: M — N entre dos variedades C* es una aplicacién de clase C* si para
cualquier pareja de sistemas de coordenadas, (U;, ;) en My (V;, ;) en N, tal que f(U;) C V;,
la aplicacion compuesta ;o f o t,Dl._l s i(U) — ¢j(V)) es de clase C*°. Un homeomorfismo
f: M — N entre variedades C* es un difeomorfismo si tanto f como f~! son de clase C*. Si
existe un difeomorfismo entre M y N se dice que las variedades son difeomorfas; dos variedades
difeomorfas son indistinguibles en lo que concierne a las estructuras topoldgicas y diferencial.

2.3 ESPACIO TANGENTE Y APLICACION LINEAL TANGENTE

Sea M una variedad diferenciable y sea p € M. Entenderemos por una curva en M pasando
por p una aplicaciény: I — M de clase C', donde I C R es un intervalo abierto, dependiente de
v, que contiene ¢ = 0. Denotamos por ‘6 (M, p) el conjunto de todas las curvas en M pasando por
p; dos curvas y, i € 6(M, p) son tangentes si existe una carta (U, ¢) en M que contiene a p y tal
que (¢o7y) (0) = (pou)’(0). Observese que, si y y u son tangentes entonces tenemos (o)’ (0) =
( o p)’(0) para toda carta (V, ) que contenga a p. En efecto, como oy = (o ) o(poy)y
wou=Wog)o(popu),sesigue de laregla de la cadena que

(¥ o) (0) A o o™ H(@(p)) - (¢ 0 ) (0)

A o ™ H(@(p)) - (¢ 0 ) (0)
(¥ o ) (0).

Es facil ver que la relacién ~ en 6(M, p) definida por
vy~u & yestangente ay,

es una relacién de equivalencia. Definimos
T (M, p) =6M,p)/ ~

llamado espacio tangente, donde para cada y € 6(M, p) denotamos por [y] € T(M,p) la
clase de equivalencia determinada por y; una clase de equivalencia [y] es lo que se denomina
vector tangente a la varidad en el punto p. El conjunto I (M, p) posee una estructura de espacio
vectorial con la suma y el producto escalar.

Estamos ahora aptos para definir la aplicacién diferencial de una funcién entre dos varie-
dades diferenciables. Para cada variedad diferenciable M y para cada punto p € M, el espacio
vectorial I (M, p) serd llamado el espacio tangente a M en el punto p y se denotara por T, M.

Sean M, N variedades diferenciables y sea f: M — N una funcién diferenciable. Para cada
p € M, la diferencial de f en el punto p debe ser un operador lineal df(p): T,M — Ty, N que
se define de la manera siguiente: Consideremos cartas (U,p) en My (V,yy)en Nconp € Uy
f(U) c V. Sea ]7: Yo foe ! larepresentacion de f en las cartas ¢ y . La diferencial de f en
el punto p es el operador lineal df (p): T,M — T ;)N definido por

df(p) = Wy, 0 dfe(p) 0 B,

donde Ep: T,M — R" y estd dado por gZp([y]) = (@ o y)'(0). Esta definicién viene dada por la
correspondecia [y] — [f o y].



3

PARTICIONES DIFERENCIABLES DE LA UNIDAD

3.1 ToPOLOGIA DE VARIEDADES DIFERENCIABLES

En esta seccién se recuerdan algunas nociones de la topologia general y se demuestran
algunos resultados esenciales sobre la topologia de variedades diferenciables.
Se inicia con la siguiente observacion.

Lemma 3.1. Toda variedad diferenciable es regular.

Demostracion. Esta afirmacion se sigue del hecho de que toda variedad diferenciable es local-
mente compacta, y del hecho de que todo espacio topolégico localmente compacto es Hausdorff
y regular. O

De hecho, las variedades diferenciables son espacios normales. Para demostrar esto, necesi-
taremos primero un lema.

Lemma 3.2. Todo espacio regular que satisface el segundo axioma de numerabilidad es normal.

Demostracion. Sea X un espacio topoldgico que satisface el segundo axioma de numerabilidad
y sean F, G C X dos conjuntos cerrados disjuntos. Para todo x € F, se tiene que el complemento
de G es un entorno abierto de x; puesto que X es regular, tal entorno abierto de x contiene
también un entorno cerrado de x, esto es, existe un conjunto abierto U, C X tal que x € U,y U.N
G = 0. A partir del recubrimiento abierto F' C |J,.r U, se puede extraer un subrecubrimiento
numerable F C J,»; Uy,. Similarmente, para cada x € G se puede obtener un conjunto abierto
Viconx € V,y V., N F = 0; a partir del recubrimiento abierto G C | J,¢ Vx se puede también
extraer un subrecubrimiento numerable G C | J,» V. Defina ahora:

Ap=U NV, UV, U---UV,),B, =V, \(U;, UU,U---UT,)

para todo n > 1. Se sigue que A, y B, son abiertos para todo n y, por consiguiente, A = | 1 A,
y B = U,»1 B, son abiertos. Para completar la demostracion, se verificaque F € A,G C By
ANB=0.

Sea x € F.Como F C | J,s; Uy,, existe un n con x € U,,. Puesto que x ¢ V,, para todo i, se
tiene que x € A, y, por lo tanto, x € A. En forma similar, se muestra que G C B. Se probara que
AN B = 0. Para ello, es suficiente verificar que A, N B,, = 0 para todo n,m > 1. Suponga n < m.
Entonces A, C Uy, y la conclusién se sigue del hecho de que B,, N Uy, = 0. En forma andloga,
si n > m entonces B,, C V,, y la conclusion se sigue del hecho que A, NV, = 0. O

Corollary 3.3. Toda variedad diferencial es normal.
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Demostracion. En virtud del Lema 3.1, toda variedad diferencial es regular y, por definicidn,
toda variedad diferenciable satisface el segundo axioma de numerabilidad, asi, por el Lema 3.2
se obtiene la conlusion. m|

Un subconjunto S de un espacio topolégico X se dice relativamente compacto en X si S
esta contenido en algtin subconjunto compacto de X.

Remark 3.4. Si X es Hausdorff entonces S C X es relativamente compacto en X si y solo si
S es compacto. En efecto, si S estd contenido en un conjunto compacto K C X entonces K es
cerrado y, por lo tanto, S C K; de aqui se sigue que S es un conjunto cerrado relativo al espacio
compacto K y, por consiguiente, también es compacto.

Remark 3.5. Si X es un espacio topoldgico localmente compacto entonces todo punto de X
estd contenido en un abierto relativamente compacto en X.

Sea X un espacio topoldgico. Una exhaucion por compactos para X es una sucesion {K, },>1
de subconjuntos compactos de X tal que X = |, K, y tal que K,, estd contenido en el interior
de K, paratodon > 1.

Lemma 3.6. Todo espacio topoldgico localmente compacto que satisface el segundo axioma de
numerabilidad admite una exhaucion por compactos.

Demostracion. Sea X un espacio topolégico localmente compacto que satisface el segundo
axioma de numerabilidad. Es posible recubrir a X con abiertos relativamente compactos; es-
te recubrimiento abierto posee a su vez un subrecubrimiento numerable. En particular, X puede
ser escrito como una unién numerable de subconjuntos compactos, digamos X = J,» Ly. Pro-
cedemos a construir inductivamente una exhaucién por compactos para X. Tomemos K| = L;.
Suponiendo que K, ha sido ya construido, definimos K| de la siguiente manera. Para todo
x € K, existe un conjunto abierto U, que contiene a x y que estd contenido en un conjun-
to compacto C,. EI recubrimiento abierto K, C Jex, Ux posee un subrecubrimiento finito
K, c Ule U,,. Tomemos:

p
Ky+1 = Lyt U U Cx;-
i=1

Puesto que K, estd contenido en el conjunto abierto Ul’.’: , Uy, el cual a su vez estd contenido en
K11, se sigue que K, estd contenido en el interior de K;,+1. Ademds, K| es compacto, pues es
unidn finita de conjuntos compactos. Por tltimo, la construccién implica que L, C K, para todo

>1 tanto:
n y por tanto X:UL :UKn‘

n>1 n>1

Esto completa la demostracion. O

Sea x un espacio topoldgico y sea {S;};c; una familia de subconjunos de X. Se dice que la
familia {S;};e; es puntualmente finita si cada x € X pertenece a S; para una cantidad finita de
i € 1, esto es, si para todo x € X el conjunto:

{iel|xeS;}

es finito. Se dice que la familia {S ;};c; es localmente finita en X si cada x € X posee un entorno
abierto que interseca a S; en una cantidad finita de indices i € I, esto es, si para todo x € X
existe un conjunto abierto U C X que contiene a x tal que el conjunto:

{iel|lUNS;+ 0}

es finito. Obviamente, toda familia localmente finita es también puntualmente finita.
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Remark 3.7. En realidad, la condicién de una familia {S;};c; de subconjuntos de X de ser pun-
tualmente finita no depende de la topologia de X. Tampoco depende el espacio “ambiente”, es
decir, si {S;}ic; es una familia de subconjuntos de Y y si ¥ € X entonces {S;}ic; es una familia
puntualmente finita de subconjuntos de X si y solamente si {S;};c; es una familia puntualmente
finita de subconjuntos de Y. Por otro lado, la condicién de una familia {S ;};c; de ser localmente
finita en X depende (obviamente) de la topologia de X y también del espacio “ambiente”. Para
ser mas explicitos, si Y es un subespacio de un espacio topoldgico X entonces una familia {S ;};c;
de subconjuntos de Y puede ser localmente finita en Y, y no ser localmente finita en X. Es fécil,
por otra parte, verificar que si {S;};c; es localmente finita en X entonces {S;};,c; es localmente
finita en Y.

Se sabe que la unién de una coleccién finita de subconjuntos cerrados de un espacio to-
poldgico es un subconjunto cerrado de ese espacio topoldgico; también, la clausura de una
uniodn finita de subconjuntos de un espacio topolégico coincide con la unién de las clausuras de
estos subconjuntos. Tales propiedades no son ciertas para colecciones infinitas de subconjuntos,
pero, como se demostrard a continuacion resultan ser ciertas para colecciones localmente finitas.

Lemma 3.8. Sea X un espacio topologico y sea {S}ic; una familia localmente finita en X.
Entonces la familia {S ;j}ic; es también localmente finita en X.

Demostracion. Basta observar que si U C X es un conjunto abierto entonces
iel|UNS;#0)={icl|UNS;+0}.
O

Lemma 3.9. Sea X un espacio topologico y sea {F;}ic; una familia localmente finita de subcon-
Jjuntos cerrados de X. Entonces | J;; Fi es cerrado en X.

Demostracion. Sea x € X con x ¢ |J;e; Fi. Puesto que {F;},c; es localmente finita, existe un
conjunto abierto U C X que contiene a x tal que U N F; # 0 solamente en un nimero finito de
indices i € I, digamos, iy,...,i,. Se sigue que U\(F;; U --- U F; ) es un entorno abierto de x
disjunto de (J;¢; Fi, por lo que el complemento de | ;c; F; es abierto. |

Corollary 3.10. Sea X un espacio topologico y sea {S;}ic; una familia localmente finita de
subconjuntos de X. Entonces:

Demostracion. La inclusion: _

US_z C US i

iel i€l
es valida en general. En efecto, basta notar que la clausura de | ;¢; S; €s un conjunto cerrado que
contiene a S; para todo i € I y, por tanto, también contiene a §; para todo i € . Para mostrar la
inclusién, nétese que, en virtud de los Lemas 3.8y 3.9, el conjunto | J;.; S; es cerrado y contiene
a ;7 S, de donde se deduce que también contiene a la clausura de | J;c; S ;. O

Lemma 3.11. Sea X un espacio topologico y sea {S i}ic; una familia localmente finita de sub-
conjuntos de X. Si K C X es compacto entonces el conjunto

{iel|KNS; +0}

es finito.
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Demostracion. Para todo x € K existe un conjunto abierto V, C X que contiene a x tal que el
conjunto
IL.={iel|V,NnS;+0}

es finito. El recubrimiento K C | J .k V posee un subrecubrimiento finito K C Ui’:l Vy,. Luego,
sii€lestalque KNS;# 0entonces Vy, NS; # @ paraalgink = 1,..., p. En otras palabras:

{iel|KNS;#0}C I U---Ul,,.
O

Vamos a recordar ahora la nocién de espacio topolégico paracompacto. En diversos textos,
las variedades diferenciables se definen como espacios topologicos de Hausdorff y paracompac-
tos equipados de un atlas maximal C*. Segtin veremos esta definicion es equivalente a la que se
di6 en el capitulo anterior, a menos que se trate de una variedad con una cantidad no numerable
de componentes conexas.

Un espacio topoldgico X se dice ser paracompacto si todo recubrimiento abierto de X admite
un refinamiento abierto localmente finito. Para ser mds explicitos, X es paracompacto si dada
una familia de conjuntos abiertos {U,};c; en X con X = | J;; U;, existe una familia localmente
finita {V} e, de conjuntos abiertos en X con X = (Je; V; y tal que para todo j € J existe i € [
conV; cU,.

La siguiente demostraciéon es muy similar a la demostracion del teorema de existencia de
particiones de la unidad suboridnadas a recubrimientos abiertos arbitrarios de una variedad di-
ferenciable. Por esta razon, presentamos el argumento en forma un poco sucinta.

Theorem 3.12. Toda variedad diferenciable es paracompacta.

Demostracion. Sea M una variedad diferenciable y sea M = |J;; U; un recubrimiento abier-
to de M. Vamos a construir un refinamiento abierto localmente finito para M = |J;c; U;. Sea
{K,}n>1 una exhaucién por compactos para M y definamos K, = () para todo n < 0. Para todo
entero n, designemos por C, al conjunto compacto K, \int(K,—;). Seann > 1y p € C, fijos.
Tenemos que existe i € [ tal que p € U;. El conjunto:

V(ﬂ,p) =int(K,;1) N KVCZ—Z N U;

es un entorno abierto de p y el recubrimiento abierto C, C Upec, Vinp) posee un subrecu-
brimiento finito, es decir, existe un subconjunto finito F, C C, tal que C, C Uper, Vinp)-
Consisderemos la familia {V} jc;, donde:

J={(n,p)In=1,pe€F,}

De M = U,51 Cn 'y Cn € Uper, Vin,p)» obtenemos que M = e, V;. Ademads, por construccion,
cada V; es un conjunto abierto y para todo j € J existe i € I con V; C U,. Para completar la
demostracion, resta mostrar que la familia {V;}c; es localmente finita. Sea p € My sean > 1
tal que p € K,\K,,—1. Se sigue que int(K,,+1)\K,,—1 es un entorno abierto de p. Aseguramos que
int(K,,+1)\K, 1 interseca a los V; en un niimero finito de indices j € J. En efecto, sea j € J tal
que (int(K,+1)\K,—1) N'V; # 0, digamos j = (m,q), conm > 1y g € F,,. Se tiene que V; C
int(K,;+1) N K%_z y, por lo tanto,

int(Ky41) N KS_ Nint(Kypy ) NKS 5 # 0,

donde n — 1 <m < n + 2. Se concluye entonces que:

n+2

(j€J1V;0 (K \Kn1) # 0V < () {mh x Fy.

m=n—1
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Esto prueba que la familia {V} jc; es localmente finita y completa la demostracion. m|

Vamos a mostrar ahora que en el caso de espacios de Hausdorff conexos con la topologia
inducida por un atlas, el segundo axioma de numerabilidad es equivalente a la paracompacidad.

Theorem 3.13. Sean M un conjunto y d un atlas para M. Suponga que M estd equipado con la
topologia inducida por A. Si M es Hausdorff, paracompacto y conexo entonces M satisface el
segundo axioma de numerabilidad. En particular, el conjunto M equipado con un atlas maximal
que contenga a A es una variedad diferenciable.

Demostracion. La estrategia de la prueba es la siguiente: se construird inductivamente una su-
cesion { K, },>1 de subconjuntos compactos de M. Como M es conexo, se seguird que M es igual
a la unién de los conjuntos compactos K,. Cada compacto K,, puede ser cubierto por un nime-
ro finito de dominios de cartas pertenecientes a of; se obtendrd asi un atlas numerable para M
contenido en ¢ lo cual completard la demostracién.

Se procede entonces a definir la sucesion {K},},>1. Puesto que M es localmente compacto,
M admite un cubrimiento abierto por conjuntos relativamente compactos; en virtud de la pa-
racompacidad, este recubrimiento abierto admite un refinamiento abierto localmente finito. Se
obtiene entonces un recubrimiento abierto M = | J,¢; U; localmente finita de M donde cada U; es
relativamente compacto (como M es HausdorfF, esto significa que U; es compacto). Témese K
como cualquier subconjunto compacto no vacio de M; por ejemplo, sea K; un conjunto unitario
(el caso en M = ( es trivial). Suponga que el compacto K, ha sido definido para cierto n > 1,

defina K, como sigue:
Koot = | T

i€l,
donde:
I, ={iellK,NnU; #0}.

Puesto que K, es compacto y {U,}ie; es una familia localmente finita, se sigue que I, es finito
y, por consiguiente, K, es compacto, pues cada U; lo es. Nétese que | ;e 1, Ui es un conjunto
abierto contenido en K,; que contiene a K, lo cual implica que K, estd contenido en K,
esta contenido en el interior de K, 1. Luego:

LK = Jint(Koen).

n>1 n>1

Esto muestra que la unién | J,,»1 K, es abierta. Dicha unién es, ciertamente, no vacia, pues K es
no vacio. Vamos ahora a mostrar que |_,»; K, es también cerrado. Si I’ = | J,»; I,,, entonces:

Uk =kiv| JUTi=xu T
n>1 n>1 iel, iel’
Como la familia {U,};c; es localmente finita, se concluye que:
L_JI(" =K U L_Jlﬂ
n>1 iel’

es cerrado en M. Esto completa la demostracién. O

Corollary 3.14. Sean M un conjunto y A un atlas para M. Suponga que M estd equipado con
la topologia inducida por . Si M es Hausdorff y posee una cantidad numerable de compo-
nentes conexas, entonces M es paracompacto si y solamente si satisface el segundo axioma de
numerabilidad.
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Demostracion. Ya se mostré que si M satisface el segundo axioma de numerabilidad entonces
M es paracompacto (pues en ese caso M se torna en un variedad diferenciable equipada con un
atlas maximal que contiene a o). Reciprocamente, suponga que M es paracompacto. Sea My
una componente conexa de M. Puesto que My es cerrada en M, se sigue que My es paracompac-
ta. Por otro lado, puesto que My es abierta en M, el atlas of induce un atlas gy en M. Para ser
mas explicitos, si & denota el atlas maximal en M que contiene a ¢ entonces las cartas pertene-
cientes a & cuyos dominios estdn contenidos en My constituyen un atlas o para My; ademas
la topologia inducida por g en M coincide con la topologia inducida por M en My. Luego
My es Hausdorft, paracompacto, conexo y posee la topologia inducida por un atlas. Se sigue
del terorema anterior que My satisface el segundo axioma de numerabilidad. De aqui que M
puede ser recubierto por una colecciéon numerable de abiertos que satisfacen el segundo axioma
de numerabilidad y, por lo tanto, M también satisface el segundo axioma de numerabilidad. O

3.2 PARTICIONES DIFERENCIABLES DE LA UNIDAD

Hasta ahora todos los resultados sobre variedades diferenciables que se han presentado son
de naturaleza local y sus demostraciones se reducen, mediante la escogencia de cartas, a un
problema de célculo en R”. En esta seccién se presenta la primera herramienta para el estudio
de las propiedades globales de las variedades diferenciables: las particiones deferenciables de la
unidad.

Recuérdese que si X es un espacio topoldgico y V es un espacio verctorial entonces el
soporte de una aplicacién f: X — V se define por:

supp f = {f~1(V\0)},

esto es, el soporte de f es la clausura del conjunto de puntos de X donde f no se anula. Intuitiva-
mente el soporte de f es el subconjunto de X donde f estd “concentrada’; para ser mas precisos,
si x € X es un punto fuera del soporte de f entonces f se anula en un entorno abierto de x.

Sea M una variedad diferenciable y sea M = |J;c; U; un recubrimiento abierto de M. Una
particion diferenciable de la unidad subordinada al recubrimiento M = | J;c; U; es una familia
{Vi}ier de funciones ;: M — R de clase C™ tales que:

(1) Yi(M) c[0,1] paratodoi € I;

(ii) suppy; C U; paratodoi € I;
(iii) la familia {supp ¥;}ies es localmente finita en M;
(iv) e wi(p) = 1 paratodo p € M.

La idea bésica detrds de la nocién de particion diferenciable de la unidad es la de expresar
una funcién f: M — R de clase C* como suma de una familia de funciones de clase C* con
“soporte pequefio”. Para ser mds explicitos, si {/;};c; es una particion diferenciable de la unidad
subordinada a un recubrimiento abierto M = | J;; U; entonces, para todo i € U;, la funcién
fi = foy; es declase C™ y tiene soporte contenido en U;; ademas, f = ); fi. El recubrimiento
abierto M = | J;¢; U; sirve para definir una nocién conveniente de “conjunto pequefio” en un
contexto determinado; siendo mds explicitos, “soporte pequefio” significa soporte contenido en
U;paraalgini € [.

Las particiones diferenciables de la unidad son utilizadas, por ejemplo, para el estudio de
la integracion en variedades diferenciables. De hecho, utilizando una particién de la unidad
apropiada es posible escribir la integral de una funcién f: M — R como una suma de integrales
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de funciones f; que tienen “soporte pequefio” ; en este caso, “soporte pequefio” significa soporte
contenido en el dominio de una carta. La integral de una funcién cuyo soporte estd contenido en
el dominio de una carta se reduce esencialmente al cdlculo de la integral de una representacion
de dicha funcién en el sistema de coordenadas inducido por la carta.
Obsérvese que si {fi}ie; es una familia de funciones f;: M — R” y si la familia {supp fi}ies
es puntualmente finita, entonces la suma:
f=f

i€l
da como resultado una funcién f: M — RR” bien definida. En efecto, para todo p € M se tiene
que fi(p) = 0 excepto para un nimero finito de indices i € I y, por consiguiente, tiene sentido

considerar la suma f(p) = ;s fi(p). La motivacién para la condicién (iii) que aparece en la
definicién de particion diferenciable de la unidad estd dada por el siguiente resultado.

Lemma 3.15. Sea M una variedad diferenciable y sea { f;}ic; una familia de funciones f;: M —
R” de clase C™. Si la familia {supp fi}ic; es localmente finita en M entonces la funcion )¢ f;
es de clase C*.

Demostracion. Dado p € M es posible encontrar un abierto U C M que contiene a p tal que
U N supp f; # 0 para un nimero finito de indices i € I, digamos, para iy, ..., i;. De aqui que
la restriccién de 3 ,c; f; a U sea igual a la restriccion de 3, _, f;, a U, la cual es una funcién de
clase C*. Luego, todo punto de M posee un entorno abierto tal que la restriccion de Y ;¢ f; a tal
entorno es de clase C*. O

El objetivo ahora es demostrar que a todo recubrimiento abierto de una variedad diferen-
ciable se le puede subordinar una particién diferenciable de la unidad. Para ellos, se requieren
algunos resultados preliminares. Se comienza demostrando la existencia de funciones no nulas
de clase C* y de soporte pequefio en R".

Lemma 3.16. Existe una funcion A;: R — R de clase C* tal que 1;(R) c [0,1], 4;(¢) = 0
paratodot € Rconl|t| >2y A =1 paratodot € R conlt| < 1.

Demostracion. Considere la funcién a: R — R definida por:
o e >0,
a =
0, t<0.

Es facil ver que a es de clase C* y obviamente a(f) > 0 para todo ¢ > 0. Defina @;: R - R
mediante:

a1(t) = a((1 =0t - 2)),

para todo ¢ € R. Entonces a; es de clase C*, a;(¥) > 0sit € (1,2) y ai(f) = O parat ¢ (1,2).
La funcién @;: R — R definida por:

ax(t) = ay(=1) — ay (1),

para todo # € R es una funcién de clase C* que coincide con —a; en el intervalo [0, ). La
funcién buscada 4;: R — R esta definida por:

1 !
A1 = C j:oo as(s)ds,

para todo t € R, donde C = f_ O:o a1(s)ds = flz a1(s)ds > 0. Nétese que la integral que define a
A es finita, ya que a; se anula fuera del intervalo [-2, 2].
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Vamos a verificar que A; satisface las propiedades deseadas. Obviamente A; es de clase
C* y A] = a»/C. Se tiene también que A; es constante en los intervalos (—co, =2],[-1, 1] y
[2, ), puesto que a; es nula en estos intervalos. Asimismo, A; es estrictamente creciente en
el intervalo [1, 2] puesto que a, es no-negativa en el interior de dicho inervalo. Obviamente
A1(#) = 0 para t < =2, porque () = 0 para t < —2; también A;(f) = 0 para ¢t > 2, ya que
a, es una funcién impar y por lo tanto f_ 0; a2(s)ds = 0. Para completar la demostracién basta
verificar que A;(—1) = 1. En efecto, se tiene que:

1 (! 1 ! 1 1 (?
/11(—1)=Ef az(s)ds=6f2 a/z(s)dszaﬁ a/z(—s)ds=6vfl ai(s)yds=1. 0O

Corollary 3.17. Existe una funcion A,: R" — R de clase C* tal que 1,(R") C [0, 1], 4,(x) =0
para todo x € R" con ||x]| = 2y 4,(x) = 1 para todo x € R" con ||x|| < 1, donde || - || designa la
norma euclidiana de R".

Demostracion. Basta tomar A,(x) = A1(]|x]]), donde A; es la funcién del enunciado del lema
anterior. Obviamente A, es de clase C™ en R"\{0}; puesto que 4, es una constante en un entorno
del origen, se sique que A4, es, de hecho, de clase C* en todo R”. O

Corollary 3.18. Sea M una variedad diferenciable. Dados un punto p € M y un conjunto
abierto W C M que contiene a p, existe una funcion y: M — R de clase C* tal que y(M) C
[0, 1], suppyr € W y tal que  es constante e igual a 1 en algiin entorno de p.

Demostracion. Sea (U, ¢) una carta en M con p € U. Puesto que (U N W) es un conjunto
abierto de R" que contiene a ¢(p), existe r > 0 tal que Ble(p); r] € (U N W), donde Bly(p); r]
designa la bola cerrada de centro en ¢(p) y radio r con respecto a la norma euclidiana. Considere
el difeomorfismo a: R"” — R" definido por:

2
a(x) = ;(x —¢(p)),

para todo x € R". Se sigue entonces que ¢; = @ o ¢: U — a(p(U)) es una carta en M tal que
©1(p) = 0; ademds, a envia B[¢(p); r] sobre la bola cerrada de centro en el origen y radio 2. Por
lo tanto,

o1 (UNW) =a(e(UNW)) D B[0;2].

Sea A, la funcién del corolario anterior. Defina y: M — R mediante:

_Je1(@), qeU,
Ylg) = {0’ g2 U

Puesto que B[0;2] € ¢1(V N W), la bola abierta B(0, 1) de centro en el origen y de radio 1 es un
entorno abierto de ¢1(p) = 0 contenido en ¢ (U NW); como ¢1|yaw: UNW — o (UNW) esun
homeomorfismo entre abiertos, se sigue que cpfl(B(O, 1)) es entorno abierto de p contenido en
UNW. Se tiene entonces que i es una funcion constante e igual a 1 en go]l (B(0; 1)) y obviamente
W(M) c [0, 1]. Para completar la demostracion, hay que verificar que suppy € W'y que ¢ es de
clase C™. Se tiene que B[0;2] es un subconjunto compacto de ¢ (U N W) y, por consiguiente,
901_1(3[0; 2]) es un subconjunto compacto de U N W; obviamente, i es identicamente igual a cero
por fuera de <p1‘1 (B[0;2]). Como M es Hausdorft, el conjunto compacto wII(B[O; 2]) es cerrado,
lo cual implica que:
suppy € @7 (B[0;2]) cUNW c W.

Para mostrar que ¢ es de clase C*, obsérvese que los conjuntos U y M \gofl(B[O; 2]) construyen
un recubrimiento abierto de M; la restriccién de ¢ a U es de clase C*, ya que tal restriccién
coincide con A, o ¢;. La restriccién de y a M \gofl (B[0; 2]) también es de clase C*, puesto que
tal restriccion es identicamente cero. O
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El lema siguiente constituye el paso princpial en la demostracion de la existencia de parti-
ciones diferenciables de la unidad subordinadas a un recubrimiento arbitrario.

Lemma 3.19. Sea M una variedad diferenciable y sea M = | J;c; U; un recubrimiento abierto de
M. Entonces existe una familia {n;};c; de aplicaciones n;: M — R de clase C* satisfaciendo
las siguientes condiciones:

(i) nj(p) = 0paratodope My je J;
(ii) paratodo j € J, existe i € I tal que suppn; C U;;
(iii) la familia {suppn;}je; es localmente finita en M;

(iv) X jesnj(p) > 0 para todo p € M.

Demostracion. Sea M = | J,»1 K, una exhaucion por compactos para M. Defina K,, = ) para
n < 0. Para todo entero n, el conjunto C,, = K,\int(K,_;) es compacto, al ser la interseccién
del compacto K, con el cerrado int(K,_1)°. Puesto que M es Hausdorff, cada compacto K, es

cerrado. También se tiene que:
M= Jk\K,-0 = | Cus

n>1 n>1

en efecto, dado p € M, sin > 1 es el menor entero tal que p € K, entonces p € K,\K,,_1 C C,,.
Intuitivamente, los compactos K, pueden ser visualizados como una sucesion creciente de discos
concéntricos que recubren a M y los compactos C,, serian entonces regiones “anulares” cerradas
localizadas entre dos discos consecutivos. La estrategia consistird en recubrir cada regién “anu-
lar” C,, con un niimero finito de soportes de funciones 7 de clase C*; asimismo, se escongeran
las funciones 7 de modo que sus soportes intercepten solamente un nimero finito de regiones
“anulares” C,, y tales que dichos soportes estén contenidos en abiertos U; del recubrimiento
dado.

Vamos a los detalles. Sean > 1 un entero y sea p € C,. Como M = | J;¢; U; es un recu-
brimiento, existe i € I tal que p € U;. Se sigue que el conjunto int(Ky+1) (1 K;_, () U; es un
entorno abierto de p y, por consiguiente, el corolario anterior nos proporciona una aplicacién
Nnp): M — R de clase C* tal que 1, (M) C [0, 1],

SUpp Nn.p) Cint(Ky+1) (K, _, (N Ui,

y tal que 77,y s igual a 1 en un entorno abierto V(, ) de p. Se obtiene de esta forma, para cada
n > 1 un recubrimiento abierto C,, C | yec, Vin,p) del compacto Cy; este recubrimiento posee un
subrecubrimiento finito, esto es, existe un subconjunto finito F,, de C,, tal que:

Cn C U V(n,p).
peF,

Asi, pues, se obtiene una familia {1} jc; de funciones n7; : M — R de clase C*°, donde:
J={(n,p)|In=1,p € Fy}.

Por construccion se tiene que n;(M) C [0, 1] para todo j € J; ademads, para todo j € J existe
i € I tal que suppn; C U;. Las condiciones (i) y (ii) que aparecen en el enunciado del lema son
por lo tanto satisfechas.

Vamos a mostrar que la familia {supp 7} jc; es localmente finitaen M. Seap € My sean > 1
con p € K,\K,_ entonces p €int(K,+1)y p ¢ K,—1, de donde se sigue que int(K,,+1)\K,—1 €s un
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entorno abierto de p. Aseguramos que int(Kj 1)\ Kj,—| interseca a supp 77; solamente en un niime-
ro finito de indices j € J. Sea entonces j € J tal que supp7; interseca a int(K,;1)\K,—1; escriba
J=(m,q) € J,conm > 1y q € Fy,. Se tiene que suppn; estd contenido en int(K,+1) (K, _, Y,
por consiguiente,

(8K )O\Kne )N (i0t(Kopi1) 0 K ) =int(Kpe1) 0 K Nint(Kpe1) N KE_ # 0

En efecto, el hecho de que K11 N K|, # 0 implica que n + 1 > m — 2; similarmente, K,,,+; N
K, | # 0 implicaque m + 1 >n—1.Luego, n— 1 < m < n + 2. Esto demuestra que:

n+2
(j € J | (nt(Kye )\Ky1) O suppry; # 0) < ) (m) x Fo.
m=n—1
Por lo tanto, supp7; interseca a int(Kj+1)\K,-1 solamente para un nimero finito de indices
j € J. Esto completa la demostracion de la condicién (iii). Para terminar, vamos demostrar la
condicion (iv). Puesto que cada funcion n; es no negativa, es suficiente verificar que para todo
p € M existe j € J con 1; es no negativa, es suficiente verificar que para todo p € M existe
Jj€Jconnj(p) >0.Sean > 1 tal que p € C,. Se tiene que p € V, 4 para algin g € F,; luego
(n,q)=jynilp) =1 m

Finalmente, estamos en condiciones de probar el teorema central de esta secci 6n.

Theorem 3.20. Sea M una variedad diferenciable. Dado un recubrimiento abierto M = J;c; U,
de M existe una particion diferenciable de la unidad subordinada a dicho recubrimiento.

Demostracion. Sea {n;}jc; una familia de aplicaciones como lo indica el enunciado del lema
anterior. Para cada j € J , escojai = o(j) € I tal que suppn; C U;. Se obtiene entonces una
aplicacién o: J — [. Para cada i € I se define una aplicacién &;: M — R mediante:

&= Z ;s

jeat@

donde se entiende que & = 0 si o~!(i) = 0. Puesto quen la familia {suppn i} jes es localmente
finita, se sigue que, en virtud del Lema 3.15, que &; es de clase C*. Noétese también que &; es
una funcién no negativa, ya que cada n7; lo es. Para todo i € I se tiene que:

(peMi&p)#0ic | | suppn.

jeor1(i)

Utilizando nuevamente el hecho de que la familia {supp 17} je,-1(;) es localmente finita y teniendo
en cuenta que la unién de una familia localmente finita de conjuntos cerrados es un conjunto
cerrado, se concluye que | je,1(; Supp 77; €s un conjunto cerrado. Luego:

supp&i < | | suppn; c U;
jea ()

Vamos a mostrar que la familia {supp &;}ie; es localmente finita. Sea p € M un punto. Como
la familia {supp7;};c; es localmente finita, existe un abierto U de M que contiene a p el cual
interseca a supp7; solamente para un nimero finito de indices j € J. Sii € I es tal que U N
suppé&; # 0 entonces U N suppn; # () para algin j € o~ 1(i). En otras palabras, si U interseca a
supp &; entonces i = o(j) para algin j € J tal que U intersecta a supp 77;; en simbolos:

{ieI|Unsupp& + 0} co({jeJ|suppn; # 0})
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Esto muestra que {i € I | U N suppé; # 0} es un conjunto finito y, por consiguiente, la familia
{supp &;}ier es localmente finita. Una vez mads, aplicando el Lema 3.15, se sigue que la funcién:

§=Z§i

iel

estd bien definida y es de clase C*. Aseguramos que & es una funcidn positiva. En efecto, puesto
que cada funcién &; es no negativa, es suficiente mostrar que para todo p € M existe i € [ tal
que &;(p) > 0. Pero sabemos que existe j € J tal que n;(p) > 0 lo cual implica que &(p) > 0 si
i = 0(j). Defina ahora : :

1

3

para todo i € I. Se tiene que ¥;: M — R es una funcién no negativa de clase C* para todo
i €lysuppy; = suppé;. Luego, la familia {supp ¢;};c; es localmente finita y suppy; C U; para
todo i € I.Obviamente };c;¥; = 1y, puesto que cada funcidn i; es no negativa, se tiene que
Yi(M) C [0, 1] para todo i € I. Asi pues, {;};c; €s una particion de la unidad subordinada al
recubrimiento abierto M = | J;¢; U;. |

Ui

3.3 APLICACIONES

En esta seccion se presentardn algunas aplicaciones interesantes del Teorema 3.20.

Recuérdese que el Lema de Urysohn afirma que si X es un espacio topolégico normal y si
F,G C X son conjuntos cerrados disjuntos entonces existe una funcion continua &: X — [0, 1]
tal que £(x) = 1 paratodo x € F y é(x) = 0 para todo x € G. A continuacion, se demuestra una
version diferenciable del Lema de Urysohn.

Lemma 3.21. ( Urysohn C*). Sea M una variedad diferenciable y sean F,G C M dos conjuntos
cerrados disjuntos. Entonces existe una funcion ¢: M — R de clase C* con &(M) c [0, 1],
&(p) = 1 para todo p € F y &(p) = 0 para todo p € G.

Demostracion. Se tiene que los conjuntos U; = M\F'y U, = M\G constituyen un recubrmiento
abierto de M. Existe por tanto una particioén diferenciable de la unidad {i1, ¥} subordinada a
este recubrimiento, esto es, ¥;(M) c [0,1] y suppy; € U;, i = 1,2. De aqui se infiere que
supp ¢ es disjunto de F y supp ¢, es disjunto de G. Esto implica que y»(p) = 0 para todo
p € Gyyi(p) =0paratodo p € F. Ademds, ¥ 1(p) = 0 implica que Y (p) = 1. Por lo tanto, la
funcién & = i, satisface las condiciones deseadas. O

Recuérdese que el Teorema de Tietze establece que si X es un espacio topoldgico normal
y F C X es un subconjunto cerrado entonces toda aplicacién continua f: F — R admite una
extension continua a todo el espacio X. A continuacion, se demuestra una version diferenciable
del Teorema de Tietze.

Lemma 3.22. (Tietze C*). Sea M una variedad diferenciable y sea f: U — R" una aplicacion
de clase C* definida en un abierto U C M. Entonces para todo cerrado F en M contenido en
U existe una aplicacion g: M — R" de clase C* tal que gl y f|F.

Demostracion. En virtud del Corolario 3.3, M es normal, por lo que existe un conjunto abierto
VcMtalque FcVyV c U.A partir de los cerrados disjuntos F y V¢ se obtiene, por el
Lema de Urysohn C*, una funcién é: M — R de clase C* tal que £(p) = 1 paratodo p € F'y
&(p) = 0 para todo x ¢ V. Defina g haciendo g(p) = £(p)f(p) paratodo p € Uy g(p) = 0 para
todo x € M \ U. Se tiene entonces que la restriccion de g a los abiertos U y V' es de clase C*;
en efecto, la restricciéon de g a U coincide con el producto (£|y)f vy la restriccion de g a V' es
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nula. Puestoque M = U U V', se sigue que g es de clase C* en M. Por ultimo, como é|p = 1,
se tiene que g|r = flF. |

Corollary 3.23. Sean M una variedad diferenciable, p € M un punto, v € R" un vector y
L: T,M — R" una aplicacion lineal. Entonces existe una aplicacion f: M — R’ de clase C*

tal que f(p) =vydf(p) = L.

Demostracion. Sea (U, ¢) una carta en M con p € U. Considere la aplicacién lineal:
L=Lode(p)™': R" - R

Entonces existe una aplicacion f: R" — R” de clase C™ tal que f(<p(p)) =0y df(cp(p)) =L
en efecto, basta tomar: . N
Jx) = v+ Lx - ¢(p)),

para todo x € R”". Considere la aplicacién fy: U — R’ definida por fy = f o ¢. Se tiene
que fo(p) = vy dfo(p) = Lo de(p) = L. Para completar la demostracién, basta construir una
aplicacién f: M — RR" de clase C* que coincide con fy en un entorno de p. Obviamente se
tendrd que f(p) = fo(p) = vy df(p) = dfo(p) = L. En virtud del Lema 3.1, M es regular, por
lo que p posee un entorno cerrado F' contenido en U. El lema anterior nos garantiza entonces la
existencia de una aplicacién f: M — R’ de clase C* que coincide con fy en F. |

El Teorema de Whitney afirma que si M es una variedad diferenciable de dimension n en-
tonces existe una inmersién inyectiva de M en R*" que es una inmersién difeomérfica de M
en R?**!. A continuacién se demuestra una versién mas débil del Teorema de Whitney, vali-
da dnicamente para variedades compactas y donde no se especifica la dimensién del espacio
euclidiano en el que se encaja la variedad M.

Theorem 3.24. Si M es una variedad diferenciable compacta entonces existe un N € N y una
inmersion difeomorfica f: M — RV,

Demostracion. Para cada p € M, escoja una carta (U, ¢,) en M con p € U,. Puesto que M es
regular (véase Lema 3.1), todo punto de M posee un sistema fundamental de entornos cerrados;
luego existen abiertos V,, W, en M tales que:

peW,cW,cV,cV,cU,.

Por el Lema de Tietze C*, existe una aplicacion ¢,: M — R" de clase C* que es igual a ¢, en

el cerrado V_p. Por el Lema de Urysohn C*, se puede obtener una funcién &,: M — R de clase

C®™ que es igual a 1 en los puntos del cerrado Wp y es igual a cero en los puntos del cerrado V7.

El recubrimiento abierto M = |J,,cp W), posee un subrecubrimiento finito M = {J;_; Wp,.
Defina la aplicacién f: M — R mediante:

F0) = (bp,(P)s- - p,(0). Ep (D), - - -, £ (D)),

para todo p € M, donde N = rn + r. Obviamente f es una aplicacién de clase C*. Vamos a
mostrar que f es una inmersion difeomorfica. Para todo p € My todo v € T, M se tiene que:

df(p)-v=(dgp, (p)-v,...,ddp,(p) - v,dEp (p) - v,dEp,(p) - V).

Suponga que df(p) - v = 0; se probard que v = 0. Sea k = 1,...,r tal que p € W, . Las
aplicaciones ¢, y ¢,, coinciden en el abierto V,,, > p y por lo tanto de,, (p)-v = d¢,, (p)-v = 0;
puesto que ¢, es un difeomorfismo, se sigue que dy,, (p) es un isomorfismo, de donde se
concluye que v = 0. Esto muestra que f es una inmersién. Dado que M es compacta, para
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establecer que f es una inmersion difeomorfica es suficiente verificar que f es inyectiva. Sean
p-q € M con f(p) = f(q). Entonces ¢, (p) = ¢,,(q) Y €p(p) = €p(g) parak = 1,...,r. Sea
k=1,...,rtal que p € W,,. Se tiene que &, (p) = 1y por lo tanto &,,(g) = 1. Como &, es
nula en el complemento de V), se sigue que g € V). Pero ¢, coincide con la carta ¢, en
los puntos de V), lo cual nos dice que la restriccién de ¢, a V), es inyectiva. Las condiciones

ép(P) = p (@) y P.q € Vp, implican, por tanto, que p = q. |
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