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K�(Y�+�1�"����� ���10������"�m�"����(p�"�*f[�%0Ô�Ô�Ç� �+�X(p�"���Q�*�"�+�X0��*�[�%6p� �*�NKô�,����(-�5�,�p�+�>2J3����L3-0M^
(p� ��� 9 $8<Q9�5b���X(
���©� l �L0�(p� �@"%$�&c'�<��
:Ã�I� �L0W6U�S���b� ���h�Q���B�[� ��� ���E2J3��Þ��f[�I�b�#2�3��}� �+��(p�"���Q�*�"�+�ô�I���"���v�5��6p� �*�}��� ���

�"���J�����p�e�p�)�����h�p�L6
��� �"���Ç�,����(-�5�,�p�+���*�ò�"�*�1����� �L���%5��[��(-3��*�m�"�Y�"�ñ�Q���B�����p���5�[�\(Y���
� l �L0�(p� �p�p���Ç�Q�L3U����� ���V�[�_.7���"���������S���*���"�Ã��O,�1��� �«�

{
dXt = b(t,Xt)dt + σ(t,Xt)dWt, t ∈ [0, T ],
X0 = ξ,

9 &
<

�p���B�p�
ξ
�*�Z3p�U�W5Y�L�[� FT

5�0��*�[�%6p� �F�ò� �+�W�Q�Ã���U��� ���J�"�*�X�p�L(
���B���S�@�p�>�"�d���������I�/.7��� ^
0Ô����� ���V2J3��z�b�������5�

W
�[�����"�����Q�*�N3p�U�M�"���%3���� ���V�p�I9 &
<����M(-3��*�p�P�"���[3p�@(p�"���Q�*�"�

�,����(-�5�,�p�p��Uª����� �;�5�S���"�p�[�*�)���Q�Q�*�9�S��� ����f/�"���B�p���;�����I���"���v�5�S���p�X�����P�p�X�5�S�R0Ô�S�����5�
2J3��z� �+�W�I���"���v�5�S�B�p�+�N(-3��*���S�@�"���[(p�"���Q�*�"�+�W��� ���Q�Q�*�5�S������0������"�ò�,����(-�5�,�p�+�«� . ��6Y�
0�������� ���U�S�H2J3��z��� �Q�L3U����� ��� 9 &
<W��(U�S�"�Q�Q�Q�p�S0Ô�S�����5�ò�U���13p�5�S�f���@�[�_.7���"�����"�*�NOS�"�«�,�
�p���l�Q���������%0Ç� �����"�Ù��� �����
	_�U�Q�p�U�Q�,0��M(Y���%� l �L0�(p� �Ç�L3U�S�B�p����� �Q���B�[� ��� ���^�I�p� �����S�]�p��^
(Y���B�p�Z�p�;���N�"���%3���� ���Ç���ò���d��� �L0�(Y�

T
�Á���/�����1�"�L0Ô�Á�*�1�TOË�c.0�Q�L�5�,�p�>(Y���	3p�U�H5v�S������6p� �

�S� �«���"��������2J3��>�p�L(
���B�p�;�p�>�"�d���Ú���ò�I�/.7���10Ô����� ���@2J3��Á�b�������5�
W
���Q�,0����13��Q�*�p�z���

� �+�[0����"�«�,�p�+�H���U�S����� ���"�+�®�Q��� �I�/.0���10Ô����� ���A(p���%5Ã�I� ���v���,���@9�5b���Á�l�Q��� �L�Á�S���["%$	!�'�<��
=)� � �@2J3��D���I�+3��D�"��5v�^��(p�"�*�"���J�5�S�����ô�I�J�"���v�5�S�Y�p�):Jab���"�,���J� �^���o�,(Y���5�,�p���

�p�W�[�%5b�����b���������[�d�����L3U�S���*�X3p�U�Ù��fd�"���B��� ���h�p�Ú�����I���"���v�5�S� �p�W�����IK�2J3��v���Q�,0��DKs�
0�������� ���U��0��+�«�����+�M(Y���10Ç�%�"� �I���"���v�5�S�D(p�"�Ã�Q�*�"�+����� ���Q�Q�*�9�S������0������"� �,����(-�5�,�p�+���
=����5�h�I���"���v�5�S�;.?3��#���,��� (Y���A:Jab���"�,���J� ��� "G&+b�'�� �[�p�L0DO,�«�S�"�e��� ����� 2J3��Þ�*�1�5�
�I�J�"���v�5�S�]��� �����>(p�"�,(p� �*���,�p�*�X���%0Ç�I���S�"�*�®�Ú���,�[�p�Ë���Ú�I�J�"���v�5�S�4�p�S�!����9�5b���Q"%$8j8'�<o�Q�,0��
�"���Ú���Z.7���10P3p���X�p���!���®�Z.0���10W3p���X�p�;�I���"���v�5����� ���m(
���](U�S�1�"�*���S�����"�Q���"�L0Ô�H�p���B3-6p�I�p���
�L�"�v��
Á�U�M�p�����p� ��� ���A�p�Q3-���I�I�����,�^�*�%�������I�+3p� ���J�"�v�
� J���þ�������
�þ üR�����
�

g : [0, T ]n → R ��� ��� ������� �!�#"
�%$ ���'& �(� �*) � �

g
�,+ ��� ��� ������� �!� + �.-0/�1(23� � �54�+ ��6 + �!798 + � 4

g(xσ(1), . . . , xσ(n)) = g(x1, . . . , xn),

: � 2 � 1;8 &<�5+ 7 �5+ : � 23-=��1 � �>�(8!� �,+
σ

&�� 7?�@8!�BA3���C1;8 {1, 2, . . . , n} "



@ ���������	�
���
���	�������������������������

� �%$ ���'&�� � � � 7 � + �.- � 1(23��� � ��� �!� g̃
& �

g �@8!- 8 + ���!� ���

g̃(s1, . . . , sn) =
1

n!

∑

σ∈Sn

g(sσ(1), . . . , sσ(n)),

& 8!� &��
Sn

�,+ 7 � ��� -=� 7 � � &�� 7 �5+ : � 2,-=� 1 � ��� 8!� �,+'& � 7?�@8!��A,���C1;8 {1, . . . , n} "
= � . O����I�`5b���Z2J3��

g̃
�*�Y���%0 2L����� �«�WKÇ�Q���I�������p�z�Q���

g
�����*�1�5�	�p�%���%0Ô�ò�*�����%0 2L����� �«�[�

���W�"�I�+3p� �����"�z�*�Y3p�U�Q�������5��0Ç� ���J�5�
�-���I�
���ô���Y��OS� �L3p� �m�p�>o �S�I�I���*5��I�l��=N�ô� �W2J3��
���I�+3��e3B�9�S�"�L0��+�ô���Ò���,�5����� ���

L2([0, T ]n) = L2([0, T ]n,B([0, T ]n), λn)
�>�p���B�p�

B([0, T ]n)
�*�%���

σ
^�OS�I�b�L6p�5�I�p�F�W���"���4�p�

[0, T ]n
K

λ
�*�©���m0��*�[�����I�p�F�l�L6Y�*���+3��v�

� J���þ�������
�þ F������
�
f ∈ L2([0, T ]n) "�� � �.�C1 � �!2 � 7 -

 7 1(� : 7 �*&�� 8!2 &�� � n

&��
f �@8!�

2 �,+ : � �>1;8 �
W

4�& � ��8 1 �<&�� : 8!2 In(f)
4�+B� &�� � � � �@8!- 8 7 � � �C1 � �!2 � 7 �(1 � 2 �<&<� &���� 1�� �

In(f) = n!

∫ T

0

∫ sn

0
· · ·
∫ s2

0
f̃(s1, . . . , sn)dWs1 · · · dWsn .

9 !
<

� 6B�5���15���0��+�X2J3��Ë�����I���"���v�5�S�]0��p�%���%(p� �
In

�*�1�TOm6p� �����p�����p�����M(-3��*�%����(p�"���Q�*�"�
{∫ t

0
g(s)dWs :=

∫ T

0
I[0,t](s)g(s)dWs : 0 ≤ t ≤ T

}
,

�*���,����(-�5�,�p�eK �L3U�,�[�5�,�p�g�I���"���v�5��6p� �v��(U�S�5�V�"�d�p�h(p�"�Ã�Q�*�5� �,����(-�5�,�p�eK 0��*�[�%6p� �
g
�Q�,0�� ��� 9 $8<�� �[�p�L0DO,�@9�5b���m����� "%$+$L'ZK iN3U�S���S�1�)"%$8jc'�<������W�,(
���5�,�p���

In
�*�W3p�

�,(Y���5�,�p���©�I�I���«�S�����Q�,�5�,�p� �p�
L2([0, T ]n)

���
L2(Ω)

�5�S�42J3����

E(In(f)Im(g)) =

{
0, si n 6= m,

n!〈f̃ , g̃〉L2([0,T ]n), si n = m.
� ���5�N.7���10Ô�S�p���I�����"�d�/3����I�)���,���I���"���v�5�S� �*� 0��p�%���%(p� �*�o�*� 3B�5�S�B�p�;�13 �"��������� �����Q���

� �+�[(Y���I�I���,0Ç� �+�H�p�,+Á���10Ç�%�"�v�)� �5��6Y���«�
m∏

i=1

ni!Hni

(∫ T

0
ei(s)dWs) = IPm

i=1 ni
(e⊗n1

1 ⊗ · · · ⊗ e⊗nm
m

)
.

9 @J<

�[2J3 	�� {e1, . . . , em} �*�Z3p�U�m.7��0Ç�I�I�������1�"�������10Ô�S�	�p� L2([0, T ])
�

Hn(x) =
(−1)n

n!

��f/(
(x2

2 )
dn

dxn

( ��fd(
(−x2

2 )
) 9 b
<

�*�©���4(
���I�I���,0Ç� �I�p�,+Á���10Ç�%�"�Q�p�F�����p���
n
K

e⊗ni

i ⊗ e
⊗nj

j (s1, . . . , sni+nj
) = ei(s1) · · · ei(sni

)ej(sni+1) · · · ej(sn1+nj
).
9 *
<

=)�E"%$+$L'W9�5b���D�5��0W6p� 2�� "%$8j8'�<M�5� �����L3��������5� ���X���I�+3p� �����"� �"�*�13p�%�5�,�p� �Q�����������p�
�Q�,0�� ��� ��� : � � + �(� � � � � � 8 + &���� � � � � 2�� � 1�� �©���Ë�L3U�S�Ë�*�1�5��6p� �Q�Q�h2J3�� �L3U�S��2J3p� ���
5v�S������6p� �v�)�S� �«���"������� �L3U�,�[�5�,�p�}�I�J�"���v�5��6p� �v� FT

5�0��*�[�%6p� �v� ��� �����D3p�U�V�p�*�"�Q�,0�(Y�+���_^
��� ���ô���1�"���b���U�S�d���

L2(Ω)
�p�®�I�J�"���v�5�S� �*�Z0��p�%���%(p� �*�«�;�[2�3 	Y�*�;�%0�(Y���1�5�S���"�Ë�"�Q�Q�������S�

2J3�� FT
�*�%�b�������5�,���I(
���%���W.���0Ç�I�I��� {Wt : t ∈ [0, T ]} �



��� ��� ���1�����1���1������� ��� ���E��� b

� J��R��J��OH����'���
�
F ∈ L2(Ω,FT , P )

4*� ��1;8!��� �,+ � � � + 1 � ��� � + � � �,+ �(�!� 
�� � � � &��
� � �#���(8 � �,+*&�� 1 � 2,-=� ��� + 1(�(� �5+�+ � - />1(2,� � �5+ {fn ∈ L2([0, T ]n) : n ∈ N} 1 � 7 ) � �

F =
∞∑

n=0

In(fn) = EF +
∞∑

n=1

In(fn).
9 j+<

iË�,�"��2J3��������p�*�5�Q�,0�(
�+��� ��� ��� ��� �«���+� 9 j+<N(-3��*�p� �����"�����p�p� �«�����)�S�I���p�g��� ��^
0����J�"�;�p�;���H.���0Ç�I�I��� {fn : n ∈ N} ���z�*� ���%0 2L����� �Q�p� =N� ��.0�Q�L�"�p���"�«�

f(s, t) = t−s
�

���J�"�����Q�*�
0 = I2(f)

Ks��2J3��
f̃ = 0

�
��� ��fd(U�S�B��� ��� ���ô�«���+�H�p�Sn�� ������� ^!�����Ç�*�[3p�����p�Ë� �+�[(-3p���"�+�N�p�>(U�S�1�������M(U�S�5�

���Ë�I�J���"�J�/3��Q��� ���D�p�����Ë�I�J�"���v�5�S�`�p�X:Jab���"�,���J�d�\=����"�Á� �;�p�L�5�S�I����0��+�o�z�Q�������I��3U����� ���l�
:��«�

u ∈ L2(Ω × [0, T ])
��= �1�"�Ç�%0�(p�I� �«�Ç���@(U�S�1��� �L3p���S�>2�3����

�
<
ut

�*� FT
5�0��*�[�%6p� �Q(U�S�5�M�"�J�p�

t ∈ [0, T ]
�

6R<
E(u2

t ) < ∞ (U�S�5�Ç�«�,�����"�d�p�
t ∈ [0, T ]

�
Uª���F� ��2�3��W(U�S�5�ñ�«�,���N�«�,���

t ∈ [0, T ]
� l �)�"�m(-3��*�p� �Q���B�����p���5�S�F���Ô��f/(U�S�B��� ���Þ���

�«���+���p�[n�� ������� ^!�����Q�p�%���>5v�S������6p� �®�S� �«���"�������
ut
�b�*�1�"���%0�(p�I� �«�������"�����Q�*���J2J3��Z(U�S�5�

�«�,���ª�«�,���
t ∈ [0, T ]

��f����1�"�P3p�U�D��3��Q�*��� ��� �p�p� �«� {fn(·, t) ∈ L2([0, T ]n) : n ∈ N}�p�S.?3p����� �����*�H�"�%0 2L����� �«�,�©�Q���

ut =

∞∑

n=0

In(fn(·, t)). 9 k
<

=��Ç�����S�"�#2J3��ñ���V.�3p����� ���
fn
(-3��*�p���"���Ç�Q���B�����p���5�,���g�Q�,0��A3p�U�A.?3p����� ���g�p�ñ���,�

(n+1)
5v�S������6p� �*�

t1, . . . , tn, t
�N�[�p�L0DO,�S9�5b���H"%$8jc'�<��b�����*� �[�_.(	 ���I�R�p�L0��+�1���5�S�Y2�3��Á���

���Q�T���N�p��2�3��
u ∈ L2(Ω×[0, T ])

�%0�(p�I� �«�N2�3��
fn

�*�	3p�U�Z.?3p����� �������
L2([0, T ]n+1)

�
U\3��*���"�m2J3��©���Q.?3p����� ���

fn
�*�Y���%0 2L����� �«�ò�Q���Ù�"�*�1(Y�Q�L�"� �F���,�Y(p���%0����5�,�

n
5��S������6p� �*���

���J�"�����Q�*�N�13@�"�%0��L�����98������ ���
f̃n

�*�1�TOI���,���M(
�����

f̃n(t1, . . . , tn+1) =
1

n + 1

n+1∑

i=1

fn(t1, . . . , ti−1, tn+1, ti+1, . . . , tn, ti).

. �������,�D�p�����p� ��� �����*�)K �,6B�"���15v����� �����*� ���,���,� �U�,�1�5�Þ���N0��,0������"� (
�d�p�L0��+�
�I�J���"�J�/3����I�Ë���4���I�+3p� �����"�Ú�Q�����Q�L(-�"� �

� J���þ�������
�þ��4� ���
�
u ∈ L2(Ω × [0, T ]) �@8!� � � : � � + � �!� � � � � 8 + &�� � � � � � 2
	 � 1��&<��&<� : 8!2���
�$ " ���*& � � �=) � �

u
�,+���� 8!2 8���8 & � �C1 � �!2 ��� 7 �*+ �

∞∑

n=0

In+1(f̃n)

�@8 ��� � 2 � �0� � L2(Ω) "�� + 1;8 �3+ 4
∞∑

n=0

(n + 1)!||f̃n||2L2([0,T ]n+1) < ∞.
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� � 1 � 7?� �5+ 8 +>�'&�� � � � 7 � � �C1 � �!2 � 7 &�� ��� 8!2 8���8 & δ
&��

u �@8!- 8 + ���!� ���

δ(u) :=
∞∑

n=0

In+1(f̃n).
9 F
<

�Á�I�+3p�U�,�Y5b�Q�Q�*�Z�"�N�p�����,�5�ò�Ú���Q5v�S������6p� �F�S� �«���"�������
δ(u)

(
��� ∫ T
0 usdWs

�p�L6p���p�
�e2J3��

δ(u)
�*�Ç�I�+3U�S�Á�}���}�I���"���v�5�S�N�p�@�!���e�p�

u
�Q���q�"�*�1(
�Q�L�"�g�

W
���[3 �*�M3p�

(p�"���Q�*�"�Ô�,����(-�5�,�p�Ô� F �
� ���5�@.7���10Ô�@�p�)�p�����p�I�ò�����,(
���5�,�p���

δ
�*���I�J���"�J�/3����I��� � �Q�,0��}�����,� l 3p���"�h�p���

�,(Y���5�,�p���H�p�����%5v�,���[� =��1�"���5�S6
�+��2J3�� l �Ç� �Q�������I��3U����� ���l�
:��«� S ���m.���0Ç�I�I���M�p�;�"�J�p�+�©� �+�Z.�3p����� ���U�S� �*�N�13U�*5b�*�

F ∈ L2(Ω)
�p�F���W.0���10Ô�

F = f

(∫ T

0
h1 (t) dWt, . . . ,

∫ T

0
hn (t) dWt

)
,

9 $	&
<

�p���B�p�
f
�*�>3p�U��.?3p����� ���e�p�����p����� �5�,6p�"�

R
n �5�S��2J3������I���DK��"�d���,�N�13B�>�p�����%5v�,���,�

(U�S�"�����S� �*�H��� ������� ���"�Q���%0Ç� �����"�D(
���I�I���,0Ç���S�	KÙ���,�
hi
�"����.?3p����� �����*�X�p�

L2([0, T ])
�

� J���þ�������
�þ���� � � & � 2,� � �<&�� & � ��� � ������� 8!� � 7 + � � � � F
&�� 7 � � 8!23- � �����,$ �,+ � 7: 2
8B� �3+ 8 �,+ 1;8B��� + 1(�(� 8 ��� ��& 2 ��& 8 � �C1 � �!2 ��� 7 � DF = {DtF : t ∈ [0, T ]} &<�<& 8 : 8!2 �

DtF =
n∑

i=1

∂f

∂xi

(∫ T

0
h1(t)dWt, . . . ,

∫ T

0
hn(t)dWt

)
hi(t).

�
	�� J���
 H-�J� 

þ���� �,+B� 2
� � ) � � 7 � � &��
� &�� �3+ 1 � &�� � � � ���(� � �,+ � : 7��(� � 2 7 � 2 � �!7 � &�� 7 �
� ��&�� � � � 7 � ��� : 2 �,+ � �!� &��<&<�0� � �����,$ 4 798 ��� � 75A,� + 1(� � � �0� 7���8 - � 2 � &�� &�� 23� � �<&<� & �
�,+ 1 � 8 : � 2 �<& 8!2B" � + 1;8 �,+ 4 � 7 i 	 / + �.- 8 + ��- � � & 8 �,+

∂f

∂xi

(∫ T

0
h1(t)dWt, . . . ,

∫ T

0
hn(t)dWt

)

-=��7�1(� : 7��(� ��& 8 : 8 2 7 ��� &�� 2,� � �<&<���=&�� 7 � � �C1 � � 2 � 7 ∫ T
0 hi(t)dWt "�� � � � � ��8 � 7 8 : 	� 2 �<& 8 2 D

�3+ ��� � &�� 23� � �<&<� � � 7 � & � 2 � �@��� �!� ω
+ � Ω

�,+ � 7 �,+ : � ��� 8 � � �#�!� � �@8 &��
� � � � � 2 � � � 2���� � 7 � 231�6�� � 2 & 8!� ��� ��
�� $ "
Uª���z�,���"�����,�p�p�`�5�«�S� {e1, . . . , en}

3p�V�����1�"�L0Ô�Ô���1�"�������10Ô�S���p�
L2([0, T ])

K
F3p��.?3p����� ���U�S�4�13U��5b�Q�p�F���W.7���10Ô�

F = f

(∫ T

0
e1(s)dWs, . . . ,

∫ T

0
en(s)dWs

)
.
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=N�J�"�����Q�*�«�[���P.0���10W3p���m�p�®�I�J�"���v�5����� ����(
���Y(U�S�1�"�*�ZKÇ���P�p�����p� ��� ���@�p���Y�,(Y���5�,�p���
D�%0�(p�I� �«�S�

E

(∫ T

0
(DsF )e1(s)ds

)
=

∫

R
n

[∫ T

0
e1(s)

n∑

i=1

∂f

∂xi
(x)ei(s)ds

]
φ(x)dx

=

∫

R
n

∂f

∂x1
(x)φ(x)dx = E

(
F

∫ T

0
e1(s)dWs

)
,



��� ��� ���1�����1���1������� ��� ���E��� j

�p���B�p�
φ(x) = 1√

(2π)n
e
−

n
P

i=1
x2

i /2 KS���L0��+�	3B�9�,�p�®�������Q�T���N�p��2�3��o����5b�Q�L�"���N�S� �«���"��^
��� �

(∫ T

0
e1(s)dWs, . . . ,

∫ T

0
en(s)dWs

)

��� �����;�[���1�����%6-3���� ��� �����10Ô�S�l�*�1�TOS�B���S�
n
^!�[�%0����B��� ���U�S���)�>�
	 �5�Ë�,6-��� �����Ú��� �"�I�+3p� ���-�"�

�"�*�13p�%�5�,�p�Ô���f�L3U�S�f�*�[3p�U�m.7���10P3p���I�p�F�I���"���v�5����� ���A(
���[(U�S�1�"�*���
� J��R��J��OH����'���@�

F � � � ������� 8!� � 7 + � � � � & � 7 � � 8!23- � �����3$ 6 h ∈ L2([0, T ]) "
� ��1;8!��� �,+

E

(∫ T

0
(DsF )h(s)ds

)
= E

(
F

∫ T

0
h(s)dWs

)
.

=)�ñ���m�p�L0��+�1���5����� ���@�p�z�*�1�"�Á�"�*�13p�%�5�,�p�M3p���m(-3��*�p�>3B�5�S�«�/���I�)(:2����[�����m�p�Ë�b���/^
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F
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h
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e1
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Á�U�Ù�Q���B�"�Q�L3������������p���*���"�Ú�"�*�13p�%�5�,�p�ô�*�S2J3��
D

�*�>3p�}�,(Y���5�,�p���F�Q�����5��6p� �M�p�
L2(Ω)

���
L2(Ω× [0, T ])

� =��1�"�W���I�v�p�_�U�«�Q2J3��X��� {Fn : n ∈ N} �*�\3p�U�P�13��Q�*��� ���D�p�.?3p����� ���U�S� �*�X�13U��5b�*�[�5�S� �*�X2J3��
Fn → 0

���
L2(Ω)

K
DFn → Y

���
L2(Ω× [0, T ])

�
���J�"�����Q�*�

Y = 0
� =N� � � 2�3��h���I�+3��e�p�����,�5�S�"�L0��+� � ���Ò��fd�"���B��� ��� �Q�����5�,���

D�5��0W6p� 2�� (
���
D
�AU���� � �h2�3��ô�������5�}���Y�p�,0Ç�I�p� �e�p���W�,(
���5�,�p���

D
�*�ò�����*��(U����� �

D
1,2 ���,�p����� �������I�+3p� ���J�"�Q�p�����p� ��� ���l�

� J���þ�������
�þ�� �����
�
D

1,2 7 � �<& � � 2 � �#��� � & � 7?�@8!��A,���C1;8 &�� 7 8 +�� � �#���(8 � � 7 �,+ + � � � �,+&�� 7 ��� 8!23- � �����,$ �@8!� 2 �,+ : � �>1;8 � 7 � +>� -'� ��8!23- �

||F ||1,2 :=

[
E(|F |2) + E

∫ T

0
(DsF )2ds

]1/2

.

�
	�� J���
 H-�J� �
þ J � � � $ � 7?8 : � 2 �<& 8!2 &��'&�� 2,� � �<&<�
D : D

1,2 ⊂ L2(Ω) → L2(Ω ×
[0, T ])

4 �@8 � & 8!-=�.�C�(8 D
1,2 4 �3+ � � 8 : � 2 �<& 8!2 � � 232 �<& 8 ��8 � �@8 1 �<& 8 �@8!� & 8�	

-'� � � 8 & � � + 8 4 6 � � �@8 � +>� �>� � �#��� � : 8 +>� � � � 8 : � 2 �<& 8!2 �<& A,���C1;8 4 � 7���� � 7 �,+
1 � - � � /�� ��� 8 : � 2 �<& 8!2=� � 232 ��& 8�"

� $ � � 7 � & � � � � ��� �!� & �
D

1,2 +B� + � � � �') � �,4
F ∈ D

1,2 4�+ ��6 + �!798 + � 4�� � � + 1 � ��� �
+ � � �,+ � �!� {F (n) : n ∈ N} &�� � � �#���(8 � � 7 �,+ + � � � �,+ &�� 7 � � 8!2,- � �����,$ 4 1 � 7 ) � �
F (n) → F

� � L2(Ω) 6 DF (n) → Y
� � L2(Ω × [0, T ]) " � � 1 � 7 � �5+ 8 +B�

1(� � � �
DF = Y "

� �Q���J���I��3U����� ���@�"�[5b���TOF���F�"��������� ���Ù��f[���1�"���J�"�Á���J���"�®�����,(Y���5�,�p�����p�H�[�%5b�����b���/^
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5v�S������6p� �*�Ú�S� �«���"�������,�Ú�L3U�,�[�5�,�p�^�I���"���v�5��6p� �*�WK ���ñ�"��������� ��� 9 @J<��]�5�M(-3��*�p���,6-�"�������
3p�U� �«�S�5���L�"�����98������ ��� �p���Y�p�,0Ç�I�p� �A�p�����,(
���5�,�p���M�p�D�p�����%5v�,���

D
��=N� ��.7�Q�L�"�p� �"�

��� ���������f�"�*�13p�%�5�,�p�I���I�+3p� ���J�"���
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� ����� � � ������
�þ��]�=���
�
F � � � � � 23� ��� 7 � � 7 �
� 1;8!2,� � ��� �<& 2 �<& 8 �.��1 � �!2 ��� 7 � �@8!� & �,+ 	

�@8 - : 8 + � ��� �!� � � � � 8 +*&<��&<� : 8!2���� $ " � �C1;8 ��� �,+ F ∈ D
1,2 4�+ ��6 + �!798 + � 4

∞∑

n=1

nn!||fn||2L2([0,T ]n) < ∞.

� � 1 � 7?� �5+ 8 4
DtF =

∞∑

n=1

nIn−1(fn(·, t)). 9 $�&
<


Á�U�Ë�Q���B�"�Q�L3����������Ë�%0�(Y���1�5�S���"�[�p�W�*�1�"�o�"�*�13p�%�5�,�p�F�*�ª���N�"�I�+3p� �����"�Z(p�"�,(Y�+��� ��� ���l�
���ô�L3U�S�)���p���J���_�U�«� ���)�,(Y���5�,�p���P�p���[�%5b�����b��������� 9 �����v�I�����;�,� l 3p�J�"�@�p�

D
���,�p��(Y���

��� �I�+3U�S�����,� 9 $�&
<1<W�Q���^���ò�I�J�"���v�5�S�	�p�W:Jab���"�,���d��Kô�L3-Ks���p�L0��+�1���5����� ���h(-3��*�p�Q�"���
�����Q���J���5�,���Ô��� "%$8jc'��
� ����� � � ������
�þ���� � �
�

u � � : 2
8B� �,+ 8 �,+ 1;8B��� + 1(�(�@8 � � L2(Ω × [0, T ]) �@8!� &��3+ �@8!- 	: 8 + � ���(� � � � � � 8 + &��<&<� : 8!2 � 
>$ " � �C1;8!�#� �,+ u : � 231 � � � � � � 7 & 8!-=�.�C�(8 &�� 7 8 : � 2 �<& 8!2�<& A,���C1;8 &��
D

4�+ ��6 + �!798 + � 4
∞∑

m=0

(m + 1)!||f̃m||2L2([0,T ]m+1) < ∞.

� � 1 � 7?� �5+ 8 4
D∗(u) =

∞∑

m=0

Im+1(f̃n).

�
	�� J���
 H-�J� �
þ J � � �%$ � � � �!� � 7 &<�<& �
	�$ �.- : 7��(� � ) � �
D∗ = δ "

� �%$ � 8!2 &�� � � �(�>�(�!� &�� 7C8 : � 2 �<& 8!2 �<& A3���C1;8 4 � 7 & 8!-=� � � 8 &��
δ
4 &�� ��8 1 �<& 8 : 8!2 �*8!-

δ
4 �,+'� 7?�@8!�BA3���C1;8 &�� : 2 8B� �,+ 8 + u ∈ L2(Ω × [0, T ]) 1 � 7 ) � �

∣∣∣∣E
∫ T

0
utDtFdt

∣∣∣∣ ≤ C||F ||L2(Ω),

: � 2 � 1;8 &<�
F ∈ D

1,2 4�& 8!� &��
C

�,+ � � � �@8 � + 1 � ��1 �*) � � + �!7 8 &�� : � � &��=&��
u "

�.� �%$ � � u ∈ Cz�,0 δ
� ��1;8!��� �,+ δ(u)

�,+'� 7 
�� � �@8 � 7 � - � �C1;8 &��
L2(Ω) 1 � 7 ) � �

E(Fδ(u)) = E

(∫ T

0
(DtF )utdt

)
, F ∈ D

1,2.

� �
$ � � h
�,+ � � � � ������� �!� & � 1 � 23-'� ��� + 1(� � � &��

L2([0, T ])
4 7 � � � 23� � � 7 � �>� �<& 2 �<& 8

�.�C1 � �!2 � � 7 � δ(h) �@8 �.���>� &�� �@8!� 7 � �.�C1 � �!2 � 7 & � � 1�� &��
h �@8!� 2 �3+ : � �B1;8 �

W&�� � � & 8 � 7 ��� �!23-'��7 � &�� � �C1 � �!2 � ��� �!� : 8!2 : � 231 �3+ "�� &�� - � + 4 + � u ∈ L2(Ω ×
[0, T ])

�,+ ��� : 2
8B� �3+ 8 �<&<� : 1 �<& 8 4 1 � - � �;/3� +B� 1(� � � � ) � �
δ(u) �@8!� ����� &�� �@8 �

7 � � �C1 � �!2 � 7 & � � 1;� &��
u "
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U��S�5���"���10Ç�I�U�S�ò�*�1�5���"�Q�Q��� ��� ���,�"�L0��+�W2J3����
W

� ��(
�d�p�L0��+�Q5b���Ú�Q�,0��@3p�U�
.���0Ç�I�I��� �s��3B�������S�U�

W = {W (h) : h ∈ L2([0, T ])}, 9 $	!
<
�p���B�p�

W (h) =
∫ T
0 h(s)dWs

�\=N�Ù��.7�Q�L�"�p�s���,�"�>2J3��®���Ù�*���"�®�«�,�"�p�Ã���Q�p�����p� ��� �����p�
��� �I�J�"���v�5�S�	�p�;���������

W = {W (I[0,t]) : t ∈ [0, T ]}.

Á�U�S(p�"�,(p� �*���,�Ç�%0�(Y���1�5�S���"�N�p�©�*�1�5�N.���0Ç�I�I���z�s��3B�������S�U�F�Q���J���5�,���D9 �����v�I�Ã�Q���I0��*�[���
�Q���"��<W�*�H2�3��

E (W (h)W (g)) = 〈h, g〉L2([0,T ]),� �^�L3U�S�;�%0�(p�I� �«�@2J3��
L2([0, T ])

�*�F��� �Q�����5�,�/3p�5�V�p�Ç���,�;.?3p����� �����*�P�"�%0�(p� �*�P�p�Ç���
.7���10Ô�

n∑

i=1

aiI[0,ti], ai ∈ R
K

ti ∈ [0, T ]
9 $ @J<

�Q���^�"�*��(
�Q�L�"�Ô�S��(p�"�d�/3��L�"�Ç�I�J�"�������

〈I[0,t], I[0,s]〉 := E (WtWs) .
9 $�b
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W
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�*�1(U����� �P�p� +®�I�%6Y���1�N�"�«�S�`�"�L(U�S�5��6p� �
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L2([0, T ])
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BH = {BH(h), h ∈
H} ���Q�,0��^��� 9 $	!
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(Ω,FH
T , P )
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E(BH(h)BH(h∗)) = 〈h, h∗〉H.
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BH �JK����ñ�Q���B�5�Q�L3����������
�"�����������Q�p�����p� ��� �����p�X3p�ñ�,(
���5�,�p���Z�p�H�[�%5b�����b���������[� Uª�S�5�W0DO,�Y�p�L�5�S�I� �*���"�H(-3��*�p�
�Q���B�13p�%�5�S�Á�����S�1�
	 �L3p� �I�p�QiN3U�S���S�1�P"%$�Fc'4K��13B�W�"��.7���"���������,�«�



$	& �������������3�
�������E�3�,����� ��� ��� ���

. �,0�� �S�J�"�*�
[0, T ]

�*�>3p� �I�J�"���15��S� ���p�W��� �L0�(
�D� l � K^���}� � 2J3��W�"�I�+3��
BH =

{BH
t : t ∈ [0, T ]} �*�S3p� 0���5��%0Ç� �����"�V6p�"��7%�p���S���V. �5���Q��� ���U�S�;�Q��� (U�S�TO�0��L���"�@�p�

+N3p���1�
H ∈ (0, 1)

���*�1�"� �*�«�
BH �*�S3p� (p�"�Ã�Q�*�5� �*�1�"�Ã��O,����� �Q�ô�s��3B�������S���^�Q���J���5�,�p�

�Q����.?3p����� ���V�p�F�Q�85��S�����S�;8��D���,���M(
���

RH(t, s) := E(BH
t BH

s ) =
1

2
(s2H + t2H − |t − s|2H).

9 $	*
<

:J3-(Y���p�s�,�"� 2J3��
BH �*�1�TO �p�����p���p� ��� 3p� �*�1(U����� �g�p�e(p�"�,6U��6p�I�I�����,� �Q�,0�(p� �L�"�

(Ω,FH
T , P )

��� ���B�p� FH
T

���
σ

5dOS�I�b�L6p�5�Ç�b�������5�,���I(
���©����(p�"���Q�*�"���*�1�"����O,�1��� �Q�
BH �

:��«�
ξ
�����Q��� l 3p���"�D�p�Q.�3p����� �����*�>�p�F����.0���10Ô�@9 $ @J<��[=)�f�*�1(U����� �D�p��+®�I�%6Y���1� H�,�"�������,�p���������Q�85��S�����S�;8��

RH
�*�Y�p�����p���p�ò�Q�,0������Ú�,�/�����"���������m�p�

ξ
�Q���Ù�"�*�1(Y�Q�L�"�

�S�](p�"�d�/3��L�"���*�"�«�S���S���
〈1[0,t], 1[0,s]〉H := RH(t, s).

�f�w��(p�I� �«����� ���
1[0,t] 7→ BH

t

(-3��*�p� �"���}��fd�"���B�[�����w� 3p�U� ���"�,0��L���
	��q���J���"� HKq���z�*�1(U����� �Ò�s��3B�������S���
H1

�,�"�������,�p�h�
BH 9 �����v�I�©��� �Q�����5�,�/3p�5� �p�}���#.���0Ç�I�I���

{∑n
i=1 aiB

H
ti : ai ∈ R, n ∈ N

K
ti ∈ [0, T ]} ��� L2(Ω)

<���U��S�5���L3U�S��2J3p� ���
ϕ ∈ H�"�;�p�����,�5�I(
���

BH(ϕ)
�ò��� �%0Ô�S�b���A�p�

ϕ
���

H1
6U� l �Ç�*�1�5� ���"�,0��L���
	��[�

���I�p�*�"�����%(Y��� ���V�p���f�*�1(U����� � H �p�L(Y���B�p�Q�p�F� �+�H5��S� ���"�*�N�p���](U�S�TO�0��L���"� H
�;�

�5��6Y���«�/�U�*K����"�*�©�«�,�5�+���
H ∈ (0, 1/2)

�
H = 1/2

K
H ∈ (1/2, 1)

�
. 3U�S�B�p�

H = 1/2
�
BH ���Ù�*�X0DO,�N2�3������]0���5��%0Ç�I���"�)6p�"��7%�p���S���p�
� ���L3U�S�ª�*�

3p�U�Ù�Q���B�"�Q�L3����������Ù�I�-0��*�[�����5�)�p�)9 $�b
<XK 9 $	*
<��NUª���z� �D�5�S�J�"�p�Y���}�*�1�"�ò�«�,�"�p� H �*�
���f�*��(U����� �

L2([0, T ])
�`���Q����� 2�3��S���L0��+�H3B�5�,�p�Ç���^���I:��Q�Q��� ���h&[�

U��S�5�Ò���®�«�,�"�
H < 1/2

�XUN�%(p�I�5�,� K����,2d2�3 "G&1&c'N�U�S� �p�L0��+�����5�,�p� 2J3���3p�U�
.?3p����� ���

f
(Y���1�"�����Q�Q�F� H �����RKI�"��� �P�"���Ã��f[���1�"�X3p�U���p�p� �«�Q.�3p����� ���

ϕf ∈ L2([0, T ])�5�S�42J3��

f(t) = cHt
1
2
−H

∫ T

t

uH− 1
2 ϕf (u)

(u − t)H+ 1
2

du, t ∈ [0, T ],
9 $8j+<

�p���B�p�
cH

�*�S3p�U�ô�Q���B�1�5�S���"�Ù�Q����5b���p� �����"�v�Ô�f�ñ�I�+3U�S�����,� 9 $8j+<Á�%0�(p�I� �«��2J3�� H ⊂
L2([0, T ])

KÚ�,6B�"���15v��0��+�\2�3��Y�13ò���,�p�N�p���"�Q�T���F�*�
cH t

1
2
−H 0W3p�%���%(p�I� �«�,�p�;(Y�������®�I�/^

�"���v�5�S�/.0�5���Q��� ���U�S�������Ë���>�p���"�Q���U�;�p�%�����p��� 1
2 −H

�p�W���H.?3p����� ���
u 7→ uH− 1

2 ϕf (u)
�

(Y���o� �W2�3��Á���
��OS� �L3p� �P.0�5���Q��� ���U�S�\9�5b���Y(Y���o� l �L0�(p� � "G& @+'�<��"�X�U���Q����5b���1�����p�Ç��� 3p�U�
�������5��0Ç� ���J�5� .�3p�B����0����J�5�S� �p������OS� �L3p� �ô�*�1�"����O,�1��� �Q�I6U�,�5�,�p�ñ��� ���	0W6/.+�Á�[�p�L0DO,�«�
��� �*���"�F�«�,�"�@9 �����v�I�

H ∈ (0, 1/2)
<�� �"�S��� �����

〈f, g〉H = 〈ϕf , ϕg〉L2([0,T ]).
9 $�k
<

:Ã�
H > 1/2

�
�5��0W6p� 2�� UN�%(p�I�5�,� K��ª�,2J2J3V"G&1&c'`�U�S�Ç�I�B�[� �«�,�p�W2�3��Z5v�S��� �+�;��3-�"���"�*�
�U�S�W���5��6U� l �,�p�N�13-(-3��*�1�5��0������"���Q���Ú���s�*��(U����� � H �"�I�Q�"���������L3p�����,�p�N���b� �+�l�*�1(U����� �+���� �L3��*�1��� ��� �5��� �Q�,0�(p� �L�"�+�«� +Ë�,�1�5�Ò�����Q���������%0Ç� �����"� �p� � �+� ��3-�"���"�*�@�p�Þ�*�1�"�
�S�1�
	 �L3p� �p�����©�*�1(U����� � H ���e�U�h�����p�Þ�«�S�5���L�"�����98��,�p�#�U�,�1�5�Þ�������5�[� :Ã�I� �L0P6U�S���b�p�
�U��KA�13-6Y�*�1(U����� �+�S�p� H ��3/�U��� �����"�L0������"����� �Q�+�Ë�L3-Kb�+�F��� �L0����J�"�+�;�"���h.�3p����� �����*�>K



��� � � � �1��� �1���1����� ������������� $+$

2J3��X�U�S�ô��(p�"��5b�Q���U�,�p�m5v�S��� �+�o��3-�"���"�*�«���������"�Á� �+�;�L3U�S� �*�Y�"�©�����L3����J���5�S� �®� �+�o�L�o�S���
"%$b��!c'��p�f�Q���VK �43B�p���W"%$ @+'��p���J���"�Ú�,���"�+�«��
Á�^� l �L0�(p� �I�p� 2*�1�"�Ç�*�©�����*�1(U����� �

|H| =

{
f : [0, T ] → R :

∫ T

0

∫ T

0
|f(u)| |f(v)| |u − v|2H−2dudv < ∞

}
,

(p�"�85Ã���1�"�D�p���](p�"�J�/3��L�"���I���"�������

〈f, g〉H = H(2H − 1)

∫ T

0

∫ T

0
f(u)f(v)|u − v|2H−2du dv.

=N�V(U�S�1��� �L3p���S�«�B3p������� �����Ú�������5�I2�3��
L2([0, T ]) ⊂ H �

�N�����5� (Y�J�p�L0��+�@���5���5�S�^���h�Q���B�1���13��Q��� ��� �p� ���,�^�I���"���v�5�S� �*�@0��p�%���%(p� �*�VKw���
�p�*�"�Q�,0�(Y�+��� ��� ���}���^�«���+�X�p�;5v�S������6p� �*�Á�S� �«���"�������,�®�L3U�,�[�5�,�p�Ô�I���"���v�5��6p� �*�«�
= �Q6p� ��� �Q�����������p� 9�5b���)"%$8j8' K#�13B�F�"��.7���"���������,� <S2J3�������0P6/.W90�Q��� (U�S�TO�0��L���"�

H ∈ (0, 1)
<N�5��0P6p� 2�� ��� �����ò��� (p�"�,(p� �*���,�#�p�M�p�*�"�Q�,0�(
�+�"� ��� ���g��� �«���+���Q=��1�"�ô�*�«�

�«�,���
F ∈ L2(Ω,FH

T , P )
�,�/0Ç�%�"��3p�U� �p�p� �«�©�"�L(p�"�*�"���J�5����� ���Ç���

L2(Ω)
�p�)���[.0���10Ô�

F =

∞∑

n=0

IBH

n (fn),
9 $�F
<

�p���B�p�^� (U�S�5�^�«�,���
n ≥ 0

�
fn
(Y���1�"�����Q�Q�Ô�S�\(p�"�J�/3��L�"���"���B�5�������S� ���%0 2L����� �Q� H�n

�p� H 90�Q���B�13p�%�5�S�34®�Q�*�@K@:Ã�%0���� "G&+&c'�<��RK
IBH

n (fn)
�*�®���Ç�I���"���v�5�S��0��p�%���%(p� �M�p�

fn�p�z�����p���
n
�Q���ô�"�*�1(Y�Q�L�"�ò�

BH �Ã���ò�L3U�S�
�*�������p�p� �«�Q5v�S������6p� �F�S� �«���"������� ���
L2(Ω)2J3��F�L3-0�(p� �

E[IBH

n (fn)(n1)!Hn1(B
H(ei1)) · · · (nk)!Hnk

(BH(eik))]

=





n!〈fn, e⊗n1
i1

⊗ · · · ⊗ e⊗nk

ik
〉H⊗n ,

�"� k∑
j=1

nj = n,

0,
�«�,�5�Ç�Q�������5�S��� �p�

9 &1&
<

�[2J3 	 {ei : i ∈ N} �*�Q3p� �����1�"�L0Ô� ���1�"�������10Ô�S�Z�p� H K Hn
�*������(
���I�I���,0Ç� �A�p�

+Ë���10Ç�%�"�Q�p�������p���
n
���,�p����� 9 b
<��

� 6B�5���15b� 2�3�� 9 *
<���9 $8j+< K 9 $�k
<Ù�%0�(p�I� �«�S�r��� (U�S�1��� �L3p���S�V2�3��e���
H < 1/2

�
���J�"�����Q�*�

f
(
���1�"�����Q�Q� � H�n �\��� K �5��� �A��������f[���1�"� 3p�U��.?3p����� ��� �"�%0 2L����� �«�

ϕ ∈
L2([0, T ]n)

�5�S�42J3��S(U�S�5�M�"�d�p�
(t1, . . . , tn) ∈ [0, T ]n

�"�S��� �����

f(t1, . . . , tn) =

(
n∏

i=1

t
1
2
−H

i

)∫ T

t1

· · ·
∫ T

tn

(
∏n

i=1 u
H− 1

2
i )ϕ(u)

∏n
i=1(ui − ti)

H+ 1
2

du.

�ª��0P6p� 2��ô�,6B�"���15b�[2�3��W���,�)�I���"���v�5�S� �*��0��p�%���%(p� �*�
IBH

n

���P�"�������Ç�b�������5�S���I���"���v�5�S� �*�
�%�"���5�,���,���Q�,0������h9 !
< (Y���"�P�"�X�p���������ô�;(U�S�1���I�Y�p�©���F�"��������� ���e9 &1&
<X90�Q�,0�(U�S�"�Ë�Q���
9 @J<1<��
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���,�;�I�J�"���v�5�S� �*��0��p�%���%(p� �*�Z�"���Ù�,(Y���5�,�p���"�*�;�I�I���«�S� �*���5�S� �*�Y2�3��[(U�S�5�
f ∈ (H)⊗m

K
g ∈ (H)⊗n � IBH

m (f) = IBH

m (f̃)
K

E[IBH

m (f)IBH

n (g)] =

{
0,

���
n 6= m,

m!〈f̃ , g̃〉H⊗m ,
���

n = m,

9 &/$8<

�p���B�p�v���Q�,0��Ô�S���"�*�«�
f̃
K

g̃
�"��� ���,�X�"�%0��L�����98������ �����*�N�p�

f
K

g
�p�"�*�1(Y�Q�L���%5���0����J�"�v�

�N�����5���*�1�5��0��+���I���1�"�+� (U�S�5�W���S�W���
�,(Y���5�,�p���Y�p�>�[�%5b�����b���������
δH �Q���ñ�"�*�1(Y�Q�L�"�

�S�B0W6/.+��K��"�Z�U���Q�X�p�[0Ô�S�����5���S�`OS� ���s�Ú�z���S�p�����p� ��� �����p�%���Ë�I���"���v�5�S� �p�N:Jab���"�,���d�
3B�5�S�B�p� ���@�p�*�5�Q�,0�(
�+��� ��� ���h��� �«���+��� � �5��6
���«�	3p���A(-3��*�p�D�p�L0��+�1���5�S�M2�3��D3p�U�
5v�S������6p� �Ú�S� �«���"�������

u ∈ L2(Ω,FH
T ;H)

��� �����;3p�U� �p�p� �«� �"�L(p�"�*�"�����5����� ���

u =
∞∑

n=0

IBH

n (un),
9 &+&
<

�p���B�p�Ú�������5�
un ∈ H�n ⊗H K)(U�S�5� h ∈ H �

E[〈IBH

n (un), h〉H(n1)!Hn1(B
H(ei1)) · · · (nk)!Hnk

(BH(eik))]

=





n!〈un, e⊗n1
i1

⊗ · · · ⊗ e⊗nk

ik
⊗ h〉H⊗(n+1) ,

��� k∑
j=1

nj = n,

0,
�«�,�"�Ç�Q���J���5�S��� �p�

�p���B�p� �*�1�5��0��+�m3B�5�S�B�p� ��� ���,�5����� ���g�p�#9 &1&
<��g�>�
	����L0��+� �I� ���s�,�p�g�S�Z���I�+3p� ���J�"�
�Q�����Q�L(-�"� �

� J���þ�������
�þwü��]� ���
�
u ∈ L2(Ω,FH

T ;H) �@8!� � � : � � + � �!� � � � � 8 + &��<&<� : 8!2 �����B$ "���'& � � �') � �
u

�3+ 1 � � � � 7 & 8!-=� � � 8 &��
δH 4�& � ��8 1 �<& 8��*8!- δH 4�+ � 6 + �!7 8 + � 4

∞∑

n=0

IBH

n+1(ũn)

�@8 ��� � 2 � �0� � L2(Ω) "�� + 1;8 �3+ � � � 2 ��� �,$,$ 4
∞∑

n=0

(n + 1)!||ũn||2H⊗(n+1) < ∞.

� � 1 � 7�� �5+ 8 +>�0&�� � � �0� 7�8 : � 2 �<& 8!2 & � & � � � 2 � � ���>� � δH &��
u �@8!� 2 �3+ : � �B1;8 �

BH

�@8 - 8 7 � � � 23� ��� 7 �'� 7 �
� 1;8!23� � ��� ��& 2 ��& 8 �.��1 � �!2 ��� 7 �

δH(u) :=

∞∑

n=0

IBH

n+1(ũn).
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=)�R�p�,0Ç�I�p� �m�p�����,(Y���5�,�p���
δH �U�Q�����p����f/�"���B�[���p�W(
��� . ���������[�%�"�WK�iH3U�S���S�1�>"Gb�'

��� ���l�«�,�5�I2�3��
H < 1/2

�
. �,0��ò���Ô���
�«�,�"�;6p�"��7%�p���S����9 �����v�I�

H = 1/2
<��Ã���Q�"���+3p�B���;.0���10Ô�P�p�X�p�����p�I�W�S�

�,(Y���5�,�p���
δH �*�X(Y���H0��*�[� � �p�����,(Y���5�,�p���N�p�P�p�����%5v�,���Ù�Q��� �"�*�1(Y�Q�L�"�Ô��0W6/.

BH �
� ���L3U�S�	�"���U�S���S�"�L0��+�X(U�S�5�M�"���10Ç�I�U�S�Á�*�1�"�Ú�S�1�
	 �L3p� �p�
:��«� SH �����Q��� l 3p�J�"�I�p�;�"�d���,�%���,�[5v�S������6p� �*�Á�S� �«���"�������,�

F
�p�����W.0���10Ô�

F = f(BH(φ1), . . . , B
H(φn)),

�p���B�p�
n 6= 1

�
f ∈ C∞

p (Rn)
90���Y�Q��� l 3p�J�"�W�p�H�"�J���,�o���,��.?3p����� �����*�Y�p�����p�����,�Y�5�,6p�"�

R
n �5�S� �*�D2J3��ô���A.?3p����� ���gK �"�d���,�I�13B���p�����%5v�,���,�I(U�S�"�����S� �*�D��� �������q���"�Q���%0Ç� �����"�
(Y���I�I���,0Ç���S� <��BK

φi ∈ H �
� J���þ�������
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