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Resumen

Como complemento a la solucién del problema de caracterizacién del
ideal maximal normado de operadores asociado a una norma tensori-
al definida mediante un espacio de sucesiones de Orlicz fg, resultado
obtenido en [13], este articulo presenta ejemplos de espacios finitamente
representables en ¢1{{y } y algunos resultados nuevos sobre la estructura y
representacion de ultrapotencias de espacios de Orlicz y Lebesgue- Bochn-
er. Igualmente, recopila alguna informacién existente al respecto.

1. Introduccién

La teoria local en espacios de Banach es el estudio de algunas propiedades de
espacios de Banach mediante subespacios de dimension finita. En el corazon de la
teoria local estdn dos instrumentos esenciales, la construccion de ultraproductos
de espacios de Banach y la representabilidad finita.

La formulacién de representabilidad finita fue el resultado de una serie de
hechos cuyos hitos fundamentales son las ideas de Grothendieck en sus trabajos
de la década de los cincuenta, y la definicién final fue dada por R. C. James
en [18]. Tomando como referencia la definicién de reticulo de Banach de [12],
la siguiente es la definicién de representabilidad finita para el caso de espacios
de Banach como en [18] y la correspondiente versién para reticulos de Banach
como en [7]. Un espacio (reticulo) de Banach Y es (reticularmente) finitamente
representable en un espacio (reticulo) de Banach X, si todos los subespacios
(subreticulos) de dimensién finita de Y tienen una copia cuasi-isométrica en X,
en el siguiente sentido: para todo € > 0 y para todo subespacio (subreticulo)
de dimensién finita Yy de Y, existe un subespacio (subreticulo) Xy de X y un
isomorfismo (de reticulo) Ty de Yy sobre X tal que || Ty||[| Ty | < 1+ .

A raiz de algunos resultados obtenidos en la década de los sesenta se for-
mulé la pregunta ;Si X contiene a £,, 1 < p < oo, X tendra copias cuasi-
isométricas de £,7 En la década de los setenta Lindenstrauss y Tzafriri contes-
taron afirmativamente en el caso en que X sea un espacio de Orlicz, pero hoy
sabemos que existen espacios de Banach que dan lugar a una respuesta negativa.
Por tanto, es de gran importancia el estudio de los subespacios de un espacio
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de Banach, pero no es facil tratandose de subespacios de dimensién infinita,
por lo que es pertinente la indagacion sobre la determinacién de la estructura
de un espacio por sus subespacios de dimensién finita. Dicha estructura puede
ser estudiada en muchos casos gracias a la gran relaciéon entre ultraproductos
y representabilidad finita, como lo muestra uno de los resultados que es una
extension a reticulos de un teorema de Dacunha Castelle - Krivine (probado en
[7]), el cual expresa que un reticulo de Banach Y es reticularmente finitamente
representable en un reticulo de Banach X si y sélo si X es isométrico a un
subreticulo de alguna ultrapotencia de Y.

De otro lado, la teoria local de espacios de Banach es fundamental en varios
resultados relacionados con normas tensoriales e ideales de operadores, relaciéon
que se manifiesta desde el nacimiento mismo de la teoria con los famosos traba-
jos de Grothendieck, [14] y [15], que no s6lo muestran las enormes posibilidades
de la teoria de los productos tensoriales topoldgicos sino que ademds, por su
modo de enfocar muchos aspectos, permiten considerar a Grothendieck como
precursor de la teoria local, ya que Grothendieck fue el primero en darse cuenta
de la importancia del comportamiento finito-dimensional de las normas tenso-
riales definidas por él, todas ellas finitamente generadas. La importancia del
uso de la teorfa local en resultados recientes se pone de manifiesto en [13], en
el cual se caracteriza el ideal maximal normado de operadores asociado a una
norma tensorial definida mediante un espacio de sucesiones de Orlicz ¢, sien-
do H una funcién de Orlicz con la propiedad As en cero. En dicho trabajo se
han usado ultraproductos y representabilidad finita, asi como la propiedad de
representabilidad finita reticular de una ultrapotencia de un reticulo de Banach
X, (X)u, en X, precisamente en el caso X = ¢1{{y}.

Por tanto, es pertinente conocer ejemplos de espacios reticularmente finita-
mente representables en X = £1{lx}, lo cual es el objetivo principal del presente
articulo. Previamente veremos la estructura y representacion de ultraproductos
de espacios de Orlicz y de Lebesgue-Bochner.

1.1. Conceptos basicos y notacion

Damos a continuacién algunas definiciones y resultados bésicos de la teoria
de espacios de Orlicz de acuerdo a [11] y [19].

Una funcion de Orlicz H es una funcién definida para z > 0, continua,
convexa, no decreciente, con H(0) = 0 y H(x) > 0 para > 0, tal que
lim; oo H(t) = oco. Dada una funcién de Orlicz H, denotamos por £y al es-
pacio de sucesiones de Orlicz, es decir, al espacio de sucesiones reales (o)

tales que existe p > 0 para el cual > .2, H(Ia—p”) < 00, dotado de la nor-
ma Ty ((as)) == inf{p >0 : Y, H(lad) <1}
Es de anotar que si 1 < p < oo y particularmente H(z) = aP para cada
x > 0, entonces £p coincide (isométricamente) con el espacio de sucesiones /.
Se dice que una funcién de Orlicz H satisface la condicion As en 0 si
lim sup,,_,q Igéf)) < 4o00. En tal caso la clausura en g del espacio generado
por los vectores unitarios e; coincide con ¢p. Por % denotamos al subespacio




de /g de las sucesiones que tienen a lo sumo n términos no nulos.

Dada una funcién de Orlicz H, existe otra funcién de Orlicz H*, definida
para cada y > 0 por H*(y) = sup{zy — H(z) : x > 0}, denominada funcidn
complementaria de H. A partir de esta funcién de Orlicz, se puede dotar a £y
de otra norma || - ||z, usualmente llamada norma de Orlicz, que se define para
cada (a;) en g por [|[()llm =sup{3 ;2 || = 2272, H*(|:]) < 1}

Si I' es un conjunto, denotamos por ¢ (I") al espacio de los elementos a =
(@y)~er, ay € R Yy €T, tales que existe una sucesién S = {y,,n € N} en I" con
ay=0sivy ¢Sy en él definimos g ((ay)~er) :=Hua((ay,)).

El funcional I ((a, )) define una norma en £ (I") y su dual es isomorfo a
L+ (T"). Para que exista una isometria es necesario tomar en el espacio dual la
norma de Orlicz ||()|| g-

Si el conjunto I es finito con cardinal n, el espacio £ (T") es de dimensién n.
Lo denotaremos ¢%; en lugar de {5 (T).

También en el caso de los espacios de Orlicz, podemos considerar espacios
de sucesiones vectoriales. Si {X,,7 € I'} es una familia de espacios de Banach,
denotamos £ {((X,)yer)} €l espacio de Bochner de elementos z = (z4)~er ,
zy € X, Vy €T, tal que (||z4]|)ver € La(T), con la norma g ((||z4]|)yer)-

Si Xy = X Vv €T, escribimos £ {T', X} en lugar de ¢ {((X;)yer)}. SiT =
N, escribimos ¢p{(X;)} vy {fu{X} en vez de {Lp{(Xi)ien} ¥
L {N, X}, respectivamente.

De igual manera que los espacios de funciones L,(x) son una extensién de
los espacios de sucesiones £, los espacios L (i) son la extensién natural de los
L. Sea H una funcién de Orlicz y (€2, 3, 1) un espacio de medida. Se denota por
Ly (p,Q,%) ode forma abreviada Ly (u), si no hay lugar a confusién, al conjunto
de funciones medibles f : Q — R tales que existe p > 0 tal que Jo H(%)du < 00.
En Ly(Q,%, u) se define la norma Ng(f) := inf{p: f# H(%)du <1}

Denotamos por My (i) a la clausura de la envoltura lineal del espacio gen-
erado por las funciones simples con soporte de medida finita.

De otro lado, la definiciéon de ultraproductos de espacios de Banach es de
Dacunha-Castelle y J.L. Krivine [2]. A continuacién damos algunos conceptos
bésicos y notacion. Para tener una referencia mas completa acerca de este tema
remitimos a [8] y [2].

Sea D un conjunto. Un filtro F en D es una familia no vacia de subconjuntos
deDtalque 0 ¢ F, (A, BeF = ANBeF)y(AeFyACB= BEeEF).
Sobre la clase de los filtros definidos sobre un conjunto D establecemos una
relacién de orden de la siguiente forma. Sean F; y F; dos filtros en D. Se dice
que F1 domina a Fs, o que Fo es dominado por Fi, si Fy C Fi.

Sea D un conjunto. A un filtro maximal U, segin la relacién de orden es-
tablecida en la clase de filtros definidos sobre D, se le llama un witrafiltro. Se
dice que un ultrafiltro U de un conjunto D es trivial si existe dy € D tal que
A e U < dy € A. Como consecuencia del lema de Zorn, cada filtro en D es
dominado por algtin ultrafiltro sobre D.



Sea {Ag4,d € D} una familia arbitraria de conjuntos, y un ultrafiltro ¢ de
subconjuntos del conjunto de indices D. En el producto cartesiano [],.p A4,
definimos la siguiente relacién R de equivalencia

(a)aeDR(Ya)aep < {d € D 1 xq =ya} € U.

Al correspondiente conjunto cociente ], A?/R se le denomina ultraproducto
de la familia de conjuntos {44 : d € D} respecto del ultrafiltro U, y suele
denotarse ([T p Aa)u, o simplemente (Ag)y. Cuando todos los A% son iguales
a un conjunto A, entonces su ultraproducto (A%)y se denomina la ultrapotencia
de A con respecto a U. Si Ay C By para cada d € D entonces, (Aq)y < (Ba)u-

Sea X un espacio topolégico v (z4)dep una familia de elementos de X.
Diremos que (z4) converge a € X segin U y escribimos limy x4 =  si para
toda vecindad N de z, el conjunto {d € D : 4 € N} € U. Particularmente si
X es un espacio de Hausdorff y si el limite segiin ¢ de una familia (z4) existe,
este limite es tnico.

Es facil ver que si X es de Hausdorff y compacto, entonces para toda familia
(x4)dep C X existe un unico elemento x € X tal que limy x4 = . También,
si X es un espacio de Banach y f : D — X es acotada, entonces limy x4 = =
existe.

Si {Bg : d € D} es una familia de espacios de Banach, el ultraproducto de
conjuntos no es en general un espacio de Banach. Para preservar la estructura de
espacio de Banach bajo ultraproducto, debemos acudir a la modificacién hecha
por Dacunha-Castelle y Krivine [2], llegando al concepto de ultraproducto de
espacios de Banach.

Sea (Bg)4ep una familia de espacios de Banach y sea ¢ un ultrafiltro de sub-
conjuntos de D. En el espacio de Banach ¢, (Bg, D), el cual consiste de todas las
familias (zq)qep tales que ||(zq)|| := supgep ||zal| < 0o, consideremos la sigu-
iente relaciéon Rp de equivalencia (24)acpRB(Yd)dep < Umy ||zq — yallB, =
0. Llamamos ultraproducto de la familia de espacios de Banach (Bg)gep con
respecto al ultrafiltro U, al espacio cociente ¢ (Bg4,D)/Rp, dotado con la
topologia de la norma candnica en el cociente.

Para simplificar la notacién, a este espacio que resulta ser de Banach, se
le denota también por (Bg)y, o por (B)y si B4 = B para todo d € D; a sus
elementos (las clases) los denotamos por (z4)y; v ademds la norma de cada
elemento se puede calcular mediante la férmula ||(z4)y|| = Umy ||2z4| B, -

2. Representaciéon de ultraproductos de espa-
cios de Orlicz y de Lebesgue-Bochner.

Wnuk [21] a mediados de los afios ochenta presenté resultados sobre la es-
tructura y representacién de ultraproductos de espacios de Orlicz. Respecto a
la estructura y representacion de los espacios de Lebesgue-Bochner se dispone
de buena informacién, gracias al trabajo de Haydon, Levy y Raynaud en su
monograffa “Randomly normed spaces”, [7], de comienzo de los noventa, y a
otros trabajos que citamos en su momento.



2.1. Representacion de ultraproductos de espacios de Or-
licz.

El problema de la estructura de los ultraproductos de los espacios de Orlicz
fue estudiado por vez primera por D. Dacunha-Castelle y J. L. Krivine [2], y
entre los resultados obtenidos por ellos destacamos el siguiente.

Teorema 1. Sean {T'; }icr una familia arbitraria de conjuntos y U un ultrafiltro
en I. Sea H una funcion de Orlicz con la propiedad Ao en cero. Entonces,
La{(Ty)u} es reticularmente isométrico a un subreticulo complementado (en el
sentido de [12]) de (Lr(T';))u con proyeccion positiva P de norma menor o igual
que 1.

Posteriormente mediante la introduccién de los reticulos de Orlicz fue posible
dar una representacién de estos ultraproductos. De esto nos ocupamos en este
apartado.

Como generalizacién de los espacios de Orlicz, Drewnowski y Orlicz en [5] in-
trodujeron los espacios de Musielak-Orlicz, que permiten dar una representaciéon
de los reticulos de Orlicz definidos en términos de ciertos modulares. Dicha rep-
resentacién es la que utilizé Wnuk para describir los ultraproductos de espacios
de Orlicz.

Definicién 2. Sea (2,%, ) un espacio medida. Una funcion de Musielak -
Orlicz en (2, %, 1) es una funcion ® : [0, 00[xQ — [0, 00| tal que

1. ®(t,.) es medible para cada t,
2. ®(.,w) es una funcion de Orlicz para cada w.

Dada wuna funcion de Musielak-Orlicz @, se define el funcional
Fy : Lo(1) — [0,00] tal que Fa(f) == fo ®(f ()], w)du.

Definicién 3. Dada una funcion de Musielak-Orlicz ®, el espacio de Musielak-
Orlicz Ly (1) asociado a ® es Lo(pu) = {f € Lo(u) | Ip>0: Fa(f/p) < oo}
dotado con la topologia de la norma

[ flle =inf{p > o0: Fa(f/p) <1}

Definicién 4. Para cada funcion de Musielak-Orlicz @, el espacio de Musielak-
Orlicz M (1) asociado a ® es el subespacio topoldgico cerrado de La (1) tal que
Mo (p) :=={f € Lo(n) : Fa(pf) < 00,¥p > 0}

El espacio Mg (p) coincide con la clausura en Lo (u) del espacio de las fun-
ciones simples con soporte de medida finita, y es orden continuo, mientras que
Lo (p) es acotadamente completo. Ademds Mg () coincide con Le(p) siy sélo
si Lo(1) es orden continuo, si y sélo si Mg (1) es acotadamente completo. Para
maés informacién ver [9] y [10].

Una versién més abstracta de los espacios de Musielak-Orlicz, la de reticulo
de Orlicz, fue introducida por Orlicz y Drewnowski y estudiada por Zaanen [22],
Wnuk [21] y Musielak [16]. La siguiente definicién es necesaria para establecer
el concepto de reticulo de Orlicz.



Definicién 5. Un modular convexo y disjuntamente aditivo en un reticulo vec-
torial E es una aplicacion o : E — [0, 00| tal que para todo x,y € E y0 < a <1,

1. o(x) =0 siysdlosiz=0
Silx| < lyl, o(z) < o(y)

o(az + (1 - a)y) < ao(z) + (1 - a)a(y)

Si |z) Ayl = 0, entonces o(xz +y) = o(x) + o(y).

La definicién de reticulo de Orlicz dada por Orlicz y Drewnowski [5] es la
siguiente:

Definiciéon 6. Un reticulo de Banach E es un reticulo de Orlicz si existe un
modular convezro y disjuntamente aditivo o tal que para todo x € E, ||z|| =
inf{p>0:0(z/p) <1}.

La relacion entre los reticulos de Orlicz y los espacios de Musielak-Orlicz se
manifiesta mediante el siguiente teorema de representacién, ver [7] teorema 3.17,
que es una extensién del teorema de representacion de los espacios abstractos
LP como espacios de funciones Ly (u).

Teorema 7. Sea (E,0) un reticulo de Orlicz. Entonces existen un espacio de
medida (0,3, 1) y una funcién de Musielak-Orlicz @, tales que E es isométri-
camente isomorfo a Mo, ().

Ademds por construccién esta isometria es positiva. Para nosotros el interés
de este teorema de representacién es que mediante él se puede dar una descrip-
cién de los ultraproductos de espacios de Orlicz (en nuestro caso de espacios
de Orlicz de sucesiones), en términos de espacios de Musielak-Orlicz. Vamos a
hacer una breve descripcién del procedimiento mediante el que se llega a esta
descripcién

Sea E := ({ga)p un ultraproducto de la familia de espacios de sucesiones de
Orlicz orden continuos {¢ya,d € D}.

Para cada d € D, sea el funcional Fya : £ga — [0,00[ tal que para todo
x € hya, x = (2;), Fra(z) =Y 50, HY(|z;]) < o0.

Se define el funcional Fya), : £ — [0,00[ tal que para todo =z € E, z =
(md)Dv

Figay, (x) == h'lgn Fra (a:d)

Observacién 8. Por [21] F(pay, es un modular convexo y disjuntamente adi-
tivo en E. Luego por el teorema de representacion, ver teorema 7, E es reticu-
larmente isométrico a un cierto espacio de Musielak-Orlicz My (v).

De idéntica forma sucede con un ultraproducto de una familia de espacios
orden continuos de Orlicz de funciones {Myga () : d € D}. Es decir, para cada
d € D consideremos el funcional Fga : Mga — [0,00] tal que, para todo f €

Mpga(u), Fya(f) := fyy HU(| )yt < oc.



Si D es un ultrafiltro en D, se define el funcional Fza), : (Mpa)p — [0, 00[

tal que si f € (Mya)p, f = (fp, Fgay, (f) :==limp Fa(f4).

Como antes, F(ga), es un modular convexo y disjuntamente aditivo en
(Mya)p y por el teorema 7, (Mya)p es reticularmente isométrico a un algin
espacio de Musielak-Orlicz Mg (v).

2.2. Estructura de ultraproductos de espacios de Lebesgue-
Bochner.

Nos interesamos ahora por la estructura de ultraproductos de espacios de
Bochner ¢1{X} y en este sentido tenemos los resultados siguientes.

Lema 9. Sea {X? d € D} una familia de espacios (reticulos) de Banach y sea
D un ultrafiltro en el conjunto de indices D. Sea ® : (1{(X?)p} — 61{(X¥)p}
tal que si v = (2,)5%1 € (1{(X%)p} con z, = (2&)p, entonces

o0
d
o(x) = > ((0,0,..,2%,0,..))p.
n=1
La aplicacion @ estd bien definida, es lineal, continua, inyectiva (y positiva) con
o] <1.

Demostracion. Claramente ((0,0,..,2%,0,...))p € ((1{X?})p paran € N, con

ey iy

||((0307"a'rgz507"'))D||(f1{Xd})”D = ll;I)n”(0,0,..,-Ti,O,---)H[l{Xd}
= g ot = el oo

Ademés para todo n € N,

n

” Z((Ov 0,.., xzdv 0, "'))DH(Zl{X‘i})D

i=1

IN

> 11((0,0, ., 24,0,0.))pll (¢, x93
=1

S Iilloxays < lale o)
=1

De tal forma que Y oo ,((0,0,.,22,0,..))p € ((1{X%})p, y consecuente-
mente ® es lineal y continua con ||®] < 1.

Por definicién, si todos los X? son reticulos, ® es positiva. Ademés si x #
0, existe un ny € N tal que z,, # 0, por lo que ((0,07..,xﬁ0,0,..))p 40y

asi ®(x) # 0. En consecuencia ® es inyectiva. O

Lema 10. Sea {X? d € D} una familia de espacios (reticulos) de Banach y sea
D un ultrafiltro en el conjunto de indices D. Consideremos W : (£1{X})p —
0H{(XYp} tal que siy = (y)p € (L1{X)p, con y? = (y)22,, se verifica
que ¥(y) = ((y?)p)>2,. Entonces ¥ estd bien definida, es lineal, continua,

sobreyectiva (y positiva) con |¥| < 1.



Demostracion. Para todo k € N,

k k
Zlggnllyfillm = h;f)nz yl || xa < Iyl et xp)0
im1

n=1

Por tanto ((4)0)3y € £1((X%)p), con [(B)p)31 ] < [l (e de
manera que ¥ es lineal y continua con ||| < 1.

Por definicién estéd claro que, si todos los X% son reticulos, ¥ es positiva.
Ademds dado z = (z,,) € L1{(X)p}, siy = ®(x) € ((1{X?})p, se verifica que
U(y) = x, y en consecuencia ¥ es sobreyectiva. O

En los dos resultados siguientes, que se obtienen de 9 y 10, se muestra la
siguiente propiedad de los ultraproductos de espacios de Bochner ¢1(X).

Corolario 11. El espacio (reticulo) (1{(X%)p} es isomorfo (isomorfo como
reticulo) a un subespacio (subreticulo) complementado del espacio (reticulo)
(01{X})p mediante una isometria (positiva).

Por tanto (£;{X%})p = £1{(X%)p} @ ker(¥). En el caso en que para todo
de€ D, X? = {y(T'?) para alguna funcién de Orlicz H con la propiedad As en
cero, y algiin conjunto I'?, hemos visto que existe un conjunto I' (I' = (I'?),) tal
que £ (T) es isomorfo a un subespacio complementado de (£ (I'?))p mediante
una isometria positiva, y la correspondiente proyecciéon P : (£ (I'%))p — €7 (T)
es positiva con norma menor o igual que uno, ver [8]. Sea ® la funcién de
Musielak-Orlicz tal que Mp(u) = (£ ('?))p, para algin espacio de medida
(Q, 3, ). Entonces se verifica

Corolario 12.
(a(T?)p = Mp(p) = £u(T) & ker(P)

(L{la (@} p = t{Mp (1)} @ ker(¥) = €1 {5 (I)} ® €1 {ker(P)} & ker(¥)

Respecto a la estructura de los ultraproductos de espacios (reticulos) de
Lebesgue-Bochner, (L1 (u?, X))y, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 13. Sean {X? d € D} una familia de espacios (reticulos) de Banach,
{L1(pu?),d € D} yU un ultrafiltro no trivial en el conjunto de indices D. Denote-
mos X 1= (X¥y y L1(p) := (L1 (u?))y. Entonces Ly(u, X) es isométricamente
isomorfo a un subespacio (subreticulo) complementado de (Ly(u?, X%))y.

Demostracion. Sea S el subespacio de funciones simples de Lq(p, X) y defi-
namos la aplicacién ® : S — (L1 (u?, X))y tal quesi f € Scon f =1 | xa,2i
donde los conjuntos A;, i = 1,...,n son disjuntos dos a dos, xa, = (fi)u y
71 = (), entonces B(f) = (31, fity.

Como x4, > 0, entonces (f&)y > 0, o bien, f¢ > 0 para todo d € D. Ahora
como los A;, para i = 1,...,n, son disjuntos dos a dos, x4, A xa, = 0 para i # j
v ast (fu A (f{)u = 0 para i # j.

Por [8], se puede considerar que para todo d € D, {f&i = 1,..,n} son
disjuntos dos a dos y por tanto



7= > lxa,
i=1

Asi que @ es una isometria y como S es denso en Li(u, X), la extensién de
S a Li(p, X) es una isometria. En consecuencia, Li(u, X) es isométrico a un
subespacio de (Li(u?, X%))y.

Definamos ahora la aplicacién W : (Lq(u?, X%))y — L1(u, X) tal que

o0 d
W3 D) = S

Jaill = D m | £ || =l | D £af | = | @(£)]]
i=1 i=1

d
P = I
Si lmy So02 [ £ zd || < oo, entonces
m m o0
St el = S Il < i S A8t < oc
i=1 i=1 i=1

y tomando limite cuando m — oo tenemos
o0 o0
S tim 720l < 1im 3 72 < oo.
i=1 i=1

d
Luego (|f{l#f)u € X, <H§—z”>u € (Li(n"))u y ademas

ZII ”fd” Jullll 1Nl e <hmZ||fdllllwd||

Veamos que para todo z en (Li(u?, X9))y se verifica ||[¥(2)|| < ||z]|.

Sea z = (2%)y en (L1 (u?, X))y Como U es un ultrafiltro no trivial, consid-
eremos un (¢%);, dado, con (¢%)y € (R)y, tal que ¢ > 0 para todo d € D, con
limy, e = 0.

Utilizando la representacién tensorial de los espacios de Lebesgue-Bochner
Li(p4, X4 = Li(p")&, X4, Jpara todo d € D, existen {fé}22, v {z¢}2, con

2= Y| ot tales que || ey, xay < 020 IFEMIE N < 22l gua, xca) + €

y como |[|z|| = lmy |||, (ua x4y, tenemos [|z]| < lmey 272, || fElll=f ]| < [12]),
es decir, ||z]| = limy >0, Hde||3:d||. Con lo cual
o0
e = Z ||fd|| Jull |25 ull < Zlgnﬂfflﬂﬂxfﬂ = ||z
i=1

de manera que ||¥| < 1.

Ahora, para todo f € S con f = Y1 xa,x = Yoiy (fMu(zd)y se tiene
que ®(f) = (X0, flafu v W(F) = S (Fdu(ad)u = f. ¥ en consecuencia
para todo f € Lq(u, X), UO(f) = f.

De tal forma L;(p, X) es isométricamente isomorfo a un subespacio comple-
mentado de (L1(u?, X?%))y. Ademas por construccion si para todo d € D, X ¢
es reticulo de Banach, dicha isometria es positiva.
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2.3. Representacién de ultrapotencias de espacios (reticu-
los) de Lebesgue-Bochner.

El estudio de la representacién de ultraproductos de espacios (reticulos) de
Lebesgue-Bochner, constituye el principal de los temas tratados por Haydon,
Levy y Raynaud en [7]. El objetivo tltimo fue dar respuesta a la siguiente con-
jetura de Pisier: si Y es un espacio de Banach que es finitamente representable
en L,(u, X), {serd posible que Y fuera subespacio isométrico de algin L, (v, Z),
donde Z sea finitamente representable en X ? Para contestar a esta pregunta los
autores desarrollaron una teoria que condujo a una descripcién, tan buena como
fue posible, de las ultrapotencias de espacios (reticulos) de Lebesgue-Bochner
L,(v,X),1<p < oco. Con ella dieron respuesta negativa a la cuestién de Pisier
exhibiendo contraejemplos al respecto, y dando respuesta parcial positiva en
algunos casos, por ejemplo si X = Ly(v), 1 < ¢ < oo.

La representacién de las ultrapotencias de espacios L,(v, X) se hace, en
[7], mediante un tipo especial de espacios normados aleatoriamente llamados
p-integrales directas, que son una especie de espacios de Bochner Ly (u, X) con
X “variable”. Es decir que si se quiere pasar de un resultado local a otro global,
es necesario sustituir el espacio de Lebesgue-Bochner por otro mas general.

3. Ejemplos de espacios reticularmente finita-
mente representables en (1 {(y}

Un primer ejemplo de espacio reticularmente finitamente representable en
ly se sigue de la observacién 8. En ésta, si HY = H para todo d € D, al espacio
de Musielak-Orlicz que se obtiene lo denotaremos Mg, (v). Obviamente, de
acuerdo con la observacién, el espacio Mg, (V) es reticularmente finitamente
representable en {g. Se tiene entonces el siguiente resultado:

Proposicién 14. Sea H una funcidn de Orlicz. Un espacio (reticulo) de Ba-
nach X es (reticularmente) finitamente representable en Ly si y sdlo si X es
isométrico a un subespacio (subreticulo) de un espacio de Musielak-Orlicz Mg (V)
que es (reticularmente) finitamente representable en L.

El bidual de un espacio Mg () que sea (reticularmente) finitamente repre-
sentable en £y es también (reticularmente) finitamente representable en £, y
por tanto es isométrico a un subespacio (subreticulo) de alguna ultrapotencia
de espacios /. Esa ultrapotencia, por el teorema de representacién, es retic-
ularmente isométrica a algin otro espacio My (v*) de Musielak-Orlicz, y este
My (v*) también es (reticularmente) finitamente representable en £py.

Ejemplos de espacios de Musielak-Orlicz My (r*) que son reticularmente
finitamente representables en £5 son los espacios de Orlicz My (u), teniendo
en cuenta que una funcién de Orlicz H puede considerarse como una funcién
de Musielak-Orlicz ¥y tal que ¥y (.,w) = H(.) para todo w € Q, y que por
[7] Mu(p) es reticularmente finitamente representable en {{%,n € N} y por
tanto en £f. Como en general My (p) es reticularmente finitamente representable
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en {{%,n € N} y por tanto en £ ver 7], si £g es reticularmente finitamente
representable en £, entonces Mg (1) es reticularmente finitamente representable
en €H

Un primer resultado sobre espacios reticularmente finitamente representables
en {1{¢p}, se obtiene a partir del corolario 12, donde todos los espacios que
aparecen en la primera expresion son reticularmente finitamente representables
en {5,y los que aparecen en la segunda expresion son reticularmente finitamente
representables en ¢1{¢y}. El siguiente resultado proporciona un nuevo ejemplo.

Teorema 15. Sea H una funcion de Orlicz con la propiedad Aq en cero, y sean
(Q, 04, 14i), © = 1,2, espacios de medida. Entonces el espacio Ly(p1, Mg (p2))
es reticularmente finitamente representable en £1{lp}.

Demostracion. Por [3], L1 (p1, My (p12)) = L1(p11)@x My (p12) mediante una isometria
positiva.

Como los conjuntos de funciones simples con soporte de medida finita son
densos en L1 (u1) y en My (us2) respectivamente, entonces es facil ver que el con-
junto 7 de funciones simples con soporte de medida finita, § = >71_; 3770 aijx4,®
XB,, es denso en L1 (p1)®xMp(p2). Ademds, si f es positiva puede ser aproxi-
mada en Ly (1)@, Mg (u') por una sucesién de funciones simples positivas.

Sea {Gs,0 € A} el conjunto de todos los subespacios G de funciones simples
generadas por un conjunto finito y disjunto dos a dos de funciones caracteristicas
de 7. Para todo f € Li(u1, Mp(uz2)), sea {Sy.n}o2, una sucesién de 7 tal que
f=1im, Sy . Si

k(fn) s(f,n)
St = Z Z AfnijXAsni @ XByn;
i=1  j=1
tal que los elementos en los conjuntos {A;,; : j = 1, k(z,n)} vy

{Bynj:j=1,.,5(fn)} son disjuntos dos a dos, Gs,, denota la envolvente

lineal de {xa,,, ® XB;,., i =1,..k(f,n),j =1,.,s(f,n)}.
Noétese que

Izt () = TS | £ s 211 )y = M [ Sl s,

Decimos que 0; < d2 si y sélo si G5, C Gs,. Para 9 € D fijo, denotemos
R(d0) := {0 € A : §p < d}. De tal forma R := {R(5),6 € A} es una base de
filtro de subconjuntos de A. De acuerdo al lema de Zorn, sea U un ultrafiltro
que contiene a R.

Definimos P : T — (Gs)y tal que para todo f € T, P(f) = (fs)u donde
fs=fsifeGs,y fs =0sl f ¢ Gs. P es una aplicacién isometria positiva,
y por tanto puede extenderse a Li(u1, My (u2)). Entonces Lq(u1, My (uz2)) es
isométrico a un subreticulo de (Gs)y.

Por tanto Li(u1, My (us2)) es reticularmente finitamente representable en
{Gs:5 € A}. Dado e > 0, sea 1 tal que 1 +¢ = (1 +¢1)%.
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Si Y es un subreticulo de dimensién finita de Li(p1, Mu(p2)), existen un
G5, un subreticulo M de Gs y un isomorfismo de reticulos T': Y — M tal que
ITINTH < 1+er

Sea {xa, ® xp;, : 4 = 1,..,n,j = 1,..,m} una base de G5, donde (4;)j_,
y (Bj)}”:l son respectivas familias disjuntas dos a dos, y sea S € Gy tal que
S=>", Z;n:l aijXA, ® xB,- Llamemos M, al subreticulo de Li(p1) generado
por {xa,}i_; y Mz al subreticulo de My (u2) generado por {x5,}7L;.

También, S tiene representacion S = 71 (xa, ® (3°j; aijxs;)) tal que

(S Li(m@-Mu(p2)) = > Xalzogeoll Y 46X 8, 024 2)
i=1 j=1

n m
= Z HXaiHM1 | ZainBj HM2
i=1 =1

> 7T(S;]\4l Qn MQ)

Por tanto m(S; L1 (1 & Mg (2)) = m(S; My @, M>).

El reticulo M es reticularmente isométrico a ¢} bajo la isometria positiva
Q: My — 07 tal que QX1 wixa,) = >y wip1(Ai)e;. Por tanto m(S; My @,
Mg) = W((Q & Zsz)(S), 6711 R Mg)

Ahora, como Mpg(ue) es reticularmente finitamente representable en
{¢5; + s € N}, existen un r € N, un subreticulo N, de ¢}, y un isomorfismo
de reticulos Ty : My — Ny tales que || To|[|T5 | < 1+ €.

Entonces tenemos que

llidep @ T : 47 @7 Mz — £} @7 Na|| = || T2l (1)
y también
llider @ Ty ' 2 67 @ No — £} @ M| = || T57]. (2)

Denotemos R := (Q ® T2)T, de manera que tenemos R :Y — (Q ® T2)(M) De
la ecuacién (1) se tiene que |R|| < ||QIIT=IT < [|T2||T]| v de la ecuacién
(2) que B < [QUIT; 1T~ < T3 7] de manera que

IRIIBTH < 1T T2 INTITH < (1 +e1)? =1 +e.

Ahora, (Q ® T3)(M) es subreticulo de dimensién finita de
@0 = (H{hY,} v este tltimo es reticularmente finitamente representable
en {1{lp}, asf que Ly (p1, Mp(p2)) es reticularmente finitamente representable

en gl{hH} |
Con idéntica demostracion se obtiene el siguiente teorema.

Teorema 16. Sea ® una funcidn de Musielak-Orlicz, y sean (Q;, 04, 1;), © =
1,2, espacios de medida. Entonces el espacio Ly(p1, Mo (uz2)) es reticularmente
finitamente representable en £1{Mgs}.

12



Corolario 17. Sean ® una funcion de Musielak-Orlicz y H una funcion de
Orlicz con la propiedad Ao en cero tales que he sea reticularmente finitamente
representable en hy, y sean (2,04, 1), i = 1,2, espacios de medida. Entonces el
espacio Li(p1, Ma(uz2)) es reticularmente finitamente representable en €1{lx}.
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