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Resumen

Como complemento a la solución del problema de caracterización del
ideal maximal normado de operadores asociado a una norma tensori-
al definida mediante un espacio de sucesiones de Orlicz `H , resultado
obtenido en [13], este art́ıculo presenta ejemplos de espacios finitamente
representables en `1{`H} y algunos resultados nuevos sobre la estructura y
representación de ultrapotencias de espacios de Orlicz y Lebesgue- Bochn-
er. Igualmente, recopila alguna información existente al respecto.

1. Introducción

La teoŕıa local en espacios de Banach es el estudio de algunas propiedades de
espacios de Banach mediante subespacios de dimensión finita. En el corazón de la
teoŕıa local están dos instrumentos esenciales, la construcción de ultraproductos
de espacios de Banach y la representabilidad finita.

La formulación de representabilidad finita fue el resultado de una serie de
hechos cuyos hitos fundamentales son las ideas de Grothendieck en sus trabajos
de la década de los cincuenta, y la definición final fue dada por R. C. James
en [18]. Tomando como referencia la definición de ret́ıculo de Banach de [12],
la siguiente es la definición de representabilidad finita para el caso de espacios
de Banach como en [18] y la correspondiente versión para ret́ıculos de Banach
como en [7]. Un espacio (ret́ıculo) de Banach Y es (reticularmente) finitamente
representable en un espacio (ret́ıculo) de Banach X , si todos los subespacios
(subret́ıculos) de dimensión finita de Y tienen una copia cuasi-isométrica en X ,
en el siguiente sentido: para todo ε > 0 y para todo subespacio (subret́ıculo)
de dimensión finita Y0 de Y , existe un subespacio (subret́ıculo) X0 de X y un
isomorfismo (de ret́ıculo) T0 de Y0 sobre X0 tal que ‖T0‖‖T

−1
0 ‖ ≤ 1 + ε.

A ráız de algunos resultados obtenidos en la década de los sesenta se for-
muló la pregunta ¿Si X contiene a `p, 1 < p < ∞, X tendrá copias cuasi-
isométricas de `p? En la década de los setenta Lindenstrauss y Tzafriri contes-
taron afirmativamente en el caso en que X sea un espacio de Orlicz, pero hoy
sabemos que existen espacios de Banach que dan lugar a una respuesta negativa.
Por tanto, es de gran importancia el estudio de los subespacios de un espacio
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1



de Banach, pero no es fácil tratándose de subespacios de dimensión infinita,
por lo que es pertinente la indagación sobre la determinación de la estructura
de un espacio por sus subespacios de dimensión finita. D icha estructura puede
ser estudiada en muchos casos gracias a la gran relación entre ultraproductos
y representabilidad finita, como lo muestra uno de los resultados que es una
extensión a ret́ıculos de un teorema de D acunha Castelle - K rivine (probado en
[7]), el cual expresa que un ret́ıculo de Banach Y es reticularmente finitamente
representable en un ret́ıculo de Banach X si y sólo si X es isométrico a un
subret́ıculo de alguna ultrapotencia de Y .

D e otro lado, la teoŕıa local de espacios de Banach es fundamental en varios
resultados relacionados con normas tensoriales e ideales de operadores, relación
que se manifiesta desde el nacimiento mismo de la teoŕıa con los famosos traba-
jos de Grothendieck, [14] y [15], que no sólo muestran las enormes posibilidades
de la teoŕıa de los productos tensoriales topológicos sino que además, por su
modo de enfocar muchos aspectos, permiten considerar a Grothendieck como
precursor de la teoŕıa local, ya que Grothendieck fue el primero en darse cuenta
de la importancia del comportamiento finito-dimensional de las normas tenso-
riales definidas por él, todas ellas finitamente generadas. La importancia del
uso de la teoŕıa local en resultados recientes se pone de manifiesto en [13], en
el cual se caracteriza el ideal maximal normado de operadores asociado a una
norma tensorial definida mediante un espacio de sucesiones de Orlicz `H , sien-
do H una función de Orlicz con la propiedad ∆2 en cero. En dicho trabajo se
han usado ultraproductos y representabilidad finita, aśı como la propiedad de
representabilidad finita reticular de una ultrapotencia de un ret́ıculo de Banach
X , (X)U , en X , precisamente en el caso X = `1{`H}.

Por tanto, es pertinente conocer ejemplos de espacios reticularmente finita-
mente representables en X = `1{`H}, lo cual es el objetivo principal del presente
art́ıculo. Previamente veremos la estructura y representación de ultraproductos
de espacios de Orlicz y de Lebesgue-Bochner.

1.1. Conceptos básicos y notación

D amos a continuación algunas definiciones y resultados básicos de la teoŕıa
de espacios de Orlicz de acuerdo a [11] y [19].

Una función de O rlicz H es una función definida para x ≥ 0, continua,
convexa, no decreciente, con H(0) = 0 y H(x) > 0 para x > 0, tal que
ĺımt→∞ H(t) = ∞. D ada una función de Orlicz H , denotamos por `H al es-
pacio de sucesiones de O rlicz, es decir, al espacio de sucesiones reales (αi)

tales que existe ρ > 0 para el cual
∑∞

i= 1 H( |αi|
ρ

) < ∞, dotado de la nor-

ma ΠH((αi)) := inf{ρ > 0 :
∑∞

i= 1 H( |αi|
ρ

) ≤ 1}.

Es de anotar que si 1 < p < ∞ y particularmente H(x) = xp para cada
x > 0, entonces `H coincide (isométricamente) con el espacio de sucesiones `p.

Se dice que una función de Orlicz H satisface la condición ∆2 en 0 si

ĺım supx→0
H(2x)
H(x) < +∞. En tal caso la clausura en `H del espacio generado

por los vectores unitarios ei coincide con `H . Por `n
H denotamos al subespacio
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de `H de las sucesiones que tienen a lo sumo n términos no nulos.
D ada una función de Orlicz H , existe otra función de Orlicz H∗, definida

para cada y ≥ 0 por H∗(y) = sup{xy − H(x) : x ≥ 0}, denominada función
complementaria de H . A partir de esta función de Orlicz, se puede dotar a `H

de otra norma ‖ · ‖H , usualmente llamada norma de Orlicz, que se define para
cada (αi) en `H por ‖(αi)‖H = sup{

∑∞
i= 1 |αiβi| :

∑∞
i= 1 H∗(|βi|) ≤ 1}

Si Γ es un conjunto, denotamos por `H(Γ) al espacio de los elementos a =
(aγ)γ∈Γ, aγ ∈ R ∀γ ∈ Γ, tales que existe una sucesión S = {γn, n ∈ N} en Γ con
aγ = 0 si γ /∈ S y en él definimos ΠH((aγ)γ∈Γ) := ΠH((aγn

)).
El funcional ΠH((aγn

)) define una norma en `H(Γ) y su dual es isomorfo a
`H∗(Γ). Para que exista una isometŕıa es necesario tomar en el espacio dual la
norma de Orlicz ‖(.)‖H∗ .

Si el conjunto Γ es finito con cardinal n, el espacio `H(Γ) es de dimensión n.
Lo denotaremos `n

H en lugar de `H(Γ).

También en el caso de los espacios de Orlicz, podemos considerar espacios
de sucesiones vectoriales. Si {Xγ , γ ∈ Γ} es una familia de espacios de Banach,
denotamos `H{((Xγ)γ∈Γ)} el espacio de Bochner de elementos x = (xγ)γ∈Γ ,
xγ ∈ Xγ , ∀γ ∈ Γ, tal que (‖xγ‖)γ∈Γ ∈ `H(Γ), con la norma ΠH((‖xγ‖)γ∈Γ).

Si Xγ = X ∀γ ∈ Γ, escribimos `H{Γ, X} en lugar de `H{((Xγ)γ∈Γ)}. Si Γ =
N, escribimos `H{(Xi)} y `H{X} en vez de `H{(Xi)i∈N} y
`H{N, X}, respectivamente.

D e igual manera que los espacios de funciones Lp(µ) son una extensión de
los espacios de sucesiones `p, los espacios LH(µ) son la extensión natural de los
`H . Sea H una función de Orlicz y (Ω, Σ, µ) un espacio de medida. Se denota por
LH(µ, Ω, Σ) o de forma abreviada LH(µ), si no hay lugar a confusión, al conjunto

de funciones medibles f : Ω → R tales que existe ρ > 0 tal que
∫
Ω

H( |f |
ρ

)dµ < ∞.

En LH(Ω, Σ, µ) se define la norma NH(f) := inf{ρ :
∫

µ
H( |f |

ρ
)dµ ≤ 1}.

D enotamos por MH(µ) a la clausura de la envoltura lineal del espacio gen-
erado por las funciones simples con soporte de medida finita.

D e otro lado, la definición de ultraproductos de espacios de Banach es de
D acunha-Castelle y J.L. K rivine [2]. A continuación damos algunos conceptos
básicos y notación. Para tener una referencia más completa acerca de este tema
remitimos a [8] y [2].

Sea D un conjunto. Un filtro F en D es una familia no vaćıa de subconjuntos
de D tal que ∅ /∈ F , (A, B ∈ F =⇒ A∩B ∈ F) y (A ∈ F y A ⊂ B =⇒ B ∈ F).
Sobre la clase de los filtros definidos sobre un conjunto D establecemos una
relación de orden de la siguiente forma. Sean F1 y F1 dos filtros en D. Se dice
que F1 domina a F2, o que F2 es dominado por F1, si F2 ⊂ F1.

Sea D un conjunto. A un filtro maximal U , según la relación de orden es-
tablecida en la clase de filtros definidos sobre D, se le llama un ultrafiltro. Se
dice que un ultrafiltro U de un conjunto D es triv ial si existe d0 ∈ D tal que
A ∈ U ⇐⇒ d0 ∈ A. Como consecuencia del lema de Z orn, cada filtro en D es
dominado por algún ultrafiltro sobre D.
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Sea {Ad, d ∈ D} una familia arbitraria de conjuntos, y un ultrafiltro U de
subconjuntos del conjunto de ı́ndices D. En el producto cartesiano

∏
d∈D Ad,

definimos la siguiente relación R de equivalencia

(xd)d∈DR(yd)d∈D ⇔ {d ∈ D : xd = yd} ∈ U .

Al correspondiente conjunto cociente
∏

d∈D Ad/R se le denomina ultraproducto
de la familia de conjuntos {Ad : d ∈ D} respecto del ultrafiltro U , y suele
denotarse (

∏
d∈D Ad)U , o simplemente (Ad)U . Cuando todos los Ad son iguales

a un conjunto A, entonces su ultraproducto (Ad)U se denomina la ultrapotencia
de A con respecto a U . Si Ad ⊂ Bd para cada d ∈ D entonces, (Ad)U ≤ (Bd)U .

Sea X un espacio topológico y (xd)d∈D una familia de elementos de X .
D iremos que (xd) converge a x ∈ X según U y escribimos ĺımU xd = x si para
toda vecindad N de x, el conjunto {d ∈ D : xd ∈ N} ∈ U . Particularmente si
X es un espacio de H ausdorff y si el ĺımite según U de una familia (xd) existe,
este ĺımite es único.

Es fácil ver que si X es de H ausdorff y compacto, entonces para toda familia
(xd)d∈D ⊂ X existe un único elemento x ∈ X tal que ĺımU xd = x. También,
si X es un espacio de Banach y f : D → X es acotada, entonces ĺımU xd = x
existe.

Si {Bd : d ∈ D} es una familia de espacios de Banach, el ultraproducto de
conjuntos no es en general un espacio de Banach. Para preservar la estructura de
espacio de Banach bajo ultraproducto, debemos acudir a la modificación hecha
por D acunha-Castelle y K rivine [2], llegando al concepto de ultraproducto de
espacios de Banach.

Sea (Bd)d∈D una familia de espacios de Banach y sea U un ultrafiltro de sub-
conjuntos de D. En el espacio de Banach `∞(Bd, D), el cual consiste de todas las
familias (xd)d∈D tales que ‖(xd)‖ := supd∈D ‖xd‖ < ∞, consideremos la sigu-
iente relación RB de equivalencia (xd)d∈DRB(yd)d∈D ⇔ ĺımU ‖xd − yd‖Bd

=
0. Llamamos ultraproducto de la familia de espacios de B anach (Bd)d∈D con
respecto al ultrafiltro U , al espacio cociente `∞(Bd, D)/RB , dotado con la
topoloǵıa de la norma canónica en el cociente.

Para simplificar la notación, a este espacio que resulta ser de Banach, se
le denota también por (Bd)U , o por (B)U si Bd = B para todo d ∈ D; a sus
elementos (las clases) los denotamos por (xd)U ; y además la norma de cada
elemento se puede calcular mediante la fórmula ‖(xd)U‖ = ĺımU ‖xd‖Bd

.

2 . R e p re senta ción de ultra p roductos de e sp a -

cios de O rlicz y de L e b e sg ue -B och ner.

W nuk [21] a mediados de los años ochenta presentó resultados sobre la es-
tructura y representación de ultraproductos de espacios de Orlicz. Respecto a
la estructura y representación de los espacios de Lebesgue-Bochner se dispone
de buena información, gracias al trabajo de H aydon, Levy y Raynaud en su
monograf́ıa “ Randomly normed spaces” , [7], de comienzo de los noventa, y a
otros trabajos que citamos en su momento.
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2 .1. R epresentación d e u ltraprod u ctos d e espacios d e O r-
licz .

El problema de la estructura de los ultraproductos de los espacios de Orlicz
fue estudiado por vez primera por D . D acunha-Castelle y J. L. K rivine [2], y
entre los resultados obtenidos por ellos destacamos el siguiente.

Teorema 1. Sean {Γi}i∈I una familia arbitraria de conjuntos y U un ultrafiltro
en I. Sea H una función de O rlicz con la propiedad ∆2 en cero. E ntonces,
`H{(Γi)U} es reticularmente isométrico a un subret́ıculo complementado (en el
sentido de [1 2 ]) de (`H(Γi))U con proyección positiva P de norma menor o igual
que 1.

Posteriormente mediante la introducción de los ret́ıculos de Orlicz fue posible
dar una representación de estos ultraproductos. D e esto nos ocupamos en este
apartado.

Como generalización de los espacios de Orlicz, D rewnowski y Orlicz en [5] in-
trodujeron los espacios de M usielak-Orlicz, que permiten dar una representación
de los ret́ıculos de Orlicz definidos en términos de ciertos modulares. D icha rep-
resentación es la que utilizó W nuk para describir los ultraproductos de espacios
de Orlicz.

Definición 2. Sea (Ω, Σ, µ) un espacio medida. U na función de M usielak -
O rlicz en (Ω, Σ, µ) es una función Φ : [0,∞[×Ω → [0,∞[ tal que

1 . Φ(t, .) es medible para cada t,

2 . Φ(., ω) es una función de O rlicz para cada ω.

D ada una función de M usielak-Orlicz Φ, se define el funcional
FΦ : L0(µ) → [0,∞] tal que FΦ(f) :=

∫
Ω Φ(|f(ω)|, ω)dµ.

Definición 3. D ada una función de M usielak-O rlicz Φ, el espacio de M usielak-
O rlicz LΦ(µ) asociado a Φ es LΦ(µ) = {f ∈ L0(µ) | ∃ρ > 0 : FΦ(f/ρ) < ∞}
dotado con la topoloǵıa de la norma

‖f‖Φ = inf{ρ > o : FΦ(f/ρ) ≤ 1}

Definición 4. P ara cada función de M usielak-O rlicz Φ, el espacio de M usielak-
O rlicz MΦ(µ) asociado a Φ es el subespacio topológico cerrado de LΦ(µ) tal que
MΦ(µ) := {f ∈ L0(µ) : FΦ(ρf) < ∞, ∀ρ > 0}

El espacio MΦ(µ) coincide con la clausura en LΦ(µ) del espacio de las fun-
ciones simples con soporte de medida finita, y es orden continuo, mientras que
LΦ(µ) es acotadamente completo. Además MΦ(µ) coincide con LΦ(µ) si y sólo
si LΦ(µ) es orden continuo, si y sólo si MΦ(µ) es acotadamente completo. Para
más información ver [9] y [10].

Una versión más abstracta de los espacios de M usielak-Orlicz, la de ret́ıculo
de Orlicz, fue introducida por Orlicz y D rewnowski y estudiada por Z aanen [22],
W nuk [21] y M usielak [16]. La siguiente definición es necesaria para establecer
el concepto de ret́ıculo de Orlicz.
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Definición 5 . U n modular convexo y disjuntamente aditivo en un ret́ıculo vec-
torial E es una aplicación σ : E → [0,∞[ tal que para todo x, y ∈ E y 0 ≤ α ≤ 1,

1 . σ(x) = 0 si y sólo si x = 0

2 . Si |x| ≤ |y|, σ(x) ≤ σ(y)

3 . σ(αx + (1 − α)y) ≤ ασ(x) + (1 − α)σ(y)

4 . Si |x| ∧ |y| = 0, entonces σ(x + y) = σ(x) + σ(y).

La definición de ret́ıculo de Orlicz dada por Orlicz y D rewnowski [5] es la
siguiente:

Definición 6 . U n ret́ıculo de B anach E es un ret́ıculo de O rlicz si ex iste un
modular convexo y disjuntamente aditivo σ tal que para todo x ∈ E, ‖x‖ =
inf{ρ > 0 : σ(x/ρ) ≤ 1}.

La relación entre los ret́ıculos de Orlicz y los espacios de M usielak-Orlicz se
manifiesta mediante el siguiente teorema de representación, ver [7] teorema 3.17,
que es una extensión del teorema de representación de los espacios abstractos
Lp como espacios de funciones Lp(µ).

Teorema 7 . Sea (E, σ) un ret́ıculo de O rlicz. E ntonces ex isten un espacio de
medida (Ω, Σ, µ) y una función de M usielak-O rlicz Φσ tales que E es isométri-
camente isomorfo a MΦσ

(µ).

Además por construcción esta isometŕıa es positiva. Para nosotros el interés
de este teorema de representación es que mediante él se puede dar una descrip-
ción de los ultraproductos de espacios de Orlicz (en nuestro caso de espacios
de Orlicz de sucesiones), en términos de espacios de M usielak-Orlicz. Vamos a
hacer una breve descripción del procedimiento mediante el que se llega a esta
descripción

Sea E := (`Hd)D un ultraproducto de la familia de espacios de sucesiones de
Orlicz orden continuos {`Hd , d ∈ D}.

Para cada d ∈ D, sea el funcional FHd : `Hd → [0,∞[ tal que para todo
x ∈ hHd , x = (xi), FHd(x) :=

∑∞
i= 1 Hd(|xi|) < ∞.

Se define el funcional F(Hd)D : E → [0,∞[ tal que para todo x ∈ E, x =

(xd)D,
F(Hd)D(x) := ĺım

D
FHd(xd)

O b serv ación 8 . P or [2 1 ] F(Hd)D es un modular convexo y disjuntamente adi-
tivo en E. Luego por el teorema de representación, ver teorema 7 , E es reticu-
larmente isométrico a un cierto espacio de M usielak-O rlicz MΨ(ν).

D e idéntica forma sucede con un ultraproducto de una familia de espacios
orden continuos de Orlicz de funciones {MHd(µ) : d ∈ D}. Es decir, para cada
d ∈ D consideremos el funcional FHd : MHd → [0,∞[ tal que, para todo f ∈
MHd(µ), FHd (f) :=

∫
Ω

Hd(|f |)dµ < ∞.
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Si D es un ultrafiltro en D, se define el funcional F(Hd)D : (MHd)D → [0,∞[

tal que si f ∈ (MHd)D, f = (fd)D, F(Hd)D (f) := ĺımD FHd(fd).
Como antes, F(Hd)D es un modular convexo y disjuntamente aditivo en

(MHd)D y por el teorema 7, (MHd)D es reticularmente isométrico a un algún
espacio de M usielak-Orlicz MΨ(ν).

2 .2 . E stru ctu ra d e u ltraprod u ctos d e espacios d e L ebesg u e-
B och ner.

N os interesamos ahora por la estructura de ultraproductos de espacios de
Bochner `1{X} y en este sentido tenemos los resultados siguientes.

L ema 9 . Sea {Xd, d ∈ D} una familia de espacios (ret́ıculos) de B anach y sea
D un ultrafiltro en el conjunto de ı́ndices D. Sea Φ : `1{(Xd)D} → `1{(Xd)D}
tal que si x = (xn)∞n= 1 ∈ `1{(X

d)D} con xn = (xd
n)D, entonces

Φ(x) =
∞∑

n= 1

((0, 0, .., xd
n, 0, ...))D.

La aplicación Φ está bien definida, es lineal, continua, inyectiva (y positiva) con
‖Φ‖ ≤ 1.

D emostración. Claramente ((0, 0, .., xd
n, 0, ...))D ∈ (`1{Xd})D para n ∈ N, con

‖((0, 0, .., xd
n, 0, ...))D‖(`1{Xd})D = ĺım

D
‖(0, 0, .., xd

n, 0, ...)‖`1{Xd}

= ĺım
D

‖xd
n‖ = ‖xn‖(Xd)D

Además para todo n ∈ N,

‖
n∑

i= 1

((0, 0, .., xd
i , 0, ...))D‖(`1{Xd})D ≤

n∑

i= 1

‖((0, 0, .., xd
i , 0, 0..))D‖(`1{Xd})D

=

n∑

i= 1

‖xi‖(Xd)D ≤ ‖x‖`1{(Xd)D}

D e tal forma que
∑∞

n= 1((0, 0, .., xd
n, 0, ...))D ∈ (`1{Xd})D, y consecuente-

mente Φ es lineal y continua con ‖Φ‖ ≤ 1.
Por definición, si todos los Xd son ret́ıculos, Φ es positiva. Además si x 6=

0, existe un n0 ∈ N tal que xn0
6= 0, por lo que ((0, 0, .., xd

n0
, 0, ..))D 6= 0 y

aśı Φ(x) 6= 0. En consecuencia Φ es inyectiva.

L ema 10 . Sea {Xd, d ∈ D} una familia de espacios (ret́ıculos) de B anach y sea
D un ultrafiltro en el conjunto de ı́ndices D. C onsideremos Ψ : (`1{X

d})D →
`1{(Xd)D} tal que si y = (yd)D ∈ (`1{Xd})D, con yd = (yd

n)∞n= 1, se verifica
que Ψ(y) = ((yd

n)D)∞n= 1. E ntonces Ψ está bien definida, es lineal, continua,
sobreyectiva (y positiva) con ‖Ψ‖ ≤ 1.
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D emostración. Para todo k ∈ N,

k∑

i= 1

ĺım
D

‖yd
n‖Xd = ĺım

D

k∑

n= 1

‖yd
n‖Xd ≤ ‖y‖(`1{Xd})D

Por tanto ((yd
n)D)∞n= 1 ∈ `1((X

d)D), con ‖((yd
n)D)∞n= 1‖ ≤ ‖y‖(`1{Xd})D , de

manera que Ψ es lineal y continua con ‖Ψ‖ ≤ 1.
Por definición está claro que, si todos los Xd son ret́ıculos, Ψ es positiva.

Además dado x = (xn) ∈ `1{(Xd)D}, si y = Φ(x) ∈ (`1{Xd})D, se verifica que
Ψ(y) = x, y en consecuencia Ψ es sobreyectiva.

En los dos resultados siguientes, que se obtienen de 9 y 10, se muestra la
siguiente propiedad de los ultraproductos de espacios de Bochner `1(X).

C orolario 11. E l espacio (ret́ıculo) `1{(Xd)D} es isomorfo (isomorfo como
ret́ıculo) a un subespacio (subret́ıculo) complementado del espacio (ret́ıculo)
(`1{Xd})D mediante una isometŕıa (positiva).

Por tanto (`1{Xd})D = `1{(Xd)D} ⊕ ker(Ψ). En el caso en que para todo
d ∈ D, Xd = `H(Γd) para alguna función de Orlicz H con la propiedad ∆2 en
cero, y algún conjunto Γd, hemos visto que existe un conjunto Γ (Γ = (Γd)U ) tal
que `H(Γ) es isomorfo a un subespacio complementado de (`H(Γd))D mediante
una isometŕıa positiva, y la correspondiente proyección P : (`H(Γd))D → `H(Γ)
es positiva con norma menor o igual que uno, ver [8]. Sea Φ la función de
M usielak-Orlicz tal que MF (µ) = (`H(Γd))D , para algún espacio de medida
(Ω, Σ, µ). Entonces se verifica

C orolario 12.

(`H(Γd))D = MF (µ) = `H(Γ) ⊕ ker(P )

(`1{`H(Γd)})D = `1{MF (µ)} ⊕ ker(Ψ) = `1{`H(Γ)} ⊕ `1{ker(P )} ⊕ ker(Ψ)

Respecto a la estructura de los ultraproductos de espacios (ret́ıculos) de
Lebesgue-Bochner, (L1(µ

d, Xd))U , tenemos el siguiente resultado.

Teorema 13. Sean {Xd, d ∈ D} una familia de espacios (ret́ıculos) de B anach ,
{L1(µ

d), d ∈ D} y U un ultrafiltro no triv ial en el conjunto de ı́ndices D. D enote-
mos X := (Xd)U y L1(µ) := (L1(µ

d))U . E ntonces L1(µ, X) es isométricamente
isomorfo a un subespacio (subret́ıculo) complementado de (L1(µ

d, Xd))U .

D emostración. Sea S el subespacio de funciones simples de L1(µ, X) y defi-
namos la aplicación Φ : S → (L1(µ

d, Xd))U tal que si f ∈ S con f =
∑n

i= 1 χAi
xi

donde los conjuntos Ai, i = 1, ..., n son disjuntos dos a dos, χAi
= (fi)U y

xi = (xd
i )U , entonces Φ(f) = (

∑n
i= 1 fd

i xd
i )U .

Como χAi
≥ 0, entonces (fd

i )U ≥ 0, o bien, fd
i ≥ 0 para todo d ∈ D. Ahora

como los Ai, para i = 1, ..., n, son disjuntos dos a dos, χAi
∧χAj

= 0 para i 6= j
y aśı (fd

i )U ∧ (fd
j )U = 0 para i 6= j.

Por [8], se puede considerar que para todo d ∈ D, {f d
i , i = 1, ..., n} son

disjuntos dos a dos y por tanto
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‖f‖ =
n∑

i= 1

‖χai
‖‖xi‖ =

n∑

i= 1

ĺım
U

‖fd
i ‖‖x

d
i ‖ = ĺım

U
‖

n∑

i= 1

fd
i xd

i ‖ = ‖Φ(f)‖

Aśı que Φ es una isometŕıa y como S es denso en L1(µ, X), la extensión de
S a L1(µ, X) es una isometŕıa. En consecuencia, L1(µ, X) es isométrico a un
subespacio de (L1(µ

d, Xd))U .
D efinamos ahora la aplicación Ψ : (L1(µ

d, Xd))U → L1(µ, X) tal que

Ψ((

∞∑

i= 1

fd
i xd

i )U ) =

∞∑

i= 1

(
fd

i

‖fd
i ‖

)U (‖fd
i ‖x

d
i )U .

Si ĺımU

∑∞
i= 1 ‖f

d
i ‖‖x

d
i ‖ < ∞, entonces

m∑

i= 1

ĺım
U

‖fd
i ‖‖x

d
i ‖ = ĺım

U

m∑

i= 1

‖fd
i ‖‖x

d
i ‖ ≤ ĺım

U

∞∑

i= 1

‖fd
i ‖‖x

d
i ‖ < ∞

y tomando ĺımite cuando m → ∞ tenemos

∞∑

i= 1

ĺım
U

‖fd
i ‖‖x

d
i ‖ ≤ ĺım

U

∞∑

i= 1

‖fd
i ‖‖x

d
i ‖ < ∞.

Luego (‖fd
i ‖x

d
i )U ∈ X , (

fd
i

‖fd
i ‖

)U ∈ (L1(µ
d))U y además

∞∑

ı= 1

‖(
fd

i

‖fd
i ‖

)U‖‖(‖f
d
i ‖x

d
i )U‖ ≤ ĺım

U

∞∑

i= 1

‖fd
i ‖‖x

d
i ‖.

Veamos que para todo z en (L1(µ
d, Xd))U se verifica ‖Ψ(z)‖ ≤ ‖z‖.

Sea z = (zd)U en (L1(µ
d, Xd))U . Como U es un ultrafiltro no trivial, consid-

eremos un (εd)U dado, con (εd)U ∈ (R)U , tal que εd > 0 para todo d ∈ D, con
ĺımU εd = 0.

Utilizando la representación tensorial de los espacios de Lebesgue-Bochner
L1(µ

d, Xd) = L1(µ
d)⊗̂πXd, para todo d ∈ D, existen {fd

i }
∞
i= 1 y {xd

i }
∞
i= 1 con

zd =
∑∞

i= 1 fd
i xd

i tales que ‖zd‖L1(µd,Xd) ≤
∑∞

i= 1 ‖f
d
i ‖‖x

d
i ‖ < ‖zd‖L1(µd,Xd) + εd

y como ‖z‖ = ĺımU ‖zd‖L1(µd,Xd), tenemos ‖z‖ ≤ ĺımU

∑∞
i= 1 ‖f

d
i ‖‖x

d
i ‖ ≤ ‖z‖,

es decir, ‖z‖ = ĺımU

∑∞
i= 1 ‖f

d
i ‖‖x

d
i ‖. Con lo cual

‖Ψ(z)‖ = ‖
∞∑

i= 1

(
fd

i

‖fd
i ‖

)U‖f
d
i ‖x

x
i )U‖ ≤

∞∑

i= 1

ĺım
U

‖fd
i ‖‖x

d
i ‖ = ‖z‖

de manera que ‖Ψ‖ ≤ 1.
Ahora, para todo f ∈ S con f =

∑n
i= 1 χAi

xi =
∑n

i= 1(f
d
i )U (xd

i )U se tiene
que Φ(f) = (

∑n
i= 1 fd

i xd
i )U y ΨΦ(f) =

∑n
i= 1(f

d
i )U (xd

i )U = f , y en consecuencia
para todo f ∈ L1(µ, X), ΨΦ(f) = f .

D e tal forma L1(µ, X) es isométricamente isomorfo a un subespacio comple-
mentado de (L1(µ

d, Xd))U . Además por construcción si para todo d ∈ D, Xd

es ret́ıculo de Banach, dicha isometŕıa es positiva.
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2 .3 . R epresentación d e u ltrapotencias d e espacios (ret́ıcu -
los) d e L ebesg u e-B och ner.

El estudio de la representación de ultraproductos de espacios (ret́ıculos) de
Lebesgue-Bochner, constituye el principal de los temas tratados por H aydon,
Levy y Raynaud en [7]. El objetivo último fue dar respuesta a la siguiente con-
jetura de Pisier: si Y es un espacio de Banach que es finitamente representable
en Lp(µ, X), ¿será posible que Y fuera subespacio isométrico de algún Lp(ν, Z),
donde Z sea finitamente representable en X? Para contestar a esta pregunta los
autores desarrollaron una teoŕıa que condujo a una descripción, tan buena como
fue posible, de las ultrapotencias de espacios (ret́ıculos) de Lebesgue-Bochner
Lp(ν, X), 1 ≤ p < ∞. Con ella dieron respuesta negativa a la cuestión de Pisier
exhibiendo contraejemplos al respecto, y dando respuesta parcial positiva en
algunos casos, por ejemplo si X = Lq(ν), 1 ≤ q < ∞.

La representación de las ultrapotencias de espacios Lp(ν, X) se hace, en
[7], mediante un tipo especial de espacios normados aleatoriamente llamados
p-integrales directas, que son una especie de espacios de Bochner Lp(µ, X) con
X “ variable” . Es decir que si se quiere pasar de un resultado local a otro global,
es necesario sustituir el espacio de Lebesgue-Bochner por otro más general.

3 . E je m p los de e sp a cios re ticula rm ente fi nita -

m ente re p re senta b le s en `1{`H}

Un primer ejemplo de espacio reticularmente finitamente representable en
`H se sigue de la observación 8. En ésta, si Hd = H para todo d ∈ D, al espacio
de M usielak-Orlicz que se obtiene lo denotaremos MΦH

(ν). Obviamente, de
acuerdo con la observación, el espacio MΦH

(ν) es reticularmente finitamente
representable en `H . Se tiene entonces el siguiente resultado:

P rop osición 14. Sea H una función de O rlicz. U n espacio (ret́ıculo) de B a-
nach X es (reticularmente) finitamente representable en `H si y sólo si X es
isométrico a un subespacio (subret́ıculo) de un espacio de M usielak-O rlicz MΦ(ν)
que es (reticularmente) finitamente representable en `H .

El bidual de un espacio MΦ(ν) que sea (reticularmente) finitamente repre-
sentable en `H es también (reticularmente) finitamente representable en `H , y
por tanto es isométrico a un subespacio (subret́ıculo) de alguna ultrapotencia
de espacios `H . Esa ultrapotencia, por el teorema de representación, es retic-
ularmente isométrica a algún otro espacio MΨ(ν∗) de M usielak-Orlicz, y este
MΨ(ν∗) también es (reticularmente) finitamente representable en `H .

Ejemplos de espacios de M usielak-Orlicz MΨ(ν∗) que son reticularmente
finitamente representables en `H son los espacios de Orlicz MH(µ), teniendo
en cuenta que una función de Orlicz H puede considerarse como una función
de M usielak-Orlicz ΨH tal que ΨH(., ω) = H(.) para todo ω ∈ Ω, y que por
[7] MH(µ) es reticularmente finitamente representable en {`n

H , n ∈ N} y por
tanto en `H . Como en general Mφ(µ) es reticularmente finitamente representable
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en {`n
Φ, n ∈ N} y por tanto en `Φ ver [7], si `Φ es reticularmente finitamente

representable en `H , entonces MΦ(µ) es reticularmente finitamente representable
en `H .

Un primer resultado sobre espacios reticularmente finitamente representables
en `1{`H}, se obtiene a partir del corolario 12, donde todos los espacios que
aparecen en la primera expresión son reticularmente finitamente representables
en `H , y los que aparecen en la segunda expresión son reticularmente finitamente
representables en `1{`H}. El siguiente resultado proporciona un nuevo ejemplo.

Teorema 15 . Sea H una función de O rlicz con la propiedad ∆2 en cero, y sean
(Ωi, σi, µi), i = 1, 2, espacios de medida. E ntonces el espacio L1(µ1, MH(µ2))
es reticularmente finitamente representable en `1{`H}.

D emostración. Por [3], L1(µ1, MH(µ2)) = L1(µ1)⊗̂πMH(µ2) mediante una isometŕıa
positiva.

Como los conjuntos de funciones simples con soporte de medida finita son
densos en L1(µ1) y en MH(µ2) respectivamente, entonces es fácil ver que el con-
junto T de funciones simples con soporte de medida finita, S =

∑n
i= 1

∑m
j= 1 aijχAi

⊗

χBj
, es denso en L1(µ1)⊗̂πMH(µ2). Además, si f es positiva puede ser aproxi-

mada en L1(µ1)⊗̂πMH(µ′) por una sucesión de funciones simples positivas.
Sea {Gδ, δ ∈ Λ} el conjunto de todos los subespacios Gδ de funciones simples

generadas por un conjunto finito y disjunto dos a dos de funciones caracteŕısticas
de T . Para todo f ∈ L1(µ1, MH(µ2)), sea {Sx,n}

∞
n= 1 una sucesión de T tal que

f = ĺımn Sx,n. Si

Sf,n =

k(f,n)∑

i= 1

s(f,n)∑

j= 1

af,n,i,jχAf,n,i
⊗ χBf,n,j

tal que los elementos en los conjuntos {Ax,n,i : j = 1, .., k(x, n)} y
{Bf,n,j : j = 1, .., s(f, n)} son disjuntos dos a dos, Gδf,n

denota la envolvente
lineal de {χAf,n,i

⊗ χBf,n,j
, i = 1, .., k(f, n), j = 1, .., s(f, n)}.

N ótese que

‖f‖L1(µ1,MH (µ2)) = ĺım
n

‖Sf,n‖L1(µ1,MH (µ2)) = ĺım
n

‖Sf,n‖Gδf,n

D ecimos que δ1 ≤ δ2 si y sólo si Gδ1
⊂ Gδ2

. Para δ0 ∈ D fijo, denotemos
R(δ0) := {δ ∈ Λ : δ0 ≤ δ}. D e tal forma R := {R(δ), δ ∈ Λ} es una base de
filtro de subconjuntos de Λ. D e acuerdo al lema de Z orn, sea U un ultrafiltro
que contiene a R.

D efinimos P : T → (Gδ)U tal que para todo f ∈ T , P (f) = (fδ)U donde
fδ = f si f ∈ Gδ, y fδ = 0 si f /∈ Gδ. P es una aplicación isometŕıa positiva,
y por tanto puede extenderse a L1(µ1, MH(µ2)). Entonces L1(µ1, MH(µ2)) es
isométrico a un subret́ıculo de (Gδ)U .

Por tanto L1(µ1, MH(µ2)) es reticularmente finitamente representable en
{Gδ : δ ∈ Λ}. D ado ε > 0, sea ε1 tal que 1 + ε = (1 + ε1)

2.
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Si Y es un subret́ıculo de dimensión finita de L1(µ1, MH(µ2)), existen un
Gδ, un subret́ıculo M de Gδ y un isomorfismo de ret́ıculos T : Y → M tal que
‖T ‖‖T−1‖ ≤ 1 + ε1.

Sea {χAi
⊗ χBj

: i = 1, .., n, j = 1, .., m} una base de Gδ, donde (Ai)
n
i= 1

y (Bj)
m
j= 1 son respectivas familias disjuntas dos a dos, y sea S ∈ Gδ tal que

S =
∑n

i= 1

∑m
j= 1 aijχAi

⊗χBj
. Llamemos M1 al subret́ıculo de L1(µ1) generado

por {χAi
}n

i= 1 y M2 al subret́ıculo de MH(µ2) generado por {χBj
}m

j= 1.

También, S tiene representación S =
∑n

i= 1(χAi
⊗ (

∑m
j= 1 aijχBj

)) tal que

π(S; L1(µ1⊗̂πMH(µ2)) =

n∑

i= 1

‖χai
‖L1(µ1)‖

m∑

j= 1

aijχBj
‖MH(µ2)

=

n∑

i= 1

‖χai
‖M1

‖
m∑

j= 1

aijχBj
‖M2

≥ π(S; M1 ⊗π M2).

Por tanto π(S; L1(µ1⊗̂πMH(µ2)) = π(S; M1 ⊗π M2).
El ret́ıculo M1 es reticularmente isométrico a `n

1 bajo la isometŕıa positiva
Q : M1 → `n

1 tal que Q(
∑n

i= 1 xiχAi
) =

∑n
i= 1 xiµ1(Ai)ei. Por tanto π(S; M1 ⊗π

M2) = π((Q ⊗ idM2
)(S); `n

1 ⊗π M2).
Ahora, como MH(µ2) es reticularmente finitamente representable en

{`s
H : s ∈ N}, existen un r ∈ N, un subret́ıculo N2 de `r

H y un isomorfismo
de ret́ıculos T2 : M2 → N2 tales que ‖T2‖‖T

−1
2 ‖ ≤ 1 + ε1.

Entonces tenemos que

‖id`n
1
⊗ T2 : `n

1 ⊗π M2 → `n
1 ⊗π N2‖ = ‖T2‖ (1)

y también

‖id`n
1
⊗ T−1

2 : `n
1 ⊗π N2 → `n

1 ⊗ M2‖ = ‖T−1
2 ‖. (2)

D enotemos R := (Q ⊗ T2)T , de manera que tenemos R : Y → (Q ⊗ T2)(M) D e
la ecuación (1) se tiene que ‖R‖ ≤ ‖Q‖‖T2‖|‖T ‖ ≤ ‖T2‖‖T ‖ y de la ecuación
(2) que ‖R−1‖ ≤ ‖Q‖‖T−1

2 ‖|‖T−1‖ ≤ ‖T−1
2 ‖‖T−1‖ de manera que

‖R‖‖R−1‖ ≤ ‖T2‖‖T
−1
2 ‖‖T ‖‖T−1‖ ≤ (1 + ε1)

2 = 1 + ε.

Ahora, (Q ⊗ T2)(M) es subret́ıculo de dimensión finita de
`n
1 ⊗̂π`r

H = `n
1{h

r
H} y este último es reticularmente finitamente representable

en `1{`H}, aśı que L1(µ1, MH(µ2)) es reticularmente finitamente representable
en `1{hH}.

Con idéntica demostración se obtiene el siguiente teorema.

Teorema 16 . Sea Φ una función de M usielak-O rlicz, y sean (Ωi, σi, µi), i =
1, 2, espacios de medida. E ntonces el espacio L1(µ1, MΦ(µ2)) es reticularmente
finitamente representable en `1{MΦ}.
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C orolario 17 . Sean Φ una función de M usielak-O rlicz y H una función de
O rlicz con la propiedad ∆2 en cero tales que hΦ sea reticularmente finitamente
representable en hH , y sean (Ωi, σi, µi), i = 1, 2, espacios de medida. E ntonces el
espacio L1(µ1, MΦ(µ2)) es reticularmente finitamente representable en `1{`H}.
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