Universidad
del Valle

Analisis Documental de Algunas Propuestas de Enseilanza de la Derivada en la

Escuela. Potencialidades para la Construccion de Propuestas Curriculares.

Carlos Daniel Martinez Gonzalez

Nikole Andrea Torres Valdez

Universidad del Valle
Facultad de Educacion y Pedagogia
Escuela de Educacion en Ciencias, Tecnologias y Culturas

Licenciatura en Matematicas

Cali, Colombia

Enero de 2025



Universidad
del Valle

Analisis Documental de Algunas Propuestas de Ensefianza de la Derivada en la

Escuela. Potencialidades para la Construccion de Propuestas Curriculares.

Carlos Daniel Martinez Gonzalez

Nikole Andrea Torres Valdez

Profesora Ligia Amparo Torres Rengifo
Escuela de Educacion en Ciencias, Tecnologias y Culturas

Directora de Trabajo de Grado

Universidad del Valle
Facultad de Educacion y Pedagogia
Escuela de Educacién en Ciencias, Tecnologias y Culturas

Cali, 2025



Agradecimientos

Agradecimiento a mi madre, Alix Valdez, por su apoyo incondicional. A mi tutora Ligia
Amparo Torres Rengifo por su guia, paciencia y dedicacion a lo largo de este proceso.

Nikole

Agradezco a todas las personas que, de manera directa o indirecta, han influido en mi
paso por la universidad y en mi desarrollo personal; a mis amigos y compaiieros de
universidad, quienes me acompanaron en dias llenos de alegria y aprendizaje. Agradezco a
todos los profesores que, no solo me formaron profesionalmente, sino que, con su actitud y
dedicacion, se convirtieron en modelos a seguir en este hermoso mundo de la educacion.
Agradezco también a mi tutora y profesora, Ligia Amparo Torres Rengifo, por sus ensefianzas
y correcciones. Gracias a su excelencia académica, el desarrollo de este trabajo ha sido una
experiencia enriquecedora y significativa.

Finalmente, agradezco a mi familia por el apoyo incondicional que siempre me han
brindado, en especial a mi madre, la persona mas importante en mi vida. Todo lo que soy y
todo lo que seré es gracias a ella.

Carlos



Resumen

Este trabajo surge de la preocupacién por la falta de estudios que caractericen
propuestas didacticas para la ensefanza de la derivada en la educacion media y superior en
Colombia, lo que limita el disefio de estrategias significativas favoreciendo practicas
tradicionales. Surge entonces el interés de proponer algunos elementos para la construcciéon de
nuevas propuestas de ensenanza que sean alternativas curriculares, desde la perspectiva del
desarrollo del pensamiento variacional, a través de una revision documental de algunas
propuestas para la ensefnianza de la derivada en la escuela. Para tales fines se analizaron cuatro
propuestas de ensefianza, dos que corresponden a trabajos de pregrado y maestria de origen
nacional, y otras dos que corresponden a libros publicados por autores de gran reconocimiento
internacional. Se diseié una matriz de analisis que permite analizar el contenido matematico y
didactico de cada una de las propuestas ademés de ofrecer elementos para su caracterizacion.
Posteriormente, se identifican y presentan una serie de elementos comunes para la construccién
de nuevas propuestas desde una perspectiva curricular.

Los resultados muestran que las propuestas tienden a centrarse en la derivada como
razén de cambio y pendiente de la tangente, pero difieren en el grado de consolidacion de los
significados asociados al concepto puesto que no en todas las propuestas la derivada adquiere
un caracter funcional. El trabajo presenta algunas reflexiones curriculares que podrian
fortalecer el disefio de actividades didacticas que favorezcan el desarrollo del pensamiento
variacional.

Palabras claves: Funcién derivada, pensamiento variacional, elementos curriculares, analisis

documental, ensefianza de la derivada.
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Introduccion

Este documento se inscribe dentro de la linea de didactica de la licenciatura en
matematicas de la Universidad del Valle. Esta investigacion parte de la falta de caracterizaciones
sobre propuestas de ensenanza de la derivada en la educacion media y superior, asi como la falta
de elementos curriculares que le permitan a los profesores de todo el territorio nacional
reflexionar e innovar sus practicas en el aula de clase. La investigacion presenta una
recopilacion y caracterizacion de algunas propuestas empleadas en la ensefianza de la derivada
mediante una revision documental. Se ha designado la revision documental como estrategia de
investigacion pues permite producir clasificaciones o tipificaciones de las propuestas de trabajo
(Camargo, 2021)

En este trabajo, se aportan elementos de analisis a profesores en formacion y ejercicio
ademas de facilitar propuestas de ensehanza alternativas sobre la derivada bajo las directrices
de documentos oficiales del ministerio como lo son los Lineamientos Curriculares (MEN, 1998),
los Estandares Bésicos de Competencias (MEN, 2006) y los Derechos Basicos de Aprendizaje
(MEN, 2016) y algunas consideraciones de orden histoérico y didactico como los mencionados
por Artigue en ingenieria didactica (Artigue, 1995).

Desde una perspectiva variacional, y apoyados en las directrices anteriormente
mencionadas, se construye una matriz de analisis que permite la caracterizacion de las
propuestas. La seleccion y caracterizacion de las propuestas proporciona otro enfoque didactico
a la ensefnanza de la derivada en la educacion media y les permite a los futuros profesores
conocer propuestas alternativas de trabajo sobre la derivada que articulen, de una manera mas
efectiva, el desarrollo del pensamiento variacional con la carga historico-epistemologica del
objeto matematico.

El documento se presenta en cuatro capitulos. El primer capitulo aborda la formulaciéon

del problema, los objetivos y justificacion que destacan las dificultades que se presenta en la



comprension e interpretacion de la derivada en estudiantes de educacion media, asi como la
falta de trabajos que propongan tipificaciones o clasificaciones sobre las propuestas que se usan.

En el segundo capitulo, se concentra el marco de referencia conceptual, donde se
presentan los elementos tedricos que respaldan la problematica desde una perspectiva
curricular, matematica y didactica.

En el tercer capitulo del documento se desarrolla el cuerpo de la revision documental que
comprende una fase de seleccion de las propuestas de ensefianza siguiendo unos parametros
previamente establecidos, luego, con la ayuda de los referentes tedricos, se construye una matriz
de analisis y se aplica a las propuestas seleccionadas. Esto produce una caracterizacion de las
propuestas que se presenta en la seccion 3.3 y finalmente, en la secciéon 3.4 se presentan los
elementos que, fruto del analisis, se consideran para la construccion de propuestas de ensefianza
sobre la derivada.

Finalmente, en el cuarto capitulo, aparecen las conclusiones generales en relacion con
los objetivos del trabajo y las reflexiones didacticas que surgen de los elementos curriculares

establecidos.
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Capitulo 1: Aspectos Generales De La Investigacion

En este capitulo se presentan elementos que enmarcaron la propuesta del trabajo,
permitiendo ubicar el problema de investigacion para luego dar paso a los objetivos junto con la
justificacion y la presentacion de algunos antecedentes de investigaciones relacionadas con las
estrategias didacticas, producto del estudio de la derivada en la escuela, por parte de los
investigadores del area de educacién matematica a lo largo de los altimos treinta afos.
Iniciamos presentando la descripcion del problema de investigacion en torno al concepto de
derivada, posteriormente se presentan los objetivos tanto general como especificos, se justifica
la importancia de este trabajo en el campo de la educacién matematica y finalmente se abordan
algunos antecedentes que proporcionan elementos importantes tanto practicos como teoricos
para aclarar el panorama variacional y el papel que se le da a la construccion de la nocién de

derivada en la escuela.
1.1. Problematica.

Los problemas asociados a la ensefianza de la derivada no son nuevos ni poco documentados.

De hecho, las investigaciones en educacion matematica han identificado la ensenanza del calculo

como uno de sus ejes centrales, destacando los obsticulos y dificultades que surgen al integrar

este tema en la etapa final de la educacidon media y en los inicios de la educacion superior. En este

contexto, numerosos estudios han evidenciado que los estudiantes no logran alcanzar una

comprension profunda e integral de conceptos clave como la funciéon derivada, la derivada en un
punto, el limite, la razon de cambio o la diferenciabilidad.

Autores como M. Artigue (1995) y Sdnchez y Matamoros (2014) han sefialado que, aunque

la ensenanza universitaria del calculo tiene ambiciones mas amplias, en la practica tiende a

centrarse en métodos memoristicos o en la aplicacion de técnicas tradicionales de demostracion.

Por su parte, en la educacion media, un problema recurrente es la tendencia a reducir el estudio
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de la derivada a la ejecucion de algoritmos y procedimientos algebraicos, lo cual limita

significativamente la comprension conceptual de los estudiantes.

Esta falta de una comprension so6lida de la derivada, especialmente cuando no se
fundamenta en el marco del pensamiento variacional, genera dificultades que trascienden el
ambito matematico y afectan el rendimiento académico de los estudiantes en niveles educativos
superiores. Estas dificultades no solo obstaculizan el aprendizaje de conceptos mas avanzados,
sino que también se convierten en uno de los factores que contribuyen a la desercion universitaria
en carreras que requieren un dominio s6lido del calculo, como las ciencias y las ingenierias. En
este sentido, la ensefianza inadecuada de la derivada no solo impacta el desempeno académico
individual, sino que también tiene implicaciones mas amplias en la formacién de profesionales en

areas estratégicas para el desarrollo de un pais.

En Colombia, y en general en América Latina, la desercion universitaria representa uno
de los problemas mas criticos para el avance social, econémico, tecnologico y cultural. Segtin datos
de Sapiencia (ODES, 2017), aproximadamente el 36 % de los estudiantes que abandonan sus
estudios de educacion superior lo hacen al finalizar el primer afio. Autores como Gamboa, Castillo
e Hidalgo (2019) han identificado que uno de los factores que contribuyen a este fenémeno es la
ensefianza centrada en aspectos procedimentales y memoristicos, lo cual no solo afecta la
formacion matematica de los estudiantes, sino que también dificulta la construccién de nuevos
conocimientos en etapas posteriores. Este enfoque tradicional de la ensefianza, que prioriza la
repeticion de algoritmos sobre la comprension conceptual, limita las oportunidades de los

estudiantes para desarrollar habilidades matematicas esenciales.

Una revision de la literatura sobre el tema revela que gran parte de las investigaciones se
han enfocado en caracterizar el pensamiento matemaético de los estudiantes y en identificar
errores y dificultades asociados al aprendizaje de la derivada. Sin embargo, existe una falta de

estudios que se centren en caracterizar propuestas didacticas innovadoras para la ensefianza de
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este concepto. Ademas, estas propuestas, cuando existen, no suelen ser ampliamente conocidas
ni aplicadas por los docentes, lo que perpetaa el uso de métodos tradicionales y limita las
posibilidades de mejora en la ensefianza de la derivada. También se encuentran trabajos como el
de Saraza y Prada (2017) que es en esencia, un estado del arte sobre el concepto de derivada.
Este trabajo proporciona una clasificacion sobre la naturaleza metodolégica de las
investigaciones recopiladas entorno al concepto de derivada, sin embargo, no se exhibe una
caracterizacion sistematica de las propuestas orientadas a la proposicion de elementos claves
para la seleccion de estrategias por parte de los profesores.

En este contexto, la problematica central de este trabajo radica en la falta de estudios que
caractericen propuestas didacticas para la ensefianza de la derivada en la educacion media en
Colombia. Esta carencia dificulta que los docentes cuenten con herramientas claras y
fundamentadas para seleccionar estrategias y elementos curriculares que trasciendan las
practicas tradicionales y promuevan una comprension més profunda del concepto. Por ello, surge
la pregunta que motiva esta investigacion: ¢Cémo, a través del estudio documental de algunas
propuestas para la ensefianza de la derivada en la escuela, se pueden proponer elementos

curriculares que potencien su estudio desde la perspectiva del pensamiento variacional?

1.2. Objetivos

1.2.1. Objetivo General

Proponer algunos elementos para la construccion de alternativas de trabajo curriculares
desde la perspectiva del desarrollo del pensamiento variacional, a través de una revision

documental de algunas propuestas para la ensenanza de la derivada en la escuela.
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1.2.2. Objetivos Especificos

o Identificar y seleccionar algunas de las propuestas sobre la ensefianza de la derivada,
reportadas por la investigacion en el campo de la educacion matematica.

e Caracterizar las propuestas de ensenanza de la derivada a partir de la determinacion
de unas categorias de analisis segiin el marco de referencia conceptual.

e Proponer algunos elementos en la construccién y selecciéon de propuestas

curriculares que articulen aspectos fundamentales del pensamiento variacional.

1.3 Justificacion

La derivada es uno de los objetos centrales del calculo diferencial y representa un
concepto fundamental en matematicas. Su importancia radica en que permite estudiar y
modelar fendmenos de cambio y variacion, lo que la convierte en una herramienta esencial no
solo en disciplinas como la fisica, la ingenieria y la economia, sino también en la formacion del
pensamiento analitico y critico de los estudiantes. Comprender la derivada implica dominar
ideas clave como la razén de cambio, la pendiente de una curva y la aproximacion lineal,
conceptos que son la base para el estudio de temas mas avanzados en matematicas y ciencias.
Por ello, su ensefianza no solo es crucial para el éxito académico en niveles superiores, sino
también para el desarrollo de habilidades que permiten a los estudiantes interpretar y resolver
problemas del mundo real.

Sin embargo, la ensenanza de la derivada tradicionalmente se ha centrado en enfoques
metodologicos procedimentales y algoritmicos (Artigue 1995), lo que limita la comprension
conceptual de los estudiantes. Es aqui donde radica la importancia de ensenar la derivada desde
un enfoque conceptual en lugar de un enfoque procedimental, tal como lo manifiesta la
perspectiva del desarrollo del pensamiento variacional. Esta perspectiva busca que los

estudiantes comprendan la derivada no como un mero resultado de aplicar reglas, sino como un
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concepto dindmico que describe como una cantidad cambia en relacién con otra. Al enfatizar la
comprension conceptual sobre la memorizacion de formulas, se promueve un aprendizaje mas
profundo y significativo, que permite a los estudiantes transferir sus conocimientos a nuevos
contextos y aplicarlos de manera creativa. Ademas, este tipo de enfoque fomenta el desarrollo de
habilidades de razonamiento y resoluciéon de problemas, que son esenciales para enfrentar los
desafios de la educacién superior y el mundo laboral.

Para avanzar hacia una ensefianza de la derivada mas efectiva, fue necesario realizar
una revision documental que permita identificar, sistematizar y analizar propuestas didécticas
innovadoras (Camargo, 2021). Esta revision es crucial porque, aunque existen numerosas
investigaciones que describen las dificultades de los estudiantes y los problemas asociados a la
ensefanza tradicional, son escasos los trabajos que se centran en caracterizar y organizar
propuestas de ensefianza alternativas. Una revision documental rigurosa no solo permite
recopilar estas propuestas, sino también analizar sus fundamentos tedricos y metodolégicos, lo
que sirve como base para proponer elementos curriculares que puedan ser adaptados al
contexto colombiano. Ademas, este proceso contribuye a cerrar la brecha entre la investigacion
académica y la practica docente, facilitando que los profesores accedan a herramientas claras y
fundamentadas para mejorar sus estrategias de ensefianza.

Finalmente, desde una perspectiva formativa, este trabajo represent6 una oportunidad
invaluable para el desarrollo de habilidades investigativas. La revision documental, el analisis
critico de propuestas y la construcciéon de elementos curriculares son actividades que no solo
enriquecen la formacién académica de los investigadores, sino que también les proporcionan
herramientas y experiencias ttiles para futuros proyectos. Este proceso de indagacion
sistematica fortalece la capacidad de los investigadores para abordar problemas complejos en el
campo de la educacion matematica y proponer soluciones innovadoras que impacten

positivamente la ensefnanza y el aprendizaje de la derivada.
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En sintesis, esta investigacion se justifica desde su potencial para promover una
ensenanza mas efectiva de la derivada, sistematizar propuestas didacticas
innovadoras y contribuir al desarrollo de herramientas practicas para los docentes. Ademas,
representa una oportunidad para avanzar en la formacién investigativa y en la construccion de

propuestas que impacten positivamente la educacién matematica en Colombia.

1.4. Antecedentes

En esta seccion se presentan algunas investigaciones a nivel de pregrado, maestria 'y
articulos que se han desarrollado en el marco de la educacién e investigacién en matematicas, en
relacion con el problema de investigacion. En primer lugar, se abordan aquellos trabajos que se
alinean con el método empleado en este estudio, es decir, revisiones documentales y analisis de
propuestas de aprendizaje relacionadas con la ensenanza de la derivada. Estos antecedentes
permiten contextualizar y fundamentar el enfoque metodologico adoptado, destacando estudios
previos que han explorado de manera sistemaética el analisis de recursos didacticos. En segundo
lugar, se abordan trabajos de investigacion que han supuesto avances en torno a la comprension
de los significados que los estudiantes construyen sobre la derivada. Finalmente, se destacan
investigaciones que han abordado elementos de identificacion de errores y dificultades

asociadas a la ensefnanza de la derivada en Colombia.

1.4.1 Antecedentes Relacionados Con La Metodologia Del Trabajo.

Presentamos aqui tres antecedentes relacionados con el analisis documental de literatura
sobre la derivada. En primer lugar, el trabajo de Carolina Rojas (2013) quien realiz6 una
revision documental para describir la relacion entre lo que se investiga y lo que se ensefia en
torno a este concepto. En segundo lugar, la ponencia de Raudl Prado y Dilan Saraza (2017) en la
que se describe el estado del arte de la comprension conceptual de la derivada. Por tltimo, el

trabajo de Karol Tapiero (2020) quien analiz6 una propuesta didactica sobre la derivada con el
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fin de explicar como dicha propuesta permite un acercamiento entre las propuestas curriculares
del Ministerio de Educacion Colombiano.

Rojas (2013) ¢Ensefiamos a los profesores de Matematicas aquello que nos ensena la
investigacion en Didactica sobre la derivada? Este trabajo de investigacion, realizado por
Carolina Rojas (2013) para optar por el titulo de maestra en docencia de las Matematicas de la
Universidad Pedagogica Nacional dirigido por Edgar Guacaneme se centra en describir la
relacion entre lo que se investiga didacticamente alrededor de la ensefianza de la derivada y lo
que en ultimas se ensefianza. Para cumplir con este objetivo, la autora hace una revision
documental de 25 investigaciones sobre la didactica de la derivada. Esto implica el analisis,
categorizacion de los documentos seleccionados, y la descripcion de los diferentes enfoques de
ensefnanza a los profesores en formacion de tres universidades de Colombia.

Rojas proporciona un panorama amplio de las diferentes metodologias y enfoques
utilizados para ensenar este concepto matematico. Describe el enfoque cognitivo, sistémico y
semidtico como los enfoques de mayor interés, concluyendo, entre otras cosas que, en los cursos
de Calculo no se evidencia que las propuestas vinculen suficientemente los resultados de
investigacion en didactica con la formacion de profesores en estos cursos, sin embargo la autora
también logro reconocer en su investigacion que dentro de estos cursos se adoptan otras
estrategias que también buscan dotar de herramientas al futuro profesor de matematicas.

El analisis de Rojas no solo destaca las discrepancias entre los hallazgos de la
investigacion didactica y las practicas educativas en las universidades colombianas, sino que
también subraya la necesidad de alinear la formacion docente con las recomendaciones de la
investigacion.

Como ya se ha descrito en la problematica y justificacion del actual trabajo, en esta
investigacion, la necesidad que describe Rojas sobre la alineacion en la formacién se aborda a
través de la caracterizacion de las propuestas de aprendizaje sobre la derivada, con el proposito

de identificar los elementos matematicos y didacticos que puedan ser ttiles desde una
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perspectiva curricular. Este andlisis busca explorar como las propuestas existentes integran
conceptos clave, procesos matematicos y contextos significativos para la ensefianza de la
derivada, y de qué manera estas caracteristicas pueden informar la formacién de profesores y el
disefio de cursos de calculo més conectados con las recomendaciones de la investigaciéon en
didactica. Asi, este trabajo se enfoca en cerrar la brecha entre teoria e implementacion,
proponiendo criterios que fortalezcan la coherencia entre lo que se ensefia y lo que se investiga
en este campo.

Prado & Saraza (2017), Estado del Arte alrededor de la Comprension Conceptual de la
Derivada. Este trabajo esta publicado en las memorias del Congreso Internacional de
Matematica Educativa (2017) sus autores son Ratl Prado y Dilan Saraza, docentes formados en
la Universidad Francisco de Paula Santander en Cacuta Colombia. En esta ponencia los autores
realizan una revision documental de 30 investigaciones realizadas en las tltimas dos décadas
para clasificarlas de acuerdo con el tipo de enfoque metodologico, poblacion de estudio y
propuesta metodoldgica. Parte de los resultados de esta clasificacion se describen a
continuacion:

De los principales hallazgos se resalta que se encontrd que existe pocas investigaciones
que utilizaron un enfoque cualitativo en el momento de realizar su investigacion y a su vez mas
investigaciones que toman un enfoque cuantitativo en la determinacion de las dificultades de los
estudiantes, existe un predominio de investigaciones que se enfocaron en la construccion del
concepto de derivada en los estudiantes, pocas que se enfocan a la practica y los conocimientos
de los profesores. También se determiné deficiencia que poseen los estudiantes en el momento
de comprender el tema de la derivada y su relacion con la grafica de una funcion derivada.
(Prado & Saraza, 2017, pag. 122)

En este sentido, el trabajo de Prado y Saraza (2017) resalta aspectos clave que se
consideran en el actual trabajo, ya que su revision documental proporciona un marco relevante

para identificar vacios y tendencias en las propuestas de aprendizaje. Esto conecta directamente



18

con el interés de caracterizar las propuestas de aprendizaje para identificar elementos
matematicos utiles desde una perspectiva curricular, ya que esta investigacion busca no solo
analizar como se construye el concepto de derivada, sino también entender cémo estas
propuestas integran aspectos que podrian fortalecer la formacioén docente y su alineacién con los
lineamientos curriculares.

Tapiero (2020) Analisis de una Propuesta para el Aprendizaje del Concepto de
Derivada a través de la Razén de Cambio. Este trabajo fue realizado por Karol Tapiero (2020),
quien fue estudiante del programa de maestria con énfasis en educacién matematica de la
Universidad del Valle. En su trabajo, titulado Andlisis De Una Propuesta Para El Aprendizaje
Del Concepto De Derivada A Través De La Razon De Cambio analizo la propuesta de Dolores
(2012) La Variacion y la Derivada.

Este andlisis se hizo con base en las categorias de anélisis de Godino, Batanero y Font
(2007) descrita en la Teoria de Significados Sistémicos. En este sentido, la autora hace una
identificacion y descripcion de la propuesta de Dolores, con base a categorias como, problemas y
tareas, lenguaje matematico, conceptos y definiciones, entre otras. Esto para dar respuesta a sus
objetivos de investigacion que eran explicar como esta propuesta permite un acercamiento a las
propuestas curriculares del MEN. Dado este analisis, la autora concluye que, las situaciones
problema presentadas en el libro “La variaciéon y la derivada” (Dolores, 2012) pueden ubicarse,
segin el MEN (2006), como situaciones de aprendizaje significativo. Ademaés, en lo que
concierne al pensamiento variacional, se puede observar que las situaciones planteadas en la
propuesta de Dolores (2012), se enfatizan en el estudio y analisis de fenomenos de covariaciéon

ubicados en un contexto de la fisica, posibilitando asi, el desarrollo de este tipo de pensamiento.
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1.4.2 Antecedentes Relacionados Con La Descripcion De Los Significados Sobre La

Derivada En El Contexto De La Ensefianza.

A nivel nacional, la investigacion de Parra Naranjo, J. (2020) Significados sobre la
derivada que manifiestan estudiantes universitarios, aporta una descripcion sobre estos
significados con base a las dificultades manifestadas cuando resuelven problemas de calculo en
que interviene la derivada. La investigacion tomo los datos de 20 estudiantes de carreras de
ingenieria y ciencias de la economia a partir de un cuestionario. Se videncia asi, que las acciones
de los estudiantes para responder a las preguntas fueron principalmente emplear la expresion
del limite del cociente incremental y usar de forma algoritmica memoristica algunas de las
reglas de derivacién como por ejemplo la regla de la cadena. Asi pues, la tesis de Naranjo
permite evidenciar como los estudiantes no pueden desarrollar de forma ostensiva definiciones,
teoremas y diferentes representaciones sobre la derivada pues se aprecian procedimientos
algoritmicos basados en objetos matematicos no ostensivos como propiedades y conceptos en
cada configuracion presentada de una de las ocho tareas.

Por otro lado, Solano, S. (2017) en su tesis de maestria titulada, Las Concepciones del
Concepto de Derivada: Dos Estudios de Caso sobre un Matematico y un Licenciado en
Matematicas, reviso, analizo y caracterizé desde un punto de vista didactico las concepciones de
dichos profesores de matematicas con respecto al conocimiento didactico de la derivada
expresado en sus creencias y concepciones a través de unas entrevistas estructuradas y
semiestructuradas, teniendo en cuenta unas categorias de analisis determinadas por tres
organizadores del curriculo a saber, la estructura conceptual, los sistemas de representacion y
los fendmenos que intervienen en el contenido matemaético escogido.

Esta investigacion tuvo como propdsito general analizar desde un punto de vista

didactico las concepciones de la derivada que tienen dos profesores de matematicas de
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educacién superior, con el fin de determinar si estas concepciones son influenciadas por sus
modelos de formacion y sus practicas de ensefianza en sus contextos universitarios.

Bajo la metodologia de la propuesta de analisis didactico que se ha desarrollado en el
marco de los trabajos del grupo PNA de la Universidad de Granada, se determind, por ejemplo,
qué, el profesor mate matico de profesion se preocupa mas por la interpretacion de la derivada,
en tanto que el profesor licenciado en matemaéticas se preocupa mas por la practica algoritmica
de las reglas de derivacion. Sin embargo, ambos profesores coinciden en evaluar a sus
estudiantes la definicion analitica de la derivada. Asi mismo, los dos profesores evalaan el limite
del cociente diferencial, y también ambos evaltian la derivada en el sentido geométrico de la
pendiente de la recta tangente. Probablemente, las diferencias que tienen los dos profesores en
cuanto a la interpretacion de la derivada y la practica algoritmica de la derivada esté
influenciada por sus formaciones profesionales, sin embargo, considero que esto puede ser de
nuevo otro tema de investigacion posterior sobre las decisiones que toma el profesor de

matematicas a la hora de evaluar a sus estudiantes.

1.4.3. Trabajos De Investigaciéon Sobre La Descripcion Y Analisis De Los Errores Y

Dificultades De Los Estudiantes Con Relacion A La Derivada.

A nivel local, Pinto, A. (2018) en su investigacion de pregrado titulada, Errores que
presentan Estudiantes Universitarios en relacion con el Concepto de la Derivada, describe el
razonamiento que tuvieron los estudiantes de la muestra en el momento de contestar una
prueba de 9 items, entre preguntas y consignas en relaciéon con la derivada. Luego, esta
descripcion es analizada para la identificacion de los errores y la clasificacion de estos segin la
taxonomia de errores de Radatz (1979). Como resultado de este analisis se identific6 una
frecuencia de 155 errores cometidos por los estudiantes, en donde se observo que el tipo de error
mas frecuente en la prueba de evaluacion fue errores debidos al aprendizaje deficiente de

hechos, destrezas y conceptos previos.



21

Los resultados de Pinto destacan la importancia de considerar coémo estas propuestas
abordan las deficiencias en el aprendizaje previo de los estudiantes. La identificacion y
clasificacion de errores también puede aportar criterios ttiles para analizar como las propuestas
integran estrategias para prevenir o superar estos errores, fortaleciendo asi la ensefianza y el
aprendizaje de la derivada dentro del contexto curricular.

Por otro lado, Gutiérrez Mendoza, L., Buitrago Aleman, y Ariza Nieves (2017) en su
articulo, Identificacion de dificultades en el aprendizaje del concepto de la derivada y disefio de
un OVA como mediacion pedagdgica, hacen una caracterizacion de las dificultades que
presentan los estudiantes en el aprendizaje del concepto de la derivada de una funcion de
variable real, en los programas de Ingenieria en la Universidad Militar Nueva Granada.
Evidenciaron que, el 30% de los estudiantes realizaron procedimientos deficientes en el calculo
de las derivadas y el 40% no realiz6 ningtin proceso. Asimismo, en las evaluaciones se observa
que el 77% de los estudiantes presentan un manejo semiotico deficiente del concepto de limite y
solo el 5% comprenden las diferentes representaciones simboélicas del limite.

En sintesis, los antecedentes presentados destacan la relevancia de investigar el concepto
de derivada desde diversos enfoques como las dificultades de aprendizaje, la formacion docente,
enfoques metodologicos, entre otros. Estos trabajos ofrecen un panorama amplio sobre los retos
y oportunidades en torno a la comprension y ensefianza de este concepto. Ademas,
proporcionan un valioso punto de partida para esta investigacion pues proporcionan
orientaciones metodologicas acerca de como realizar investigaciones de naturaleza cualitativa en
el campo de la educacion matematica. Es importante también sefialar la falta de trabajos cuyo
enfoque metodologico sea la caracterizacion de propuestas y la construccion de elementos
curriculares, es aqui precisamente que surge la importancia de llevar a cabo la investigacién
sugerida en este documento pues le permite a los profesores en formacién y en ejercicio tomar

como referente otro tipo de investigaciones diferentes a las ya mencionadas.



22

Desde este marco, el trabajo actual est4 orientado a la caracterizacion de propuestas de
aprendizaje con el proposito de identificar elementos matematicos y curriculares que permita la

alineacion de las practicas educativas y los lineamientos curriculares de Colombia.
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Capitulo 2: Marco de Referencia Conceptual

En este apartado se presentan los referentes teéricos que fundamentan y proporcionan
criterios para el analisis de las propuestas de trabajo, relacionando aspectos matematicos,
curriculares y did4cticos. Con este fin, se ha divido el apartado en tres componentes que brindan
una descomposicion de la derivada y que permiten analizar su contenido desde diferentes
marcos de referencia.

Asi pues, se ha determinado que los componentes de referencia del contenido sean de
orden curricular en donde se aborda la relacion de la derivada con los parametros establecidos
desde el Ministerio de Educaciéon Nacional de Colombia; orden matematico donde se hace un
breve analisis de contenido y, finalmente, didactico donde se abordan los factores mas

determinantes que condicionan la ensefianza de la derivada en la escuela.
2.1. Perspectiva Curricular

Se trata aqui de situar, desde una perspectiva curricular, todo lo relacionado a la
aparicion del pensamiento variacional y especialmente de la derivada en un contexto escolar;
caracterizando asi, todas las orientaciones y reflexiones propuestas desde el Ministerio de
Educacion Nacional en torno al concepto de derivada de una funcién, sus usos y aplicaciones;
pero también se busca caracterizar las competencias que se espera un estudiante de bachillerato
pueda dominar y, ademas, algunas de las actividades que se proponen para lograr la
consecucion de dichas competencias.

Se inicia por considerar que la perspectiva curricular en Colombia est4 determinada por
el Ministerio de Educaciéon Nacional a través de tres documentos importantes; Los lineamientos
curriculares (1998), los estadndares basicos de competencias (2006) y los derechos basicos de
aprendizaje (2016). Estos documentos en conjunto brindan las orientaciones, competencias y

consideraciones practicas necesarias para la construccion de los curriculos de matematicas en
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Colombia. Un cuarto documento llamado Pensamiento Variacional y Tecnologias
Computacionales (MEN, 2004) se toma también para ofrecer algunas caracteristicas del
pensamiento variacional, dicho documento pertenece al proyecto de incorporacion de nuevas
tecnologias al curriculo de matematicas de la educacion basica secundaria y media de Colombia.

En cumplimiento del articulo 78 de la ley 115 de 1994 el ministerio entrega a los
educadores y a las comunidades educativas del pais la serie de documentos que lleva por
nombre “lineamientos curriculares”. Los lineamientos constituyen puntos de apoyo y de
orientacion general frente al postulado de la ley que nos invita a entender el curriculo como “un
conjunto de criterios, planes de estudio, programas, metodologias y procesos que contribuyen a
la formacidn integral y la construccion de identidad cultural nacional, regional y local”. Con esta
reforma, los sistemas matematicos son herramientas que ayudan a desarrollar y refinar cada
tipo de pensamiento y no el eje central del curriculo de matematicas (MEN, 1998).

En cuanto a los referentes de los lineamientos es importante resaltar que, en la
formacion matematica basica, el énfasis estaria en potenciar el pensamiento matematico
mediante la apropiaciéon de contenidos que tienen que ver con ciertos sistemas matematicos.
Tales contenidos se constituyen en herramientas para desarrollar, entre otros, el pensamiento
numérico, el espacial, el métrico, el aleatorio y el variacional que, por supuesto, incluye al
funcional (MEN, 1998).

Los lineamientos curriculares propenden la articulacion de tres grandes aspectos en el
quehacer matematico para la organizacién del curriculo en un todo armonioso, ellos son: Los
procesos generales de pensamiento, los conocimientos basicos y, por tltimo, el contexto. En los
procesos generales encontramos: La resolucion y el planteamiento de problemas, el
razonamiento, la comunicacién, la modelacién y, la elaboracién, comparacion y ejercitacion de
procedimientos. Por su parte, los conocimientos basicos se clasifican en: Pensamiento numérico
y sistemas numéricos, pensamiento espacial y sistemas geométricos, pensamiento métrico y

sistemas de medidas, pensamiento aleatorio y los sistemas de datos, pensamiento variacional y
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sistemas algebraicos y analiticos. Por altimo, el contexto tiene que ver con los ambientes que
rodean al estudiante y que le dan sentido a las matematicas que aprende.

Algunos modelos que interpretan las relaciones entre estos grandes aspectos se pueden
representar como las dimensiones de un cubo o los ejes de un espacio tridimensional donde sus
componentes se relacionan entre si.

Ahora bien, centrando nuestra atencion en la derivada podemos identificar qué se dice

sobre este objeto desde los lineamientos curriculares en Colombia.

2.1.1. El Pensamiento Variacional Y La Derivada En Los Lineamientos

Curriculares.

El desarrollo del pensamiento variacional, tal y como se propone en los lineamientos
curriculares (MEN, 1998) presupone superar la ensehanza de contenidos matematicos
fragmentados y compartimentados, para ubicarse en el dominio de un campo conceptual, que
involucra conceptos y procedimientos Inter estructurados y vinculados que permitan analizar,
organizar y modelar mateméaticamente situaciones y problemas en diferentes contextos. Es asi
como la vision de variacion se amplia en un intento de cuantificar la variacion por medio de las
cantidades y las magnitudes.

Como se mencion6 anteriormente, es el resultado de coordinar conocimientos basicos,
procesos y contextos lo que en realidad permite la construcciéon del pensamiento matematico, en
particular del pensamiento variacional; en este sentido los procesos generales juegan un papel
fundamental en el desarrollo del pensamiento variacional en tanto que proporcionan formas de
entender y replicar la actividad matematica. Asi, los procesos generales podrian ser
interpretados tal y como se sigue:

o Modelacion: Construccion de sistemas figurativos mentales, graficos o
tridimensionales con el fin de reproducir o representar la realidad de forma esquematica para

hacerla mas comprensible. En una situacion problema, la modelacién permite decidir qué
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variables y relaciones entre variables son importantes, lo que posibilita establecer modelos
matematicos de distintos niveles de complejidad, a partir de los cuales se pueden hacer
predicciones, obtener resultados y verificar qué tan razonable son estos respecto a las
condiciones iniciales.

o Razonamiento: El razonamiento lo entenderemos como un desarrollo de
pensamiento 16gico que permite percibir regularidades y relaciones; hacer predicciones y
conjeturas; justificar o refutar esas conjeturas; dar explicaciones coherentes; proponer
interpretaciones y respuestas posibles y adoptarlas o rechazarlas con argumentos y razones.

o Formulacion, tratamiento y resoluciéon de problemas: Las situaciones problema
proporcionan el contexto inmediato en donde el quehacer matematico cobra sentido, en la
medida en que las situaciones que se abordan estén ligadas a experiencias cotidianas. Este
proceso permite desarrollar una actitud mental perseverante e inquisitiva, desplegar una serie
de estrategias para resolver, encontrar resultados y verificar lo razonable de los problemas
suscitados por una situacion.

o Comunicacion: La comunicaciéon debe entender como aquel proceso que
posibilite expresar, comunicar preguntas, problemas, conjeturas y resultados matematicos de tal
forma que sea una dimensién constitutiva de la comprension de las matematicas. Las
matematicas por si mismas no son un lenguaje, pero ellas pueden construirse, refinarse y
comunicarse a través de lenguajes con los que se expresan y representan.

o Elaboracion, comparacion y ejercitacion de procedimientos: Implica
comprometer al estudiante en la construccion y ejecucién de procedimientos mecanicos o de
rutina, también llamados “algoritmos” sin que su ejecucién comprometa la comprension de su
caracter de herramienta. Deben considerarse los mecanismos cognitivos involucrados en la

ejecucion de los algoritmos con el fin de analizar su contribucion.
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Un breve analisis que desde los lineamientos se hace a la evolucion histérica de la
variacion permite encontrar interrelaciones entre algunos nucleos conceptuales matematicos
en los que esta involucrada la variacion tales como:

. Continuo numérico, reales, en su interior los procesos infinitos, su tendencia,

aproximaciones sucesivas, divisibilidad.

o La funcién como dependencia y modelos de funcion.
o Las magnitudes.

. El algebra en su sentido simbdlico.

o Modelos matematicos de tipos de variacion.

Segun los lineamientos, la variaciéon aparece en contextos de la vida practica y en los
cientificos cuando hay una dependencia entre variables o en situaciones donde una misma
cantidad varia. Estos conceptos promueven en el estudiante actitudes de observacion, registro y
utilizacion del lenguaje matematico. Ademas, se entiende que el desarrollo del pensamiento
variacional ocurre de manera progresiva, es decir, que las estructuras conceptuales que le
definen son aprendidas y mejoradas a través del tiempo, y que enfrentarse a nuevas situaciones
problemas exige que el estudiante use de manera consciente habilidades previamente
adquiridas.

Ahora bien, respecto del surgimiento y tratamiento de la derivada no se tiene
informacién precisa mas que un par de anotaciones donde se precisa que en el contexto del
estudio matematico del movimiento se alcanza la construccién matematica de la variacion, lo
que segun los lineamientos configura el calculo. Sobre el estudio de la funcion se tiene que la
grafica tiene como fin abordar los aspectos de la dependencia entre variables, gestando asi la
nocion de funciéon como dependencia, sobre esto Gltimo encontramos elementos que permiten
darle un sentido a la nocién de funcién:

. La funcion emerge como herramienta de conocimiento necesaria para

“enlazar” patrones de variacion entre variables y para predecir y controlar el cambio.
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. La introduccion de la funcién en los contextos descritos prepara al
estudiante para comprender la naturaleza arbitraria de los conjuntos en que se le define,
asi como a la relacion establecida entre ellos.

. Es necesario enfrentar a los estudiantes a situaciones donde la funcién no
exhiba una regularidad, con el fin de alejar la idea de que su existencia o definicién esta
determinada por la existencia de la expresion algebraica.

. A la conceptualizacion de la funcién y los objetos asociados (dominio,
rango) le prosigue el estudio de los modelos elementales, lineal, afin, cuadratico,
exponencial, priorizando en estos el estudio de los patrones que los caracterizan
(creciente, decreciente).

Hemos hecho una sintesis de los elementos mas importantes presentes en los
lineamientos curriculares referente a la construccion del pensamiento variacional y a la nocion
de variacion, sin embargo no hemos podido identificar los elementos necesarios ni suficientes
que definen la nocion de derivada local y global, a continuacion se exploran los elementos mas
importantes presentes en los estandares basicos de competencias que exponen las competencias
que un estudiante debe desarrollar con relacion al estudio de la derivada en la educacién media.
o Pensamiento Variacional y Tecnologias Computacionales

En este documento del Ministerio de Educacion Nacional (MEN, 2004) que pertenece al
proyecto de incorporaciéon de nuevas tecnologias al curriculo de matematicas de la educacion
basica secundaria y media de Colombia encontramos algunas caracteristicas importantes sobre
el pensamiento variacional que estan fundamentadas en los lineamientos curriculares. La
ventaja de este documento es que, al ser parte de un proyecto especifico sobre incorporacion de
tecnologia al curriculo de matemaéticas, ofrece una lectura limpia sobre algunas caracteristicas
del pensamiento variacional que desde el ministerio se consideran vitales en los procesos de

fortalecimiento de la formacion docente.
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Acerca del desarrollo del pensamiento variacional encontramos que las situaciones de
variaciéon y cambio de la vida diaria, que son aquellos que en su mayoria involucran de manera
explicita la consideracion del tiempo, son aquellas en las que mejor se puede identificar el
cambio, describirlo, interpretarlo, predecir sus consecuencias, cuantificarlo y moldearlo.
Ademas, en las situaciones de cambio que involucran el tiempo, se distinguen tanto la variacion
continua como la variacion discreta, asi como los conjuntos numéricos propios de la
representacion de cada una.

En las formas de representacion de esas situaciones de variacion, encontramos que ellas
pueden ser representadas tanto cualitativa como cuantitativamente. En la representacion
cualitativa encontramos la escrita y la pictorica, asi como los modelos construidos en maquetas
con movimiento. Por otro lado, en la representacion cuantitativa, encontramos la representacion
geométrica, la representacion tabular, la representacion algebraica y la representacion grafica
(plano cartesiano).

2.1.2. Pensamiento Variacional Y Derivada En Los Estandares Basicos De
Competencias.

Centramos ahora nuestra atencion en examinar qué se direcciona desde los estandares
béasicos de competencias en relacion con el desarrollo del pensamiento variacional y
especialmente en el desarrollo de la nocion de derivada. Se quiere examinar qué se dice sobre la
derivada, qué contextos presentan en los estadndares que potencian la conceptualizacion de la
derivada en los estudiantes y que competencias espera el Ministerio de Educacion Nacional que
un estudiante domine en relaciéon con la nocion de derivada desde una perspectiva de desarrollo
del pensamiento variacional.

Los estandares vienen dados por paquetes de grados y deben entenderse en términos de
procesos de desarrollo de competencias, no deben entenderse como metas que los estudiantes
deban alcanzar obligatoriamente sino como indicadores del nivel de avance progresivo en el

desarrollo del pensamiento matematico. Estos estandares, que son compatibles
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conceptualmente con lo estipulado en los lineamientos, guardan una coherencia vertical en
cuanto al desarrollo progresivo a través de los grados de escolaridad y una coherencia horizontal
entre los cinco tipos de pensamiento situados en un mismo grado de escolaridad.

Analizando el conjunto de estandares en los paquetes de grado es posible identificar
algunos estandares que son de particular interés puesto que intentan caracterizar y
proporcionar un nivel conceptual ideal respecto del desarrollo de la nocion de derivada, es decir,
de todo el conjunto de estandares son de especial interés aquellos que estan directamente
relacionados con la derivada, no solo desde el pensamiento variacional, sino también desde
otros tipos de pensamiento puesto que como se mencioné anteriormente los estandares guardan
coherencia entre los diferentes tipos de pensamiento.

Los estandares presentados a continuacion en el paquete de grados de DECIMO a
UNDECIMO son los que logran caracterizar la nocién de derivada que se espera construir en los
estudiantes durante su etapa de escolaridad.

Tabla 1

EBC que caracterizan la derivada

Grado Estandar Tipo De Pensamiento

A) Interpreto la nocién de derivada como razéon de A) Pensamiento Variacional y

cambio y como valor de la pendiente de la tangente a sistemas algebraicos

una curva y desarrollo métodos para hallar las analiticos.

derivadas de algunas funciones bésicas en contextos B) Pensamiento Variacional y

matematicos y no matematicos. sistemas algebraicos
Decimo aOnce B) Analizo las relaciones y propiedades entre las analiticos.

expresiones algebraicas y las graficas de funciones C) Pensamiento Variacional y

polinémicas y racionales y de sus derivadas. sistemas algebraicos

C) Modelo situaciones de variaciéon periddica con analiticos.

funciones trigonométricas e interpreto y utilizo sus

derivadas.
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Vemos como en los EBC se propenden dos interpretaciones esenciales para la nocion de
derivada, la primera como razon de cambio y la segunda como el valor de la pendiente de la
tangente a una curva. Ademas, se enfatiza la importancia de la relacion entre diferentes tipos de
representacion de una funcién al promover el analisis de las relaciones que guarda la
representacion grafica de una funcién con su representacion algebraica. Es posible pues, hacer
un seguimiento a la evolucion progresiva de la nocion de derivada a través de los estandares
proporcionados por paquetes de grado, particularmente presentamos a continuacion el
desarrollo de la interpretacién geométrica de la derivada en los estdndares relativos al
pensamiento variacional.

Tabla 2

Coherencia vertical interpretacion geométrica de la derivada.

Coherencia Vertical De La Interpretacion Geométrica De La Derivada

Cuarto a Quinto  Describo e interpreto variaciones representadas en graficos.
Analizo las propiedades de correlaciéon positiva y negativa entre variables, de
Sexto a Séptimo  variacion lineal o de proporcionalidad directa y de proporcionalidad inversa

en contextos aritméticos y geométricos.

Identifico y utilizo diferentes maneras de definir y medir la pendiente de una
Octavo a Noveno . . . L
curva que representa en el plano cartesiano situaciones de variacion.

Interpreto la nocién de derivada como razén de cambio y como valor de la

Décimo a pendiente de la tangente a una curva y desarrollo métodos para hallar las
Undécimo derivadas de algunas funciones basicas en contextos matematicos y no
matematicos.

Se evidencia la coherencia vertical en los estandares seleccionados para caracterizar
progresivamente esa interpretacion geométrica de la derivada como valor de la pendiente de la
recta tangente a la curva, sin embargo, es importante sefalar que existe también una coherencia
horizontal con otros tipos de pensamiento matematico, especialmente con el pensamiento
espacial y sistemas geométricos. Las competencias centrales las encontramos en grado
undécimo, para el pensamiento variacional la competencia establece “Interpreto la nociéon de

derivada como razén de cambio y como valor de la pendiente de la tangente a una curvay
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desarrollo métodos para hallar las derivadas de algunas funciones bésicas en contextos
matematicos y no matematicos” y para el pensamiento espacial “Uso argumentos geométricos
para resolver y formular problemas en contextos matematicos y otras ciencias” asi vemos que
para interpretar la derivada como razén de cambio es necesario usar argumentos geométricos
para formular y justificar la relacion entre las variables y los cambios que se producen en la
grafica de la funcion.

En lo referente a las propiedades algebraicas de la derivada y los cambios que se
presentan en las curvas es posible establecer también una coherencia vertical respecto al
desarrollo progresivo en el pensamiento matematico del estudiante.

Tabla 3

Coherencia vertical propiedades algebraicas de la derivada

Coherencia Vertical En El Reconocimiento De Las Propiedades

Algebraicas De La Derivada

Sexto a séptimo  Identifico las caracteristicas de las diversas graficas cartesianas (de
puntos, continuas, formadas por segmentos, etc.) en relacion con la
situacion que representan.

Octavo a noveno - Identifico relaciones entre propiedades de las graficas y
propiedades de las ecuaciones algebraicas.

- Identifico la relacién entre los cambios en los parametros de la
representacion algebraica de una familia de funciones y los cambios

en las graficas que las representan.

Décimo a Analizo las relaciones y propiedades entre las expresiones
undécimo algebraicas y las graficas de funciones polinémicas y racionales y de

sus derivadas.

Es asi como se evidencia una de las caracteristicas fundamentales en la construccion del
concepto derivada y es el caracter progresivo que este presenta en los estudiantes, vemos como
las habilidades que debe ir adquiriendo el estudiante presentan una evolucién a medida que se
avanza en los paquetes de grado para ir madurando la comprension que se tiene sobre algunas

de las propiedades de la derivada.
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2.1.3. Pensamiento Variacional En Actividades De Los Derechos Basicos De

Aprendizaje.

Los DBA (Derechos basicos de aprendizaje, 2015) es un documento oficial del Ministerio
de Educacion Nacional que, en su conjunto, explicitan los aprendizajes estructurantes para un
grado y un area particular. Ademas, los DBA se han construido guardando coherencia con los
lineamientos curriculares y los estdndares basicos de competencias. Su importancia radica en
que plantean elementos para construir rutas de ensefianza que promueven la consecucion de
aprendizajes afo a ano para que, como resultado de un proceso, los estudiantes alcancen los
EBC propuestos por cada grupo de grados (DBA, 2016).

De manera practica, los DBA platean actividades concretas que permiten generar una
ruta de estimulo en el estudiante para alcanzar las competencias sefialadas por los estandares
béasicos de competencia. Es de especial interés observar aquellas actividades que se presentan en
los tltimos grados de escolaridad pues es donde se recoge gran parte del conocimiento sobre la
variacion y el cambio que se ha gestado durante la etapa escolar y se presentan los elementos
necesarios para caracterizar el concepto de derivada. A continuacion, se presenta los
enunciados, evidencias de aprendizaje y los ejemplos de actividades planteadas en los DBA en
los ultimos grados de escolaridad que tienen como objetivo esclarecer los contenidos que los
estudiantes deben dominar al finalizar la educacion media.

Tabla 4

Actividades en los DBA.
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Grado Enunciado Evidencia De Aprendizaje Actividad Planteada
Décimo  Comprende y usa el Utiliza representaciones graficas o numéricas Determina cuando se presenta la méxima tasa
, . ., de difusién del sarampién e indica cudl es esa o y . »
concepto de razdn de para tomar decisiones, frente a la solucién de tasa. Difusién del sarampion. La difusion del sarampion
. . . . Nota: Se pide la *mdxima fasa” de variacion  en cierta escuela estd dada por la expresion,
cambio para estudiar el problemas précticos. que es diferente al valor méximo para P(t). Una oy 290
. . . . 4. ' estimacién geométrica es posible. (1= 1+e
cambio promedio y el Determina la tendencia numérica en relaciéon ; ;
donde t representa el niumero de dias desde
cambio alrededor de un con problemas préacticos como predicciéon del P(t) Sotictentes la aparicion del sarampiodn, y P(t) representa
. el nimero total de estudiantes que se han
punto y lo reconoce en comportamiento futuro. contagiado hasta la fecha.
representaciones graficas Relaciona caracteristicas algebraicas de las Eetime; artio.elinarmerenicwl de:stdaniss
pres g 4 S alg infectados como el nimero de estudiantes que
numéricas y algebraicas. funciones, sus graficas y procesos de se contagiaran.
aproximacidn sucesivo.
T Tiempo
Undécim Interpreta la nocién de Relaciona la noci6én de derivada con - .
Representa la distancia recorrida por el atleta
o derivada como razén de caracteristicas numéricas, geométricas y en metros cuando lleva t segundos.
. L. Averigua la distancia que ha recorrido cuando
cambio y como valor de la metricas. Cuando un atflefa recorre cierta distancia se  alcanza la mayor velocidad.
. o . . uede suponer gue su velocidad no es constante, Usa la derivada para construir un argumento.
pendiente de la tangente a  Utiliza la derivada para estudiar la P ponerd ‘ v o
que a partir del momento en que sale empieza
una curva y desarrolla covariacion entre dos magnitudes y relaciona  aaumentar su velocidad hasta un pico méximo
, ;o . y que disminuye progresivamente hasta el final.
métodos para hallar las caracteristicas de la derivada con . ‘ N L,
Si se admite que la ecuacion
derivadas de algunas caracteristicas de la funcion. F(f) = 0.001921(250- 1)
funciones bésicas en Halla la derivada de algunas funciones
contextos matematicos y empleando métodos graficos y numéricos.
no matematicos.
Undécim  Encuentra derivadas de Utiliza la derivada para estudiar la variaciéon Un avién vuela a una alfitud H cuando comienza con y(0)=0 y y(-L)=H para mostrar que
. . , L. . su descenso a una pista de aeropuerto que esta et a 2
o funciones, reconoce sus y relaciona caracteristicas de la derivada con o puere s Vig=H 12 el

propiedades y las utiliza

para resolver problemas.

caracteristicas de la funcion.

Relaciona caracteristicas algebraicas de las
funciones, sus graficas y procesos de
aproximacion sucesiva.

Calcula derivadas de funciones.

a una distancia L del avion, con respecto al
suelo, como se muestra en la figura. Asume que
la trayectoria de aterizaje se representa con
la gréfica de una funcién polinomial cubica
y= ax*+bx’+ cx +d, donde y(-LJ=H, y(0)=0.
Encuentra el valor de dY enx=0 y el valor de
dx
dy

==L =1?
dx en x=-L7

Utiliza los valores de % enx=0yenx=-L junto
X

L L

MTomado de Cdlculo de una variable. Finney, Demana,
Waits y Kennedy. Prentice Hall Segunda Edicién. 2000.

Trayectoria de aterrizaje

m = Altitud de crucero

Aeropuerto -
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Se ha caracterizado, desde una perspectiva curricular, el significado u orientaciones
sobre la derivada desde los documentos oficiales del MEN en relacion con su tratamiento en la
educacion basica y media, se puede identificar el caracter progresivo que se le otorga a la nocion
de derivada en el desarrollo del pensamiento matematico del estudiante, asi como sus
principales interpretaciones, como razéon de cambio y como valor de la pendiente tangente a la
curva. Se hace un direccionamiento desde los lineamientos al tratamiento funcional y en los
DBA se establecen modelos de actividades con unas evidencias de aprendizaje claras, sin
embargo, en las escuelas del pais se le sigue dando un tratamiento netamente algoritmo y
memoristico a la derivada lo cual no corresponde a lo esperado por el ministerio.

No son claras ni explicitas las estrategias que se deben considerar al momento de
trabajar la derivada en la escuela y tampoco se tienen en cuenta algunos de los reportes méas

recientes presentados por la investigacion en educacion matematica.

2.2, Perspectiva Matematica

En esta seccion se desarrollara la perspectiva matematica de la derivada. Aqui se exhiben
los elementos conceptuales que dan forma a la comprension actual que tenemos sobre el objeto
derivada, sin embargo, con el proposito de proporcionar un mejor entendimiento sobre los
nucleos conceptuales que se coordinan en situaciones de derivacion se hace un pequefio
recorrido histérico-epistemologico que se agrega en el anexo A. Estos elementos proporcionaran
una base tedrica solida para el analisis de las propuestas seleccionadas y caracterizadas en la

seccion de analisis de propuestas y perspectivas curriculares de este trabajo documental.

2.2.1. Analisis De Contenido.

Siguiendo las ideas de Luis Rico, Luis Lupiafiez, Antonio Marin y Pedro Gomez (2008),
se considera en este trabajo el analisis de contenido como una herramienta técnica disefiada

para identificar y examinar la variedad de significados en la derivada como contenido de las
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matematicas escolares. A través de este analisis, se podra dar cuenta de los aspectos
matematicos a los que nos referimos cuando hablamos de la derivada de una funcion. Asi pues,
es importante definir una red conceptual que permita identificar y clasificar aquellas nociones
tedricas que permiten determinar si una propuesta didactica para la ensenanza del concepto
derivada respeta y recoge todo el significado matematico del objeto mismo.

La red conceptual de la derivada que aqui se propone esta delimitada por tres aspectos,
la estructura conceptual de la derivada, los sistemas de representacion y la fenomenologia del
concepto. Por un lado, la estructura conceptual da cuentas de las relaciones entre, el concepto en
su definicion, los procedimientos y los conceptos asociados a la derivada. Mientras que el
analisis de las representaciones da cuentas de esos sistemas de signos que designan la derivada,
las relaciones entre ellos y como es que, de un sistema de representacion, se obtiene otro, da
cuentas de lo que serian reglas de tratamiento y conversiéon en Duval (2006). Finalmente, el
analisis fenomenoldgico de la derivada, se identificaran los fendmenos a través de los cuales la
derivada tiene sentido.

I. Estructura Conceptual De La Derivada

Para el diseno del analisis conceptual de la derivada, se construye la estructura
conceptual de la misma. Esta, abarca el dominio conceptual y el dominio procedimental para asi
dar cuentas sobre las siguientes preguntas: ¢Cudles son los conceptos que caracterizan a la
derivada?, ¢Qué procedimientos estan implicados en el tema?, ¢Como se relacionan esos
conceptos entre si?, ¢CoOmo se relacionan esos procedimientos entre si?

Como se vio en el apartado de desarrollo historico, la derivada se caracteriza por varios
conceptos fundamentales que le definen y contextualizan en el calculo y el analisis matematico.
El primer concepto que identificamos en este trabajo es el concepto de limite pues en su propia
definicion la derivada se muestra como el limite de un cociente, pues si existen Py Q que
pertenecen a la curva o funcidn, entonces cuando P tiende a Q se podréa obtener una recta

tangente.
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Esto nos da paso al siguiente concepto asociado a la derivada: pendiente de la recta
tangente. Este es uno de los primeros conceptos a los cuales la derivada se asocia
histéricamente, mucho antes que el concepto de limite pues como ya se ha relatado, la derivada
surge a partir del problema de hallar la recta tangente a curvas.

Una de las primeras curvas fue la circunferencia, por lo que esta recta tangente se
construia como una recta perpendicular al radio, o si la pendiente del radio de esta
circunferencia en un punto a, se denota como m,, entonces esta recta tangente con pendiente m,
se debia de cumplir que m; * m, = —1. Por lo que la idea de pendiente es una de las principales
en el concepto de derivada. Por otro lado, la idea de pendiente de la recta tangente caracteriza a
la derivada desde una perspectiva variacional pues el valor de la pendiente de la recta que se
quiera trazar necesariamente depende del valor en unidades cartesianas del punto en la curva.

Otro concepto relacionado con la derivada es el de tasa de cambio., pues la derivada
mide como cambia el valor de una funcién en relacién con un cambio infinitesimal en la variable
independiente. Matematicos como Galileo Galilei asociaron la derivada (desde la comprension
que se tenia de este objeto para este momento) con la idea de velocidad concluyendo que, en
modelos cuadraticos del movimiento, modelos de distancia en funcion del tiempo, la velocidad
(derivada de la funcién) es un modelo lineal, y asi se aproxima a la idea de velocidad instantanea
o tasa de cambio instantanea. También, Newton, sent6 las bases para entender como se mueven
los cuerpos bajo la influencia de fuerzas pues describi6 estas tasas de cambio usando su notacién
de fluxiones, que es una forma temprana de la derivada.

Por ultimo, un concepto no menos importante asociado al de la derivada es el concepto
de funcién. Una funcién, desde la perspectiva variacional, puede verse como una relacion entre
variables "x"y"y" que se pasan a llamar variable independiente x y variable dependiente y de
tal forma que para cada valor posible de x se obtiene un valor de y. asi pues, es valido afirmar
que g(x) = 2x es la funcién derivada de f(x) = x2 + c. Por otro lado, una funcién como

correspondencia describe una relacion entre dos conjuntos, donde a cada elemento del primer
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conjunto (dominio) se le asigna un tinico elemento del segundo conjunto (codominio). Desde
esta perspectiva la derivada no pasa a ser mas que una correspondencia de valores, lo cual tiene
un tratamiento didactico y cognitivo importante pues no es una definicién que de paso a
explorar otros significados de la derivada para generalizar su comprension.

Ahora bien, si exploramos las relaciones entre conceptos observamos el concepto de
aproximacion lineal, este concepto describa las relaciones entre, limite, funcion, pendiente de la
recta tangente y tasa de cambio pues en su definicidon:

Siuna funcion f(x) es diferenciable en un numero a, entonces y = L(x) = f(a) +
f'(a)(x — a) representa la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f(x)en el punto (a, f(a)).
Entonces la recta tangente es muy proxima a f en cercanias del punto de tangencia por lo que x
es cercana al valor de a entonces f(x) es cercana a L(x). Asi los valores de L(x) se pueden
aproximar los valores de f(x).

Por otro lado, esta idea de velocidad. Esta idea relaciona los conceptos de tasa de cambio
y funcién pues la velocidad es la tasa de cambio de la posicién con respecto al tiempo, lo que se
representa matematicamente como la derivada de la funciéon de posicion respecto al tiempo. Si
tenemos una funcién s(t) que describe la posicion de un objeto en funcién del tiempo ¢, la

velocidad v(t) se define como la derivada de s(t) con respecto al tiempo:

ds(t)
dv(t)

v(t) = (1)

Dentro de los procedimientos implicados en la derivada destacamos los siguientes:

e Calcular la derivada de una funcién en un punto por medio de la definici6n:

Sea f(x) = sen(x) entonces,

’ 1., Ssen(x+h)—sen(x)
fle) =lim———"= (2)
. sen(x) cos(h)+sen(h)cos (x)—sen(x)
lim . (3)

}li_l’)r(l) sen(x)(cos(h)—;l)+sen(h) cos(x) (4)
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. sen(x)(cos(h)—1) . sen(h)cos(x)
’111LI(1J - + ’lll_r)r(l) o (5)

(cos(h)-1) sen(h)
feos()=1) =) (6)

li li
sen(x) * lim + cos(x) * lim

sen(x) * (0) + cos(x) (1) (7)
=cos (x) (8)
Aplicar las reglas de derivacion descritas en teoremas:

Tabla 5

Algunas reglas de derivacion

Teorema 1 Derivada de una constante
Si f(x) = c para toda x, entonces f'(x) = 0 para toda x. Es decir,

Teorema 2 Regla de la potencia para n entero positivo
Si n es un entero positivo y f(x) = x®, entonces f'(x) = nx"!
Teorema 3 Derivacion de una combinacion lineal

Si f y g son funciones derivables con a, b nimeros reales fijos, entonces:

Dlaf(x) + bg(x)] = aDf(x) + bDg(x)
Siu = f(x) yv = g(x) entonces,

d(au + bv)x du dv
———=a*—+bx—
dx

dx
Criterio de la Primera Derivada
Si la funcion f es continua en todos los puntos del intervalo abierto (a, b)

que contiene el namero c, y suponga que f'existe en todos los puntos de
(a, b), excepto posiblemente en c:

e Si f’' > 0Vvx en algiin intervalo abierto que contenga ¢ como su
extremo derecho, y si f' < 0 en algun intervalo abierto que contenga
¢ como su extremo izquierdo, entonces, f tiene un valor maximo
relativo en ¢

e Sif'(x) <0 vx en algtin intervalo abierto que contenga ¢ como su

extremo derecho, y si, y si f' > 0 en algun intervalo abierto que
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contenga c como su extremo izquierdo, entonces, f tiene un valor
minimo relativo en c
Criterio de la Segunda Derivada
Sea c un numero critico de una funcion f en el que f'(c) = 0 y suponga
que f" existe para todos los valores de x en un intervalo abierto que contiene
a c,entonces:
e Sif'"(c) <0, entonces f tiene un maximo relativo en (x, f(x))
e Sif"(c) >0, entonces f tiene un maximo relativo en (x, f(x))

e Determinar puntos maximos, minimos y de inflexion, intervalos de crecimiento,
decrecimiento, convexidad y concavidad para una funcion dada.

Sea la funcion f(x) = x? + 4x — 21 entonces, los puntos criticos y los intervalos de

crecimiento y decrecimiento se obtienen a partir de la primera derivada de la funcion.
f(x) =x?+4x—21
f'l(x)=2x+4

Cuando f'(x) = 0 se obtiene la coordenada en x del punto critico y evaluando este en la
funcidn se obtiene que el punto critico es P(—2, —25) lo que es un minimo local de la funcién ya
que el signo de la segunda derivada de f(x) es mayor a cero. Entonces, f(x) crece en (—2, ),
decrece en (—, —2), la funcion es convexa en todo su dominio y no tiene puntos de inflexion.

La relacion entre estos procedimientos esta dada en términos de dependencia puesto que
las reglas de derivacion surgen a partir de evaluar en la definicion de derivada diferentes tipos
de funciones en forma canonica, un ejemplo de esto es:

Sea la funcién m(x) = f(x)g(x) entonces:

m' () = }11_% m(x + h})l —m(x)

eon e S+ DG+ h) = fx)g(x)
(o) = fin i

oon o SR+ )+ f)glx +h) = fx)gx +h) = f(x)g(x)
') = iy i
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h) — h) —
m'(x)=}li_rg<g(x+h)f(x+})l f(X)>+}3%<f(x)g(x+;)l g(x)>

= f'(x), entonces:

Dado que (f(x * h})l — f(x)>

m' (@) = lim(g(0)f @) + lim (£ ()’ @)

m'(x) = g()f'(x) + f(x)g'(x)

Obteniendo asi la conocida regla del producto.

II1. Sistemas De Representacion De La Derivada

Dentro del analisis de contenido de la derivada, la determinaci6n de los sistemas de
representacion permite dar cuentas sobre las representaciones asociadas a la derivada y las
relaciones que se establecen entre estas. El concepto de sistemas de representacion tiene sentido
dentro de la Teoria de Registros de Representacion semiotica, desarrollada en 1995 por
Raymond Duval. En esta teoria el autor establece que la forma de acceder a los objetos
matematicos es por medio de los sistemas de representaciones semidticas, sin embargo, hay que
diferenciar siempre el objeto matematico de su representacion, es decir, se conoce el objeto
cuando se han explorado sus diferentes representaciones semioticas.

Un sistema de representacion es una construccion de signos que permiten identificar el
objeto matematico. Entre estos estan, el lenguaje natural, sistema algebraico y sistema grafico.
Las relaciones entre estos sistemas de representacion estan dadas por lo que Duval (2019)
llama, actividades cognitivas fundamentales de la representaciéon vinculadas a la semiosis. La
semiosis es la actividad ligada produccion de una representacion. En este sentido, cuando se
producen representaciones, se atraviesas tres actividades cognitivas, estas son, la formacion, el
tratamiento y la conversion.

La actividad cognitiva de la formacion hace alusion a la accion de evocar el objeto que
esta dado desde una representacion mental, usando una estructura de signos y caracteres

guidndose en lo que se quiere representar. Por otro lado, el tratamiento, es una actividad
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cognitiva que se da con relacion al mismo registro de representacion, es decir, si el objeto esta
representado desde un sistema de representacion, “tratar” el objeto seria movilizarse desde el
mismo registro. Mientras que, la conversion es la actividad que transforma el objeto matemaético
dado en un registro para representarlo en otro.

Pasaremos entonces a determinar los sistemas de representacion en los cuales transita la
derivada y como se relacionan estos sistemas a través del tratamiento y la conversion de
representaciones.

Determinaremos como sistema de representacion simbolico a las representaciones
algebraicas y numéricas, sistema de representacion grafico a las representaciones geométricas,
pictoricas o manipulativas ademas del sistema de la lengua natural que comprende tanto lo
verbal como lo escrito.

Desde el lenguaje natural, la derivada se caracteriza como:

[1] La derivada de una funcioén es la razén de cambio instantanea con la que varia el
valor de dicha funcion matematica, segun se modifique el valor de su variable independiente.

[2] La derivada de una funcién en un punto, es la funciéon que determina la pendiente
de la recta tangente en ese punto.

[3] La derivada de una funcion se calcula como el limite de la rapidez de cambio media de
la funcién en cierto intervalo, cuando el intervalo considerado para la variable independiente
se torna cada vez mas pequeiio.

Desde el sistema simbdlico se tiene:

[4] Notacion de Leibniz

[5] Notacion de Isaac Newton

[6] Notacion de LaGrange



43

f'(x)
[7] Notacion de Euler

Df(x) o Dif(x)

[8]
£(x) zf(x + h})l —fx)
(9]
£l = mf(x + h})l - f()
[10]
_fx) = f(x)
B X1 —X

Las notaciones [4], [5]. [6] y [7] son sinénimas por lo que no hay tratamiento entre estas,

mientras que la representacion [8] es la definicién de funcién derivada ya mostrada, y la

representacion [9] es la representaciéon simbolica de la pendiente de una recta. Estas dos altimas

representaciones se relacionan desde la interpretacion de la derivada como pendiente de la recta

tangente que pasa por un punto dado de la curva. El tratamiento entre las representaciones [8] y

[9] involucra un cambio en el paradigma de la derivada, pues como se vio en el desarrollo

historico, la conceptualizacion del limite se dio mucho después del uso de la derivada para

resolver o conceptualizar problemas. Esto implica, en términos de Duval (2019) una expansiéon

discursiva con base en un conocimiento adicional sobre el significado del objeto matematico.

Desde el sistema grafico:

[11]
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Figura 1

Representacién del cociente diferencial

Q(a.f(1)) v=I(z)

f(a+h)=f(a)

=f(z)-f(a)
Pla.f(a))

[12]
Figura 2

Representacion de la derivada cuando h tiende a cero

(a, fla)

Pendiente m=f(a)

[13]
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Figura 3

Representacion de las diferentes pendientes o derivadas en una curva
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Nota, tomado de Calculus Vol.2, Tom Apostol.

La representacion [11] esta ligada a la representacion [8] pues se da con relacion a la
pendiente de la recta secante a la curva, cuando los puntos de la recta secante se acercan
entonces se evoca la idea de limite lo que relaciona las representaciones [12] y [9]. La
representacion [13] es una articulacion entre los sistemas simbolicos y gréaficos en donde
muestra graficamente las diferentes pendientes que se pueden obtener de una funcion al evaluar
la derivada en diferentes puntos.

Para considerar la actividad cognitiva de la conversion entre el registro simbolico al
grafico presentamos el siguiente ejemplo:

Sea f(x) = x? entonces f'(x) = 2x (Tratamiento en el registro simboélico por medio del
calculo de un limite o el uso de la regla de la potencia) Como f'(x) representa la funcion de la
pendiente de f(x) entonces para un valor x; en x se tiene que f'(x;) = 2x; Entonces, por medio
del registro tabular (Un registro que Duval clasifica como registro intermedio entre el simbolico
y el grafico) se pueden obtener las coordenadas de la funcion f(x) y f'(x). Para f(x),
P(-2,4),P;(0,0), P,(2,4), para f'(x) Q(—2,—4),Q,(0,0),Q,(2,4). Con lo cual se obtendrian las

siguientes representaciones de la figura 15.



46

Figura 4

Articulacion de Registros (1)

-2 -1 [y 1 2

Q@ fx=x
@ ¥ =2x

Si se quiere la recta tangente a f(x) en x = 2 entonces, dada f'® = 2x al remplazar
f'(2) = 2(2) = 4 lo que significa que la pendiente de la recta tangente de f(x) en x = 1 es 4. Al
remplazar 4 en la ecuacion de la recta’ y = m(x — x1) + y; (con (x1,y;) = (2,4) se obtiene que la
recta tangente a f(x) en x = 1 tiene por ecuacion (representaciéon simbolica) y = 4x — 4 [ver
figura 16]

Figura 5

Articulacion de Registros (2)

III. Fenomenos En Donde La Derivada Tiene Sentido
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Para la descripcion de los fenomenos que dan sentido a la derivada, consideramos un
fendmeno como un hecho, situacion que ocurre en segin contexto. Asi pues, describimos los
fenémenos desde los tres contextos descritos por MEN en los lineamientos Curriculares (1998):
contexto de la vida real, contexto de las propias matematicas, contexto de otras ciencias. Estos
fenomenos a menudo se presentan como problemas dentro de cada contexto por lo que
destacaremos algunos fenémenos a través de un ejemplo del uso de la derivada para resolver el
problema dado.

Fenomenos de las propias matematicas:
. Optimizacion: Un globo esférico con un radio inicial » = 5 pulgadas
0-t

. . . . 4 6
comienza a desinflarse en el instante t = 0 y su radio t segundos mas tarde es r = ETE

pulgadas. ¢A qué razon sale el aire del globo cuando t = 30?

. Anadlisis de curvas y superficies: Encuentra los puntos criticos y
determina la concavidad de la funcién f(x) = x3 — 6x2 +9x + 1
Fenomenos de otras ciencias y de la vida cotidiana en los cuales se usa la derivada:

o Calculo de Velocidades y Aceleraciones: Un objeto se mueve a lo largo de
una linea recta y su posicion s(t) en metros en funciéon del tiempo t en segundos esta
dada por s(t) = 2t3 — 5t? + 4t. Encuentra la velocidad y la aceleracion del objeto en t =
2 segundos.

. Modelado de Crecimiento y Decrecimiento: La poblacion de una ciudad
crece segun la funcion P(t) = 5000e°3t, donde P(t) es la poblacion en el afio t.
Determina la tasa de crecimiento de la poblacion en el afio 10.

. Economia y finanzas: El costo marginal de producir x unidades de un
producto esta dado por C(x) = 20 — %x. Encuentra el nimero de unidades que deben

producirse para minimizar el costo marginal.
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Para finalizar este analisis de contenido, presentamos un mapa conceptual en donde se
plasman las ideas que hemos resaltado ya como los conceptos asociados a la derivada, las
representaciones y los fen6menos o aplicaciones de este concepto.

Figura 6

Mapa Conceptual sobre la Derivada

dependiente respecto la
variable independiente

[ [a.f(x)] = a.f'(x) { Nt J [umm del cociente ince

Velocidad instantanea

™

[ ) +9@)) = f'(x) + g'(x)

se dice que f es derivable
en el punto "a".

\

8 )

\

f(a+h)—f(a) J
h

Si el limite existe y es finito,
[[f(:r)- 9@ = f'(x) + g(x) + f(x).g'(x)

L)y, _['(x).9()+g"(x).f ()
9(x) (9(0))2 y

\

[xn]'= n.xn™!

-
e

f'(@=0
Puntos singulares

f'(@>0
f creciente ena

[ f(a)= Li_l‘l"l'

Pendiente de la recta
tangente en el punto “a”

S y-f(@)=f @a)(x-a)
f(a)< 0
f decreciente en a
=
=/ ()
f"(a) =0 Matematicas @t fan g
Punto s de - )
inflexion @ <0 ) Ecologa - /) ah-f@)
) j Ay
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A 1
f"(@>0
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Elaborado por Pascual Ledn, C., & Rico Romero, L. (2015-2016). Unidad Didactica:
Derivadas y Calculo Diferencial. Producido para el Master Universitario de Profesorado de
Educacion Secundaria Obligatoria, Formacion Profesional y Ensefianza de Idiomas, especialidad

en Matematicas. Universidad de Granada. Unidad DidActica



https://fqm193.ugr.es/media/grupos/FQM193/cms/TFM%20-%20Unidad%20Did%C3%A1ctica%20Derivadas.pdf
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2.3. Perspectiva Didactica

A nivel didactico, la construccion del concepto derivada en la escuela ha seguido diferentes
vertientes o enfoques que buscan introducir al estudiante en el estudio formal y practico de la
derivada global de una funcién y la derivada en un punto. Diferentes investigaciones han
reportado dificultades asociadas a la comprension del concepto derivada, muchas de estas
dificultades estan asociadas al tratamiento que se le da al objeto matematico en si mismo ya sea
como una aplicacion del concepto de limite de una funciéon o como una primera aproximacion al
concepto de limite. Con el fin de caracterizar, desde un ambito didactico, qué elementos
proporcionan condiciones para la valoracion o construccion de propuestas alternativas de
trabajo, se presenta a continuacién una aproximacion a las dificultades y obstaculos mas
representativos segin una de las autoras mas conocidas en el campo de la educacion
matematica: Michelle Artigue.

¢ La ensenanza de los principios del calculo: problemas epistemologicos,

cognitivos y didacticos.

Este articulo elaborado por Michelle Artigue en el marco del desarrollo del libro
Ingenieria Did4ctica en Educacién Matematica en el segundo simposio Internacional de
Educacion matemaética, proporciona elementos tedricos valiosos sobre la determinacion y
caracterizacion de los principales focos de interés respecto a la ensenanza del calculo, y por
supuesto, de la derivada.

La evidencia de los problemas encontrados a la luz de las investigaciones ha generado
dos efectos notorios en el panorama de la educacion matematica: por un lado, se han convertido
en un motor potente para el desarrollo de nuevas investigaciones y, por el otro, han motivado
numeros proyectos de innovacion. (Artigue, 1995).

Ahora bien, respecto de los problemas reportados en el aprendizaje del calculo nos

encontramos con tres categorias bien definidas: Dificultades asociadas con la complejidad de los
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objetos basicos del calculo, dificultades asociadas a la conceptualizacién y a la formalizacion de
la nocién de limite, dificultades vinculadas a las rupturas necesarias con relacion a los modos de
pensamiento puramente algebraicos.

I. Dificultades asociadas con los objetos basicos del calculo

Aunque los estudiantes no desconocen del todo los objetos a los que se enfrentan cuando
inician un estudio del calculo, es importante resaltar que estos son considerados objetos en
construccion y que no pueden tomarse como “inertes” pues es justamente el aprendizaje del
calculo lo que se convertira en uno de los motores de la conceptualizacion (Artigue, 1995)

Encontramos pues dos objetos centrales en la caracterizacion de dificultades asociadas a
los objetos basicos: los nimeros reales y las funciones.

Sobre los nimeros reales, las investigaciones muestran que, para los estudiantes, las
relaciones existentes entre los diferentes conjuntos de ntimeros que se encuentran en el curso de
las extensiones sucesivas empiricas distan de ser claras, es decir, si para los estudiantes el
conjunto de los nimeros reales comprende categorias diferentes de nimeros (enteros,
racionales, decimales, irracionales) todas estas categorias tienden a confundirse. Las
calculadoras refuerzan este tipo de imprecisiones e incluso la recta numérica llega a ser objeto
de confusion pues la representacion que los estudiantes hacen de ella no se corresponde con la
vision que tenemos del continuo numérico.

Sobre las funciones, las investigaciones sefialan diferentes elementos que causan
dificultades sobre este objeto: El concepto de funcion, la flexibilidad proceso-concepto, las
articulaciones de los registros simbolicos, el estatus de herramienta y los cambios de cuadro.

En el caso del concepto de funcién, encontramos que la dificultad se presenta en la
identificacion de lo que es funcién y lo que no, ya que los estudiantes tienen por un lado una
definicion, pero por otro usan criterios diferentes para identificar funciones, estos criterios
corresponden mas a la identificacion de prototipos comunes méas que a la definicion misma. En

la flexibilidad proceso-concepto la dificultad se presentan en la incapacidad para moverse entre
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la funcién como un proceso y la funcién como una entidad conceptual. La articulaciéon de los
registros simbolicos presenta también otra dificultad en tanto que movilizan procesos cognitivos
complejos cuando se presentan cambios de representaciones simboélicas de las expresiones de
funcion. Finalmente, el estatus de herramienta y los cambios de cuadro caracterizan otra
dificultad debido a la complejidad de considerar las funciones como herramientas verdaderas
del trabajo matemaético y luego para traducir el cuadro de las funciones problema a otros
cuadros matematicos como el numérico, el geométrico o sus aplicaciones.

I1. Dificultades asociadas con la conceptualizacion de la nocién de limite

El concepto de limite tiene un lugar esencial en el estudio del célculo y ello provoca que
de él surjan dificultades notorias. Entre las dificultades mas comunes aparecen: El sentido
comun que evoca el termino limite, el limite como proceso algebraico, las concepciones
dependientes de una geometria de la forma, el estatus operacional y estructural del concepto.

Sobre el sentido comiin se considera la concepcion de limite como una barrera
intraspasable y no alcanzable, como una marca o como el ultimo termino de un proceso que
tiende al mismo tiempo a reforzar concepciones monotonas estrictas sobre la convergencia.

Referente al limite como proceso algebraico finito, consiste en transferir al limite las
propiedades comunes de los elementos del proceso, y de forma més global, en no estar
pendiente de aquello que diferencia esta operacion particular de las operaciones algébricas
comunes.

Las concepciones dependientes de una geometria de la forma no obligan a identificar con
claridad sobre cuales objetos con exactitud se lleva a cabo el proceso del limite. Esto lleva a
concepciones erroneas como que si geométricamente un objeto “tiende a otro” entonces todas
las magnitudes que le estan asociadas tendran por limite valores correspondientes del objeto
limite.

Finalmente, referente al estatus operacional y estructural del concepto, se traduce en la

dificultad para separarse de una vision del limite en simples términos de proceso para disociar
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con claridad el objeto limite del proceso que ha permitido construirlo, para dotarlo de una
identidad propia, por ejemplo, cuando comparamos el ntimero 0,99999 y 1.

III. Dificultades asociadas a la ruptura algebra/calculo

Esta dificultad establece que si bien el calculo es un dominio donde la actividad
matematica se apoya bastante en las competencias algebraicas, es necesario romper con ciertas
concepciones algebraicas en el tratamiento de objetos del calculo, por ejemplo, la igualdad. En
algebra, la igualdad entre dos expresiones se entiende de tal manera que una demostracién de la
igualdad quedara dada en términos de la equivalencia de las expresiones después de una serie
de transformaciones; por el contrario, en el calculo es necesario romper con esta forma de
entender la igualdad ya que en este dominio las igualdades entre objetos estaran dadas de tal
forma que no es posible establecer la equivalencia directa, bastara con dar un rodeo y encontrar
una vecindad alrededor de un punto que satisfaga las condiciones necesarias para establecer

igualdades como en la demostracion formal de limite.

2.4. Sintesis Del Marco De Referencia Conceptual

A continuacion, se presenta una breve sintesis acerca de los elementos mas significativos
del marco tedrico que fundamenta el analisis documental. Estos elementos permiten la

designacion de las categorias que se presentan en la matriz de analisis de la seccién 3.2.
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Tabla 6 Sintesis del marco de referencia conceptual.

Marco

Elementos significativos

Marco curricular

-La ensenanza del pensamiento variacional busca superar la fragmentacion de contenidos y ubicarse en un campo conceptual.

- El estudio matematico del movimiento construye la nocién de variacion y configura el calculo.

- La derivada se interpreta como razén de cambio y como pendiente de la tangente a una curva.

- La modelacién es clave para interpretar relaciones algebraicas y graficas.

- Las interpretaciones de la derivada se desarrollan progresivamente a través de los grados escolares (coherencia vertical).

- Se utilizan representaciones graficas o numéricas para resolver problemas practicos.

- La derivada se caracteriza como un objeto matematico que estudia la variacion y covariacion entre magnitudes, y se relaciona con

propiedades geométricas, algebraicas y numéricas.

Marco matematico

- Las primeras apariciones de la derivada estan relacionadas con la determinacion de tangentes a curvas como la circunferencia.

- Fermat fue uno de los primeros en hallar derivadas como cocientes incrementales.

- En el siglo XVII, la derivada se asoci6 con el movimiento, la velocidad y la aceleracion.

- Cauchy introdujo la definicién rigurosa de la derivada, enfocandola desde una perspectiva variacional.

- La representacion de la derivada varia segtn el contexto (limite, funcién o pendiente de la recta tangente).

- La derivada ha evolucionado histéricamente, siendo fundamental en el desarrollo del cdlculo y en la comprension del cambio y la
variacion. Matematicos como Descartes, Fermat, Leibniz y Newton contribuyeron al calculo infinitesimal, destacando la derivada como

herramienta esencial en fisica, ingenieria, economia y biologia.

Marco didactico

- Los objetos bésicos del calculo generan dificultades debido a concepciones epistémicas o procesos cognitivos.

- El limite es un objeto central en las dificultades, ya que representa una barrera epistemologica para los estudiantes.

- La disrupcién entre el pensamiento algebraico y el calculo es otra 4rea de dificultad, ya que requiere un cambio metodoldgico en la
forma de operar los objetos.

- La derivada ha causado dificultades de comprension en los estudiantes debido a su complejidad y al tratamiento escolar, lo que lleva a
interpretaciones parciales e inconexas. Sin embargo, existen alternativas didacticas que proponen soluciones desde situaciones

concretas y la modelacion de fen6menos.
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Capitulo 3: Algunas Propuestas De Enseiianza Sobre La Derivada

Y Sus Perspectivas Para Propuestas Curriculares.

Este capitulo esta dedicado a la descripcion y analisis de cuatro propuestas relacionadas
con la ensefianza de la derivada, integrando elementos matemaéticos, curriculares y didacticos
como se sefial6 en el marco teoérico de referencia. A lo largo del capitulo, se presentan
implicitamente las fases del analisis documental adoptado. Dado que la apuesta metodolégica de
este trabajo es la revision documental, se ha tomado como base la propuesta y definicion de
Camargo (2021), quien afirma que la revision documental distingue una estructura especifica.
Una vez identificados el objetivo del estudio, en este caso “Proponer algunos elementos para la
construccion de alternativas de trabajo curriculares desde la perspectiva del desarrollo del
pensamiento variacional, a través de una revision documental de algunas propuestas para la
ensefianza de la derivada en la escuela” se determinan criterios para la seleccion del material a
analizar. Posteriormente, la seleccion de las propuestas y la construccion de una matriz de
analisis se presentan en la seccidn 3.1y 3.2 respectivamente, luego el analisis de estas
propuestas y finalmente la obtencién de resultados se presentan en las secciones 3.3y 3.4. De

acuerdo con esto, se presenta a continuacion la descripcién de estas fases y sus resultados.
3.1. Seleccion de las Propuestas de Enseiianza de la Derivada

Con la intencion de dar cumplimiento al objetivo general de este trabajo, se ha realizado
una busqueda de documentos que estuvieran relacionados con la derivada, limite, variacién u
otros conceptos. Esta busqueda dio como resultado una tabla con 49 documentos (ver el anexo
B) en esta tabla se ha identificado dentro de cada documento su origen de publicacion, fecha,
autor, una observacion y la referencia o enlace respectivo. Luego, se ha realizado una
clasificacion de estos documentos. Para esta clasificaciéon se tom6 como priner criterio el lugar

de publicacion, es decir, se distinguié entre documentos, locales (Valle del Cauca), nacionales e
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internacionales. Un segundo criterio de clasificacion fue si el documento tenia que ver o no con
la ensenanza o aprendizaje de la derivada, los documentos que no cumplieron este criterio no
fueron considerados. El tercer criterio de clasificacion fue en realidad un criterio de exclusion,
aquellos documentos en donde se proponia el uso de tecnologias digitales para la ensefianza de
la derivada no fueron tomados en cuenta, ya que, desde el punto de vista de los investigadores,
estas propuestas giran, aparentemente, en torno a la potencialidad o idoneidad del uso de
recursos en el aula y no al enfoque metodologico del disefio de la propuesta de ensefianza, lo
cual desvia el centro de atencién de la investigacion y requiere un nuevo enfoque teorico que se
sale de los propositos de esta revision documental. Como resultado de esta clasificacion se
tienen tres tablas, una con documentos locales, otra con nacionales y por altimo internacionales
(ver el anexo C).

Una vez clasificados los documentos se procede a la seleccion de las propuestas de
ensefnanza que se consideran analizar. Antes de definir los criterios de seleccion, se establecié
que el estudio incluiria tanto propuestas nacionales como internacionales, con el propoésito de
garantizar una vision mas amplia y evitar cualquier parcializacion en el estudio.

El primer criterio de seleccion para las propuestas esta relacionado con el enfoque
metodologico de las mismas, es decir, se seleccionaron tinicamente aquellos documentos que
presentaran una propuesta de ensefianza bien definida, estructurada y justificada teéricamente;
no se consideraron documentos en donde aparecieran secuencias didacticas o bancos de
preguntas que no mostraran una estructura u orden aparente.

El segundo criterio de seleccion, aplicado a las propuestas internacionales, fue que los
autores de estas propuestas fueran investigadores reconocidos en el campo de la educacion
matematica en particular en la didactica del calculo a nivel internacional, ya que asi se garantiza
que las propuestas seleccionadas bajo este criterio sean las de mayor impacto. En este criterio
encaja la propuesta de Cris6logo Dolores, La Variacion y la Derivada (2012), y la propuesta de

Carmen Ascarate y Jordi Deulofeu en su libro Funciones y Graficas, capitulo quinto, Variaciéon
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de una Funcién: Hacia el Estudio de la Derivada (1999). Por un lado, Carmen Azcarate tiene
adjunto mas de 47 publicaciones entre 1981y 2015 en las cuales se destacan obras colectivas,
tesis dirigidas, libros y articulos. En general ha sido una docente e investigadora involucrada
profundamente en los procesos de ensefianza y aprendizaje en relacion con areas como el
algebra y el calculo. Por otro lado, Cris6logo Dolores Flores, es un investigador y didacta
mexicano quien en el periodo de 2002 a 2022 ha hecho mas de 28 publicaciones entre articulos
y libros.

El criterio para la seleccion de las propuestas nacionales fue por ubicaciéon geografica.
Aqui se revisaron propuestas de caracter local (Cali, regional (Region pacifica) y de caracter
nacional (Colombia). Se seleccionaron propuestas que cumplian el primer criterio y se intent6
seleccionar al menos una local, una regional y una nacional. Debido a las caracteristicas de estas
solamente se seleccionaron dos nacionales, ya que las regionales y locales no cumplian los
requerimientos. Asi pues, se seleccionaron las propuestas de Carlos Pineda, (2013) (Universidad
Nacional de Colombia) y la propuesta de John Gémez y Cesar Martinez (2015) (Universidad
Pedagogica Nacional).

En la siguiente tabla (Tabla 6) se presentan las propuestas seleccionadas:

Tabla 7 Propuestas Seleccionadas

Titulo Autor Ano Observacion
1 Carmen
Azcarate
Giménez 1999 Libro

Variacion de una Funcion: Hacia
el Estudio de la Derivada

y
Jordi Deulofeu
Crisologo

Dolores Florez 2012 Libro

La Variacion y la Derivada

3 Una Propuesta Didactica para la
Ensenanza del Concepto de la Carlos Eduardo Trabajo de Grado de

Derivada en el Ultimo Gradode  Pineda Ruiz 2013 Maestria
educacion Secundaria
4 John Jairo
. . . Gomez Morales Trabajo de Grado de
Una Aproximacion a la Derivada 201 Especializacién en
desde la Variacion y el Cambio y 5 peclai .
Cesar Augusto Educacion Matemaética

Martinez Gémez
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3.2. Matriz Para El Analisis De Las Propuestas

Una vez seleccionadas las propuestas se procedi6 al disefio de una matriz de analisis que
permitiera generar criterios para analizar las propuestas y determinar en estas aquellos elementos
curriculares, matematicos y didacticos de forma que se pudiera estructurar la informacion
encontrada de una manera sistematica. Estos criterios de analisis vienen directamente del marco
teorico de referencia. Este marco teorico esta seccionado en tres partes, marco curricular, marco
matematico y marco didactico. Sin embargo, para efectos de analisis, el marco curricular y el
marco matematico se configuraron como una perspectiva de analisis unificada, esto debido a que
el desarrollo del pensamiento matematico se genera en conjunto a través de unos conocimientos
béasicos, unos procesos generales de pensamiento y unos contextos (MEN, 1998).

Es asi como se tienen dos categorias de anélisis, la categoria Aspectos Matematico-
Curriculares y la categoria Aspectos Didacticos.

La categoria Aspectos Matemaético-Curriculares tiene tres subcategorias, Conocimientos
Basicos, Procesos Generales, y Contextos. La Subcategoria Conocimientos Basicos, contiene, en
primer lugar el elemento de analisis de contenido en donde se describe en rasgos muy generales
que se tomara como criterio de analisis las acotaciones matematicas de la derivada, es decir, se
tomaran en cuenta no solo los elementos de la propuesta que se identifiquen como la derivada
directamente sino también todos aquellos conceptos y elementos matematicos que permiten
construir esta nociéon, como por ejemplo el concepto de recta tangente, tasa de cambio. De acuerdo
con esto, se describe y analiza en las propuestas como estas presentan estos conceptos, qué
conceptos toman, bajo que representaciones, qué propiedades se hacen explicitas y cuales no, qué
definiciones se presentan, y otros elementos de analisis.

Luego, la Subcategoria de Conocimientos basicos contiene el aspecto Historico. Aqui, se

explora la asociacion histoérica que puede o no tener la propuesta con los aspectos que se han dado
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histéricamente, es decir, si hay o no una relaciéon con el desarrollo histérico de la derivada, o si se
presentan los conceptos de forma que se haga alusion a este desarrollo histérico. En tercer lugar,
estan las Caracteristicas del Pensamiento Variacional. Aqui se hace alusion a aquellos elementos
que permiten definir y dar sentido dentro de toda actividad matematica al pensamiento
variacional, aquel que se encarga del estudio de la relacion entre variables, los cambios, las
funciones y, en general, el comportamiento de los fen6menos de cambio y variacion.

La subcategoria procesos generales esta dividida en los 5 procesos generales, descritos en
el marco teorico de referencia. Estos son procesos que segiin el MEN (2006) estan involucrados
en toda actividad matemaética y son una de las bases para el desarrollo del pensamiento
variacional. Por tanto, se pretende describir y analizar en cada propuesta que procesos se
desarrollan segun las consignas y preguntas dadas, y de acuerdo con esto como se puede observar
el proceso de tratamiento y conversion, descritos por Duval (2006), es decir si estos cinco procesos
son procesos que la propuesta permite, promueven o exige.

La subcategoria Contextos se refiere a las situaciones o escenarios que se le presentan al
estudiante y que son las que dan sentido a la realidad matematica.

Sobre la categoria Aspectos Didacticos, se toma en cuenta la subcategoria Dificultades
asociadas al estudio del calculo presentada por Artigue (1995). Esta subcategoria contiene los
siguientes aspectos: objetos basicos del calculo, conceptualizaciéon de la nocion de limite y ruptura
en los modos de pensamiento. Aqui se espera identificar qué aspectos relativos a la configuracion
de obstaculos didacticos toman partido en las propuestas bien sea de forma implicita o explicita.

Cabe resaltar que el diseno de la matriz pasé por ocho versiones antes de alcanzar su
configuracion definitiva. Algunas de las versiones preliminares, junto con los ajustes realizados
en cada etapa, se presentan en los anexos (Ver anexo D) para documentar el proceso de

refinamiento y validaciéon. A continuacion, la matriz de anéalisis (Ver tabla 8)

Tabla 8



Matriz de Analisis de

59



Categoria Sub-Categorias
Conocimientos
Bésicos

Aspectos

Matematico

Curriculares
Procesos
Generales

Sub-Sub-

Categorias

Anélisis de

Contenido

Histérico

Caracteristicas del
Pensamiento

Variacional

Resolucion y
Planteamiento de

Problemas

Razonamiento

Comunicacién

Modelacion

Descripcion de la Categoria

Esta categoria analiza la interpretacion de la derivada tanto de manera local, como tasa de cambio
instantinea y herramienta para identificar maximos, minimos y puntos criticos, como global, asociada a
conceptos de crecimiento, decrecimiento y concavidad. También se examinan las diversas representaciones
de la derivada (natural, simbolica y gréfica) y su aplicacién en fendmenos de optimizacion, analisis de
curvas, dindmica de movimientos y contextos econémicos o financieros.

Esta categoria explora como se introduce y utiliza el concepto de derivada, analizando su
asociacion con la tangente a través de representaciones geométricas y simbolicas. Se incluye su
interpretacién como tasa de cambio instantanea, vinculada al limite como idea de cercania entre puntos, y
su aplicacién para comprender variaciones en funciones respecto a cambios infinitesimales en la variable
independiente.

Esta categoria se centra en la comprension y representacion de la variaciéon como base del
pensamiento variacional, abordando cambios en variables bajo condiciones continuas o discretas. Se analiza
el uso de conceptos como variaciéon, cambio, variable y funcidén, junto con representaciones cualitativas
(textuales y pictoricas) y cuantitativas (geométricas, tabulares, algebraicas y graficas). Ademas, se examina
cémo el pensamiento variacional integra perspectivas numéricas, geométricas, algebraicas, métricas y
estadisticas para modelar situaciones de cambio y variacion.

Esta categoria determina si en las propuestas se favorece la construccién de sistemas figurativos
mentales, graficos o tridimensionales con el fin de reproducir o representar la realidad de forma
esquematica para hacerla comprensible.

El razonamiento lo entenderemos como un desarrollo de pensamiento 16gico que permite percibir
regularidades y relaciones; hacer predicciones y conjeturas; justificar o refutar esas conjeturas; dar
explicaciones coherentes; proponer interpretaciones y respuestas posibles y adoptarlas o rechazarlas con
argumentos y razones.

Esta categoria promueve la comunicacion matematica y el pensamiento critico mediante consignas
que exigen interpretacion, demostracion, y planteamiento de conjeturas sobre la derivada. Ademas, fomenta
el desarrollo, aplicacibn, y justificacion de estrategias para resolver problemas, identificando patrones,
generalizando soluciones y creando un ambiente que estimule la exploracion y comprobacién de ideas.

Esta categoria consiste en analizar como las actividades y recursos propuestos fomentan el
desarrollo del pensamiento variacional a través de la modelacion, entendiendo este como la capacidad de
modelar situaciones del mundo real mediante funciones matemaéticas. En este sentido, se examina si las
actividades permiten simplificar, idealizar y estructurar situaciones problema, trasladarlas al lenguaje
matemaético para crear modelos funcionales, y validar dichos modelos mediante la identificacion de

discrepancias que puedan llevar a su ajuste o reemplazo. También se incluye el uso de representaciones
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concretas, como maquetas en movimiento, para facilitar la comprension de relaciones entre variables y

magnitudes en contextos dinamicos.

Esta categoria examina como las propuestas comprometen al estudiante en la construccion y
ejecucion de procedimiento mecénicos también llamados algoritmos, sin que su ejecucién comprometa la

compresion de su caracter de herramienta.

Esta categoria destaca el uso de contextos matematicos, cotidianos y cientificos para dar
significado al aprendizaje de la variacion y las funciones, incentivando el anélisis de relaciones entre
variables. Se promueve la exposicién a funciones no regulares, el diseno de problemas que involucren
afectividad y aprendizaje, y el uso de multiples representaciones para profundizar la comprension,
permitiendo la interpretacion y traduccién entre diferentes formas de representacion.

Esta categoria analiza las dificultades conceptuales y representacionales en torno a los ntimeros
reales y las funciones. Aborda la falta de claridad en la asociacion de los nimeros reales con el continuo
numérico y las concepciones limitadas de funcion, enfocadas en prototipos o formulas. También examina la
rigidez en la vision de la funcién como proceso o entidad conceptual y los retos en la articulaciéon de
registros simbélicos, con una predominancia del enfoque algebraico sobre los graficos. Examina si la
propuesta aborda estos obstaculos mediante una construccién progresiva del concepto o se limita a un
enfoque procedimental sin articular diferentes registros de representacion.

Esta categoria explora los obstaculos epistemolégicos relacionados con el concepto de "limite".
Incluye dificultades derivadas del sentido comiin, que lo ve como una barrera inalcanzable, su tratamiento
como un proceso algebraico "finito", y concepciones geométricas incorrectas que generan errores sobre las
magnitudes asociadas al limite. También se aborda la falta de conexion entre el uso operacional del limite y
su estructura como objeto matematico. Evalua si la propuesta favorece una transicion del limite como
proceso dindmico a objeto matematico, o si se introduce sin atender estas dificultades.

Esta categoria aborda las implicaciones did4cticas del tratamiento de la igualdad y el cambio en el
razonamiento. Diferencia la igualdad en su interpretacion estética, donde se consideran valores idénticos,
de la igualdad dinamica o condicional, promoviendo un cambio en el razonamiento desde un enfoque
procedimental a uno conceptual o condicional. Examina si la propuesta promueve un pensamiento

variacional y conceptual o se basa en reglas y procedimientos sin explorar sus significados.
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3.3. Analisis Documental De Las Propuestas De Enseiianza Sobre La Derivada.

A continuacién, se presenta el andlisis de las cuatro propuestas de ensefanza sobre el
concepto derivada que se han seleccionado del banco de propuestas presentadas en la seccion 3.1.
Con el fin de presentar una breve conceptualizacién sobre la propuesta y asi facilitar su
comprension, se ha establecido una estructura general para la presentacion de cada una de ellas.
Asi, la estructura general comprende: I Descripcion general de la propuesta, II Anélisis

matematico — curricular, ITI Anélisis didactico y IV Conclusiones.

3.3.1 Hacia La Derivada por Carmen Azcarate Y Jordi Deulofeu.

Para la visualizacion, parcial o completa, del capitulo 5 del libro funciones y graficas, en
donde se ubica esta propuesta, refiérase al anexo E o directamente a la biblioteca oficial de la

editorial sintesis.

I.Descripcion General.

La propuesta de aprendizaje seleccionada para este analisis se encuentra en el libro
Funciones y grdficas, escrito por Carmen Azcarate Giménez junto a Jordi Deulofeu Piquet y
publicado en 1999. Esta obra forma parte de la serie Matemdticas: Cultura y Aprendizaje
(entrega ntimero 26), editada por la editorial Sintesis. La serie se distingue por abordar de
manera exhaustiva diversos aspectos didacticos y metodologicos relacionados con la ensefianza
de las matematicas en la educacion secundaria y universitaria, proporcionando a los docentes un
conjunto de herramientas y estrategias efectivas para facilitar la comprension de diferentes
conceptos matematicos.

En Funciones y grdficas, los autores proponen un anélisis detallado de los problemas
didacticos asociados a la ensefianza del concepto de funcién y su representacion grafica. El libro

se estructura en dos partes principales.
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La primera parte, titulada “Acerca del concepto de funcion” comprende los capitulos 1y
2. Aqui, los autores ofrecen una vision tedrica e historica del desarrollo del concepto de funcion,
explorando como este ha evolucionado desde sus origenes hasta su formalizacion en la
matematica moderna. Esta primera parte enfatiza la importancia de comprender la funcion
como un elemento clave en la interpretacion de fen6menos reales y su modelacion matematica.

La segunda parte, titulada “Acerca de la ensefianza-aprendizaje del concepto de funciéon”,
abarca los capitulos 3 a 6 del libro y se centra en los aspectos didacticos y metodologicos
relacionados con la ensefianza de las funciones en la educacién secundaria. En estos capitulos,
los autores analizan como introducir y desarrollar el concepto de funcioén a partir de distintas
representaciones como graficos cartesianos, tablas, formulas y modelos algebraicos. Un aspecto
destacado es la dedicacion de un capitulo completo a la ensefianza de la derivada, la cual se
presenta a través del estudio de la variacion de las funciones y el analisis de la pendiente de la
recta tangente, facilitando asi la comprension de este concepto a partir de su interpretaciéon
grafica y algebraica.

Es en el capitulo 5 en donde centraremos la atencion, pues en este capitulo, titulado
“Variacion de una funcion: Hacia el estudio de las derivadas” (pag. 105), Azcarate hace una
descripcion sobre los contenidos matematicos que guian el aprendizaje de la derivada a lo que
describiremos como “La propuesta de Azcarate para la ensefianza de la derivada”. La propuesta
se concentra en el capitulo 5y se divide en dos apartados: 5.1 llamado “introduccion al concepto
de limite” y 5.2 “Aspectos locales” (pag. 117). Parte del contexto de esta propuesta de ensefianza
de la derivada es que la derivada como objeto matematico es tratada como un tipo particular de
funcion y una herramienta para describir la variaciéon de una funcion, por lo que antes de
presentar la propuesta, se hace un recorrido desde ¢Qué es una funcion? (pag. 17) hasta “Otras
funciones cuya grafica es una curva” (pag. 103).

Para facilitar la descripcion y el posterior analisis de la propuesta describiremos de

forma global los apartados 5.1y 5.2 y, una vez tengamos la descripcion general, apostaremos por
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un analisis mas detallado de los aspectos curriculares, matematicos y didacticos presentes y que
fueron descritos previamente en la matriz de analisis propuesta.

5.1 Introduccion: El concepto de limite. En este apartado encontramos una
descripcion por parte de Azcarate de los dos enfoques didacticos mas comunes que se le puede
otorgar a la derivada y que involucra el concepto de limite, para la profesora Azcarate el
concepto de limite constituye la dificultad fundamental del concepto derivada. En el apartado
también encontramos algunas ideas acerca de la introduccion de limites en contextos
geométricos y numéricos.

Partamos pues de los enfoques que se nos describe en la propuesta respecto al
tratamiento de la derivada, por un lado, tenemos a la derivada como una aplicacion del concepto
de limite de una funcién y por otro tenemos a la derivada como una primera introduccioén al
concepto de limite de una funcion.

El primer enfoque es l6gico desde el punto de vista teérico y matematico, pero hace
depender la definicion de derivada de la definicion y del calculo de limites, esto arrastra consigo
todos los obstaculos epistemologicos del concepto de limite con lo cual Azcarate lo descarta.

El segundo enfoque tiene una correspondencia mas fiel con el desarrollo histérico pues
parte del método utilizado por Newton en el calculo de velocidades instantaneas, pero Azcarate
advierte que este enfoque parte de una situacion de calculo de limites especialmente dificil, sin
embargo, si se deja el tratamiento formal y riguroso de lado se pueden explorar situaciones
geomeétricas y numeéricas que permiten un primer contacto con los limites en relaciéon con el
tema de la variacion de una funcion. Asi pues, surge la propuesta de la profesora Azcarate que

contempla cinco aspectos dentro de una secuencia:

. Casos diversos de limites en el campo numérico y geométrico.
. Un caso concreto: las cuerdas y tangentes.
o Tasa media de variacion y velocidad media.

o Tasa instantanea de variacion y velocidad instantanea.
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o Funciones derivadas.
Se inicia asi la propuesta tomando algunos ejemplos concretos de dominio numérico y

geométrico para la introduccion del concepto de limite.

a) Célculo de raices

b) Célculo de la expresion decimal de una fraccion.

c) Suma de términos de una progresion geométrica de razon r<1.
d) Representacion geométrica de la progresion de razén r<1.

e) Problema clasico de Aquiles y la tortuga.

En todos los ejemplos dados por Azcarate, tenemos situaciones en la que el estudiante
hace calculos de aproximaciones muy cercanas a un valor desconocido pero definido, las
aproximaciones por exceso y por defecto juegan un papel crucial en la determinacion de los
valores numéricos y la idea de convergencia aparece en los ejemplos geométricos.

5.2 Aspectos locales. Para la siguiente fase de la propuesta relacionada a los aspectos
locales, la profesora Azcarate nos presenta los aspectos de la variacion de funciones que se
estudiaran en la seccion y qué herramienta se usa para su medicion. En esencia, la variacion de
una funcion se puede estudiar en un intervalo y en un punto y para su medicion se usa la tasa
media de variacion y la tasa instantanea de variacién.

Ahora bien, cuando se estudian los cambios en los valores de una funcién en un
determinado intervalo aparecen nociones importantes acerca de como caracterizar el cambio.
Tenemos en esencia dos formas de caracterizar el cambio de una funcion, cualitativo y
cuantitativo. Para el caso de la variaciéon de una funcion en un intervalo, la profesora Azcarate
sugiere mostrar situaciones donde se evidencien variaciones positivas y negativas y situaciones
donde se muestre que la igualdad de dos variaciones no presupone la igualdad de los valores de
la funcién. Se parte asi de situaciones de variacion en intervalos grandes y se concatena la
nocién primitiva de limite que se tenia para ir hacia el estudio de la variacion en intervalos cada

vez mas pequenos.
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Aparece aqui otro de los conceptos mas importantes en el estudio de la variacion de una
funcion y es la relacidon que tiene la tasa de variacién (bien sea media o instantanea) con la
pendiente de la recta secante (si se estudia la variacion en un intervalo) o tangente (si se estudia
la variacion en un punto). Lo que se quiere en este momento de la propuesta es construir un
significado geométrico de las cuerdas y tangentes que se articule y tome sentido con el
significado numérico de la tasa de variacion media e instantanea. Tanto la tasa de variacion
como la pendiente de la recta que pasa por las abscisas son herramientas que permiten dar
cuenta de la variacién de la funcién de forma local. Asi, la tangente adquiere el significado de la
posicion limite de las secantes que pasan en la cercania de un punto A.

El caso de la velocidad media y la velocidad instantanea son simplemente casos de
variacion media y variacion instantanea en donde se usan funciones espacio-tiempo.

Una vez se presentan los elementos necesarios para la construccion del significado
geométrico y numérico de la tasa de variacion media e instantanea y de su relacion con la
pendiente de la recta tangente a la funcion, la propuesta de la profesora Azcarate se dedica ahora
si a la presentacion de la definicion de la funcion derivada en el capitulo 6. Sin embargo,
consideramos que la propuesta de ensefianza esta condensada en la segunda mitad del capitulo
5y parte del capitulo 6, con lo cual para efectos de anélisis consideraremos solo las secciones 5.2
y 6.1.

I1. Analisis del Contenido desde el Marco Matematico.

La seccion 5.2. Aspectos Locales contiene los siguientes aparatados, 5.21. Tasa Media de
Variacion en donde se encuentran subapartados, Variacion de una Funcion, Tasa Media de
Variacion, Velocidad Media, Tasa Media de Variacion y Pendiente de una Recta. Luego estan los
apartados 5.2.2. Cuerdas y Tangentes, 5.2.3. Tasa Instantanea de Variacion. En este altimo se
encuentran los subapartados Velocidad Instantanea, Tasa Instantanea de Variacion o Nimero

Derivada de una Funcién en un Punto. Luego esta el capitulo 6. Estudio General de una funcion
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en donde se encuentra la seccion 6.1. Funcién Derivada de una Funcidén con el apartado 6.1.1.
Definicion de la Funcion Derivada.
. Analisis de la secciéon: Tasa Media De Variacion Y Velocidad Media

En esta seccion, en el subapartado variacion de una funcion de la seccion 5.2 aspectos
locales, 1a autora empieza presentando tres ejemplos en donde se aborda la idea de variacién de
una funcion. Dos de estos ejemplos estan dados en representaciones graficas y el restante en una
representacion tabular, cada ejemplo esta acompafiado de un conjunto de preguntas asociadas.
Estas preguntas tienen la intencionalidad de guiar al estudiante a identificar aspectos especificos
de la variacion como lo es el cambio, las variables y el cambio en las magnitudes con relacion a
otras, lo cual configura uno de los elementos esenciales del pensamiento variacional; destacando
la importancia del orden del calculo.

En uno de los ejemplos, se muestra una grafica de presion versus tiempo (véase grafica
5.6, Anexo E) y se hacen las siguientes preguntas: ¢Cuél ha sido la variacion de presion entre las
6h y las 18h del jueves? ¢Y entre las 12h y las 24h del sabado? ¢Como interpretas que los dos
valores absolutos sean los mismos?

En primer lugar, se reconoce que la operacion estandar para medir el cambio es la
diferencia entre un estado final y un estado inicial. Adema4s, esta operacion debe de tener en
cuenta una magnitud que va a ser restada, magnitud que de inmediato hay que identificar como
un f(x1) , es decir, es un valor que depende de la forma en la que se relacionan las variables en
la funcién. En segundo lugar, se destaca que la igualdad entre dos o mas variaciones no implica
necesariamente la igualdad de los valores de la funcion, esto significa que el cambio de una
funcidén, en un primer momento, se caracteriza mediante dos valores que delimitan un rango de
la funcion, lo cual permite definir la variacion de esta. Por esto, se puede decir que en esta
seccion la propuesta propende la interpretacion de la variacion de una funciéon en términos
locales como la tasa de cambio en un intervalo. Finalmente, y, en consecuencia, la seccion

permite que el estudiante distinga entre dos tipos de variacion segin el resultado de la
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operacion: variacion negativa y variacion positiva, dependiendo de las magnitudes restadas, lo
que en términos del pensamiento variacional podriamos asociar con la identificacion de
correlacion de las variables.

Una vez establecido el como medir la variacion de una funcién se profundiza en aquellas
variaciones bruscas y como es que estas se interpretan diferente segiin un intervalo pequeno de
tiempo o intervalo grande. Esto para establecer la importancia de medir la variaciéon en
intervalos cada vez més pequefios y establecer a la vez el concepto de tasa media de variacion,
distinguiendo este del concepto de media aritmética. En este punto, aparece la representacion
simbdlica del cociente de diferencias que se asocia a la tasa media de variacion de la funciéon
entre dos abscisas, proporcionando una base para entender el comportamiento y cambio de la
funcion en diferentes intervalos y desarrollar métodos algebraicos para calcularlos. Una de las
consignas mas interesantes es la de construir la férmula para hallar la tasa media de variacion
de una funcidn y asi el signo del resultado de la operacion indicaria si hay crecimiento o
decrecimiento.

Mas adelante, la propuesta presenta un caso particular de la tasa media de variacion
llamado Velocidad media que representa una situacion problema clasica en donde las variables
son la distancia y el tiempo, este ejemplo concreto es 1til para el estudiante pues es muy facil
mostrar la dependencia de las variables en este tipo de situaciones; intuitivamente el tiempo se
percibe como una variable continua que determina la posicion de una particula, con lo cual es
un caso particular que siempre funciona para determinar la variable independiente. Ademas, su
potencialidad no se reduce Ginicamente a la determinaciéon de dependencia de variables; la
velocidad constituye el primer caso proximo a la vida del estudiante en el que el calculo de
velocidades medias no es suficiente para determinar el comportamiento real de un fenémeno y
por tanto se hace necesario el calcular la velocidad instantanea.

El contexto de velocidad es presentado con un modelo lineal en donde se establece una

relacion de igualdad entre la velocidad y la pendiente de la funcion distancia vs tiempo (véase



69

grafica 5.10, Anexo E), aparecen aqui muchos elementos del pensamiento variacional que
parecen indicar que este caso concreto es ideal a la hora de relacionar el espectro numérico de la
tasa de variacioén con el espectro geométrico.

Posteriormente, en la propuesta se introduce un segundo ejemplo de comparacién entre
dos modelos lineales de velocidad, donde es posible observar y comparar ambas pendientes.

A su vez, se presenta un ejercicio adicional en el que aparece una grafica compuesta por
una funcion a trozos, con secciones lineales y cuadraticas (véase grafica 5.11, Anexo E). En esta
parte, se plantean preguntas sobre la velocidad media en cada tramo, lo que permite realizar
comparaciones entre ellos. Este analisis permite al estudiante observar que, en los segmentos de
funcion cuadratica, no se encuentra una pendiente constante en cada punto de la funcion, por lo
que la velocidad cambia en cada instante, a diferencia de los tramos lineales, donde la pendiente
es constante en distintos puntos. Asi, se guia al estudiante hacia la necesidad de construir el
concepto de velocidad instantanea.

Seguido de esto, en la seccion Tasa media de variacion y pendiente de una recta, se
establece formalmente que, para los casos de los modelos no lineales, la tasa media de variacion
entre dos abscisas de la funcion coincide con la pendiente de la recta secante entre esas abscisas
cuya representacion esté en la figura 5.15 (véase anexo E). Es importante senalar, de esta
seccion, que la funcién cumple un rol flexible, permitiendo asi modelar situaciones que exhiben
comportamientos con propiedades que cambian a través del tiempo. Es justamente esta
flexibilidad en la modelacion de fenémenos lineales y no lineales que permite establecer la
diferencia entre las variaciones de dichos modelos.

. Analisis de la seccion: Cuerdas y Tangentes

En la propuesta de Azcérate, el transito desde el concepto de tasa media de variacién de
una funcion hacia la tasa instantanea de variacion, es decir, una aproximacion mas precisa a lo
que representa la derivada, se aborda con un analisis detallado del concepto de secante. Este

concepto, previamente utilizado para expresar que la pendiente de la secante coincide con la
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tasa media de variacion de una funcion, se explora en profundidad, permitiendo que los
estudiantes entiendan como la pendiente de una curva en un punto puede aproximarse tanto
como se quiera a la tasa de variacion de la funcién en ese punto mediante una sucesiéon de
secantes. La autora establece que, al acercar progresivamente los puntos4; al punto A de interés,
(véase grafica 5.18, Anexo E) se logra construir una tangente en dicho punto, ofreciendo asi una
interpretacion geométrica de la pendiente en términos de una aproximacién secuencial.

Esta forma de calcular la pendiente de la cuerda limite tiene su origen histoérico en el
método de Newton para calcular velocidades instantaneas. Desde un punto de vista curricular,
los estudiantes deben describir e interpretar variaciones representadas en graficos, mas aun,
deben interpretar la derivada geométricamente como la pendiente de la tangente ala curva 'y
desarrollar métodos para su calculo. Es por esto que se valora el esfuerzo en esta propuesta por
rescatar una aproximacion valiosa a esta nocion que se habia perdido con el rigor del calculo,
pues son estos pequeiios esfuerzos por superar costumbres poco conscientes sobre el desarrollo
de los conceptos lo que permiten desarrollar en el estudiante pensamiento matemaéatico mas que
conocimientos fragmentados sobre objetos.

Ademés de esta construccion geométrica, Azcarate sugiere una construccion simbolica
mediante tablas que muestran la aproximacion numérica de las pendientes de las secantes en
torno al punto A. Este recurso permite a los estudiantes visualizar como las pendientes de las
secantes se aproximan a un valor limite, que finalmente se establece como la pendiente de la
tangente y, por ende, la mejor representacion de la tasa de variacion de la funcion en ese punto.
Con este fundamento, la autora introduce el concepto de tasa instantanea de variacion,
acercando al estudiante a la nocién de derivada como un limite de tasas de variacién y como la
pendiente de la recta que mejor se ajusta a la grafica de la funcion en los alrededores de un
punto.

. Analisis de la seccion: Tasa Instantanea de Variacion
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En la propuesta de Azcérate, el concepto de tasa instantanea de variacion se introduce de
forma intuitiva en el subapartado Velocidad Instantdnea. Las situaciones problema son el punto
de partida de la modelacion y la resoluciéon de problemas, en esta propuesta se considera el
escenario particular de la velocidad puesto que équé significa realmente variacion instantanea
en una funcién genérica f (x)? Asi lo consideran los autores y, dado que su propuesta esta
mediada por el estudio de las funciones, qué mejor camino por tomar que el de la funciéon como
objeto matemaético que permite modelar una situaciéon del mundo real.

En este contexto, se presenta una funciéon que describe el movimiento de un cuerpo y se
guia al estudiante para construir una tabla de valores de la funcién de posiciéon como se muestra
en la gréfica 5.2.2 (véase Anexo E) de tal forma que tanto la construccion de la tabla como la
grafica permitan ver una regularidad en el comportamiento del movimiento de la particula. Asi
mismo, los pasos que se plantean para la solucion del problema: Construccion de la tabla de
valores, representacion grafica de la funcion a(t), determinacion de la formula que expresa la
velocidad media entre un instante cualquiera préoximo a t = 3 y el instante t = 3, estimacion del
valor de la velocidad para t = 3, representacion grafica de la velocidad media como la pendiente
de la secante AB, discusion del valor obtenido; permiten desglosar el problema en una secuencia
de pasos que utilizan todos los conceptos previamente construidos en las secciones anteriores,
esto refuerza la idea de que los autores intentan desarrollar elementos del pensamiento
variacional que permitan ver las correlaciones positivas y negativas entre las variables con el fin
de darle relacién al signo numérico que acompana la tasa instantanea de variaciéon con la
inclinacion de la pendiente de la recta que mejor se ajusta a la gréfica en las inmediaciones del
punto.

A través de esta construccion, los estudiantes pueden observar como estas
aproximaciones tienden a un valor especifico conforme t se acerca a 3. Seguido de esto, la
propuesta introduce aqui una expresion algebraica especial que encapsula o recoge el calculo

sucesivo de valores de la velocidad cercanos a un punto como el limite de la velocidad v(t)
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cuando t se acerca a ese punto, presentando por primera vez la notacién simbolica del limite.
Este desarrollo permite comprender la tasa instantdnea de variaciéon en términos de velocidad,
facilitando la transicion a otras funciones y contextos. Asi, este limite se convierte en el "namero
derivada" en un punto, con su correspondiente interpretacion grafica como la pendiente de la
tangente en dicho punto.

En el anélisis de la propuesta de Azcarate, se observa que la introduccion de la notacion
de la derivada f'(a) (véase grafica 5.23, Anexo E), se presenta como una nomenclatura después
de una serie de desarrollos entorno al significado del nimero derivada como la interpretacion de
la pendiente de la tangente como una tasa instantanea de variacion y la introduccion del
concepto de limite.

o Analisis de la Seccion: Funcion Derivada

Luego de los desarrollos previos, la autora menciona la importancia de hacer precisiones
sobre la notacion utilizada anteriormente y la notacién estdndar comun en los libros de texto,
aunque estas consideraciones didacticas se sitian fuera del interés especifico de este anélisis, es
relevante aqui mencionar que, en este punto de la propuesta, la autora da por construida la
nocion de "ntimero derivada" para una funcion en un punto, enfatizando que este namero
corresponde siempre a la pendiente de la recta tangente que se puede trazar en ese punto de la
funcion. Al mismo tiempo, a través del tratamiento del limite se establece ese niimero derivada
para cualquier punto y es asi como se presenta la definicion de funcion derivada de una funcion.
En un primer momento se presenta esta definicion f(x) para x = a es decir f(a) como se
muestra en la grafica 6.1 (Anexo E).

A partir de esta construccion en casos especificos, la autora introduce la posibilidad de
generalizar el concepto: si en lugar de buscar inicamente la pendiente en un punto particular
"a", es decir, f'(a), se extiende esta busqueda a cualquier punto “x”, se construye una expresion
general f’(x) que representa la tasa de cambio instantanea para toda “x” en el dominio de la

funcion. Asi, se llega a la nocion de una "funcion derivada” de la funcion original, donde cada
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valor de “x” se asocia con la pendiente de la tangente en ese punto. Asi se deja explicito el
proceso de tratamiento de la representacion algebraica de la derivada en un punto f’(a) haciala
representacion algebraica de la funcion derivada f7(x).

Este paso representa una generalizacion clave, ya que transforma el concepto de
derivada en un nimero especifico a un concepto funcional que describe como varia la pendiente
en todo el dominio de la funcion. Esta funcion derivada, f'(x), proporciona una herramienta
generalizada para medir la variacion de la funcién en cualquier punto de su dominio,
completando la transicion desde la nocion de tasa instantanea de variacion a una funciéon que
modela dicha variacion en toda su extension.

Al final de esta seccion, se subraya la importancia de contrastar las representaciones
geométricas de una funcidén con las de su derivada (grafica 6.2 y 6.3, Anexo 1). Desde una
perspectiva matematica, este contraste tiene un fundamento conceptual profundo en el analisis
de como varia una funcién en relacién con su tasa de cambio. Matematicamente, la derivada de
una funcion en un punto especifico proporciona la pendiente de la tangente en dicho punto, lo
cual describe la velocidad de cambio instantaneo de la funcién en ese lugar. Este contraste visual
entre la grafica de la funcion y la de su derivada permite a los estudiantes entender como los
intervalos donde la funcién es creciente o decreciente se corresponden con los signos de la
derivada (positiva o negativa), y como los maximos y minimos locales en la grafica de la funcion
se reflejan en los ceros de la funciéon derivada. Estos conceptos son cruciales en el analisis de
funciones, y un contraste explicito ayuda a vincular visualmente estas ideas con sus
fundamentos algebraicos.

Ademas, el uso de ejemplos que muestran la relacion entre la funciéon y su derivada
permite a los estudiantes identificar como la concavidad de la funcion original se relaciona con
el comportamiento de su derivada. Si la derivada de una funcién es creciente (es decir, su
derivada segunda es positiva), esto indica que la funcién original es concava hacia arriba en ese

intervalo; si es decreciente (derivada segunda negativa), la funcién es concava hacia abajo. Este
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contraste también puede ayudar a introducir conceptos més avanzados, como el analisis de
puntos de inflexion, donde la concavidad de la funcién cambia, que son fundamentales en el
calculo y en el estudio de optimizacién y modelado. Al destacar estos elementos geométricos, se
ofrece una base visual que refuerza la comprension de estos patrones de comportamiento en el
analisis de funciones.

II1. Analisis desde el Marco Didactico

En la propuesta de Carmen Azcarate se pueden identificar varias dificultades
relacionadas con la ensefianza y el aprendizaje del concepto de limite, asi como de las funciones
y los nimeros reales. Desde una perspectiva didactica, la autora pone especial énfasis en los
obstaculos epistemolbgicos asociados al limite, lo que implica que su enfoque se centra en
dificultades inherentes al propio desarrollo histérico y conceptual de este objeto matematico.
Sin embargo, dado que su propuesta esta contenida en un libro dedicado al estudio de
funciones, también se abordan implicitamente algunas de las dificultades propias de la
ensefianza de las funciones en la escuela.

En primer lugar, la propuesta introduce el concepto de limite a través de contextos
numeéricos, empleando aproximaciones por exceso y por defecto en situaciones que involucran el
calculo de raices y la exploracion de expresiones decimales. Este enfoque permite que los
estudiantes desarrollen una idea intuitiva del limite antes de enfrentarse a su definicion formal.
No obstante, surge aqui un primer obstéaculo relacionado con la comprensién del continuo
numeérico. Los estudiantes pueden tener dificultades para aceptar la existencia de nimeros
irracionales como limites de sucesiones de niimeros racionales o para comprender que entre dos
numeros reales siempre hay infinitos valores intermedios. La propuesta de Azcarate no se
detiene explicitamente en la superacion de estos prerrequisitos conceptuales, y tampoco es
posible determinar si en capitulos anteriores del libro se han abordado estrategias para

enfrentar estas dificultades.
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En la seccion 5.2 del libro, titulada "Aspectos locales", la funcion es utilizada como una
herramienta para representar situaciones de variacion y calcular tasas de cambio en intervalos
amplios. Aqui se presentan dificultades asociadas al objeto matematico "funciéon", especialmente
en lo que respecta a su comprensioén mas alla de su uso procedimental. Aunque en otros analisis
de este trabajo se han identificado dificultades especificas en la ensenanza de funciones, no se
puede establecer con certeza si la propuesta de Azcarate las aborda de manera intencionada. Sin
embargo, lo que si se evidencia es que la propuesta evita reducir el estudio de funciones a una
mera manipulacion algebraica de formulas o a la identificaciéon de prototipos comunes. En lugar
de ello, se promueve un uso mas consciente de las funciones, lo que permite que los estudiantes
las conciban no solo como reglas operativas, sino también como objetos matematicos con
propiedades y significados propios. Esta aproximacion se refleja en la formulacion de preguntas
que buscan desarrollar el razonamiento del estudiante més all4 de la simple aplicacion de
procedimientos mecanicos.

Un aspecto destacable en la propuesta de Azcarate es la progresion en la dificultad de las
preguntas y en los procesos de pensamiento que se espera de los estudiantes. En las primeras
etapas, se emplea la funcion como una herramienta para visualizar correspondencias entre
variables, enfatizando su caracter operacional. Mas adelante, en la seccion 6.1 titulada "Funcion
derivada", la funcién deja de ser un simple medio de calculo y pasa a ser un objeto de analisis
que permite extraer conclusiones sobre la variacion del fendmeno representado. Esta transicion
es clave para el desarrollo de una comprensiéon més profunda del concepto de derivada y se
alinea con un enfoque que privilegia la construccion conceptual sobre la mera manipulacion
simbdlica.

En cuanto al tratamiento especifico del concepto de limite, la propuesta de Azcarate
atiende varios de los obstaculos fundamentales relacionados con su ensefianza, pero deja de
lado un aspecto crucial: la inoperancia entre su estatus operacional y su estructura como objeto

matematico. En otras palabras, la propuesta permite a los estudiantes trabajar con el limite en
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contextos numeéricos y funcionales, pero no llega a formalizar el concepto ni a presentar el limite
como un objeto matemaético en si mismo. Esto se debe a que la intencién de la autora es
introducir la nocién de funcién sin recurrir a una construccion rigurosa del limite, lo que implica
que no se establecen las bases tedricas necesarias para una comprension completa del concepto.
Ademas, la propuesta evita el uso del lenguaje formal propio del analisis matematico, lo que
puede limitar la transicién de los estudiantes hacia un tratamiento més abstracto del limite en
niveles avanzados de educacion matematica.

IV.Algunas Consideraciones

Desde la perspectiva matemaética, la propuesta para abordar la derivada en la escuela
descrita en el libro Funciones y Graficas (1999) aborda el concepto de derivada como una
herramienta para analizar el comportamiento local y global de las funciones. Su propuesta se
centra en la representacion grafica, el uso de la derivada para identificar tendencias de
crecimiento y decrecimiento, y la relacion entre la derivada y el cambio de una funcion.

Desde una mirada curricular se han detectado elementos importantes que se destacan en
la propuesta en sintonia con la construccion de pensamiento variacional y los procesos de
modelacion y resolucién de problemas. Primero vemos que se destacan en cuanto a la
modelacion de situaciones problemas aspectos relacionados con la variaciéon continua y la
variacion discreta, esto lo podemos observar en los tipos de problema que usa en las diferentes
secciones para construir modelos que sean familiares al estudiante.

Segundo, vemos como la comprension que se pretende otorgar sobre la variaciéon de una
funcioén contiene elementos clave del pensamiento variacional como lo es el cambio, las
variables y el cambio en las magnitudes con relacioén a otras. Un poco mas adelante, en los
aspectos locales vemos como la modelacion de situaciones es el eje central en la comprension de
la variacion de la funcioén, primero tenemos que para la variaciéon de una funciéon en un intervalo
se usa la tasa media de variacion por medio de graficas, tablas y se precisa la variacion como el

cambio promedio en la funcién en un determinado intervalo. Respecto de los principios de la
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modelacion, vemos que se parte de situaciones problema concretas como el cambio en la presion
atmosférica (Grafica 5.6, Anexo E) o el aumento del calor con relacién al aumento de la
temperatura en diferentes sustancias. Recordemos que, desde los lineamientos, el pensamiento
variacional se concibe de tal forma que fomenta la capacidad de modelar situaciones reales
mediante funciones matematicas, lo que permite a los estudiantes aplicar sus conocimientos en
contextos practicos.

A pesar del esfuerzo de la profesora Azcarate por presentar situaciones muy cercanas a
los estudiantes, los contextos empleados parecen responder mas a los contextos matematicos o
de las otras ciencias, no tanto asi contextos de la vida diaria cercanos a las experiencias
cotidianas de los estudiantes.

Una vez descrita la variacion de la funcion en un intervalo, se exhibe la fortaleza de
modelar la situacion mateméaticamente pues permite también identificar la variacion de la
funcién en un punto usando la tasa instantanea de variacion. Nuevamente aparecen aqui
situaciones que buscan acercar al estudiante con la resoluciéon de problemas fisicos como lo es la
velocidad media e instantanea (caso particular de tasas de variacion media e instantanea en
situaciones donde la funcion contiene las variables de espacio y tiempo).

Para el tratamiento geométrico del fendmeno se modela de nuevo la situacién mediante
graficas de funciones que pueden exhibir regularidades y se presenta el calculo de pendientes de
rectas secantes que cortan la curva en dos puntos. La concepcion previamente creada respecto
de la idea de limite se concatena con la aproximacion a la curva por medio de cuerdas secantes
que unen dos puntos cada vez mas y mas cercanos, aparece entonces la idea de la tangente como
la posicion limite de las secantes a la grafica en la cercania de un punto.

La situacion problema en el calculo de tasas de variacion instantaneas se convierte asi
en el problema de calcular la pendiente de las rectas secantes que se aproximan de mejor
manera a la curva en un punto (Grafica 5.23, Anexo E) cuando esta se interpreta como la

velocidad instantanea de la particula, esto articula elementos del pensamiento variacional en los
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que las formas de representacion cuantitativa de la variacion son principalmente la geométrica,
tabular, algebraica y la grafica.

Finalmente se consolida la interpretacion geométrica de la pendiente de la recta tangente
a la grafica en un punto como la derivada de la funcion en ese punto. La propuesta articula las
situaciones problema a través de la modelacion y el uso de contextos matematicos y de la vida
diaria para consolidar una de las interpretaciones de la derivada que se propende desde los
lineamientos curriculares, la derivada como pendiente de la recta tangente a la curva.

Respecto de los elementos didacticos, la propuesta busca eludir la introduccion formal
del concepto de limite priorizando asi el estudio de las funciones, este camino conduce
eventualmente a desarrollar buenas nociones sobre cambio, variacion, variables, correlacion
entre otras. Es justamente el enfoque funcional de la propuesta lo que permite que en ella
misma se consolide la derivada como un tipo de funcion especial que caracteriza la variacion en
todo punto de la grafica y no se limite a la consolidacién de métodos algebraicos para calcular

derivadas a partir de funciones conocidas.

3.3.2. La Variacion Y La Derivada por Crisélogo Dolores Flores

Para una mejor comprension del anélisis presentado a continuacion, véase el anexo F en
la pagina (191) donde se presentan las imagenes y tablas aqui referenciadas tomadas del libro la
variacion y la derivada segunda edicion del 2012.

I. Descripcion.

La segunda propuesta que se considera relevante para el estudio es la del profesor
Criso6logo Dolores Flores de la Universidad Auténoma de Guerrero quien ha centrado su
atencion en la formacion de profesores y la comprension que los estudiantes tienen de los
conceptos matemaéticos fundamentales. La propuesta aparece en su libro “la variaciéon y la
derivada” publicado en el afio 2012 por la editorial Ediciones Diaz de Santos. La intencion del

profesor con la publicacion de este libro es presentar al profesor y al estudiante una guia para
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ser utilizada en bachillerato sobre todo por estudiantes que tienen sus primeros contactos con el
calculo diferencial, aportando elementos didacticos que propicien una mejor comprension de las
ideas y conceptos del calculo especialmente aquellos estrechamente relacionados con la
derivada.

Inicialmente el libro se presenta en dos grandes capitulos, el primero titulado “las
variables y las funciones, elementos basicos para el estudio de la variaciéon” y el segundo titulado
“la variacién y la derivada”. A grandes rasgos podria decirse que el primer capitulo aborda la
definicion y conceptualizacion de los elementos fundamentales que hacen parte del estudio de la
variacion y el cambio en las funciones, es decir, crear las condiciones previas para el estudio del
cambio como por ejemplo la comprension de las variables y las funciones como herramientas
elementales en el estudio de la variacion en problemas matematicos y de la vida diaria; las
funciones representan las relaciones entre las variables que pueden ser analizadas y visualizadas
a través de formulas y graficas.

Centraremos por tanto nuestra atencion en el segundo capitulo que es donde
consideramos aparece una propuesta para el estudio de la derivada. Este capitulo se aborda a
través de doce secciones en donde se encuentra una caracterizacion del cambio, la notacion para
cuantificar esas mediciones, su comportamiento, asi como nociones relacionadas a la rapidez y
los cambios infinitamente pequefios; construyendo asi nociones que permiten interpretar la
derivada y descifrar reglas de uso, asi como sus aplicaciones.

Las secciones que aparecen en el segundo capitulo se muestran a continuacion, nuestra
intencion es proporcionar una pequeina muestra del libro para poder mostrar la propuesta que

consideramos dentro del mismo.

. La medicion del cambio.
o Una notacion operativa para cuantificar los cambios.
o ¢Como se comportan los cambios?

o Cambios relativos: La rapidez media de la variacion.
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. ¢Como cambia la rapidez (o la velocidad) media?

o Los cambios infinitamente pequenos y la velocidad instantanea.
o Interpretacion geométrica de la velocidad instantanea.

o Célculo de velocidades instantdneas por medios algebraicos.

o Calculo de diferencias infinitamente pequenas.

o Otras reglas y formulas para calcular diferenciales.

. Uso de las diferenciales.

. La funcion derivada.

o Problemas de méximos y minimos.

Si tomaramos el contenido del segundo capitulo o unidad del libro y tratdramos de
esbozar una propuesta coincidiriamos en que la propuesta abarca todo el contenido del libro, sin
embargo, es posible identificar unos aspectos primarios o fundamentales desde una mirada

metodologica. Asi, presentamos lo que a nuestro criterio son los aspectos fundamentales de la

propuesta:
o Medicién del cambio por medio de diferencias.
. Cambios relativos (rapidez media e instantanea).
o Razones de diferencias y diferenciales.
o Funcién derivada y aplicaciones.

El planteamiento y solucion de situaciones elementales de variacion ubican la variacion
como el eje rector del cual se desprenden ideas y conceptos que van dando forma a la propuesta
de trabajo, también es importante destacar como las diferencias (y mas tarde los diferenciales)
son elementos matematicos centrales en el estudio de la medicion del cambio. Un intento por
corresponder los apartados del capitulo con la propuesta que hemos identificado da lugar a la
siguiente clasificacion que permite resumir el documento revelando asi la naturaleza intuitiva de

esta forma de ver la derivada.
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. Medicion del cambio por medio de diferencias: La medicion del cambio, Una
notacion operativa para cuantificar los cambios, éComo se comportan los cambios?

o Cambios relativos: Cambios relativos: la rapidez media de la variacion, ¢Cémo
cambia la rapidez (o la velocidad) media?, Los cambios infinitamente pequefios y la velocidad
instantanea.

o Razones de diferencias y diferenciales: Interpretacion geométrica de la velocidad
instantanea, calculo de velocidades instantaneas por medios algebraicos, calculo de las
diferencias infinitamente pequenas, otras reglas y formulas para calcular diferenciales, uso de
las diferenciales.

o Funcion derivada y aplicaciones: La funciéon derivada, problemas de maximos y
minimos.

Una vez se ha descrito la razon del cambio entre las magnitudes, el profesor Dolores
busca extender esa nocién de rapidez a la velocidad de movimiento. Para esto se vale de dos
casos sencillos de movimiento de cuerpos, uno con un comportamiento rectilineo uniforme y
otro de un comportamiento uniformemente acelerado. En el estudio de los cambios de la
rapidez o lo que es lo mismo, la razén del cambio entre las magnitudes aplicadas a los problemas
de velocidad surge dos casos para la rapidez: uno en el que es constante y otro en el que presenta
cambios en los diferentes intervalos pareciendo que aumenta y disminuye. En este momento el
profesor Dolores involucra el estudio de la velocidad y no tanto el de la rapidez pues este tltimo
tiene el inconveniente de no poder interpretar los signos de la razéon del cambio en las
magnitudes con lo cual no se puede modelar el comportamiento del fenémeno real.

II. Analisis del Contenido Matematico.

A continuacion, se presenta el analisis del contenido matemaético siguiendo las categorias
descritas por la matriz de andlisis en la seccién 3.2. Para una mejor comprension, de las
secciones aqui evaluadas, véase Anexo F.

o Analisis de la seccion: Medicion del cambio por medio de diferencias
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Esta seccion esta compuesta por los apartados La medicién del cambio (pag. 65), Una
notacion operativa para cuantificar los cambios (pag. 77), ¢CoOmo se comportan los cambios?
(pag. 87). En la primera seccidn el autor presenta tres ejemplos para establecer las herramientas
de variacion de diferentes fenémenos, y para esto se busca establecer que, para saber como
cambia un fenémeno primero debemos conocer cuanto cambia, y para saber el cuanto cambia la
herramienta de medicién es la diferencia. Dolores establece todo el procedimiento de medir las
diferencias para cuantificar la variacion progresivamente y de forma detallada, desde hacer
procedimientos sencillos como restar, como se puede ver en la tabla 25 y la figura 29 (véase
anexos F) que corresponden a los ejemplos 1y 2.

En el caso del ejemplo 1, Dolores usa una representacion tabular para describir
los valores en relacion con la estatura y las edades de ciertos adolescentes. Mientras que en el
caso del ejemplo 2 presenta una situacion en prosa acompanada de una representacion en
grafico de barras. Estos ejercicios muestran un cambio constante entre afios (en el caso del
ejemplo 1) y entre los dias (en el caso del ejemplo 2). Esto permite definir una tasa de cambio
promedio que, en este caso, se calcula simplemente como la diferencia entre valores sucesivos
de estatura. Esta idea de cambio constante es 1til para introducir a los estudiantes al concepto
de tasa de variacion promedio y como se calcula mediante restas.

Ademés, el hecho de que el crecimiento de la estatura sea constante afio tras afio sugiere
una relacion lineal entre la edad y la estatura promedio en este rango de edades. Esto significa
que podriamos describir este crecimiento como una funcion lineal simple, lo cual introduce la
nocion de progresion aritmética. Aqui, la estatura sigue una secuencia con un incremento
constante, que se podria modelar mediante una ecuacién lineal si se deseara describir esta
relacion de manera algebraica.

Por otro lado, este ejercicio también es un punto de partida para el concepto de derivada
como tasa de cambio. Aunque en este caso la tasa de cambio es constante, el ejercicio permite a

los estudiantes familiarizarse con la idea de analizar como varia una cantidad a lo largo del
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tiempo. Esta idea es fundamental en el calculo diferencial, donde se generaliza para describir el
cambio en cualquier punto, incluso cuando no es constante.
Algo importante a anotar es que se muestra la notacion que se usara en adelante para

representar las diferencias como Sy — S; = AS esta notacion es la propuesta por Gottfried

Wilhelm Leibniz (1646-1716). En el ejemplo ntimero tres, nos enfrentamos a una situacion
clasica de los libros de texto para mostrar la cuantificaciéon del cambio: la caida libre.

Este ejemplo incluye las representaciones verbal, simbolica y grafica de la funcién
cuadratica que modela la caida libre de un cuerpo en la Luna (véase figura 30, anexo F). A
diferencia de los ejemplos anteriores, aqui se presenta una funciéon cuadrética, s(t) = 0,8t2, lo
que introduce el concepto de variaciéon no lineal. La descripcion inicial explica que s(t) =
0,8t? representa la distancia recorrida en metros por un cuerpo que cae libremente en la Luna,
con t como el tiempo en segundos. Este lenguaje verbal establece el contexto fisico del
fenémeno, ayudando a los estudiantes a entender el propoésito del modelo y su aplicaciéon en la
realidad, en este caso, como un objeto en caida libre incrementa su distancia de manera
acelerada en lugar de constante.

Por otro lado, la funcidn, s(t) = 0,8t2 aparece de manera explicita, proporcionando una
férmula que describe matematicamente la relacién entre el tiempo y la distancia recorrida. Este
modelo cuadratico implica que la tasa de cambio de la distancia respecto al tiempo no es
constante, lo que introduce a los estudiantes en la idea de que el cambio en la distancia depende
del tiempo de manera no lineal. Esta funcion cuadratica se asocia con la aceleracion, un
concepto fisico importante que se expresa aqui matematicamente. El grafico de la funcion
muestra como la distancia aumenta de forma creciente en funciéon del tiempo. La curvatura de la
grafica permite visualizar que el cambio en la distancia es cada vez mayor a medida que pasa el
tiempo, lo cual refuerza la idea de una tasa de cambio no constante. Esto contrasta con una
relacion lineal, donde la grafica seria una linea recta, y permite una interpretacion visual del

crecimiento cuadratico.
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Por dltimo, cabe resaltar que, a diferencia de los ejemplos anteriores con cambios
constantes, aqui se destaca que el calculo del cambio entre los segundos 0 y 1 no es totalmente
preciso si se observa solo la grafica. Esta diferencia se debe a la naturaleza cuadratica de la
funcion, que implica una tasa de cambio que aumenta con el tiempo. La pregunta sobre como
mejorar la precision del calculo introduce el concepto de la aproximacién de la tasa de cambio
instantanea, que eventualmente conduce al concepto de derivada. Este anélisis sugiere la
necesidad de métodos més precisos para calcular la velocidad en un instante, ya que aqui al
medir la variacion se encuentra una proporcion, lo que indica que la velocidad no sera la misma
en cualquier instante del dominio de la funcion.

Considerando que esta primera seccion est4 dividida en tres partes, tras haber analizado
y descrito la primera, se procede a analizar la segunda y tercer parte. En la segunda parte “Una
notacion operativa de los cambios” (pag. 77), el autor brinda la interpretacion geométrica de la
cuantificacion de los cambios de los cuales se hablaban en secciones anteriores. En la figura 36
(véase anexo F) se presenta dicha interpretacion haciendo alusién no solo a la funcién s(t) =
4,9t? sino también a las diferencias o cambios de As, obteniendo asi algunos elementos
fundamentales de la representacion simbolica de la derivada. Luego, en la tabla 33 (véase anexo
F), se presenta una generalizacion de esta interpretacion.

Analizar el comportamiento de los cambios implica, de manera inevitable, reflexionar
sobre las leyes que los rigen y los describen mateméaticamente. En este contexto, Dolores plantea
un enfoque progresivo para abordar esta cuestion, comenzando por medir los cambios en
pequenos intervalos. Este proceso inicial permite capturar la variacion en términos concretos y
observables, sentando las bases para un analisis mas profundo de los patrones subyacentes.

A partir de esta medicion inicial, se introduce la idea de cuantificar el cambio del cambio
(véase tabla 37, anexo F), un procedimiento que, de manera implicita, conduce al concepto de
derivada. Este enfoque no solo permite interpretar la variacion de manera mas precisa, sino que

también establece un puente hacia el calculo diferencial. Al final de esta seccion “Medicion del
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Cambio por medio de Deferencias”, Dolores propone sintetizar estas ideas utilizando una
representacion grafica y simbolica que ilustra como medir no solo el cambio inicial, sino
también la evolucion de este en el tiempo. Esto permite conectar de manera explicita la nocién
intuitiva de variacion con el concepto formal de derivada.

o Analisis de la secciéon: Cambios Relativos

Esta seccién esta compuesta de los apartados Cambios relativos: La rapidez media de la
variacion (pag. 97), ¢Como cambia la rapidez media? (pag. 107), Los cambios infinitamente
pequeiios y la velocidad instantanea (pag. 119).

Como ya se ha establecido en la seccién anterior, existen unos cambios que se pueden
expresar y representar matematicamente y se pueden medir y saber ciertas caracteristicas como
si es constante o no. También, que el cambio depende de otro cambio y en ese caso se puede
medir el cambio del cambio, entre otras ideas; entonces ahora se busca abarcar la idea de
rapidez como un cambio relativo para las funciones que dependen del tiempo.

En la primer seccion Cambios relativos: La rapidez media de la variacion, Dolores
presenta un ejemplo de caida libre. En este caso una comparacion entre la caida de un cuerpo en
la Tierra y la caida del mismo cuerpo en la Luna. Este ejemplo toma un fen6meno vinculado
principalmente a la fisica. Sin embargo, el uso de las herramientas matematicas para modelarlo,
para predecir los cambios, toma un papel principal. Aqui Dolores presenta la representaciéon de
la rapidez con la que ambos cuerpos se mueven (ver figura 44, anexo F) y se le pregunta al
estudiante ¢Cudl de ellos cae con mayor rapidez?

Para dar respuesta a la anterior cuestion, Dolores propone un anélisis a intervalos
del movimiento representado y para ese analisis se proponer poner los datos extraidos de la
grafica y de los tratamientos a nivel simbolico que se puedan realizar de las ecuaciones que
representan los movimientos, en una tabla. Primero en una tabla en donde los intervalos de
tiempo son de 1 segundo y luego en una tabla en donde los intervalos sean de medio segundo.

Con esto, se logra no solo determinar que cuerpo cae mas rapido, sino también determinar cuan
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rapido cae cada cuerpo al mismo tiempo que se establece una herramienta de comparacién que
permite predecir la rapidez de cada cuerpo en diferentes intervalos de tiempo. Cabe aclarar que,
aunque Dolores no lo hace explicito, a lo que se le da tratamiento es a la tasa promedio de
cambio, es decir se toman intervalos de tiempo cada vez mas pequenos, pero no tan pequenos
como para tener una tasa instantanea de cambio (Esto se hara mas adelante en las siguientes
secciones). Asi se establece por un lado que la rapidez es el cociente del cambio de distancia y el
cambio del tiempo y también se aclara sobre que, como la rapidez es la magnitud de la velocidad
entonces debe de ser una magnitud positiva.

Ahora bien, en la seccion ¢Cémo cambia la rapidez (o la velocidad) media? Se agregan
elementos a ese contexto previo. Por un lado, si la rapidez es 1a magnitud de la velocidad,
entonces la rapidez promedio también es la velocidad promedio, esto lo deja claro Dolores en el
mismo titulo de la seccion. Mas adelante, el autor dice explicitamente que la velocidad tiene
cualidades como direccion y sentido, de las cuales la rapidez carece. Esto abre un espacio para
pensar sobre otras caracteristicas de los cambios y es que se puede establecer unos cambios
constantes y unos cambios variables. Lo que hace que esta seccion se diferencie de la primera
seccion es que aqui Dolores representa por un lado tres tipos de funciones, una cuadratica, una
lineal y una constante y estas funciones son dependientes del tiempo por lo cual también puede
representar graficamente la rapidez de su cambio. Aqui est4 el punto interesante pues el cambio
de cada una de las funciones es diferente. La rapidez de la funcién cuadréatica se representa
como una lineal y la rapidez de la lineal como una constante, pero la rapidez de la constante no
se representa como una funcion. Es decir, al analizar cbmo cambia algo que ya esta creciendo
aceleradamente, obtenemos un comportamiento mas simple (lineal) porque estamos midiendo
un patréon uniforme en el cambio. Pero cuando se habla de una funcion constante, realmente no
hay cambio. Con esto se puede observar el acercamiento y explicacion que da Dolores a lo que en
términos de la derivada es que es una funcion que es necesariamente de una “dimensi6on menor”

a la funcion original. Sin embargo, en el analisis grafico que se puede hacer sobre la rapidez de
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un cuerpo cuyo movimiento esta determinado por una funcion cuadratica como en la figura 51
(véase anexo F) se puede observar que hay tres casos para la rapidez de ese cuerpo. El primero
cuando se observa la rapidez en el intervalo [0,2), el segundo caso justamente en el punto 2 y el
tercer caso en el intervalo de (2 a 3.5]. Para introducir la idea de velocidad instantanea, Dolores
se centra en el segundo caso, que, a diferencia de los otros dos, medir la rapidez implicaria
pararse no en un intervalo sino en un punto en particular en el cual, haciendo alusion a las
nociones fisicas, no hay rapidez pues el cuerpo alcanza su altura o distancia maxima. Aqui se
pasa al desarrollo del apartado Los cambios infinitamente pequenos y la velocidad instantanea
(pag. 119)

Si se quiere medir la velocidad del cuerpo en el punto X usando la formula establecida
para la velocidad o rapidez promedio, se encontrara con una indeterminaciéon, como se muestra
a continuacion:

_20(1)—5(1)? 15-15
- 1-1 0

— 0 I
=5=d

Dolores aclara que esta indeterminacion se da porque no es lo mismo medir la
indeterminacion en un intervalo que en un punto, y para medir la velocidad en ese punto
propone el acercamiento a intervalos infinitamente pequefios cuyo calculo se representa en la
tabla 54 (véase anexo F)

Con este ejemplo sobre la velocidad instantanea se da el primer acercamiento a la idea de
limite. En un principio como la herramienta que acerca al calculo de una velocidad en un punto
por medio de aproximaciones numéricas, para llegar a determinar que la velocidad instantanea
es el limite del cociente de diferencias cuando delta t se acerca a 0 (ver ecuacibén 16, anexo F)

. Analisis de la secciéon: Razones de Diferencias y Diferenciales

Esta seccion esta compuesta por los apartados: Interpretacion geométrica de la velocidad

instantanea (pag. 131), Célculo de velocidades instantdneas por medio algebraicos (pag. 141),
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Calculo de diferencias infinitamente pequenas (pag. 147), Otras reglas y formulas para calcular
diferencias (pag. 159), Uso de los diferenciales (pag. 171).

En el apartado Interpretacion geométrica de la velocidad instantanea aparece por
primera vez el termino tangente. El autor construye la nocién de la tangente a una curva
partiendo de la aproximacion numérica y la idea de velocidad instantanea, en este apartado, él
construye la interpretacion geométrica de la derivada. Para esto, Dolores propone algunas
figuras (figura 61y 62, anexo F) en donde se muestran los catetos del triangulo formado por los
puntos P y Q que corresponden a As y At, es decir, al cambio en la distancia y el cambio en el
tiempo. A medida que el intervalo entre P y Q se hace infinitesimalmente pequefio, el tridngulo
formado se convierte en lo que el autor denomina un triangulo infinitesimal. Esto significa que
los catetos pueden hacerse tan pequenos como se quiera.

En este contexto, cuando los puntos P y Q se acercan, la curva empieza a parecerse cada
vez mas a una recta, lo que implica que, en ese limite, el comportamiento de la curva localmente
es lineal. Este fenomeno es lo que se llama tangente a la curva en el punto P, ya que la recta
resultante, que se extiende desde el punto de tangencia, es la aproximacion lineal del
comportamiento de la curva en ese punto.

En este punto, Dolores propone un cambio de notacion, es decir, (la velocidad media
denotada por v se designa ahora con la letra m ya que esta se asocia a la pendiente de la recta
secante), asi, la funcion s(t) = f(x), que representa la posicion de la particula ahora puede ser
una funcidén f(x) genérica y los incrementos ahora pueden ser descritos en términos de x, y tal
como se sigue a continuacion: As = Ay, At= Ax con lo cual se obtendria lo representado en las

ecuaciones Xy Z.

__As _ Ay

Umedia = E = Msecante = E (9)
_ qi As _ . Ay

Umedia = AI%QOE = Mtangente = AI%I_I)IOE (10)
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Aqui hay que recordar que Dolores, en el capitulo 1 del libro ya habia abordado el estudio
de la funcidn en la seccion La funcion: una relacion especial entre variables (pag. 35) por lo que
no es raro asociar el concepto de velocidad con el de pendiente de la recta de una forma directa.

Por tultimo, en esta seccion, Dolores aclara la relacion entre la velocidad media con la
pendiente de la recta secante y la velocidad instantanea con la tangente a la funcion en ese
punto.

En el apartado siguiente, Cdlculo de velocidades instantaneas por medio algebraicos
(pag. 141), Dolores solo se encarga del tratamiento simbolico de las expresiones que conciernen
al limite para el célculo de algunas velocidades instantaneas de ejemplos o ejercicios nombrados
en secciones anteriores. En el apartado Cdlculo de diferencias infinitamente pequenas (pag.
147), es donde aparece por primera vez de forma introductoria el concepto de derivada en
términos mismos. Es decir, Dolores da de forma explicativa que hallar la velocidad instantanea
es hallar la derivada de la funcién y que la funcién que puede determinar todos los cambios de
velocidades en distintos puntos es la funcién derivada (pag. 147). Luego de esta declaracion, en
este apartado y en el siguiente: Otras reglas y fébrmulas para calcular diferencias (pag. 159), el
autor propone el estudio de reglas basicas para el calculo de esas derivadas. En este punto es
posible determinar cémo, desde un punto de vista curricular, el proceso que se ha privilegiado es
el de la formulacién, comparacion y ejercitaciéon de procedimientos.

o Analisis de la secciéon: La funcion Derivada Aplicaciones

Esta seccion esta compuesta por los apartados: La funcion derivada (pag. 189), y
Problemas de maximos y minimos (pag. 203). Dado que en los apartados anteriores el autor ha
definido la funcion derivada y las reglas de uso, en este apartado se propone estudiar las
propiedades de esta funcién a partir de un ejemplo ya presentado y la exploraciéon de algunos
problemas de variacion. Para este propoésito, se propone la comparacion en una misma grafica
de la funcion de desplazamiento, su derivada y el valor absoluto de la derivada (Ver figura 81,

anexo F) para afirmar que la representacion grafica de estas funciones estan relacionadas pues
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al observar una se da cuenta de la otras. Como en el ejemplo propuesto, en el intervalo en que la
funcion de desplazamiento crece, la funcion derivada es positiva (para valores menores a 2).
Seguido de esto, se anotan estos cambios en la una tabla para poder concluir estableciendo
algunos patrones de regularidad en la funcién derivada que, como se mencion6 en la seccion 2.2
andlisis de contenido, se conoce como el criterio de la primera derivada.

Finalmente, en el apartado Problemas de maximos y minimos (pag. 203) el autor se
encarga de establecer unas estrategias de resolucién a problemas de maximos y minimos tales
como la altura maxima a la que sube un proyectil disparado hacian arriba, las dimensiones del
rectangulo de area maxima que se puede construir con un perimetro de 10 metros y el
rectangulo de 4rea minima que se obtiene al variar una recta que pasa por un punto y que se
interseca con el eje X y con el eje Y. Es importante resaltar como en esta seccién podemos ver
que los procesos de Formulacidn, tratamiento y resolucién de problemas, asi como el de
Formulacion, comparacion y ejercitacion de procedimientos toman un papel clave en la
consolidacion de los saberes previamente construidos en secciones anteriores. La consolidacion
de la derivada como una funcion, que permite obtener caracterizaciones sobre la variacion de la
funcién original en todo punto de su dominio, solo toma sentido en las estructuras cognitivas del
estudiante cuando este se enfrenta a problemas y situaciones matematicas que son susceptibles
de resolver o analizar mediante la funcién derivada tales como problemas de optimizacion.

II1I. Analisis desde la Perspectiva Didactica

La propuesta del profesor Cris6logo Dolores es, a nivel internacional, un referente
didactico importante no solo para profesores e investigadores de la didactica de las matematicas
sino también para los estudiantes. La construccion que se hace del concepto derivada, a lo largo
de todo el libro, esta estrechamente relacionada a la construccién de nociones claves del
pensamiento variacional y covariacional. Es posible identificar como desde los primeros
apartados se hace un esfuerzo considerable por superar algunos de los obstaculos

epistemologicos mas representativos del concepto, y es que, al edificar la propuesta sobre las
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situaciones elementales de variacion, es posible presentar un tratamiento desde las relaciones
mas basicas entre las variables y las relaciones mas complejas como lo son las funciones.

Este punto de partida es clave pues en los apartados medicion del cambio por medio de
diferencias, y cambios relativos es posible exhibir el comportamiento de este tipo de relaciones
especiales (funciones) como un estatus operacional entre las variables y como un objeto
matematico constitutivo en si mismo con unas caracteristicas fundamentales.

Ademés, estudiar las situaciones de cambio desde este enfoque variacional permite
también identificar el dominio numérico correspondiente a cada tipo de problemas; en los
apartados los cambios infinitamente pequenos y la velocidad instantanea se intenta dar una
correspondencia entre las representaciones tabulares y las representaciones graficas.

Ahora bien, es claro que en la primera parte del libro el profesor Crisélogo realiza una
introduccion a los elementos fundamentales que entran en juego en la construcciéon del concepto
derivada y que, por tanto, es posible afirmar que se han tomado en consideracion los objetos
primarios que constituyen la puerta de entrada a los obstaculos epistemologicos ligados a la
funcién, el dominio numérico, etc.

Respecto del concepto de limite también se hace una aproximacion didactica que busca
disipar las posibles dudas que los estudiantes pueden construir en la manipulacién de los
intervalos en los que se mide la variacion de los fenémenos. Un ejemplo claro de esto lo vemos
en el apartado los cambios infinitamente pequenios y la velocidad instantanea (pag. 121)
cuando se le presenta al estudiante una posible indeterminacion al calcular la velocidad
instantanea de un objeto usando la formula del calculo de velocidad media. Esto supone, por
supuesto, que los cambios no ocurren con saltos, sino que ocurren de manera continua y que por
tanto se debe hacer un analisis de la situacion con intervalos de tiempo muy pequefios,
introduciendo asi la nocion de limite sin llegar a caer en los obstaculos ligados al mismo debido

a la complejidad de su definicion formal.
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Finalmente, y en consideracién del tltimo de los obstaculos epistemologicos aportados
por Artigue (1995), en los apartados calculo de velocidades instantdneas por medios
algebraicos, otras reglas y féormulas para calcular diferenciales, y uso de los diferenciales la
propuesta pone en juego el uso de las diferenciales a partir de un acuerdo en cuanto a la toma de
su significado, es decir, de manera explicita indica que el uso que se hace de estos objetos
depende inequivocamente del significado que se le ha otorgado. Es comiin en esta etapa de
construccion de la derivada, la relativa a sus notaciones, que los estudiantes reemplacen y usen
los diferenciales como si fueran cantidades finitas que pueden ser restadas, multiplicadas,
divididas y elevadas a cierta potencia; pero aqui la propuesta es clara respecto del cuidado que
se debe tener en términos no solo epistemologicos sino también pragmaéticos en el manejo de
estas cantidades.

IV. Algunas consideraciones

La propuesta de Dolores “la variacion y la derivada” centra su atencion en las situaciones
variacionales elementales y, a través de ejemplos conocidos por el estudiante como el caso de la
caida libre de los cuerpos, busca crear condiciones para que la comprension de la derivada
abarque interpretaciones numéricas y geométricas con la nocion de variacion como directriz. Es
importante destacar que los cambios que ocurren en la naturaleza tienen comportamientos
distintos, hay situaciones donde el cambio es constante, situaciones donde el cambio exhibe
regularidades y situaciones donde el cambio es demasiado cao6tico. La propuesta centra su
atencion por tanto en las situaciones de cambios sencillos que permitan acercar al estudiante al
concepto derivada con nociones intuitivas de variacion y covariacion.

Desde una mirada curricular, se hace evidente el interés del profesor Dolores por articular
elementos del pensamiento variacional y covariacional junto con caracteristicas propias del
concepto derivada; mientras que las situaciones de covariacion se refieren a aquellas situaciones
en que dos variables relacionadas cambian simultaneamente, las situaciones de variacion

contempladas por los lineamientos son aquellas situaciones en las que una variable cambia en
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funcion de otra. No hay que perder de vista la intencion de ambos enfoques, sin embargo, ellos no
son excluyentes entre si pues ambos permiten abordar situaciones de cambio a la vez que
desarrollan nociones importantes del pensamiento mateméatico como la variaciéon, la
dependencia, la medicion, crecimiento, decrecimiento, las tasas de cambio entre otras.

El estudio de la funcién que modela la situacion elemental de variaciéon es también un eje
central de la propuesta, pues el mismo autor justifica que las variables siempre estan relacionadas
de una u otra forma, y la relacion mas especial en el estudio de la variacion es justamente la
funcion.

En un primer momento de la propuesta, la medicion del cambio por medio de diferencias,
vemos como se introduce la idea de diferencia como herramienta propia de las matematicas que
permite medir o cuantificar el cambio que se produce en un fenémeno entre dos momentos. Esta
idea de medir el cambio usando la diferencia de un estado final y un estado inicial se corresponde,
en gran medida, con las caracteristicas del pensamiento variacional que encontramos en el
curriculo de nuestro pais puesto que, segtin las directrices institucionales, la variacion se refiere a
los cambios que ocurren en una o mas variables a lo largo del tiempo y que ademas se distingue
en ella dos formas elementales de modelar situaciones: variacion continua y variaciéon discreta.

A medida que avanzamos en los apartados de la propuesta, vemos como mas elementos
del pensamiento variacional aparecen en la medida en que las situaciones de variacion se exploran
cada vez con mas rigor matematico, haciendo asi necesario el uso de herramientas cada vez mas
sofisticadas para la cuantificacién del cambio en intervalos reducidos de tiempo como lo es la
razén de cambio entre variables, las rectas secantes y tangentes y el uso de los diferenciales (en el
caso de las situaciones donde el tiempo es la variable independiente).

Es interesante ademaés resaltar el uso de tablas y graficos en los ejercicios para
caracterizar los cambios que se presentan en las variables a lo largo del tiempo, esto tiene una
correspondencia efectiva con la estructura de los lineamientos en la medida en que se estipula

que el desarrollo del pensamiento matematico es un proceso continuo que articula los diferentes
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tipos de pensamiento matematico como el numérico, geométrico y variacional asi como los
distintos medios de representacion de situaciones del mundo real.

Otro de los elementos fundamentales y diferenciales que podemos encontrar en la
propuesta de Dolores es la coordinacion entre elementos del pensamiento variacional y los
procesos generales de la actividad matematica. La propuesta en reiteradas ocasiones le exige al
estudiante no solo comprender conceptos claves del pensamiento variacional sino usarlos en
fenémenos fisicos con el fin de modelar matematicamente las situaciones, razonar, plantear y
resolver el problema, y finalmente comunicar aquellas ideas matematicas que logro objetivar.

Respecto de las formas de representacion, encontramos también un paso o evoluciéon en
las formas de representacion de la variacion en la propuesta; la técnica de Dolores es emplear
tablas y graficos para hacer mas evidente qué es lo que esta cambiando en el fen6meno y como
esta cambiando, luego mediante una serie de tratamientos netamente matematicos, las formas
de representacion evolucionan hacia la representacion algebraica, esto es coherente desde un
punto de vista del desarrollo del pensamiento variacional pues las estructuras algebraicas
requieren una maduracion mayor por parte del estudiante sobre los procesos de variacion.

Por ultimo, pero no menos importante, destacamos el uso que la propuesta hace de la
caida libre de un cuerpo como situacién problema que permite, en todo momento, analizar los
cambios y la dependencia de las variables de forma intuitiva. Este fenémeno de la fisica es
susceptible de matematizar de tal forma que la funcién posicién y la funcion velocidad estan en
todo momento conectadas logica y matematicamente, permitiendo que el estudiante interprete

la relacion entre funcion y derivada casi que de forma inmediata.
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3.3.3. Una Propuesta Didactica Para La Enseitanza De La Derivada En El Ultimo

Grado De Educacién Secundaria por Carlos Eduardo Pineda Ruiz

Las imagenes referenciadas en el analisis de la propuesta del profesor Carlos Pineda se
han agregado en la descripcién de la misma, sin embargo, para acceder a la tesis completa
refiérase al repositorio de la Universidad Nacional de Colombia.

I. Descripcion de la propuesta.

La tercera propuesta que presentamos a continuacion hace parte de una tesis de maestria
para optar al titulo de Magister en Ensefianza de las Ciencias Exactas y Naturales presentada por
Carlos Eduardo Pineda Ruiz bajo la direccion de la doctora Clara Helena Sanchez Botero de la
Universidad Nacional de Colombia sede Bogota. El interés por esta propuesta surge no solo por
su contenido disciplinar y didactico sino también por su contenido curricular al ser una propuesta
de origen nacional pues, aunque no se examina explicitamente el curriculo de matematicas en
ella, es posible suponer que el profesor, que ha elaborado la propuesta, ha recibido una formacién
en curriculo y por tanto sus experiencias, asi como la concepcidon que tiene sobre las matematicas
estan permeadas por la organizacion curricular colombiana. La propuesta esta dirigida no solo a
los estudiantes para que puedan asimilar mejor el concepto de derivada sino también a los
profesores que imparten la asignatura de calculo o quieren impartir calculo en los altimos grados
de la educacién secundaria pues esta permite un mejor panorama acerca de los conceptos
fundamentales que se ponen en juego al momento de introducir la nocién de derivada.

Para entender mejor la propuesta vamos a situarnos en el problema de investigacion de
esta tesis de maestria pues esta ruta nos revela la naturaleza metodologica de la propuesta, asi
como sus alcances y reflexiones. El profesor Carlos Pineda parte de un reconocimiento de
algunas dificultades que los estudiantes del colegio en donde ejerce su labor docente presentan,
sobre todo en el tltimo ciclo o bimestre del grado once cuando se enfrentan al calculo

diferencial. Estas dificultades tienen su origen en diversos factores, pero hay uno diferencial que
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constituye el punto de partida para esta propuesta didactica: la falta de reconocimiento o
manejo en los prerrequisitos conceptuales tales como conceptos de variable, funcion, razén de
cambio y limite de una funcion.

Asi pues, la tesis nos presenta primero una aproximacion histérica para la construcciéon
del concepto derivada retomando el método de Fermat para hallar maximos y minimos, el
método de las tangentes de Fermat, el método de Descartes para hallar la normal a una curva, el
método de Newton para encontrar la cuadratura de una curva, el método de las fluxiones de
Newton, las diferenciales de Leibniz, los infinitesimales de Cauchy y el comienzo del rigor en el
célculo.

En el segundo apartado se nos presenta unas reflexiones didacticas sobre los conceptos
necesarios o prerrequisitos que debe tener un estudiante para abordar la derivada, son
justamente estos prerrequisitos los que constituyen la base teérica y metodolégica de la
propuesta los cuales comprenden: La razon de cambio, La velocidad media, Pendiente de una
recta, La razon de cambio entre dos puntos de una curva, Rectas secantes y tangentes de una
funciéon en un punto dado, Velocidad instantanea.

En el tercer apartado se nos presentan los aspectos disciplinares que corresponde a la
definicion de derivada de una funcion, asi como sus propiedades y la regla de la cadena.

Finalmente, en el apartado cuarto encontramos la propuesta didactica que, como hemos
mencionado anteriormente, sitGan su base teérica y metodolégica en las discusiones didacticas
que se han establecido en torno a los prerrequisitos conceptuales del concepto de derivada. La
propuesta entonces aparece como tal en el cuarto apartado mediante una serie de siete temas en
los que se han planteado dos actividades para cada uno y que parten de situaciones concretas
que le faciliten al estudiante la asimilacién del concepto derivada. Los siete temas que
componen la propuesta se presentan a continuacion:

o Identificacion de variables dependientes e independientes.

o Funciones y sus graficas.
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. Funcion lineal y afin.

o Razones de cambio promedio.

o Velocidad promedio e instantanea.

o Derivada de una funcion.

o Recta tangente a una funcién en un punto dado usando GeoGebra.

Se presentara a continuacién una breve descripciéon que el mismo autor proporciona
acerca de cada uno de los items que componen la propuesta, adicionalmente se presentara solo
una o las dos actividades seglin sea necesario para caracterizar la intencionalidad de las
preguntas y la informaciéon suministrada, posteriormente se efectua un analisis matematico-
curricular y didactico.

La estructura general de los diferentes apartados (exceptuando recta tangente a una
funcion en un punto dado) contempla unos objetivos, una definicion inicial acerca del elemento
central presente en las diferentes actividades, luego aparece la contextualizacion del problema y
presentacion de la informacion. Por Gltimo, encontramos las preguntas que generalmente van
desde preguntas concisas hacia preguntas donde se requiere una sustentacion por parte del
estudiante.

o Identificaciéon de variables dependientes e independientes.

En esta actividad se busca que el estudiante identifique variables dependientes e

independientes en una expresion y analice correctamente los datos presentes en una grafica

dada.



Figura 7

Actividad 1 Identificacion de variables dependientes e independientes.

Actividad 1

La empresa de energia eléctrica cobra a los consumidores una tarifa de $10 por kilovatio hora para
los primeros 50 kilovatios y $3 adicionales por kilovatio para consumos superiores a los 50 por
kilovatios hora. La gréfica de cobro se muestra a continuacidn

, o //
5

i e
C ic 20 L 40 &0 & [ -9 o 100 1L 120

Tareas y preguntas

De acuerdo a la informacién suministrada conteste las siguientes preguntas:

¢,Cudles son las variables gue intervienen en el problema?

o

Indique cual es la variable independiente y la variable dependiente que

intervienen en &l problema.
¢,Cuanto debe cancelar un usuario que consume 30 kwh??

¢ Guanto debe cancelar un usuario que consume 50 kwh??
¢ Cuanto debe cancelar un usuario que consume 70 kwh??
4 Cuanto debe cancelar un usuario que consume 250 kwh??

N e e W

Encuentre una ecuacion que le permita a la empresa de energia eléctrica

relacionar el consumo en kilovatios con el costo.

08



Figura 8

Actividad 2 Identificacion de variables dependientes e independientes.

Actividad 2

Durante dieciocho semanas un ecologista realiza un estudio sobre el nimero de peces

en un lago y los resultados obtenidos se muestran en la siguiente grafica:

4700 | Cantidad de peozs
T20H0

TR

Observe cuidadosamente la grafica y responda las siguientes preguntas:

1. ¢Cudles son las variables del problema? Identifique la variable dependiente y la
variable independiente que intervienen en el problema.

¢+ Cuantos peces aproximadamente habia en el lago al inicio del estudio?

¢+, Cuantos peces aproximadamente habia en el lago en la tercera semana?

¢+, Cual fue la semana donde se present6 el mayor crecimiento de peces?

¢+, Cual fue el comportamiento del nimero de peces a partir de la semana 47

S

Haga una conjetura de lo que esta ocurriendo en el lago a partir de la semana 4.

o Funciones y sus graficas.

En esta actividad se busca que el alumno reconozca el concepto de funcién y halle

algunos dominios de funciones a través de la interpretacion grafica de ella

99



Figura 9

Actividad 1 Funciones y

Actividad 1

sus grdficas.

La gréfica muestra la funcion desplazamiento de un vehiculo con en funcién del tiempo.

140

120

100

80

[Distancia en km
(8]
E F
B [¥
] TlemgganHumsi
i i 2z 3 4 5 & 71 8 8 i 11 12 13

Observe cuidadosamente la grafica y responda las siguientes preguntas:

—y

aoe N

¢ Cuanto tiempo duré el viaje del vehiculo?

¢, Cual fue la distancia recorrida por el vehiculo durante la primera hora?

¢, Cual fue la distancia recorrida por el vehiculo durante las primeras cinco horas?
¢, Cual fue la distancia total recorrida por el vehiculo?

¢ Cuantos km por hora marca el velocimetro del vehiculo en la hora 8? Explique

sSu respuesta.

100
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Figura 10

Actividad 2 Funciones y sus graficas.

Actividad 2

La posicion de un objeto que se lanza hacia arriba con una velocidad inicial v, esta dada
por la funciéon y = vt — t gtz donde g = 10 m/s? es la aceleracion de la gravedad y t
Z

es el tiempo. Si un abjeto-se lanza hacia arriba con una velocidad inicial v, = 9,8 m/s, su
funcion posicion sera y = 9,8t — btz

Construya la grafica de espacio contra tiempo de la funciony = 9,8 t — 5tz,
¢ Cual es la altura maxima que alcanza el cuerpo?

¢ Cuanto tiempo tarda el cuerpo en alcanzar la altura maxima?

LN

Observe la grafica que construy6 y determine para qué valores de t la altura del
objeto es nula.

5. Usando la funcién de espacio contra tiempo y = 9, 8 t — b5tz hallar la altura del
cuerpo para los siguientes tiempos: t=0,2, t=0,6,t=1t=1,4, t=1,8 ¥
t=2.
¢Qué le ocurre al objeto cuando el tiempo es t = 17
De acuerdo con la grafica que construyo, halle el domino de la funcion.

De acuerdo con la grafica que construyo, halle el rango de la funcion.

. Funcioén lineal y afin.
Utilizando un problema comiin sobre el precio de venta de un articulo se quiere que el
estudiante construya una tabla de valores donde relacionen las variables dadas y que pueda

representar la informacion en un grafico.



Figura 11
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Actividad 1 Funcién lineal y afin.

Figura 12

Actividad 1

Un empresa vende cada uno se los articulos que produce en $1500.

De acuerdo a la informacién suministrada conteste las siguientes preguntas:

1.

Complete la siguiente tabla de valores

Articulos 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Vendidos

Ingreso

¢ Cual es el ingreso total por la venta de 45 articulos? ;Y por la venta de150
articulos?

Usando los datos de la tabla anterior construya una grafica que relacione las
variables que intervienen en el problema.

Encuentre una funcién que relacione el nimero de articulos vendidos con el
ingreso que recibe la empresa.

¢ Queé tipo de funcién describe la grafica?

Halle la constante de proporcionalidad de la funcién.

Actividad 2 Funcioén lineal y afin.

Actividad 2

Un fabricante determina que el costo total de producir cierto tipo de articulos es de

$15.000 mas $200 por cada uno de los articulos que produzca. Usando la informacién

dada responda las siguientes preguntas.

Complete la siguiente tabla de valores

Articulos 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Ingreso

& Cual es el costo total por la fabricacién de 35 articulos? Y por 150 articulos?
Construya una grafica que relacione las variables que intervienen en el
problema.

Encuentre una funcion que relacione el nimero de articulos producidos con el
costo. ;Qué tipo de funcidén es?

Halle el valor de la pendiente m de la funcién.

Halle la ordenada al origen b de la funcién.
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. Razé6n de cambio.
Empleando un ejemplo sobre la temperatura de una persona y sobre la propagacion de
una enfermedad se busca que el estudiante calcule variaciones promedio y analice los

resultados.

Figura 13
Actividad 1 Razones de cambio.

Actividad 1

Suponga que en cierta regién surge una enfermedad contagiosa en la cual se presentan
iniciaimente 100 personas enfermas. Los casos se registran semanalmente y los

resultados se muestran en la siguiente tabla:

SemfhE| 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Cos | 100 | 244 | 356 | 436 | 484 | 500 | 461 | 392 | 266 | 160 80 40

Usando la informacién dada responda las siguientes preguntas.

1. ¢En promedio cuantos enfermos se presentaron en las primeras seis semanas?
2. Construya una tabla en la cual se relacione el cambio de enfermos

semanalmente.

Semhi 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Cl&os

Nuevos

2. ¢En promedio cuantos enfermos nuevos se presentaron en las primeras cinco
semanas? Compare su respuesta con la obtenida en la pregunta nimero 1.

3. Usando la informacién de la tabla anterior realice un gréfico en el cual se
relacionen las variables del problema.
¢ Qué indica una diferencia positiva en el cambio del niimero de enfermos?
¢Qué indica una diferencia negativa en el cambio del nimero de enfermos?
¢En cual semana el nimero de enfermos es mas cercano a cero?



Figura 14

Actividad 2 Razén de cambio.

Actividad 2

Se hace seguimiento a la temperatura de una persona enfre las 15 y las 23 horas, los

datos son registrados en la siguiente tabla:

Horas 15

16

17

18

19

20 21

22

23

Temp. 37

375

38

385

39

40 40

38

37

Usando la informacion dada responda las siguientes preguntas.

BN

una hora.

m

Complete la siguiente tabla utilizando los resultados del punto 3 y el punto 5.

£ Cual es el cambio de temperatura entre las 16 y las19 horas?.
& Cual es el cambio de temperatura entre las 20 horas y las 23 horas?.

Realice un grafico de la temperatura en funcién del tiempo.

Realice el grafico de las razones de cambio obtenidas en el punto 4.

Calcule las razones de cambio entre las 15 y las 23 horas para intervalos de

Temperatura

Grafica

Razon de cambio

Sube

Sube

Positiva

Queda igual

Baja

7. Explique los resultados obtenidos en el punto anterior.

o Velocidad promedio e instantanea.

104

A través de un ejemplo de caida libre de un cuerpo, se busca que el estudiante relacione

las velocidades promedio con pendientes de rectas y pueda intuir que la pendiente de la recta

secante se aproxima a la pendiente de la recta tangente en un punto dado y que esta es la

velocidad instantanea en dicho punto.
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Figura 15

Actividad 1 Velocidad promedio e instantanea.

Actividad 1

En un experimento de caida libre se deja caer un objeto. La siguiente figura representa

la distancia recorrida por el objeto en funcién del tiempo entre 0 y 3 segundos.

1. Calcule la velocidad promedio entre los siguientes pares de puntos:

| Punto Velocidad
Al1.5 10}y Bi(2.5, 28)
A5, 100y B2(2.4, 26)
A5, 100y Ba(2, 18)
ARSIy Ba(1.8,15)
A(1-5,10) v Bs(1.57, 11}
ATTS, 107y Be(1.507,

2. ;A medida que t se aproxima a 1.5 a qué valor se aproxima la velocidad
promedio?
3. Dibuje las rectas secantes a la grafica en los puntos A y B en cada una de las

graficas dadas a continuacion.

)
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Figura 16

Continuacién actividad 1 Velocidad promedio e instantanea.

3.8

#a

£

&

£0

ALLE

0 0.5 . 1.5 2 5 ] 35

4. i A qué conclusion puede llegar observando las rectas secantes dibujadas en el

punto anterior y la respuesta obtenida en el punto 2?
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Figura 17
Actividad 2 Velocidad promedio e instantanea.

Actividad 2

Si dejamos caer un objeto desde un edificio de 125 mts. de altura la posicién del objeto

en cualquier momento estara dada por la expresion: f(t) = 125 f% 1012 = 125 - 5¢2,

1. Utilizando papel milimetrado realice un grafico de la funcion.

2. Complete la informacién pedida en la siguiente tabla:

t f(®) @) - f©) 3-t tron =T 1O
2
2,5
2,9
2,99
2,999
2,9999

De acuerdo con la informacién hallada en la tabla anterior a medida que t se

aproxima a 3, ¢a qué valor se aproxima f(t)?

4. De acuerdo con la informacién hallada en la tabla anterior a medida que t se
_ f@-f0) 5

aproxima a 3, ¢a qué valor se aproxima la velocidad promedio v, o

5. ¢A qué conclusién puede llegar?

. Derivada de una funcion.

En esta actividad se busca inducir el concepto de derivada a través de los incrementos en
las variables tiempo y desplazamiento; ademas se pretende que el estudiante encuentre las

primeras derivadas de funciones elementales. Es de aclarar que en esta parte de las actividades

el concepto de limite se manejara de manera intuitiva.
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Figura 18
Actividad 1 Derivada de una funcion.

Actividad 1

La posiciéon de un cuerpo esta dada por la funcién h(t) = 16t>.

1. Utilizando la funcidn h(t) = 16t?, calcule la posicion del cuerpo después de
t=1,t=2,t= 3segundos.
2. Halle la velocidad promedio entret =15y t = 2,5.

3. Complete la informacién de la siguiente tabla utilizando la funcién h(t) = 16t2.

At =1t;—t; Ah = h(t;) — h(t,)

1.5+1.00 2.5 1.5 1 100 36 64 64
1.5+0.4
1.5+0.2

1.5+0.01

1.5+0.001
1.5+0.0001

4. ,A medida que t se aproxima a 1.5 a qué valor se aproxima la velocidad

promedio del cuerpo?
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Figura 19

Actividad 2 Derivada de una funcion.

Actividad 2

1. Obsenve cuidadosamente los datos suministrados en la primera fila de la

siguiente tabla y complétela.

fi{=) flxx+h) flzc + h] — =) flxc + ) — f[x) i flx + h]) —fx] Derivada’
h b h £
16x% | 16[x+h): | 160x+h): — 16x2 18[x=h): — 16w [ IS(E+BF—IG iIx
h a1 h
SH'I
4z
—2x
x.i
2}{!

2. Utilizando la informacion encontrada en el punto anterior compare la respuesta
del punto 4 de la actividad anterior con limu. 2 de la funcién h(t) = 16t* en
1.5. i A qué conclusion puede llegar?

3. Con los resultados hallados en la tabla anterior halle una expresion general
para la derivada de funciones de la forma f{x] = gz

4. Evalué f{x) en cada una de las funciones encontradas en la tabla para x =0,

x=1x=2x=3.
5. Complete la informacion de la siguiente tabla utilizando las funciones dadas

h(zx) hix+h)] hix+h] — h(x) | hix+hl—h lim hix+h) — ulx) | Derivada
h Ar-ab h la(t)
Bx 80x+h) glk+h]—8x | 8lx+h]—8x Iim3L~.-+hJ—8x ]
h s osl} h
ex+ 2
2x
3
%
2
T
— x—1
2
Bx+ 4
3
Bx—_
2

6. Con los resultados hallados en la tabla anterior halle una expresion general
para hallar la derivada de funciones de la forma f{x) = ax + b cona ¥ b

nimeros reales.
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o Recta tangente a una funcion en un punto dado usando GeoGebra.

En esta actividad se pretende que el estudiante a través del uso de un programa
computacional como GeoGebra, construya el concepto de derivada de una funcion a través de
rectas secantes que se aproximan a la recta tangente en un punto dado.

Figura 20

Actividad 1 y 2 Recta tangente a una funcioén en un punto dado usando GeoGebra.

Actividad 1

1. Dada la funcion f(x) = x* + x + 1 de R en R, tome dos puntos Ay B sobre la
grafica de la funcion y observe la variacion de la recta secante cuando el punto
B se acerca cada vez mas al punto A. Los pasos para desarrollar esta actividad

se encuentran en el Anexo A.

Actividad 2

2. Utilizando los pasos descritos en el Anexo A construya la funcién
f(x)=x*-4x*+x+5, de R en R, tome dos puntos A y B sobre la grafica
funcion y observe la variacion de la recta secante cuando el punto B se acerca
cada vez mas al punto A.

3. ¢De acuerdo a los resultados de las actividades 1 y 2, qué ocurre cuando el
punto B se aproxima al punto A?

4. ;Como son las pendientes de la recta secante y la recta tangente cuando el

punto A coincide con el punto B?
II. Analisis del Contenido Matematico
Se presenta, a continuacion, el analisis del contenido matemaético siguiendo las
categorias descritas en la matriz de analisis de la seccion 3.2
Analisis de la seccion: Identificacion de variables dependientes e independientes
En esta seccion se presentan dos actividades en donde se aborda la idea de
variable dependiente e independiente en dos contextos diferentes. Encontramos por tanto un
intento implicito de desarrollar pensamiento variacional en tanto que un estudio funcional bien
fundamentado permite la cohesion entre las situaciones de variacion presentes en las funciones
y la derivada como herramienta que caracteriza dichas variaciones. El estudio de la variacion

aqui parte de situaciones elementales de variacién como se ha encontrado en otras propuestas,



111

es a partir del estudio de estas situaciones de variacion que se hace un reconocimiento de las
variables dependientes e independientes que estan involucradas en el problema.

Para abordar esta idea cada actividad presenta una situacion en donde se presenta la
representacion grafica de una funciéon y seguidamente unas preguntas y consignas que permitan
destacar los elementos matematicos con los que se puede relacionar dicha situaciéon. Como se
puede ver en la figura A, la Actividad 1 se centra en una funcién lineal por tramos y una tasa de
cambio constante, enfocandose en el analisis de costos en funcién del consumo.

La actividad invita a los estudiantes a interpretar las pendientes en cada tramo de la
funcion, ya que la pendiente representa la tasa de cambio del costo respecto al consumo de
kilovatios-hora. En el primer tramo (hasta 50 kWh), la pendiente es mayor, reflejando el costo
de $10 por kWh. En el segundo tramo, la pendiente es menor, representando el cargo adicional
de $3 por kWh. Este cambio en la pendiente permite trabajar con el concepto de variacion y
analizar como se representa graficamente.

La Gltima pregunta de la actividad pide que se encuentre una ecuacién que relacione el
consumo con el costo. Esto implica que los estudiantes deben formular una funcién que describa
adecuadamente el comportamiento observado en la grafica, fomentando asi la capacidad de
modelar situaciones reales mediante funciones matematicas, que, a su vez, permite a los
estudiantes aplicar sus conocimientos en contextos practicos. Segin los lineamientos (MEN,
1998), cuando se valida el modelo (en este caso la funciéon) pueden ocurrir discrepancias que
conducen a una modificacion del modelo con lo cual la comunicacién es un proceso central en
esta actividad pues requiere que el estudiante justifique su construccion de la funcién.

Por otro lado, la Actividad 2 utiliza una funciéon de crecimiento logistico, con una tasa de
cambio decreciente y un comportamiento asintdtico, permitiendo analizar patrones de
crecimiento poblacional y la estabilizacion en un limite (Ver figura B). Esta situacion
corresponde a una situacion de variacion continua y las formas de representacion empleadas

son graficas.
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Al observar la gréfica, los estudiantes pueden deducir que la tasa de crecimiento de la
poblacion de peces es mayor en las primeras semanas (aproximadamente entre la semana 2 y la
semana 4) y que después de la semana 4, la tasa de crecimiento se reduce considerablemente.
Esto les permite entender el concepto de cambio en la tasa o razéon de cambio de la tasa de
crecimiento de la poblaciéon, ademas de que podrian conjeturar cual es la relacion entre el valor
numérico de la tasa de cambio y la forma “aplanada o menos pronunciada” de la grafica de la
funcion.

La actividad sugiere que los estudiantes hagan una conjetura sobre el comportamiento
de la poblacion de peces a partir de la semana 4. A partir de la grafica, se puede observar que el
crecimiento de la poblacion tiende a estabilizarse en un valor constante cercano a los 10,000
peces. Esto introduce a los estudiantes al concepto de comportamiento asinto6tico y les permite
ver cdmo una poblacion puede acercarse a un limite maximo debido a factores ambientales.

En general, las actividades 1y 2 abordan los conceptos de funcion, variable dependiente
e independiente, tasa de cambio, representacion grafica, comportamiento asintético y limites.
Los procesos mas presentes en estas actividades son la modelacion, el razonamiento y la
comunicacion pues ellas exigen que el estudiante no solo establezca relaciones entre las
variables y proceda con un pensamiento ldgico sobre las cantidades que cambian, sino que
también exigen que se movilice la funcién como modelo matematico que permite identificar
propiedades de correlacion positiva y negativa entre variables.

Analisis de la seccion: Funciones y sus Graficas

Con el proposito de abordar el concepto de funcion desde su representacion simbolica y
grafica, el autor propone la definicion de dominio y rango de una funcioén, ademas de un ejemplo
donde se parte de un problema de 4rea de terreno para llegar a determinar el drea en términos
de x, de forma simbodlica. Y, finalmente dos actividades.

La actividad 1, presentada en la figura W propone el analisis de una grafica que

representa el desplazamiento de un vehiculo en funcion del tiempo en donde se debe realizar un
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analisis del comportamiento a lo largo del trayecto. Por un lado, responder a la pregunta
¢Cuénto tiempo duro el viaje del vehiculo? implica analizar cuanto tiempo ha transcurrido, es
decir, interpretar el eje t de la grafica, mientras que para saber cuanta distancia se ha recorrido
no solo basta con fijarse en el altimo tramo de la grafica, sino que hay que hacer un calculo sobre
las distancias recorridas en consideracion con el eje d. Como ya hemos visto anteriormente, esta
situacién de variacién implica reconocer las variables del problema ademaés de establecer la
dependencia entre ellas, siempre usando la funcion como modelo matematico que permite
traducir situaciones del mundo real al dominio de las matemaéticas. Por otro lado, para
responder a ¢Cuéntos km por hora marca el velocimetro en la hora 8? es necesario entender
que, en el contexto de una grafica de distancia versus tiempo, la pendiente de la grafica en
cualquier punto nos proporciona la velocidad del vehiculo en ese momento. Matematicamente,
la pendiente de la grafica es el cociente de las diferencias Ay/Ax, dado que en t=8 la grafica es
horizontal entonces Ay =0 por lo que la pendiente y en consecuencia la velocidad del vehiculo en
ese momento es 0. Esto representa el primer acercamiento al concepto de pendiente y velocidad
instantanea que hay en la propuesta ademas de marcar la relacion entre valor numérico de la
pendiente y su posicion en la grafica.

La actividad 2, se centra en el analisis del movimiento de un objeto lanzado hacia arriba
bajo la influencia de la gravedad. Se parte de la funcién cuadratica y=9.8t-5t2y=9.8t-5t2, que
representa la posicion del objeto en funcién del tiempo, y se busca abordar conceptos
relacionados con el cambio, el comportamiento de la altura maxima y los intervalos de tiempo
en los que el objeto se encuentra en movimiento.

En la primera parte de la actividad, se pide al estudiante que construya la grafica de la
funcion, estableciendo una representacién visual del movimiento del objeto lo que moviliza
nuevamente procesos de razonamiento, modelaciéon y comunicaciéon. Este enfoque permite
observar como la altura varia con el tiempo, destacando que la altura en funcién del tiempo

sigue un patron parabdlico, donde la altura inicialmente aumenta hasta alcanzar un maximo y
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luego disminuye. Este analisis grafico introduce de manera implicita las nociones de
crecimiento, decrecimiento y maximos locales, fundamentales para la comprension del
comportamiento de funciones cuadraticas y la medicion de la pendiente a la curva en
situaciones de variacion.

En la siguiente pregunta, se solicita calcular la altura en tiempos especificos, como t =
0.2,0.6,1,1.4,1.8 y 2.2, para observar como varia la posicion del objeto en intervalos cortos. Este
gjercicio introduce de manera implicita la nocion de tasa de cambio promedio al analizar como
la altura varia entre diferentes puntos temporales. Aunque no se menciona explicitamente, este
tipo de andlisis prepara el terreno para la transicion hacia la derivada como herramienta
matematica para estudiar cambios instantaneos y proporciona métodos geométrico-analiticos
para su obtencion.

Por ultimo, se incluye una pregunta critica que invita al estudiante a reflexionar sobre el
comportamiento del objeto cuando el tiempo t>1. Permitiendo reconocer que el modelo
matematico requiere de validaciones y ajustes, es por esto que en las preguntas 7y 8 preguntan
por el dominio y rango de la funcion, porque la funcién permite describir matematicamente el
fenémeno fisico hasta donde este tiene sentido.

Analisis de la seccion: Funcién Lineal y Afin

En esta seccion, el autor inicia presentando las definiciones de funcion lineal y funcion
afin, posteriormente presenta dos actividades bajo el contexto de ingresos y ventas de una
fabrica. En la actividad nimero uno se aborda el concepto de funcién lineal y su aplicacion a una
situacion concreta: el ingreso de una empresa en funcion de la cantidad de articulos vendidos.
La actividad inicia solicitando al estudiante que complete una tabla de valores donde se
relaciona el nimero de articulos vendidos con el ingreso correspondiente. Esto permite articular
algunos de los procesos matematicos como la formulacién, tratamiento y resolucion de

problemas y el razonamiento junto con las distintas representaciones de las situaciones de
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variacion. Al asignar un precio fijo de $1500 por articulo, se introduce una dependencia directa
entre las dos variables, lo que constituye un ejemplo tipico de proporcionalidad directa.

En el primer apartado, el llenado de la tabla permite identificar de manera explicita que
el ingreso es proporcional al nimero de articulos vendidos, ya que cada incremento de un
articulo genera un aumento constante de $1500 en el ingreso. Esto refuerza la idea de que el
modelo que describe la relacién es lineal. En comparacion con la actividad 2 de la secciéon
anterior, donde se trabajaba con una funcién cuadréatica, aqui el comportamiento es mucho mas
sencillo, ya que el cambio entre los valores es uniforme y por tanto su variacion es constante.

A continuacion, se plantea encontrar una funciéon que modele matematicamente la
relacion entre el nimero de articulos vendidos y el ingreso. El estudiante puede deducir que la
funcién tiene la forma =1500x, donde x es el nimero de articulos vendidos. Esta actividad
introduce de manera implicita el concepto de pendiente como la tasa de cambio constante entre
las variables, que en este caso corresponde al precio por articulo. Comparando nuevamente con
la actividad anterior, aqui la pendiente es constante y positiva, mientras que en la funcién
cuadratica la pendiente variaba dependiendo del intervalo analizado.

En las preguntas finales, se explora el tipo de funciéon que describe la grafica,
identificAindola como una funcién lineal, y se reflexiona sobre la proporcionalidad directa entre
las variables. Este andlisis consolida el aprendizaje de las caracteristicas de las funciones lineales
y su aplicacion en contextos reales. En contraste con la actividad previa, donde se exploraban
cambios variables y conceptos iniciales de derivada, esta actividad se mantiene en un nivel mas
béasico, proporcionando un puente hacia el analisis de funciones lineales y su representacion
grafica.

Analisis de la seccién: Razon de Cambio

En esta seccidn, se introduce la definicion de razén de cambio como el cociente de las

diferencias Ay/Ax, este es un paso necesario para consolidar la nocion de derivada tanto en

contextos numéricos como geométricos. En la Actividad 1, se propone el analisis de datos
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relacionados con la cantidad de personas que se contagian semanalmente de una enfermedad.
La primera consigna solicita el calculo del promedio de contagios a lo largo de todo el periodo
registrado. La segunda consigna consiste en la construccion de una tabla que registre las
diferencias en el total de contagios semana a semana. A partir de la semana 5, los contagios
comienzan a disminuir progresivamente, lo que motiva las consignas 4 y 5, que tienen como
objetivo explicitar este comportamiento, sefialando que existen cambios negativos y positivos.

Hasta este punto, se ha establecido un proceso sistematico de medicion del cambio:
primero, mediante el calculo de una medida de cambio en intervalos consecutivos, y luego
mediante el analisis del cambio en intervalos més grandes, al comparar los promedios de los
contagios en las primeras semanas con el promedio del resto del periodo. La consigna 3, sin
embargo, tiene un caracter diferente, pues solicita la construcciéon de una grafica basada en los
datos de la tabla. Este requerimiento implica, en términos de Duval (2006), un proceso de
conversion: el estudiante debe pasar de un registro simbolico y tabular a un registro grafico, es
decir, le pide al estudiante construir un grafico en el cual se relacionen las variables del
problema. Es interesante ver en este punto como el estudiante naturalmente usara la grafica de
una funcion en un plano cuyos ejes se corresponderan con las variables involucradas sin que se
le pida explicitamente hacerlo; el estudiante tendra que determinar qué variable depende de la
otra y como se hace evidente el cambio. La funcién nuevamente aqui es el vehiculo de
modelacion de la situacion y aparece una funcion especial que mide justamente el cambio en las
cantidades de casos nuevos con el cambio en el nimero de semanas

Para llevar a cabo esta tarea, el estudiante podria definir los puntos de la grafica a partir
de los datos tabulados y luego unir estos puntos, o bien, podria hallar la funciéon que describe el
comportamiento de los datos, lo que proporcionaria mayor precision en la construccion, pero
implicaria un proceso mas complejo.

Por otro lado, en la Actividad 2, se sugiere el analisis de los valores representados en una

tabla de temperatura en funcion del tiempo. Una de las consignas consiste en construir la grafica
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de la funcién, mientras que otra consiste en determinar los cambios en intervalos de una hora y
construir la grafica que representa la razén de cambio en esos intervalos. Este es un
acercamiento a la comparacion entre dos graficas: la de la funcion y la de su razén de cambio. A
través de esta comparacion, el estudiante puede observar la relacion entre los puntos de la
funcion y los puntos que indican "cémo cambia la funcion". Ademas, se solicita que esta
comparacion quede registrada en otra tabla, y que se realice una interpretacion de los resultados
obtenidos, configurando asi la relacién entre el valor numérico de la tasa o razén de cambio de
la situacidén y el crecimiento o decrecimiento en la grafica correspondiente.

Estas actividades abordan varios aspectos clave del concepto de razéon de cambio, aunque
algunos otros no se hacen explicitos. En primer lugar, no se aborda el comportamiento de la
razon de cambio en el caso de funciones lineales, ni cuando esta no es lineal. Por otro lado, se
trabaja explicitamente con la dependencia: es decir, la razéon de cambio depende de como la
funcidon modela la relacion entre las variables. Si la funcién crece, la razén de cambio es positiva,
y si la funcion decrece, la razon de cambio es negativa. Asimismo, se resalta que este concepto es
tratado dentro del contexto de la vida real, con aplicaciones matematicas que permiten modelar
situaciones del entorno cotidiano.

Analisis de la seccién: Velocidad promedio y velocidad instantanea

En esta seccion, el autor presenta la definicion de velocidad promedio a partir de una
funciéon de dominio real que mide la distancia cubierta por un objeto en movimiento en funcion
del tiempo. Asi, la velocidad promedio sera la diferente de distancias barridas en dos instantes
de tiempo sobre el intervalo de tiempo. Esta definicion estad acompanada de un ejemplo
ilustrativo que explica como utilizar esta definicion en un contexto practico.

La primera actividad describe una situacién de caida libre, representada graficamente
como se observa en la figura T. Aqui, se busca calcular la velocidad promedio entre intervalos de
tiempo cada vez mas pequenos, acercandose progresivamente a un punto especifico A. Este

proceso se realiza con el objetivo de observar como cambia la velocidad promedio a medida que
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el intervalo de tiempo se reduce, lo que intuitivamente llevara al estudiante hacia la
consolidacion de la nocion de velocidad instantanea.

Una de las consignas clave de esta actividad es la siguiente: ¢A medida que ¢ se aproxima
a 1,5 a qué valor se aproxima la velocidad promedio? A medida que los intervalos de tiempo se
hacen mas pequefios, los estudiantes comienzan a ver como la velocidad promedio se aproxima
a un valor especifico, lo que proporciona una introduccion intuitiva al concepto de velocidad
instantanea y sobre todo un método para calcularla. Este proceso de reduccion de los intervalos
es fundamental para comprender cémo la velocidad promedio se convierte en la velocidad
instantanea a medida que el intervalo tiende a cero, es una progresion en el pensamiento del
estudiante que configura levemente la nocion de limite. Este concepto introduce la nocion de
derivada como el valor limite de la razéon de cambio cuando el intervalo se reduce
infinitesimalmente.

En la consigna 3, se solicita la construccion de las rectas secantes a la funciéon de
distancia en los puntos determinados en la consigna anterior. Esto permite a los estudiantes
visualizar el cambio en la pendiente de la secante a medida que se van acercando al punto A, lo
que refuerza la idea de que la pendiente de la secante es una aproximacion a la pendiente de la
tangente en ese punto, que corresponde a la velocidad instantanea. La visualizacion geométrica
de la velocidad se modela por medio de la funcién como vimos anteriormente, pero aparece otro
objeto con el potencial de modelar una propiedad especifica de la situacion y es la cuerda
secante a la curva.

En la actividad 2, se hace atin mas evidente el paso entre velocidad promedio e
instantanea a pesar de que se usa el mismo tipo de problema fisico para relacionar las variables,
el de caida libre. Concretamente en las consignas 4 y 5 se hace evidente la intencion de enfrentar
al estudiante a una situacién de variacion infinitesimal movilizando no solo la correlacién entre
las variables sino también la idea intuitiva de limite.

Analisis de la seccion: Derivada de una Funcion
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En esta seccion el autor presenta la definicion de derivada de una funcién como el limite

cuando h tiende a cero.

de la funcién M

En la actividad 1, cumplir con la primera consigna implica fomentar en el estudiante la
formulacion, comparacion y ejercitacion de procedimientos dado que se debe evaluar los
diferentes valores de t en la funcién y asi determinar la posicion del cuerpo en esos valores. En la
consigna, aunque también se propone un proceso de tratamiento en la funcion, este va mas alla
de evaluar ciertos valores de la funcién puesto que como ya se estableci6 en la seccion 4 y 5,
hallar la velocidad promedio es determinar la razén de cambio de la funcién entre ciertos
valores. En la consigna 3, hay que hacer este proceso de tratamiento reiteradamente para llenar
la tabla pero se resalta que los valores de la primer columna son valores que intentan aproximar
la raz6én de cambio para valores cada vez méas proximos a 1.5, del mismo modo en que se habia
realizado en la seccién 5 pero en este caso se hace mediante una tabla en donde se dejan
explicitos los pasos para llegar a la razén de cambio o velocidad promedio en tendencia a una
velocidad instantanea ya que los valores se aproximan a un punto en particular.

En la actividad 2 se pretende la generalizacién del proceso de hallar la razéon de cambio
que se hizo en la actividad 1, y para esto llenar una tabla en donde las columnas dejan explicito
los célculos a realizar hasta llegar a la derivada de algunas funciones cuadraticas y cubicas. Y
luego se pretende la generalizacion de la derivada de una funcién de la forma ax™.

Se considera que estas actividades se dejan explicitos algunos elementos claves del
concepto de funcion derivada sin embargo no se presentan todos los elementos con los que se
puede asociar esta funcién. Por un lado, en las actividades no aborda la aplicacién de la
definicion de derivada en diferentes contextos. Por otro lado, la asociacion del concepto de
derivada y su representacion grafica como la recta tangente a la funciéon en cuestiéon no se hizo
explicito, si bien se presentaron elementos como la recta secante a la curva en la seccion 4, estos

no evolucionaron para poder ser determinantes en el concepto de tangente a la curva.
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Analisis de la seccion: Recta tangente a una funcién en un punto dado
usando GeoGebra.

En esta seccion, la propuesta plantea un escenario de geometria dinamica a través del
software GeoGebra en el que el estudiante podréa realizar construcciones graficas de funciones a
partir de sus representaciones algebraicas. Esta herramienta permite no solo un paso casi
inmediato entre registros de representacion sino también la exploracion geométrica de las
situaciones de variacion. Las consignas tienen la intencionalidad de que el estudiante reconozca
la tasa o raz6n de cambio promedio de la funcién para intervalos inicialmente grandes y,
progresivamente, por medio del acercamiento de los puntos que subtienden las cuerdas secantes
a la grafica, caracterizar la tasa instantanea de variacion.

Si bien las preguntas son acordes a las potencialidades del escenario de geometria
dindmica, es posible que los estudiantes encuentren dificultades en la interpretacion o relaciéon
entre el valor numérico de la razon de cambio y la pendiente de la cuerda secante o tangente que
pase por ese punto. Esto debido a que no se ha concretado la derivada como una funcion en si
misma que da cuenta de la variacion de la funcion inicial en todo punto.

III. Analisis didactico.

Desde una mirada didactica se pretende aqui poner en juego qué elementos se han usado
para evitar las dificultades asociadas a la ensefianza de la derivada o los obstaculos asociados a
los elementos que ella pone en juego. Es posible evidenciar por palabras propias del autor que la
propuesta se centra en los prerrequisitos conceptuales que se manejan previamente a la
introduccion del concepto de derivada, es asi como podemos partir de la propuesta que frente a
esos objetos se hace para lograr una construccién ordenada de la nocién de derivada.

Los elementos que aparecen entonces y que son objeto de investigaciones didacticas
relacionadas a sus dificultades son la funcion y la nocion de limite. Por un lado, referente a las
funciones y los obstaculos que ellas suscitan, es posible que los estudiantes caigan en obstaculos

relacionados a la concepcion de la funcion limitada al reconocimiento de prototipos comunes, es
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decir, que se limiten a reconocer ejemplos de funciones sin comprender la funciéon como un
objeto matematico complejo con caracteristicas bien definidas; esto debido a que la estructura
general de los apartados de la propuesta presenta una definiciéon y un ejemplo sin llegar a
realizar un tratamiento exhaustivo de los elementos diferenciales de cada uno de los objetos
matematicos invocados. Un elemento que podria reforzar esta idea es el uso recurrente de
situaciones de velocidad de moviles y caida libre en donde el estudiante puede no hacer un uso
adecuado de las funciones que modelan las situaciones de variaciéon. Las tres primeras partes de
la propuesta se limitan a ofrecer una definicion, dar un ejemplo y presentar un problema que
relaciona el objeto mateméatico nombrado sin ofrecer un bosquejo completo e integral del mismo
que le permita al estudiante apropiarse de los contenidos.

Pareciera entonces que el tiempo destinado y la intensidad sugerida no es suficiente para
“superar” esa falta de apropiacion de los prerrequisitos conceptuales que se quiere tratar en la
propuesta. No se hace tampoco una reflexion adecuada en tanto al caracter operacional y al
caracter conceptual central de las funciones y la flexibilidad que tal concepto exige para modelar
las situaciones matematicamente. Quiza en la ultima parte de la propuesta se le presta atencion
a la dificultad asociada a la articulacion de los registros simbolicos a través del uso de GeoGebra
como herramienta que facilita la transicion entre representaciones algebraicas y graficas, pero
no deja de ser un esfuerzo que se queda corto a la luz de este anélisis pues no se alcanza a
concretar la nocion de derivada como una funcién en si misma con propiedades y ejes rectores
fundamentados en la variacion que permiten percibir los cambios de la funcién original en todo
punto de su dominio.

Por otro lado, referente al segundo objeto matematico central que surge en la
introduccidén de la derivada en esta propuesta, el de limite; se menciona que la intencién es
trabajar con ideas intuitivas del limite pero no se menciona explicitamente cual es la idea que el
autor tiene por “intuitivo” dentro del concepto de limite; se entiende que el autor parte de unas

reflexiones didacticas y que toma a la profesora Azcarate (previamente mencionada en otra
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propuesta de este trabajo) para abordar la idea de limite pero no menciona especificamente qué
del limite esta tomando y como lo est4 abordando.

Esta falta de informacion deja incluso mas dudas acerca de si las actividades planteadas
abordan obstaculos epistemologicos del limite que no aparecen de manera explicita en Azcarate
como por ejemplo la concepcion que sugiere el sentido comtn de la palabra “limite” la cual
evoca una barrera intraspasable y no alcanzable o los obstaculos ligados a su tratamiento como
un proceso algebraico finito. No es tampoco claro si las actividades planteadas logran el objetivo
de acercar al estudiante a la formalizacién de la idea de limite y por tanto de derivada.

IV. Algunas consideraciones

Para tener una vision clara acerca de la afinidad o intencionalidad curricular en la
propuesta del profesor Carlos Pineda es necesario recordar que dicha propuesta parte de una
consideracion acerca de las dificultades que presentan los estudiantes de grado once al
enfrentarse al cilculo: la falta de reconocimiento o manejo de los prerrequisitos conceptuales
que involucran la derivada. Esto nos sugiere que, si bien la propuesta intenta dar manejo al
objeto derivada, su atencion se centra en aquellos elementos de ante sala que permiten un
reconocimiento preliminar de sus caracteristicas.

Uno de los elementos mas importantes en la construccion de la propuesta son las
situaciones problema que involucra. Si bien no se sabe explicitamente si las situaciones tomadas
buscan al igual que en la propuesta del profesor Dolores explorar situaciones elementales de
variacion, es posible ver la potencialidad de dichas situaciones desde el inicio en el primer
apartado sobre la “identificacion de variables” en donde es posible ver un escenario de variaciéon
en el que se exige que el estudiante reconozca qué cantidades estdn cambiando, cudnto cambian
en un determinado tiempo y qué conjeturas puede hacer acerca del comportamiento de la
situacidn en el futuro.

También es posible identificar elementos importantes de la modelacién como proceso en

tanto que hace uso de las funciones para modelar situaciones de forma precisa mediante
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representaciones cuantitativas. Es evidente por tanto una correlaciéon con elementos del
pensamiento variacional durante toda la propuesta en las formas de representacion tabular,
grafica y algebraica de las funciones para representar situaciones de cambio y prediccion de
patrones en los fenémenos de cambio. El cambio en el sistema de representaciones parece ser
consistente con la teoria de Duval.

Otro de los elementos importantes acerca de la modelacion presentes en las actividades
de la propuesta tiene que ver con las situaciones problema de las cuales toma partida. Estas
situaciones problema segtn los lineamientos deben ser simplificadas, idealizadas, estructuradas,
sujetas a condiciones y suposiciones que deben precisarse; en ultimas son los requisitos para la
construccion de un modelo que recoja la naturaleza de la situaciéon y permita realizar
modificaciones sobre las predicciones de este.

En cuanto a la fenomenologia abordada es posible identificar situaciones fisicas como lo
es la caida libre, la grafica de desplazamiento de un vehiculo y la posicion de una particula; y
otros fendmenos como la velocidad de propagacion de una enfermedad, el cambio de
temperatura corporal o la poblacion de peces en un lago lo cual nos remite a los contextos de las
otras ciencias contemplados en los lineamientos. Los contextos diarios se pueden identificar
como aquellos en los que se estudia la venta de un articulo y los matematicos estan presentes de
manera implicita en todas las propuestas de ejercicios.

Una de las falencias encontradas en la articulacion de los elementos curriculares de la
propuesta es quiza la falta de escenarios donde se le permita y exija al estudiante realizar
validaciones y ajustes a los modelos geométricos construidos a partir de los cambios a las
expresiones algebraicas que se le asocian, no es sino hasta el tltimo apartado donde por medio
de GeoGebra sera posible que el estudiante reconozca esa naturaleza dindmica de los fenémenos
de variacion pero solo se hara para representar pendientes de rectas tangentes a un punto, no

para la validacion de la construccion de la expresion algebraica que representa la funcion.
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La coordinacion entre los diferentes tipos de pensamiento matematico se hace de manera
explicita por ejemplo en los apartados de “velocidad promedio e instantanea” y “derivada de una
funcion” respectivamente al plantear problemas en los que el estudiante debe hacer cambios
entre registros para comprender la variacion del fenébmeno y encontrar un modo de realizar los
calculos. Asi mismo, es posible encontrar preguntas que fomentan los procesos de comunicaciéon
y razonamiento pues se le pide al estudiante que argumente sus elecciones y las comunique.
Finalmente, respecto de la interpretacion geométrica de la derivada, la herramienta
computacional GeoGebra busca modelar graficamente una funcion con el objetivo de exhibir
regularidades en la representacion grafica y caracterizar la direcciéon y magnitud de los cambios
a través de la pendiente de la recta secante que pasa por los puntos A y B empleando nociones
intuitivas de limite sin llegar a formalizar directamente la interpretacion geométrica de la

derivada ni la construccion de la “funciéon derivada”.

3.3.4. Una Aproximacion a la Derivada desde la Variacion y el Cambio por John

Jairo Gomez M. y Cesar Augusto Martinez G.

Las imagenes referenciadas, en el analisis de esta propuesta, aparecen en la
descripcion de esta, sin embargo, para acceder al trabajo de grado completo refiérase al
repositorio de la Universidad Pedagbgica Nacional de Colombia.

I. Descripcion de la propuesta

La cuarta propuesta que se ha seleccionado fue desarrollada por los estudiantes John Jairo
Gomez Morales y Cesar Augusto Martinez Gomez de la Universidad Pedagogica Nacional sede
Bogot4 y fue presentada como requisito para optar al titulo de “Especialista en Educacién
Matematica” bajo la direccion de la Dra Maria Nubia Soler Alvarez en el afio 2015.

La propuesta titulada “Una aproximacion a la derivada desde la variacién y el cambio” es
una adaptacion del instrumento didactico realizado por las investigadoras Silvia Vrancken y

Adriana Engler (2014) titulado “Una introduccion a la Derivada desde la Variacion y el Cambio:
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resultados de una investigacion con estudiantes de primer afio de la universidad”. La adaptacion
consiste en un redisefio de actividades con el propdsito de llevarla al aula con estudiantes del
grado once de la Institucion Educativa Rural Departamental Chimbe del municipio de Alban.

Asi pues, la fundamentacidn tedrica de esta adaptacién es la misma fundamentacion
teorica del trabajo original de Silvia Vrancken y Adriana Engler, con lo cual, basta revisar la
sustentacion teorica de este tltimo para situarnos en el entorno conceptual de las actividades.

La base tedrica que fundamenta esta propuesta se remite entonces al Pensamiento y
Lenguaje Variacional que estudia los fenémenos de ensenanza, aprendizaje y comunicaciéon de
saberes matematicos propios de la variacion y el cambio en el sistema educativo y en el medio
social que da cabida. (Cantoral, 2003, citado en Gomez Morales y Martines Gomez 2015). Es asi
como podemos dar cuenta que la propuesta tiene su fundamentacion en el estudio de los
fenémenos de variacion modelados matematicamente mediante las diferencias; la incorporacion
de elementos variacionales y el otorgamiento de significado a los distintos elementos
relacionados a la variacion en estudio favoreceran la construccién de la derivada.

La propuesta utiliza la incorporacién de elementos variacionales propios de los
fenomenos de variacion y favorece el desarrollo de unos de los procesos cognitivos mas
importante en el desarrollo de pensamiento matemaético como lo es el proceso de la
visualizacion. A continuacion, presentamos entonces el cuerpo de la propuesta que lo conforma
una secuencia didactica llamada secuencia diddactica final. Esta secuencia es la version final de
una secuencia diddctica piloto y comprende una serie de cuatro actividades disefiadas para
trabajarse en dos secciones de clase; un esquema general implicito en las actividades y que
puede considerar un hilo conductor de la propuesta seria el siguiente: Apartado primero sobre la
medicién del cambio; apartado segundo sobre las diferencias y la velocidad promedio; apartado
tercero sobre el cociente de diferencias pequenas y la velocidad instantanea; apartado cuarto

sobre la velocidad instantanea y la posicion limite de las cuerdas secantes.



A continuacion, se presentan las figuras con las actividades y las consignas que
componen la secuencia encontrada en la propuesta.

Figura 21

Actividad 1 y sus consignas. Propuesta 4.

Actividad 1. La siguiente grafica representa el movimiento de un automovil que
parte del colegio de Chimbe y se dirige a la ciudad de Bogota:

dikm)

&0

&0

Describe el movimiento del automovil en los diferentes momentos

e

AEn que trayecto es mas rapido el automavil? ; Por que?

AEn qué trayecto es mas lento el automadvil? s Por qué?

¢ Como determinas que tan rapido o lento va el automavil?

Ubica los siguientes puntos en la grafica : (Facatativa, Pantanillo, Bogota,)

- ooa 0

¢ Qué sucede con el automovil en los puntos sefialados?

¢ Es posible que el movimiento del auto sea representado por una recta vertical?

= @

Observando la grafica, ;qué se puede mencionar sobre el concepto de pendiente?
¢Jtodas son iguales?

i. ¢Existe una sola velocidad en todo el recorrido?

J. ¢Que puedes mencionar sobre la velocidad promedio del automovil?
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Figura 22

Actividad 2 y sus consignas. Propuesta 4.

Actividad 2. La siguiente gréafica representa el movimiento de un movil

s(m)

;
L]
.
4
3
‘ t(sg)
DD os 1 15 2 25 3 26 4 45 ©5 55 o o5 7 75 8
Completa la siguiente tabla a partir de grafica anterior
As
¢ t At —
0 1 As Y
0 2
1 6
2 5
5 6
0 4

. Qué observan en la tabla y gué se puede decir acerca del movimiento del automovil?

b. ¢Qué significan y que informacién brindan At y As?

c. ¢Si en un segundo, el movil se desplaza 2.5 metros y en cuatro segundos se
desplaza 10 m, cuantos metros se desplaza después de transcurridos 15sg, 21sg?
explique.

d. ;Si al desplazarse 5 metros transcurren 2 segundos y al desplazarse 15 metros
pasan 6 segundos, cuantos segundos transcurren después de desplazarse 25 m,
30m? explique.

e. Qué diferencia hay en el movimiento del movil de esta grafica con el movimiento del

automovil de la grafica anterior
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Figura 23

Actividad 3 y sus consignas. Propuesta 4.

Actividad 3. La posicion de una piedra que es lanzada hacia arriba esta dada por la

siguiente trayectoria, donde la distancia se mide en metros y el tiempo en segundos

"o 5(1)

S+ Bx+ 2

Completa la siguiente tabla y responde

to t At As As
At
0 0.5
0.5 1
1 1.5
1.5 2
2 2.5
2.5 3
3 3.5
3.5 4

a. ¢Encuentras alguna regularidad en la tabla?

b. ¢Side 0Os a 1s la piedra recorre 8m, entonces de 0s a 2s recorre 16m?
¢£.Si no es asli, cuantos metros recorre?

c. ¢Existe alguna relacion entre As y At? ;es constante? ;es proporcional?
Explica.

d. ¢ Existe alguna relacion entre la velocidad de la piedra y la velocidad del
mavil en el ejercicio anterior? Explica.

e. ¢Qué diferencia existe entre estos dos movimientos?
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Figura 24

Actividad 4 y sus consignas. Propuesta 4.

dmy

Actividad 4. Completa la siguiente tabla

ty

1

1

1

1

(5

2

1.8

1.7

1.5

1.3 1.1 1.05 1.04

At

As

As

At

a. ¢Que sucede con la media cuando t; se acerca a t, ?

b. Observe las siguientes gréficas y describa ¢;qué sucede con la recta y la curva

cuando ¢; se acercaat, ?

c. ¢Queé sucede si el punto A=B?

Introduzca valores muy cercanos a 2 por la izquierda y por la derecha para t;

completando la siguiente tabla para la funcion y = t3.

2

2

2

2

Ly

At

As

As

At

d. ;Qué sucede con la velocidad media?

e. De acuerdo a las dos tablas anteriores ;hay algun limite involucrado? ;Puedes

expresarlo en términos de limite?

tis)

o —
o o D40'ﬁ 02 41 12 1.4 18 18 2 22 24 28 28 = 32 34 30 :

as

CIGD)

i)

O 02 04 0f 0B 1 12 14 16 18 2 22 24 26 28

El

S= aa a6
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a
s
El
1=
1
15
(=)
° .
o o= o4 ge o8 1= 14 15 18 = =2 24 26 28 3 5= 34 36

Aagm)

ts)

o

)

Analisis del contenido matematico.

d(m)

W=

domy

t=)

26 2o @S2 a4 a6 an

agmy

A continuacion, se procede al anélisis de cada una de las partes de esta propuesta,

Sobre la medicion del cambio

integrando el analisis de la perspectiva matematica y curricular.
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La Actividad 1, presentada en la Figura X explora la medicién del cambio por medio de

conceptos como la velocidad promedio y pendiente de la recta. En este sentido, podria
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determinarse que la actividad esta enmarcada en un contexto de la vida diaria usando modelos
matematicos para su analisis e interpretacion.

Aunque los autores no dejan explicitos los objetivos de cada actividad, se puede decir que
uno de los propésitos es que los estudiantes interpreten graficamente el comportamiento del
movimiento analizando los cambios en diferentes intervalos de tiempo. También, que relacionen
el concepto de pendiente con el concepto de velocidad promedio. Para cumplir dichos objetivos,
los autores proponen un par de consignas y algunas preguntas de reflexion.

En primer lugar, se aborda en el analisis la identificaciéon de los elementos matematicos
que se encuentran en la actividad. La primera consigna es la descripcion del cambio en el
movimiento del automovil. Sin embargo, este proceso supone una fase previa que no se aborda
de manera explicita: la identificacion del cambio en el movimiento. Este es un paso
fundamental, ya que facilita el analisis posterior y guia a los estudiantes hacia una
interpretacion mas clara del comportamiento del automovil.

Esta descripcion del cambio supone también que en el analisis grafico se asocie la
inclinacion de la recta como un valor cualitativo que indica la mayor o menor rapidez del
automovil en cuestion. Ademas, las preguntas sobre los intervalos donde el vehiculo va méas
rapido o mas lento introducen de forma explicita el concepto de rapidez y, de manera implicita,
nociones como la velocidad promedio y la relacion entre la pendiente de la recta y la velocidad
promedio en cada tramo.

Las preguntas g, h, iy j se centran en el concepto de velocidad, abarcando tanto la
velocidad promedio como la velocidad instantanea, ademéas de explorar la magnitud y el caracter
vectorial de la velocidad. Por ejemplo, en la pregunta g, se cuestiona si una grafica de distancia
versus tiempo podria ser representada por una recta vertical. Una respuesta correcta a esta
pregunta requeriria que el estudiante comprenda que una recta vertical implicaria una velocidad
infinita, lo cual no es fisicamente posible, ya que significaria que el automévil recorreria

cualquier distancia en un instante de tiempo.
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Desde una perspectiva matematica, esta interpretacion también depende de que el
estudiante comprenda que la pendiente de la grafica distancia-tiempo representa la velocidad
del automovil. Por tanto, abordar esta pregunta requiere no solo conocimientos sobre la fisica
del movimiento, sino también una comprension solida de las propiedades matematicas de la
pendiente como medida de la tasa de cambio.

En segundo lugar, se pretende identificar o clasificaciéon de las consignas y preguntas
dadas en la actividad 1 de acuerdo con los procesos mas usado para el desarrollo de los
propositos de la actividad. Las preguntas a, e, y f caben dentro del proceso de comunicacion
dado que se busca que el estudiante haga una interpretaciéon y descripcion de sus observaciones.
Mientras que las preguntas b,c,d,g,h e i estdn enmarcadas en el proceso de razonamiento, esto
porque aqui se busca que el estudiante haga un analisis y justificacion de conceptos matematicos
como la rapidez.

La clasificacion de las preguntas segin los procesos de comunicacion y razonamiento se
conecta estrechamente con las acciones cognitivas necesarias para responderlas. En particular,
responder a las preguntas no solo implica interpretar o justificar informacion, sino también
realizar un proceso de conversion y tratamiento, segiin el modelo de Duval (2006). Por un lado,
los estudiantes deben traducir la informacion del registro grafico al registro simbélico (por
ejemplo, identificar puntos especificos en la grafica y calcular 1a pendiente de un tramo).

Por otro lado, deben realizar tratamientos simboélicos al analizar las diferencias entre las
coordenadas de los puntos extremos de cada tramo y calcular el cociente correspondiente para
determinar la rapidez del automovil en cada intervalo.

La situacion descrita también implica una interpretacion grafica: los estudiantes deben
identificar visualmente el tramo con mayor pendiente, realizar los calculos correspondientes y
luego comparar las magnitudes obtenidas para determinar en qué tramo el automévil fue mas

rapido.
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En tercer lugar, hay que resaltar que ciertos aspectos no se abordan de manera explicita
o quedan fuera del alcance de la actividad: Velocidad promedio global: La actividad se centra en
intervalos especificos, pero no aborda el calculo de la velocidad promedio considerando todo el
recorrido. Diferencia entre rapidez y velocidad: Aunque se sugiere implicitamente, no se
profundiza en la distincion entre ambos conceptos, lo cual es crucial para entender la naturaleza
vectorial de la velocidad. Formalizacién del concepto de velocidad promedio: La actividad no
define explicitamente la velocidad promedio ni orienta al estudiante sobre cémo realizar la
conversion completa entre el registro grafico y el registro simbolico.

En general, la Actividad 1 aborda adecuadamente aspectos clave relacionados con la
velocidad promedio y su representacion grafica. Sin embargo, no desarrolla de forma exhaustiva
otros elementos fundamentales, como la interpretacion global de la velocidad promedio, la
distincion entre rapidez y velocidad, y una formalizacién mas clara del concepto de velocidad
promedio. Para reforzar el aprendizaje, seria recomendable incluir preguntas o ejercicios
adicionales que ayuden a los estudiantes a integrar todos estos elementos, de modo que logren
una comprension completa tanto del concepto de velocidad promedio como de su relaciéon con
los registros grafico y simbolico.

o Sobre las diferencias y la velocidad promedio.

La actividad 2, presentada en la figura U, explora la idea de velocidad promedio haciendo
alusion a otros conceptos como tasa de cambio y razon de cambio. Para esto se presenta una
grafica de una funcion lineal cuyas dimensiones son tiempo y distancia y a la vez representa el
movimiento de un automévil.

Un posible proposito de la actividad es desarrollar en los estudiantes la capacidad de
interpretar y analizar relaciones funcionales entre variables (como tiempo y distancia) a partir
de tablas y graficas, promoviendo la construcciéon de conceptos relacionados con la velocidad

promedio y el cambio en el movimiento.
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Primero, respecto a la identificacion de los elementos matematicos de la actividad, se
aborda la primera consigna. En esta consigna se pide registrar en una tabla los diferenciales del
tiempo en ciertos intervalos algunos de tiempo. En la segunda columna de la tabla se registra el
diferencial de “s”lo que seria el cambio del cambio en el tiempo y en la altima columna el
cociente entre los valores de estas tltimas dos columnas. Este proceso seria la representacion
simbolica de los valores que determinan la razén de cambio para una funcién lineal.

Por un lado, para responder a la pregunta a las preguntas dadas, el estudiante debe
reconocer patrones en los datos registrados. Esto implica comprender el concepto de razon de
cambio constante en una funcion lineal y como se refleja en la relacion entre los valores de At,
As y As/At . Matematicamente, el estudiante debe identificar que, en una funcién lineal, la tasa
de cambio (pendiente) es constante, independientemente de los intervalos seleccionados.

Por otro lado, para la pregunta e, el estudiante debe comparar el movimiento
representado en la funcidn lineal con el de la actividad anterior, probablemente una funciéon no
lineal. Esto implica identificar diferencias clave: en la funcién lineal, la velocidad es constante
(movimiento uniforme), mientras que, en la funcién no lineal, la velocidad cambia con el tiempo
(movimiento acelerado o desacelerado). Matematicamente, esto requiere que el estudiante
interprete la pendiente de la grafica y como cambia (o no) a lo largo del tiempo.

En segundo lugar, de acuerdo con lo anterior se puede decir que las pregunta a hace
alusion al proceso de comunicacion ya que en esta se requiere un nivel de interpretacion y
descripcion de lo observado en la grafica y el reconocimiento del patron de los datos de la tabla.
Las preguntas b y e, hacen alusion al proceso de razonamiento. Mientras que, las preguntas cy d
hacen alusion al proceso de resolucion de problemas ya que implican la aplicaciéon de
conocimientos, calculo de resultados basados en datos y resolver la situacion planteada.

En general, en la actividad hay una coherencia en cuanto al uso de las diferentes
representaciones como las graficas y la tabular y que ademaés se sigue gestando la idea de

variacion empleando el mismo tipo de problema sobre el movimiento del movil, el uso de este
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problema permite modelar el fenémeno ofreciendo caracteristicas importantes sobre su
comportamiento futuro a la par que permite introducir docilmente la idea de velocidad, mas
especificamente velocidad promedio.

o Sobre el cociente de diferencias pequeiias y la velocidad instantanea.

La actividad 3, presentada en la figura O, aborda una situacion de caida libre, en la que
una piedra es lanzada verticalmente hacia arriba, y se muestra una representacion grafica de
este movimiento, que estd modelado por una funcién cuadratica y=2x"2+8x+2. En este
contexto, el comportamiento del movimiento es representado mediante una parabola, ya que la
aceleracion debida a la gravedad actaa de forma constante, y el movimiento de la piedra sigue
una trayectoria no lineal.

Entre los objetivos que se pueden identificar en esta actividad esta la identificacion de
patrones de acuerdo con informacién suministrada en tablas, y de la comparacién entre
movimientos (el movimiento de la actividad 1 lineal y este, parabolico).

La primera consigna es completar una tabla con columnas At, As y As/At, esta vez con
intervalos de diferencia de 0.5 unidades de tiempo, partiendo de t=0 hasta t=4. Esto permite al
estudiante calcular los valores de At (la variacion en el tiempo), As (la variaciéon en la distancia
recorrida) y el cociente As/At, que se asocia con el concepto de velocidad promedio en los
distintos intervalos de tiempo. Este proceso esta relacionado con la razéon de cambio de la
distancia en relacion al tiempo en el contexto de una funcién cuadratica. La razén de cambio no
sera constante, ya que el movimiento no es uniforme.

Sobre la pregunta a, Se pide identificar si hay o no un patrén en los datos registrados en
la tabla. Esta pregunta est4 orientada a que el estudiante analice coémo cambia la velocidad
promedio a medida que transcurren los intervalos de tiempo, lo cual esté relacionado con la tasa
de variacion de la distancia. Dado que la funcion es cuadratica, la razéon de cambio no sera
constante, lo que significa que la velocidad promedio variara entre los distintos intervalos. La

identificacion de un patrén en este caso ayuda a los estudiantes a reconocer como el movimiento



136

de la piedra es acelerado, es decir, que la velocidad aumenta conforme pasa el tiempo. Este
ejercicio esta relacionado con la comprension de cémo la tasa de cambio cambia en funciones no
lineales. Mientras que en la pregunta b los estudiantes deben interpretar como la pendiente de
la grafica varia a medida que el tiempo avanza. Esta pendiente representa la velocidad
instantanea, ya que, en un contexto continuo, la derivada de la funcion y(t) (la velocidad
instantanea) se asocia a la tasa de cambio en un punto especifico. Esta pregunta esta disefiada
para que los estudiantes visualicen que la pendiente de la funcién cuadratica cambia en cada
instante, lo que refleja una aceleracion constante en el movimiento.

A continuacion, en la pregunta c se puede observar como la variacion de la velocidad
promedio en diferentes intervalos es mayor o menor dependiendo de la forma de la grafica. Al
reducir los intervalos, los estudiantes se aproximan al concepto de velocidad instantanea. En
términos matematicos, esto implica que, al tomar intervalos infinitesimales, la razéon de cambio
se aproxima a la derivada de la funcion en ese punto. Los estudiantes deben reconocer que, en
un contexto no lineal, la tasa de cambio varia a lo largo de los intervalos, lo que lleva al concepto
de derivada como la velocidad en un momento especifico.

En la pregunta d se solicita comparar las velocidades en los diferentes tramos del
movimiento (ascendente y descendente). Este analisis esta relacionado con la simetria de la
funcion cuadratica y como la pendiente cambia de manera uniforme en cada tramo. Los
estudiantes deben identificar que la aceleracion es constante a lo largo de toda la trayectoria, lo
que implica una variacion lineal en la velocidad instantanea. Matematicamente, esto se puede
observar a través de la forma de la parabola y el analisis de la pendiente en los diferentes
tramos.

En la pregunta e esta pregunta lleva a los estudiantes a considerar la relacion entre
velocidad y aceleracion en el contexto de la caida libre. Al analizar la velocidad en funcién del
tiempo, los estudiantes deben ser capaces de identificar que la aceleracion es constante (en

funcion de la gravedad), y esto se refleja en la variacion de la pendiente de la grafica a medida
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que el objeto cae. Matematicamente, esto implica que la derivada de la velocidad seré constante,
lo que se asocia a una aceleracion constante.

Finalmente, se puede establecer que las preguntas a y d corresponden al proceso general
de razonar dado que en el cado de la pregunta a, implica la identificacion y analisis de patrones y
la pregunta d implica un analisis y comparacion de movimientos. La pregunta b esta orientada
por otro lado a la ejercitacion, comparacién y elaboracion de procedimientos ya que requiere
aplicar un calculo directo para la verificacion de una relacion entre datos.

o Sobre la velocidad instantanea y la posicion limite de las cuerdas secantes.

En la actividad 4 presentada en la figura B, a diferencia de las anteriores actividades se
da en un contexto netamente matematico. Aqui se incluyen dos registros tabulares similares a
los anteriores, pero en este caso, dado que en el contexto no queda explicito que se hable de un
movimiento en particular, la fila de t_o tiene un valor fijo de 1 para todas las columnas y t_1
toma valores que van desde 2 hasta 1.04, lo que implica que los intervalos para calcular At se
vuelven progresivamente mas pequenos.

Segun la anterior descripcion y el hecho de que la primera consigna es llenar la tabla, es
decir hallar los valores de At, As, y el cociente de estos, se pude decir que, realizar el proceso de
completar la tabla puede considerarse como una introduccién implicita al concepto de limite.
Las preguntas a, b y ¢ buscan explicitar esta idea, aunque no se presenta la definicion formal de
limite.

En cuanto a la segunda tabla, se propone completar los valores de las columnas ** para
la funcién y=t3, y en este caso, los valores de t_1t pueden ser seleccionados libremente. Se
plantea la pregunta sobre lo que ocurre con la velocidad media y si existe algin limite
involucrado. Si el propésito de la actividad es abordar la idea de la derivada de una funciéon
como la razén de cambio en un valor limite o infinitesimalmente pequeiio, la actividad no cubre
de manera integral estos conceptos. Aunque se establecen ciertos patrones de comportamiento

relacionados con la aproximacion de la recta secante a la curva y su eventual convergencia a la
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tangente, este proceso se limita al &mbito visual, sin llevarlo al registro simbélico. Esto impide
explorar adecuadamente las propiedades del limite, como su linealidad, las operaciones que se
pueden realizar con él, y, lo mas importante, la relaciéon directa entre el limite y la derivada de
una funcién. La derivada, como herramienta fundamental, caracteriza de manera general el
cambio de una funcioén.

Finalmente, como es claro, llevar a cabo la consigna de llenar las tablas para luego
analizar estos patrones, hace referencia primeramente a un proceso de ejercitacion. La consigna
b, describir el anélisis de la recta y curva cuando t_1 se acerca a t_o implica tanto un proceso de
razonamiento como un proceso de comunicacion, esto en cuanto al proceso mismo de describir.
Las preguntas ¢, d y e también hacen alusion al proceso de razonamiento sin embargo en la
pregunta e también hay un proceso de modelacioén pues expresar ciertas observaciones en
términos de limite, implica la creacion de esa expresion metamatematica.

III. Analisis Didactico

En la propuesta se pueden identificar diversas dificultades relacionadas con el proceso
general de razonamiento y con la comprension de objetos matematicos como las funciones, el
limite y los nimeros reales. En primer lugar, se observa que los estudiantes pueden enfrentar
problemas al interpretar la grafica como una representacion del camino recorrido en lugar de
una funcién que describe la posicion en el tiempo. Esta dificultad impide la comprension de la
velocidad como razoén de cambio y de la pendiente como indicador de rapidez. Asimismo, la
actividad exige que los estudiantes transiten de un razonamiento basado en valores puntuales a
uno que involucre relaciones funcionales y tasas de variacion, lo que puede representar un reto
en términos de pensamiento algebraico-funcional.

En la propuesta se le da tratamiento a estas dificultades a través del analisis graficoy de
preguntas orientadas a la comparacion de velocidades en distintos intervalos. Esto permite que
los estudiantes no solo calculen diferencias de posicion, sino que también interpreten el

significado de la pendiente en contextos especificos. Al pedirles que determinen en qué tramo el
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automovil es mas rapido o mas lento, la actividad promueve el paso de un pensamiento
procedimental, basado en la simple aplicaciéon de férmulas, a un pensamiento conceptual, donde
la velocidad es entendida como una magnitud que varia segin el contexto. Ademas, se fomenta
una transicion del razonamiento estatico al dinamico, ya que se espera que los estudiantes
comprendan que la velocidad no es una cantidad fija, sino una razén de cambio dependiente del
intervalo analizado.

Sin embargo, la propuesta no alude explicitamente a dificultades relacionadas con la
comprension formal del concepto de limite ni con la idea de velocidad instantanea como un caso
limite de la razén de cambio promedio. Aunque se trabaja el concepto de pendiente en términos
de intervalos, no se profundiza en la idea de tendencia de la razén de cambio cuando el intervalo
se reduce a un punto. Tampoco se aborda de manera directa la nocion de continuidad y la
existencia de valores intermedios entre dos posiciones, lo que podria dificultar la construccion

de una visi6bn més robusta sobre los nameros reales en el contexto del analisis matematico.

IV. Algunas consideraciones

Dado que la propuesta analizada se presenta como una adaptacion de otra previamente
existente, se esperaba identificar elementos significativos en cuanto a los aspectos que se
mantuvieron originales, aquellos que fueron modificados y las estrategias empleadas para lograr
dicha adaptacion. Considerando que el disefio de la propuesta se realiz6 teniendo en cuenta las
caracteristicas de la poblacion estudiantil, se anticipaba que la adaptacion reflejara el contexto
especifico de los estudiantes, como aspectos relacionados con su realidad socioeconémica, las
actividades comerciales mas comunes en su entorno o elementos propios de su contexto
cultural. Sin embargo, el analisis permiti6 evidenciar que la adaptacion se limit6 tinicamente a
modificar los nombres de los lugares en las situaciones planteadas, especificamente en el

contexto del movimiento de un automovil. Si bien este enfoque no puede considerarse
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incorrecto, no cumpli6 con la expectativa de incorporar elementos contextuales mas profundos
que pudieran enriquecer la propuesta.

El analisis de las actividades permitio identificar que los procesos matematicos
predominantes fueron el razonamiento y, en menor medida, la modelacién. Sin embargo, se
observo una ausencia de consignas orientadas de manera explicita a fomentar el proceso de
modelacion. De acuerdo con los lineamientos curriculares, esta situacion podria tener
implicaciones importantes, ya que dichos lineamientos subrayan la importancia de promover
todos los procesos matematicos de manera equilibrada. Esto se debe a que cada proceso
contribuye de manera tinica al desarrollo del pensamiento variacional, por lo que una
implementaciéon que no integre de forma adecuada todos los procesos podria limitar el alcance y

los objetivos formativos de la propuesta.

3.4. Elementos para la Construccion Curricular de la Derivada a partir del Analisis

de las Propuestas.

A continuacion, se presentan las secciones 3.4.1y 3.4.2 las cuales corresponden a la
sintesis de los resultados obtenidos en los analisis y a la presentacion de los elementos comunes
encontrados en las propuestas de ensefianza que seran considerados como ejes direccionales de

nuevas propuestas de ensenanza y refinamiento del curriculo de matematicas actual.

3.4.1. Resultados de Analisis

El analisis de las cuatro propuestas de ensenianza y aprendizaje de la derivada, realizado
previamente, ha permitido identificar aspectos fundamentales que pueden considerarse para el
refinamiento o ajuste de nuestro curriculo actual de matematicas de tal manera que este sea mas
consciente en la construccion de objetos matematicos fundamentales en el desarrollo del

pensamiento variacional como lo es la derivada. En esta seccion se presentan los elementos
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destacados de cada propuesta, con el objetivo de sintetizar los hallazgos y proponer aspectos
clave que contribuyan al desarrollo del pensamiento desde un enfoque variacional.

Para tales fines, se opta por presentar un cuadro comparativo en donde toman en cuenta
seis categorias de comparacion: Intencionalidad, Nicleo Conceptual de la Propuesta, Enfoque
Matematico, Significados Consolidados, Elementos Matematico-Curriculares y Elementos
Didacticos.

La primera categoria propuesta es Intencionalidad. En esta categoria se pretende
explicitar el proposito generar de cada propuesta analizada. Aqui, se incluyen aspectos como los
objetivos que busca alcanzar, los problemas o desafios desde los que se posicionan los autores
para la proposicion de sus propuestas. La segunda categoria es Niicleo Conceptual de la
Propuesta, aqui se identifican las ideas centrales sobre las cuales se estructura la propuesta. La
tercera categoria es, Enfoque Matematico, esta se centra en como la propuesta organiza y
desarrolla los contenidos matematicos relacionados con la derivada. Es decir, si tal organizacion
esta centrada desde los fen6menos lo que podria llamarse un enfoque fenomenolégico, o si esta
dada desde una perspectiva geométrica es decir las actividades se conectan en tanto que usan
mas este registro de representacion, también se considera si la propuesta incluye una mirada
histérica, o una perspectiva mas formal.

La cuarta categoria es Significados Consolidados, esta categoria se refiere a qué tan lejos
llega la propuesta en la consolidacién del concepto de derivada. Si abarca aspectos como razéon
de cambio, pendiente de la recta tangente a una curva en un punto, la funcion derivada como
herramienta para medir el cambio de una funcién, métodos para hallar derivadas, propiedades
de funciones y sus derivadas, modelizacion de situaciones de variacion e interpretacion de
resultados y ejemplos de aplicacion.

La quinta categoria es, Elementos Matematico-Curriculares, en esta categoria se analizan
los aspectos del disefio curricular en cada propuesta. Incluye la alineacién con los estandares y

lineamientos curriculares, la relacion entre los conceptos matematicos propuestos, los procesos
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generales que se evidencian en las propuestas y los contextos que permiten articular el
aprendizaje con los conocimientos bésicos en torno al pensamiento variacional.

Por tultimo, esté la categoria de Elementos Diddcticos, aqui se toman en cuenta los
direccionamientos didacticos que se pueden evidenciar en las propuestas y que buscan, de una
manera u otra, eludir algunos de los obstaculos epistemoldgicos mas recurrentes relacionados a
los objetos matematicos que se involucran en un estudio general de derivadas.

Estas categorias permiten no solo resaltar los aspectos particulares de cada propuesta
sino también delinear posibles recomendaciones para la articulacién curricular. Estos se
condensan en la tabla X. Posteriormente, se presenta mas a detalle aquellos elementos

diferenciales en cada propuesta.



Tabla 9

Comparacion de los elementos constitutivos de las propuestas
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Criterio Una Propuesta Didactica para la .
L. ) Una Introduccién a la
/ Variacion de una funcién: Hacia la L. . Ensefianza del Concepto .
. La Variacion y la Derivada ) L Derivada desde la
Propuest Derivada Derivada en el Ultimo Grado de .. )
. . Variaciéon y el Cambio
a Educacién Secundaria
La propuesta de Azcarate se enmarca en
el estudio general de funciones en su libro . . . . . La propuesta intenta, a través
] . La intencién del profesor Dolores es  Pineda identifica que uno de los .
Funciones y grdficas, es por esto por lo . . o de una adaptacién de un
. i proporcionar elementos didacticos factores que impiden la plena ) .
que su interés es el de desarrollar todo el . B . instrumento tedrico, explorar
. . . . que ayuden tanto al estudiante comprension de la derivada es la falta . .
estudio relativo a la funcién como objeto » » ) diversos escenarios de
» ) como al profesor en la comprensién  de comprension de los estudiantes L
§= matematico. Dentro de este estudio ) o . i . variacion para que el
s . . de la derivada. Siguiendo estaidea, = hacia los prerrequisitos conceptuales . .
o= funcional, aparece la derivada como un estudiante pueda caracterizar
g . . » . el profesor parte de un enfoque de de esta. Por tanto, construye una o
g tipo especial de funcién que caracteriza la L . . oo variaciones entre las
= L . covariacion y del estudio de propuesta did4ctica constituida por . ,
- variacion en todo su dominio cuando la . . L . . magnitudes, a través del
2 » . . situaciones elementales de variacién una secuencia de actividades en i .
c funcion es continua de variable real. L o . . L. célculo de razones de cambio.
= i . o con el objetivo de construir ideas donde identifica los principales temas )
Ademas, la propuesta tiene por objetivo L . . . Favoreciendo el desarrollo de
g intuitivas acerca de la derivada necesarios para la comprension de la B
ofrecer a los profesores una reflexion o . . . procesos cognitivos como la
. ] . tomando la variaciéon como eje derivada integrandolos de forma i
sobre el contenido matematico del objeto o argumentacioén y la
. fundamental. intuitiva. .
de funcién, asi como su desarrollo visualizacion.
histdrico.
« ‘ . . Exploracién de escenarios de
o E : ) o Estudio de los prerrequisitos L B
o 7 = . . Estudio covariacional de las variacion y relaciéon entre
= o « | Estudiogeneral de funciones . . L conceptuales que anteceden al , . .
- R situaciones elementales de variaciéon . razon de cambio y pendiente
Z 8 = | concepto derivada
Q f de la curva
El enfoque matematico de esta El enfoque de esta propuesta es .
L. o Lo . Enfoque grafico-geométrico
El enfoque matematico se centra en lo propuesta es principalmente histérico y fenomenologico ] »
= L. . i . L i centrado en la interpretacién
v .8 histdrico y fenomenologico a travésdela  fenomenologico en tanto que principalmente, a través de la ,
g = . . . . oo . i L de gréficos y tablas para la
e E introducci6n del concepto de derivada sin  prioriza el estudio de fenémeno construccion sélida de . »
€ 8 . . L. L , » construccién de la nocién de
s la introduccion formal del concepto de fisicos como la caida libre, a través elementos tales como funcion, L ] .
s variacion y cambio, exhibiendo

limite.

de la construccion del concepto

derivada devalando su naturaleza

graficas, relacion entre variables,

razones de cambio y velocidades;

la relacién entre razon de




variacional, a partir del estudio de
situaciones que involucran la

variacion como eje rector.

elementos necesarios para la
consolidacién del concepto de

funcion.

cambio y pendiente de la

curva.

Elementos

ficados Consolidados

igni

S

Matematico-

Curricular

La propuesta de Azcarate logra consolidar
la derivada como pendiente de la recta
tangente a un punto de la curva, esto lo
hace coordinando la idea intuitiva de
limite junto con la interpretacion
histérica de las cuerdas secantes en
intervalos de medicion. Asi, la derivada es
la posicidn limite de las cuerdas secantes
cuando el intervalo de variacion tiende a
ser infinitamente pequefio. Otro
significado que adquiere la derivada en la
propuesta es el de la derivada como una
tasa instantanea de variaciéon o razén de
cambio instantanea que mide la velocidad
de variaciéon de una variable respecto a la
otra en intervalos de tiempo muy
pequenos. Finalmente, la derivada
adquiere un significado funcional en
tanto que ella misma es una funcién que
caracteriza la variacion de la funcion
original en todo su dominio.

Utiliza modelacion, planteamiento y
resolucion de problemas en situaciones
de variacién enmarcadas en el estudio
general de funciones. Estos procesos se
articulan con situaciones de la vida diaria
y de las ciencias que permiten estudiar las

regularidades y patrones de variacion en

La propuesta de Dolores logra
consolidar la derivada como la
herramienta que permite la
medicion del cambio de una funciéon
en tanto que determina la pendiente
de la funcién en un punto por medio
de la relacion entre las
representaciones simbdlica y grafica
entre la derivada de la funcién y la
funcién. Ademas, Dolores expone,
de manera precisa, la relaciéon de la
interpretacion de la funciéon
derivada con la tasa de cambio de
una funcién en intervalos de la
funcién independiente, denotando
que el cambio de una variable
depende del cambio de otra. Y
también la derivada como limite del

cociente incremental.

La modelacién y el razonamiento
son los procesos generales mas
comunes encontrados en esta
propuesta que articula nociones del
calculo diferencial tales como razén
de cambio, tasa de variacion,

velocidad instantanea, pendiente de

La propuesta de Pineda logra
consolidar la derivada como razén de
cambio entre variables a través del
estudio de las relaciones entre las
variables, su dependencia y como
cambia la grafica de la funci6n.
Ademas, el uso de la velocidad junto
con el software GeoGebra permite
identificar, intuitivamente, la
derivada como la pendiente de la

recta tangente a la curva en un punto.

Los procesos de modelacion,
razonamiento y comunicacion se
articulan en las actividades de manera
que permiten que el estudiante
identifique conceptos clave en el
desarrollo de la derivada como lo son

la dependencia e independencia de las

Los significados alcanzados
por la propuesta interpretan la
derivada en términos de razén
de cambio instantanea, asi
como su interpretacion
geométrica como el valor de la
pendiente de la recta tangente
ala curva. Las situaciones de
variacion abordadas permiten
interpretar la derivada como la
velocidad instantanea ya que
se abordan situaciones de
calculo de velocidades de

automoviles.

Utiliza modelacion en tanto
que hace uso de herramientas
que permiten modelar
situaciones y analizar
propiedades de la mano de la
geometria dindmica en

escenarios de variacién. El

144
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el comportamiento de los fendmenos a lo

largo del tiempo.

la recta, célculo de derivadas, y
optimizaci6én; junto con fendmenos
fisicos que aluden a contextos de las
ciencias como lo es la caida libre de
los cuerpos, el movimiento
rectilineo uniforme y el movimiento

uniformemente acelerado.

variables, la relacion entre las
variables, sus graficas, el valor de la
pendiente de la recta tangente, la
velocidad media e instantanea, asi
como su conexion con las tasas de
cambio promedio e instantaneas. Los
contextos usados aluden a situaciones
de la vida diaria y de las ciencias
como el célculo de velocidades y el

crecimiento de poblaciones.

razonamiento permite
identificar e interpretar los
patrones de variacion de los
fendémenos usados como la
caida libre de los cuerpos y el
célculo de velocidades de
moviles que describen un
movimiento rectilineo

uniforme.

icos

act

Elementos Di

La introduccion de la derivada sin la
definicién formal de limite elude los
principales obstéiculos epistemolégicos
relacionados a este ultimo concepto.
Ademas, el uso de diferentes registros
permite que el estudiante interprete
intuitivamente el significado de los
incrementos infinitamente pequefos y
eluda los obstaculos ligados a la

disrupcién del pensamiento algebraico.

La utilizacién de las situaciones de
variacion introduce de manera
intuitiva el concepto de limite, esto
permite también eludir los
obstéculos epistemologicos
relacionados al concepto. El uso de
situaciones cercanas al estudiante
como fenémenos de la vida real
permite también entender las
relaciones entre las variables, asi
como el comportamiento y sentido
del fendmeno, eludiendo los
obstéculos relacionados a la
disrupcion del pensamiento

algebraico y el calculo.

El foco de atencion en los
prerrequisitos conceptuales que dan
paso al concepto de derivada atiende
directamente los obstaculos
epistemoldgicos ligados a los objetos

fundamentales del célculo.

La exploracion y anélisis de los
escenarios de variacion
permiten articular las
construcciones geométricas de
la derivada junto con las
numéricas, el enfoque grafico
— geométrico permite eludir

obstaculos ligados al limite.




146

De la tabla presentada anteriormente, es posible identificar unos aspectos diferenciales
de las propuestas de ensenanza seleccionadas para esta revision documental y que, respetando
la intencionalidad con la que fueron desarrolladas en un primer momento por los autores,
pueden considerarse como los aspectos esenciales a destacar de cada una de ellas.

El enfoque de la propuesta de Carmen Azcarate Variacion de una funcion: Hacia el
Estudio de las Derivadas es el estudio general de las funciones, dentro de ese estudio se
enmarca el estudio de la variacién de una funcion. Asi, surge el interés de estudiar la variacion
como una caracteristica propia de las funciones, lo cual delimita las situaciones presentadas a
aquellas susceptibles de ser modeladas a través de funciones. Aqui se logran consolidar los
siguientes aspectos fundamentales de la derivada: la interpretacion geométrica de la derivada
como la pendiente de la recta tangente a la curva a través de la consolidacion de la recta secante
limite que mejor se “acopla” a una curva en un punto; la derivada como el limite de las tasas de
cambio medias cuando el intervalo de interés es infinitamente pequefio; la derivada como una
funcién en si misma que guarde estrecha relacion con la funcion original y que, ademas, se
obtiene de la funcién original a partir de un tratamiento algebraico; la derivada como
herramienta maxima representativa de medicion de variaciéon de funciones.

En la propuesta del profesor Cris6logo Dolores Flores La variaciéon y la Derivada, el
enfoque es a través del estudio de las situaciones elementales de variacién que encontramos en
los diferentes contextos de la vida diaria pero también aquellos contextos netamente
matematicos, es justamente desde los elementos propios de las situaciones elementales de
variacion como lo es el cambio, la magnitud, las variables y la correlacion de variables que se
empieza a construir una teoria general sobre la medicién y la caracterizaciéon del cambio y por
ende de la derivada. Aqui también se consolida la derivada como la recta tangente a la curva;
como el limite de la tasa de cambio promedio, como cociente de diferenciales y, finalmente,

como funcién en si misma que caracteriza los cambios de la funcion en todo punto.
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En la propuesta del profesor Carlos Pineda Una propuesta diddactica para la
ensenianza del concepto de la derivada en el ultimo grado de educacién secundaria, el nicleo es
el estudio de los prerrequisitos conceptuales previos al estudio de la derivada, por tanto, su
aspecto a destacar es el de maximizar los conocimientos sobre funcién, variables, dependencia
de variables, graficas de funciones, funcion lineal y afin y razones de cambio. Aqui no se logra
consolidar de manera fuerte que la derivada es una funcién en si misma y no se hace explicita la
consolidacién de la derivada como la tasa de cambio instantanea que surge de la tasa de cambio
limite de los intervalos en que se mide la variacion, sin embargo, las nociones preliminares
sobre rectas secantes potencian parcialmente la consolidacién de la interpretacion geométrica
de la derivada.

Finalmente, la propuesta de Jhon Gémez y Cesar Gomez no logra consolidar muy
bien la interpretacion de la derivada como una funciéon nueva que depende de la funcién
original. Sin embargo, creemos que el potencial de esta propuesta se encuentra en los escenarios
de variacién propuestos ya que articulan fenémenos fisicos cercanos al estudiante junto con una
pequena adaptacion contextualizada, esto podria influir en el interés de los estudiantes por las
situaciones a la vez que se exhibe la conexion entre la razén de cambio y la pendiente de la

curva.

3.4.2. Elementos de Direccionamiento Curricular

Una vez presentado lo anterior, y a la luz de los analisis realizados en la seccion 3.3 es
posible identificar los elementos comunes a las propuestas y que, en consideracién de este
trabajo investigativo, son aquellos elementos fundamentales que toda propuesta acerca de la
ensefianza de la derivada debe aludir explicita o implicitamente:

e Contextos: Tal y como se afirma en los lineamientos, los contextos deben ser cercanos al

estudiante y pertenecer a situaciones de la vida diaria o situaciones matematicas. Tal y

como se observa en la propuesta de Azcarate, Dolores y Pineda, la caida libre es un
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fenémeno fisico de la vida diaria que, ademas de representar una situaciéon de variaciéon
ideal, es un fendémeno que es cercano al estudiante. De estas situaciones de variacion se
pueden disenar problemas adaptados al ambiente escolar o el entorno comunitario en
donde se lleve a cabo la clase. En la propuesta de Jhon Gomez y Cesar Gobmez podemos
notar como la adaptacion que se realiza sobre los problemas involucra ciudades o
corregimientos conocidos por la comunidad, esta adaptacion podria parecer en un
principio trivial, sin embargo, no se debe subestimar el impacto que esto podria suponer
en la motivacién de los estudiantes pues caracterizar la situacion, en tltimas, se traduce
a caracterizar “viajes diarios o comunes” que ellos mismos realizan en su rutina.
Fenomenos: Referente a los fenomenos que dan lugar a las situaciones problema, ya
hemos dicho que deberian usarse situaciones cercanas al contexto del estudiante, pero
esto no es suficiente para garantizar que las situaciones puedan generar escenarios de
variacion susceptibles de ser estudiados, analizados y comprendidos. Es por esto por lo
que se ha identificado, en todas las propuestas, que los fen6menos de variacion en donde
el tiempo funciona como una de sus variables dan lugar a un buen tipo de situaciones.
Estas situaciones, segin la propuesta de Criso6logo, pueden considerarse como un tipo de
situaciones elementales de variacion, ellas permiten que se pueda identificar facilmente
la variable independiente (el tiempo) y la variable dependiente, ademas, permiten
identificar como el comportamiento del fenémeno cambia con el tiempo y es susceptible
de ser medido, analizado, interpretado y modelado.

Procesos: Sobre los procesos, es evidente que desde nuestro curriculo Nacional se ha
propuesto un modelo que integra todos los procesos, los conocimientos basicos y los
contextos en el desarrollo del pensamiento matematico. Todos los procesos son
importantes desde una mirada curricular, sin embargo, en el analisis de las propuestas se
ha identificado que hay dos procesos que usualmente se priorizan y son la modelaciéon y

el razonamiento. El razonamiento es el proceso que permite, fundamentalmente,
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estudiar las situaciones de variacion e interpretar los cambios que se producen, por otro
lado, la modelacion es el proceso que se usa al construir un modelo matematico que
permite identificar patrones y hacer predicciones sobre los fendmenos de variacion;
razonar para entender el fendmeno y modelar para predecir su comportamiento son,
esencialmente, los procesos que permiten consolidar la naturaleza variacional presente
en el estudio de la derivada.

En menor medida, pero de igual importancia, aparece la formulaciéon y resoluciéon
de problemas en tanto que permite la manipulacién de los escenarios con el fin de
obtener resultados; la comunicacién pues aqui es posible identificar el pensamiento
matematico del estudiante en las actividades, cuando el estudiante justifica sus
respuestas es posible identificar la idea de variacion y las conjeturas que se hace sobre el
fenémeno; la formulacion, comparacién y ejercitacion de procedimientos es util sobre
todo en los ejercicios que buscan reforzar los significados que el estudiante hizo sobre la
funcioén derivada, por ejemplo, aquellos relacionados a los problemas de optimizacion.
Nicleos conceptuales previos: Del analisis de las propuestas, uno de los elementos mas
importantes a resaltar son los nicleos matematicos pertenecientes a los saberes previos
del estudiante. Estos niicleos ya son mencionados por el curriculo en los EBC, sin
embargo, se identificaron niicleos especificos para el desarrollo del concepto derivada.

Los nucleos identificados corresponden a las variables, es necesario que los
estudiantes conozcan qué es una variable y como se relacionan en un fen6meno;
independencia, es importante que se reconozca en toda situacion de variacion cual es la
variable independiente; funcion, el estudiante debe comprender que, de todos los tipos
de relacion entre variables, la funcion es la relacion méas especial pues permite no solo
cuantificar el cambio sino analizar su comportamiento; graficas y tablas, la

cuantificacion del cambio es el punto de partida del estudio de la variacion, por tanto, es
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importante que los estudiantes ya estén familiarizados con la construccion de tablas y
graficas relacionadas a funciones.

Sobre el Concepto de Funcion: En la construccion del concepto de funcion derivada es
fundamental abordar [con anterioridad] Conceptos Basicos de Funciones incluyendo
aspectos como la definicion, el dominio y rango, los tipos de funciones y sus multiples
representaciones (Verbales, Tabulares, Simbolicas y Graficas).

En relacion con la definicion de una funcion, es crucial introducir este concepto
usando contextos significativos y cercanos en donde se puedan representar relaciones de
dependencia para la identificacion de las variables dependientes e independientes.
También es importante que, dentro de la situacion en cuestion, el estudiante pueda
analizar los datos de cada registro de forma que estos mismos se puedan representar en
otros registros. En este sentido, algunos fen6menos pueden ser, el costo de la energia en
funcién del consumo, estatura de estudiantes en funciéon de la edad, decrecimiento de
una poblacion en funcién del tiempo, velocidad de un motociclista en funcion del
tiempo, y otros.

De manera similar, abordar el dominio y rango en contextos aplicados como, por
ejemplo, determinar el precio y las ganancias en la venta de productos, puede ser til
para que los estudiantes entiendan como interpretar los valores de entrada y salida de la
funcion conectando estos conceptos con el mundo real. Teniendo conocimientos solidos
sobre el dominio y rango, los estudiantes pueden identificar qué valores son validos para
la variable independiente. Del mismo modo, determinar el rango de una funcion
determina el conjunto de valores validos para la variable dependiente lo que es
fundamental para la interpretacion y analisis de problemas de produccion y ventas,
velocidades, crecimiento de poblacién entre otros.

En cuanto a los tipos de funciones es importante promover la clasificacion y

comparacion de estas mediante ejemplos practicos, como modelar crecimientos



151

exponenciales o analizar fenébmenos que sigan patrones lineales y cuadraticos. Este
ejercicio no solo permite identificar las caracteristicas de cada tipo de funcién, sino que
también prepara a los estudiantes para comprender la relacion estrecha entre una
funcion y su derivada. Por ejemplo, considerar el costo de energia cuando ciertos
electrodomésticos estan conectados en un mismo intervalo de tiempo y con un costo fijo
en comparacion a la funciéon que se puede determinar por el consumo energético de un
calentador que tiene un pico de consumo al encenderse y luego se estabiliza.

Sobre aspectos locales: De los aspectos locales se debe prestar especial atencion al
calculo de tasas de variacion promedio e instantaneas. Estos conceptos son clave en el
desarrollo de la nocion de derivada pues marcan la conexion que tiene las pendientes de
las rectas secantes formadas en los intervalos de variacion y la tasa o razon de cambio del
fendémeno. Del analisis de las propuestas en la seccién 3.3, se hace evidente que el uso de
problemas propios de la fisica como el movimiento rectilineo uniforme y el movimiento
rectilineo uniformemente acelerado constituyen situaciones de variacion y contextos que
permiten explicitar las diferencias entre variacion promedio e instantanea y la necesidad
de desarrollar mecanismos cada vez mas sofisticados para medir la variacion en un
punto. Con estos problemas de la fisica, la variacién media e instantanea adquiere el
sentido del célculo de velocidades medias y velocidades instantaneas, estas situaciones
develan la naturaleza de la conexion entre la razon de cambio y la pendiente de la recta
tangente a la curva que describe la trayectoria de la particula. La propuesta del profesor
Dolores hace explicita esta conexion en las secciones écomo cambia la rapidez media?,
los cambios infinitamente pequefios y la velocidad instantdnea, interpretacion
geométrica de la velocidad instantanea y calculo de velocidades instantaneas por
medios algebraicos.

Sobre aspectos globales: En los aspectos globales de la derivada encontramos los

elementos que, constitutivamente, dan el significado y la interpretacion global de
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derivada. Primero, de la interpretacion geométrica de la derivada tenemos que es la
posicion limite de las cuerdas secantes que miden la variacion promedio, esto nos
conduce a interpretar la derivada como la recta tangente usando la nocién de limite. En
las propuestas se manifiesta la preocupacion por abordar el concepto de limite sin caer
en los obstaculos epistemologicos que €l supone, una buena forma de abordar este
concepto de manera intuitiva es como se propone en la propuesta de Azcarate analizando
situaciones en contextos numéricos y geométricos. Segundo, de la consolidacion de la
derivada como una funcién especial, se rescata lo relativo a sus usos y aplicaciones en la
resolucion de problemas, aqui los procesos de ejercitacion de procedimientos y
razonamiento se articulan de tal forma que el estudiante pueda entender las
caracteristicas del problema y desarrollar métodos para encontrar soluciones. Por
ultimo, lo relativo a las manipulaciones algebraicas para encontrar derivadas de
funciones, en este punto la ejercitacion de procedimientos es el proceso clave y los
contextos matematicos y de las otras ciencias son los que mejor parecen adaptarse tales
como problemas de velocidad, caida libre, crecimiento de poblaciones, entre otros.
Linealidad: Uno de los elementos més importantes, que se puede destacar del analisis de
las propuestas, es la linealidad u orden comtn en el desarrollo de los contenidos del
concepto derivada. En el analisis de los fenémenos de variacion, uno de los primeros
procesos es la identificacion y medicion del cambio. Este proceso implica analizar como
cambia una cantidad respecto a otra y por esto se propone llevar a cabo este proceso por
medio de la diferencia (resta) y el uso de los registros tabulares y graficos, estos registros
permiten la identificacién rapida de los valores de la funcién y por ende la comparacion
de estos de forma visual. Una vez identificado y medido el cambio en diferentes
intervalos de la variable independiente es posible establecer patrones de cambio lo que
da cabida a establecer una tasa media de variaciéon en un intervalo. Es decir, un namero

que represente el valor de variacion de la funcidn en ese intervalo, aqui también se
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priorizan los registros graficos y tabulares, por un lado, porque el registro tabular
permite identificar el patron de cambio cuando los intervalos son uniformes. Para estos
casos de medicion, los fendmenos o situaciones que los autores més usaron fueron
basados en contextos de otras ciencias como la biologia y economia. Por otro lado, desde
el registro grafico se puede considerar trazar una recta que conecte estos puntos
considerados para la creacion de la tasa media de variacién, con lo que se obtiene una
recta secante a la funcion.

Al trazar dicha secante se puede asociar el valor de la tasa media de variacion con
la pendiente de esta recta secante, al hacer esta asociacion se evidencia que estos dos
valores coinciden. En este punto los autores coinciden en que el fen6meno que permite
ejemplificar con mayor claridad el concepto de tasa media de variacion es el de la
velocidad pues se puede estudiar la velocidad media de un cuerpo en cierta trayectoria.
La representaciéon como funcion de este fendmeno tiene por variables tiempo y posicion,
como aqui el tiempo es la variable independiente se considera que este fenomeno esta
dentro del contexto de vida diaria. Establecido que el valor de la tasa media de variacion
coincide con el valor de la pendiente de la recta tangente a la funcion en dicho intervalo,
se puede establecer el concepto de recta tangente como la posicion limite de las cuerdas
secantes, es decir, aquella recta formada cuando un punto de la recta secante “tiende” al
otro.

Aqui hay dos vertientes, por un lado, esa recta tangente tiene una pendiente y
este valor representaria la tasa instantanea de variacion en ese punto de tangencia a la
funcion. Por otro lado, establecer esta recta tangente da paso al concepto de limite, aqui
los autores coinciden en una aproximacion al concepto de limite de forma intuitiva, es
decir, no una presentacion formal de este sino desde la idea de acercamiento, en este

caso el acercamiento de los puntos de la secante a ser un punto de tangencia.
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Desde la primera vertiente se puede considerar nuevamente el fenémeno de
velocidad para el analisis de la velocidad instantanea de un cuerpo en un punto
particular del trayecto, también crecimiento celular o el analisis de cambio de tendencias
econdmicas. Desde la segunda vertiente se pueden considerar principalmente los
registros tabular y algebraico. El registro algebraico permite la construccion de aquellos
valores limite que se pueden registrar tubularmente para la identificacion de ciertos
patrones dentro de la funcion.

El paso del concepto de velocidad instantdnea a nimero derivada, Ascarate y
Dolores lo proponen como la introducciéon de una nueva nomenclatura, este nimero
derivada pasa a corresponder con el valor de la pendiente de la recta tangente a la curva
en un punto. Con esto, se puede explorar ahora el concepto de Funcion Derivada, como
funcién que determina estos nimeros derivadas, es decir, la funcién dice a cuanto
equivale la variacién de la funcién no solo en un punto sino en cualquier punto de la
funcioén. En este proceso se articulan los registros grafico, algebraico y verbal, ademas, el
contexto pasa a ser un contexto de las propias matematicas. Finalmente, se exploran las
aplicaciones de este concepto o herramienta que mide la variacion en todos los
contextos, matematico, de otras ciencias y de la vida diaria articulando a la vez en
diferentes actividades los cinco procesos generales, asi, se puede establecer los puntos
maximos y minimos de las funciones o el momento de inflexiéon de un cuerpo en

movimiento, el valor maximo de crecimiento de una poblacion, entre otros.
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Capitulo 4: Conclusiones Generales Y Reflexiones Didacticas

En este capitulo, se presentan las conclusiones que se obtienen de los resultados

presentados en la seccién 3.4, estas conclusiones estan directamente relacionadas con los

objetivos, tanto general como especificos, que motivaron la ejecucion de esta revision

documental, ademas, se incluyen algunas conclusiones curriculares que buscan explicitar los

resultados y el alcance de los elementos curriculares encontrados que, a la luz de este trabajo

documental, son un potencial punto de partida en la construccion y validaciéon de nuevas

propuestas de trabajo de ensefianza sobre la derivada.

4.1. Conclusiones Generales

Con relacion con el primer objetivo especifico de este trabajo, relacionado con la

identificacion y seleccion de algunas propuestas sobre la ensefianza de la derivada reportadas

por la investigacién se puede concluir que:

La principal fuente de recursos o propuestas nacionales de ensefianza para la
derivada en la escuela la constituyen los trabajos de pregrado, tesis de maestriay
tesis de doctorado de los repositorios digitales de las universidades mas importantes
en el campo de la educacion tales como: Repositorio Institucional UdeA (Universidad
de Antioquia), Repositorio Institucional UNAL (Universidad Nacional de Colombia),
Repositorio institucional UPTC (Universidad Pedagbgica y tecnologica de Colombia),
Repositorio Institucional UPN (Universidad Pedagbgica Nacional), Biblioteca Digital
(Universidad del Valle).

En el panorama internacional, la principal fuente de propuestas la constituyen las
publicaciones de libros de autores reconocidos y los articulos de revista publicados en
revistas de gran reconocimiento como la Educational Studies in Mathematics y

Journal for Research in Mathematics Education.
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Al realizar una bisqueda documental en los principales repositorios universitarios
del pais y algunas de las revistas mas reconocidas en el campo de la educacién
matematica se obtiene una lista de 49 documentos que se pueden ver en el anexo B.
Luego, usando los criterios descritos en la seccion 3.1 se seleccionan 4 propuestas de
ensefnanza, 2 de caracter nacional y 2 de caracter internacional, que cumplian a priori
los requerimientos para la consecucion de los objetivos de este trabajo. Asi, cerca del
89% de los documentos encontrados son de origen nacional; los trabajos de pregrado
fueron los de mayor incidencia pues cerca del 40% de los documentos son de este
tipo.

Las propuestas seleccionadas corresponden a 2 trabajos de pregrado y maestria de
origen nacional “Una propuesta didactica para la ensefianza del concepto de la
derivada en el ultimo grado de educacion secundaria” por Carlos Eduardo Pineda
Ruiz, “Una aproximacion a la derivada desde la variacion y el cambio” por Jhon Jairo
Gomez Morales y Cesar Augusto Martinez Gomez; y dos libros de autores
internacionales “Variacion de una funcién: Hacia el estudio de la derivada” por
Carmen Azcarate Giménez y Jordi Deulofeu, “La variacién y la derivada” por
Crisologo Dolores Florez.

Respecto de esta busqueda inicial, podemos concluir que existen muchas
investigaciones de tipo estudio de caso o caracterizaciéon de pensamiento
matemadtico del estudiante y, otras tantas acerca de identificacion de obstaculos y
dificultades en relacién con los procesos de ensefianza. Hay una falta preocupante
de investigaciones que presenten propuestas de ensefianza como resultado de su

ejecucion.
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Para el segundo objetivo especifico, que busca la caracterizaciéon de las propuestas de
ensenanza de la derivada a partir de la determinacion de unas categorias de analisis segin el

marco de referencia conceptual se puede concluir que:

e La articulacion de los referentes del marco conceptual permitié determinar dos
grandes categorias de analisis que incluyen todos los aspectos necesarios para la
construccion de una caracterizacion de las propuestas. Estas dos grandes categorias
describen y simplifican los aspectos matematico-curriculares y didacticos
direccionados hacia el desarrollo del pensamiento variacional.

e Una vez determinadas las dos grandes categorias de analisis, se logré la construcciéon
de la matriz de analisis presentada en la seccion 3.2, dicha matriz relaciona los
aspectos matematico-curriculares concernientes a lo estipulado por los lineamientos
curriculares como lo son los conocimientos bésicos, los procesos generales de
pensamiento matemaético y los contextos; ademas, relaciona también los elementos
mas importantes del tratamiento didactico de la derivada en la escuela como lo son
las dificultades y perspectivas didacticas. Con esta matriz de analisis, un profesor o
investigador en educacion matematica podria caracterizar nuevas propuestas de
ensenanza sobre la derivada con el fin de determinar si los elementos mas
importantes que la componen estan direccionados hacia el desarrollo del
pensamiento variacional, en especial en el contexto colombiano.

e Posterior a la construccion de la matriz, se efecttia su aplicacion en la seccion 3.3 lo
que consolida el anélisis de las propuestas de ensefianza dando como resultado una
caracterizacion presentada en la seccion 3.4. Esta caracterizacion destaca la
naturaleza intuitiva de la derivada presente en todas las propuestas, en especial
aquellas donde las situaciones problema consideradas exhiben situaciones de

variacion elementales que los estudiantes pueden reconocer facilmente; la naturaleza
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variacional y los fendmenos de variacion relacionados a la magnitud del tiempo son
fundamentales en todas las propuestas sin importar su enfoque matemaético pues se
ha demostrado que estos tipos de fenébmenos son apropiados para introducir la
dependencia de las variables, sus relaciones y cuantificar los cambios que se
producen a lo largo del tiempo.

Cada una de las propuestas consideradas tienen unas potencialidades y situaciones
Unicas que permiten abordar de manera eficiente los distintos nicleos conceptuales
que componen la derivada. Esto demuestra que hay una diversidad de enfoques
matematicos que permiten ir adaptando las situaciones problema y los fen6menos
utilizados de acuerdo con los requerimientos y particularidades de las diferentes
aulas de clase. Se concluye, por ejemplo, que la propuesta de Carmen Azcarate y
Jordi Deulofeu Variacion de una funcion: Hacia el estudio de la derivada y la
propuesta de Crisologo Dolores Flores La variacién y la derivada, permiten
consolidar de manera intuitiva la nocién de limite eludiendo las dificultades
epistemologicas asociadas al mismo, también permiten una consolidaciéon méas
completa de la derivada pues no solo se caracteriza como una herramienta
importante en la prediccion de variaciones sino que también se devela su naturaleza
funcional asi como sus principales propiedades. En cuanto a la propuesta de Carlos
Pineda Una propuesta diddactica para la enseftanza del concepto de la derivada en el
ultimo grado de educaciéon secundaria y la propuesta de Jhon Jairo Gomez Morales
y Cesar Augusto Martinez Gomez Una aproximacion a la derivada desde la
variaciéon y el cambio, es posible afirmar que los escenarios de variaciéon presentados
junto con el tratamiento de los prerrequisitos conceptuales forman un buen punto de
partida para introducir la derivada como razon de cambio, a esto le sumamos el

esfuerzo por integrar escenarios de geometria dindmica con el fin de establecer una
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conexion clara entre el valor numérico de la pendiente de la recta tangente y su

interpretacion geométrica.

En relacion con el tercer objetivo especifico del trabajo, que busca proponer algunos

elementos en la construccion y seleccion de propuestas curriculares que articulen aspectos

fundamentales del pensamiento variacional se tiene que:

Este trabajo de investigacion, realizado bajo la modalidad de revisién documental,
que surge a partir de la pregunta de investigacion ¢Cémo, a través del estudio
documental de algunas propuestas para la ensefianza de la derivada en la escuela,
se pueden proponer elementos curriculares que potencien su estudio desde la
perspectiva del pensamiento variacional?;aporta valiosas recomendaciones y
reflexiones en cuanto al desarrollo y validaciéon de nuevas propuestas alternativas de
trabajo sobre la ensefianza de la derivada. Una lectura de los documentos que
direccionan la ensenanza y aprendizaje de las matematicas, en la educacién media en
Colombia, permite identificar que el aprendizaje de las matematicas es una actividad
que involucra diferentes elementos y situaciones que los profesores del territorio
nacional tienen la libertad de escoger o disenar, debido a la libertad de catedra que
desde la constitucion politica de nuestro pais se contempla. Es por esto por lo que los
lineamientos y estdndares no direccionan, de manera precisa, una estructuracion de
contenidos en cuanto a la ensenanza de la derivada en la escuela.

Se logran consolidar 8 elementos presentados en la seccion 3.4, producto del anélisis
de las propuestas. Estos elementos, que fueron establecidos tomando
consideraciones curriculares, matematicas y didacticas; buscan proporcionar un
punto de partida a futuros profesores en ejercicio e investigadores que quieran
construir o evaluar propuestas sobre la ensefianza de la derivada desde la perspectiva

del desarrollo del pensamiento variacional. Se puede concluir entonces que, si bien
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los lineamientos curriculares mencionan los contextos, los procesos, los
conocimientos basicos, entre otros; no se hace explicita la potencialidad que tienen
las diferentes situaciones de variacion, exploradas en las propuestas, con el fin de
articular dichos elementos.

No se pretende con los resultados de este trabajo, de ninguna manera, ir en contravia
de los direccionamientos nacionales, sin embargo, a partir del analisis realizado y de
los elementos comunes encontrados, se ha identificado una estructura o
fragmentacion de la derivada que, desde la perspectiva del desarrollo del
pensamiento variacional y los marcos teéricos propios de las propuestas
consideradas, parece funcionar muy bien en tanto que devela la naturaleza
variacional de la derivada y de las situaciones que la subtienden. Asi, se considera
que una buena alternativa, que desde el curriculo se deberia estructurar en cuanto a
la ensenanza de la derivada, contempla la progresion de los niicleos conceptuales que
dan forma y significado a la derivada y sus diferentes interpretaciones.

Esta estructuracion progresiva de los nacleos conceptuales deberia articularse con los
procesos de la actividad matematica y los contextos de la vida diaria y de las otras
ciencias. Un buen tipo de fenémenos que funcionan para conseguir dicha articulacion
son los fendbmenos cuya variable independiente es el tiempo y que suscitan
situaciones de variacion en las que es posible determinar el comportamiento del
fenomeno a través del tiempo. Otra conclusién que surge de las propuestas y los
elementos aqui presentados en la seccion 3.4 es la referida a los escenarios de
variacion mediados a través de la geometria dindmica con el uso de software como
GeoGebra, Cabri, entre otros; que permiten modelar las situaciones de variacion
promedio y coordinar la idea intuitiva de limite para dar paso a la construccién de la
variacion instantanea. Asi pues, desde los resultados obtenidos en el analisis del

contenido matematico se sugiere:



161

Construir y reforzar las nociones que los estudiantes tienen sobre los nicleos
conceptuales que anteceden el desarrollo de la derivada, dichos niicleos conceptuales
pueden denominarse prerrequisitos conceptuales en la terminologia de la propuesta
del profesor Carlos Pineda. Estos nticleos conceptuales comprenden la nocién de
variable, dependencia entre variable, relacion entre las variables, las funciones,
dominio y rango de funciones, grafica de funciones, funcion lineal y afin, razon de
cambio y velocidad promedio e instantinea. Para desarrollar dichos ntcleos
conceptuales es necesario articular contextos, fendmenos y procesos matematicos en
situaciones que permitan rapidamente identificar la independencia de las variables y
la regularidad de la variacion; volvemos nuevamente a resaltar la potencialidad que
tiene la caida libre para estos fines.

En el tratamiento de los aspectos locales y globales se debe proceder, de manera
organizada, en el tratamiento de la variacion media y, usando las situaciones del
calculo de velocidades medias e instantaneas de méviles inducir la nocién intuitiva de
limite, hasta llegar al calculo de velocidades instantaneas. Este no es el tnico
fenomeno fisico que funciona bien, las propuestas de Azcarate y Pineda muestran
que fend6menos como la concentracién de agua en las nubes o el crecimiento
poblacional (fen6menos en donde también interviene el tiempo) tienen también el
potencial de exhibir regularidades de variacion que los estudiantes pueden identificar
sin que esto suponga un salto de dificultad desmedido. Por ejemplo, en estas
situaciones problema podria preguntarse al estudiante por la concentracién de agua
en determinada hora especifica o el crecimiento de la poblacion en un determinado
dia del ano.

Los resultados sugieren que la conexion entre pendiente de la recta tangente a la
curva y la tasa instantanea de variacion o razon de cambio se ve fuertemente

favorecida por los escenarios de variacion que involucran la geometria dinamica,
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estos escenarios de variacion, como los que encontramos en GeoGebra, permiten
modelar geométricamente la inclinacion de la recta al mismo tiempo que muestra
numéricamente el valor de su pendiente. El estudiante podréa asociar los valores
correspondientes entre la pendiente de la recta y la tasa instantanea de variacion que
se ha calculado por medios algebraicos.

e A partir del analisis de las propuestas, se identifica una ruta progresiva comun en el
desarrollo de los nticleos conceptuales que dotan de significado a la derivada, asi
pues, las potencialidades que surgen de esta ruta especifica se justifican no solo en la
construccién consciente de los elementos que componen la derivada, sino también en
que es completamente compatible con los fen6menos de variacion y los contextos
presentados en la seccion 3.4, nuevamente reiteramos en que esta no es la tinica ruta
procedimental que se debe seguir, pero los resultados muestran sus fortalezas:
variables - funciones - variacidon promedio - cuerdas secantes - variacién instantanea -
recta tangente - velocidad media e instantanea - funcién derivada - aplicaciones de la
derivada.

e Desde la perspectiva del desarrollo del pensamiento variacional y los elementos
encontrados en esta revision documental, se determina que las situaciones de
variacion con mayor potencial para desarrollar la idea de derivada, desde su
naturaleza variacional, son aquellas que corresponden a fenomenos fisicos en donde
el tiempo interviene como una variable (caida libre, movimiento rectilineo y
rectilineo uniformemente acelerado) ademas, explorar la nocion de derivada sin
hacer uso de la idea formal de limite (tal y como lo presenta la propuesta de Azcarate)
permite eludir los principales obstaculos epistemologicos ligados al limite y a los
modos de disrupcion entre el pensamiento algebraico y el calculo.

Teniendo en cuenta lo anterior y lo que planteado en el objetivo general relacionado a

proponer algunos elementos para la construccion de alternativas de trabajo curriculares desde la
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perspectiva del desarrollo del pensamiento variacional, a través de una revision documental de
algunas propuestas para la ensefianza de la derivada en la escuela; es posible concluir que las
propuestas muestran diferentes enfoques matematicos y perspectivas didacticas desde las cuales
se abordan la mayoria de los niicleos conceptuales que comprenden el desarrollo de la nocion de
derivada de una funcion, esto sugiere inequivocamente que no existe una forma tnica de
ensefiar la derivada; sin embargo, a pesar de la diversidad y las potencialidades tinicas de cada
propuesta, es posible determinar una serie de elementos comunes desde los cuales se pueden
construir nuevas propuestas curriculares. Los fendmenos de variaciéon cuya variable
independiente es el tiempo, articulados con los procesos de modelacion a través de las funciones
permiten develar el comportamiento del fendmeno a través del tiempo y asociar los patrones de
variacion con las regularidades exhibidas por las graficas de su funcion.

Por dltimo, las caracteristicas propias de las razones de cambio sugieren que una buena
forma de conectar la razon de cambio de las variables con su interpretacion geométrica como la
pendiente de la recta tangente a la curva, es a través de situaciones inmersas en ambientes de
geometria dindmica donde los estudiantes pueden ver facilmente la inclinacion de las rectas
secantes que se van acercando cada vez méas a un punto especifico.

El anélisis documental también muestra como en cada propuesta encontramos una
perspectiva didactica para abordar las dificultades y obstaculos ligados a los nicleos
conceptuales de la derivada, en especial al concepto de limite. Estas perspectivas didacticas
abordan el concepto de limite desde aproximaciones intuitivas sin delegar el papel de la

derivada a la definicion formal de un limite.

4.2. Algunas reflexiones didacticas

A continuacion, se presentan algunas reflexiones que surgieron de la realizacién de este

analisis documental:
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El analisis de las propuestas nos muestra la importancia de construir nociones
intuitivas sobre el concepto de derivada antes de abordar su definiciéon formal o la
solucion de ejercicios. Es decir, primero debemos explorar los fen6menos de
variacion y cambio que son cercanos o conocidos por el estudiante con el fin de que
puedan percibir las variables, las cantidades que cambian y la relaciéon que guardan
entre ellas. Se identificaron algunas limitaciones que afectan la comprension de la
derivada debido al enfoque metodologico que siguen. Muchas de ellas presentan un
enfoque predominantemente algebraico y procedimental, dejando en segundo plano
la construccion conceptual del significado de la derivada.

Los fen6menos mas cercanos al estudiante podrian ser los problemas de velocidad,
el crecimiento de una flor que tengan en su jardin, la sensacion térmica, etc. Este
camino potencia el desarrollo del pensamiento variacional por encima de los ya
conocidos métodos memoristicos para derivar algunas funciones.

Todo profesor de matematicas que desee ensenar calculo diferencial y sus principios
fundamentales a un grupo de estudiantes debe saber de antemano que el concepto de
limite es uno de los objetos de mayor complejidad dentro del estudio de las
matematicas. Dicho concepto es la puerta de entrada a la mayoria de las situaciones
problema propias del calculo, sin embargo, su definicion trae consigo dificultades y
obstaculos que terminan permeando la comprension que los estudiantes logran
concretar acerca de la derivada. No se trata de eludir el problema dejando el limite de
lado; se trata de reconocer e indagar sobre algunas perspectivas didacticas que
abordan el concepto de limite desde nociones intuitivas y que permiten consolidar
significados sobre la derivada sin depender de la definicion formal del limite de una
funcion.

El enfoque matemaético y didctico a través de fendémenos de variacion como la caida

libre de los cuerpos o cualquier caso de movimiento rectilineo uniforme y
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uniformemente acelerado son una puerta de entrada perfecta para los estudiantes en
la comprension de la variacion. Esto ocurre porque son fenomenos con los que estan
familiarizados y ademas tienen la potencialidad de trabajar de manera
interdisciplinar con otras areas del conocimiento como las ciencias o la ingenieria.
La colaboracion entre profesores e investigadores en el campo de la educacion
matematica puede fomentar la creacién o mejoramiento de nuevas propuestas de
ensefianza sobre la derivada que articulen algunos de los elementos aqui descritos. Si
bien se han encontrado buenas propuestas en este analisis documental, no significa
que ellas sean la inica forma de abordar el concepto de derivada en la escuela, por el
contrario, los elementos reportados por la investigacion facilitan la construccion de
nuevo material educativo que esté alineado con nuestro curriculo y que tenga por
objetivo general desarrollar el pensamiento variacional en los estudiantes. Ademas,
la colaboracion entre profesores e investigadores puede acercar de manera efectiva
las ultimas producciones cientificas del campo de la educacién matematica a las
diferentes aulas de clase, permitiendo asi que los profesores cuenten con
herramientas bien fundamentadas para mejorar la calidad de la educacién que
reciben nuestros estudiantes.

La culminacion de esta investigacion contribuye a disminuir la brecha que existe
entre los estudios sobre la ensenanza de la derivada y las practicas educativas
predominantes en el aula de clase al ofrecer un analisis detallado de como se aborda
el concepto en diferentes propuestas. Al contrastar propuestas nacionales e
internacionales, se resalta la importancia de priorizar el desarrollo del pensamiento
matematico y, especialmente, el desarrollo del pensamiento variacional antes del
desarrollo de contenidos matematicos inconexos. Se espera que este trabajo impacte
la ensefianza de la derivada en la escuela en Colombia al proporcionar herramientas

que guien el disefio de nuevas estrategias didacticas y ajustes curriculares.
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ANEXOS
Anexo A: Elementos Fundamentales Del Desarrollo Historico Del Concepto
De Derivada De Una Funcién.

Con el proposito de caracterizar el tratamiento, que a lo largo de la historia ha tenido la
derivada en la escuela, es fundamental describir este concepto partiendo desde su desarrollo
histoérico, para asi presentar los elementos fundamentales que dan sentido a la derivada hoy.
Para esto, se describiré el progreso historico de la derivada en relacién con el desarrollo
historico del calculo diferencial, desde los primeros enfoques geométricos hasta su
formalizacion en el calculo moderno. Caracterizando asi las aproximaciones iniciales de la
tangente, las notaciones historicas y las reglas de derivacion, asi como las contribuciones de
matematicos destacados como Arquimedes, Fermat, Newton y Leibniz. Este recorrido nos
permitira comprender mejor la evolucion y la importancia de la derivada en el contexto del
calculo diferencial.

De Euclides A Leibniz: Los Primeros Pasos Hacia El Calculo De Derivadas.

Para el siglo XVII, los matemaéticos de la época se concentraron en la resoluciéon de
problemas que habian sido definidos siglos atras, como el problema de la recta tangente,
definido en la época euclidiana (Siglo III a.C.). Este problema, entre otros, se convirti6 en el
motor para el desarrollo de nociones como la derivada y la integral. Estos avances culminaron
en la instauracion de lo que conocemos hoy como el calculo diferencial. Este recuento histérico
se elaborara con base en la lectura del libro Historia de las Matemdticas II, escrito por Jean-
Paul Collette, tercera edicion, traduccion de Alfonso Casal Piga en 1998.

Por un lado, el problema de la recta tangente se refiere a encontrar una recta que toca
una curva en un punto especifico y tiene la misma direccion que la curva en ese punto. La
siguiente figura (figura 1) muestra como la recta f es tangente a la curva g en el punto A. Para el
siglo XVII, los matematicos de la época se concentraron en la resolucion de problemas que

habian sido definidos siglos atras, como el problema de la recta tangente, definido en la época
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euclidiana (Siglo IIT a.C.). Este problema, entre otros se convirti6 en el motor para el desarrollo
de nociones como la derivada y la integral. Estos avances culminaron en la instauracion de lo
que conocemos hoy como el calculo diferencial.

Figura 1

Tangente a una Semicircunferencia

Curva g

La nocién de recta tangente como se muestra en este problema esta generalizada a través de
la nocion de recta tangente para la circunferencia. Asi, pues, Euclides en el 300 a.c. caracteriz6
la recta tangente en Los elementos, libro III, Definicion 2 como; Una recta es tangente a una
circunferencia cuando, tocando a la circunferencia y siendo alargada no corta a la circunferencia
(Euclides, 300 a.C., como se cita en Los Elementos de Euclides, s.f.)

Este planteamiento era posible con métodos geométricos pues se determin6 que la tangente
a una circunferencia seria siempre perpendicular al radio, en cualquier punto de tangencia. Es
asi como Euclides en la proposicién 17 del mismo libro, demuestra a detalle la posibilidad de
trazar siempre una tangente a cualquier circunferencia.

Si se tiene el punto A y la Circunferencia ¢ con centro en B, entonces al trazar un segmento f
de A hasta B y tomando este segmento como radio de una nueva circunferencia d, se obtiene la

figura 2.
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Figura 2

Primera parte de la demostraciéon sobre la proposicion 17.

Si se traza la interseccion entre el segmento f y la circunferencia c, obteniendo el punto C,
y sobre este formando angulos de 90 grados en relacion con el segmento f entonces se tiene el
angulo ECA y ACD, asi como la recta ED que es perpendicular al segmento f. Como el semgento f
esta compuesto por el segmeto BC que es un radio de la circunferencia ¢, entonces por la
proposicion 14, el segmeto ED y la recta que se podra trazar con los mismo punto, es tangente a
la cirunferencia c en el punto C. Euclides (300 a.c./s.f.)
Figura 3

Segunda parte de la demostracion sobre la proposicion 17.

E
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Figura 4

Tercera parte de la demostracién sobre la proposicion 17.

Este seria uno de los primeros esbozos de la recta tangente a una circunferencia.

Por otro lado, Apolonio de Perga (c. 262—190 a.C.) un matematico del siglo I, en su
obra "Cénicas", amplio el concepto de tangente a las cdnicas (elipses, parabolas e hipérbolas).
Defini6 la tangente como una linea que toca la conica en un solo punto sin cruzarla, similar a la
definicion de Euclides, pero aplicada a una clase mas amplia de curvas. (Collette, 1998)

Este planteamiento dio paso a pensarse sobre una tangente no solo para curvas cerradas
sino también para curvas abiertas. Es aqui en donde los métodos geométricos dejaron de bastar
trazar tangentes pues en curvas abiertas existe la posibilidad de que al trazar una recta m por un
punto F ala curva p, esta recta también toque a la curva p en un punto G, como lo muestra la

figura 5.
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Figura 5

Curva p

Cuva p

En el siglo XVII, el matematico y filésofo francés René Descartes realizé un avance
revolucionario al introducir el concepto de coordenadas cartesianas, lo que condujo al desarrollo
del plano cartesiano y sento6 las bases para la geometria analitica. En su obra "La Géométrie"
(1637), (citado en Collette, 1998) Descartes propuso una forma de representar puntos en un
plano mediante pares ordenados de nimeros. Esto permitié una conexion entre el algebra y la
geometria, ya que ahora las curvas y figuras geométricas podian ser representadas mediante
ecuaciones algebraicas.

Una de las formas més simples de ecuacion algebraica que describe una recta es la forma
canodnica y = mx + b, donde m es la pendiente de la recta y b es la ordenada al origen. Descartes,
junto con otros matematicos de su época, desarrolld este concepto al darse cuenta de que la
pendiente m de una recta es la tangente del angulo que forma con el eje x. De esta manera, la
ecuacion y = mx + b proporciona una forma eficiente de describir la relacién entre e x e y en
una linea recta.

Alarcon Vasco, S., & Suescin, C. M. (2011) muestran como paralelamente, Descartes (1637)
apoyado en el trabajo de Francois Vieta, defini6 la tangente como una linea que intercepta una
curva en exactamente un punto en el contexto de sus métodos para encontrar las normales y
tangentes a curvas definidas por ecuaciones algebraicas. Asi pues, como se muestra en la figura

6, tomando una funcion P de la que se quiere hallar su tangente en P. Se toma la circunferencia
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auxiliar de centro (C,0) y radio de C a P. Buscando C tal que sea tangente a la curva en P. En ese
caso, la tangente de la circunferencia que es sencilla de calcular (es la perpendicular al radio en
P entonces, m; * m, = —1) sera también tangente a la funcién en P.

Figura 6

La Tangente en Descartes

Nota. Adaptado de Método de Célculo de tangentes de René Descartes, de ErosFer, (s.f.).
GeoGebra. GeoGebra

Por otro lado, Pierre de Fermat (1607-1665), un matematico francés del siglo XVII desarrollo
una nocién de tangente que involucro el uso de pequenos incrementos anticipandose a la nociéon
de limite usada en la definicién contemporanea de la derivada. (Recalde, 2018)

Teniendo la curva y = f(x) = x2, [ver figura 7] la tangente de f(x) en un punto x, Fermat
introducia un incremento e, y al calcular la diferencia entre f(x + e) y f(x) resultaba el siguiente

desarrollo:


https://www.geogebra.org/m/jPZRA4Au
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Figura 7

La Tangente de Fermat

q(x) = 2%,

m: Recta Tangente

B R

Tabla 1
Representacion simbolica de la tangente de Fermat

Partiendo de la semejanza de 2x2(2s + 2€) = 4s(x% + 2xe + e2)

tridngulos se determina que:
4sx? + 4ex? = 4sx? + 8sxe + 4se?)

2x? _ k
25 2s+te 2 = 2ex? = 2(4sxe + se?)
Dado que, k =2(x +e)* 2ex? = 4sxe + se?
2x*  2(x+e)? 2ex? = se(4x + e)
2s  2(s+e)
2ex? — 4+
2x° _ 2(x% + 2xe + €?) TTe
25 25 + 2e
Despreciando e, se obtiene
2x?
— =4x

S5
A este desarrollo dado por Fermat, se le conoce como el cociente de Fermat o cociente
diferencial, procedimiento que mas tarde Wilhem Leibniz usaria para desarrollar su versiéon de

la derivada en el marco del desarrollo del calculo diferencial e integral.
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Ahora bien, el cociente diferencial de Fermat permite hallar entonces la pendiente de una
recta tangente para curvas descritas algebraicamente, dado este desarrollo, otra cuestiéon que fue
de analisis para el siglo XVII, fue el problema de los maximos y minimos de una funcion.

Por otro lado, Recalde (2018) haciendo un desarrollo de las matematicas, muestra el
problema de maximos y minimos. Este problema, presentado en el siglo XVII se refiere a los
métodos desarrollados por matematicos como Pierre de Fermat y René Descartes para
encontrar los puntos de una curva en los que una funcién alcanza sus valores extremos. Pierre
de Fermat, alrededor de 1637, introdujo un enfoque innovador para describir la tangente de una
curva utilizando incrementos aproximados a cero. Este razonamiento fue crucial para la
determinacion de maximos y minimos en curvas descritas algebraicamente. Fermat propuso que
al obtener el valor de la tangente en un punto y establecer este valor igual a cero, se pueden
identificar los puntos en los que la funcion alcanza un maximo o un minimo.

Fermat razond que, si la tangente de la funcién en un punto no tiene un dngulo de inflexion,
entonces la funcion “ha dejado de crecer o decrecer” en ese punto. Este enfoque esencialmente
establecia que en los puntos donde la pendiente de la tangente es cero, la funcion tiene un punto
que modernamente se llama punto critico y que podria ser un maximo, un minimo o un punto
de inflexién. Retomando el ejemplo anterior, para el caso de la funcién y = f(x) = x?

En donde se hall6 que la tangente de f(x) es g(x) = 2x entonces si

glx)=0
- 2x=0
—>x—9

2
-x=0

Asi, Fermat sent6 las bases para los métodos de calculo diferencial utilizados para resolver

problemas de optimizacion, que serian formalizados méas tarde por Newton y Leibniz.
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Para la misma época, Galileo Galilei (1564 - 1642), un astronomo, matematico y fisico
italiano, en el siglo XVII hizo grandes desarrollos con respecto al problema de la
modelacion matematica del movimiento pues él quiso demostrar que todos los cuerpos
caen al vacio con la misma aceleracion y es asi como determiné, que la relacion entre el espacio
y el tiempo est4 dada por la funcion:

s(t) = C = t?
“C” es una constante que ajusta la formula para que coincida con las condiciones
especificas del problema de caida libre en cuestion

Este hallazgo se enmarca en el llamado problema de la modelaciéon del movimiento, uno
de los cuales fue fundamental para el desarrollo del calculo.

Considerando entonces que la aceleracion podria plantearse como el ritmo de cambio de
la velocidad, y la velocidad a la vez, el ritmo de cambio de la distancia de un cuerpo en
movimiento, el problema quedaria en determinar como cambia la funcién que describe la
velocidad del movimiento de un cuerpo para cualquier punto, lo que seria pensar en la
pendiente de la recta tangente en un punto dado de la curva de velocidad.

El experimento de la caida de los cuerpos desde la Torre de Pisa llev6 a Galilei a
descubrir que la aceleracion de un objeto en caida libre debido a la gravedad es constante,
independientemente de su masa. Con esto se pudo plantear que la velocidad de un cuerpo
aumenta uniformemente con el tiempo. Esta conclusion permitié a Galileo desarrollar una
comprension mas profunda de la relacion entre la velocidad, la aceleracion y la distancia
recorrida por un cuerpo en movimiento. Ademas, al tomar intervalos de tiempo mas pequenos
para medir la velocidad de los cuerpos en caida libre, Galileo observo que la velocidad media de
un cuerpo se acercaba a un valor constante, lo que sugiere que la velocidad instantanea de un
cuerpo también podria ser medida con precisién mediante un proceso experimental adecuado.

El desarrollo histérico de la derivada se fundamenta en los descubrimientos que

proporcionaron una so6lida evidencia experimental de la relacion entre la velocidad, la
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aceleracion y el movimiento de los cuerpos. Estos hallazgos sentaron las bases para que
matematicos posteriores, como Isaac Newton y Gottfried Wilhelm Leibniz, construyeran sobre
estos fundamentos. Utilizando el concepto de velocidad instantanea, desarrollaron de forma
independiente el calculo diferencial y la derivada. Este progreso se enmarca en el contexto del
desarrollo matematico del siglo XVIII, proporcionando a Newton y Leibniz los elementos
teoricos necesarios para desarrollar su version del calculo diferencial.

Siguiendo este desarrollo historico, en 1687, Isaac Newton, un fisico, fildsofo y matemaético
nacido en Woolsthorpe, Lincolnshire (Reino Unido), publica su obra “Principios matematicos
de la filosofia natural” en donde muestra tres interpretaciones para el calculo infinitesimal
buscando una fundamentaciéon formal y rigurosa de esta. (Recalde, 2018, pag. 246).

En un primer momento, presenta el calculo en términos infinitesimales, teniendo la nocion
de infinitésima como una cantidad infinitamente pequefa pero no nula, un concepto analogo a
los indivisibles de Cavalieri. En un segundo momento, Newton, desarrolla su teoria de fluxiones
introduciendo el concepto de flujo y fluente, donde la tangente a una curva en un punto se
define a través de la idea de velocidad instantanea. Idea, que como se vio en el desarrollo del
problema del movimiento de los cuerpos, Descartes, Galilei y Fermat usaron en diferentes
desarrollos haciendo referencia a la pendiente de una curva en un punto particular de esta.

Por un lado, un fluente es una cantidad que varia respecto al tiempo, denotada como x, y.
Una fluxion es la rapidez de cambio de un fluente, representada por x, y. Por lo que el cociente

de fluxiones se interpreta como la pendiente de la recta tangente, denotado como:

. dy

y_dr_by

x dx dx
dt

A través de procesos algoritmicos Newton describi6 los incrementos de las fluxiones en
funcion de los incrementos del tiempo. Asi pues, si v esun incremento infinitesimal del tiempo,

entonces los incrementos de x, y estan dados por xv, yv, llamados momentos.
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Si se tiene la curva con ecuacion:
x2+bx+y2=0

Sustituyendo x = (x + xv), y=W+yv)

(x+xv)2+b(x+xv)+ (y+yv)2 =0
(x2 + 2xxv + (xv)?) + (bx + bxv) + (y? + 2yyv + (yv)?) =0
(x?2+bx+y?)+viQx+v+b)+2yyv+ (yv)2 =0
Dado que x? + bx + y? = 0 entonces al dividir entre v, y, despreciar los factores de v se
obtiene;

vi(2x+v+b)+vy(2y+vy) 0

v v
x2x+v+b)+yRy+vy)=0
Entonces, se obtiene el cociente diferencial a partir del cual se puede obtener una recta
tangente a la curva x? + bx + y2 = 0 en cualquier punto

y —(Q@2x+Db)

X 2y

Esta segunda interpretacion toma elementos de la fisica para fundamentar el calculo, por lo
cual consideré que trabajar con conceptos como el tiempo, no era estrictamente riguroso en
matematicas, lo que lo lleva a desarrollar la tercera version. En esta tltima interpretaciéon
publicada bajo el titulo “De Quadratura Curvarum” (publicado en 1704), Newton, presenta en
calculo en términos de razones primeras y ultimas, aludiendo a los cocientes de los incrementos
infinitesimales de las cantidades que varian con el objetivo de identificar estos valores en el
instante en que estas cantidades comienzan desde cero (razon primera) o se vuelven nulas
(razon Gltima).

Por otro lado, Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 - 1716) nacido en Leipzig (Alemania), un

filosofo, matematico y jurista entre el siglo XVII y siglo XVIII, tres afios antes de la publicacion
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de “Principios matemdticos de la filosofia natural”, Leibniz publica en “Nova Methodus pro
maximis et minimis, itemque tangentibus, quae nec fractas nec irrationales quantitates
moratur, et singulare pro illis calculi genu” (1687), traducido al espafiol como “Un nuevo
método para maximos y minimos, y para tangentes, que no se ve obstaculizado por cantidades

fraccionarias o irracionales, y un tipo singular de calculo para lo mencionado anteriormente”.
. o . L , o d
En este trabajo, Leibniz usa por primera vez en la historia del calculo, la notacién d—i para

representar el cambio de y respecto de x, y, describe las reglas de diferenciacion tales como la
regla de la potencia o regla del producto. (Recalde, 2018 pag. 251)
Figura 8

Portada de Leibniz (1687)
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En una publicacion posterior, en 1714, Leibniz “Geschichte und Ursprung der
Differentialrechnung” (“Historia y Origen del Calculo Diferencial”) Leibniz, basado en los
desarrollos de Fermat sobre el cociente diferencial, hace alusion al tridngulo caracteristico para
fundamentar y representar geométricamente su version de los diferenciales. Este triangulo
caracteristico se refiere a un triangulo rectangulo formado en un punto A de coordenada (x, y)
de una curva f(x) en donde el cateto es la diferencial de la abscisa representado dx, y el otro
cateto es la diferencia de la ordenada, dy, asi mismo la hipotenusa es un segmento de la curva,

que representa una aproximacion infinitesimalmente pequeiia de la curva en el punto A.
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Figura 9

La Tangente de Leibniz

 ———

El triangulo caracteristico tiene lados infinitesimales dx, dy, ds y se verifica la relacion

(ds)? = (dx)? + (dy)?. El lado ds sobre la curva se hace coincidir con la tangente a la curva en el
punto (x, y) y la pendiente de la recta se representa como %. Bajo este razonamiento, Leibniz

desarrollo algunas reglas de diferenciaciéon como la regla del producto, regla del cociente, regla

de la potencia, y de la raiz:

e dxv)=xdv+vdx e d (E) —raxxdv g g(x") = nx"l

v v2

.,

ay  xln
o d(Vx®)=d(xn)=

n

Un ejemplo de la interpretacion de la derivada de Leibniz con la curva,

x2+bx+y?2=0
L+ bx+y?) =2 (0
dx(x x y)_dx()

dy . . dy a .,
O+ )+ () =0

dy
2x+b+2ya—0

d —(2x+b)

dx 2y
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Con el objetivo de comprender el desarrollo contemporaneo de la derivada, se han
reconocido los avances historicos que sentaron las bases para el calculo diferencial moderno.
Inicialmente, el problema de encontrar la recta tangente a una curva en cualquier punto se
resolvia facilmente para circunferencias, gracias a la simplicidad geométrica de su radio
perpendicular a la tangente. Mateméaticos como Pierre de Fermat y René Descartes extendieron
este concepto a una gama méas amplia de curvas, desarrollando métodos para calcular la
pendiente de la tangente. Gottfried Wilhelm Leibniz, con su formalizacién y notaciéon
sistemaética, consolido estas ideas, haciendo posible una aplicacién méas general y robusta. En la
actualidad, la derivada ha evolucionado para abarcar un vasto espectro de aplicaciones en
diversas disciplinas, desde la fisica hasta la economia, y se ha integrado con nuevas tecnologias y
teorias avanzadas como el analisis numérico y el calculo simbélico, demostrando su versatilidad
y relevancia continua en el mundo moderno.

Es preciso entonces abordar en este momento, la derivada desde la perspectiva moderna.
La Formalizacion De La Derivada En El Analisis Matematico Por Augustin Cauchy.

Como se vio en el anterior subtitulo de este apartado, las contribuciones de Newton y
Leibniz hacia el desarrollo del concepto de derivada se dieron a finales del siglo XVII y
principios del siglo XVIII. Estos autores lograron conceptualizar la derivada en contextos
matematicos, fisicos y al mismo tiempo hallar el valor de esta medida de variacion para
diferentes funciones. Con base en esto, se explorara a continuacion la contribucién de Augustin
Louis Cauchy, describiendo asi la formalizaci6n de este concepto dentro del calculo infinitesimal
y el analisis matematico. (Recalde, 2018 pag. 278)

Augustin-Louis Cauchy (1789-1857), influyente matemaético francés del siglo XIX, publica en
1821 su obra “Cours d’‘ananlyse”. La primera edicion en espaiiol de este libro fue publicada en
México en 1994 con edicion de Carlos Alvarez Jiménez. Esta obra se divide en dos partes, una
primera titulada: Analisis Algebraico, y la segunda parte bajo el titulo “Calculo infinitesimal”. A

lo largo de la obra, presenta conceptos como limite, continuidad y la derivada, desde un punto
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de vista riguroso pues en lo posible construye estos objetos libres de referentes geométricos, por
lo cual este autor es considerado hoy en dia como el padre del analisis matematico.

Entre sus construcciones fundamentales para la presentacion de la derivada, presenta la
definicion de limite:

Cuando los valores sucesivos atribuidos a una misma variable se aproximan
indefinidamente a un valor fijo, de tal manera que acabara por definir de este tan poco
como se quiera, este tltimo se llamara el limite de todos los demas.

Una representacion algebraica sobre el limite, usada por Cauchy se puede ver en la sexta
leccion en donde el autor se centra en el concepto de series y sumar infinitas. En la solucion
propuesta para el problema IV, el autor usa la siguiente notacion:

z . Z+ Az
y +A4y
En esta notacion se quiere estudiar el comportamiento del cociente % pero no se establece

explicitamente que el diferencial Ay tienda a cero, mas bien es una idea que esta implicita.
Mientras que, actualmente est4 notacidon ha cambiado un poco en pro de tener una
caracterizacion del limite autoconsistente?.
Ahora, el limite de una funcién f(x) cuando x — a es L, lo que se denota como:
lim f(x) =L
x—a
Ve>0)E5>0)(Jx—a|<d-|f(x)—L|<é¢)
Otras definiciones en Cauchy, asociadas al concepto de funciéon derivada son sobre
cantidad infinita y funcion continua:
Cuando los valores numéricos sucesivos de una misma variable decrecen

indefinidamente, de manera que descienden por debajo de cualquier namero dado, esta variable

lautoconsistente es la palabra que usa Luis Recalde para hacer referencia a que en esta
conceptualizacion del limite no se usa la idea de movimiento que usaba Newton, por tanto, esta
notacién no da lugar a ambivalencias.
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deviene lo que se suele llamar infinitamente pequeio o una cantidad infinitamente pequena-
una variable de esta especie tiene al cero por limite.

La funcién f(x) es una funcion continua de la variable x entre dos limites asignados, si
para cada valor de x entre esos limites, el valor numérico (absoluto) de la diferencia f(x + a) —
f (x) decrece indefinidamente con a. En otras palabras, la funcion f(x) sera continua entre dos
limites, si un incremento infinitamente pequefio de la variable siempre produce un incremento
infinitamente pequefio de la funcién misma. . (Cauchy, 1821/1994 pag. 76)

Es asi como Augustin-Louis Cauchy en la tercera leccion de la parte Calculo Infinitesimal
presenta la definicion de derivada de una funcién como:

Cuando la funcion y = f(x) permanece continua entre dos limites dados de la variable x y si
se asigna a esta variable un valor comprendido entre esos dos limites, un incremento
infinitamente pequefio atribuido a la variable produce un incremento infinitamente pequeiio de

la funcién. En consecuencia, se hace Ax = i, los dos términos de la razon de las diferencias

Ay  f+D-f@)
Ax i

Seran cantidades infinitamente pequenas. Pero mientras que estos dos términos se
aproximan infinitamente y de manera simultanea al limite cero, la razén misma podra converger
a un limite ya sea positivo o negativo. Este limite, cuando existe, tiene un valor determinado
para cada valor particular de x

En la actualidad, esta definicion se ha dado paso para ser la siguiente:

Considerando la funcion f(x) y el punto P(a, f(a)) en f(x), entonces, se dira
que la derivada de la funcién f(x) es la funcion f'(x) definida por:

f+h)-fx®)
h

f'G) =m=lim

Para todo x donde existe este limite.

Esta definicion de la derivada tiene por representacion grafica:



Figura 10

Representacion de la derivada del cociente diferencial
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fla+h)-ffa)
=f(z)=ffa)

P(a f(a))

G —————————

[| Yy

T =a+h

=

Figura 11

Representacion de la derivada cuando h se aproxima a cero.

(a, fla)

Pendiente m=f'(a)

B

Al evaluar en la definicion diferentes tipos de funciones, entonces se obtienen las reglas

de derivacion, que como se mostr6 en la parte inicial de este apartado, Leibniz las obtuvo por

medio de aproximaciones infinitesimales.
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Articulos y trabajos de grado relacionados con la derivada.
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LISTA DE DOCUMENTOS A CONSIDERAR
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Una Propuesta Para la Ensefianza de la Derivada

Universidad Nacional de

Cardona Aguirre, Robinson

Trabajo de Maestria

Cardona Aguirre, R. (2011). Una propuesta para la
ensefianza de la derivada como razén de cambio a

33 | como Razén de Cambio a Estudiantes de Grado lombi 2011 Al
Undécimo Colombia Allonso estudiantes de grado undécimo.
¢Ensefiamos a los profesores de matematicas P . . .
34 aquello que nos ensena la investigacion en Univ ersuiaéll Pedagégica 2013 Carolina Rojas Celis Trabajo de‘ Grado en Mae’s t‘ma en http://hdLhandle.net/20.500.12200/204
S . Nacional Docencia de la Matematica
didactica sobre la derivada?
35 Una Propuesta Didactica para la Ensefianza del Universidad del Quindio 2013 Dario A]Varez‘y Humberto Articulo en Ia Revista Cientifica
Concepto de Derivada Ospina
6 Una Propuesta para la Ensenanza de la Derivada Universidad de Cartagena 201 Alfonso Gémez Mulett Articulo de Revista https://oj bli du.co/index.php/i jeri
3 Basada en el Aprendizaje Auténomo 28 7 - i ttps://Qjs.urepu icana.edu.co/ INAex.php/INgEneTia
5 - E}'ﬁﬂp mpv\a Qn1d'2|:l: T -
Una Propuesta para la Ensefianza del Concepto de . . . . . . Articulo en la Revista https://funes.uniandes.edu.co/funes-
. .. . . . Universidad de Guadalajara Lucia Gonzalez Rendon y . . documentos/una-propuesta-para-la-ensenanza-del-
37 | Derivada de una Funcion, Medicante Actividades P 2014 . . . Iberoamericana de Educacudén . . .
T México Marisol Radillo Enriquez P coneepto-de-derivada-de-una-funcion- mediante-
de Visualizacién Matematica ieridades. de. wictimlionianl
El Desarrollo Histrico- Epistemolégico de la R N Vega Agredo, Samith Tatiana . .
38 Derivada en el Paso de lo Geométrico a lo Analitico. Universidad del Valle 2019 Dirigido por Luis Recalde Trabjo de Grado Maestria
30 | Historia v Epistemologia de la Funcion Derivada Umversﬂai! Pedagogica 2009 Eliseo Ramirez Rineon Ponencia https:// rewstas.upn.ec"lu.co/ index.php/TED/ article/v
Nacional iew/261
. . . . Walter F. Castro Juan d. . .
Idoneidad Epistémica del Significado de la R N . P - . https://drive.google.com/ drive/folders/1ZV_gTefCq
40 Derivada en el Curriculo de Bachillerato Universidad del Valle Godino Lms;’;r; : Fan Vicenc Articulo de Revista Pd3ZPRHjCWbyvCWAFBRLSGO
e . . L .o . https://drive.google.com/drive/folders/1ZV gTgfCq
41 Breve Historia del Concepto de Derivada Universidad de Quindio 2015 Juan Carlos Ponee C. Libro Pd2ZPRHICWbyvCWAFBRLAGO
Un Acercamiento Historico a la Formacion del L . ; . . https://drive.google.com/drive/folders/1ZV gTgfCa
42 Concepto de Derivada Universidad de Sucre 2003 Miguel Martin Suarez Trabajo de grado Pregrado Pd2ZPRHICWbyvCWAFBRLAGO
Desarrollo del Concepto de la Derivada sin la Fundacién Universitaria Yeimy Alexandra Lozano . https://repositorio.konradlorenz.edu.co/search?spe.p
43 Nocion del Limite Konrad Lorenz 2011 Robayo Trabajo de Pregrado age=1&query=Derivada
Una Propuesta Didactica Centrada en la Resolucion|
de Prob}emas para la Ensefianza y Aprendlza!z? de Universidad Pedagogica Simén Francisco Ruiz Diaz TrabaJ‘O‘ de grado presentado/como http://repositorio.pedagogica.edu.co/bitstream/handl
44 | laDerivada en el Tercer Curso de la Educacién Nacional (Paraguay) 2018 Viczar requisito para optar por el titulo e/20.500.12209/9153/TO-
Media del Colegio Municipal Santa Rosa de Lima, agua) de Especialista en Pedagogia 22062.pdf?sequence=18&isAllowed=y
Departamento Central, Paraguay
Estudio de las Variaciones y Covariaciones
Proporcionales de las Funmone‘s P?h{lor}'ucas hasta Universidad Pedagégica Barreto Pulido, Héctor Eduard ) http://repositorio.pedagogica.edu.co/bitstream/handl
45 | Cuarto Grado, como Estrategia Didactica para la . 2012 ) . Trabajo de Grado e/20.500.12209/113/TO-
- . . Nacional v Caro Quintero, Juan Pablo .
Ensefianza del Conecepto de Derivada a partir de 15346.pdf?sequence=18&isAllowed=y
Razones de Cambio Correlacionadas.
Trabajo de grado en http://repositorio.pedagogica.edu.co/bitstream/hand]
46 |Una Aproximacion a la Derivada desde la Variacion| Universidad Pedagogica John Jairo Gomez y Cesar Especializacion en Educacion e/20.500.12209/142/TO-
v el Cambio Nacional 2015 Augusto Martinez Matemdatica 18803.pdf?sequence=1&isAllowed=y
Variacion de una Funeion: Hacla el Estudio de la Carmen Azcarate Giménez y . . libro/ funci - avafi
47 Derivada Madrid, Espafia 1996 Jordi Deulofeu Libro www.sintesis.com,/libro/funciones- y-graficas
P . La variacién v la derivada Dolores Flores, Crisélogo
48 La Variacién y la Derivada Madrid, Espafia 2012 Crisélogo Dolores Florez Libro 978-84-0060-001-9
El estudio de la tasa de cambio en el entendimiento . ] . L. https://rudgb.unam.mx/handle/20.500.14330/TES
49 de la derivada UNAM Mexico 2008 Rojas Garcia, Zaira Eréndira | o143 en Educacién Superior 01000632125
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Clasificacion de las Propuestas de Ensefnanza de la Derivada

INTERNACIONALES
Titulo Lugar de Afio Autores Observacion Referencia o Link
Publicacién
Variacién de una Funcion: Hacia el Madrid, 6 %a.rm,en Azaara(’i_e Lib https://www.sintesis.com/libro/funcion
Estudio de la Derivada Espafia 199 tmenez y Jordl 1bro es-y-graficas
Deulofeu
.. . Madrid, Cris6logo Dolores . La variacién y la derivada Dolores
La Variacién yla Derivada Espafia 2012 Florez Libro Flores, Crisblogo 978-84-9969-091-9
El estudio de la tasa de cambio en el UNAM Rojas Garcia, Zaira Maestria en Educacion | https://ru.dgb.unam.mx/handle/20.500
e . P 2008 o 1s -
entendimiento de la derivada México Eréndira Superior .14330/TES01000632125
Una Propuesta Did4ctica Centrada
en la Resolucion de Problemas para . . .
1 ~ L Universidad Trabajo de grado . - . .
a Ensefianza y Aprendizaje de la P ., . . .. http://repositorio.pedagogica.edu.co/bit
. Pedagbgica Simén Francisco Ruiz | presentado como requisito
Derivada en el Tercer Curso de la ; 2018 . . ) stream/handle/20.500.12209/9153/TO-
A . . Nacional Diaz Vicézar para optar por el titulo de .
Educacién Media del Colegio (Paraguay) Especialista en Pedagogia 22062.pdf?sequence=1&isAllowed=y
Municipal Santa Rosa de Lima, guay. p £08
Departamento Central, Paraguay
~ . . ps:// .uni .edu.co/ -
Una Propuesta para la Ensefianza del | Universidad ; . , ; . https://funes.uniandes.edu.co/funes
. Lucia Gonzalez Rendén Articulo en la Revista documentos/una-propuesta-para-la-
Concepto de Derivada de una de . . . .
iy . . . 2014 y Marisol Radillo Iberoamericana de ensenanza-del-concepto-de-derivada-
Funcién, Medicante Actividades de | Guadalajara . by o - : -
AT ‘o Enriquez Educacion Matematica de-una-funcion-mediante-actividades-
Visualizacion México . s
de-visualizacion/



https://www.sintesis.com/libro/funciones-y-graficas
https://www.sintesis.com/libro/funciones-y-graficas
http://www.diazdesantosmexico.com.mx/libros/dolores-flores-crisologo-la-variacion-y-la-derivada-L27000910101.html
http://www.diazdesantosmexico.com.mx/libros/dolores-flores-crisologo-la-variacion-y-la-derivada-L27000910101.html
https://funes.uniandes.edu.co/funes-documentos/una-propuesta-para-la-ensenanza-del-concepto-de-derivada-de-una-funcion-mediante-actividades-de-visualizacion/
https://funes.uniandes.edu.co/funes-documentos/una-propuesta-para-la-ensenanza-del-concepto-de-derivada-de-una-funcion-mediante-actividades-de-visualizacion/
https://funes.uniandes.edu.co/funes-documentos/una-propuesta-para-la-ensenanza-del-concepto-de-derivada-de-una-funcion-mediante-actividades-de-visualizacion/
https://funes.uniandes.edu.co/funes-documentos/una-propuesta-para-la-ensenanza-del-concepto-de-derivada-de-una-funcion-mediante-actividades-de-visualizacion/
https://funes.uniandes.edu.co/funes-documentos/una-propuesta-para-la-ensenanza-del-concepto-de-derivada-de-una-funcion-mediante-actividades-de-visualizacion/
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NACIONALES
Titulo Lugar de Ano Autores Observacion Referencia o Link
Publicacién
Qué Sentido tienen las
Matemaéticas: Una
Propuesta de Cesar E. Piez Cesar Enriquez Paez, Harold Alberto Hernandez. (2017). Qué sentido
Acercamiento a la Universida 501 Haro‘l da y Trabajo de | tienen las matematicas: Una propuesta de acercamiento a la nocién de
Nocion de Derivada d Distrital 7 Hernén déz Pregrado derivada desde una perspectiva critica de la modelacion matematica.
desde una Perspectiva Universidad Distrital.
Critica de la Modelacion
Matematica.
Una Propuesta Did4ctica Universida
para la Ensefianza del . . . . Pineda Ruiz, C. (2013). Una propuesta diddactica para la ensenianza
. d Nacional Pineda Ruiz, Carlos | Trabajo de . P 9
Concepto de la Derivada de 2013 Eduardo Maestria del concepto de la derivada en el tiltimo grado de educacion
en el Ultimo Grado de Colombia secundaria.
Educacion Secundaria.
La Pendiente de la Recta . d
como una Razoén de Unlve.r51 a . . ,
Cambio para d Nacional 2018 Ossa Zapata, Trabajo de Ossa Zapata, T. (2018). La pendiente de la recta como una razon de
AproximaI;se al de Tatiana Andrea Maestria cambio para aproximarse al concepto de derivada.
Concepto de Derivada Colombia
Libro Taller para la versid
Ensefianza del Concepto Un1ve‘r51 a . , . . , . o
de Derivada en el Grado d Nacional 501 Barrientos Tascon, Trabajo de Barrientos Tascon, P. (2014). Libro-Taller para la ensefianza del
11 (Un enfoque de 4 Paula Andrea Maestria concepto de derivada en el grado 11° (un enfoque geométrico).
Geométrico) Colombia
O ecbamadely | Universida . | . )
Derivada como Razén d Nacional 2011 Cardona Aguirre, Trabajo de Cardona Aguirre, R. (2011). Una propuesta para la ensefianza de la
de Cambio a Estudiantes de Robinson Alfonso Maestria derivada como razén de cambio a estudiantes de grado undécimo.
. Colombia
de Grado Undécimo
Una Propuesta Did4ctica | Universida Dario Alvarez Articulo en la
para la Ensefanza del d del 2013 | umberto Os ii,la Revista https://revistas.udistrital.edu.co/index.php/revcie/article/view/5961
Concepto de Derivada Quindio P Cientifica
Una Propuesta para la Universida
Ensefianza de la Alfonso Gémez Articulo de s . . . I . .
Derivada Basada en el Ca i e:1ee . 2017 Mulett Revista https://ojs.urepublicana.edu.co/ ;7dex.php/ ingenieria/article/view/39
Aprendizaje Auténomo 8 355
Desarrollo del Concepto Fup dac.i(’)n' . . N
de 1a Derivada sin 1a Universitari 5011 Yeimy Alexandra Trabajo de https://repositorio.konradlorenz.edu.co/search?spc.page=1&query=D
a Konrad Lozano Robayo Pregrado erivada

Nocién del Limite

Lorenz



https://revistas.udistrital.edu.co/index.php/revcie/article/view/5961

195

# Titulo Lugar de Afio Autores Observacion Referencia o Link
Publicacion
El Desarrollo
Historico- Vega Agredo,
Ep1ste1polog1co de Universidad Sa‘?‘th Trabajo de Grado https://bibliotecadigital.univalle.edu.co/entities/publication/ea00
1| laDerivada en el del Valle 2019 Tatiana Maestria 9432-f44c-4a92-9¢58-bdaec3fge3e2
Paso de lo Dirigido por
Geométrico a lo Luis Recalde
Analitico.
El Concepto de
Aproximacion Esteban
Local: Una . . Duarte, Pedro Esteban Duarte, P y Pérez Carreras, P. (2013). El concepto de
Universidad . ) ; . - . s .
2 Propuesta 2013 | Vicente Pérez Articulo de Revista aproximacion local: una propuesta metodoldgica a partir de la recta
P del Valle
Metodolbgica a Carreras, tangente.
partir de la Recta Pedro
Tangente
Las Concepciones
del Concepto de
Derivada: Dos Silvia Paola
estudios de Caso Universidad 201 Solano, Tutor, Trabaio de Pregrado https://drive.google.com /file/d /1iMk-
3 sobre un del Valle 7 Carlos ) & gXKEiSoFHTLXZ75fceoF1m53TIG5/view?usp=sharing
Matematico y un Eduardo Vasco
Licenciado en
Matematicas.
Elementos para una
Transposicion Universidad Cardona Velazquez, E. (2015). Elementos para una transposiciéon
DidActica del 2015 | Elias Cardona Trabajo de Maestria didéctica del concepto de derivada "La derivada de carathéodory"
del Valle . .
Concepto de Universidad del Valle.
Derivada.
Un Estudio sobre
las Concepciones de
Docentes de José Manuel
Matemaéticas acerca Ar Arenas Madrid, J y Escallon Gémez, V. (2023). Un estudio sobre
., . . enas M.y . Los <
de la Nocién de Universidad . las concepciones de docentes de matematicas acerca de la nocién
. 2023 Vanessa Trabajo de Pregrado P . . . AR
Variacién en la del Valle Escallon de variacién en la educacioén secundaria y media en instituciones
Educacion Gé educativas de Cali. Universidad del Valle.
) . 6mez
Secundaria y Media
en Instituciones
Educativas de Cali



https://bibliotecadigital.univalle.edu.co/browse/author?value=Vega%20Agredo,%20Samith%20Tatiana&authority=ac6a7d11-f378-42ba-a470-cb4473239581
https://bibliotecadigital.univalle.edu.co/browse/author?value=Vega%20Agredo,%20Samith%20Tatiana&authority=ac6a7d11-f378-42ba-a470-cb4473239581
https://bibliotecadigital.univalle.edu.co/browse/author?value=Vega%20Agredo,%20Samith%20Tatiana&authority=ac6a7d11-f378-42ba-a470-cb4473239581
https://bibliotecadigital.univalle.edu.co/browse/author?value=Vega%20Agredo,%20Samith%20Tatiana&authority=ac6a7d11-f378-42ba-a470-cb4473239581
https://bibliotecadigital.univalle.edu.co/browse/author?value=Vega%20Agredo,%20Samith%20Tatiana&authority=ac6a7d11-f378-42ba-a470-cb4473239581
https://bibliotecadigital.univalle.edu.co/entities/publication/ea009432-f44c-4a92-9c58-bdaec3f4e3e2
https://bibliotecadigital.univalle.edu.co/entities/publication/ea009432-f44c-4a92-9c58-bdaec3f4e3e2
https://drive.google.com/file/d/1iMk-qXKEiSoFHTLXZ75fce0F1m53TIG5/view?usp=sharing
https://drive.google.com/file/d/1iMk-qXKEiSoFHTLXZ75fce0F1m53TIG5/view?usp=sharing

Anélisis de una
Propuesta para el
Aprendizaje del
Concepto de
Derivada a través
de la Razo6n de
Cambio.

Universidad
del Valle
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2020

Karol Tapiero
Castellanos

Revision de propuesta
de trabajo de la derivada
del profesor Cris6logo
Flores a través de la
razén de cambio y el
calculo de velocidades
instantaneas.

Tapiero Castellanos, K. (2020). Analisis de una propuesta para el
aprendizaje del concepto de derivada a través de la razon de
cambio. Universidad del Valle.
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CATEGORIAS
DE ORDEN
SUPERIOR

(MARCO
TEORICQ)

SUBCATEGORIAS

DESCRIPCION DE LOS CRITERIOS ESPECIFICOS

PERSPECTIVA CURRICULAR

Idoneidad curriculo
nacional

Con esta subcategoria se pretende identificar la idoneidad o complementariedad que tienen las propuestas con la construccion del curriculo nacional, el desarrollo de sus
competencias y los significados institucionales que adopta la derivada. Se trata de poner evidencia si eso que nos presenta la propuesta de trabajo se puede articular de alguna
manera con las propuestas que tiene el Ministerio de Educacion Nacional para desarrollar la nocién de derivada en los estudiantes y poder identificar asi las estrategias mas
efectivas.
Algunas de las posibles preguntas a las que puede responder esta subcategoria se indican a continuacion:

e ;La propuesta puede fomentar el desarrollo de alguna competencia en el marco del pensamiento variacional y sistemas algebraicos del curriculo nacional?

* ;Las estrategias empleadas por la propuesta desarrollan la nocion de dertvada como objeto fundamental en el desarrollo del pensamiento variacional?

® ;Las estrategias empleadas por la propuesta articulan otros tipos de pensamiento matematico tales como geométrico, métrico o numérico?

Idoneidad
investigacion
internacional

La subcategoria que aborda la idoneidad de las propuestas con la investigacion internacional busca poner en evidencia si las estrategias empleadas se corresponden o tienen en
cuenta los avances que se hacen en el campo de la educacion matemadtica con relacién al desarrollo del pensamiento variacional v sistemas algebraicos, esto debido a que no tiene
sentido resaltar v replicar estrategias que se desarrollen por fuera de lo reportado por la investigacion.
Para efectos practicos, las preguntas que podrian indicarnos si se cumple o no este requisito serian:

* ; Como caracteriza la nocion de variacion la propuesta v que papel le otorea en la construecion global de 1a nocion de derivada?

s ;Cual es la estrategia central que se propone para desarrollar la nocidn de variacion como eje central del pensamiento variacional?

®  (Qué fuentes o autores usa la propuesta para fundamentarse tedrica y metodologicamente?

PERSPECTIVA HISTORICO- EPISTEMOLOGICA

Origen
fenomenolégico

El proposito con esta subcategoria es entender como la propuesta pone en juego el origen de la derivada, es decir, como plantea el surgimiento y la necesidad de tener la derivada
a partir de unos problemas histéricos que caracterizan la fenomenologia del concepto. Es claro que para caracterizar la derivada es necesario mostrar minimamente como surge
v dotar al estudiante con una herramienta poderosa que permite solucionar una serie de problemas con el mismo dominio.

s ;En queé fendmenos de la vida real aparece la nocion de derivada?

s ;Por qué se hace necesaria la aparicién de la derivada dentro de las matematicas?

s CoOmo se usa la derivada para explicar fendmenos de variacion?

Carga historica

Relativo a la carga historica del concepto, el propésito aqui es preguntarse como la propuesta articula la historia del desarrollo de la derivada con las estrategias que propone,
esto porque la historia de un concepto matematico es de vital importancia dentro del campo de la educacion matematica. Algunas de las preguntas que podrian poner en evidencia
el contenido histérico que condensa la propuesta son |

*  ;Qué elementos histéricos presenta la propuesta y como los utiliza para desarrollar la nocién de derivada en el estudiante?

e ;Lapropuesta muestra la evolucion de los significados que se tenia a lo largo de la historia en relacion con la derivada?

®  ;Qué tan importante es la nocidén de variacién en el tratamiento historico de la propuesta en caso de que hubiese uno?

Campo conceptual

La subcategoria del campo coneeptual es quizd la de mayor interés puesto que aqui se pretende analizar en si como se entiende la nocién de derivada en la propuesta, como se
desarrolla, que tipo de problemas aborda, cuales son sus aplicaciones v relevancia dentro del campo de 1a matematica Algunas de las preguntas que pueden direccionar el analisis
de las propuestas en este sentido se presentan a continuacion:

s ;Qué interpretacion se le asigna a la nocién de derivada local y global?

* ;Qué es la derivada en un punto y cémo se relaciona con la funcién derivada?

s ;Cudl es la interpretacion geométrica que se le asigna a la derivada?

®  ;Qué es la razon de cambio y como se relaciona con la denvada?

Sistemas de
representacion

Puesto que los sistemas de representacion que se emplean en la ensefianza de las matematicas son fundamentales para comprender como son los procesos de reconocimiento y
abstraccion de los objetos matematicos es importante entonces preguntarse qué medios usan las diferentes propuestas y como los emplean para desarrollar la nocion de derrvada
en los estudiantes. Algunas de las preguntas que podrian ayudarnos a reconocer el uso de los sistemas de representacion en las propuestas son las siguientes:

s ;Que registros emplea la propuesta para manipular las construcciones que se hacen de la derivada?

* ;De qué forma se caracteriza la derivada en 1a propuesta? ;Se hace por medios numéricos? ;Graficos? ; Geométricos?

*  ;Qué papel se les da a los registros de representacion de forma global en la propuesta?

* Hay coordmacion entre registros?

*  ;Seusa algin dispositivo que favorezea uno o varios registros de representacion?

» ;Lavpropuesta usa de manera acertada las reclas de uso de los registros empleados?




198

PERSPECTIVA DIDACTICA

Dificultades y

obsticulos
conceptuales

La forma en la que las diferentes propuestas de trabajo abordan las dificultades y obstaculos es clave en la seleccion de las estrategias 1doneas para la construecion de la nocion
de derivada en los estudiantes. Primero debemos identificar si las propuestas efectivamente tienen en consideracion las dificultades reportadas por la investigacion y segundo, las
propuestas deben emplear métodos para solucionar o por lo menos evitar replicar las mismas situaciones que histéricamente han generado el problema de comprension en los
estudiantes. Algunas de las preguntas orientadoras para esta subcategoria son:
/Qué escenarios se propone para abordar las dudas de los estudiantes?

» ;Es posible identificar una conciencia por parte de los autores acerca de las dificultades mas conocidas en relacion con la ensefianza de la derivada?

»  ;Algunas de las actividades propuestas o escenarios de aprendizaje fomentan la incurrencia de dificultades en el estudiante?

®  ;Qué papel se le otorga al concepto de limite de manera global en la construccion de la nocion de derivada?

»  ;Como se le da tratamiento al salto entre las representaciones de la derivada con el fin de evitar los obstaculos?

»  ;Se emplean reglas de formulacion matematica muy avanzadas para las descripciones geométricas, numeéricas v algebraicas de la nocién de derivada?

®  ;Se establecen metas claras de aprendizaje al inicio de la propuesta?

Enfoque
metodolagico

Una de las razones mas fuertes para la revision de las propuestas de trabajo alternativas sobre la ensefianza de la derivada la constituye el error de replicar construcciones
netamente algoritmicas que se hacen del concepto en la escuela, es por esto que es de vital importancia poder caracterizar el enfoque metodologico que tienen las propuestas con
el fin de garantizar que las estrategias que se van a recopilar son innovadoras y permiten que el estudiante se situé en un nivel epistémico superior frente a la nocién de derivada.
Para poder entender qué funcion cumple estd subcategoria es necesario poner en practica una serie de conocimientos diddcticos y matemdticos que le permitan al profesor
establecer metas claras de aprendizaje, objetivos vy criterios para la evaluacion. Es importante aqui garantizar que toda accidén que se emplee en las propuestas sea una accion
consciente por parte del profesor en la consecucion de esos objetivos planteados.

s ;Lapropuesta supera la barrera de lo algoritmico?

e ;Qué valor se les otorga a las reglas de uso algebraico?

» ;Las metas y/o objetivos de aprendizaje son claros desde el inicio de la propuesta?

s ;COmo se orquestan las diferentes actividades, definiciones, evaluaciones, ete. con relacion a la consecucion de las metas de aprendizaje?

» ;Es posible modificar o adaptar parcialmente las estrategias encontradas para ser implementadas con estudiantes de diferentes miveles de escolaridad?
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- - SUB- -
CATEGORIAS SUBCATEGORIAS SUBCATEGORIAS DESCRIPCION DE LAS SUB CRITERIO
Esta categoria analiza la interpretacién de la derivada tanto de manera local, como tasa de cambio instantinea v
i herramienta para identificar maximos, minimos v puntos criticos, como global, asociada a coneeptos de crecimiento,
ANALISIS DE decrecimiento v concavidad. También se examinan las diversas representaciones de la derivada (natural, simbélica v
CONTENIDO grafica) y su aplicacién en fenémenos de optimizacién, anilisis de curvas, dindmica de movimientos y contextos
econdmicos o financieros.
Esta categoria explora como se introduce y utiliza el concepto de derivada, analizando su asociacién con la tangente a
CONOCIMIENTOS HISTORICO — través d . P - simbéli Se incl . ” d bio i p
BASICOS | ra_\ es de repre]seanamoues: geometricas } sumbolicas. Se meluye E_.u 11'{Eerpretac10r1 como tasa .e t{am 0 mstan.tanea,
EPISTEMOLOGICO vinculada al limite como idea de cercania entre puntos, v su aplicacion para comprender variaciones en funciones
respecto a cambios infinitesimales en la variable independiente.
Esta categoria se centra en la comprension y representacién de la variacion como base del pensamiento variacional,
s abordando cambios en variables bajo condiciones continuas o discretas. Se analiza el uso de coneeptos como variacion,
CARACTERISTICAS bio. variable v fancién. funt taci alitativas (textuales y pictéricas) titativas ( iri
DEL PV cambio, variable y funcién, junto con representaciones cualitativas (textuales y pictéricas) y cuantitativas (geométricas,
tabulares, algebraicas y graficas). Ademas, se examina como el pensamiento variacional integra perspectivas numeéricas,
geométricas, algebraicas, métricas y estadisticas para modelar situaciones de cambio y variacién.
Esta categoria consiste en analizar eomo las actividades v recursos propuestos fomentan el desarrollo del pensamiento
ASPECTOS variacional, entendiendo este como la capacidad de modelar situaciones del mundo real mediante funciones matematicas.
MATEMATICO — En este sentido, se examina si las actividades permiten simplificar, idealizar ¥ estructurar sitnaciones problema,
CURRICULARES: trasladarlas al lenguaje matematico para erear modelos funcionales, v validar dichos modelos mediante la identificacion
PENSAMIENTO de diserepancias que puedan llevar a su ajuste o reemplazo. También se ineluye el uso de representaciones concretas,
VARIACIONALY P como maquetas en movimiento, para facilitar la comprension de relaciones entre variables vy magnitudes en contextos
- MODELACION P
DERIVADA. dinamicos.
Las actividades permiten modelar, representar, construir situaciones problema, trasladarlas al lenguaje matematico para
PROCESOS crear modelos funcionales, v validar dichos modelos mediante la identificacién de discrepancias que puedan llevar a su
ajuste o reemplazo.
PLANTEAMIENTO Esta categoria se centra en el desarrollo del pensamiento variacional mediante la modelacion de situaciones reales,
Y RESOLUCION DE promoviendo la simplificacién, estructuracién y matematizaciéon de problemas para generar modelos matematicos que . La propuesta
PROBLEMAS conecten el eonocimiento matematico con contextos practicos v significativos. mc].uyf-: }mpllclta o
COMUNICACION, Esta categoria promueve la comunicacion matematica v el pensamiento eritico mediante consignas que exigen exphcltamente’
EJERCITACION DE | interpretacién, demostracién, v planteamiento de conjeturas sobre la derivada. Ademas, fomenta el desarrollo, aplicacién, todas ola mayona
PROCEDIMIENTOS, v justificacién de estrategias para resolver problemas, identificando patrones, generalizando soluciones v creando un de las deﬁmmom’?.s
RAZONAMIENTO ambiente que estimule la exploracién v comprobacién de ideas. de las subcategorias
MATEMATICOS, DE | Esta categoria destaca el uso de contextos mateméticos, eotidianos v cientificos para dar significado al aprendizaje de la
CONTEXTOS LAS OTRAS variacién y las funciones, incentivando el analisis de relaciones entre variables. Se promueve la exposicién a funciones no
CIENCIASYDE LA regulares, el disefio de problemas que involucren afectividad v aprendizaije, v el uso de miltiples representaciones para
VIDA DIARIA. profundizar la comprension, permitiendo la interpretacion v traduccién entre diferentes formas de representacion.
Esta categoria analiza las dificultades conceptuales y representacionales en torno a los niimeros reales y las funciones.
Aborda la falta de claridad en la asociacion de los nimeros reales con el continuo numérico v las concepeiones limitadas
OBJETOS de funcién, enfoeadas en prototipos o formulas. También examina la rigidez en la visién de la funcién como proceso o
entidad eonceptual y los retos en la articulacién de registros simbélicos, con una predominancia del enfoque algebraico La propuesta
DIFICULTADES sobre los gréficos. incluye implicita o
ASPECTOS ASOCIADAS ALA Esta categoria explora los obstaculos epistemolégicos relacionados con el concepto de "limite". Incluye dificultades explimtamente’
DIDACTICOS ENSENANZA DE LEMITE derivadas del sentido comiin, que lo ve como una barrera inaleanzable, su tratamiento como un proceso algebraico todasola mayoria
LA DERIVADA "finito", ¥ concepeiones geométricas incorrectas que generan errores sobre las magnitudes asociadas al limite. También se delas deﬁ:mc‘lcngs
aborda la falta de conexitn entre el uso operacional del limite v su estructura como objeto matemético. de las subcategorias
Esta categoria aborda las implicaciones didacticas del tratamiento de la igualdad y el cambio en el razonamiento.
MODOS DE Diferencia la ignaldad en su interpretacion estatica, donde se consideran valores idénticos, de la ignaldad dinamiea o
PENSAMIENTO condicional, promoviendo un eambio en el razonamiento desde un enfoque procedimental a uno conceptual o
condicional.
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ANEXO E: Propuesta de Carmen Azcarate y Jordi Deulofeu

Funciones y graficas

En este apartado se incluyen imagenes y fragmentos seleccionados de las propuestas de aprendizaje analizadas en este
trabajo. Los elementos aqui presentados corresponden a aquellas partes que fueron referenciadas en el analisis realizado, asi como
otros apartados relevantes que permiten contextualizar cada propuesta en el marco de la ensefianza del concepto de derivada.

Es importante aclarar que este material no constituye una reproduccion completa de las obras originales, sino una selecciéon
limitada de contenido con fines estrictamente académicos. Todas las im4genes y fragmentos estdn debidamente referenciados y se
utilizan bajo el principio de uso justo, respetando los derechos de autor de los textos originales.

Los derechos sobre la propuesta aqui citada pertenecen a sus respectivos autores y editoriales: Azcarate Giménez, C., &
Deulofeu Piquet, J. (1990). Funciones y graficas. Madrid: Sintesis

Este material tiene como propdsito exclusivo apoyar la comprension y analisis de las propuestas descritas en el cuerpo del
trabajo, sin fines comerciales ni de distribucion no autorizada. A continuacion, un enlace a la biblioteca de dicha editorial en donde
las personas interesadas podrian adquirir el libro:

https://www.sintesis.com/libro/funciones-y-graficas



https://www.sintesis.com/libro/funciones-y-graficas

5.

Variacion de una funcion:
Hacia el estudio de
las derivadas

51. INTRODUCCION: EL CONCEPTO DE LIMITE

Vamos a empezar por analizar el enfoque que se le puede dar al concepto
de limite que constituye la dificultad fundamental del concepto de derivada.
Empezaremos por una discusion en la que consideramos Ios dos enfoques
didicticos més comunes, seguiremos después con unas ideas acerca de la
introduccion del concepto de limite en general, y acabaremos, finalmente,
con el concepto geométrico de tangente a una curva en un punto como
posicion limite de las secantes a Ia curva que pasan por dicho punto y que
nos servird de introduccién al concepto de derivada.

5.1.1. Discusion: Limites y derivadas

Si atendemos a los libros de texto de varios paises en los cursos de
secundaria donde se introduce el concepto de derivada, podemos establecer
dos corrientes distintas:

— Aquellos que definen la derivada como una aplicacion del concepto de

limite de una funcion, previamente estudiado (Francia, Italia, Espaiia).

— Aquellos que plantean el concepto de derivada como una primera

introduccion al concepto de limite de una funcién (Gran Bretafia).

Vamos a analizar las ventajas e inconvenientes que plantea cada uno de
estos enfoques, para poder fi ntar nuestra prop

Desde un punto de vista puramente tebrico y matematico, el primer
enfoque es el més logico, ya que respeta las secuencias del desarrollo deducti-
vo del cdlculo diferencial: funciones reales de variable real, concepto de limite
de funciones, célculo de limites de funciones, continuidad de funciones,
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concepto de derivada de una funcion. Observemos, sin embargo, que el
desarrollo deductivo no se corresponde con la génesis historica del concepto
de derivada que, por supuesto, no ha seguido este modelo lineal y lo que es
més, ha precedido con mucho el concepto riguroso de limite de una funcién.

Desde un punto de vista didictico, el primer enfoque tiene un fuerte
inconveni hace depender la definicion de derivada de la definicion y del
chlculo de limites. Sin pretender hacer aqui un estudio exhaustivo de las
dificultades que tienen los alumnos en ¢l estudio de limites, si queremos
recoger los resultados de varias investigaciones en dxdacuea de !as mamm-
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lleva del eje x al eje y, mientras que al estudiar el limite de una funcién en un
punto se sigue el orden inverso,

5. Obsticulo ligado al simbolo. En tanto que los alumnos consideran
que ¢l paso al limite no es una operacién matemética, no sientén ninguna
necesidad de utilizar un simbolismo tan complejo.

Como consecuencia de estas consideraciones nos parece evidente que el
concepto de limite es de una complejidad tal que implica la necesidad de
duscuur cuéi es su lugar en el curriculo y cudl es el nivel de rigor que se

cas que se han ocupado especialmente de los ¢ 1
relativos al concepto de limite (Cornu, 1980, 1983; Robinet, 1983 Snerpms-
kaia, 1985, 1987).

A partir del estudio del desarrollo histérico del concepto de limite y de
los anélisis de las experiencias llevadhs a cabo con alumnos en el momeato
de iniciar su primer contacto con dicho concepto, se puede establecer la
siguiente clasificacion:

1. Obstéculos ligados al «horror» al infinito. Se trata del principal
obstéculo y, de hecho, tiene una raiz metafisica ligada a la discusion de la
existencia de lo infinitamente grande o pequeio, de si el limite es alcanzable,
de si existe un intermedio entre lo infinitamente pequeiio y lo nulo... En los
estudiantes existen muchas manifestaciones de ello como es la idea de limite
como aquello de lo que sdlo conocemos aproximaciones. También se obser-
va como transfieren automaticamente los métodos algebraicos propios de las
magnitudes finitas a las magnitudes infinitas. Otra transferencia que hacen
los alumnos es la de las propiedades de los términos de una serie a las de su
limite. Existe también a idea de que el paso al limite es como un movimiento
fisico de acercamiento si bien el concepto de limite en la teoria formal es
estatico.

2. Obstaculos ligados al concepto de funcion. De hecho la aparicion del
concepto general de funcion ha sido decisivo para formular claramente ¢l
concepto de limite despojado de las intuiciones geométricas y fisicas. En los
alumnos este obsticulo se manifiesta en su concepto primitivo de la conti-
nuidad («puntos proximos»), en la atencion que prestan al aspecto relacional
de la funcién que predomina sobre las propiedades topoldgicas del dominio
y del codominio y sobre todo en la dificultad que tienen en distinguir el
limite de las-cotas superior ¢ inferior.

3. Obstaculo geométrico, Este obsticulo se manifiesta en la idea geomeé-
trica de la diferencia entre una magnitud variable (los poligonos que se
acercan al circulo o las secantes a una curva) y una magnitud constante (el
circulo o la tangente) que es su limite.

4. Obstaculo légico. Los cuantificadores resultan unos entes extrafios y,
ademis, aparece un problema en el orden de los cuantificadores: la funcion
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en unos estudios de secundaria obligatoria. En todo caso
estamos convencidos ds que mo es pecesario esperar a que los alumnos
hayan superado la mayoria de los obstaculos antes mencionados para iniciar
¢l estudio de la variacidn de una funcién en un punto. De agui que descarte-
mos totalmente este primer enfoque.

Podriamos decir que el segundo enfoque que comsiste en utilizar el
concepto de derivada como una primera introduccion al concepto de limite
de una funcion sigue méas Gelmente €1 desarrollo historico, ya que parte del
métedo utilizado por Newton en su cdleulo de velocidades instantineas y
cuya base grifica consiste en calcular la pendiente de la tangente a una curva
en un punto 4 como el limite de la pendiente de la cuerda AB cuando B
tiende a 4.

Este método tiene el inconveniente de partir de una situacion de cleulo
de limite especialmente dificil: Ja de limites de cocientes donde tanto el
numerador como el denominador tienden & cero. Sin embargo, si el objetivo
no ¢s ¢l de un tratamiento formal y rigumso del concepto de limite, si se
pueden abordar una serie de situaciones geométricas y numéricas que permi-
tan un primer contacto con los limites en relacion con el tema de la variacién
de una funcion. Es evidente que también aqui aparecen buena parte de los
obstéculos epistemolégicos antes mencionados, pero de esta manera el limite
aparece como un instrumento que permite resolver el problema de como
varia la funcion en un punto y nos ahorramos buena parte de los aspectos
formales.

La propuesta didéctica que presentamos aqui para introducir el concepto
de derivada y los primeros cilculos de funciones derivadas consiste en la
siguiente secuencia:

~ Casos diversos de limites en ¢l campo numérico y geométrico.
— Un case concreto: las cuerdas y las tangentes.

— Tasa media de variacién y velocidad media,

— Tasa instantinea de variacion y velocidad instantinea.

.~ Funciones derivadas.
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512 Diversas aproximaciones al concepto de limite

El objetivo de este capitulo es dar algunas ideas que sirvan de aproxima-
cién al concepto de limite. No se trata de un estudio riguroso, sino simple-
mente de un primer contacto con unos casos CONCretos y sugerentes. La
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hacerse tan prf)ximas a cero como queramos a base de prolongar la serie més
y mas. Las diferencias entre ﬁ y las aproximaciones decimales también
serdn eatlia vez menores de forma que se puede obtener una aproximacion
tan proxima como queramos de ﬁ Se puede construir la tabla:

metodologia més apropiada para tratar este tema serd el trabajo en grupo y
discusion. Buena parte de los cjemplos provienen de temas conocidos por los Aprox. por defecto Diferencias entre /3
alumnos como, por ejemplo, los decimales periédicos, ¢l cilculo de raices e Aponporacin. | i m‘:mnﬁ
cuadradas con calculadora o las progresiones geométricas convergentes. Por 2
tanto, siguiendo el proceso ciclico de aprendizaje, consistird en una reflexion 2 = meacs de | N —
més profunda de algo ya conocido. 223 224 x:&;l 0 03 04 !
6
a) Recordemos el proceso del célculo de una raiz como, por ejemplo, zwnw gi m:&.&l GRAFICA 5.1
/3, utilizando una calculadora con el método de aproximaciones sucesi .
o de ensayo y error. Partimos de qué : A En la prictica, es dificl distinguir entre ¢l punto que represeata 03 ¥ ¢
Podremos decir que cada una de las series de aproximaciones punto que representa 1/3. Conviene recordar aqui que 033 x 3 =099 # I,
2<5<3 ¢ tanto, 0,33 no es igual a 1/3. Y asi ninguno de los puntos que representan
2, 22, 223, 2236, 22360.. g:da una de las aproximaciones 0,333, 03333.., serd cxactamente el punto
por tanto 3, 23, 2r24v 2237, 2,2361... que representa 1 /3 .
convergen hacia ﬁ La representacion con lupas sucesivas dard una serie de segmentos enca-
2<./5<3 ) jados como los de la figura:
b) Cuando se estudian las fracci su expresion deci 1
Probando con los cuadrados de 2,1, 2,2, 2,3, llegamos a tema de los niimeros decimales periédi is interesante ver lamr:llacirén em:e1 Y p 04
hs ¢s, su expresion decimal periodica y su representacion grifica. .
22 <J§ <23 Veamosclq;mplpdehfraecibn 173. s
En un principio, por division, se ve que siempre queda un resto 1 y que : ’
El paso siguicnte es probar con los cuadrados de 221, 222,223,224 y  «“dunca se acaba» de dividir w

obtenemos
223 < /5 <224

A continuacio b con los cuadrados de ..2,235, 2,236, 2,237 y nos da

4

2236 < /5 < 2237

y podemos seguir probando y obteniendo desigualdades con mds y més
decimales. Los alumnos admiten facilmente que siguiendo este proceso pue-
den acercarse tanto como quieran & /5 si bien no conocen y no pueden
hallar el valor exacto de /5.

Lo que si pueden hacer es hallar las diferencias entre las aproximaciones
por defecto y por exceso y ver que son cada vez menores, diez veces menores
en cada caso; de hecho, pueden comprobar que dichas diferencias pueden
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1,00000.. | 3 I

3
10
10
0 oo

1

e AN

1/3 = 03333.. = 03

y se dice que 03 es un nimero decimal periédico i0

s puro. La representacion

grifica de 1/3 se podra hacer de dos maneras: por la conocida construccion

con regla y compéis 0 marcando los puntos correspondientes a las primeras

aproximaciones de 1/3 como son 0,3, 0,33. GRAFICA 52
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Hemos visto que &stas aproximaciones se pueden hacer tan proximas a 1/3

que darén las siguientes desigualdades como queramos, por lo que decimos que
03 <13<04 03=1
033 <13 <034 A

0333 < 1/3 <0334

de los casos que ofrecen mayor resistencia
03333 < 1/3 < 03334 THgHO &8 aaii 40 ik y

por parte de los alumnos s ¢l de 0. La serie de aproximaciones decimales
por defecto a 09 es _

09, 099, 099, 0,9999..

y podremos construir la tabla de aproximaciones por defecto y por exceso y
las diferencias correspondientes que dan la amplitud de cada uno de los

segmentos encajados
y la serie de diferencias entre estos decimales y 1 es:
A defects Aprox. Diferenci
caaa - e = 01, 001, 0001, 0,0001..
g 04 o1 4
3 034 001 s .
0333 0334 0001 Podremos decir, por tanto, que la serie
03333 03334 00001

09, 099, 099, 09999..

Podremos decir que la serie de niimeros decimales 03, 0,33, 0,333, 0,3333.,, es converge hacia 1. Y como podemos hacer que el decimal 0,999...9 se ok

creciente y que converge hacia 1/3. Anlogamente Ia seric 04, 0,34, 0,334, tanto como queramos a 1 sin més que alargar la serie més y mds, o

0.3334..,, es decreciente y también converge hacia 1/3. que
Por otro lado se pueden establecer las diferencias entre 1/3 y cada uno de

los términos de estas dos series. Asi tenemos por un lado:

09 =1

) Otro caso conocido por los alumnos es ¢l de la suma de los términos

13-03=13-3/10 = | : 0
i : i de una progresion geométrica de razdn r < . Asi dada una progresion

1/3 =033 = 1/3 — 33/100 = 1/300
13 = 0333 = 1/3 — 333/1.000 = 1/3.000

- a, ar, ar?, ar®, ..., ar"
¥ por otro:
la suma de los (n + 1) términos
04 — 1/3 = 4/10 — 1/3 = 2/30 = 1/15
034 — 1/3 = 34/100 — 1/3 = 2/300 = 1/150
0,334 — 1/3 = 334/1.000 — 1/3 = 2/3.000 = 1/1.500

S=a+ar+a’ +a’+ - +a*

se expresa mediante la formula
)
lo cual muestra también que ambas se pueden acercar a 1/3 tanto como se S= .‘:ffi. (0]
quiera, lo cual se expresa diciendo que convergen hacia 1/3. 1—r
Los términos mds apropiados para concluir este estudio pueden ser algo

asi como: 0,3 es el ndmero cuyas aproximaciones por defecto son

03, 033, 0333.

Cuando se estudian dichas progresiones se contempla el caso en que la
razon r es menor que 1 y se dice que el factor #**" es tal que a mayor
exponente corresponde menor potencia, de tal forma que para valores gran-
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des de n, #"*Y se hace despreciable y se escribe #"*" — 0. Veamos un caso
concreto: la progresion de razon 1/2

1,172, 1/4,1f8, ., 12"
cuya suma S nos proponemos calcular:
S=1+12+1/4+ 18+ . + 120
En este caso, si aplicamos la formula, obtenemos

gol=art 1-qppn
1-1p2 1/2

¢Qué pasa con el término (1/2)"*! segiin van creciendo los valores de n?
(12 =12=05 .

(12 = 1/4 = 025
(12 = 19 = 0 111111..

n=1
n=2
n=3

(1/2)'° = 1/2*° = 1/1.024 = 0,00097...
(1/2%° = 1/23° = 1/1.048.576 = 0,00000095...
(12)°° = 1/2%° = 1/1.073.741.824 = 0,00000000093...

La serie obtenida

n=10
n=2
n=30

0,5, 0,25, 0,11111, .., 0,00097, ..., 0,00000095, ..., 0,00000000093...,

es una serie decreciente que podemos hacer tan préxima a 0 como queramos
a base de aumentar n. Decimos que esta serie converge hacia 0. En conse-
cuencia para valores grandes de n, la formula de la suma se reduce a

Gl " e
y en general, Ja fdrmula (i) de una progresion geométrica de razon r < | para
grandes valores de n, se convierte en
a
S—01 -r

quesigniﬁeaqueSsemalvalorlL_runtocomosequia'a,aumcnm-
do n.
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Se puede enfocar este mismo tema viendo lo que pasa con las sucesivas
sumas segin los valores de n. Podemos escribir:

S =1

S,=1+12=32=15

Sy=1+12+1/4=32+1/4=74=1]5

Se=1+12+1/4+1/8=7/4+1/8=158= 1875

Sg=1+1/2+1/4 +1/8 + 1/16 = 158 + 1/16 = 31/16 = 19375

Se=1+ 12+ 1/4 + 18 + 1/16 + 1/32 = 31/16 + 1/32 = 63/32 = 196875

Sy =+ = 1,984375

Sg = -+ = 19921875

Sy = -+ = 19960937

Sy0 = - = 19980468
La serie de ndmeros decimales obtenidos es una serie creciente que se

acerca a 2 tanto como se quiera sin més que aumentar #. Diremos que S,

converge hacia 2 y escribiremos

S, = 2 para grandes valores de n

o0 también
S, = 2 cuando n =
d) Una visién geométrica del cjemplo mtctiorconsisteeneonstmix. un
cuadrado de | dm de lado y afadirle reclingulosyundndqs alt_cmuva-
mente tal como indica la figura. Cada figura afiadida tiene un drea igual a la
mitad de la figura afiadida anteriormente. Se trata de averiguar cuél es el
drea total obtenida.

Por tanto, volvemos al caso de la suma
S=1+12+1/4+ 18+ - + 120

n ' 12
1dm? 1

u‘l'é‘l" 1ILI}-W et
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La figura induce la idea de que el drea total serd menor que 2, pero cada
vez mis proxima a 2. En este caso se puede hacer una lista de lo que pasa en
cada etapa del proceso y poner de manifiesto cudl es el rea que no se ha
cubierto.

Etapa Area cubierta Area por cubrir
|5 1 1

2 1+12=1y1/2 12

3» 1412+ 1/4=1y34 1/4

4+ 1+12+ 14+ 1B8=1y78 18

52 1412+ 14+ 18+ 1/16 = 1 y 15/16 116

n* L+12+ 4418+ + 127} i./.Z'"

El 4rea no cubierta de 1/2*~' dm? se puede hacer tan pequeiia como se
quiera sin mds que aumentar las etapas, o sea aumentando n, pero para todo n
existe un drea no cubierta. Diremos que el drea cubierta converge hacia 2 dm?.

¢) El problema clasico de Aquiles y la tortuga también se puede relacio-
nar con ¢l ejemplo anterior, pero con la ventaja de que inicialmente los
alumnos no pueden prever donde y cudndo Aquiles alcanza a la tortuga.
Offrece ademis la ventaja de la ion grafica bidimensional espacio-
tiempo.

La situacién que planteamos es la siguiente: Aquiles tiene una velocidad
doble que la velocidad de la tortuga. Si al iniciar la persecucion, la tortuga
tiene una ventaja de | km, ja qué distancia del punto de partida de Aquiles,
€ste alcanzard a la tortuga?

En la primera ctapa, mientras Aquiles recorre 1 km, la tortuga recorre
1/2 km. En la segunda etapa, mientras Aquiles recorre 1/2 km, la tortuga
recorre 1/4 de km. Y asi sucesivamente,

Distancia (Km)

1,km
13km

14 km| s }

1 km

g

L.* etapa [T Tiempo
GRAFICA 5.4
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Pod blecer las distancias recorridas por cada uno de ellos en
cada etapa y la distancia que los separa al final de cada una de ellas:

Aquiles Tortuga Distancia
Punto de partida 0 1 1
Final 1* etapa 1 1412 17
Final 2.* ctapa 1+12 1+12+41/4 1/4
Final 3.* etapa 1+12+1/4 AHI2+1/4+18 18
Final 4* etapa 1412+ 14418 V124 14+ 1/8+ 1/16 1116
etapa Se pueden representar las dis-

4} e——————— . {-}km tancias correspondientes a cada eta-
— e lia
2 {—ikm

1} i 1 —— l km

Después de considerar las pri-
meras ctapas, los alumnos pueden
prever que Aquiles alcanza a la tor-
tuga a 2 km de su punto de partida.
Nuevamente se podrd decir que la
serie de fracciones que expresan la
distancia entre ambos

L2, 14, 1/8..

se acerca a cero tanto como se quiera y que converge hacia 0. Por otro lado
la distancia recorrida por Aquiles

0 ! llun 2km
GRAFICA 5.5

1+ 12+ 14+ 18 + 1/16 + -

sc acerca a 2 fanto como se quicra y se dice que converge hacia 2.

Este mismo ejercicio se podria presentar de tal manera que la velocidad
de Aquiles sea diez veces mayor que la de la tortuga. En tal caso la tabla
anterior seria

Agquiles Tortuga Distancia
Punto de partida 0 1 1
Final 1* etapa 1 1410=11 01
Final 2* etapa 14 1/10=1,1 141/104+ 1/100= 1,11 001
Final 3 etapa L4 1/104 1/100=1,11 | 14 /104 1/100+ 171,000
=1111 0,001
Final 4 etapa L4104 =110 | 142/104 - +1/10.000= 11111 | 00001
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En este caso la serie de distancias recorridas por Aquiles
1, 1,1, 1,11, 1,111, Li1LL..

converge hacia 1 + 1/9 que es algo més dificil. En cambio es mis Fcil ver
que la serie de las distancias que los separa

1, 0,1, 0,01, 0,001, 0,0001...

converge hacia 0.

La idea fundamental de todos estos ejercicios que preparan el desarrollo
del concepto de limite, es que si tenemos una serie de nimeros diremas que
converge hacia un determinado valor numérico o gue tiene un determinado
limite euando nos podemos acercar tanto como queramos 2 dicho nimero o
limite sin mis que alargar la serie mds ¥ mis. Por consiguiente, se trata de
unos ejercicios que sirvan para desarrollar ideas intuitivas.

52, ASPECTOS LOCALES

En este apartado vamos a iratar de aspectos locales, es decir, de Ia
variacién de una funcién en un intervalo, que se mide con la tasa media de
variacion, y de la variacidn de una funcidn en un punto, que se mide con la
tasa instantinea de vanacidn.

5.2.1. Tasa media de variacibn
m  Variacion de una funcién

En muchos problemas de contexto real, al estudiar una funcidn lo que
interesa son los cambios que puedan observarse en clla. Asi, por gjemplo, en
¢l caso del estudio de la presion atmosférica puede importar més lo que ha
variado la presion que el valor de la misma en un determinado momento; en

una gréifica espacio-tiempo interesa la distancia recorrida; en el estudio de la-.

dilatacién de una barra s prestari més atencién a lo que se ha alargado que
a su longitud; si se estudia la evolucién de precios de un producto se centrard
mis el interés en los cambios que en los valores de los precios. Todo ello nos
induce a tratar de la variacion de una funcién entre dos valores de la variable
independiente x, ¥ x;.

Antes de definir la variacion de una funcion se pueden presentar diversas
situaciones presentadas en forma de grafica o de tabla y hacer preguntas que
destaquen la importancia de un orden en su cdleulo: valor final-valor inicial,
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que permitira distinguir variaciones positivas y negativas. Por otro lado, es
conveniente mostrar que la igualdad de dos variaciones no presupone la
igualdad de los valores de la funcion. Asi, por cjemplo:

a) Variacion de la presion:

Presién;___

6 1218 0 6 1218 0 6 1218 0 Tiempo
Jueves Viernes Sibado  ({noras y dias)
GRAFICA 56
b) Distancia recorrida por una bicicleta.
Tiempo 10 | 10%15 | 10M30 | 10%45 | 11" L1M15] 11430

(horas, min.)

Distancia 5| R 40 4 | S3 | 60| 68
(km)

¢) Aumento del calor con fa temperatura.
Las preguntas pueden ser del tipo:

Oy a} (Cuél ha sido la variacion de pre-
80 sion entre las 6 h y las 18 h del
70 jueves? ;Y entre las 12 h del jueves
0 y las 24 h del sibado? ;Como
50: > interpretas que los dos valores ab-
40 ¥ solutos sean los mismos?

% 4} b 1Qué distancia ha recorrido la bi-
20 oL cicleta entre las 10 h 15 y las 11 h?
10 /W 4Y entre las 10 b 30 y Ias 11 h 307

] [ 11 ¢A qué distancia del puato de par-

10 20 30 40 5 60 70 80 T{°C)
GRAFICA 5.7

tida se encontraba en cada uno de
estos momentos?

18
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d) Dicudl ha sido ¢l aumento de calor para las tres sustancias entre las
temperaturas 30° y 70°?

Finalmente se puede definir la variacion de una funcion f(x) entre x, y x,
(siendo x, < x,) como &l nimero f(x,) = f{x;). El signo indicard si es un
crecimiento (variacion positiva) o un decrecimicnto (variacion negativa).

n Tasa media de variacién

Si volvemos al ejemplo de las presiones, do se hacen predicciones de
buen o mal tiempo, fo que importa no son sblo las variaciones sino las
variaciones bruscas de presion, es decir, que interviene el tiempo que ha
durado la variacién. Una variacion en la presion atmosférica, pongamos por
caso, de — 10 mm no tiene ninguna consecuencia si se realiza a lo largo de 2
dias, pero si que la tiene si se realiza en 5 horas. Se considera que:

— Una caida de la presion atmosférica que dure més de 3 horas y que sea
¢n media superior a 1,3 mm por hora, anuncia mal tiempo (si ya lo
hace, lo sigue haciendo).

— Un aumento de la presion atmosférica que dure mas de 3 horas y que
sea en media superior a 1,3 mm por hora, anuncia buen tiempo (si ya
lo hace, lo sigue haciendo).

— Una presion estable no implica cambio de ticmpo.

Asi pues, si la variacién de —10 mm tiene lugar a lo largo de 5 horas, la
variacion media por hora es de

—10/5 = —2 mm/h

es decir, que se puede predecir mal tiempo. En cambio si la variacion se ha
producido en 2 dias, resulta una variacion media por hora de

=10/48 = —02 mm/h

que indica presion estable.

Por igui lo que i en este € es la variacion media
por hora de la presion: lo llamaremos tasa media de variacion de la presion
atmosférica y nos indica la rapidez con que cambia la presién.

En otros casos nos encontramos con lo mismo: interesa saber la rapidez
con que se ha producido una variacion. Si nos fijamos, por ¢jemplo, en el coste
de la vida seglin datos referidos al afio 1975, lo que entonces se podia comprar
por 100 ptas. costaba en los afios sucesivos las cantidades que se indican:

Afo: | x | 1976 | 1977 | 1978 | 1979 | 1980 }1981 |(982 |1983 | 1984

IPC: | y | 100 |1245 | 1490 1725 (1993 |2284 |261,3 (293,1 | 3260
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donde 1.P.C. es el indice de precios al consumo. Podriamos preguntar:

g) {Cuil es la tasa media de crecimiento del LP.C. en cada uno de los
afios que aparecen en la tabla? ;Cuil es la tasa media anual en el
periodo 1976-19847

Para clarificar tanto el concepto como ¢l cilculo de la tasa de crecimien-
1o, en este ejemplo convendrd distinguirlo del tanto por ciento de crecimien-
10, S¢ podria afiadir, por tanto, las preguntas:

b) ¢Cudl ba sido el tanto por ciento del crecimiento del coste de la vida
en cada uno de los afios? (Cuél ha sido en el periodo 1976-19847

¢) Una persona que al comenzar el afio 1976 ganase 50.000 ptas. al mes,
jevdnto deberia ganar al comenzar ¢l afio 1984 para compensar el
aumento del coste de la vida?

Se pueden buscar otros ejemplds en los que la tasa media de variacion es
un dato significativo. Asi se puede estudiar la evolucion de la poblacion en
ciudades de gran crecimiento, en colonias de bacterias, etc. Habra que
considerar también ejemplos ya matematizados como son funciones dadas
por su grifica cartesiana o por una formula, Asi:

— Dada la funcién f(x)

¥

5

4

3

2

1

Nt 2/ 4 5 61

w3 =2=1 PN_/S x

-1

GRAFICA 58

calcula Ia tasa media de variacibnentre x = —2yx = 3
— Dada la funcién y = 4x — 3, calcula la tasa media de variacidn entre
xm =lyx=1
En todo caso, después de ver varios ejemplos se planteard la cuestion:
— Expresa la tasa media de variacion de una funcién f(x) entre x, ¥ x,
(siendo x; < x,) que lleva a la conclusion que es ¢l nimero f(x,, x,),

tal que
talxy, x5) = fl‘____;: : J;(:’] 0}

cuyo signo nos indicard, como en el caso de la variacion, si se trata de
un crecimiento o de un decrecimiento.

n  Velocidad media

Un caso particular especialmente interesante es el de la velocidad media
que no es otra cosa que la tasa media de variacion para una funcion espacio-
tiempo. La ventaja principal de estudiar la velocidad es que en el momento
de pasar a estudiar tasas de variacién instantdneas, es decir, valores de la
derivada de una funcién en un punto, la velocidad es el (nico caso proximo
al alumno, relacionado con la vida de cada dia y con nombre propio. En
efecto, los alumnos estin familiarizados con las velocidades de los coches y
saben que hay un velocimetro que las mide; una gran mayoria conoce
también los resultados y las marcas de velocidades de las principales carreras
¢ incluso la evolucion de la velocidad a lo largo de alguna de ellas {como los
cien metros en los Juegos Olimpicos).

En todos los ejemplos cotidianos de velocidades medias, que se pueden
trabajar en clase a partir de la experiencia de los alumnos (coches, trenes,
autobuses, deportes, etc.), conviene retener unas ideas bisicas acerca de la
medida de velocidades, como son:

— Para medir una velocidad debe haber un intervalo de tiempo durante
el cual se mide la distancia recorrida. El resultado obtenido serd
siempre una velocidad media y vendra expresada en unidades de
espacio divididas por unidades de tiempo (km/h, m/seg..).

— Al dar una velocidad media en un intervalo de tiempo se ocultan las
variaciones que sufre la velocidad real durante dicho intervalo.

— La velocidad media de un movimiento real sirve para dar un modelo
de movimiento wniforme que es til en muchos casos.

Para desarrollar y discutir estas ideas se puede estudiar el modelo de la
grafica recta. Un cjemplo seria la representacion grifica de un viaje en tren,
como puede ser ¢l Sevilla-Malaga-Granada.

Distancia (km)
20
Horas
Sevilla 8
13;
Milaga 11,30 2
Granada 1230
Sevilla-Mdlaga = 220 km
Milaga-Granada = 133 km o
3 9 10 n 12 1 horas)
‘GRAFICA 59
121
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De acuerdo con la figura, los alumnos deducirin que al final de la
primera hora el tren ha recorrido 38 km, al final de la segunda hora 76 km y
asi sucesivamente. Fijan, por tanto, un modelo de movimiento uniforme
(velocidad ) iado a la linea recta. Ahora bien, es conveniente
que no se queden aqui, sino que les animemos a dibujar otros modelos més
posibles (considerando factores como el relieve) que se ajusten 2 la tabla de
horarios de los trenes, teniendo ¢n cuenta, por ejemplo, que el tren permane-
ce un cierto tiempo parado en Malaga.

Como complemento del estudio de graficas rectas en funciones espacio-
tiempo, se pueden comparar varios movimientos con ¢l fin de asentar la
relacion entre pendiente y velocidad. Dada la grafica

Distanci 7
(ikcm) B
600 '
500
0 0
% 2
o Pendieate de B = 100 km/h
100 ' Pendiente de 4 = 500/3 =166,6 kn/h
100 T
0
1 2 3 4 5 Tiempofboras)
GRAFICA 5.10
se puede hacer la doble lectura:

—En 3 horas ¢l movil 4 ha recorrido 500 km mientras el movil B sblo ha
recorrido 300 km, por tanto A es mis répido, su velocidad es mayor.

— Para llegar a una distancia de 500 km, ¢l mévil 4 ha tardado 3 horas y
¢l movil B 5 horas, por tanto 4 tiene mayor velocidad.

Ademés se calcula la velocidad de un movil como la pendiente de la
recta, que en este caso se puede expresar en la forma espacio recorridoj/tiem-
po transcurrido.

Cuando se calculan las velocidades a partir de una gréfica, hay que tener
en cuenta las unidades utilizadas en los ejes; es un punto a tener en cuenta y
en el que los alumnos se equivocan facilmente. Por eso conviene que se
acostumbren a explicitar las unidades en las graficas.

Veamos a continuacion tres ejemplos mis complejos, tomando sucesiva-
mente como punto de partida una grafica, una tabla y una formula. En todos
ellos el tema principal ¢s la velocidad media, pero se aborda desde diferentes
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puatos de vista, en diferentes situaciones que apuntan al tema de la veloci-
dad instantinea.

« Ejemplo 1. La grafica representa la distancia recorrida por un coche en
un viaje de Sabadell a Blanes. )

‘d
(km) o,._i. é
70 + °
' RrpZa]
60 $—t—, A= Z
v 2%
ol 2 3 o
.2 i '
1 5 '
40 = §§% /‘{ T
w.i_z<z_ A :
alg2s ¥V :
wlelBE2 24 |1 J
HEE B '
10 ¥3 + i t
Al | g 14
i [ I Y O I I

S 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 €0 65 70 75 80 fmin)
GRAFICA 5.11

Se puede hacer una serie de preguntas acerca de la velocidad media. Asi:

a) (Cuél ha sido la velocidad media del coche en este viaje?

b) (Cual ha sido la velocidad media del coche en la autopista? ;Y si se
descuentan las paradas?

¢) (Cuil ha sido la velocidad media entre Hostalrich y Blanes?

d) (Cuil ha sido la velocidad media entre el instante que marca 60
minutos y el instante que marca 70 minutos? ;Y entre los instantes
70 y 80 minutos? Compara estos resultados con el obtenido en la
pregunta anterior.

A lo largo de estas preguntas habrd que resaltar que las velocidades
medias dan una idea de lo que pasa en un intervalo de tiempo, pero no
coinciden entre si, ya que, de hecho, la velocidad del coche varia a lo largo
del recorrido. Se pueden aiiadir ahora algunas preguntas acerca de la veloci-
dad en un determinado momento, de progresiva dificultad:

¢) iQué crees que marca el velocimetro del coche en ¢l momento 10
minutos? ;Y en el momento 30 minutos? ;Y en ¢l momento 70
minutos?

En la primera pregunta el alumno no tiene dificultad, ya que se trata de
una linea recta que parte del origen. En la segunda pregunta la tendencia es
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dividir el espacio recorrido hasta los 30 minutos por los 0 minutos, con lo
cual se confunde fa pregunts, jqué velocidad tiene en el momento 30 minu-
tos?, con Ia pregunta jeudl es la velocidad media desde el comienzo del
movimiento hasta el momento 30 minutos? Es crucial conseguir la distincion
entre estas dos preguntas, ya que todo lo que sipue s2 basa en el cileulo de
velocidades en intervalos. Finalmente, en la tercera pregunta se pretende que
¢l alumno se plantee por primera vez la cuestion de la velocidad instantipea
de un movimiento vatiado y que intente resolverla por aproximacion con los
resultados de la pregunta anterior.

o+ Ejemple 2. Durante una carrera, s¢ observa la posicidn de un coche
respecto 4 un punto de referencia 0, a intervalos de 5 segundos, para contro-
lar si en alglin momento supera la velocidad maxima permitida de 150 km/h.
Los datos obtenidos estin recogidos en la siguiente tabla considerando que
el coche pasa por el punto 0 en el instante O:

Tiempo (sex) o s [ |15 |20 [25 |30 [35 |4

Distancia (kmj) | 0 |00 [022| 037 | 05 |oss |o8s [105 |12

a) (Se ha pasado la velocidad mixima permitida en cada uno de los
intervalos de 5 segundos?

b) Calcula la velocidad media del coche en todo el recorrido.

¢) Haz una estimacion de la velocidad que marca el velocimetro en el
momento 20 segundos.

La pregunta &) contiene una pequeiia trampa: se trata de aclarar que la
velocidad media no es la media aritmética de las velocidades, como creen
muchos alumnes que tampoco saben qué velocidades habria que coger para
hacer la media, y todavia menos chmo se meditan.

» Ejemplo 3, Al tirar una piedra verticalmente hacia arriba con una veloci-
dad inicial de 20 mfseg, su altura di7) (expresada en metros) después de ¢
segundos viene dada por la formula: i

dif) = 40 — 52

&) Construye una tabla que dé [a altura de la piedra a intervalos de un
do. Qué pasa después de ¢ = B seg? Dibuja la gréfica.
By ¢Cudl es la altura mixima? ;Culnto tarda en alcanzarla? jCuinto
tarda la piedra en volver al suclo?
¢) Calcula la velocidad media total, la velocidad media durante la
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subida y la velocidad media derante la bajada. Comenta tus results-
dos.

d) Calcula la velocidad media entre ¢ = 1yt = Iscgyentret = 5y
t = T seg. ;Cual crees que serd la velocidad en ¢l momento ¢ = 3
seg? 1Y en el momento ¢ = 5 sep? "

€} Escribe la expresion de la velocidad media entre los instantes 1, y 1,
que se puede anotar 0,7, f,). Aplicala para comprobar el resuitado
de la pregunta anterior.

El interés de este problema radica en la variedad de enfoques que suscita.
Las preguntas a), b), ¢) y ) remiten a los ejercicios anteriores: elaboracion de
la tabla y de la grafica, con la consiguiente visualizacién del problema y la
lectura directa que permite contestar a las preguntas sin més que tener en
cuenta que la velocidad media es el cociente del espacio recorride por el
tiempa tardado en recorrerlo. La velocidad media de la bajada ofrece una
doble dificultad: el espacio no se cuenta desde el origen y el resultado es
negative. La pregunta a), dificil por su abstraccion, implica una algebrizacién
del problema y la obtencion de una formula. Es un paso importante, ya que
representa ¢l primer peldafio hacia la expresidn formal de la velocidad
instantanea; habremos llegado, pues, a la formula

_Ad_du) - dy) :
Uulty £3) = T BT (i)

que ne ¢s otra que un caso particular de (i)

® Tasa media de variacifn y pendiente de una recta

Existen muchos ejemplos de la vida real en los que la pendiente de una
grafica recta tiene el significado de una tasa de variacion. Asi, por ¢jem-

plo.

— La tasa de cambio de pesetas a francos es la pendiente de la recta que
representa la relacion de cudntos francos y se puede obtener por x
pesetas. Las unidades se expresardn en francos/pesetas.

— La tasa de consumo de gasolina de un coche es la pendiente de la recta
que representa los litros de gasolina por la distancia recorrida. Las
unidades se expresardn en litros/km.

— El precio de muchos productos depende del peso. El precio por kilo-
gramo, expresado en pesetas/kg es también una tasa de variacion, y es
la pendiente de la recta que representa cada precio en funcion del peso
correspondiente.
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y(FF) y «  Gasolina {litros)

5
4
3
2
1
s x (ptas.) 0 100 Distancia (km)
GRAFICA 5.12 GRAFICA 5.13
Precio ¥
[ptas)
Peso (kg X Xy x
GRAFICA 5.14 GRAFICA 5.15

En el caso general, dada una funcibn f cualquiera, se puede compro-
bar facilmente que la tasa media de variacién entre dos valores de x, x, ¥
x,l%, < xg), coincide con la pendiente de la recta secante 2 la grifica de f
determinada por los puntos de abscisa x; y x;.

522 Cuerdas y tangentes

Ya hemos dicho que en el estudio local de funciones es util el concepto de
pendiente de la grifica de la funcidn en un punto, que es la pendiente de la
tangente a la grafica de la funcidn en dicho punto. En cfecto, la idea intuitiva
que permite dar una primera definicion de tangente es que de todas las rectas
que pasan por un punto A de una grafica, existe una que se aproxima a la
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curva mis que cualquier otra (al menos en las cercanias de A) y es la
tangente a la curva en ¢l punto A, El método de cileulo tradicional era el de
partir de la pendiente de la cuerda AB y hallar el limite de 1a pendiente de
AB cuando B tiende a A. De hecho, éste fue el método utilizado por Newton
en su cdlculo de velocidades instantdneas y era la base grifica del caleulo de
derivadas de los libros clisicos. Con la tendencia a eliminar del cdleulo
cualquier soporte grifico geométrico y a introducir las derivadas a partir del
concepto de limite ¥ como una aplicacién de su cdleulo, se perdi6 esta
introduccién simple e intuitiva que creemos que hay que recuperar. En
consecuencia, en un primer momento es convenients presentar varias rectas
como posibles aproximaciones a la pendiente de una curva en un punto A4
determinado y hacer ver que la tangente es la que mejor se aproxima.

Secante
B
Tangents

A

GRAFICA 516

Secante
‘Tangente
A
A
Buena aproximacitn Mala aproximacién

GRAFICA 517

Uno de los problemas que tienen los alumnos con la nocién de tangente
es que la asocian a una recta que sdlo tiene un punto en comin con la curva;
ello ¢s debido al hecho que en geometria elemental la Gnica curva con
tangente que se estudia es la circunferencia. Por tanto, en este auevo estudio
de la tangente es necesario discutir el concepto no slo en su sentido local
sino que habrd que presentar todo tipo de situaciones grificas de funciones
definidas en todo su dominio.

Axnites de intentar otra definicién por parte de los alumnos creemos que
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les ayudara a observar una figura que contenga una sucesion de rectas
secantes que corten en sucesivos puntos A,, A, Ay, ... 0 A3, Ay, Aj, ... que se
aproximan al punto A. Es un buen momento para recordar la idea de limite
comentada anteriormente, ya que se estd en un caso en que A; se puede
aproximar a A tanto como se quiera. La tangente podrd entenderse ahora
como posicion limite de las secantes al acercarse los puntos 4; al punto A.

GRAFICA 5.18

Queremos comentar un hecho comiin, y es que a veces se intenta simplifi-
car esta figura algo compleja y se sustituyen las secantes por cuerdas, lo cual
seria absolutamente licito. El problema es que algunos alumnos «ven» que
las cuerdas desaparecen en ¢l punto A y no comprenden como aparece
misteriosamente la tangente. Si tenemos en cuenta que la figura ha de ser un
apoyo que ayude a la comprension, es importante estar atentos a no provo-
car este tipo de confusiones.

GRAFICA 5.19

Otros textos empiezan directamente la discusion del concepto de tangen-
te con el clculo de la pendiente de las secantes (o de las cuerdas) de la curva
de una funcion dibujada en un sistema de coordenadas cartesianas en la que
destacan las proyecciones horizontales de los segmentos A4,, A4, A4y, ..
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Si bien es perfectamente correcto hacerlo asi, nos parece importante escalo- . y
mar las dificultades y utilizar los di ialmente: emp por
curvas, secantes y tangentes fuera de un sistema de coordenadas para acabar
con la figura mis compleja que permitird deducir numéricamente la pendien- Y/
te de la tangente.

.-----C
of 71 x x
GRAFICA 521
x Pendiente de
x | y=f® | BC=f)-) | AC=x-1 | p_ peiAC
; 3 9 8 2 4
Ya que estamos hablando de la primera aproximacion al concepto de 2 4 3 1 3
derivada y si tenemos en cuenta el sistema de ensefianza ciclico que permite | |5 225 125 03 1-:
ensefiar un concepto con diferentes niveles de dificultad, resulta claro que, | 11 121 021 31 g:o‘
después de visualizar la pendiente de la grifica y la tangente habri que | 101 1,020 00201 i 0001 2001
realizar una serie de ejercicos numéricos muy sencillos, Las caleuladoras :%1 :% 0,000200 0,0001 20001
permiten que los alumnos calculen sin dificultad y con rapidez las pendientes | N

de varias secantes en un punto determinado A de la grifica. De esta manera . T 2.1, 2,01, 2,001,
irin percibiendo la relacién entre la posicién del segundo punto A, y la 0(16: Secncnen dcu:all:m do l“m"n i ‘;ui'd:'s 2 .2 tanto
peiEk: 0 Ingocaivs Ay K- dobiy P:w;epdbu ﬁmgjoj n;m:rir:’uierél 2’60'"0 ;.qwmy‘Pues;:;és q|;e tomar un punto B lo suficientemente proximo a
una ayuda para que, llegado ¢l momento un estudio mis fo ¢! % o Le 3 los valores estimados
alumno entienda el significado de Ia notacion de Limites. A.Es | i s s
Veamos un pmblema_mu)'wnm‘llc:ha]larla pcndignledel la recta tangen- mmmt‘;m cjemplos lvamdm i os y sobre todo algunos en los que el
te a la grifica de la funcién f(x) = x* en el punto de abscisa 1. o de i do las m,(Baté:h.izqu'i'eldadelpuyloA.dc
— Primer paso, resolucion grifica: dibujar la gréfica en cuestion con marera que los alumnos intuyan que la aproximacion es la misma por
mucho cuidado, marcar el punto A de abscisa 1, dibujar la tangente lo ambas partes. ’
mejor posible y hacer una estimacion del valor de la pendiente de la  §j pl hallar la pendiente de la recta tang :lnmlslfug!afm.
de la funcién f(x) = x* en ¢l punto de abscisa 2, tendremos por la izquicrda:

_ recta tangente dibujada.
— Segundo paso, resolucibn numérica basada en la idea que la recta

tangente es una posicin limite de las secantes, ¢l ¢jemplo numérico ] Peadiente de
dard una idea del proceso de limite. Se puede presentar una tabla que x y BC AC AB' = B'CJAC
favorezea el cilculo y la percepcion visual. Teniendo en cuenta que By
C tienen la misma abscisa x que se acerca cada vez mds a 1 y que: 19 361 261 09 29
RN
BC - fi 1,999 3,996001 2996001
pendicnt de A8 = 35 = 12 =10) vaoss | 30 | om0 | 0% 2999
129 130

En este caso también se puede ver que la pendiente de las secantes se
acerca a 3 ranto como se quiera segin el punto B’ se acerca al punto A.

En la linea de cuidar el lenguaje con el fin de potenciar la claridad de los
NUEVOS CONCEpLos, NOS parece que €s un momento Oportuno para sustituir la

i6 pendiente de las puede hacerse proxima a 3 tanto
como se quiera cuando B’ se acerca a A» por la expresion «3 es el limite de la
pendiente de las secantes cuando B’ tiende a A».

Para preparar el trabajo de la preg iguicnte en el que ap una
pendi gativa, seria iente hacer un cjemplo del tipo: hallar la
pendicnte de la recta tangente a la funcién f(x) = 5 — x° en el punto de
abscisa x = 1. Si se hace la grifica de la funcién y se dibuja la tangente en
x = 1, se podré predecir un valor ivo de la pendi El cuadro de

valores serd del tipo:
x | y=flg | BC=f(x)-f(l) | AC=x~-1 43=ag/:§
2 ! = ! e
LS
101
1001
1,0001

¥, por tanto, la pendiente de la tangente en x = 1 serd —2. Es un buen
momento para recordar de qué nos informa la pendiente (signo y valor
absoluto).

523. Tasa instantinea de variacion

Partiendo de la idea de tasa media de variacion o de pendiente de una
recta secante y del concepto de recta tangente en un punto como posicién
limite de las secantes en dicho punto, se puede abordar el tema de como
medir la variacion de una funcién en un punto. Ahora bien, existe un
bsticulo de tipo ptual ya que en una funcidn abstracta f(x), sin
significado real, jqué significa variacion instanténea?

u Velocidad instantinea

con un caso como el de la velocidad tiene la ventaja
que los alumnos pueden entender el significado de la cuestién planteada y
que, como ya hemos seitalado anteriormente, desde el punto de vista semén-
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tico existe la palabra «velocidad» que fiada del adjetivo «

nean remite al alumno a aquello que marea el velocimetro, y por tanto, a

algo que ticne existencia real. Se puede pl la cuestion en los térmi

siguicntes. p
Existe una formula que describe bastante bien el movimiento de caida

libre de los cuerpos y que &

di) = 5¢°

donde d{) s la distancia en metros recorrida durante ¢ segundos. Por tanto,
si dejamos caer una piedra desde una altura de 320m, por ejemplo, la altura
4(1) de 1a piedra en cada momento vendré dada por la expresion

alr) = 320 - 5%

Pl la ién: jqué velocidad tiene esta piedra en el momento
1 = 3 segundos?

Siguiendo los pasos anteriores se resolverd el problema por etapas:

— Tabla de valores de la funcién aft).

— Representacion grifica de la funcibn af).

— Formula que exprese la velocidad media entre un instante cualquicra
1, proximo a + = 3 y el instante ¢ = 3.

— Fstimacién del valor de la velocidad para t = 3 segundos a partir de
la velocidad media entre ¢ = 2 y ¢ = 3 segundos. Representacion
grifica de esta velocidad media como la pendiente de la secante AB.

— Discusién del valor obtenido: ;Se puede predecir si el valor de la

Jocidad i anea que b serd mayor o menor que la
velocidad media entre t = 2y 1 = 3 segundos?
Asi se obtendri: T
(metros)

0
' alr) s

75
T s w
2 0 o
3 5 140
4 M0
5 195 78
6 140
7 7
§ ! 1231 43 6 T &

 (seg)
GRAFICA 522

Ysig S Exp la velocidad media con una formula, es preciso
rdar la exg (i) de la vel media entre los instantes ¢, y t,, que
escribiamos v (1, 1;)

Oglty, 1) = M
=1t
En este caso tendremos:
nalty, 3 = B = alt)

3-nq
El valor de la velocidad media entre los segundos 2 y 3 serd pues:

H-a2) 275-300 25
e ERC B Rl

que es la pendiente de la secante AB. Si bien no serd la primera vez que el

a]umupsetopacon locidades negativas érdese ¢l problema de lanzar

una piedra) cn un movimiento de caida, habra que tener en cuenta esta

drﬁculqdy volver a insistir en su significado ligado a la forma decreciente de

la funcién.

Conocid ?I\'ﬂlordei:\ locidad media entre 7 = 2y ¢ = 3 segundos y
su representacion grifica como la secante AB, podemos plantear la cuestion
de eéx:m serd la wrmladén grifica de la velocidad instantinea en ¢ = 3
pr 1% quep‘::uat; d‘;hmnd}?s P d' hm i no resulta extrafio

pendiente de la grifica en el punto £ = 3
es decir, de la pendiente de la tangente en dicho puntF::.mSi los nlumﬁ:
capaces de prever que el valor de la velocidad instantinea también serh
negativo, pero de mayor valor absoluto por tener una mayor inclinacion, se
puede asegurar que estin intuyendo que la pendiente de la curva
diente a la velocidad i dnea en A. A inuacid inc]nmsepur:ed.e
ham“ la representacion grifica y dar una estimacion del valor.

Si queremos obtener un valor més exacto de la velocidad en 1 = 3
segundos tendremos que calcular la velocidad media entre puntos cada vez
més prbximos a ¢ = 3. Teniendo en cuenta que a(3) = 275, se puede
confeccionar la tabla: ;

Jue permite afirmar que —30 myseg €5 el LMIE OC 1A penucuic ue a3
aecanmanndoBﬁend:aquue:etielvalordcllimiwde]uve}Padadm
nediuenlmpunlosadammisprbximou!yln3.Esecspreusnmcnw
sl valor de lo que se llama velocidad i 4nca en el t=3

gundos y, ef ide con el valor de la pendicnte de la recta
langente a la gréfica de la funcion en ¢l punto de abscisa ¢ = 3. Podremos
sseribir

o3) = —30 m/seg
Pl ahora la ion: ;Como pod P la velocidad
€n un 1t lquiera ¢ de este iento?

SemladelulhrIayendien(:dchmatangen!enlacunaenelwmo
de abscisa 1, es decir, ¢l valor del limite de las velocidades medias entre los

t, proximos a ¢ y el instahte £:
oty 1) = _d‘; : ’:f‘:)
Aplicando la ion de a(t), resul

(320 - 51%) — (320 — 56}) _
=
320 - 5t = 320 + 5¢f o
= =
562 + 5if =
t—1

valty, 1) =

=52 = 1}) -

=

S - 1) _
B t-1

= =50+ 1)
dedrthvelocidadinsun&mdelapiednmelinsmtcls

% a9 BC=of3)—af)| AC=3~1 | BClAC
2 M -25 1 5
25 88,75 13 H _ﬁ A
2 795 =295 ol -295
i ainads = 02995 00 2995
2999 275029995 — 0020995 a1 ~20995
29999 275,002999 — 0002999 00001 29909
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y pod
¢l limite de la expresion —ﬁt+l,)Mol,umaxmtomx
quiera, o cuando f; tiende a 1. Lo podremos escribir:

oft) = lim [=5(t + 1,)] = =5(t + 1) = -5 =10t
n-t

o bien
=S+ 6) = ~5(t+ )= —5- 2= —10t = ot)
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rarma [ = ) SCgUNaos, COMProvamos que
w3 =-10-3=-30

Para completar este problema, y si el nivel de la clase lo permite en este
momento (2 veces se aprecia un cierto cansancio cuando se insiste mucho
sobre el mismo tema), se puede pasar a estudiar la nueva funcién obtenida

of) = =10t

Obviamente no es ¢l momento de complicar el lenguaje de la cuestion
planteada con la nomenclatura de funcién derivada, pero si es interesante
que los alumnos se enfrenten con esta situacion sobre la que se volverd mas
adelante.

Es conveniente que de entrada la representacion grifica no sea super-
puesta a la anterior, ya que ofreceria dificultades de lectura, pero es Gtil que
esté alineada verticalmente con el fin de poder describir en cada instante qué
pasa con la altura y qué pasa con la velocidad. Se pueden dibujar algunas
tangentes a la curva y marcar sus pendientes para poner de manifiesto la
relacion que existe entre ellas y la velocidad correspondiente.

Hemos visto un ejemplo que ha permitido hacer todo el recorrido desde
una velocidad media en un intervalo hasta una nueva funcion (velocidad en
cada i ) asociada a la funcion inicial, es decir, que en términos mate-
maticos hemos partido de una funcién y = f(x) y hemos llegado a la funcion
derivada ' = f'(x). En una introduccidn de este tipo resulta fundamental
evitar lo més posible el aparato formal y riguroso imprescindible en una
etapa mas avanzada. Por ahora, nos interesa que se fijen unas ideas intuiti-
vas basicas y una notacion til, aunque inevitablemente engorrosa. Asi
resulta que:

— Es dificil distinguir entre la velocidad instanténea en un momento ¢ de
un movimiento y la velocidad media entre ¢ y un momento ¢, muy
proximo a 1. Es decir:

v{ty, t) = oft) cuando 1, =t
que también se puede escribir

o(t) = lim v.(1, 1)

— La velocidad instantinea en un momento ¢ viene representada por la
pendiente de la curva, es decir, por la pendiente de la recta tangente a
la curva en ¢l punto de abscisa 1.
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A modo de consolidacién de lo anterior se puede volver a las preguntas
del ejemplo presentado en el tema de la velocidad media: Al tirar una piedra
verticalmente hacia arriba con una velocidad inicial de 20 m/seg, su al-
tura dlr) (expresada en metros), después de ¢ segundos, viene dada por la
formula:

1) = 40t - 5¢*

(Cual crees que serd la velocidad en el momento ¢ = 3 seg? (Y en el
momento ! = 5 seg?

Habri tres caminos posibles de resolucion: construir una tabla de valores
para cada uno de los dos casos, hallar las formulas v,(ty, 3) y va(ty, 5), ©
hallar la formula de la velocidad en un instante cualquiera v(f). Nos parece
que cada alumno debe seguir el que le resulte mas sencillo hasta convencerse
de la rapidez y utilidad de la formula general. Sin cmbargo, no se puede
obviar la dificultad operatoria de este dltimo cilculo que se puede presentar
en la forma:

Opllyy 1) = ﬂ%:%‘—) =

(40t — 5¢2) — (401, — 5¢f) =
(=
40t — 502 — 401, + 51} .
= 1=t

40— 1) -5 — ) _
B =1,

_40(l-l|)-5(l+ll)(t-lnl =
=1

=40 - 5(t+ 1)
oft) = lim [40 — 5(t + 1,)] = 40 — 5(2r) = 40 — 10¢

Es evidente que este cdlculo implica ciertas habilidades no triviales en el
manejo algebraico. Es necesario averiguar el origen de las dificultades de los
I ya que muchos son cap de intuir y comprender el aspecto
conceptual de como obtener la velocidad instantinea, pero no estin en
condiciones de superar la parte de mecdnica op ia mas ab y, de
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hecho, menos importante en este nivel. El camino intermedio suele resultar
mas asequible:

a3) —dit,) _
-1,
='(40~3-.")~3’)—(40!,—Sr,’)
3-y
=75-40(,+Sl,’_
3—-1

oalty, 3) =

que se puede dividir con el algoritmo de Ruffini y dard:

= =5t +25

Con ambos procedimi se ob

o(3) = 40 — 10-3 = 10 m/seg

dré final

o bien:

o) = lim (6, 3) = ~15 + 25 = 10 m/seg

9(5) = 40 — 10+ 5 = —10 m/seg

que se presta a una interesante discusion.

s Tasa instantdnea de variacién o nmero derivada
de una fancién en un puato

En el caso de una funcién cualquiera y = f(x), se planteard como medir
Ia variacién de la funcion en un punto. Recordemos los conceptos previos
necesarios para abordar este tema:

— La recta tangente en un punto A es la posicion limite de las secantes
AB a la grifica en dicho punto.

— La idea intuitiva de variacion de la funcion en un punto A viene dada
por la pendiente de la grifica en 4 que es la pendiente de la recta
tangente a la grafica en A.
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— La tasa media de variacion entre dos puntos A y B de la grfica de la
funcién es la pendiente de la recta secante AB y su expresion es

fixa) = Sz
'l(xb X.) - Xg — %5
Por transposicion del concepto de velocidad instantinea como
limite de unas velocidades medias, se pucde definir la tasa instantinea
de variacion como limite de la sucesion de tasas medias de variacion y
plantear directamente el problema de calcular la tasa instanténea de
variacién de una funcién del tipo

y=x-1

y

4
3
2
1
S T TR, 0/[ 2 3
1

GRAFICA 524

a) En un punto de abscisa x = 2. pifas _f(x‘)-f(a)_(d—l)-(a‘-l)_
8) En un punto de abscisa x = a. w63 == e x—a

_x}—l-a’+l_x§—a‘_

Los métodos posibles para resolver este problema seran, como en el caso

de las velocidades instantineas: *i—a =2 Sl
— Construir una tabla de valores que dé las tasas medias de variacién ,M’L‘Lx +a
entre x = 2y valores x, de x cada vez mds proximos a 2: X —a :
X y=flx;) BC=f(x,)=f(2) | AC=x,-2]|1t,= BC/AC por tanto:
3 8 5 1 H
25 525 225 05 45 tfa) = lim [tafa, x,)] = lim (x, + a) = 2a
201 3,0402 0,0401 001 401 x e e
2,001 3,004001 0,02001 0,001 4001
2,0001 3,0004... 0,004 0,0001 4,0001 queparaa = 2 '
)=2-2=4

) Esta tabla nos permite observar que cuando x tiende a 2, la pendiente
tiende al valor 4, conlo cua,] la tasa instanténea de variacion de la funcién en Es preciso insistir en que esta opcion diddctica implica respetar el ritmo

ol punto x = 2 serd 4. de cada alumno: los tres niveles de resolucidn del problema corresponden a
— Calcular la tasa media de variacién entre x = 2 y un valor cualquicra ¢ niveles de abstraccion y, por tanto, no se puede forzar el paso de uno a
Xy ¥ ver a qué niimero tiende cuando x, tiende a 2: otro. El objetivo fundamental de este estudio es que todos los alumnos

adquicran unas ideas basicas acerca de la variacion de una funcion:

_Sfx) -/ 2(13 -1)-@2*-1)
(2, x) = =2 =) =

_8-1-3 i
xy =2 =

A=

Jz,--2=

=(x'+2)(x'-2)=x,+2
Xy =2

Podrem ibir:
- _/01/ X, x x

N +2——2+2=4
X322

GRAFICA 525
— Calcular directamen 3 te la tasa instantinea de variacion de la funcion
para un valor cualquiera x = a y hallar su valor para a = 2. Tendremos: — La tasa media de variacion es un instrumento matemitico que mide
como varia la variable dependiente en un intervalo con respecto a lo que
(@) = lim [1,(a, x,)] varia la variable independiente. Dados dos puntos de abscisas x, ¥ x,, la tasa

40
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media de variacion es, por tanto, €l niimero que se obtiene como cociente de
dos nimeros que expresan dos variaciones:

fx) = fixy)

(X, X,
-(p z)‘ X — %

— El significado grifico de la tasa media de variacion es la pendiente de
la recta secante a la gréfica de la funcion y = f{x) en los puntos de abscisas
Xy Y X3

y = flx)

P

GRAFICA 526

—Se puede medir la variacién en un punto de abscisa @ mediante el
nimero que expresa la tasa media de variacion entre el punto de abscisa a y
otro punto de abscisa x tan proximo al anterior como se quiera. Se dice que
la tasa instantinea de variacion en el punto de abscisa g, £(a), es ¢l limite de
la tasa media de variacion entre a y x,, 1(a, x,), cuando x, tiende a a. Este
limite se puede calcular construyendo una tabla que dé las sucesivas aproxi-
maciones de t,(a, x,) cuando x, tiende a a. También se puede hacer un
céleulo algebraico directo, para lo cual se escribe:

o) = Im [1fe x)) = im [f (:) z {(a)]
o bien:

ol U

ta(a, x)) =

[f(xl) f(a)]
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— El significado gréfico de la tasa instanténea de variacion es la pendien-
te de la recta tangente a la grafica de la funcién y = f(x) en ¢l punto de
abscisa a.

En este momento se puede introducir una nueva nomenclatura: la tasa
instanténea de variacién de la funcién f(x) en el punto de abscisa x = g, s¢
llama nimero derivada de la funcién en el punto de abscisa a y se escribe
con la notacién f“(a). Por tanto:

fa) = lim

[f (x) — 1 (a)]

El cambio de 1 es prot ya que para muchos alum-
nos esta nueva notacion les aleja de las ideas intuitivas que han mancjado.
Desde lucgo, nos parece un b dario; la mejor es hacer
una serie de ejercicios de aphcacxbn que les obligue a traducir ¢ interpretar el

LI P 1

nuevo Asi, por ejemp

—Dada la funcién f(x) = x* + 1, calcula los nimeros derivada f(0),
[1(=2), f3)- .

— Calcula los ndmeros derivada en el punto de abscisa x = 3 para cada
una de las funciones siguientes: -

fix)=x*

gl = x* —x
h(x) = 3x* — 2x
Jx) = 1/x
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6.

Estudio general
de una funcion

6.1. FUNCION DERIVADA DE UNA FUNCION

Vamos a iniciar este capitulo con el estudio, ahora mas formal, de la
funcién derivada. Primero estudi su definicion y los probl que

plantea y, posteriormente, veremos c6mo se pueden derivar las funciones
clementales sin utilizar el calculo de limites.

6.1.1. Definicion de la funcién derivada

Hasta ahora hemos introducido lo que hemos llamado tasa instantinea
de variacion de una funcion f(x) en un punto de abscisa x = g, 0 nimero
derivada de la funcion en el punto de abscisa a, que s escribe f'(a) y se define

¥| i)
) = f(a £~/
fla+h
fla)
0 a a+h x
GRAFICA 6.1
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si se acuerda que
xx=a+h
Yy, por tanto:
h—0 cuando x, »a

Conviene hacer alguna reflexion acerca de la notacion. En efecto, en
muchos libros de texto se da la siguiente definicion: la derivada de una
funcién f(x) en un punto A(x, y) es el niimero tal que:

f0 = tim LN = S0
=0,

Se utiliza, por tanto, el simbolo x con dos significados diferentes:

— Por un lado, x es la abscisa de un punto arbitrario de la gréfica
y = flx

— Por otro lado, x es la abscisa de un punto concreto A de la grifica en
¢l cual se calcula ¢l ndmero derivada y, por tanto, es un valor numéri-
co fijo.

De esta notacion pueden surgir muchas dificultades, que se pueden evitar
utilizando una letra distinta de x para la abscisa del punto 4: g, por ¢jemplo.
Después de calcular valores de la derivada en varios puntos, y en particular
en un punto de abscisa g, seréd ¢l de introducir la funcién derivada,
que serd una nueva funcion representada por f'(x) para todos los puntos.

Otra ion que se a también en muchos libros de texto s la
de Ax, dy/dx o Ay/Ax. Es la primera vez que los alumnos s¢ encuentran con
que dos letras que representan un solo nimero. De aqui resultan errores del
tipo Ay/Ax = y/x por un proceso de simplificacion semejante al que se hace
en 3y/3x = y/x. Esto no quierc decir que no se pueda utilizar nunca dicha

ion que, por sup esi indible para funciones de varias varia-
bles y que muchos alumnos s¢ encontrarn més adelante en otros campos,
especialmente en fisica. Pero, en un primer contacto con un concepto tan
abstracto y complejo como es ¢l de derivada de una funcién, parece reco-
mendable evitar al maximo cualquier dificultad afadida.

En cuanto al concepto de funcion derivada, una introduccién posible es
considerar varios casos particulares de que los al se conven-
zan de que a cada valor a de x de una seri de funciones sencillas correspon-
de un «nimero derivada» f"(a)

a =f'(a)

de forma que se configura una nueva funcion

x-f(x)
Veamos algunos ejemplos:

a) Dada la funcién f(x) = 3x% calcula f'(2), /'(~—1), /(0).

El cilculo que se espera aqui es el de la tasa instantinea de variacién que
ya hemos comentado. En este momento seria conveniente que todos los
alumnos «renunciaran» al método de construir una tabla de tasas medias de
variacion que les diera el valor de la derivada por aproximacién. Pero nos
parece que es el propio alumno que se tiene que ir convenciendo que el
método algebraico puede ser més répido (jno pretendamos convencerle que
es mis facil!). Asi, por ejemplo, para x = — I:

vV E = =1)
At l)-lm:——h

Segin la definicion dada:
S=1+8)=f(=1) _3-1 HHP = 3H=1P 31 -2h+4)+3
h h = Tt =
3—6h+3k* -3  —6h+ 3K
= 7 = 7 =—6+3h
y resulta:
f(=1)= ﬁmjl:l_wgﬁnl(_6+3h)= 6
A=0 a0

b) Calcula f(a):
El cilculo que se espera es

£(@) = lim fla+ k) — fla)
-0 h

Se hace:
fla+h)—f@ _3a+hP -3 _3a+2ah + ) - 3a*
h h h =
3a® + 6ah + 3% - 2
M tbah+ 3 -3¢ Gahtd

h
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y resulta: - ®
7@ =t NSO _ i o+ ) =6a
0 h £=0

¢) Comprueba los valores obtenidos en la pregunta a) aplicando la
formula obtenida en b) y calcula directamente f7(1/2), /'(=2), (0, 25).

La comprobacién de valores de la pregunta c) y el célculo directo son
interesantes porque dan una pista de como obtener los nimeros derivada de
manera més rapida: se calcula la formula para x = ay Iuego s aplica a cada
valor de a.

d) Halla la ecuacion de la recta tangente a la funcién y = 3x* en el pun-
to de abscisa x = 1/2. ;Como crees que es la recta tangente a la grafica de
Ja funcion en el punto de abscisa x = 07 El objetivo de esta pregunta es volver
a centrar la atencién sobre el significado de f*(a) como pendiente de la recta
tangente a la grafica de la funcién dada en el punto de abscisa x = a.

En esta primera fase del estudio de derivadas, nos parece primordial que
los alumnos tengan siempre presente las siguientes ideas bésicas:

— El significado de la derivada en un punto como pendiente de la recta
tangente.

— El significado de la derivada en un punto como medida de la variacion
instantinea de la funcién en dicho punto.

Por ello nos parcce que es importante entretenerse todo lo que sea
necesario en recorrer todo ¢l camino que va desde la tasa media de variacion
hasta el concepto de derivada en un punto.

¢) Completa la siguiente tabla y rep: las dos i S(x) v S(x).
x f)=3" | flx=6x
-2
-1
0
025
]
1
2

Es éste un momento opommc; para hacer un primer comentario sobre el
cambio de notacion en ¢l sentido de que si f'(a) = 6a para cada punto a,
hemos obtenido una nueva funcion f’(x) que viene dada por la formula:

fix) = 6x
cuya grafica es una recta de pendiente 6 y que pasa pbr el origen.
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Por sup que se repetirdn varios ejercicios del mismo estilo con
otras funciones, como pueden ser f(x) = x* — 1 (estudiada anteriormente),
f(x) = =x*/4, f(x) = x* — 3x, etc. En cualquier caso en este se
trata sdlo de ver que a cada una de estas funciones f(x) le corresponde una
nueva funcidn que es la funcion derivada f'(x) y egar a la definicidn.

A partir de una funcion f(x) sc define una nueva funcién f'(x) llamada
funcién derivada de la funcién f(x), tal que, para todo x

10 = i & B =8
h=0 h

m  Problemas de aplicacion

A lo largo de las deducciones de las formulas de las funciones derivadas
nos hemos dedicado a analizar las dificultades posibles y a ilustrar una

Pm. pletar el pto de derivada de una funcién puede ser intere-
sante realizar algunos cjercicios gréficos. Asi, por ¢jemplo:
¥
Y
Nt % /
6. / 4 l
s =35t 42 My R -x 4
1ms i
N,
1 =2 [P x
= 3
~3-2-1 [0 x [ ;ﬁ*/—
/
o 7
bl
—F 7
T7=x
A o
2 y =3~
S B 24 B s B
3 7/ E|
B -2 - AN +1 +2 ¥
) d B
T T | 7T §
GRAFICA 62 GRAFICA 63
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metodologia que parte del caso concreto para llegar al caso gcnem!.'EI
objetivo concreto de explicar cada uno de los apartados no nos ha permitido

“hasta ahora hacer una seric de observaciones que serian comunes a todos

ellos y que nos parece importante tener en cuenta:

— Para evitar la sensacion de que las mateméticas consisten en unas
actividades encerradas en si mismas, es necesario que los alumnos
vean una utilidad inmediata en lo que hacen. Por eso es importante
plantear problemas con enunciado. De esta manera, ademis, se acos-
tumbran a derivar funciones con letras distintas de x.

— Para mantener el significado de la derivada en un punto como medida
de variacion instantdnea de la funcion en dicho punto y como pen-
diente de la recta tangente habré que plantear ejercicios graficos espe-
cialmente referidos a tangentes.
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— En el caso de las funciones inversas conviene plantear qué le pasa a la

funcién y a su derivada en los puntos que anulan al denominador.

A modo de ejemplo:

a) La ecuacion del movimiento de un movil es d{t) = 3¢ + 31 + 2,
donde d(t) expresa la distancia en metros y ¢ el tiempo en segundos. ;Cual es
su velocidad en el instante 1 = 2 seg? ;Cuil es la velocidad instantanea o(t)
en ¢l instante /7 ;Crees que se trata de un movimiento uniforme?

b) La superficie de un globo que se estd dilatando viene dada por
S = 0,161 (¢ en segundos, S cn mm?). Calcula la tasa de variacion instanta-
nea de la superficie a los 10 seg de comenzar la dilatacion? ;Cudl serd a los
15 seg?

¢) (Crees que la derivada de una funcién del tipo f(x) = mx + nes
siempre la misma para cualquier valor de x7 Demuéstralo.

d) Halla la ecuacion de la recta tangente a las graficas de las siguientes
funciones en el punto de abscisa 2

f)=x+3x-1/3
g(x) = 5x = I/x,
Joy=@2x =17,
k(x)=Tx*-2x =3

€) ;Cudl es la derivada de f(x) =
x=2x=1?

— l?LCuélessu valor para x = 0,



ANEXO F: Propuesta de Crisdlogo Dolores
Flores

La variacion y la derivada

En este apartado se incluyen imagenes y fragmentos
seleccionados de las propuestas de aprendizaje analizadas en
este trabajo. Los elementos aqui presentados corresponden a
aquellas partes que fueron referenciadas en el analisis
realizado, asi como otros apartados relevantes que permiten
contextualizar cada propuesta en el marco de la ensefianza del
concepto de derivada.

Es importante aclarar que este material no constituye
una reproducciéon completa de las obras originales, sino una
seleccion limitada de contenido con fines estrictamente
académicos. Todas las imagenes y fragmentos estan
debidamente referenciados y se utilizan bajo el principio de
uso justo, respetando los derechos de autor de los textos
originales.

Los derechos sobre la propuesta aqui citada pertenecen

a sus respectivos autores y editoriales: Dolores Flores, C.
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(2013). La variacién y la derivada. Madrid, Espana: Ediciones
Diaz de Santos.

Este material tiene como proposito exclusivo apoyar la
comprension y andlisis de las propuestas descritas en el cuerpo
del trabajo, sin fines comerciales ni de distribuciéon no
autorizada. A continuacién, un enlace a la biblioteca de dicha
editorial en donde las personas interesadas podrian adquirir el
libro:

La variacién v la derivada Dolores Flores, Cris6logo

978-84-9969-091-9

5
LA MEDICION DEL CAMBIO

Ejemplo 1. En estudios realizados acerca del aumento de la
estatura promedio de los adolescentes, se han encontrado datos

como los que se muestran en la tabla 25.

Edad en afios 11 12 13 14 15
Estatura promedio encm | 140 145 150 155 160
Tabla 25


http://www.diazdesantosmexico.com.mx/libros/dolores-flores-crisologo-la-variacion-y-la-derivada-L27000910101.html
http://www.diazdesantosmexico.com.mx/libros/dolores-flores-crisologo-la-variacion-y-la-derivada-L27000910101.html

(Cuanto cambia la estatura promedio de los adolescentes
entre los 11 y 12 afios? No es dificil obtener la respuesta, pues

de 140 cm cambid a 145 cm, entonces, la altura aument6 5 cm.

Obsérvese que la estatura crece 5 cm por ano, y este cambio se

puede calcular por medio de restas.

Ejemplo 2. El principal indicativo de la contaminacién
ambiental en las grandes ciudades se mide a partir de la con-
centracion de ozono en la atmosfera. En la ciudad de México se
utiliza el Indice Metropolitano de Contaminacién Ambiental
(Imeca). Si la concentracién de ozono fluctaa entre 0 y 50 puntos
Imeca, se dice que existe una condicion buena para las activida-
des humanas, si fluctaa entre 51 y 100 es regular, si varia entre
101 y 150 se considera como mala, si esta entre 151 y 200 es una
condicién muy mala para el organismo, y si es mayor de 200 se

considera extremadamente mala. En la tercera semana del mes
de julio de 2012 se registraron en la zona noroeste de la ciudad
de México las concentraciones maximas de ozono que se mues-
tran en la figura 29.

NIVEL MAXIMO DE OZONO POR DiA

200
180
160
140

170 113
100
. EIMECA
80
64 66 60
50 S s2
40
20
o
Lunes Martes  Miércoles  Jueves Viernes Sabado  Domingo

Figura 29
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Ejemplo 3. La caida libre de los cuerpos en la Luna se describe
por la férmula s(f) = 0.8% s es la distancia de caida en metros, y t
el tiempo empleado en caer en segundos. El grafico de s(f) tiene
la forma mostrada en la figura 30.

Tomando en cuenta esta infor-
macion, jcuanto cambia la dis-
tancia en que cae un cuerpo
entre los segundos 0 y 1? Si se

' || observa, la grafica parece que
(=08 | cambia 2 m, sin embargo, esta

10 /

forma de calcular el cambio es

| | | | | poco precisa. ;Cémo eliminar
It s T % estaimprecision? Contamos con
e la formula de la funci6
. a férmula de la funcién que
Figura 30 q

relaciona a la distancia y el
tiempo, y por tanto, puede

determinarse el valor de la distancia recorrida del estado inicial al
estado final. Véase la figura 31.

l Estado inicial: s(0) | I- ' Estado final: s(0 + 1)

CAMBIO

Figura 31

6
UNA NOTACION OPERATIVA
PARA CUANTIFICAR LOS CAMBIOS




— s(f) =491
5(2) -T— - -T-
s
(en metros) As=3(2)-35(1) =147 Estade final Cambio
5(1) -_— -1
Ar Estade inicial
o . _l_ |
1 == 2 jlen segundos)
Figura 36
Estado Cambio Estado Diferencia
Inicial Sinal
4 Y L L
Variable independiente X o X+ Av Ax
4 3 0
Variable dependiente fix) ¢ S(xi+ Ax) S+ Ax) =[x )= AfF
Tabla 33
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Véase que las distancias que recorre el cuerpo a intervalos de
un segundo también cambian. De 0 a 1 segundo, la distancia reco-
rrida fue de 49 m; de 1 a 2 segundos la distancia recorrida fue
de 14.7 m; en el intervalo de 2 a 3 s la distancia fue de 24.5 m.
Esto indica que un cuerpo que cae libremente recorre distan-
cias cada vez mas grandes por cada segundo que transcurre, y
esos cambios de distancias estan dados precisamente por la for-
mula: As = 9.8t At + 49AF. Ya que las magnitudes de las distancias

varian, podemos preguntar ahora: jcudnto cambian esos cambios?
Esto se puede investigar en la tabla 37.

Intervalo [D=t=1 |[1=t=2 |2=<t=3 [3=<t=4[4=t=5 |5=t=6|6=t=7
As 4.9 &Z‘I{}? 24 3 539 63,7
Ahs 9.8 98 ;9.87

Tabla 37

8
CAMBIOS RELATIVOS:
LA RAPIDEZ MEDIA DE LA VARIACION

Ejemplo 1. La caida libre de los cuerpos en la superficie lu-
nar es descrita por la férmula s () = 0.8#, y en la superficie te-

rrestre por s, (f) = 4.9F. Supéngase que dos cuerpos se dejan caer



simultaneamente tanto en la Tierra como en la Luna. ;Cual de ellos
cae con mayor rapidez? Analicese la grdfica de la figura 44.

30

60

I 7

Figura 44

9
{COMO CAMBIA LA RAPIDEZ
(O LA VELOCIDAD) MEDIA?

Dos cuerpos se mueven de modo que la relacion entre las dis-
tancias que recorren respecto del tiempo estan dadas por las for-
mulas: s(f) = 5t + 5, y s(t) = 20t - 5; obsérvense las gréficas de las
figuras 50 y 51. Esta altima formula se refiere a la variacion de la
altura que recorre un cuerpo cuando es lanzado verticalmente
hacia arriba con una velocidad inicial distinta de cero.
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s(1)=20r-51" N

20 e = G et Distancia
stry=5r+5 > s(r )
: (en metros) g
Distancia | 5 ! 1 plomsmsng e i 15 ! TR PP T A
s(r) ; :
(en metros)
10 10
5 5
0035 1 15 2 23 3 33 005 1 15 2 25 3 33
Tiempo r{en segundos) Tiempo r(en segundos)
Figura 50 Figura 51

En los dos casos, la rapidez media a intervalos de 1 segundo
puede ser obtenida solo viendo las graficas. Para mayor preci-
sién, podemos determinarla utilizando las diferencias. La rapi-
dez media dada por la expresion:

As

r=15

Como As se obtiene de s(t, + At) - s(t), para el caso en que s(f) =
5t + 5 (figura 50), las diferencias son:

As = [5(t + Af) +5] - (5t + 5) = 5t + 5AF+ 5 - 5t — 5= 5At

Por tanto, r queda como sigue:

As
At

SAf
At

I =




10
Los CAMBIOS INFINITAMENTE PEQUENOS
Y LA VELOCIDAD INSTANTANEA

En la secciéon anterior, cuando se investigé como cambia 1
rapidez y la velocidad en este mismo movimiento para interva
los de tiempo relativamente grandes, se obtuvo una informacié:
muy burda; mayor precision se logré cuando se utilizaron varie
ciones de tiempo mas pequenas. Apliquese esta misma estre
tegia, pero ahora, va que el problema es averiguar la velocida
exactamente en el primer segundo, parece razonable asigna
variaciones de tiempo de manera que se acerquen a f = 1. Com
el cociente que da la velocidad media en t = 1 se indetermina, s
investigara ahora que estd pasando con las velocidades media
muy cerca de t = 1.

Para sistematizar los procedimientos haremos que ¢, sea fijc
para el caso que nos ocupa, t,= 1, y el que cambiara es t,, de mod
que los cambios de distancia dados por As = 20Af - iDtF&f - 5t
sean cada vez mas pequenos respecto de ¢ . Se aplicara un acer
camiento por la derecha (tabla 51). Obsérvese que a medida qu
los cambios son cada vez mas pequenos, las velocidades media
se van comportando de manera muy especial. Analicese est
sucesion de velocidades medias (tabla 52).

La sucesion se aproxima de forma ascendente a 10. ;Qu
pasara con esta sucesion si hacemos que la magnitud del inter
valo siga disminuyendo infinitamente? ;Qué pasa si el cambi
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del tiempo es infinitamente pequerio, es decir, que f, esté infinita-
mente cercano a 1?7 Para tener mas elementos, se explorard qué
pasa si Af = 0.00000000001; utilizando una calculadora se obtiene
que la velocidad media es v = 9.99999999995. jEste ntimero esta
mucho mads cerca de 10!

Todo indica que la sucesion de velocidades medias se acerca
cada vez mas a 10, de manera que la diferencia entre este nimero
y la iltima velocidad media que pudiésemos calcular, seria insig-
nificante. Por tanto, puede plantearse una hipétesis basica:

Si At es un cambio infinitamente pequerio, en este caso infinitamente
cercano a t, = 1, entonces la velocidad del cuerpo en t =1 es exac-
tamente igual a 10 m/s.

| Velocidades medias | 7.5 | 9.5 | 9.95 | 9.995 | 9.9995 | 9.99995 | ... |
Tabla 52




¢(Sucedera lo mismo con acercamientos a t =1 por laizquierda?
Véase la tabla 53.

Intervalos Velocidades medias (por acercamientos a t, = 1 por la izquierda)
. s{f + Ar)—s(r)
t<t<t, y= A8 S
: ' At Ar
T 2
05 <t<] - ﬁ _ 2048 — 10 Ar — SAL _ 200-0.35) — 10(1H -0.5) — 5{—0.5) _= 10+ 5-1.25 _= 625 _128
Ar Ar 05-1 —05 - 05
As 2040 — 1061 - SA2 200-0.1) — 10(1)(—0.1) - 5(—0.1> - 1.05

<t< v, o=—-= = = =105

09<t<1 v, =7 At 09-1 Zo.1

As 20A0 - 100AF - SA° 20(-001) - 10(1)(-001) - 5001~ 01005

v 2 = 108 At =5 20(-0.01) - =0.01) = 5( -0 - 0.
099=<t<1 v m— A o 20(-00D - 10({-000 - =00y = 10.05
FY Ar 0991 ~0.01

A 20Ar — 100 A — SAF? O 0RO T) — L0 1 ~0.00T) — 5{ 000132 — (010005

0999t |, oA 20ACTATZAC 200000 - 000N - 000N - 10008
1 Atb At 099 — 1 — .01
A At - _sart ~ - _ 5 o
09999 << ] _ A _ 204 — 108 AF — 5AL - 200 —0.0001) — 10 1y —0.000 1) — 5{-0.0001) _ 0.00 100005 — 10.0008
5 A Af 0.999% -1 — (D001
Tabla 53

También en este caso la sucesion de cocientes se acerca a
10, pero ahora lo hace de manera descendente. Este resultado
refuerza nuestra hipoétesis acerca de la velocidad instantanea.

Analicense las dos sucesiones de velocidades medias en una
misma tabla:
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Acercamiento Acercamiento
por la izquierda por la derecha
1251051005 10.005] 10,0005 | .3 [ 10| €...| 99995 | 9995 | 995 [ 95|75
Tabla 54

Las sucesiones de cocientes que representan a las velocida-
des medias, muy cerca de =1, se comportan de modo que las
dos tienden a 10, tanto por la derecha como por la izquierda. Si
se siguiera reduciendo Af hasta que fuera infinitamente pequerio,
(la sucesién de valores de las velocidades promedio excederia de
10? Si no lo exceden, entonces diremos que 10 es el limite o tope
del cual no pasan ambas sucesiones.

Para concluir nuestra busqueda de la velocidad instantanea,
introduciremos una notacion para el limife. Para referirnos al
limite utilizaremos la simbologia lfm y el término tiende lo repre-
sentaremos mediante una flecha (=), por tanto, para representar
a la velocidad instantanea utilizaremos la notacion:

As
VELOCIDAD INSTANTANEA= v, = lim — [16]
mst A 50 A

11

INTERPRETACION GEOMETRICA
DE LA VELOCIDAD INSTANTANEA




nlaseccién anterior se resolvié el problema de la velocidad

instantanea por medio de aproximaciones numeéricas, en
esta seccion se dara una interpretacién geométrica de este

proceso. Recuérdese que la velocidad instantdnea es imposible

de ser calculada aplicando la nocion de velocidad media, pues

ya se constaté que conduce a una indeterminacién. Sin embargo,

la exploracién de lo que sucede con las velocidades medias por
medio de acercamientos a f = 1, tanto por la derecha como por la

izquierda, proporciona una informacién muy valiosa, obsérven-
se las graficas de las figuras 60 y 61.

.
£(1) é__' e a1 =1
e P AT = 0009095
P/:u 375 P P -y
15 15 N—o0gs 15 (- onoos 15 f
b 04 A= Ar=0.001
Ar =001
0 R 114 Lol o Lol ot
5 5 ]
oo AT o0, T Loy
Ar 05 Ar 01 A 0 A b0l
60A 60B a0C 60D
Figura 40
4 ) . 5(t)
s(1) s(r) sty
P P N o _ |y
15 15 N 15 o= 15 As = — 0010005
Ay = — 6.25 Ar=— 105 s = — 1005
N o L ar=—0.01 Ar=—0.001
LAr=-05
of o5 1 ; 0 0.9 1 ' o] 0991 o] 09991 t
As - 615 As — 105 A%~ 11005 A%~ 010005
"= — 125 vy=— — 108 vy =— 105 == - 10,005
Py A - T A - Ar —0001
6lA 61B 61C 61D

Figura 41
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También en la seccién anterior se concluyé que, cuando los
cambios de tiempo se van haciendo cada vez mas pequefios, los
cambios en las distancias también se hacen cada vez mas peque-
fos, pero la sucesién de velocidades medias a que da origen
tiende a 10, tanto por la derecha como por la izquierda. Entonces,
la velocidad en t = 1 es exactamente 10 m/s; las graficas anterio-
res muestran estos acercamientos a 10. Pero véase muds de cerca lo
que sucede en la figura 62,

P
0 Ag ﬁ..l“
Ai
A R
62A 62B 62C 62D

Figura 62
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LA FUNCION DERIVADA




n la seccion anterior pudimos apreciar la gran utilidad
que las diferenciales ofrecen en el calculo de derivadas y
en la resolucién de problemas sobre variacién. También
concluimos que la derivada es un cociente de diferenciales y que
su obtencion se reduce al calculo de diferenciales. Pero el cocien-
te de diferenciales da origen a una nueva funcién desprovista
de diferenciales. Esta es la funcion derivada. Dicha funcién aporta
mucha informacion valiosa acerca del comportamiento variacio-
nal de la funcién de la que se derivo. En esta seccion se estudiara
esta funcion y sus propiedades a partir de un ejemplo conocido.
Ejemplo 1. La velocidad de desplazamiento de un cuerpo
que recorre una distancia s en un instante f, esta dada por s{f) =
20 - 10t, ésta se obtuvo de s(f) = 20f - 5t*. Investigue y encuentre
las relaciones entre el comportamiento de ambas.
Mediante la tabla 58 se compara la velocidad del cuerpo y su
posicién para algunos valores de .

. . : Velocidad s(t) = ds/dt
Tiempo t Distancia s(t) )
[derivada de s(t) |
s(t) = 201 - 52 [t (£ |s°(t) =20-10t It, s )]
0 |s(0)=20(0) - 50)=0 ©,0) |s(0)=20-10(©)=20 (0, 20)
05 |s(0.5)=20(05)-5(0.57=875 | (0.5875) |s(0.5)=20-10(0.5)=15 | (0.5, 15)

Continia...
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De acuerdo con estos valores, la velocidad inicial del objeto
es de 20 m/s. Cuanta mas altura alcanza, su velocidad dismi-
nuye poco a poco hasta que alcanza su méxima altura, enton-
ces su velocidad es cero. Después, en su camino de regreso, su
velocidad disminuye poco a poco, hasta que toca el suelo con
una velocidad de -20 m/s. La rapidez, por su parte, se comporta
igual que la velocidad en los dos primeros segundos; después
asciende nuevamente, de modo que el cuerpo choca con el suelo
con la misma rapidez con que se inici6 su movimiento. Observe
la figura 81 y compare las graficas de s(f), s(f) y |s(#)].

s(0) =200 51 Ls(6) = 20 — 101

20

1 2 3 4
-10 s(N=20—-10¢ —

Figura 81



La funcion s(f) crece en el intervalo 0 < t < 2, en t = 2 alcanza
su maxima altura y decrece en el intervalo: 2 < t < 4. Por su parte,
la funcién s'(f) es decreciente en 0 < f < 2; esto quiere decir que el
cuerpo, después de haber sido lanzado, va perdiendo velocidad
hasta que se anula en t = 2, después su velocidad es negativa (el
signo negativo indica que el cuerpo se dirige hacia abajo) y sigue
decreciendo hasta que choca con el suelo con una velocidad de
—20 m/s. Por su parte, la rapidez decrece al igual que la velocidad
en el intervalo0 <t <2 Enf=2tambiénse anulayen2<t<4
nuevamente crece, hasta que choca con el suelo con una rapidez
de 20 m/s. La funcién s(f) (que da la velocidad en cualquier f) es
en realidad la funcién derivada de s(f), el comportamiento varia-
cional de s(f) y s7{f) son los que interesan. En la tabla 59 aparece
condensada esta informacion.

Intervalos a(t) = 20t - 51 st =20-10¢t |878)| = |20 - 10¢]
[altura | [derivada] [rapidez |
0<t=<?2 Crece Positiva Positiva
t=2 Altura maxima Cero Cero
2<t=4, Decrece Negativa Positiva
Tabla 59
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Ejemplo 2. Sea la funcion f(x)= }x* - x. ;En qué intervalos f(x)
crece, decrece y donde tiene puntos de estabilizacion o valores
maximos y minimos?

Esto se puede averiguar si se traza la gréfica, pero la visuali-
zacion por si misma no nos garantiza certidumbre. Utilicemos la
derivada, que es una herramienta mucho mas poderosa para
averiguar su comportamiento variacional. Primero, obtengamos
la derivada de f(x). Ya que f{x)= }x° - x, entonces f(x)= x> - 1; la
funcién f {(x) nos informa cémo se comporta f{x) en todo su domi-
nio. Una forma estratégica de obtener esta informacién seria empe-
zando por determinar los puntos de estabilizacion, donde f {x) = 0.
Una vez conocidos, se toman como referencia para averiguar

cémo se comporta f(x) antes y después. Para ello primero se nece-
sita resolver la ecuacion x* - 1 = (. Esta se resuelve asi:

Tales resultados indican que la funcién tiene puntos estacio-
narios en x = 1y en x = —1. ;Pero cual de ellos es maximo y cual
minimo? Para deducirlo, usemos la tabla 60, para ver lo que pasa
con la derivada antes y después de estos puntos.



225

Problema 1. Se dispara, verticalmente hacia arriba, un pro-
Ll <y<-] 1 1<x<l1 1 1<x<
—00 XY = == = X xXx= X o . . " .
Funcidn yectil a una velocidad de 343 m/s. ;Cual es la altura maxima que
x-1 - -2 - 0 + alcanza si se desprecia la friccién con el aire?
x+1 - 0 + 2 +
"x) = =t + 0 - 0 +
=(x-DE+h=x> -1 s -
fE =G+l == ¢ Qué es lo proporcionado?
Crece Punto Decrece Punto Crece . ..
1. , , Velocidad inicial de 343 m/s
fly=3x*-x estacio- estacio-
nario nario
Tabla 40 ¢ Qué se busca?

La altura maxima alcanzada

17
. 2 Estrategia de resolucién
PROBLEMAS DE MAXIMOS Y MINIMOS Aunque este tipo de problema es ya conocido, para idear una

estrategia de resolucion es necesario preguntarse primero: ;qué
es lo que cambia? Lo que cambia es la altura; ésta, a la vez, cam-

1 origen del Calculo Infinitesimal histéricamente estuv bia en dependencia del tiempo. ;Qué se quiere maximizar? Se
Iigadg a la resolucion de problemas como: el calculo de 1 pide calcular la maxima altura. Es, por tanto, necesaria una for-

velocidad de cuerpos con trayectoria variable, la determi mula para la altura que nos permita manipular a las variables

. .. . en juego, es decir, que contenga al tiempo v a la velocidad inicial
nacion de la posicién de un cuerpo dada su velocidad, la obter Juegos  Que & poya
dada. Para ello habra que hacer uso de la Fisica. Una vez obte-

cion de la direccién con la que se mueve un cuerpo, el calculo d . ) . .
nida la férmula, se puede utilizar el criterio de los puntos esta-

midximos y minimos, el cdlculo de longitudes, dreas y volimene: cionarios para obtener la méxima altura.
Varios de estos problemas se han abordado de alguna maner
en las pdginas precedentes, otros quedan fuera del alcance d
esta obra. Uno de los problemas de gran interés que atun falt
abordar es el de la determinacion de valores mdximos y minimo:
Ya se han estudiado en la seccion anterior algunas cuestione

relativas a este problema.



