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RESUMENSe establece una representación dual entre la categoría de los espacios uniformes Hausdor�compactos y la categoría de las mv-álgebras semisimples. Para esto se hace una introduccióna los conceptos necesarios sobre mv-álgebra, espacios uniformes y categorías, �nalmente sede�nen funtores y transformaciones naturales adecuados.Además se obtienen algunos resultados de representación por medio de esta dualidad y otrosindependientes de la misma como la de�nición de una uniformidad para toda mv-álgebra apartir de la función distancia, la cual esta estrechamente ligada a la cantidad de ideales dela mv-álgebra.
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INTRODUCCIÓNLas mv-álgebras fueron presentadas por primera vez en 1958 por Chen Chung Chang [3]como la contrapartida algebraica de las lógicas de �ukasiewicz. Las mv-álgebras son paralas lógicas de �ukasiewicz lo que las álgebras booleanas lo son para la lógica clásica, másaún, las mv-álgebras resultan ser una extensión de las álgebras booleanas al igual que laslógicas de �ukasiewicz son una extensión de la lógica clásica.Una mv-álgebra es un conjunto no vacío A dotado de una operación binaria ⊕, una ope-ración unitaria ¬ y un elemento destacado (operación cero-aria) 0 tal que (A,⊕, 0) es unmonoide conmutativo que satisface las siguientes identidades: ¬¬x = x, x ⊕ ¬0 = ¬0,
¬(¬x⊕y)⊕y = ¬(¬y⊕x)⊕x. Así toda álgebra booleana es una mv-álgebra, otro ejemplode una mv-álgebra es el intervalo real [0, 1] con las operaciones x ⊕ y = min{x + y, 1} y
¬x = 1 − x.Uno de los primeros resultados de representación para mv-álgebras en términos topológicosque se pueden considerar se debe a Marshall Harvey Stone [11] el cual establece que cadaálgebra Booleana se puede representar como un espacio de Stone, es decir, como un espaciotopológico Hausdor� compacto que tiene una base de conjuntos que son cerrados y abiertossimultáneamente. La representación explícita para un álgebra booleana B esta dada por elisomor�smo ϕB : B → P(Ult(B)), donde Ult(B) es la colección de todo los ultra�ltros en
B y ϕB(b) = {V ∈ Ult(B)|b ∈ V}.En 2001, Niederkorn [8] establece una dualidad natural para mv-álgebras generadas porcadenas �nitas, es decir, para la categoría cuyos objetos son los elementos de la variedadgenerada a partir de una mv-álgebra de la forma  Ln = { i

n
|0 ≤ i ≤ n} con n ∈ N (lasoperaciones sobre  Ln son las de [0,1] restringidas). La categoría dual correspondiente estádada por la cuasivariedad topológica generada por la estructura 〈�n;S(�n), τd〉 donde S(�n)
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ÍNDICE GENERAL ÍNDICE GENERALson las subálgebras de  Ln y τd es la topología discreta sobre  Ln. De hecho toda estructuratopológica de la forma 〈X ; {rm|m ∈ div(n)}, τ〉 esta en la cuasivariedad topológica dual siy sólo si 〈X, τ〉 es un espacio de Stone, para cada m ∈ div(n) la relación unitaria rm es unsubespacio cerrado de 〈X, τ〉 y para cadam,m′ ∈ div(n) se tiene que rm∩rm′ = rmcd(m,m′).Cignoli, Dubuc y Mundici generalizaron en el 2004 [9] la dualidad de Stone a una dualidadentre mv-álgebras localmente �nitas y multiconjuntos. Una mv-álgebra se llama localmen-te �nita, si todas sus subálgebras �nitamente generadas son �nitas. Un multiconjuntoes la pareja (S, σ) formada por un espacio de Stone S y una función continua σ : S → Gdonde G será el conjunto de todas las funciones que van del conjunto de sucesiones denúmeros primos al ordinal ω. En [9] también se establece una equivalencia entre la categoríade los espacios Hausdor� compactos y la subcategoría plena de las mv-álgebras de la forma
cont(X, [0, 1]) de todas las funciones continuas de un espacio Hausdor� compacto X en lamv-álgebra [0, 1].En 2007, Poveda [12] da una representación general para mv-álgebras, estableciendo unaequivalencia categórica para mv-álgebras donde la categoría dual correspondiente es la delos espacios topológicos provistos de un haz de cadenas cuyos objetos son triplas (X,E, π),siendo π : E → X un homomor�smo local, E y X espacios topológicos tales que para cada
x ∈ X, π−1(x) es una mv-álgebra. Y dados dos objetos (X,E, π1), (Y, F, π2), un mor�smoentre estos está dado por el par (f, ϕ) donde f es una función continua y ϕx es un mor�smode mv-álgebras tales que para toda sección s ∈ F , k(x) = ϕx ◦ s ◦ f(x) es una sección de
E. Además de generalizar lo hecho por Cignoli, Dubuc y Mundici en [9], Poveda establecetambién una representación para mv-álgebras arquimediana (ó hiperarquimediana), esdecir, una mv-álgebra A tal que para todo elemento a ∈ A existe un entero n > 0 quecumple n.a = (n+ 1).a, donde n.a = a⊕ · · · ⊕ a (n-veces).Después de la breve presentación sobre representación topológica de mv-álgebras, se notaque los espacios topológicos Hausdor� y compactos juegan un papel importante en estosresultados. Nuestra investigación se centra en esta particularidad, pero antes de mencionarlose darán algunas de�niciones sobre espacios uniformes.Una estructura uniforme sobre un conjunto X es un �ltro U sobre ℘(X × X), cuyoselementos llamados entornos satisfacen lo siguiente: todo entorno contiene la diagonal
∆X = {(x, x)|x ∈ X} y para cada entorno D existen entornos E y F tales que F ◦F ⊆ D2



ÍNDICE GENERAL ÍNDICE GENERALy E ⊆ D−1 = {(y, x) : (x, y) ∈ D}. El par (X,U) es llamado Espacio Uniforme. Losespacios uniformes forman la categoría que tiene por objetos todos los espacios uniformes ylas funciones uniformemente continuas entre éstos como mor�smos.A partir de una estructura uniforme es posible de�nir una estructura topológica. Luego, todoespacio uniforme tiene subyacente un espacio topológico. De otro lado solo sobre los espaciostopológicos completamente regulares es posible de�nir una estructura uniforme que tenga latopología original como subyacente. De hecho pueden existir estructura uniformes diferentessobre un mismo conjunto que tiene subyacente la misma estructura topológica, solo para losespacios topológicos Hausdor� y compactos la existencia de tal estructura uniforme es única.He aquí nuestra motivación, ¾es posible extender una dualidad entre mv-álgebras y espaciostopológicos, a espacios uniformes? En este trabajo haremos una primera exploración en estesentido, demostrando que tal extensión es posible. De forma mas precisa se establece unadualidad entre la categoría de la mv-álgebra semisimples y los espacios uniformes Hausdor�compactos.Así pues, disponemos de dos capítulos. En el primer capitulo se presentan los conceptosfundamentales de la teoría de categorías, las mv-álgebras y los espacios uniformes, juntocon algunos ejemplos y resultados empleados en este trabajo.En el segundo capitulo se de�nen los funtores y transformaciones naturales adecuadas paraestablecer la dualidad entre la categoría de los espacios uniformes Hausdor� compactos y lacategoría de las mv-álgebras semisimples. Ademas se establece el teorema de representacióncorrespondiente.Finalizamos con las conclusiones y expectativas.
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Capítulo 1NOCIONES BÁSICASEn este capítulo se presenta de forma rápida los conceptos en teoría de categorías empleadosen la construcción de una dualidad entre categorías. De igual manera se presenta losconceptos de mv-álgebras y espacios uniformes, los cuales de�nirán las categorías sobrelas cuales trabajaremos.1.1. Teoría de Categorías1.1.1. CategoríasEn el estudio de una estructura matemática ya sea algebraica, topológica, de orden, etc, esevidente la importancia que tienen las aplicaciones que conservan la estructura tanto como lamisma estructura. Así que aunque se puede pensar en una categoría de manera mas general,podemos decir que una categoría se puede ver como una colección de objetos matemáticosjunto con las aplicaciones que preservan la estructura de los objetos. Una referencia clásicasobre teoría de categoría es el libro de Saunders MacLane [7].De�nición 1.1.1. Una categoría C consta de dos clases, la clase ObjC cuyos elementosllamaremos objetos de C y la claseMorC cuyos elementos llamaremos mor�smos de C, quesatisfacen las siguientes condiciones:C1) Para cada par de objetos A,B de C, existe una subclase de MorC denota por
MorC(A,B), llamada los mor�smos de A en B, tal que las clases MorC(A,B) sondisyuntas dos a dos para todo A,B ∈ ObjC.
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1.1. TEORÍA DE CATEGORÍAS CAPÍTULO 1. NOCIONES BÁSICASC2) Para A,B,C ∈ ObjC, existe una función
◦ : MorC(B,C) ×MorC(A,B) →MorC(A,C),cuyo valor para ν ∈MorC(B,C), µ ∈MorC(A,B) sera denotado por ν◦µ y llamadocomposición de µ y ν.

A

B C

µ

ν

ν ◦ µFigura 1.1.1:C3) Para todo A ∈ ObjC, existe un mor�smo 1A en MorC(A,A), llamado identidad en A,tal que para todo B ∈ ObjC, ν ∈MorC(B,A) y µ ∈MorC(A,B) se cumple que,
µ ◦ 1A = µ y 1A ◦ ν = ν.

A B1A
µ

AB 1A
νFigura 1.1.2:C4) Si A,B,C,D ∈ ObjC, u ∈ MorC(A,B), v ∈ MorC(B,C) y w ∈ MorC(C,D),entonces

w ◦ (v ◦ u) = (w ◦ v) ◦ u.

A B

C D

v

w

w ◦ v
v ◦ u

u

Figura 1.1.3:
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1.1. TEORÍA DE CATEGORÍAS CAPÍTULO 1. NOCIONES BÁSICASObservación 1.1.2.
MorC =

⋃

A,B∈ObjC

MorC(A,B)Si en una categoría C la clase MorC(A,B) es un conjunto para todo A,B ∈ ObjC, lacategoría C es llamada localmente pequeña. Si tanto la colección MorC como la colección
ObjC son conjuntos, se dirá que la categoría C es pequeña.Ejemplo 1.1.3. La categoría de los conjuntos SET cuyos objetos son los conjuntos y cuyosmor�smos son las funciones.Ejemplo 1.1.4. La categoría MET cuyos objetos son los espacios métricos y los mor�smosson las contracciones débiles.Ejemplo 1.1.5. La categoría de los espacios topológicos TOP cuyos objetos son los espaciostopológicos y los mor�smos son las funciones continuas.Ejemplo 1.1.6. Un retículo es un conjunto L dotado de dos operaciones binarias ∧ y ∨, lascuales satisfacen la ley conmutativa, la ley asociativa y la ley de absorción. Si las operaciones
∧, ∨ son distributivas una respecto a la otra, el retículo se dice distributivo. Además si Ltiene cota superior e inferior, se dice acotado. LAT denota la categoría de los retículosdistributivos y acotado, cuyos mor�smos son funciones que preservan las operaciones ∧, ∨.Sea C una categoría arbitraria. Por una subcategoría de C entiéndase una categoría C′ talque ObjC′ ⊆ ObjC, MorC′(A,B) ⊆ MorC(A,B) para todo A,B ∈ ObjC′ , la operacióncomposición de mor�smos en C′ es la restricción de la composición de mor�smos en C ytodo mor�smo identidad en C′ es un mor�smo identidad en C. Una subcategoría C′ de Cque satisface MorC′(A,B) = MorC(A,B) para todo par de objetos A,B en C′ es llamadauna subcategoría plena de C.Un mor�smo ν ∈ MorC(A,B) es llamado sección si existe un mor�smo µ ∈ MorC(B,A)tal que µ◦ν = 1A. En tal caso µ es llamado retracción. Un isomor�smo es un mor�smo quees sección y retracción. Si ν ∈ MorC(A,B) es un isomor�smo, el único µ ∈ MorC(B,A)tal que ν ◦ µ = 1B y µ ◦ ν = 1A será llamado el inverso de ν y se denota por ν−1. Un parde objetos A yB se dice que son isomorfos, A ≈ B, si existe un isomor�smo enMorC(A,B).La categoría opuesta de una categoría C, la cual se notara por Cop, es aquella tal que
ObjCop = ObjC y MorCop(A,B) = MorC(B,A), para todo par de objetos A,B en Cop .
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1.1. TEORÍA DE CATEGORÍAS CAPÍTULO 1. NOCIONES BÁSICAS1.1.2. FuntoresEs natural pensar en como relacionar la estructura de dos categorías, de tal manera que serespeten tanto las colecciones que conforman cada categoría como la composición entre losmor�smos en cada categoría. He aquí donde aparece el concepto de funtor.De�nición 1.1.7. Un funtor covariante (o simplemente funtor) de una categoría C en unacategoría D es una aplicación F : C → D tal que para A,B,C objetos de C y ν, µ mor�smosde C se tiene que:F1) F(A) ∈ ObjD,F2) F(ν) ∈MorD,F3) F(ν : A→ B) = F(ν) : F(A) → F(B),
A

B

F(A)

F(B)

F
ν F(ν)Figura 1.1.4:F4) F(ν ◦ µ) = F(ν) ◦ F(µ),

A

B C

ν

µ

µ ◦ ν F

F(A)

F(B) F(C)

F(ν)

F(µ)

F(µ) ◦ F(ν)Figura 1.1.5:F5) F(1A) = 1F(A).
F

F(A)A 1A 1F(A)Figura 1.1.6:Un funtor covariante F : Cop → D se dice funtor contravariante de C en D.7



1.1. TEORÍA DE CATEGORÍAS CAPÍTULO 1. NOCIONES BÁSICASEjemplo 1.1.8. Sea H : MET → TOP tal que a cada espacio métrico (X, d) el asignael espacio topológico (X, τd) donde τd es la topología inducida por la métrica d (topologíaque tiene como base el conjunto de las bolas abiertas Bε(x) = {y ∈ X : d(x, y) < ε} con
ε ∈ R) y dada una contracción débil f : (X, d) → (Y, d′), H(f) : (X, τd) → (Y, τd′) estal que H(f) = f . Como toda contracción débil es continua para las topologías inducidas,
H(f) es un mor�smo en TOP. El resto de propiedades de funtor son fáciles de veri�car.Ejemplo 1.1.9. Si C es una categoría localmente pequeña y X ∈ ObjC. Se de�ne elfuntor contravariante M_X : C → SET para todo A,B,C ∈ ObjC y ν ∈ MorC(A,B)como M_X(C) = MorC(C,X) y M_X(ν) : MorC(B,X) → MorC(A,X) dada por
M_X(ν)(α) = α ◦ ν para todo α ∈MorC(B,X).Veamos que M_X : C → SET es un funtor contravariante para todo objeto X en
C. Por ser C localmente pequeña M_X(A) = MorC(A,X) es un conjunto para todo
A ∈ ObjC, es decir, un objeto de la categoría SET. Si ν ∈ MorC(A,B) y α = βson mor�smos en C, entonces M_X(ν)(α) = α ◦ ν = β ◦ ν = M_X(ν)(β), es decir,
M_X(ν) es una función por tanto un mor�smo de SET. Tomemos A,B,C objetos en
C, ν : A → B, µ : B → C, mor�smos en C, luego para todo mor�smo α : C → X

M_X(µ ◦ ν)(α) = α ◦ (µ ◦ ν) = (α ◦ µ) ◦ ν = M_X(µ)(α) ◦ ν = M_X(ν)
(
M_X(µ)(α)

),así M_X(µ ◦ ν) = M_X(ν) ◦M_X(µ). Finalmente M_X conserva identidades, para todo
α ∈MorC(X,A), tenemos que: M_X(1A)(α) = α ◦ 1A = α = 1M_X(A)(α).Ejemplo 1.1.10. Si C es como en el ejemplo anterior y X ∈ ObjC. MX_ : C → SET talque para todo A,B,C ∈ ObjC y ν ∈ MorC(A,B), se de�ne, MX_(C) = MorC(X,C)y MX_(ν) : MorC(X,A) → MorC(X,B) dada por MX_(ν)(α) = ν ◦ α para todo
α ∈MorC(X,A). Se muestra de forma análoga al ejemplo anterior que MX_ es un funtorcovariante para todo X ∈ ObjC.Ejemplo 1.1.11. El funtor contravariante S : LAT −→ TOP tal que a cada retículodistributivo y acotado L le asigna el conjunto de todos los ideales primos en L junto conla topología que tiene como base todos los conjuntos de la forma sa = {p ∈ S(L) : a /∈ p}con a ∈ L. Y para cada mor�smo h : L→ M en LAT, S(h) :S(M) → S(L) es tal que acada p ∈ S(M) le asigna el ideal primo f−1(p) en L.Ejemplo 1.1.12. El funtor contravariante O : TOP −→ LAT tal que a cada espaciotopológico X asigna el retículo de todos los abiertos en X con las operaciones ∩ y ∪ . Y acada función continua f : X → Y , O(f) : O(Y ) → O(X) es tal que a cada A ∈ O(Y ) leasigna el abierto f−1(A). 8



1.1. TEORÍA DE CATEGORÍAS CAPÍTULO 1. NOCIONES BÁSICAS1.1.3. Transformaciones NaturalesYa de�nidas las categorías y los funtores, ahora como un ejemplos mas podríamos pensaren la categoría cuyos objetos sean las categorías y cuyos mor�smos sean los funtores. Másaún, dadas dos categorías se puede pensar en la categoría donde los objetos sean todoslos funtores entre estas y los mor�smos pueden ser aplicaciones entre funtores llamadastransformaciones naturales los cuales se de�nen a continuación.De�nición 1.1.13. Si A, B son dos categorías y F, G dos funtores de A en B. Unatransformación natural ϕ : F → G es una familia de mor�smos en B

{ϕC : F(C) → G(C)}C∈ObjAtal que para todo mor�smo f : C → C ′ en A, se tiene
ϕC′ ◦ F(f) = G(f) ◦ ϕC .es decir, el cuadro a la derecha en la siguiente �gura conmuta,

C C ′
f

F

G

F(C) F(C ′)

G(C) G(C ′)

F(f)

ϕC′ϕC

G(f)Figura 1.1.7:En el caso que ϕC sea una inmersión (isomor�smo) para todo C ∈ ObjA, la transformaciónnatural será llamada Inmersión (isomor�smo) natural.Ejemplo 1.1.14. DadosX, Y objetos de una categoría C localmente pequeña y los funtorescontravariantes M_X ,M_Y : C → SET. Para cada mor�smo β ∈ MorC(X, Y ) se de�nela transformación natural β̂ : M_X → M_Y dada por la familia de mor�smos en SET,
{β̂A : MX(A) → MY (A)}A∈ObjC donde β̂A(α) = β ◦ α, para todo α ∈MorC(A,X).Veri�quemos que β̂ es una transformación natural. Si ϕ : A → A′ un mor�smo en C,
β̂A ◦MX(ϕ)(α) = β̂(α ◦ ϕ) = β ◦ (α ◦ ϕ) = (β ◦ α) ◦ ϕ = β̂A′(α) ◦ ϕ = MY (ϕ) ◦ β̂A′(α)para todo α ∈MorC(A′, X), es decir β̂A ◦MX(ϕ) = MY (ϕ) ◦ β̂A′ .
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1.1. TEORÍA DE CATEGORÍAS CAPÍTULO 1. NOCIONES BÁSICAS1.1.4. Equivalencia entre Categorías.Una adjunción dual 〈F ,G, ϕ, ψ〉 entre dos categorías A y B, es un par de funtorescontravariantes F : A → B, G : B → A y un par de transformaciones naturales
ϕ : 1B → FG y ψ : 1A → GF que satisfacen la siguiente condición: para cada A ∈ ObjA y
B ∈ ObjB existe una correspondencia biyectiva π : MorA (A,G(B)) → MorB (B,F (A))tal que si π(α) = β, los siguiente diagramas conmutan

A

GF(A) G(B)

ψA

G(β)

α

B

FG(B) F(A)

ϕB

F(α)

βFigura 1.1.8:estos es
α = G (F (α) ◦ ϕB) ◦ ψA β = F (G (β) ◦ ψA) ◦ ϕBUna representación dual entre las categorías A y B es una adjunción dual 〈F ,G, ϕ, ψ〉tal que una de las transformaciones naturales ϕ ó ψ es un isomor�smo natural; si ϕ es elisomor�smo natural diremos que cada objeto de B tiene una representación en términosde los objetos de la categoría A. Si ambos ϕ y ψ son isomor�smos naturales diremos que

〈F ,G, ϕ, ψ〉 es una equivalencia dual.Ejemplo 1.1.15. Retomando los funtores S : LAT −→ TOP y O : TOP −→ LAT delos ejemplos 1.1.11 y 1.1.12. De�nimos la transformación natural σ : 1LAT −→ OS comola familia {σL : L→ OS(L)} tal que σL(a) = {p ∈ S(L) : a /∈ p} para todo a ∈ L yla transformación natural β : 1TOP −→ SO dada por la familia {βX : X → SO(X)} talque para cada x ∈ X , αX(x) = {A ∈ O(X) : x /∈ A}. Este ejemplo es la representaciónestándar de espacios de Stone como el retículo de los abiertos y compactos de S(L). Encuanto a σ resulta ser una inmersión natural, en cuanto a β cada componente βX es unafunción continua relativamente abierta y β(X) resulta ser denso en SO(X); solo cuando
X es T0, β es una inmersión natural. Para ver detalles de esta representación consultar [1].
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1.2. MV-ÁLGEBRAS CAPÍTULO 1. NOCIONES BÁSICAS1.2. MV-ÁlgebrasEn 1958, Chang [3] para demostrar el teorema de completez del cálculo proposicionalmultivaluado de �ukasiewicz introduce el concepto de mv-álgebras. Las mv-álgebras sonpara las lógicas de �ukasiewicz como las álgebras Booleanas son para la lógica clásica,más aún, las mv-álgebras resultan ser una generalización de las álgebras Booleanas. Unareferencia estándar para mv-álgebras es Cignoli, D'Ottaviano, Mundici [10].De�nición 1.2.1. Una mv-álgebra es un conjunto A dotado con una operación binaria ⊕,una unitaria ¬ y un elemento destacado 0A satisfaciendo las siguientes identidades paratodo a, b y c en A:MV1) (a⊕ b) ⊕ c = a⊕ (b⊕ c)MV2) a⊕ 0A = aMV3) a⊕ b = b⊕ aMV4) ¬¬a = a,MV5) a⊕ ¬0A = ¬0A,MV6) ¬(¬a ⊕ b) ⊕ b = ¬(¬b⊕ a) ⊕ a.Una subálgebra de una mv-álgebra A es un conjunto S ⊆ A cerrado bajo las operaciones
⊕ y ¬, que contiene el elemento 0A y que se dota con las operaciones de la mv-álgebra Arestringidas a S.Ejemplo 1.2.2. El intervalo unidad real [0, 1] dotado con la negación ¬x = 1 − x y laadición truncada x ⊕ y = mı́n(1, x + y) es una mv-álgebra donde el 0 es el elementodestacado.Ejemplo 1.2.3. El conjunto  Ln = { i

n
: 0 ≤ i ≤ n} es una mv-álgebra para todo enteropositivo n con las operaciones restringidas de la mv-álgebra [0, 1] y 0 como elementodestacado. Así  Ln es una subálgebras de [0, 1], para todo n ∈ N.Ejemplo 1.2.4. Si A es una mv-álgebra y X es un conjunto no vacío. El conjunto AXde todas las funciones f : X → A, es una mv-álgebra con las operaciones de�nidaspuntualmente, es decir, (f ⊕ g)(a) = f(a) ⊕ g(a), (¬f)(a) = ¬(f(a)), para todo a ∈ A yla función constate 0A como elemento destacado.11



1.2. MV-ÁLGEBRAS CAPÍTULO 1. NOCIONES BÁSICASSobre toda mv-álgebra A se puede de�nir una constante adicional, 1A = ¬0A y dosoperaciones binarias auxiliares � y 	 como sigue, x� y = ¬(¬x⊕¬y) y x	 y = x�¬y.Cuando no hay necesidad de distinguir el universo de los elementos destacados 0A y 1A seomitirá el subíndice.Observación 1.2.5. Toda mv-álgebra es un monoide conmutativo, esto es inmediato de M1),M2) y M3).Observación 1.2.6. Si (A,⊕,¬, 0) es una mv-álgebra, (A,⊕,�,¬, 0, 1) es una álgebraBooleana, si y solo si la operación ⊕ es idempotente. Esto es, si para todo x ∈ A, x⊕x = x.Observación 1.2.7. (A,≤) es conjunto parcialmente ordenado donde la relación de orden,llamada orden natural, esta dada por, x ≤ y ⇔ ¬(¬x ⊕ y) = 0. Además esta relaciónde orden induce una estructura de retículo de�niendo las operaciones, ∧ y ∨, como
x ∨ y = sup{x, y} y x ∧ y = inf{x, y}. El retículo (A,∨,∧, 0, 1) resulta ser acotadocon 1 como cota superior y 0 cota inferior. Este retículo sera denotado por L(A) y llamadoretículo subyacente de A.1.2.1. MV-Homomor�smos.De�nición 1.2.8. Si A y B son mv-álgebras. Llamaremos a una función f : A → B unmv-homomor�smo si satisface las siguientes propiedades para todo x, y ∈ A:H1) f(0A) = 0B,H2) f(x⊕ y) = f(x) ⊕ f(y),H3) f(¬x) = ¬f(x).Un mv-homomor�smo inyectivo es llamado una inmersión, una inmersión sobreyectiva esllamada un isomor�smo. Si f : A→ B es un isomor�smo, diremos que A y B son isomorfos(en notación A ∼= B).Observación 1.2.9. Se puede veri�car que la función identidad es un mv-homomor�smo yque composición de mv-homomor�smos es un mv-homomor�smo. Por lo tanto, tenemosotro ejemplo de una categoría. La categoría MV cuyos objetos son las mv-álgebra y cuyosmor�smos son los mv-homomor�smos.
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1.2. MV-ÁLGEBRAS CAPÍTULO 1. NOCIONES BÁSICAS1.2.2. Ideales y MV-Álgebra Cociente.De�nición 1.2.10. Un ideal de una mv-álgebra A es un conjunto I ⊆ A que satisface lassiguientes condiciones:I1) 0A ∈ I,I2) Si b ∈ I, a ∈ A y a ≤ b entonces a ∈ I,I3) Si a, b ∈ I entonces a⊕ b ∈ I.Se puede veri�car que la intersección de una familia de ideales es un ideal. Si B es unsubconjunto de una mv-álgebra A, la intersección de todos los ideales que contienen a Bes llamado el ideal generado por B y es denotado por 〈B〉.Observación 1.2.11. Un ideal en la estructura del retículo subyacente L(A) para una mv-álgebras A, es un subconjunto IL de A que satisface I1), I2) y que para cada par deelementos a, b ∈ IL se tiene que a ∨ b ∈ IL. Como a ∨ b ≤ a ⊕ b para todo par a, b ∈ A,entonces tenemos que todo ideal de una mv-álgebras es un ideal de la estructura del retículosubyacente de A.Un ideal I en una mv-álgebra A se llama: un ideal principal, si existe a ∈ A tal que
I = 〈a〉 = 〈{a}〉; un ideal propio, si I 6= A; un ideal primo, si es propio y para todo
a, b ∈ A, a 	 b ∈ I o b 	 a ∈ I; un ideal maximal, si para todo ideal J tal que I ⊂ Jimplica que J = A. El conjunto de los ideales de A será denotado por I(A), el conjunto delos ideales primos de A por P(A) y el conjunto de los ideales maximales por M(A).Ejemplo 1.2.12. En la mv-álgebra [0, 1] los únicos ideales son los triviales {0} y [0, 1].Esto es consecuencia de la propiedad arquimediana de los números reales.Ejemplo 1.2.13. Sean X un conjunto no vacío y A es una subálgebras de la mv-álgebra
[0, 1]X . Para todo S ⊆ X , el conjunto JS = {f ∈ A | f(x) = 0 para todo x ∈ S} es unideal en A. Más aún, Si S = {x} para algún x ∈ X , J{x} ∈ M(A). Ver lema 3.4.1 de [10].Observación 1.2.14. Cuando X es un espacio topológico, una subálgebra de la mv-álgebra
[0, 1]X es el conjunto de todas las funciones continuas de X en [0, 1]. En este caso se puedeveri�car que todo ideal es de la forma JS para algún S ⊆ X . Y los ideales maximales secorresponde con cada punto de X mediante la aplicación x 7→ Jx , teorema 3.4.3 de [10].
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1.2. MV-ÁLGEBRAS CAPÍTULO 1. NOCIONES BÁSICASAlgunas propiedades del kernel de un mv-homomor�smo.Lema 1.2.15. Sean A, B mv-álgebras, h : A → B un mv-homomor�smo. Entonces sesatisfacen las siguientes propiedades:1. Para cada ideal J de B, el conjunto h−1(J) = {a ∈ A|h(x) ∈ J} es un ideal de A.En particular, Kern(h) = h−1({0B}) es un ideal;2. h(a) ≤ h(b) si y sólo si a	 b ∈ Kern(h);3. h es una inmersión si y sólo si Kern(h) = {0A}.Existe una correspondencia entre las relaciones de congruencia sobre una mv-álgebra y losideales de la mv-álgebra.Proposición 1.2.16. Dada una mv-álgebra A y un ideal I en A. La relación binaria ≡Ide�nida de la siguiente manera, a ≡I b si y solo si (a	 b) ⊕ (b	 a) ∈ I, es una relaciónde congruencia. De otro lado, dada una relación de congruencia sobre A, el conjunto
{a ∈ A : a ≡ 0} es un ideal en A. De hecho, I = {a ∈ A : a ≡I 0}.El mv-álgebra cociente de A por I es el conjunto de clase de equivalencia, A/I =

{â : a ∈ A} donde â = {b : b ≡I a}, con las siguientes operaciones;¬â = ¬̂a, â⊕b̂ = â⊕ by elemento destacado 0̂. La función hI : A → A/I tal que a cada a ∈ A le asigna â es unmv-homomor�smo sobreyectivo cuyo kernel coincide con I. El siguiente resultado estableceuna relación entre los ideales de la mv-álgebra A/I y los ideales de la mv-álgebra A quecontienen al ideal I. Ver demostración en [10] proposición 1.2.10,Proposición 1.2.17. Sea I un ideal en una mv-álgebra A. Entonces la función que asignaa cada ideal J en A, su imagen por hI es una correspondencia biunívoca que preserva lainclusión entre los ideales de A que contienen a I y los ideales de la mv-álgebra A/I.Observación 1.2.18. Si I es un ideal maximal de la mv-álgebra A, dada la correspondenciaanterior, la mv-álgebra A/I solo posee los ideales trivialesOtra proposición de la cual haremos uso mas adelante es,Proposición 1.2.19. Sea A, B mv-álgebras f : A → B un mv-homomor�smo y M unideal maximal en B. Entonces f−1(M) es un ideal maximal en A. En particular cuando Aes una subálgebra de B, y f es la inclusión, f−1(M) = M ∩ S.
14



1.2. MV-ÁLGEBRAS CAPÍTULO 1. NOCIONES BÁSICAS1.2.3. Producto SubdirectoDada una familia de mv-álgebras {Ai : i ∈ I} con I 6= ∅, se llama producto directo dela familia al producto cartesiano ∏
i∈I Ai =

{
f : I →

⋃
i∈I Ai | f(i) ∈ Ai

} dotado con lasoperaciones puntuales, esto es, (¬f) (i) = ¬f(i), (f ⊕ g) (i) = f(i) ⊕ g(i) y 0(i) = 0Ai
.El producto directo constituye otro ejemplo de una mv-álgebra, note que la mv-álgebra AXen el ejemplo 1.2.4 es el producto directo de la familia {Ax : x ∈ X} donde Ax = A paratodo x ∈ X . Las proyecciones del producto son las funciones πj :

∏
i∈I Ai → Aj de�nidaspor πJ (f) = f(j), las cuales resultan ser mv-homomor�smos inyectivos.Una mv-álgebra A es llamada el producto subdirecto de una familia {Ai : i ∈ I} de mv-álgebra si existe un mv-homomor�smo inyectivo h : A→

∏
i∈I Ai tal que para cada j ∈ I,la composición πj ◦ h es un mv-homomor�smo sobreyectivo. la demostración del siguienteresultado se puede consultar en [10], teorema 1.3.2.Teorema 1.2.20. Una mv-álgebra A es un producto subdirecto de una familia de mv-álgebras {Ai : i ∈ I} si y solo si existe una familia {Ji : i ∈ I} de ideales en A tal que:

Ai
∼= A/Ji para i ∈ I y ⋂

i∈I Ji = {0A}.1.2.4. MV-Álgebras Simples y Semisimples.Una mv-álgebra A es llamada simple si sus únicos ideales son los triviales, es decir, {0} y
A. La mv-álgebra [0, 1] es un ejemplo de una mv-álgebra simple al igual que las subálgebras
 Ln. El siguiente resultado caracteriza la mv-álgebra simples, su demostración se encuentraen [10], teorema 3.5.1.Teorema 1.2.21. Una mv-álgebra es simple si y solo si es isomorfa a una subálgebra de
[0, 1].Una mv-álgebra A se dice semisimple si ⋂M(A) = {0}. Es claro que toda mv-álgebrasimple es semisimple. El siguiente teorema de caracterización para mv-álgebra semisimplecorresponde a la proposición 3.6.2 de [10].Teorema 1.2.22. Una mv-álgebra es semisimple si y solo si esta es el producto subdirectode subálgebras de [0, 1]
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1.3. ESPACIOS UNIFORMES CAPÍTULO 1. NOCIONES BÁSICAS1.3. Espacios UniformesEn esta sección se hace una breve presentación de la teoría de los espacios uniformes. Losespacios uniformes fueron introducidos por primera vez en 1937 por André Weil [13]. Estosgeneralizan los espacios métricos y los grupos topológicos. Se utilizan en el estudio de laspropiedades no topológicas de los espacios métricos y sus funciones, como convergenciauniforme, completez y continuidad uniforme, propiedades que infortunadamente se pierdencuando los espacios métricos se generalizan a espacios topológicos. La referencia clásicasobre espacios uniformes es Bourbaki [2], también se recomienda Kelley [6] o James [5].Sea X un conjunto arbitrario. La notación X2 indica el producto cartesiano X×X . La dia-gonal de X2 es el conjunto ∆ = {(x, y) ∈ X2| x = y}. El inverso de un conjunto U ⊆ X2es el conjunto U−1 = {(x, y) ∈ X2|(y, x) ∈ U}. La composición de U , V ⊆ X2 se de�necomo U ◦ V = {(x, z) ∈ X2|∃w para algun ∈ X, tal que (x, w) ∈ V y (w, z) ∈ U}. Sepuede veri�car que la composición es asociativa, U ◦ (V ◦W ) = (U ◦ V ) ◦W ) y satisface
(U ◦ V )−1 = U−1 ◦ V −1.De�nición 1.3.1. Una estructura uniforme (o simplemente una uniformidad) sobre unconjunto X es un subconjunto no vacío U de ℘(X2) que cumple con las siguientespropiedades:U1) Si D ∈ U y D ⊂ E ⊂ X2, E ∈ UU2) Si D,E ∈ U , D ∩ E ∈ UU3) Para todo D ∈ U , ∆ ⊂ DU4) Si D ∈ U entonces existe E ∈ U tal que E ⊂ D−1U5) Si D ∈ U entonces existe D′ ∈ U tal que D′ ◦D′ ⊂ DLos elementos de la uniformidad U son llamados entornos y el par (X,U) es llamado espaciouniforme. Para ayudar un poco a visualizar un poco los espacios uniformes y sus entornos,veamos algunos ejemplos.Ejemplo 1.3.2. Dado un conjunto no vacío X podemos por lo menos de�nir dosuniformidades sobre este: La discreta, dada por todos los conjuntos U ⊆ X2 tales que
∆ ⊂ U . Y la indiscreta, cuyo único entorno es el conjunto X2.16



1.3. ESPACIOS UNIFORMES CAPÍTULO 1. NOCIONES BÁSICASEjemplo 1.3.3. Dada una métrica d sobre un conjunto X esta induce una uniformidadsobre X , tal uniformidad es Ud = {U ⊆ X2|d−1([0, ε]) ⊆ U, para algún ε ∈ R+}Ejemplo 1.3.4. El conjunto {U ⊆ [0, 1]2 : ∃(ε ∈ R+)(|x− y| < ε ⇒ (x, y) ∈ U)} esuna uniformidad sobre [0, 1], llamada la uniformidad usual. Las bandas simétrica al rededorde la diagonal ∆, Uε = {(x, y) ∈ [0, 1]2 : |x− y| < ε < 1}, claramente son un ejemplo deentornos en esta uniformidad. Mas aun, un conjunto U ⊆ [0, 1]2 es considerado un entornosi este contiene una banda Uε = {(x, y) ∈ [0, 1]2 : |x− y| < ε}, para algún ε ∈ [0, 1].
∆

∆

ε

ε

0 1

1

Figura 1.3.1: entorno UεEjemplo 1.3.5. Otra uniformidad sobre [0, 1]. Consideremos los conjuntos Va =

{(x, y) ∈ [0, 1]2 : y > ax ∧ x > ay} con a ∈ [0, 1]. Ahora diremos que un conjunto V esun entorno, si Va ⊆ V para algún a ∈ [0, 1]. Grá�camente los conjuntos Va son conossimétricos al rededor de la diagonal ∆.
y = ax

x = ay

0 1

1

∆

Figura 1.3.2: entorno Vε
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1.3. ESPACIOS UNIFORMES CAPÍTULO 1. NOCIONES BÁSICAS1.3.1. Bases y SubbasesA la hora de trabajar con espacios uniformes, al igual que con los espacios topológicos, esmucho mas práctico usar generadores.De�nición 1.3.6. Dada una uniformidad U , diremos que una subbase para U es un conjuntode entornos V ⊆ U que satisfacen las propiedades U3, U4, U5. Si además una subbasesatisface que para cada par de elementos A,B de V, existe C ∈ V tal que C ⊆ A ∩ B,diremos que el conjunto de entornos es una base.Una uniformidad U sobre un conjunto no vacío X se dice separable si la intersección detodos los entornos coincide con la diagonal, es decir, ⋂U = ∆. En caso de contar con unabase o con una subbase la condición anterior se veri�ca restringiendo la intersección sólo alos miembros de la base o la subbase.Un entorno U tal que U = U−1 es llamado entorno simétrico. Si U es un entorno, tanto
U ∩U−1 como U ∪U−1 son entornos simétricos. De manera que dado un entorno U siemprees posible encontrar entornos simétricos S y V tales que S ⊆ U ⊆ V .Ejemplo 1.3.7. La familia de todos los entornos simétricos de una uniformidad U es unabase para U . Una base cuyos entornos son simétricos es llamada un sistema fundamentalde entornos.Ejemplo 1.3.8. Si (X, d) es un espacio métrico, un sistema fundamental de entornos parala uniformidad de�nida en el ejemplo 1.3.3 esta dado por la familia de todos los conjuntode la forma Ud

ε = {(x, y) ∈ X2| d (x, y) < ε}, donde ε recorre todo R+.Ejemplo 1.3.9. En el caso del ejemplo 1.3.4. Los conjuntos Uε forman un sistemafundamental de entornos. Más aún, gracias a la propiedad arquimediana de los númerosreales basta considerar ε = 1
n
para algún n ∈ N, para obtener un sistema fundamental deentornos.Ejemplo 1.3.10. Otro ejemplo de un sistema fundamental de entornos es el conjuntode todos los Va para la uniformidad del ejemplo 1.3.5. Nuevamente por la propiedadarquimediana de los números reales podemos solo considerar los a = 1

n
con n ∈ N, paraobtener un sistema fundamental de entornos.
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1.3. ESPACIOS UNIFORMES CAPÍTULO 1. NOCIONES BÁSICAS1.3.2. Funciones Uniformemente ContinuasDe�nición 1.3.11. Sean (X,U), (Y,V) espacios uniformes, f una función de X en Yy f2 : X2 → Y 2 de�nida por f2(x, y) = (f(x), f(y)). Entonces diremos que f esuniformemente continua si para cada V ∈ V, existe U ∈ U tal que U ⊆ f−1
2 (V ).Dos espacios uniformes X y Y se dicen uniformemente equivalentes si existe una funciónbiyectiva f entre X y Y tal que f y f−1 son uniformemente continuas. En el caso de teneruna base o una subbase de la uniformidad V, se puede restringir la veri�cación anterior sóloa los elementos de la base o de la subbase.Observación 1.3.12. La composición de funciones uniformemente continuas es uniforme-mente continua y la función identidad es uniformemente continua. Así tenemos la categoría

UNIF que tiene por objetos los espacios uniformes y por mor�smos las funciones uniforme-mente continuas.1.3.3. Uniformidad Inducida y uniformidad ProductoDe manera similar a lo que ocurre en topología, en la teoría de uniformidades tenemos losconceptos de uniformidad inducida por una función y producto de uniformidades.Dada una función f : X → Y de un conjunto X en un espacio uniforme Y, se puedeveri�car que las imágenes inversas f−1
2 : Y 2 → X2 de los entornos de Y , forma una base deentornos sobre X . La uniformidad generada por esta base es llamada uniformidad inducidapor f sobre X . Es claro que, si dotamos a X con la uniformidad inducida por f , f esuniformemente continua. Cuando f se trata de la función inclusión, X ⊆ Y , la uniformidadinducida por f es llamada uniformidad restringida a X y los entornos en X son los entornosde Y interceptados con X .Un caso mas general. Dada una familia de funciones F = {fi : X → Yi : i ∈ I} donde X esun conjunto y los (Yi,Ui) son espacios uniformes, el conjunto {

f−1
i2 (U) : U ∈ Ui, i ∈ I

}forma una subbase de entornos enX . La uniformidad generada por esta subbase se denominauniformidad inducida por la familia F . En el caso del producto cartesiano de una familiade espacios uniformes, X =
∏

i∈I(Yi,Ui), la uniformidad inducida por la familia de lasproyecciones {πi : X → Yi | i ∈ I} sobre X , es llamada uniformidad producto.
19



1.3. ESPACIOS UNIFORMES CAPÍTULO 1. NOCIONES BÁSICAS1.3.4. Topología UniformeToda estructura uniforme sobre un conjunto induce una estructura topológica sobre este.Incluso es posible que diferentes uniformidades sobre un mismo conjunto generen la mis-ma topología, este es el caso de los ejemplos 1.3.4 y 1.3.5 (ambos inducen la topologíausual sobre [0,1]). Así todo espacio uniforme tiene subyacente un espacio topológico. Exis-ten topologías que no son inducidas por ninguna uniformidad. Solo para las topologías queson completamente regulares existe una uniformidad que las induce, ver [4] teorema 3.1. Enel caso de las topologías Hausdor� compactas estas son inducidas por una única uniformidad.Para de�nir la topología inducida por una uniformidad se dará un sistema fundamental devecindades. Dada una uniformidad U sobre un conjunto X , de�nimos para cada x ∈ X y
U ∈ U el conjunto U [x] = {y ∈ X | (x, y) ∈ U}. Veamos grá�camente tomando X comoen el ejemplo 1.3.5.

1

0 1

x

∆U

x︸ ︷︷ ︸

︸ ︷︷ ︸
U [x]

V [x]

V

Figura 1.3.3: vecindades U [x] y V [x]Se puede veri�car que el conjunto Ux = {U [x] : U ∈ U} es un sistema fundamental devecindades para cada x ∈ X . Luego tenemos el siguiente resultado, cuya demostración sepuede ver en Bourbaki[2] II� I.2 proposición I .Proposición 1.3.13. Sea (X,U) un espacio uniforme. Entonces existe una única topología
τU en X tal que para cada x ∈ X , el conjunto Ux es un sistema fundamental de vecindadesde x.
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1.3. ESPACIOS UNIFORMES CAPÍTULO 1. NOCIONES BÁSICASLa topología τU de�nida en la proposición anterior es llamada topología inducida por launiformidad U o topología uniforme. En adelante, cuando se diga que un espacio uniformees Hausdor�, compacto, localmente compacto, etc; signi�ca que su topología subyacentetiene la propiedad de ser Hausdor�, compacta, localmente compacta, etc; respectivamente.Algunas proposiciones que usaremos que relacionan propiedades uniformes y topológicas sonlas siguientes, sus demostraciones se pueden encontrar en James [5] capitulo 8. Comencemoscon la relación entre funciones continuas y funciones uniformemente continuas.Proposición 1.3.14. Si X, Y son espacios uniformes y f : X → Y es una funciónuniformemente continua, entonces f es continua respecto a las topologías subyacentes.Observación 1.3.15. Ya estamos en condición de de�nir el funtorΣ : UNIF −→ TOP tal quecada espacio uniforme (X,U) es enviado en su espacio topológico subyacente (X, τU) esto envirtud de la proposición 1.3.13, y cada función uniformemente continua f : (X,U) → (Y,V)es enviada en la función continua f : (X, τU) → (Y, τV) , dada la proposición 1.3.14.En cuanto al reciproco de la proposición 1.3.14, podemos decir que por lo menos se cumplepara espacios uniformes Hausdor� compactos.Proposición 1.3.16. Sean X, Y espacios uniformes y f : X → Y es una función continuarespecto a la topologías subyacentes. f es uniformemente continua, si X es un espaciouniforme Hausdor� compacto.La propiedad de separación para espacios uniformes es análoga a la propiedad Hausdor�para los espacios topológicos.Proposición 1.3.17. Sea X un espacio uniforme. Entonces la uniformidad es separable siy sólo si la topología uniforme es Hausdor�.De hecho toda uniformidad es separable y toda topología uniforme es completamente regular,la demostración en James [5] pag. 142.Proposición 1.3.18. Un espacio topológico es inducido por una uniformidad si y solo sieste es completamente regular.Una propiedad importante de los espacios topológicos Hausdor� compactos es que soninducidos por una única uniformidad.
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1.3. ESPACIOS UNIFORMES CAPÍTULO 1. NOCIONES BÁSICASProposición 1.3.19. Si (X, τ) es un espacio topológico Hausdor� compacto, el conjuntode todas las vecindades de la diagonal, es la única uniformidad sobre X tal que la topologíauniforme coincide con la topología τ .Se �naliza esta sección con un ejemplo el cual sera fundamental en nuestra construcción.Ejemplo 1.3.20. Consideremos el intervalo real unitario I = [0, 1] y la uniformidad UI ,que llamaremos uniformidad usual, cuya base está dada por la familia de los conjuntos dela forma Un =
{

(x, y) ∈ I2 : |x− y| < 1
n

} para n ∈ N.Hay que notar que el conjunto de los Un[x] =
(
x + 1

n
, x− 1

n

)
∩ I con n ∈ N y x ∈ I esun sistema fundamental de vecindades para la topología usual de I o topología usual de losnúmeros reales restringida a I.
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Capítulo 2DUALIDAD UNIFORMEEn este capitulo nos centraremos en dar una representación dual entre la categoría
MVC[0, 1] de las mv-álgebras semisimples, la cual es una subcategoría plena de la categoría
MV y la categoría UCOMP de los espacios uniformes Hausdor� compactos la cual esuna subcategoría plena de UNIF. Para ello de�niremos los funtores y las transformacionesnaturales adecuadas. También estableceremos el correspondiente teorema de representación.2.1. Uniformidades y MV-Álgebras2.1.1. Uniformidad sobre el conjunto [0, 1]AEn esta sección consideraremos la uniformidad de la convergencia puntual para dotar deestructura uniforme a una familia arbitraria de funciones de un conjunto A en el espaciouniforme I = [0, 1], con la uniformidad usual UI . En particular, trataremos el caso donde
A es una mv-álgebra y la uniformidad se relativiza a todos los mv-homomor�smos entre Ay el intervalo I visto como mv-álgebra. Adicional a esto daremos alguna propiedades queusaremos en la próxima sección.2.1.1.1. Uniformidad de la Convergencia PuntualPara una familia arbitraria de funciones F de un conjunto X es un espacio uniforme (Y,U)se de�ne la uniformidad de la convergencia puntual sobre F , como la uniformidad productodel espacio ∏

x∈X Y restringida a F , la cual denotaremos por UF .
23



2.1. UNIFORMIDADES Y MV-ÁLGEBRAS CAPÍTULO 2. DUALIDAD UNIFORMEUna subbase para la uniformidad de la convergencia puntual sobre la familia de funciones Fes dada por todos los conjuntos de la forma {(f, g) : (f(x), g(x)) ∈ U} para algún U ∈ Uy x ∈ X .De esta manera dotaremos de la uniformidad de la convergencia puntual a la familia H(A)de todos los mv-homomor�smos de una mv-álgebra A en la mv-álgebra [0, 1], considerandola uniformidad usual UI sobre [0, 1]. Tal uniformidad sera denotada por UH . Además tenemosque la familia de todos los conjuntos de la forma
Va,n =

{
(f, g) ∈ F 2 : |f(a) − g(a)| <

1

n

} donde a ∈ A y n ∈ Nes una subbase para esta uniformidad y así la familia de los conjuntos
VA′,n =

⋂

a∈A′

Va,n donde A′ es un subconjunto �nito de A y n ∈ Nes una base.Observación 2.1.1. La topología uniforme inducida por la uniformidad de la convergenciapuntual UF coincide con la topología de la convergencia puntual cuya subbase está dadapor los conjuntos de la forma:
Wa,U = {f ∈ F : f(a) ∈ U} , donde a ∈ A y U es un abierto en I.La uniformidad de la convergencia puntual sobre una familia de funciones F depende úni-camente del espacio uniforme base, igual para la topología de la convergencia puntual. Asíla uniformidad puntual UH hereda la propiedad de ser Hausdor� y compacto dado que elespacio base en este caso (I,UI) lo es.Cerramos esta sección dando una nueva cara al espacio uniforme (H(A),UH) gracias a lacorrespondencia que hay entre H(A) y el conjunto de todo los ideales maximales de A,

M(A). Este resultado es comentado en [9].Proposición 2.1.2. Sea A una mv-álgebra. La aplicación ϕ : H(A) → M(A) tal que acada mv-homomor�smo f : A→ I le asigna el kernel de f , es una función biyectiva.
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2.1. UNIFORMIDADES Y MV-ÁLGEBRAS CAPÍTULO 2. DUALIDAD UNIFORMEDemostración. El único ideal maximal de la mv-álgebra I = [0, 1] es {0}. De la proposición1.2.16.i) de [10] se tiene que la imagen inversa por mv-homomor�smos de un ideal maximales un ideal maximal luego se tiene que ϕ(f) = f−1({0}) ∈ M(A) para todo f ∈ H(A) .Claramente ϕ es una función, puesto que, si f = g enH(A) entonces f−1({0}) = g−1({0}).Para la inyectividad, si f−1({0}) 6= g−1({0}), entonces existe a ∈ A tal que f(a) = 0 y
g(a) 6= 0, luego f 6= g. Finalmente, si B es un ideal maximal de A, de�nimos χB : A→ [0, 1]dada por χB(a) = 0 si a ∈ B y χB(a) = 1 si a /∈ B. Es claro que B = Kern(χB) restamostrar que χB ∈ H(A). En efecto, Por def. 1.2.10. I1) 0A ∈ B, luego χB(0A) = 0. Si
a, b ∈ B por def. 1.2.10. I3) a⊕b ∈ B y se tiene que χB(a⊕b) = 0 = 0⊕0 = χB(a)⊕χB(b).Si a /∈ B (o b /∈ B) se tiene que a ⊕ b /∈ B (puesto que a, b ≤ a ⊕ b y def.1.2.10. I2)),así se tiene χB(a ⊕ b) = 1 = 1 ⊕ χB(b) = χB(a) ⊕ χB(b). Y como para todo a ∈ A,
a⊕ ¬a = 1 y B es un ideal maximal se tiene que ¬a ∈ B o a ∈ B pero no ambas. Luego
χB(¬a) = ¬χB(a). Así que ϕ es sobreyectiva.Así tenemos que el espacio uniforme (H(A),UH) es uniformemente equivalente al espaciouniforme (M(A),Uϕ(H)

) donde Uϕ(H) es la uniformidad inducida por la imagen a través de
ϕ× ϕ de los entornos de UH .2.1.2. La MV-Álgebra [0, 1]XEl conjunto de las funciones uniformemente continuas de un espacio uniforme Hausdor�compacto (X,U) en el espacio uniforme ([0, 1],UI), que notaremos por Ucon(X), es unasubálgebra de la mv-álgebra [0, 1]X . En esta sección reescribiremos algunos resultados quese tienen para la subálgebra Cont(X) de las funciones continuas de un espacio topológicoHausdor� compacto (X, τ) en el intervalo [0, 1] (dotado de la topología usual) en términosde Ucon(X) y espacios uniformes.El conjunto AX de todas las funciones de un conjunto no vacío X en una mv-álgebra A esuna mv-álgebra con las operaciones de�nidas puntualmente, ver ejemplo 1.2.4. En particularcuando A es la mv-álgebra [0, 1]. Una subálgebra S de la mv-álgebra [0, 1]X se dice quesepara puntos si dados dos puntos x 6= y, existe f ∈ A tal que f(x) = 0 y f(y) > 0.Como una consecuencia del teorema de Urysohn tenemos que: Si (X, τX) es un espaciotopológico Hausdor� compacto y [0, 1] es dotado con la topología usual τI , Cont(X) esuna subálgebra de [0, 1]X que separa puntos.

25



2.1. UNIFORMIDADES Y MV-ÁLGEBRAS CAPÍTULO 2. DUALIDAD UNIFORMEAhora si (X,U) es un espacio uniforme Hausdor� compacto, τU su topología subyacente y Auna subálgebra de [0, 1]X que separa puntos. El teorema 3.4.3 ítem i) de [10] establece quela función que asigna a cada punto x del espacio topológico Hausdor� compacto (X, τU), elideal maximal Jx = {f ∈ A | f(x) = 0} es una correspondencia uno a uno entre los idealesmaximales de la subálgebra A, M(A), y el espacio topológico X . De la proposición 1.3.14toda función uniformemente continua bajo la uniformidad U es continua bajo la topología
τU . Además como (X, τU) es Hausdor� compactos, de la proposición 1.3.16 se concluye que
Ucon(X) = Cont(X). De esta forma tenemos el siguiente teorema.Teorema 2.1.3. Sea (X,U) un espacio uniforme Hausdor� compacto y A una subálgebrade Ucont(X) que separa puntos. Entonces la función ψ que asigna a cada x ∈ X el ideal
Jx es un isomor�smo uniforme entre X y M(A), este último dotado con la uniformidadinducida por la imagen ψ × ψ.2.1.2.1. Teorema de RepresentaciónEl corolario 3.6.8 de [10] nos da una caracterización de las mv-álgebras semisimples entérminos de Cont(X). Para ser mas precisos,Teorema 2.1.4. Una mv-álgebra A es semisimple si y solo si A es isomorfa a una subálgebrade la mv-álgebra Cont(X) para algún espacio topológico Hausdor� compacto X .Este resultado también se puede dar en términos de espacios uniformes.Dada una mv-álgebra semisimple A. Por el teorema 1.2.20, A =

∏
I∈M(A)A/I. Para

I ∈ M(A), A/I es semisimple en virtud de la observación 1.2.18. Así para cada I ∈ M(A),existe una subálgebra SI de la mv-álgebra [0,1] tal que A/I ∼= SI (esto por teorema 1.2.21).De esta forma, A ∼=
∏

I∈M(A) SI la cual es una subálgebra de la mv-álgebra [0, 1]M(A), don-de M(A) es un espacio uniforme Hausdor� compacto por el teorema 2.1.2.De otro lado, toda subálgebra S de Ucon(X) donde X es un espacio uniforme Hausdor�compacto, es semisimple puesto que M(S) = {I ∩ S : I ∈ M (Ucon(X))} (prop.1.2.19)y Ucon(X) es semisimple. Del teorema 2.1.3 todo ideal maximal de Ucon(X) es de laforma Jx con x ∈ X , puesto que Ucom(X) separa puntos. Si f ∈
⋂

I∈M(s) I =
⋂

x∈X jxentonces f(x) = 0 para todo x ∈ X .Teorema 2.1.5. Una mv-álgebra A es semisimple si y sólo si es isomorfa a una subálgebrade Ucont(X) para algún espacio uniforme Hausdor� compacto X .26



2.2. DUALIDAD ENTRE MVC[0, 1] Y UCOMP.CAPÍTULO 2. DUALIDAD UNIFORME2.2. Dualidad entre MVC[0, 1] y UCOMP.Ya contamos con lo necesario para de�nir los funtores F : MVC[0, 1] −→ UCOMP y
K : UCOMP −→ MVC[0, 1], y las transformaciones naturales η : 1MVC[0,1] −→ KFy κ : 1UCOMP −→ FK de tal manera que 〈F ,K, η, κ〉 establezcan una representacióndual entre la categoría de la mv-álgebras semisimples y los espacios uniformes Hausdor�compactos, la cual se describe en la siguiente �gura.

A B

K(F(A)) K(F(B))

f

ηA ηB

K(F(f))

MVC[0, 1]

K

F

X Y

F(K(X)) F(K(Y ))

g

κYκX

F(K(g))

UCOMPFigura 2.2.1: Representacion dual2.2.1. Los Funtores F y KSe de�ne el funtor contravariante F : MVC[0, 1] → UCOMP por
F (A) = (H(A),UH) y F (α) : F (B) −→ F (A)Donde A y B son mv-álgebras semisimples y α : A→ B es un mv-homomor�smo. Y F (α)es tal que para cada β ∈ F (B), F (α)(β) = β ◦ α .En la sección 2.1.1 se vio que F (A) es un objeto de UCOMP en cuanto a F (α) es fácil verque es un mor�smo en UCOMP. Para ello calculemos la imagen inversa mediante F (α) deun elemento de la subbase para la uniformidad sobre F (A),
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2.2. DUALIDAD ENTRE MVC[0, 1] Y UCOMP.CAPÍTULO 2. DUALIDAD UNIFORME
(F (α))−1

2 (Va,n) =
{

(f, g) ∈ (F (B))2 : (F (α)(f),F (α)(g)) ∈ Va,n
}

=
{

(f, g) ∈ (F (B))2 : (f ◦ α, g ◦ α) ∈ Va,n
}

=

{
(f, g) ∈ (F (B))2 : |f(α(a)), g(α(a))| <

1

n

}

= Vα(a),nLa cual coincide con un elemento de la subbase para uniformidad sobre F (B) y así F (α)es una función uniformemente continua.Si 1A : A → A es el mor�smo identidad en MVC[0, 1], F (1A) es identidad en UCOMP,
F (1A)(β)(a) = (β ◦ 1A) (a) = β(1A(a)) = β(a) para todo a ∈ A. Por ultimo veamos que
F respeta la composición de mor�smos,

F (α ◦ α′)(β) = β ◦ (α ◦ α′)

= (β ◦ α) ◦ α′

= F (α′)(β ◦ α)

= F (α′) (F (α)(β))

= (F (α′) ◦F (α)) (β),esto para todo β ∈ F (B).Observación 2.2.1. Hemos observado que dada una mv-álgebra A, el conjunto H (A) detodos los mv-homomor�smo de A en la mv-álgebra [0, 1] es un espacio uniforme Hausdor�compacto dotado con la uniformidad de la convergencia puntual. Luego el funtor F se puedede�nir como un funtor de la categoría de todas las mv-álgebraMV en la categoría UCOMP.Se de�ne el funtor contravariante K : UCOMP → MVC[0, 1] por
K(X) = Ucon(X) y K(f) : K(Y ) −→ K(X)donde X, Y son espacios uniformes Hausdor� compactos y f : X → Y es un funciónuniformemente continua. Ucon(X) es la mv-álgebra de�nida en la sección 2.1.2, la cual essemisimple. Y K(f) está dado por K(f)(κ) = κ ◦ f para todo κ ∈ K(Y ).Mostremos que K(f) es un mv-homomor�smo.
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2.2. DUALIDAD ENTRE MVC[0, 1] Y UCOMP.CAPÍTULO 2. DUALIDAD UNIFORMEDado 0K(Y ) : X → [0, 1] la función constate 0,
K(f)(0K(Y ))(x) =

(
0K(Y ) ◦ f

)
(x) = 0K(X) (f(x)) = 0para todo x en el dominio de f , por tanto K(f)(0K(Y )) = 0K(X).Si α, β ∈ K(Y ), tenemos de la de�nición que K(f)(α ⊕ β) = (α ⊕ β) ◦ f y

K(f)(α)⊕K(f)(β) = (α ◦ f)⊕ (β ◦ f), veri�quemos que (α⊕β) ◦ f = (α ◦ f)⊕ (β ◦ f).
[(α⊕ β) ◦ f ](x) = (α⊕ β)(f(x))

= α(f(x)) ⊕ β(f(x))

= (α ◦ f)(x) ⊕ (β ◦ f)(x)

= [(α ◦ f) ⊕ (β ◦ f)](x)Para todo x ∈ X , por tanto K(f)(α⊕ β) = K(f)(α) ⊕K(f)(β).Si α ∈ K(Y ), K(f)(¬α) = (¬α) ◦ f y ¬K(f)(α) = ¬(α ◦ f). Y para todo x ∈ X ,
[(¬α) ◦ f ](x) = (¬α)(f(x)) = ¬(α(f(x))) = ¬(α ◦ f)(x),luego K(f)(¬α) = ¬K(f)(α).Así hemos mostrado que K(f) es un mor�smo en MVC[0, 1].Ahora, dado el mor�smo identidad 1X : X → X mostraremos que K(1X) es el mor�smoidentidad 1K(X). Sea f ∈ K(X) y x ∈ X ,

K(1X)(f)(x) = (f ◦ 1X) (x) = f (1X(x)) = f(x),así que K(1X) = 1K(X).Para �nalizar mostremos que K respeta la composición de mor�smo. Sea f : X → Y ,
g : Y → Z y h ∈ K(Z)
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2.2. DUALIDAD ENTRE MVC[0, 1] Y UCOMP.CAPÍTULO 2. DUALIDAD UNIFORME
K(g ◦ f)(h) = h ◦ (g ◦ f)

= (h ◦ g) ◦ f

= K(f)(h ◦ g)

= K(f) (K(g)(h))

= (K(f) ◦K (g)) (h),Observación 2.2.2. Si (X,U) es un espacio uniforme, Ucont(X) es una mv-álgebra. Luegoel funtor K puede de�nirse de manera mas general como un funtor de la categoría UNIFde los espacios uniformes en la categoría MVC[0, 1].2.2.2. Las Transformaciones Naturales η y κDe�nición 2.2.3. Sea η la familia de funciones entre mv-álgebras
{ηA : A→ K(F (A))}A∈MVC[0,1]dada por ηA(a) = â, ∀a ∈ A donde â : F (A) → [0, 1] es de�nida por â(χ) = χ(a) paratodo χ ∈ F (A).Primero mostraremos que η es una familia de mv-homomor�smos, esto es, para todamv-álgebra A, ηA es un mv-homomor�smos. Para a, b ∈ A y χ ∈ F (A) tenemos que,

ηA(a⊕ b)(χ) = â⊕ b(χ) = χ(a⊕ b) = χ(a) ⊕ χ(b) = â(χ) ⊕ b̂(χ) = (ηA(a) ⊕ ηA(b)) (χ),así ηA(a ⊕ b) = ηA(a) ⊕ ηA(b). Si χ ∈ F (A), ηA(0A)(χ) = 0̂A(χ) = χ(0A) = 0 luego
ηA(0A) = 0K(F (A)). Y para todo x ∈ A se tiene ηA(¬x) = ¬ηA(x) en efecto, si χ ∈ F (A),
ηA(¬x)(χ) = ¬̂x(χ) = χ(¬x) = ¬χ(x) = ¬x̂(χ) = ¬ηA(x).Ahora veamos que ηA es inyectiva para toda mv-álgebra A semisimple, calculemos su kernel,

Kern(ηA) = {a ∈ A|ηA(a) = 0}

= {a ∈ A|â = 0}

= {a ∈ A|∀χ ∈ F (A), χ(a) = 0}

=
⋂

χ∈F (A)

{a ∈ A|χ(a) = 0}

=
⋂

χ∈F (A)

Kern(χ)Por el teorema 2.1.3, ⋂χ∈F (A)Kern(χ) =
⋂

M(A). Y ⋂
M(A) = {0A}.30



2.2. DUALIDAD ENTRE MVC[0, 1] Y UCOMP.CAPÍTULO 2. DUALIDAD UNIFORMEFinalmente veamos que η es una transformación natural, es decir, para todo par de mv-álgebras A,A′ y todo mv-homomor�smo f : A→ A′ el siguiente diagrama conmuta.
A A′

K(F(A)) K(F(A′))

f

ηA ηA′

K(F(f))Figura 2.2.2:lo cual es equivalente a mostrar la igualdad ηA′ ◦ f = K (F (f)) ◦ ηA.Ahora si a ∈ A, por un lado tenemos que (ηA′ ◦ f)(a) = ηA′(f(a)) = f̂(a) y por el otro
(K (F (f)) ◦ ηA) (a) = K (F (f)) (ηA(a)) = ηA(a) ◦ F (f) = â ◦ F (f). Luego nos restamostrar que f̂(a) = â ◦ F (f). Sea α : F (A′) → [0, 1] un mor�smo en UCOMP,

f̂(a)(α) = α(f(a)) = (α ◦ f) (a) = â(α ◦ f) = â(F (f)(α)) = (â ◦ F (f)) (α)Por tanto ηA′ ◦ f = K (F (f)) ◦ ηA y η es una transformación natural.De�nición 2.2.4. Sea κ la familia de funciones entre espacios uniformes
{κX : X → F (K(X))}X∈UCOMPdada por κX(x) = x̂, ∀x ∈ X , donde x̂ : K(X) → [0, 1] esta de�nida por x̂(α) = α(x)para todo α ∈ K(X).Comencemos mostrando que κ es una familia de mor�smos en UCOMP, es decir, paratodo objeto X de UCOMP, κX : X → F (K(X)) es una función uniformemente continua.Recordemos que un elemento de la subbase para F (K(X)) es dado por

Vα,n = {(f, g) ∈ (F (K(X)))2 : |f(α) − g(α)| <
1

n
}para α ∈ K(X) y n ∈ N. Y calculemos su imagen inversa respecto a κX ,
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2.2. DUALIDAD ENTRE MVC[0, 1] Y UCOMP.CAPÍTULO 2. DUALIDAD UNIFORME
(κX)−1

2 (Vα,n) = {(x, y) ∈ X2 : (κX(x), κX(y)) ∈ Vα,n}

= {(x, y) ∈ X2 : (x̂, ŷ) ∈ Vα,n}

= {(x, y) ∈ X2 : |x̂(α) − ŷ(α)| <
1

n
}

= {(x, y) ∈ X2 : |α(x) − α(y)| <
1

n
}

= {(x, y) ∈ X2 : (α(x), α(y)) ∈ Un}

= α−1
2 (Un)como Un es un entorno de la uniformidad usual UI sobre [0, 1] y α : X → [0, 1] es unifor-memente continua (κX)−1

2 (Vα,n) = α−1
2 (Un) es entorno de la uniformidad en X . Así κX esuniformemente continua.Para cada X , κA es una biyección, primero mostraremos que κX es inyectiva. Sean x1 6= x2en X , como el mv-álgebra K(X) separa puntos, existe α ∈ K(X) tal que α(x1) 6= α(x2)luego tenemos que

κX(x1)(α) = α(x1) 6= α(x2) = κX(x2)(α)es decir que κX(x1) 6= κX(x2).Ahora, para mostrar la sobreyectividad debemos considerar la aplicación biyectiva ψ de
X sobre M(K(X)) dada en el teorema 2.1.3 y la aplicación biyectiva ϕ que hay entre
F (K(X)) y M(K(X)), de la proposición 2.1.2. Luego ϕ ◦ ψ : X → F (K (X)) es unaaplicación biyectiva y así κX es sobreyectiva.La familia κ es una transformación natural, es decir, para cada par de espacios uniformesHausdor� compactos X, Y y toda función uniformemente continua g : X → Y , el siguientediagrama conmuta.

X Y

F(K(X)) F(K(Y ))

g

κYκX

F(K(g))Figura 2.2.3:
32



2.2. DUALIDAD ENTRE MVC[0, 1] Y UCOMP.CAPÍTULO 2. DUALIDAD UNIFORMElo que es equivalente a tener la siguiente igualdad, κY ◦ g = F (K(g)) ◦ κX .Si x ∈ X , tenemos que (F (K(g)) ◦ κX) (x) = F (K(g)) (κX(x)) = κX(x) ◦ K(g) porun lado, y (κY ◦ g)(x) = κY (g(x)) = ĝ(x) por el otro. Luego debemos mostrar que
ĝ(x) = κX(x) ◦K(g)Si β : K(Y ) → [0, 1] es un mor�smo en MVC[0, 1]

ĝ(x)(β)=β (g(x))=(β ◦ g)(x)=x̂ (β ◦ g)=x̂ (K(g)(β))=(x̂ ◦K(g))(β)=(κX(x) ◦K(g))(β)Por tanto, el diagrama conmuta y así κ es una transformación natural.Teorema 2.2.5. 〈F ,K, η, κ〉 es una representación dual entre MVC[0, 1] y UCOMP.Demostración. Ya tenemos que κ es un isomor�smo natural. Solo resta mostrar que paratodo X ∈ ObjMVC[0,1] y todo A ∈ ObjUCOMP , las identidades f = K (F (f) ◦ κX) ◦ ηAy h = F (K (h) ◦ ηA) ◦ κX se satisfacen para todo f ∈ MorMVC[0,1] (A,K(X)) y todo
h ∈MorUCOMP (X,F (A)). De hecho solo mostraremos f = K (F (f) ◦ κX) ◦ ηA , ya quela otra identidad se demuestra de forma similar.Sea a ∈ A, ηA(a) = â y de las de�nición de K,

(K (F (f) ◦ κX) ◦ ηA) (a) = K (F (f) ◦ κX) (â) = â ◦ F (f) ◦ κX .Ahora tomado x ∈ X , κX(x) = x̂ y de la de�nición de F ,
(â ◦ F (f) ◦ κX) (x) = â (F (f) (x̂)) = â (x̂ ◦ f) .De las de�niciones de â y x̂ tenemos que â (x̂ ◦ f) = (x̂ ◦ f) (a) = (f(a)) (x). Así,

(â ◦ F (f) ◦ κX) (x) = (f(a)) (x) para todo x ∈ X y (K (F (f) ◦ κX) ◦ ηA) (a) = f(a)para todo a ∈ A. Por tanto se tiene la identidad.
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Conclusiones
Dualidad topológica y dualidad uniforme.Como se mencionó en la introducción, Cignoli, Dubuc y Mundici en [9] establecen unarepresentación dual entre las mv-álgebras semisimples MVC[0, 1] y los espacios topológicosHausdor� compacto COMP. Esta representación dual se obtiene de la que hemos logradoen termino de espacios uniformes por aplicación del funtor Σ : UNIF −→ TOP. De modoque el siguiente diagrama conmuta.

UCOMP
K

MVC[0, 1]

Σ
COMP

CFigura 2.2.4:donde el funtor C : COMP −→ MVC[01] es tal que cada espacio topológico Hausdor�compacto X es enviado en el conjunto Cont(X).La representación que se ha obtenido en este trabajo muestra que por lo menos para elcaso de las mv-álgebras semisimples es posible pasar una dualidad en términos topológicosa una en términos de espacios uniformes. Queda para posteriores estudios la posibilidad dehacer lo mismo para otras representaciones de mv-álgebras mas generales, teniendo en cuen-ta que tales representaciones son extensiones del caso para mv-álgebras semisimples. Estaposibilidad se di�culta para el caso de las mv-álgebras no arquimediana cuya representaciónaunque involucra topologías compactas, estas no son Hausdor�, por tanto no existe unauniformidad que de cuenta de estas topologías.
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2.2. DUALIDAD ENTRE MVC[0, 1] Y UCOMP.CAPÍTULO 2. DUALIDAD UNIFORMESobre la uniformidad para el conjunto [0, 1]AEn la sección 2.1.1 hemos dotado al conjuntos [0, 1]A de todas las funciones de un conjuntono vacío A en el intervalo real [0, 1] de la uniformidad puntual cuya topología subyacentecoincide con la topología puntual sobre [0, 1]A. Esto por supuesto se hizo dada caracte-rización de las mv-álgebra semisimple según el corolario 2.1.5. Pero esta no es la únicauniformidad que se puede de�nir sobre este espacio. Por ejemplo, en el libro de Kelley [6],capitulo 7, se exponen algunas uniformidades sobre el espacio de funciones y su relación conla topología subyacente. Alguna de esa uniformidades requieren que tanto el dominio comoel codominio de la familia de funciones tenga estructura uniforme.Es así que podemos pensar en investigar tales uniformidades sobre el espacio H(A) y losefectos que esto causa sobre la representación dual que hemos obtenido. Consecuente conesto, se debe plantear la necesidad de de�nir estructuras uniformes sobre las mv-álgebras.Otra cosa de notar en el método usado para construir esta dualidad es que hace uso delobjeto [0, 1], el cual vive en ambas categorías. Así se pueden estudiar algunas variantesbuscando objetos con esta propiedades, nuevamente esto hace necesario el estudio de uni-formidades sobre mv-álgebras. Por ejemplo en la representación de Stone que mostramosen el ejemplo 1.1.15 tenemos que O(X) ∼= MorTOP (X, 2) como retículos distributivos yacotados, y S(L) ∼= MorLAT (L, 2) como espacios topológicos, donde 2 = {0, 1} es tantoun espacio topológico como un retículo.En resumen hay una gran variedad de posibilidades que podemos estudiar en busca de nuevasdualidades o de mejorar las que tenemos.Uniformidad sobre mv-álgebrasEs sabido que a partir de una métrica se puede de�nir una uniformidad. Aunque las mv-álgebra no son espacios métricos, estas cuentan con una función distancia (la cual no esuna métrica) que nos permite de�nir una uniformidad de forma análoga al caso métrico. Lamétrica resultante está ligada al número de ideales que tiene la mv-álgebra. Y aunque es unpequeño resultado abre las puertas en la investigación de uniformidades sobre mv-álgebra.Para consulta de de�niciones y demostraciones ver Cignoli, Dubuc, Mundici [9].
35



2.2. DUALIDAD ENTRE MVC[0, 1] Y UCOMP.CAPÍTULO 2. DUALIDAD UNIFORMESi A es una mv-álgebra, la función distancia d : A2 → A es de�nida por
d(x, y) = (x	 y) ⊕ (y 	 x).Claramente esta función no es una métrica, su codominio no coincide son los números reales.Aunque si consideramos la mv-álgebra [0, 1], es decir, el intervalo real unitario junto conlas operaciones x ⊕ y = min {x + y, 1} y ¬x = 1 − x. Tenemos que la función distanciacoincide con la métrica usual en [0, 1].Algunas propiedades de la función distancia d, son:1. d(x, y) = 0 si y sólo si x = y,2. d(x, y) = d(y, x),3. d(x, z) � d(x, y) ⊕ d(y, z),4. d(x, y) = d(¬x,¬y)5. d(x⊕ s, y ⊕ t) � d(x, y) ⊕ d(s, t).Ahora si consideramos una mv-álgebra A y de�nimos para cada ideal I de A el conjunto,

UI = {(x, y) ∈ A2|d(x, y) ∈ I}. La familia {UI ⊆ A2|I ∈ I(A) − ∅} resulta ser un sis-tema fundamental de entornos sobre A. Lo cual se deduce de la propiedades de la funcióndistancia d.Del ítem 1) tenemos que d(x, x) = 0 para todo x ∈ A y como todo ideal contiene a 0, luegose tiene que ∆ ⊆ UI para todo I ∈ I(A). Del ítem 2) es inmediata la simetría de los UI ,es decir que UI = U−1
I para todo I ∈ I(A). Finalmente, si I es un ideal y (a, b) ∈ UI ◦UI ,existe c ∈ A tal que (a, c) y (c, b) están en UI , es decir, d(a, c) ∈ I y d(c, b) ∈ I. Delítem 3) tenemos que d(a, b) � d(a, c) ⊕ d(c, b). Por ser I un ideal, d(a, c) ⊕ d(c, b) ∈ I y

d(a, b) ∈ I. Así tenemos que (a, b) ∈ UI , luego UI ◦ UI ⊆ UI .Es de notar que si una mv-álgebra A es simple, es decir, sus únicos ideales son {0} y A, launiformidad de�nida arriba coincide con la uniformidad indiscreta.Por el momento esta por investigar las propiedades de esta uniformidad, la relación que tieneesta uniformidad con el numero de ideales de la mv-álgebra; Que otro tipo de uniformidadse pueden de�nir sobre una mv-álgebra, además de las triviales.36
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