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RESUMEN

Se establece una representacion dual entre la categoria de los espacios uniformes Hausdorff
compactos y la categoria de las mv-algebras semisimples. Para esto se hace una introduccién
a los conceptos necesarios sobre mv-algebra, espacios uniformes y categorias, finalmente se

definen funtores y transformaciones naturales adecuados.

Ademas se obtienen algunos resultados de representacién por medio de esta dualidad y otros
independientes de la misma como la definicién de una uniformidad para toda mv-algebra a
partir de la funcién distancia, la cual esta estrechamente ligada a la cantidad de ideales de

la mv-algebra.
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INTRODUCCION

Las mv-algebras fueron presentadas por primera vez en 1958 por Chen Chung Chang [3]
como la contrapartida algebraica de las légicas de tukasiewicz. Las mv-algebras son para
las légicas de tukasiewicz lo que las algebras booleanas lo son para la l6gica clasica, mas
aln, las mv-algebras resultan ser una extensién de las algebras booleanas al igual que las

|6gicas de tukasiewicz son una extension de la légica clasica.

Una mv-algebra es un conjunto no vacio A dotado de una operacién binaria @, una ope-
racién unitaria — y un elemento destacado (operacién cero-aria) 0 tal que (A, &®,0) es un
monoide conmutativo que satisface las siguientes identidades: ——x = z, x & =0 = =0,
(- ®y) Dy = ~(—yDdx)Dr. Asi toda algebra booleana es una mv-algebra, otro ejemplo
de una mv-algebra es el intervalo real [0, 1] con las operaciones = &y = min{z +y,1} y

—r=1-—uzx.

Uno de los primeros resultados de representacién para mv-algebras en términos topolégicos
que se pueden considerar se debe a Marshall Harvey Stone [11] el cual establece que cada
algebra Booleana se puede representar como un espacio de Stone, es decir, como un espacio
topol6gico Hausdorff compacto que tiene una base de conjuntos que son cerrados y abiertos
simultaneamente. La representacién explicita para un algebra booleana B esta dada por el
isomorfismo ¢ : B — P(Ult(B)), donde Ult(B) es la coleccién de todo los ultrafiltros en
By pgp(b) ={V € Ult(B)|b € V}.

En 2001, Niederkorn [8] establece una dualidad natural para mv-algebras generadas por
cadenas finitas, es decir, para la categoria cuyos objetos son los elementos de la variedad
generada a partir de una mv-algebra de la forma £, = {1]0 < i < n} con n € N (las
operaciones sobre £,, son las de [0,1] restringidas). La categoria dual correspondiente esta

dada por la cuasivariedad topolégica generada por la estructura (t,,; S(t,,), 7;) donde S(t,,)
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son las subalgebras de £,, y 7, es la topologia discreta sobre £,,. De hecho toda estructura
topoldgica de la forma (X; {r,,|m € div(n)}, T) esta en la cuasivariedad topolégica dual si
y s6lo si (X, 7) es un espacio de Stone, para cada m € div(n) la relacién unitaria r,, es un

subespacio cerrado de (X, 7) y para cada m, m' € div(n) se tiene que 7, NTpy = Tpcd(m,m)-

Cignoli, Dubuc y Mundici generalizaron en el 2004 [9] la dualidad de Stone a una dualidad
entre mv-algebras localmente finitas y multiconjuntos. Una mv-algebra se llama localmen-
te finita, si todas sus subalgebras finitamente generadas son finitas. Un multiconjunto
es la pareja (S, 0) formada por un espacio de Stone S y una funcién continua o : S — G
donde G sera el conjunto de todas las funciones que van del conjunto de sucesiones de
nameros primos al ordinal w. En [9] también se establece una equivalencia entre la categoria
de los espacios Hausdorff compactos y la subcategoria plena de las mv-algebras de la forma
cont(X, [0, 1]) de todas las funciones continuas de un espacio Hausdorff compacto X en la

mv-algebra [0, 1].

En 2007, Poveda [12] da una representacion general para mv-algebras, estableciendo una
equivalencia categoérica para mv-algebras donde la categoria dual correspondiente es la de
los espacios topolégicos provistos de un haz de cadenas cuyos objetos son triplas (X, F, 7),
siendo 7 : ' — X un homomorfismo local, 'y X espacios topologicos tales que para cada
x € X, 7 () es una mv-algebra. Y dados dos objetos (X, E,m), (Y, F,m,), un morfismo
entre estos esta dado por el par (f, ¢) donde f es una funcién continua y ¢, es un morfismo
de mv-algebras tales que para toda seccion s € F', k(x) = ¢, o so f(x) es una seccién de
E. Ademas de generalizar lo hecho por Cignoli, Dubuc y Mundici en [9], Poveda establece
también una representacién para mv-algebras arquimediana (6 hiperarquimediana), es
decir, una mv-algebra A tal que para todo elemento a € A existe un entero n > 0 que

cumple n.a = (n+ 1).a, donde n.a = a @ - - - ® a (n-veces).

Después de la breve presentacion sobre representacion topolégica de mv-algebras, se nota
que los espacios topolégicos Hausdorff y compactos juegan un papel importante en estos
resultados. Nuestra investigacion se centra en esta particularidad, pero antes de mencionarlo

se daran algunas definiciones sobre espacios uniformes.

Una estructura uniforme sobre un conjunto X es un filtro U sobre p(X x X), cuyos
elementos llamados entornos satisfacen lo siguiente: todo entorno contiene la diagonal
AX = {(z,x)|r € X} y para cada entorno D existen entornos £y F' tales que Fo FF C D



INDICE GENERAL INDICE GENERAL

y EC D' ={(y,z): (z,y) € D}. El par (X,U) es llamado Espacio Uniforme. Los
espacios uniformes forman la categoria que tiene por objetos todos los espacios uniformes y

las funciones uniformemente continuas entre éstos como morfismos.

A partir de una estructura uniforme es posible definir una estructura topolégica. Luego, todo
espacio uniforme tiene subyacente un espacio topolégico. De otro lado solo sobre los espacios
topolégicos completamente regulares es posible definir una estructura uniforme que tenga la
topologia original como subyacente. De hecho pueden existir estructura uniformes diferentes
sobre un mismo conjunto que tiene subyacente la misma estructura topolégica, solo para los

espacios topolégicos Hausdorff y compactos la existencia de tal estructura uniforme es anica.

He aqui nuestra motivacién, jes posible extender una dualidad entre mv-algebras y espacios
topolégicos, a espacios uniformes? En este trabajo haremos una primera exploracion en este
sentido, demostrando que tal extensién es posible. De forma mas precisa se establece una
dualidad entre la categoria de la mv-algebra semisimples y los espacios uniformes Hausdorff

compactos.

Asi pues, disponemos de dos capitulos. En el primer capitulo se presentan los conceptos
fundamentales de la teoria de categorias, las mv-algebras y los espacios uniformes, junto

con algunos ejemplos y resultados empleados en este trabajo.

En el segundo capitulo se definen los funtores y transformaciones naturales adecuadas para
establecer la dualidad entre la categoria de los espacios uniformes Hausdorff compactos y la
categoria de las mv-algebras semisimples. Ademas se establece el teorema de representacién

correspondiente.

Finalizamos con las conclusiones y expectativas.



Capitulo 1

NOCIONES BASICAS

En este capitulo se presenta de forma rapida los conceptos en teoria de categorias empleados
en la construcciéon de una dualidad entre categorias. De igual manera se presenta los
conceptos de mv-algebras y espacios uniformes, los cuales definiran las categorias sobre

las cuales trabajaremos.

1.1. Teoria de Categorias

1.1.1. Categorias

En el estudio de una estructura matematica ya sea algebraica, topoldgica, de orden, etc, es
evidente la importancia que tienen las aplicaciones que conservan la estructura tanto como la
misma estructura. Asi que aunque se puede pensar en una categoria de manera mas general,
podemos decir que una categoria se puede ver como una coleccién de objetos matematicos
junto con las aplicaciones que preservan la estructura de los objetos. Una referencia clasica

sobre teoria de categoria es el libro de Saunders MacLane [7].

Definicion 1.1.1. Una categoria C consta de dos clases, la clase Objc cuyos elementos
llamaremos objetos de C y la clase Morc cuyos elementos llamaremos morfismos de C, que

satisfacen las siguientes condiciones:

C1) Para cada par de objetos A, B de C, existe una subclase de Morc denota por
Morc(A, B), llamada los morfismos de A en B, tal que las clases Morc(A, B) son
disyuntas dos a dos para todo A, B € Objc.
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C2) Para A, B,C € Objg, existe una funcién
o: Morc(B,C) x Morc(A, B) = Morc(A,C),

cuyo valor parav € Morc(B,C), u € Morc(A, B) sera denotado por vopu y llamado

composicion de py v.

Figura 1.1.1:

C3) Para todo A € Objc, existe un morfismo 14 en Morc(A, A), llamado identidad en A,
tal que para todo B € Objc, v € Morc(B,A) y u € Morc(A, B) se cumple que,

poly=puylyov=uv.

G=r O

Figura 1.1.2:

C4) Si A,B,C,D € Objc, u € Morc(A,B), v € Morc(B,C) y w € Morc(C, D),
entonces

wo (vou)=(wow)ou.

kv

w

A u B

M@

C

D

Figura 1.1.3:



1.1. TEORIA DE CATEGORIAS CAPITULO 1. NOCIONES BASICAS

Observacion 1.1.2.
Morc = U Morc(A, B)
A,BEObjc
Si en una categoria C la clase Morc(A, B) es un conjunto para todo A, B € Objg, la
categoria C es llamada localmente pequeiia. Si tanto la coleccion Morc como la coleccién

Objc son conjuntos, se dird que la categoria C es pequeria.

Ejemplo 1.1.3. La categoria de los conjuntos SET cuyos objetos son los conjuntos y cuyos

morfismos son las funciones.

Ejemplo 1.1.4. La categoria MIET cuyos objetos son los espacios métricos y los morfismos

son las contracciones débiles.

Ejemplo 1.1.5. La categoria de los espacios topolégicos TOP cuyos objetos son los espacios

topolégicos y los morfismos son las funciones continuas.

Ejemplo 1.1.6. Un reticulo es un conjunto L dotado de dos operaciones binarias Ay V, las
cuales satisfacen la ley conmutativa, la ley asociativa y la ley de absorcién. Si las operaciones
A, V son distributivas una respecto a la otra, el reticulo se dice distributivo. Ademas si L
tiene cota superior e inferior, se dice acotado. ILAT denota la categoria de los reticulos

distributivos y acotado, cuyos morfismos son funciones que preservan las operaciones A, V.

Sea C una categoria arbitraria. Por una subcategoria de C entiéndase una categoria C' tal
que Objcr € Objc, Morc/ (A, B) € Morc(A, B) para todo A, B € Objcr, la operacién
composicion de morfismos en C’ es la restriccion de la composicién de morfismos en C y
todo morfismo identidad en C’ es un morfismo identidad en C. Una subcategoria C' de C
que satisface Morc/ (A, B) = Morc(A, B) para todo par de objetos A, B en C’ es llamada

una subcategoria plena de C.

Un morfismo v € Morc(A, B) es llamado seccion si existe un morfismo p € Morc(B, A)
tal que pov = 14. En tal caso u es llamado retraccién. Un isomorfismo es un morfismo que
es seccion y retraccion. Si v € Morc(A, B) es un isomorfismo, el anico pn € Morc(B, A)
tal que vou = 1py pov =1, sera llamado el inverso de v y se denota por v~1. Un par

de objetos Ay B se dice que son isomorfos, A =~ B, si existe un isomorfismo en Morc(A, B).

La categoria opuesta de una categoria C, la cual se notara por C, es aquella tal que
Objcor = Objc y Morcer(A, B) = Morc(B, A), para todo par de objetos A, B en C .
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1.1.2. Funtores

Es natural pensar en como relacionar la estructura de dos categorias, de tal manera que se
respeten tanto las colecciones que conforman cada categoria como la composicién entre los

morfismos en cada categoria. He aqui donde aparece el concepto de funtor.

Definicion 1.1.7. Un funtor covariante (o simplemente funtor) de una categoria C en una
categoria D es una aplicacién F : C — D tal que para A, B, C objetos de C y v, u morfismos

de C se tiene que:

F1) F(A) € Objp,

F2) F(v) € Morp,

F3) F(v: A— B)=F(v) : F(A) —» F(B),

A F(A)
v _F) F(v)
B F(B)
Figura 1.1.4:
F4) F(vop)=F()oF(u),
v %y — 5 W A)OF(V)
A F(A)
Figura 1.1.5:
F5) F(14) = lp(a).
A:> 14 _)F(@lF(A)
F
Figura 1.1.6:

Un funtor covariante F : C? — D se dice funtor contravariante de C en D.
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Ejemplo 1.1.8. Sea H : MET — TOP tal que a cada espacio métrico (X, d) el asigna
el espacio topoldgico (X, 7;) donde 7,4 es la topologia inducida por la métrica d (topologia
que tiene como base el conjunto de las bolas abiertas B.(z) = {y € X : d(x,y) < €} con
e € R) y dada una contraccién débil f : (X,d) — (Y, d'), H(f) : (X,74) — (Y, 7a) €s
tal que H(f) = f. Como toda contraccién débil es continua para las topologias inducidas,

H (f) es un morfismo en TOP. El resto de propiedades de funtor son faciles de verificar.

Ejemplo 1.1.9. Si C es una categoria localmente pequefia y X € Objc. Se define el
funtor contravariante M x : C — SET para todo A, B,C € Objc y v € Morc(A, B)
como M x(C) = Morc(C,X) y M x(v) : Morc(B,X) — Morc(A,X) dada por
M x(v)(a) = aov para todo o € More(B, X).

Veamos que M x : C — SET es un funtor contravariante para todo objeto X en
C. Por ser C localmente pequefia M x(A) = Morc(A, X) es un conjunto para todo
A € Objc, es decir, un objeto de la categoria SET. Si v € Morc(A,B) y a = 8
son morfismos en C, entonces M x(v)(a) = aov = fov = M x(v)(B), es decir,
M x(v) es una funcién por tanto un morfismo de SET. Tomemos A, B, C' objetos en
C,v:A—= B, u:B — C, morfismos en C, luego para todo morfismo v : C — X
M x(pov)(a) =ao(pow) = (@op)or =M x(p)(a)or =M x(v) (M x(u)(a)).
asi M x(uov)=M x(v)oM x(p). Finalmente M x conserva identidades, para todo
a € Morc(X, A), tenemos que: M x(14)(a) =aols=a=1m ().

Ejemplo 1.1.10. Si C es como en el ejemplo anterior y X € Objc. Mx : C — SET tal
que para todo A, B,C' € Objc y v € Morc(A, B), se define, Mx (C) = Morc(X,C)
y Mx (v) : Morc(X,A) — Morce(X,B) dada por Mx (v)(a) = v o« para todo
a € Morc(X, A). Se muestra de forma analoga al ejemplo anterior que Mx es un funtor

covariante para todo X € Objc.

Ejemplo 1.1.11. El funtor contravariante S : LAT — TOP tal que a cada reticulo
distributivo y acotado L le asigna el conjunto de todos los ideales primos en L junto con
la topologia que tiene como base todos los conjuntos de la forma s, = {p € S(L) : a ¢ p}
con a € L. Y para cada morfismo h : L — M en LAT, S(h) :S(M) — S(L) es tal que a
cada p € S(M) le asigna el ideal primo f~'(p) en L.

Ejemplo 1.1.12. El funtor contravariante O : TOP — LAT tal que a cada espacio
topoldgico X asigna el reticulo de todos los abiertos en X con las operaciones Ny U . Y a
cada funcién continua f: X =Y, O(f) : O(Y) — O(X) es tal que acada A € O(Y) le
asigna el abierto f1(A).
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1.1.3. Transformaciones Naturales

Ya definidas las categorias y los funtores, ahora como un ejemplos mas podriamos pensar
en la categoria cuyos objetos sean las categorias y cuyos morfismos sean los funtores. Mas
aun, dadas dos categorias se puede pensar en la categoria donde los objetos sean todos
los funtores entre estas y los morfismos pueden ser aplicaciones entre funtores llamadas

transformaciones naturales los cuales se definen a continuacién.

Definicion 1.1.13. Si A, B son dos categorias y F, G dos funtores de A en B. Una

transformacion natural ¢ : F — G es una familia de morfismos en B
{¢c : F(C) = G(C)}ceow;,
tal que para todo morfismo f : C'— C’ en A, se tiene
por o F(f) = G(f) o .

es decir, el cuadro a la derecha en la siguiente figura conmuta,

F(f)

F(C) F(C)
F
) ; ) / QO
o Pcr
X S
Figura 1.1.7:

En el caso que ¢ sea una inmersién (isomorfismo) para todo C' € Objy, la transformacion

natural sera llamada Inmersién (isomorfismo) natural.

Ejemplo 1.1.14. Dados X, Y objetos de una categoria C localmente pequefia y los funtores
contravariantes M x,M y : C — SET. Para cada morfismo 3 € Morc(X,Y) se define
la transformacién natural 3 : M x — M y dada por la familia de morfismos en SET,
{Ba: Mx(A) = My (A)} acon;. donde B4(r) = B o o, para todo o € Morc(A, X).
Verifiquemos que 3 es una transformacién natural. Si o : A — A un morfismo en C,
BaoMx(p)(@) = Blaop) =fFo(a op)=(foa)op= BA’(?‘) 0 =My (p) 0 fu()
para todo o € Morc(A’, X), es decir 54 0 Mx(¢) = My (¢) o Bar.
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1.1.4. Equivalencia entre Categorias.

Una adjuncién dual (F,G,p,1)) entre dos categorias A y B, es un par de funtores
contravariantes F : A — B, G : B — A y un par de transformaciones naturales
v:1g = FGyvy: 14 — GF que satisfacen la siguiente condicién: para cada A € Obj, y
B € Objp existe una correspondencia biyectiva m : Mory (A, G(B)) — Morg (B, F(A))

tal que si m(a) = 3, los siguiente diagramas conmutan

Gr(4) S0, q(p) FG(B) Y p(a)
A B

Figura 1.1.8:

estos es
0= G(F(a)opp)ovs B=F(G(B)ova)ops

Una representacion dual entre las categorias A y B es una adjuncién dual (F', G, ¢, 1)
tal que una de las transformaciones naturales ¢ é 1 es un isomorfismo natural; si ¢ es el
isomorfismo natural diremos que cada objeto de B tiene una representacién en términos
de los objetos de la categoria A. Si ambos ¢ y v son isomorfismos naturales diremos que

(F, G, p,1) es una equivalencia dual.

Ejemplo 1.1.15. Retomando los funtores S : LAT — TOP y O : TOP — LAT de
los ejemplos 1.1.11 y 1.1.12. Definimos la transformacién natural o : 157 — O.S como
la familia {0 : L - OS(L)} tal que or(a) = {p € S(L):a ¢ p} para todoa € Ly
la transformacién natural 8 : 1pgp — SO dada por la familia {fx : X — SO(X)} tal
que para cada z € X, ax(z) = {A€ O(X) :x ¢ A}. Este ejemplo es la representacion
estandar de espacios de Stone como el reticulo de los abiertos y compactos de S(L). En
cuanto a o resulta ser una inmersién natural, en cuanto a 5 cada componente Sx es una
funcién continua relativamente abierta y 5(X) resulta ser denso en SO(X); solo cuando

X es Ty, [ es una inmersién natural. Para ver detalles de esta representacién consultar [1].

10
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1.2. MV-Algebras

En 1958, Chang [3] para demostrar el teorema de completez del célculo proposicional
multivaluado de tukasiewicz introduce el concepto de mv-algebras. Las mv-algebras son
para las légicas de tukasiewicz como las algebras Booleanas son para la légica clasica,
mas aln, las mv-algebras resultan ser una generalizacién de las algebras Booleanas. Una

referencia estandar para mv-algebras es Cignoli, D'Ottaviano, Mundici [10].

Definicion 1.2.1. Una mv-dlgebra es un conjunto A dotado con una operacién binaria &,
una unitaria = y un elemento destacado 04 satisfaciendo las siguientes identidades para

todo a,by cen A:

MV1) (a®b) @c=a® (bDc)
MV2) a®04=a

MV3) a®b=0®a

MV4) ——a = q,

MV5) a @ 04 = —0y4,

MV6) ~(—a®b) ®b=—(-bDa) D a.

Una subélgebra de una mv-algebra A es un conjunto S C A cerrado bajo las operaciones
@ y —, que contiene el elemento 04 y que se dota con las operaciones de la mv-algebra A

restringidas a S.

Ejemplo 1.2.2. El intervalo unidad real [0, 1] dotado con la negacién —x = 1 —z y la
adicion truncada = @ y = min(l,x + y) es una mv-algebra donde el 0 es el elemento

destacado.

Ejemplo 1.2.3. El conjunto £, = {% : 0 < i < n} es una mv-algebra para todo entero
positivo n con las operaciones restringidas de la mv-algebra [0,1] y 0 como elemento

destacado. Asi £,, es una subalgebras de [0, 1], para todo n € N.

Ejemplo 1.2.4. Si A es una mv-algebra y X es un conjunto no vacio. El conjunto A%
de todas las funciones f : X — A, es una mv-algebra con las operaciones definidas
puntualmente, es decir, (f @ g)(a) = f(a) ® g(a), (—f)(a) = —(f(a)), paratodoa € Ay
la funcién constate 04 como elemento destacado.
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Sobre toda mv-algebra A se puede definir una constante adicional, 14 = —0,4 y dos
operaciones binarias auxiliares © y © como sigue, t Oy = (2@ ) yr Sy =2 O Y.
Cuando no hay necesidad de distinguir el universo de los elementos destacados 04 y 14 se

omitira el subindice.

Observacion 1.2.5. Toda mv-algebra es un monoide conmutativo, esto es inmediato de M1),
M2) y M3).

Observacion 1.2.6. Si (A, @®,—,0) es una mv-algebra, (A, &, ®,—,0,1) es una algebra

Booleana, si y solo si la operaciéon @ es idempotente. Esto es, si paratodoz € A, x®x = x.

Observacion 1.2.7. (A, <) es conjunto parcialmente ordenado donde la relacién de orden,
llamada orden natural, esta dada por, + < y & —(—z @ y) = 0. Ademas esta relacion
de orden induce una estructura de reticulo definiendo las operaciones, A y V, como
xVy = sup{z,ytyx ANy = inf{x,y}. El reticulo (A, V,A,0,1) resulta ser acotado
con 1 como cota superior y 0 cota inferior. Este reticulo sera denotado por L(A) y llamado

reticulo subyacente de A.

1.2.1. MV-Homomorfismos.

Definicion 1.2.8. Si A y B son mv-algebras. Llamaremos a una funcién f : A — B un

mv-homomorfismo si satisface las siguientes propiedades para todo =,y € A:

Hl) f(OA) = 0p,
H2) f(z®y) = f(z) @ f(y),
H3) f(-z) = ~f(2).

Un mv-homomorfismo inyectivo es llamado una inmersion, una inmersién sobreyectiva es
llamada un isomorfismo. Si f : A — B es un isomorfismo, diremos que A y B son isomorfos

(en notacién A = B).

Observacion 1.2.9. Se puede verificar que la funcién identidad es un mv-homomorfismo y
que composiciéon de mv-homomorfismos es un mv-homomorfismo. Por lo tanto, tenemos
otro ejemplo de una categoria. La categoria MV cuyos objetos son las mv-algebra y cuyos

morfismos son los mv-homomorfismos.
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1.2.2. Ideales y MV-Algebra Cociente.

Definicion 1.2.10. Un ideal de una mv-algebra A es un conjunto I C A que satisface las

siguientes condiciones:

11) 0,4 € I,
12) Sibel,ac Aya<bentonces a € I,

13) Sia,be I entoncesa @b e 1.

Se puede verificar que la interseccién de una familia de ideales es un ideal. Si B es un
subconjunto de una mv-algebra A, la interseccién de todos los ideales que contienen a B
es llamado el ideal generado por By es denotado por (B).

Observacién 1.2.11. Un ideal en la estructura del reticulo subyacente L(A) para una mv-
algebras A, es un subconjunto I, de A que satisface I1), 12) y que para cada par de
elementos a,b € I}, se tiene que a Vb € I,. Como aV b < a @ b para todo par a,b € A,
entonces tenemos que todo ideal de una mv-algebras es un ideal de la estructura del reticulo

subyacente de A.

Un ideal I en una mv-algebra A se llama: un ideal principal, si existe a € A tal que
I = (a) = ({a}); un ideal propio, si I # A; un ideal primo, si es propio y para todo
a,be A, aeb e lobSa € I; un ideal maximal, si para todo ideal J tal que I C J
implica que J = A. El conjunto de los ideales de A sera denotado por Z(A), el conjunto de

los ideales primos de A por P(A) y el conjunto de los ideales maximales por M(A).

Ejemplo 1.2.12. En la mv-algebra [0,1] los tnicos ideales son los triviales {0} y [0, 1].

Esto es consecuencia de la propiedad arquimediana de los nameros reales.

Ejemplo 1.2.13. Sean X un conjunto no vacio y A es una subalgebras de la mv-algebra
[0,1]%. Para todo S C X, el conjunto Js = {f € A | f(x) = 0 para todo x € S} es un
ideal en A. Mas aiin, Si S = {z} para algin = € X, Jg;; € M(A). Ver lema 3.4.1 de [10].

Observacion 1.2.14. Cuando X es un espacio topoldgico, una subalgebra de la mv-algebra
[0, 1]% es el conjunto de todas las funciones continuas de X en [0, 1]. En este caso se puede
verificar que todo ideal es de la forma Jg para algin S C X. Y los ideales maximales se

corresponde con cada punto de X mediante la aplicacién = — J, , teorema 3.4.3 de [10].
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Algunas propiedades del kernel de un mv-homomorfismo.

Lema 1.2.15. Sean A, B mv-algebras, h : A — B un mv-homomorfismo. Entonces se

satisfacen las siguientes propiedades:

1. Para cada ideal J de B, el conjunto h™'(J) = {a € A|h(z) € J} es un ideal de A.
En particular, Kern(h) = h=1({05}) es un ideal;

2. h(a) < h(b) siysélosiacbe Kern(h);
3. h es una inmersion si y sélo si Kern(h) ={04}.

Existe una correspondencia entre las relaciones de congruencia sobre una mv-algebra y los

ideales de la mv-algebra.

Proposicion 1.2.16. Dada una mv-algebra A y un ideal I en A. La relacién binaria =;
definida de la siguiente manera, a =; b si y solo si (a ©b) ® (b& a) € I, es una relacion
de congruencia. De otro lado, dada una relacion de congruencia sobre A, el conjunto
{a € A : a=0} esun ideal en A. De hecho, I = {a € A : a=;0}.

El mv-algebra cociente de A por I es el conjunto de clase de equivalencia, A/l =
{a:a € A}dondea = {b : b=, a}, con las siguientes operaciones; =i = =, adb = a®b
y elemento destacado 0. La funcién h; : A — A/I tal que a cada a € A le asigna @ es un
mv-homomorfismo sobreyectivo cuyo kernel coincide con I. El siguiente resultado establece
una relacién entre los ideales de la mv-algebra A/I y los ideales de la mv-algebra A que

contienen al ideal I. Ver demostracién en [10] proposicién 1.2.10,

Proposicion 1.2.17. Sea I un ideal en una mv-algebra A. Entonces la funcién que asigna
a cada ideal J en A, su imagen por h; es una correspondencia biunivoca que preserva la

inclusién entre los ideales de A que contienen a I y los ideales de la mv-algebra A/I.

Observacion 1.2.18. Si I es un ideal maximal de la mv-algebra A, dada la correspondencia
anterior, la mv-algebra A/ solo posee los ideales triviales
Otra proposicién de la cual haremos uso mas adelante es,
Proposicion 1.2.19. Sea A, B mv-algebras f : A — B un mv-homomorfismo y M un

ideal maximal en B. Entonces f~'(M) es un ideal maximal en A. En particular cuando A
es una subélgebra de B, y f es la inclusién, f~'(M)=MnNS.
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1.2.3. Producto Subdirecto

Dada una familia de mv-algebras {A4; :i € I} con I # (), se llama producto directo de
la familia al producto cartesiano [],.; Ai = {f : I — U,c; 4i | f(i) € A;} dotado con las
operaciones puntuales, esto es, (—f) (1) = =f(i), (f D g) (i) = f(i) D g(i) y 0(i) = O4,.
El producto directo constituye otro ejemplo de una mv-algebra, note que la mv-algebra A%
en el ejemplo 1.2.4 es el producto directo de la familia {A, : x € X} donde A, = A para
todo x € X. Las proyecciones del producto son las funciones 7; : [],.; A; = A; definidas

por m;(f) = f(4), las cuales resultan ser mv-homomorfismos inyectivos.

Una mv-algebra A es llamada el producto subdirecto de una familia {A; :i € I} de mv-

algebra si existe un mv-homomorfismo inyectivo h : A — []..; A; tal que para cada j € I,

icl
la composicién 7; o h es un mv-homomorfismo sobreyectivo. la demostracién del siguiente

resultado se puede consultar en [10], teorema 1.3.2.

Teorema 1.2.20. Una mv-dlgebra A es un producto subdirecto de una familia de mv-
algebras {A; :i € I} si y solo si existe una familia {J; :i € I} de ideales en A tal que:
A;=AlJiparai el y(N,c;Ji ={0a}.

1.2.4. MV-Algebras Simples y Semisimples.

Una mv-algebra A es llamada simple si sus (nicos ideales son los triviales, es decir, {0} y
A. La mv-algebra [0, 1] es un ejemplo de una mv-algebra simple al igual que las subalgebras
L,. El siguiente resultado caracteriza la mv-algebra simples, su demostracién se encuentra
en [10], teorema 3.5.1.

Teorema 1.2.21. Una mv-dlgebra es simple si y solo si es isomorfa a una subalgebra de
[0,1].

Una mv-algebra A se dice semisimple si [JM(A) = {0}. Es claro que toda mv-algebra
simple es semisimple. El siguiente teorema de caracterizacién para mv-algebra semisimple

corresponde a la proposicién 3.6.2 de [10].

Teorema 1.2.22. Una mv-algebra es semisimple si y solo si esta es el producto subdirecto
de subélgebras de [0, 1]
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1.3. Espacios Uniformes

En esta seccion se hace una breve presentacion de la teoria de los espacios uniformes. Los
espacios uniformes fueron introducidos por primera vez en 1937 por André Weil [13]. Estos
generalizan los espacios métricos y los grupos topolégicos. Se utilizan en el estudio de las
propiedades no topol6gicas de los espacios métricos y sus funciones, como convergencia
uniforme, completez y continuidad uniforme, propiedades que infortunadamente se pierden
cuando los espacios métricos se generalizan a espacios topoldgicos. La referencia clasica

sobre espacios uniformes es Bourbaki [2], también se recomienda Kelley [6] o James [5].

Sea X un conjunto arbitrario. La notacién X? indica el producto cartesiano X x X. La dia-
gonal de X2 es el conjunto A = {(x,y) € X?| x = y}. El inverso de un conjunto U C X?
es el conjunto U™! = {(z,y) € X?|(y,z) € U}. La composicién de U, V C X? se define
como U oV = {(z,2) € X?|3w para algun € X, tal que (z,w) € Vy (w,z) € U}. Se
puede verificar que la composicion es asociativa, U o (Vo W) = (Uo V) o W) y satisface
UoV) ' =U"oV.

Definicion 1.3.1. Una estructura uniforme (o simplemente una uniformidad) sobre un
conjunto X es un subconjunto no vacio U de p(X?) que cumple con las siguientes

propiedades:

Ul) SDedyDCECX*, Eel

U2) SiD.EcU, DNEclU

U3) Paratodo D e U, AC D

U4) Si D € U entonces existe F € U tal que £ C D!

U5) Si D € U entonces existe D' € U tal que D' o D' C D

Los elementos de la uniformidad U/ son llamados entornos y el par (X, ) es llamado espacio
uniforme. Para ayudar un poco a visualizar un poco los espacios uniformes y sus entornos,

veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 1.3.2. Dado un conjunto no vacio X podemos por lo menos definir dos
uniformidades sobre este: La discreta, dada por todos los conjuntos U C X? tales que

A C U .Y la indiscreta, cuyo Gnico entorno es el conjunto X2.
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Ejemplo 1.3.3. Dada una métrica d sobre un conjunto X esta induce una uniformidad
sobre X, tal uniformidad es U; = {U C X?|d"'([0,¢]) C U, para algin ¢ € R™}

Ejemplo 1.3.4. El conjunto {U C [0,1]* : (e e R )(Jlz —y| < e = (z,y) € U)} es
una uniformidad sobre [0, 1], llamada la uniformidad usual. Las bandas simétrica al rededor
de la diagonal A, U. = {(x,y) € [0,1]? : |z — y| < € < 1}, claramente son un ejemplo de
entornos en esta uniformidad. Mas aun, un conjunto U C [0, 1]* es considerado un entorno

si este contiene una banda U. = {(z,y) € [0,1]? : |x — y| < &}, para algan € € [0, 1].

1

0 € 1

Figura 1.3.1: entorno U,

Ejemplo 1.3.5. Otra uniformidad sobre [0,1]. Consideremos los conjuntos V, =
{(x,y) € 0,1)>:y > ax Ax > ay} con a € [0,1]. Ahora diremos que un conjunto V es
un entorno, si V, C V para algin a € [0,1]. Graficamente los conjuntos V, son conos

simétricos al rededor de la diagonal A.

1 ’
’
’
s A
’
’ -
Vi 7
7
’
r=ay , 7
ya 4
’ 4
’ .
V2 7
’ 4
4 7’ ax
P =
s’
4 -’
y2 ’
S,
7/,
2/
4
0 1

Figura 1.3.2: entorno V;
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1.3.1. Bases y Subbases

A la hora de trabajar con espacios uniformes, al igual que con los espacios topolégicos, es

mucho mas practico usar generadores.

Definiciéon 1.3.6. Dada una uniformidad &/, diremos que una subbase para U es un conjunto
de entornos V C U que satisfacen las propiedades U3, U4, U5. Si ademas una subbase
satisface que para cada par de elementos A, B de V, existe C € V tal que C C AN B,

diremos que el conjunto de entornos es una base.

Una uniformidad & sobre un conjunto no vacio X se dice separable si la intersecciéon de
todos los entornos coincide con la diagonal, es decir, (YU = A. En caso de contar con una
base o con una subbase la condicién anterior se verifica restringiendo la interseccién sélo a

los miembros de la base o la subbase.

Un entorno U tal que U = U~! es llamado entorno simétrico. Si U es un entorno, tanto
UNU! como UUU™! son entornos simétricos. De manera que dado un entorno U siempre

es posible encontrar entornos simétricos S'y V tales que S CU C V.

Ejemplo 1.3.7. La familia de todos los entornos simétricos de una uniformidad I/ es una
base para . Una base cuyos entornos son simétricos es llamada un sistema fundamental

de entornos.

Ejemplo 1.3.8. Si (X, d) es un espacio métrico, un sistema fundamental de entornos para
la uniformidad definida en el ejemplo 1.3.3 esta dado por la familia de todos los conjunto
de la forma U? = {(z,y) € X?| d (z,y) < €}, donde ¢ recorre todo R*.

Ejemplo 1.3.9. En el caso del ejemplo 1.3.4. Los conjuntos U. forman un sistema
fundamental de entornos. Mas alin, gracias a la propiedad arquimediana de los nameros
reales basta considerar ¢ = % para algin n € N, para obtener un sistema fundamental de

entornos.

Ejemplo 1.3.10. Otro ejemplo de un sistema fundamental de entornos es el conjunto
de todos los V, para la uniformidad del ejemplo 1.3.5. Nuevamente por la propiedad
arquimediana de los nimeros reales podemos solo considerar los a = % conn € N, para

obtener un sistema fundamental de entornos.
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1.3.2. Funciones Uniformemente Continuas

Definicion 1.3.11. Sean (X,U),(Y,V) espacios uniformes, f una funcién de X en Y
y fo 1 X? — Y? definida por fo(z,y) = (f(x), f(y)). Entonces diremos que f es
uniformemente continua si para cada V € V, existe U € U tal que U C f; (V).

Dos espacios uniformes X y Y se dicen uniformemente equivalentes si existe una funcién
biyectiva f entre X y Y tal que f y f~! son uniformemente continuas. En el caso de tener
una base o una subbase de la uniformidad V), se puede restringir la verificacién anterior sélo

a los elementos de la base o de la subbase.

Observacién 1.3.12. La composicion de funciones uniformemente continuas es uniforme-
mente continua y la funcién identidad es uniformemente continua. Asi tenemos la categoria
UNIF que tiene por objetos los espacios uniformes y por morfismos las funciones uniforme-

mente continuas.

1.3.3. Uniformidad Inducida y uniformidad Producto

De manera similar a lo que ocurre en topologia, en la teoria de uniformidades tenemos los

conceptos de uniformidad inducida por una funcién y producto de uniformidades.

Dada una funcién f : X — Y de un conjunto X en un espacio uniforme Y, se puede
verificar que las imagenes inversas f, ' : Y2 — X2 de los entornos de Y, forma una base de
entornos sobre X. La uniformidad generada por esta base es llamada uniformidad inducida
por f sobre X. Es claro que, si dotamos a X con la uniformidad inducida por f, f es
uniformemente continua. Cuando f se trata de la funcién inclusién, X C Y, la uniformidad
inducida por f es llamada uniformidad restringida a X y los entornos en X son los entornos

de Y interceptados con X.

Un caso mas general. Dada una familia de funciones F' = {f; : X — Y, :i € I} donde X es
un conjunto y los (Y;,U;) son espacios uniformes, el conjunto {figl(U) Uel;, ie ]}
forma una subbase de entornos en X . La uniformidad generada por esta subbase se denomina
uniformidad inducida por la familia F. En el caso del producto cartesiano de una familia
de espacios uniformes, X = [[,.,(Yi,U;), la uniformidad inducida por la familia de las

proyecciones {7; : X — Y; | i € I} sobre X, es llamada uniformidad producto.
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1.3.4. Topologia Uniforme

Toda estructura uniforme sobre un conjunto induce una estructura topol6gica sobre este.
Incluso es posible que diferentes uniformidades sobre un mismo conjunto generen la mis-
ma topologia, este es el caso de los ejemplos 1.3.4 y 1.3.5 (ambos inducen la topologia
usual sobre [0,1]). Asi todo espacio uniforme tiene subyacente un espacio topolégico. Exis-
ten topologias que no son inducidas por ninguna uniformidad. Solo para las topologias que
son completamente regulares existe una uniformidad que las induce, ver [4] teorema 3.1. En

el caso de las topologias Hausdorff compactas estas son inducidas por una Gnica uniformidad.

Para definir la topologia inducida por una uniformidad se dara un sistema fundamental de
vecindades. Dada una uniformidad U/ sobre un conjunto X, definimos para cada x € X y
U €U el conjunto Ulz] ={y € X | (x,y) € U}. Veamos graficamente tomando X como

en el ejemplo 1.3.5.

Figura 1.3.3: vecindades U[z] y V[z]

Se puede verificar que el conjunto U, = {U[z] : U € U} es un sistema fundamental de
vecindades para cada x© € X. Luego tenemos el siguiente resultado, cuya demostracion se

puede ver en Bourbaki[2] 11§ 1.2 proposicién | .

Proposicion 1.3.13. Sea (X,U) un espacio uniforme. Entonces existe una inica topologia
T4 en X tal que para cada x € X, el conjunto U, es un sistema fundamental de vecindades

de z.
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La topologia 7y definida en la proposicién anterior es llamada topologia inducida por la
uniformidad U o topologia uniforme. En adelante, cuando se diga que un espacio uniforme
es Hausdorff, compacto, localmente compacto, etc; significa que su topologia subyacente

tiene la propiedad de ser Hausdorff, compacta, localmente compacta, etc; respectivamente.

Algunas proposiciones que usaremos que relacionan propiedades uniformes y topol6gicas son
las siguientes, sus demostraciones se pueden encontrar en James [5] capitulo 8. Comencemos

con la relacién entre funciones continuas y funciones uniformemente continuas.

Proposicion 1.3.14. Si XY son espacios uniformes y f : X — Y es una funcién

uniformemente continua, entonces f es continua respecto a las topologias subyacentes.

Observacién 1.3.15. Ya estamos en condicién de definir el funtor X : UNTF — TOP tal que
cada espacio uniforme (X, U) es enviado en su espacio topoldgico subyacente (X, 72;) esto en
virtud de la proposicién 1.3.13, y cada funcién uniformemente continua f : (X, U) — (Y., V)
es enviada en la funcién continua f: (X, 1) — (Y, 7y) , dada la proposicién 1.3.14.

En cuanto al reciproco de la proposicién 1.3.14, podemos decir que por lo menos se cumple

para espacios uniformes Hausdorff compactos.

Proposicion 1.3.16. Sean X,Y espacios uniformes y f : X — Y es una funcién continua
respecto a la topologias subyacentes. f es uniformemente continua, si X es un espacio

uniforme Hausdorff compacto.

La propiedad de separacién para espacios uniformes es analoga a la propiedad Hausdorff

para los espacios topoldgicos.

Proposicion 1.3.17. Sea X un espacio uniforme. Entonces la uniformidad es separable si

y s6lo si la topologia uniforme es Hausdorff.

De hecho toda uniformidad es separable y toda topologia uniforme es completamente regular,

la demostracion en James [5] pag. 142.

Proposicion 1.3.18. Un espacio topoldgico es inducido por una uniformidad si y solo si

este es completamente regular.

Una propiedad importante de los espacios topolégicos Hausdorff compactos es que son

inducidos por una anica uniformidad.
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Proposicion 1.3.19. Si (X, 7) es un espacio topoldgico Hausdortf compacto, el conjunto
de todas las vecindades de la diagonal, es la Gnica uniformidad sobre X tal que la topologia

uniforme coincide con la topologia .
Se finaliza esta seccién con un ejemplo el cual sera fundamental en nuestra construccion.

Ejemplo 1.3.20. Consideremos el intervalo real unitario I = [0,1] y la uniformidad U/,
que llamaremos uniformidad usual, cuya base esta dada por la familia de los conjuntos de

la forma U, = {(z,y) € I? : |z —y| < 2} paran € N.

Hay que notar que el conjunto de los U, [z] = (x + %,x — %) NIconneNyxeles
un sistema fundamental de vecindades para la topologia usual de I o topologia usual de los

nameros reales restringida a 1.
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Capitulo 2

DUALIDAD UNIFORME

En este capitulo nos centraremos en dar una representacién dual entre la categoria
MVCI0, 1] de las mv-algebras semisimples, la cual es una subcategoria plena de la categoria
MYV y la categoria UCOMIP de los espacios uniformes Hausdorff compactos la cual es
una subcategoria plena de UNIF. Para ello definiremos los funtores y las transformaciones

naturales adecuadas. También estableceremos el correspondiente teorema de representacion.

2.1. Uniformidades y MV-Algebras

2.1.1. Uniformidad sobre el conjunto [0, 1]*

En esta seccion consideraremos la uniformidad de la convergencia puntual para dotar de
estructura uniforme a una familia arbitraria de funciones de un conjunto A en el espacio
uniforme I = [0, 1], con la uniformidad usual ¢;. En particular, trataremos el caso donde
A es una mv-algebra y la uniformidad se relativiza a todos los mv-homomorfismos entre A
y el intervalo I visto como mv-algebra. Adicional a esto daremos alguna propiedades que

usaremos en la préxima seccién.

2.1.1.1. Uniformidad de la Convergencia Puntual

Para una familia arbitraria de funciones F' de un conjunto X es un espacio uniforme (Y,U)
se define la uniformidad de la convergencia puntual sobre F', como la uniformidad producto

del espacio [[,. Y restringida a F', la cual denotaremos por Up.
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Una subbase para la uniformidad de la convergencia puntual sobre la familia de funciones F'
es dada por todos los conjuntos de la forma {(f,¢g) : (f(z),g(x)) € U} para algin U € U
yreX.

De esta manera dotaremos de la uniformidad de la convergencia puntual a la familia H(A)
de todos los mv-homomorfismos de una mv-algebra A en la mv-algebra [0, 1], considerando
la uniformidad usual U, sobre [0, 1]. Tal uniformidad sera denotada por Uy. Ademas tenemos

que la familia de todos los conjuntos de la forma

1
Van = {(f,g) € F?:|f(a) —g(a)| < E} dondea € AyneN
es una subbase para esta uniformidad y asi la familia de los conjuntos

Vi, = ﬂ Von donde A’ es un subconjunto finito de Ay n € N
acA’

es una base.

Observacion 2.1.1. La topologia uniforme inducida por la uniformidad de la convergencia
puntual Up coincide con la topologia de la convergencia puntual cuya subbase esta dada

por los conjuntos de la forma:
Wov={f€F:f(a) €U}, donde a € Ay U es un abierto en I.

La uniformidad de la convergencia puntual sobre una familia de funciones F' depende (ni-
camente del espacio uniforme base, igual para la topologia de la convergencia puntual. Asi
la uniformidad puntual Uy hereda la propiedad de ser Hausdorff y compacto dado que el

espacio base en este caso (I,U;) lo es.

Cerramos esta seccién dando una nueva cara al espacio uniforme (H(A),Uy) gracias a la
correspondencia que hay entre H(A) y el conjunto de todo los ideales maximales de A,
M(A). Este resultado es comentado en [9].

Proposicion 2.1.2. Sea A una mv-algebra. La aplicacién ¢ : H(A) — M(A) tal que a

cada mv-homomorfismo f : A — I le asigna el kernel de f, es una funcién biyectiva.
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Demostracion. El Gnico ideal maximal de la mv-algebra I = [0, 1] es {0}. De la proposicién
1.2.16.i) de [10] se tiene que la imagen inversa por mv-homomorfismos de un ideal maximal
es un ideal maximal luego se tiene que p(f) = f~1({0}) € M(A) para todo f € H(A) .
Claramente ¢ es una funcién, puesto que, si f = g en H(A) entonces f~1({0}) = g~ *({0}).
Para la inyectividad, si f~'1({0}) # ¢g~'({0}), entonces existe a € A tal que f(a) =0y
g(a) # 0, luego f # g. Finalmente, si B es un ideal maximal de A, definimos x5 : A — [0, 1]
dada por xg(a) =0sia € By xg(a) =1sia¢ B. Es claro que B = Kern(xp) resta
mostrar que xp € H(A). En efecto, Por def. 1.2.10. 11) 04 € B, luego x5(04) = 0. Si
a,b € B pordef. 1.2.10. 13) a®b € By se tiene que xp(a®b) = 0 = 060 = xp(a)Bx5(b).
Sia¢ B (ob¢ B) se tiene que a & b ¢ B (puesto que a,b < a © by def.1.2.10. 12)),
asi se tiene xg(a®b) =1 =1 xp(b) = xsla) ® xp(b). Y como para todo a € A,
a® —-a =1y B es un ideal maximal se tiene que —a € B 0 a € B pero no ambas. Luego

xs(—a) = —xp(a). Asi que @ es sobreyectiva. O

Asi tenemos que el espacio uniforme (H(A),Uy) es uniformemente equivalente al espacio
uniforme (M(A),Uy(my) donde Uyr) es la uniformidad inducida por la imagen a través de

© X ¢ de los entornos de Uy.

2.1.2. La MV-Algebra [0,1]¥

El conjunto de las funciones uniformemente continuas de un espacio uniforme Hausdorff
compacto (X,U) en el espacio uniforme ([0, 1],U;), que notaremos por Ucon(X), es una
subalgebra de la mv-algebra [0, 1]%. En esta seccién reescribiremos algunos resultados que
se tienen para la subalgebra C'ont(X) de las funciones continuas de un espacio topolégico
Hausdorff compacto (X, 7) en el intervalo [0, 1] (dotado de la topologia usual) en términos

de Ucon(X) y espacios uniformes.

El conjunto A¥ de todas las funciones de un conjunto no vacio X en una mv-algebra A es
una mv-algebra con las operaciones definidas puntualmente, ver ejemplo 1.2.4. En particular
cuando A es la mv-algebra [0,1]. Una subalgebra S de la mv-algebra [0, 1]% se dice que
separa puntos si dados dos puntos = # y, existe f € A tal que f(z) =0y f(y) > 0.
Como una consecuencia del teorema de Urysohn tenemos que: Si (X, 7x) es un espacio
topoldgico Hausdorff compacto y [0, 1] es dotado con la topologia usual 77 , Cont(X) es

una subalgebra de [0, 1]* que separa puntos.
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Ahora si (X,U) es un espacio uniforme Hausdorff compacto, 7, su topologia subyacente y A
una subélgebra de [0, 1]* que separa puntos. El teorema 3.4.3 item i) de [10] establece que
la funcién que asigna a cada punto = del espacio topol6gico Hausdorff compacto (X, 7/), el
ideal maximal J, = {f € A| f(z) = 0} es una correspondencia uno a uno entre los ideales
maximales de la subalgebra A, M(A), y el espacio topolégico X. De la proposicién 1.3.14
toda funcién uniformemente continua bajo la uniformidad U es continua bajo la topologia
Ty Ademas como (X, 7/) es Hausdorff compactos, de la proposicién 1.3.16 se concluye que

Ucon(X) = Cont(X). De esta forma tenemos el siguiente teorema.

Teorema 2.1.3. Sea (X,U) un espacio uniforme Hausdorff compacto y A una subélgebra
de Ucont(X) que separa puntos. Entonces la funcion ) que asigna a cada x € X el ideal
J. es un isomorfismo uniforme entre X y M(A), este dltimo dotado con la uniformidad

inducida por la imagen 1 X 1.

2.1.2.1. Teorema de Representacion

El corolario 3.6.8 de [10] nos da una caracterizacién de las mv-algebras semisimples en

términos de C'ont(X). Para ser mas precisos,

Teorema 2.1.4. Una mv-algebra A es semisimple si y solo si A es isomorfa a una subalgebra

de la mv-algebra Cont(X) para algin espacio topolégico Hausdorff compacto X .

Este resultado también se puede dar en términos de espacios uniformes.

Dada una mv-algebra semisimple A. Por el teorema 1.2.20, A = []; ) A/1. Para
I € M(A), A/I es semisimple en virtud de la observacién 1.2.18. Asi para cada I € M(A),
existe una subalgebra S de la mv-algebra [0,1] tal que A/I = S} (esto por teorema 1.2.21).

M(A

De esta forma, A = [];c (4 S1 la cual es una subélgebra de la mv-algebra [0, 1] ), don-

de M(A) es un espacio uniforme Hausdorff compacto por el teorema 2.1.2.

De otro lado, toda subalgebra S de Ucon(X) donde X es un espacio uniforme Hausdorff
compacto, es semisimple puesto que M(S) ={INS : I € M (Ucon(X))} (prop.1.2.19)
y Ucon(X) es semisimple. Del teorema 2.1.3 todo ideal maximal de Ucon(X) es de la
forma J, con x € X, puesto que Ucom(X) separa puntos. Si f € ﬂIGM(S) I =Nex o
entonces f(z) = 0 para todo = € X.

Teorema 2.1.5. Una mv-algebra A es semisimple si y sélo si es isomorfa a una subalgebra

de Ucont(X) para algin espacio uniforme Hausdorff compacto X .
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2.2. Dualidad entre MVC|0, 1] y UCOMP.

Ya contamos con lo necesario para definir los funtores F' : MVCI0,1] — UCOMP y
K : UCOMP — MVCI0,1], y las transformaciones naturales 7 : lyvcp, — KF
y £ : lycomr — F K de tal manera que (F', K,n, k) establezcan una representacién
dual entre la categoria de la mv-algebras semisimples y los espacios uniformes Hausdorff

compactos, la cual se describe en la siguiente figura.

Figura 2.2.1: Representacion dual

2.2.1. Los Funtores FF y K

Se define el funtor contravariante F' : MVCJ0, 1] — UCOMP por
F(A) = (H(A),Un) y F(o) : F(B) — F(A)

Donde A y B son mv-algebras semisimples y o : A — B es un mv-homomorfismo. Y F'(«)
es tal que para cada 5 € F(B), F(a)(8) =foa .

En la seccién 2.1.1 se vio que F'(A) es un objeto de UCOMP en cuanto a F'(«) es facil ver

que es un morfismo en UCOMP. Para ello calculemos la imagen inversa mediante F'(«) de

un elemento de la subbase para la uniformidad sobre F'(A),
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(F();' V) = {(F.0) € (F(B): (F(@)($). Flo)(g)) € Vi)
= {(f.9) € (F(B)": (foa,goa) € Von}
- {9 e FE 0@ stata)) < 1
= Va@m

La cual coincide con un elemento de la subbase para uniformidad sobre F'(B) y asi F'(«)

es una funcién uniformemente continua.

Sils: A — A es el morfismo identidad en MVC|0, 1], F(14) es identidad en UCOMP,
F(14)(B)(a) = (Bola)(a) =5(1a(a)) = S(a) para todo a € A. Por ultimo veamos que

F respeta la composiciéon de morfismos,

Flaoa)(8) = Bo(aod)

esto para todo 5 € F(B).

Observacion 2.2.1. Hemos observado que dada una mv-algebra A, el conjunto H (A) de
todos los mv-homomorfismo de A en la mv-algebra [0, 1] es un espacio uniforme Hausdorff
compacto dotado con la uniformidad de la convergencia puntual. Luego el funtor F' se puede

definir como un funtor de la categoria de todas las mv-algebra MV en la categoria UCOMP.
Se define el funtor contravariante K : UCOMP — MVCJ0, 1] por

K(X)=Ucon(X)y K(f): K(Y) — K(X)
donde X,Y son espacios uniformes Hausdorff compactos y f : X — Y es un funcién
uniformemente continua. Ucon(X) es la mv-algebra definida en la seccién 2.1.2, la cual es

semisimple. Y K (f) esta dado por K(f)(x) = ko f para todo k € K(Y).

Mostremos que K (f) es un mv-homomorfismo.
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Dado Ok (yy : X — [0, 1] la funcién constate 0,

K(f)(0x)(@) = (0 © f) () = Oxx) (f(2)) =0

para todo x en el dominio de f, por tanto K (f)(0k(v)) = Ok (x)-

Si a,8 € K(Y), tenemos de la definicion que K(f)(a ® 8) = (a® B)o fy
K(f)(a)® K(f)(B) = (aof)@(Bof), verifiquemos que (@ f)o f = (o f) @ (B0 f).

(@@ p)ofl(z) = (e®f
= a(f(z)
= (aof)

f

= [(ae

(f(2))

@ B(f(x))
z) © (Bo f)(x)
@ (Bo fl(z)

@ f)
()
(
)
Para todo = € X, por tanto K (f)(a® 5) = K(f)(a) ® K(f)(5).

Siae K(Y), K(f)(-a) = (-a)o [y -K(f)(a)=—(ao f). Y paratodoz € X,

[(ma) o fl(z) = (ma)(f(x)) = =(a(f(2))) = ~(ao f)(z),
luego K(f)(mar) = K (f)().

Asi hemos mostrado que K (f) es un morfismo en MIVCI0, 1].

Ahora, dado el morfismo identidad 1x : X — X mostraremos que K (1x) es el morfismo
identidad 1x(x). Sea f € K(X)yz € X,

K(1x)(f)(x) = (folx)(z) = f(1x(x)) = f(=),

asi que K(lx) = ]-K(X)

Para finalizar mostremos que K respeta la composiciéon de morfismo. Sea f : X — Y,
g:Y —>Zyhe K(Z)
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K(go f)(h) = ho(gof)
= (hog)of
= K(f)(hog)
= K(f)(K(g)(h))
= (K(f) oK (g9)) (h),

Observacion 2.2.2. Si (X,U) es un espacio uniforme, Ucont(X) es una mv-algebra. Luego
el funtor K puede definirse de manera mas general como un funtor de la categoria UNIF

de los espacios uniformes en la categoria MIVCI0, 1].

2.2.2. Las Transformaciones Naturales n y x

Definicion 2.2.3. Sea 7 la familia de funciones entre mv-algebras

{na: A — K(F(A))}aemvepo,)

dada por n4(a) = @, Va € A donde @ : F(A) — [0,1] es definida por a(x) = x(a) para
todo y € F(A).

Primero mostraremos que 7 es una familia de mv-homomorfismos, esto es, para toda
mv-algebra A, 14 es un mv-homomorfismos. Para a,b € Ay x € F(A) tenemos que,
nala®b)(x) = a®b(x) = x(a®b) = x(a) ® x(b) = a(x) ®b(x) = (na(a) & na(b)) (x),
asi na(a & b) = 14(a) & na(b). Si x € F(A), na(04)(x) = 0a(x) = x(04) = 0 luego
n4(04) = Ok (r(a))- Y para todo x € A se tiene na(—x) = —ma(x) en efecto, si x € F(A),

na(=z)(x) = 72(x) = x(-z) = ~x(z) = ~2(x) = ma(z).
Ahora veamos que 74 es inyectiva para toda mv-algebra A semisimple, calculemos su kernel,

Kern(na) = {a € Alna(a) = 0}
= {a € Ala =0}
= {a€ AlVx € F(A), x(a) =0}
= () {acAx(a)=0}

XEF(A)

= ﬂ Kern(x)

XEF(A)

Por el teorema 2.1.3, () ¢ () Kern(x) = (N M(A). Y Y M(A) = {04}.
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Finalmente veamos que 7 es una transformacién natural, es decir, para todo par de mv-

algebras A, A’ y todo mv-homomorfismo f : A — A’ el siguiente diagrama conmuta.

A / A
na Uy
K(F () g (F()
Figura 2.2.2:

lo cual es equivalente a mostrar la igualdad 14 o f = K (F(f)) o na.

Ahora si a € A, por un lado tenemos que (4 o f)(a) = na(f(a)) = f/(g) y por el otro

(K (F(f))ona) (a) = K (F(f)) (nala)) = nala) o F(f) = ao F(f). Luego nos resta
mostrar que f(a) =ao F(f). Sea a: F(A") — [0, 1] un morfismo en UCOMP,

fla)(@) = a(f(a)) = (ao f)(a) =a(ao f) =a(F(f)(a)) = (@o F(f))(a)
Por tanto na o f = K (F(f)) ona y n es una transformacién natural.
Definicion 2.2.4. Sea « la familia de funciones entre espacios uniformes
{kx : X — F(K (X))} xcucomp

dada por kx(z) =7, Vo € X, donde = : K(X) — [0, 1] esta definida por Z(a) = a(x)
para todo a € K(X).

Comencemos mostrando que x es una familia de morfismos en UCOMIP, es decir, para
todo objeto X de UCOMP, ky : X — F (K(X)) es una funcién uniformemente continua.
Recordemos que un elemento de la subbase para F (K (X)) es dado por

Vo = {(f.9) € (F (K(X)))" : [ f(a) = g(a)] < %}

para o € K(X) yn € N. Y calculemos su imagen inversa respecto a ry,
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(“X)gl (Va,n) = {(z,y) €X*: (’{X(I)vﬁX(y)) € Va,n}
= {(z,y) € X2 (Z,Y) € Van}
= {(z,y) € X*: |7

= {(z,9) € X?: |a(z) — a(y)| < -
= {(z,9) € X*: (a(z), a(y)) € Un}
= agl(Un)

como U, es un entorno de la uniformidad usual U, sobre [0,1] y o : X — [0, 1] es unifor-
memente continua (kx); ' (Van) = a5 (U,) es entorno de la uniformidad en X. Asi s es

uniformemente continua.

Para cada X, k4 es una biyeccion, primero mostraremos que kx es inyectiva. Sean 1 # 9
en X, como el mv-algebra K (X) separa puntos, existe o € K (X) tal que a(x1) # a(xs)
luego tenemos que

rx(r1)(@) = a(r) # alrz) = rx(r2)(a)

es decir que kx(z1) # Kkx(z2).

Ahora, para mostrar la sobreyectividad debemos considerar la aplicacién biyectiva 1 de
X sobre M(K (X)) dada en el teorema 2.1.3 y la aplicacién biyectiva ¢ que hay entre
F(K(X))y M(K(X)), de la proposicién 2.1.2. Luego p ot : X — F (K (X)) es una
aplicacion biyectiva y asi kx es sobreyectiva.

La familia x es una transformacion natural, es decir, para cada par de espacios uniformes
Hausdorff compactos X, Y y toda funcién uniformemente continua g : X — Y/, el siguiente

diagrama conmuta.

g
X Y
F(K(X) (K<g)>F(K(Y))
Figura 2.2.3:
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lo que es equivalente a tener la siguiente igualdad, ky o g = F (K (g)) o kx.

Si z € X, tenemos que (F (K(g)) o
un lado, y (ky o g)(z) = ky(g(z)) = g(x) por el otro. Luego debemos mostrar que
9(@) = rx(x) 0 K(g)

Si p: K(Y)—[0,1] es un morfismo en MVCI0, 1]

rx) (2) = F(K(9)) (kx(z)) = rx(z) o K(g) por

—

—

9(x)(B)=F (9(x))=(5 0 9)(x)=7 (8 0 g)=7 (K (9)(8))=(Z o K(9))(5)=(rx(z) o K(g))(5)
Por tanto, el diagrama conmuta y asi s es una transformacién natural.
Teorema 2.2.5. (F, K,n, k) es una representacion dual entre MVC|0, 1] y UCOMP.

Demostracién. Ya tenemos que k es un isomorfismo natural. Solo resta mostrar que para
todo X € Objmvco,1) y todo A € Objucomp , las identidades f = K (F (f)okx)ona
y h = F (K (h) ona) o kx se satisfacen para todo f € Moryycpo (4, K(X)) y todo
h € Morycome (X, F'(A)). De hecho solo mostraremos f = K (F (f) o kx) ona , ya que

la otra identidad se demuestra de forma similar.
Sea a € A, na(a) = ay de las definicién de K,
(K (F(f)orx)ona)(a) = K(F(f)orx)(a)=aocF (f)orx.
Ahora tomado = € X, kx(z) = T y de la definicién de F,
(@o F(f)orx)(x) =a(F(f) (7)) =a(@of).
De las definiciones de @ y T tenemos que a(Zo f) = (o f)(a) = (f(a))(z). Asi,

(@o F (f)orx)(x) = (f(a)) () para todo x € X y (K (F (f)orx)ona)(a) = f(a)
para todo a € A. Por tanto se tiene la identidad. O
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Conclusiones

Dualidad topolégica y dualidad uniforme.

Como se mencion6 en la introduccién, Cignoli, Dubuc y Mundici en [9] establecen una
representacién dual entre las mv-algebras semisimples MIVCI0, 1] y los espacios topoldgicos
Hausdorff compacto COMP. Esta representacion dual se obtiene de la que hemos logrado
en termino de espacios uniformes por aplicacién del funtor X : UNIF — TOP. De modo

que el siguiente diagrama conmuta.

UCOMP K MVC|0, 1]

N e C

Figura 2.2.4:

donde el funtor C' : COMP — MVCI01] es tal que cada espacio topoldgico Hausdorff

compacto X es enviado en el conjunto Coont(X).

La representacién que se ha obtenido en este trabajo muestra que por lo menos para el
caso de las mv-algebras semisimples es posible pasar una dualidad en términos topol6gicos
a una en términos de espacios uniformes. Queda para posteriores estudios la posibilidad de
hacer lo mismo para otras representaciones de mv-algebras mas generales, teniendo en cuen-
ta que tales representaciones son extensiones del caso para mv-algebras semisimples. Esta
posibilidad se dificulta para el caso de las mv-algebras no arquimediana cuya representacion
aunque involucra topologias compactas, estas no son Hausdorff, por tanto no existe una

uniformidad que de cuenta de estas topologias.
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Sobre la uniformidad para el conjunto [0, 1]*

En la seccién 2.1.1 hemos dotado al conjuntos [0, 1] de todas las funciones de un conjunto
no vacio A en el intervalo real [0, 1] de la uniformidad puntual cuya topologia subyacente
coincide con la topologia puntual sobre [0,1]%. Esto por supuesto se hizo dada caracte-
rizacién de las mv-algebra semisimple segin el corolario 2.1.5. Pero esta no es la anica
uniformidad que se puede definir sobre este espacio. Por ejemplo, en el libro de Kelley [6],
capitulo 7, se exponen algunas uniformidades sobre el espacio de funciones y su relacién con
la topologia subyacente. Alguna de esa uniformidades requieren que tanto el dominio como

el codominio de la familia de funciones tenga estructura uniforme.

Es asi que podemos pensar en investigar tales uniformidades sobre el espacio H(A) y los
efectos que esto causa sobre la representacion dual que hemos obtenido. Consecuente con

esto, se debe plantear la necesidad de definir estructuras uniformes sobre las mv-algebras.

Otra cosa de notar en el método usado para construir esta dualidad es que hace uso del
objeto [0, 1], el cual vive en ambas categorias. Asi se pueden estudiar algunas variantes
buscando objetos con esta propiedades, nuevamente esto hace necesario el estudio de uni-
formidades sobre mv-algebras. Por ejemplo en la representacién de Stone que mostramos
en el ejemplo 1.1.15 tenemos que O(X) = Morgp (X,2) como reticulos distributivos y
acotados, y S(L) = Morpar (L, 2) como espacios topolégicos, donde 2 = {0,1} es tanto

un espacio topolégico como un reticulo.

En resumen hay una gran variedad de posibilidades que podemos estudiar en busca de nuevas

dualidades o de mejorar las que tenemos.

Uniformidad sobre mv-algebras

Es sabido que a partir de una métrica se puede definir una uniformidad. Aunque las mv-
algebra no son espacios métricos, estas cuentan con una funcién distancia (la cual no es
una métrica) que nos permite definir una uniformidad de forma analoga al caso métrico. La
métrica resultante esta ligada al nimero de ideales que tiene la mv-algebra. Y aunque es un
pequefio resultado abre las puertas en la investigacion de uniformidades sobre mv-algebra.

Para consulta de definiciones y demostraciones ver Cignoli, Dubuc, Mundici [9].
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Si A es una mv-algebra, la funcién distancia d : A2 — A es definida por
d(z,y) = (zoy)® (YOS )

Claramente esta funcién no es una métrica, su codominio no coincide son los nameros reales.
Aunque si consideramos la mv-algebra [0, 1], es decir, el intervalo real unitario junto con
las operaciones = @y = min{x +y,1} y =x = 1 — x. Tenemos que la funcién distancia

coincide con la métrica usual en [0, 1].

Algunas propiedades de la funcién distancia d, son:

1. d(z,y) = 0siysolosiz =y,

d(y, ),

2. d(x,y)
3. (JJ, Z) d( )@d(yv )!
)

4. d(z,y d(—x, —y)

5. d(z®s,y®dt) 2d(x,y)®d(s,t).
Ahora si consideramos una mv-algebra A y definimos para cada ideal I de A el conjunto,
Ur = {(z,y) € A%|d(z,y) € I}. La familia {U; C A?|I € Z(A) — 0} resulta ser un sis-
tema fundamental de entornos sobre A. Lo cual se deduce de la propiedades de la funcion

distancia d.

Del item 1) tenemos que d(z, z) = 0 para todo = € A y como todo ideal contiene a 0, luego
se tiene que A C Uy para todo I € Z(A). Del item 2) es inmediata la simetria de los Uy,
es decir que Uy = U; ! para todo I € Z(A). Finalmente, si I es un ideal y (a,b) € U; o Uj,
existe ¢ € A tal que (a,c) y (¢, b) estan en Uy, es decir, d(a,c) € Iy d(c,b) € I. Del
item 3) tenemos que d(a,b) = d(a,c) ® d(c,b). Por ser I un ideal, d(a,c) ® d(c,b) € I'y
d(a,b) € I. Asi tenemos que (a, b) € Uy, luego Uy o Uy C Uy.

Es de notar que si una mv-algebra A es simple, es decir, sus Gnicos ideales son {0} y A4, la

uniformidad definida arriba coincide con la uniformidad indiscreta.
Por el momento esta por investigar las propiedades de esta uniformidad, la relacién que tiene

esta uniformidad con el numero de ideales de la mv-algebra; Que otro tipo de uniformidad

se pueden definir sobre una mv-algebra, ademas de las triviales.
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