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Resumen

El presente trabajo de grado realiza un andlisis historico epistemoldgico de algunos procesos
que dieron lugar a la formalizacién de la nocién de clase de equivalencia al interior de las
matemadticas. Para ello se toma como punto de partida los diferentes usos implicitos que se
han registrado a través de la historia; desde la antigiiedad griega con Euclides hasta el siglo
XIX. Se describe el proceso historico en el cual la clase de equivalencia se consolida como una
nocidén matematica; al mismo tiempo se describen los aportes de diversos investigadores que
contribuyeron en la formalizacién de las nociones de clase y relacién de equivalencia. Al final
del documento se hace un comentario sobre la importancia de este tipo de indagaciones en los
procesos de ensefianza y aprendizaje de las nociones del curso de teoria de conjuntos que se
imparte en la licenciatura de matemaéticas y fisica.

Palabras Clave: Relacion de equivalencia, Clase de equivalencia, Extensién Numérica.



Introduccion

En la matemdtica se pueden encontrar diversos términos, conceptos y teoremas que permiten
la consolidacién de una teoria. En muchas ocasiones se pone en discusion la importancia de
estos términos en las diversas ramas que componen la matematica, pero en otras ocasiones se
pasa casi que inadvertido el origen de algunos conceptos que se vuelven transcendentales en la
matematica. Un ejemplo de ello se puede encontrar en la nocion de clase de equivalencia. La
cual se deriva de la relacion de equivalencia, la clase de equivalencia es fundamental al interior
de las matematicas ya que es el vehiculo que le permite a la matematica formalizar muchas de

sus teorias que carecen de un aparato formal.

El auge que vivié las matematicas durante los siglos XIX y XX da lugar a la incorporacién
de la relacion de equivalencia ya que permite consolidar muchos resultados que se hallan de
manera intuitiva en la matematica. La nocién de relaciéon de equivalencia se puede rastrear
desde la antigiiedad griega; especificamente, Euclides hace uso implicito ella; posteriormente
se pueden identificar las huellas de esta nocion en los desarrollos de algunos matemaéticos; en

particular aparece de esta manera en los trabajos de Cantor.

En este trabajo de tesis se pretende evidenciar la importancia de la clase de equivalencia en
la matemética y al mismo tiempo describir el proceso de formalizacién e incorporacion en la

escolaridad a través de textos matemadticos. Para ello este trabajo se dividira en 4 capitulos.

En el capitulo 1, se presenta la relacion y clase de equivalencia desde la perspectiva moderna
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de las matematicas, es decir, se brindan las definiciones bésicas que dan lugar a la relacién y
clase de equivalencia. De manera similar se presentan los sistemas numéricos de los ndmeros
naturales, enteros, racionales y reales; los nimeros naturales se presentan desde la perspectiva
conjuntista. Tomando como punto de partida los nimeros naturales, se incorporan los nimeros
enteros, racionales y reales desde la nocion de clase de equivalencia. Para finalizar se brindan
algunas aplicaciones de la clase de equivalencia en la matematica como; por ejemplo: la clase
de equivalencia y los conjuntos no medibles y la clase de equivalencia en el 4dlgebra.

En el capitulo 2; se presentan los antecedentes histéricos que dan origen a la nocién de clase
de equivalencia; para ello se toman los aportes realizados por diversos autores como: Euclides,
Russell, Gauss, Dedekind y Cantor. Sus aportes son muy valiosos para la consolidacién de la
clase de equivalencia en las matematicas, y muestra que la nocion de clase de equivalencia ha
estado presente en la matematica desde los tiempos de la antigua Grecia con Euclides y durante
el constante avance de la matematica del siglo XX.

En el capitulo 3, se detalla la consolidacion de la relacion y clase de equivalencia en el siglo
XX, analizando los diferentes procesos que llevaron a que la relacion y clase de equivalencia
se reconocieran como nociones matematicas.

Finalmente, el capitulo 4 esta destinado a las conclusiones. Este capitulo trata de sintetizar
el aporte que brinda la clase de equivalencia en el proceso de la enseianza y aprendizaje de los

cursos de teoria de conjuntos en la licenciatura de matematicas y fisica.



Capitulo 1

Marco teorico de la nocion de relacion de

equivalencia

1.1 Relacion y clase de equivalencia desde la perspectiva de

la matematica moderna

Muchos de los desarrollos modernos de las matemadticas se basan en la relacién y clase de
equivalencia. En general, los libros modernos de teoria de conjuntos le dedican uno o varios
capitulos a la nocién de relacion, la cual se ha fundamentado a partir de definir el concepto de
par ordenado como un conjunto. Tomemos como referencia el libro de Thomas Jech y Karel
Hrbacek para introducir las nociones basicas con el proposito de tener un panorama tedérico

claro en este trabajo de grado.
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1.2 Definiciones basicas

Sean a,b conjuntos, se define el par ordenado o pareja ordenada, (a,b) como el conjunto
(a,b) = {{a},{a,b}}. Una relacién se define en un conjunto cuyos elementos son parejas
ordenadas. Si se consideran A y B conjuntos distintos de vacio, una relacion R, definida de A
a B, es un subconjunto del producto cartesiano de ambos conjuntos, & C A x B. Dado el caso
(x,y) € R, entonces se dice que x se relaciona con y mediante R y se representard como x Ry.

Si A = B, se dice que R esta definida en A.

1.2.1 Relacion de equivalencia

La relacidn de equivalencia se define mediante 3 propiedades. Sea R una relacién definida en

A, entonces:
1. R se dice reflexiva, si todo elemento de A se relaciona consigo mismo: (Vz € A) (zRx).

2. R es simétrica, si cada vez que un elemento estd relacionado con otro, se tiene que el

segundo lo estd con el primero: (Vz,y € A) (zRy = yRzx).

3. R se dice transitiva, si cada elemento que se encuentra relacionado con un segundo
elemento y €ste a su vez se encuentra relacionado con un tercero: entonces el primer

elemento se encuentra relacionado con el tercero: (Vz,y € A), (tRy A yRz = zRz).

1.2.2 Clase de equivalencia

Sea R una relacion de equivalencia definida en un conjunto A, sea a un elemento cualquiera de
A; se define una clase de equivalencia de a, al conjunto constituido por todos los elementos

de A que se encuentren relacionados mediante R con a.

lalr ={z € A:zRa}
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Lema 1.1 Sea R una relacion de equivalencia sobre un conjunto A. Entonces se dan la sigu-

ientes condiciones:

1. aRb, siy solo si lalr = [b]g.

2. a b, siysolo si|a]g N [b]r = 0.

Demostracion:

1. Supongamos que aRb. Sea x € [a]g, entonces z Ra. Por transitividad de R, zRa y aRb,
implica xRb, es decir, x € [b|g. De manera similar, si z € [b|g se sigue que = € [a]r.

Por lo tanto, [a|g = [b]r.

Reciprocamente, si [a]g = [b]g, como a € [a]r = [b]g, entonces a Rb.

2. Supongamos que no se cumple aRby que [a] N [b] # 0, existe z € [a]g N [b] g, luego zRa
y xRb, pero usando la simetria de R tenemos aRx y xRb, asi por la transitividad de R,

aRRb, 1o cual es absurdo.

Reciprocamente si [a]g N [b]g = 0y aRb, entonces a € [b]r y como también se tiene

a € [a]g, implica que [a]g N [b]r # 0.

Definicion 1.1 Una familia G de subconjuntos no vacios se llama una particion de A si:

1. Paratodos g,d € Gcong #d, gNnd=1{.

2. UG = A.

Definicion 1.2 Sea R una relacion de equivalencia en A. El sistema de clases de equivalencia

modulo R se denota por

A/R ={[a|g : a € A}.

Teorema 1.1 Sea R una relacion de equivalencia en A; entonces A/ R es una particion en A.
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Demostracion: Mostremos que A/ R es una particién. Como A/R = {[a]r : a € A}, es claro

que A/ R es un sistema de conjuntos no vacios.

1. Si [a]r # [b]r entonces del Lema 1.1(1) no se cumple que aRRb, luego del Lema 1.1(2)

se tiene [a]g N [b]g = 0.

2. Para finalizar demostremos que | JA/R = A. Seax € A, como = € [x]p € A/R,
entonces * € |JA/R. Por otro lado si x € |JA/R, se tiene equivalentemente que

x € |a]g para [a|g € A/R, de aqui que x € A. Por lo tanto | JA/R = A.

Definicion 1.3 Sea P una particion. La relacion Rp en A esta definida por

Rp ={(a,b) € Ax A:a,be C paraalgiin C € P}.

Teorema 1.2 Sea P una particion en A; entonces Rp es una relacion de equivalencia en A.

Demostracion:

1. Rp es reflexiva. Sea a € A, dado que A = |JP, a € C para algin C € P, de la

definicién de Rp, se sigue que (a,b) € Rp, es decir, aRpb.

2. Rp es simétrica. Supongamos que aRpb, entonces a,b € C para algin C' € P, lo que es

lo mismo que b, a € C para algin C' € P, es decir, bRpa.

3. Rp es transitiva. Supongamos que aRpby bRpc, entonces a,b € C' paraalgin D € Py
b,c € D paraalgin D € P, entonces C' N D # (), luego C' = D, de manera que a,c € C

para C' € P, luego de la definicién de Rp, aRpc.



13

1.3 Algunos procesos que emplean relacion de equivalencia

1.3.1 La version conjuntista de los niimeros naturales

Los nimeros naturales se constituyen como el sistema numérico de referencia de las matematicas,
es decir, son la estructura fundamental de las matematicas. A través del tiempo los ndmeros
naturales se han venido consolidando formalmente, en principio se presentan intuitivamente
generados a partir de la unidad, sin embargo, el desarrollo de la matemaética que se da en el
siglo XIX exige formalizar los nimeros naturales. La formalizacién se desarrolla desde dos
puntos de vista, uno axiomético y otro conjuntista. Desde el punto de vista axiomético se tiene
como referente a Giuseppe Peano. También se pude introducir conjuntistamente a través de la
axiomatica de Zermelo-Fraenkel.

Los nimeros naturales vistos desde la perspectiva de Peano, se introducen a partir de 5
axiomas, los cuales toman como base al cero “0” y la nocién de nimero sucesor.

N1: 0 es un nimero natural.

N2: El sucesor de todo nimero natural también es un nlimero natural.

N3: Si S es una coleccién de nimeros naturales que cumple.

a) O estaen S.

b) Cada vez que un natural estd en S, también el sucesor de €l estd en S. Entonces S es

el conjunto de los nimeros naturales.

N4: 0 nunca es el sucesor de un natural.

NS: Si los sucesores de dos nimeros naturales son iguales, entonces los nimeros son
iguales.

En general se acepta que la mejor manera de introducir los nimeros naturales es a través de

la teoria de conjuntos. Esto se debe a la aceptacion de la teoria de conjuntos como la base de
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las matematicas, en el sentido que todo objeto o concepto matemaético se puede definir a través
de la teoria de conjuntos. Para introducir la nocién de niimero natural partimos de los axiomas

de la teoria de conjuntos de Zermelo Fraenkel.

1. Axioma de Existencia. Existe un conjunto que carece de elementos, el cual se simboliza

como ().

2. Axioma de Extensionalidad. si cada elemento de X es un elemento de Y y cada ele-

mento de Y es un elemento de X, entonces X = Y.

Se puede demostrar que vacio es Unico y se simboliza como ().

3. Axioma de Pares. Para cualquier a y b existe un conjunto {a, b}, dicho conjunto contiene

exactamente los elementos a y b.

4. Axioma de separacion. Si P es una propiedad (con el parametro p), entonces para
cualquier X y p existe un conjunto Y = {u € X : P(u,p)} que contiene todos aquellos

u € X que tienen la propiedad P.

5. Axioma de Unién. Para cualquier X existe un conjunto Y = ( J X, la unién de todos los

elementos de X.

6. Axioma del conjunto potencia. Para cualquier X existe un conjunto Y = P(X), el

conjunto de todos los subconjuntos de X.

Antes de introducir el Axioma del infinito veamos la definicién de sucesor:

S(x) =z U{zr}

7. Axioma del infinito. Existe un conjunto Inductivo I; el conjunto I debe cumplir:

o fel.
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e Veel,zU{z}el.
8. Axioma de remplazo Si una clase F' es una funcidn, entonces para cualquier X existe
un conjunto Y = F(X) ={ F(z) : z € X}.

El conjunto de los numeros naturales N se define de manera recursiva, el nimero natural cero

corresponde al conjunto (), el ndmero 1 es el conjunto cuyo elemento es vacio, en general se

tiene:
0=10
1={0}
2={0,{0}}

3=1{0.{0},{0.{0}}}
4=1{0,{0},{0,{0}},{0,{0}, {0, {0}}}

n+1={0,{0},{0,{0}}, {0, {0}, {0, {0} }}....n}

Si aplicamos la definicion de sucesor se tiene:

S(0)=0U {0} = {0} =1
S(1)=1U{1} = {0} U {1} = {0,1} =2
S(2)=20{2} = {0,1} U{2} = {0,1,2} = 3

S(3)=3U{3}=1{0,1,2} U{3} ={0,1,2,3} =4
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En este sentido se dice que N es un conjunto inductivo.
La relacion de orden en el conjunto de los nimeros naturales se define de la siguiente

manera:

Definicion 1.4 Sea (A, <) un conjunto ordenado con primer elemento, se dice que A es bien

ordenado si y sélo si todo subconjunto de A tiene primer elemento.

Definicion 1.5 Sean n, m niimeros naturales cualesquiera; n < m significa que n € m; y
n < m implica que n < m V n = m, por tanto el orden en los naturales se establece como

(N, <), donde paran,m € N, n < m siin € m.

Proposicion 1.1 la relacion “ € 7 de pertenencia es transitiva en los N.

Demostracion: Sean x € ny n € m; como todo elemento de un nimero natural es un

subconjunto propio de dicho natural, entonces se tiene que © € n A n. C m, entonces x € m.

Teorema 1.3 Teorema de recursion. Dado un conjunto A # ¢, una funcion g: A X N= Ay

un elemento a € A, existe una vinica funcion f : N = A tal que

1. fOZCL

2. fas1 = 9g(fn,n) paratodon € N

La suma en los nimeros naturales se define de la siguiente manera:

Por el teorema de recursion existe una funcion en la cual a cada niimero natural se le asigna

su sucesor inmediato, por tanto se considera la funcién + : N x N = N tal que:

1. +(m,0) =m,¥Ymen

2. +(m,n+1) =+(m,n) +1,Vm,n € N
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De tal manera que:
+(m,0) =m
+(m, 1) = +(m,0%) = +(m,0) + 1 =m+1 = S(m)
+(m,2) =+(m,17) =4+(m,1)+1=(m+1)+1=5m+1)
+(m,3) = +(m,2%) = +(m,2) + 1= ((m+ 1) + 1) + 1 = S(m +2)

+(m,4) = +(m,37) = +(m,3)+1=(((m+1)+1)+1)+1 = S(m+3)

El anterior procedimiento permite rescribir a 1 y 2 como:
a)m+0=m
bym+ (n+1)=(m+n)+1
El sistema numérico de los nimeros naturales tiene las siguientes propiedades:
Propiedad Modulativa: (vm € N) (m +0=m =0+ m).
Propiedad Conmutativa: (Ym)(Vn) (m +n =n +m).
Propiedad Asociativa: (Vm)(Vn)(Vk)((m +n)k =m + (n+k))

Propiedad Cancelativa: (Vm)(Vn)(Vk); (im+n=k+n) —» m = k).

El producto entre nimeros naturales de define de la siguiente manera:
Por el teorema de recursion existe una unica funcién e : N x N = N, tal que:
1. e (m,0)=0

2.e(m,n+1)=+(e (m,n),m)

o (m,3) =+(e (m,2),m) =+(2m,m) = 3m
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o (m,4) =+(e (m,3),m) =~+(3m,m) =4m

Las condiciones dadas al inicio del teorema de recursion para el producto de los nimeros
naturales, permite redefinir dichas propiedades como:
c)m.0 =0
d)m.(n+1)=mn+n
Al igual que en la suma, el producto cuenta con algunas propiedades similares
Propiedad Modulativa: (Ym) (m.1 =m = 1.m)
Propiedad Conmutativa: (Vm,n € N)(mn = nm)
Propiedad Asociativa: (Ym,n, k € N) ((mn)k = m(nk))
Propiedad Cancelativa: (Vm,n,k € N) (mk =nk ANk #0—m=n)

Propiedad distributiva del producto: (Vm,n,k € N)(k(m + n) = km + kn)

1.4 Los nameros enteros como clases de equivalencia

En los nimeros naturales la operacion resta no se encuentra definida. Por tal razén se debe
considere el caso m > n es decir, que existe un k € N tal que n + k = m. Ahora considere que
m < n si lo anterior ocurre entonces la expresion k = m — n carece de todo sentido.

Los nimeros enteros se obtienen mediante la diferencia de nimeros naturales, es decir, unas
parejas ordenadas de nimeros naturales determinan un ndmero entero. Sin embargo existe
un inconveniente, ya que la misma diferencia se puede obtener de muchas parejas distintas;
asi (5,3),(6,4), (11,9), entre otras, siempre tendran como diferencia el 2. De tal manera se
deben considerar como equivalentes a todas aquellas parejas ordenadas que produzcan la misma
diferencia.

Como deseamos construir los nimero enteros partiremos de (N, +, o, <) y realizaremos una
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extension numérica para introducir los nimeros enteros. Para ello la herramienta conceptual
que permite desarrollar la extension numérica es la relacion de equivalencia.

Sean (a,b), (¢,d) € N x N, decimos que (a,b) = (¢,d) siysélosia+d=0b+c.

El primer paso es demostrar que la relacion es una relacion de equivalencia, para ello debe

cumplir con las propiedades de la reflexividad, simetria y la transitividad.

e Por la conmutatividad de la adicidn en los naturales, se tiene que a + b = b + a, lo cual

implica que (a, b) = (a,b), para cualquier (a, b) en A, por tanto la relacién reflexiva.

e Si(a,b) = (c,d) entonces a + d = b + ¢, aplicando la propiedad de la simetria de la
igualdad y la conmutatividad de la suma de los nimeros naturales, se tiene que ¢ + b =
d + a, por lo tanto se determina que (¢, d) = (a, b), esto quiere decir que la relacién es

simétrica.

e Para finalizar se debe demostrar que la relacion es transitiva.

(a,b) = (¢, d) A (c,d) = (e, f) V(a,b), (c,d), (e, f) € A

por lo tanto, se tiene que a+d=b+cNhc+f=d+e
sumando miembro a miembro a+d+c+f=b+c+d+e

la anterior igualdad permite cancelar los elementos ¢, d. Esto implica que a + ¢ = d + e,
de acuerdo a la definicién se establece que (a, d) = (e, f), por lo tanto, se ha demostrado

que la relacion es transitiva.

Suma y producto en los niimeros enteros

Considere el conjunto A = N x N.

Definicion 1.6 (a,b) ® (¢, d) = (a+c¢,b+d)

(a,b) ® (¢,d) = (ac + bd, ad + bc)
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Para efectos de notacion se considera que (a,b) = a — b

(a,b) & (c,d) donde (a—b)+(c—d)=(a+c)—(b+d)

(a,b) ® (¢, d) donde (a —0b)(c—d) = (ac+bd) — (ad + bc)

Proposicion 1.2 Las operaciones & y ® son conmutativas en el conjunto A.

(a,b)®(c,d) = (a+c,b+d) = (c+a,d+b) = (¢,d) @ (a,b) . La propiedad conmutativas

de la suma de los niimeros naturales permite que la segunda igualdad sea valida.

(a,b) ® (¢,d) = (ac+ bd, ad + bc) = (ca+ db,da + cb) = (¢, d) ® (a, b) por el argumento

utilizado en la suma, la segunda igualdad es vdlida.

Teorema 1.4 (a,b) = (¢, d) siy sélo si a + d = b+ ¢, es compatible con 'y ©.

Demostracion: como las operaciones son conmutativas basta probrar que que se cumplen las

siguientes propiedades:

1. (a,b) ® (j,p) = (¢,d) ® (j,p) donde  (a,b),(4,p),(c,d) € A

2. (a,0) ® (4,p) = (¢,d) ® (j,p) donde  (a,b),(4,p),(c,d) € A

(a,b) = (c,d) =a+d=b+c por clase de equivalencia
(a+7)+(d+p)=(c+7)+ (b+p) sumando j + p a la ecuacién
(a+7,b+p)=(c+j)+ (d+p) por clase de equivalencia
(a,b) @ (j,p) = (c,d) @ (j,p) por definicién de @

para terminar sélo basta demostrar que (a,b) ® (7,p) = (¢,d) ® (4,p)

(a,b) = (c,d) aplicando la definicién
a+d=b+cNb+c=a+d por igualdad
aj+dj=bj+cjNbp+cp=ap+dp multiplicando por j y p

aj+dj+bp+cp=>bj+cj+ap+dp sumando miembro a miembro
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(aj + bp) + (cp + dj) = (c¢j + dp) + (ap + b)) agrupando adecuadamente
(aj + bp,ap + bj) =~ (¢j + dp, cp + dj) por clase de equivaelncia
(a,b) ® (4,p) = (¢, d) ® (4, p) por definicién de ®
Por tanto las operaciones de © y @ se pueden vincular a las clases de equivalencia, de esta

manera se obtiene.

[(a,0)] + [(G, )] = [(a,0) & (, p)]

(@, 0)].[(G, )] = [(a,6) © (4, p)]
El conjunto de los nimeros enteros estard determinado por A/ ~.

Proposicion 1.3 Dado un entero [(p, q)), existe un tinico natural n tal que 6 [(p, q)] = [(n,0)]

6 bien [(p, q)] = [(n. 0)].

Demostracion: Dado [(p, ¢)], por ley de la tricotomia del orden entre naturales, se debe
cumplir una unica de las relaciones: p =¢q,p > ¢, p < q
Si ocurre el primer caso se tendra que [(p, ¢)] = [(p,p)] = [(0,0)] y n = 0.

Para el segundo caso, existe un tnico n tal que p = n + g, tal que [(p,q)] = [(n + ¢, ¢)] =
[(n,0)), yauge (n + g,q) ~ (n,0).

En el caso p < ¢, existe n € N, tnico talque p+n = qy [(p,q)] = [(p,p + n)] = [(0,n)].

Si consideramos N* el conjunto de los nimeros enteros de la forma N* = [(n,0)]/n € N],
se puede observar que estos niemros enetros son cerrados para la adicién y la multiplicacion.

Definamos una funcién h : N — 7Z mediante j(n) = [(n,0)]. La anterior funcién es una
inyeccion entre Ny Z, la cual permite una biyeccion entre N y N*, por tanto j es un isomorfismo
de N en N*. Por tanto N es un subconjunto de Z

La notacion candnica de Z

Z={.-3-2-10123,.}
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1.5 Los nimeros racionales como clases de equivalencia

El sistema numérico de los racionales se construye apartir de los nimeros enteros, el método
utilizado para su obtencion es mediante el proceso de la extension numérica. Dado (Z, +, e, <),
se busca darle sentido a la operacion division ya que dicha operacién en Z no se encuentra
definida. Lo cual permite considerar los elementos m,n € Z tal que - siy sdlo si Ik, tal
que n = mk, esto quiere decir que - = k lo cual implica que -, por lo tanto se concluye que
k = > es decir, dada la pareja de enteros (8, 4) se encuentra relacionada con (16, 8) y (10, 5) en
general todas las parejas (m, n) tales que m = 2n, de esta manera se buscan todas las parejas
ordenadas que se relacionene entre si y al mismo tiempo se tien que ([8, 4]) = 2.

Dado el caso de la pareja de enteros (1,4) no tendria sentido, ya que }1, carece de todo
sentido en los numeros enteros. El sistema numérico de los racionales tiene como objetivo
brindarle sentido a la expresién 7, n # 0, Vm,n € Z n # 0.

El proceso de la extension numérica se inicia con la relacién de equivalencia, sean (a, b) y
(¢,d) € Z x Z talque (a,b) = (¢,d) < ad = be.

El primer paso es demostrar que la relacion es una relacion de equivalencia, por tanto se

tiene que:
e (a,b) = (a,b) cumple con la propiedad reflexividad, ya que ab = ab.

e Si (a,b) = (c,d) entonces ad = be. Esto decir que cb = da, lo anterior es valido por la
conmutatividad en Z, por tanto cb = da, lo anterior implica que (¢, d) =~ (a,b). Se ha

demostrado que la relacion es simétrica.

e Para finalizar se debe demostrar que la relacion es transitiva, por lo tanto
(a,b) = (¢, d) A (c,d) = (e, f) V(a,b),(c,d), (e, f) € A

Entonces, se tiene que ad =bc A\ cf = de
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multiplicando miembro a miembro adcf = bede

Dado el caso en el cual ¢ # 0, entonces cd = dc # 0, el anterior resultado se puede
cancelar. Por tanto se obtiene af = be, lo cual implica que (a, b) R(e, f). Considere que
¢ = 0, esto implica que ad = 0 A de = 0, donde d # 0, de tal maneraque a = 0 A e = 0,
es decir, que af = 0 = be, entonces (a, b) R(e, f). De esta manera se ha comprobado la

propiedad transitiva.

La clase de equivalencia est4d dada por:
[(a,0)]r = {(z,y) € Z X Z: (x,y)R(a,b)}
[(a,0)]r ={(z,y) EZ X Z : xb = ya}

El conjunto cociente se encuentra determinado por:

Af~={(a,b]) / (a,b) €ZxZ:% =2}

= {{n(a,b) n € Z},(a,b) € Z X Z y m.c.d(a,b) =1}
Suma y producto en los niimeros racionales La suma y el producto se determina para un

conjunto A = 7Z x Z de la siguiente manera:

Proposicion 1.4 la relacion de equivalencia es compatible ® y con W, es decir:
(a,b) W (c,d) = (ad + be, bd)

(a,b) ® (¢, d) = (ac, bd)

Demostracion: para W se debe considerar que ésta es conmutativa, por tanto basta de-
mostrar que si (a,b) ~ (¢,d) y (p, q), donde (p, q) € Z, entonces se tiene que (a,b) W (p, q) ~
(c,d)W(p, q), lo cual equivale a (aq+bp, bg) ~ (cq+dp, dq), esto quiere decir que (ag+bp)dg =
bq(cq + dp), por tanto adq? + bpdq = beq? + bqdp.

Dado que (a,b) ~ (c,d), ad = be, si se procede a multiplicar la igualdad por ¢* y se suma

bpdq se llegard a la igualdad.
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De manera andloga se tiene que dado (a,b) ~ (c,d), ad = b, si se procede a multiplicar
ambos lados de la igualdad por pg, se tiene que apdq = bgcp es decir, (ap, bq) ~ (cp,dq), lo

anterior permite concluir que:

(a,0) ® (p,q) ~ (c,d) @ (p,q)

Lo anterior permite que tanto las operaciones W y ® se puedan definir como:

§+5=1Mab)y(cd) =%
i-i=lab)e(cd] =i
Orden en los nimeros racionales Sea x,y nimeros racionales tales que z = [(a,b)] y

y=|[(c,d)],sediceque x < ysiysdlosiz —y € Q.

De igual manera como sucede en los nimeros enteros, los cuales se construyen con los
nimeros naturales es decir, (Q es una extencion de Z en otras palabras (Q es isomorfo a Z, para
ello considere Z, el conjunto d eracionales de la forma 5'; Z* = {5:|m € Z}. Este subconjunto
es cerrado para la adicién y la multiplicacién en QQ .

Definamos una funcién k : Z — Z como k(m) = 7, la cual es inyectiva y establece una
biyeccion entre Z y Z*, como h es isomorfo no exite diferencia alguan entre Z y Z*, exepto en
al forma de notar sus elementos, es decir 7 = m y se considera a Z como un sunconjunto de

(@. Por tanto, se tiene que:

NcCZcQ.

1.6 Los nimeros reales como clases de equivalencia

Durante el siglo XIX se realiza la construccion rigurosa de los nimeros reales. Esto se debe a
los trabajos realizados por George Cantor y Richard Dedekind, quienes desde diferentes puntos

de vista llegaron al mismo objetivo, el cual era fundamentar los niimeros reales. George Cantor
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empleo encajamientos sucesivos, cardinales finitos e infinitos, mientras que Richard Dedekind
utiliz6 vecindades, entornos y cortaduras de Dedekind. Cantor y Dedekind entienden que para

fundamentar los nimeros reales el camino es a través de los nimeros racionales.

1.6.1 Cortaduras

El matemaético Richard Dedekind naci6é en Brunswick Alemania, en el afio 1831 y falleci6 en
1916. Dedekind es un icono en la matematica ya que sus desarrollos permitieron el surgimiento
de la matematica conjuntista y estructural del siglo XX. En 1882 public6 su mds celebre trabajo
;Qué son y para qué sirven, los niimeros?, esta obra es un fundamental en la matemaética, su
trabajo relacionado a la estructuracion de la matematica se puede ver con mas detalle en Los
nuimeros reales como objeto matemdtico una perspectiva historico-epistemologica publicado
en 2011.

Dedekind define una cortadura sobre el conjunto de los racionales mediante un par (A, B)

de conjuntos, los cuales deben cumplir dos condiciones:

e ANB=0yAUB=Q,donde ACQyBcCQ.

e Dadoa € Ayb € B, entonces a < b.

Dado un niimero racional cualquiera r se puede generar una cortadura (A, B1) en Q :

Ai=a€eQ:a<r

Bi=a€Q:a>r

De manera similar como ha sucedido con los sistemas numéricos de los racionales y de
los enteros, se van a aproducir nimeros que no se pueden definir al interior de los anteriores
sistemas numericos. En el caso de las cortaduras se pueden encontrar cortaduras que no son

producidas por racionales:



26
A={a€eQ:a*<26a <0}

B={a€Q:a>0ya®>2}

La anterior cortadura evidencia que no existe un nimero racional que elevado al cuadrado
dé como resultado 2, es decir que esta cortadura es generada por un nimero diferente a los
racionales. El conjunto de todas las cortaduras de (Q se llama el conjunto de los niimeros reales
R. Dado que todo nimero racional puede producir una cortadura en QQ, entonces se puede
considerar el sistema de los nimeros reales como una extension del sistema numérico de los

racionales.

1.6.2 Sucesion fundamental

George Ferdinand Cantor fue un matemético alemén de origen ruso, que nacié en San Peters-
burgo en el afio de 1845 y murié en 1918 en la ciudad de Halle, en Alemania. Realizé sus
estudios en la Universidad de Zurich. En 1874 Cantor public6 su primer trabajo relacionado
con la teoria de conjuntos, bajo la influencia de las ideas de Bernhard Bolzano. En 1851 Bernard
Bolzano publica Paradojas de lo infinito; un libro que inspira a Cantor para teorizar sobre el
infinito.

Durante los afios de 1874 y 1897, Cantor demostr6 que el conjunto de los nimeros enteros
tenia el mismo nimero de elementos que el conjunto de los nimeros pares, y que el nimero
de puntos en un segmento es igual al nimero de puntos de una linea infinita, de un plano y
de cualquier espacio. Cantor demostré que el infinito de los nlimeros reales era mayor que el
infinito de los nimero naturales; es decir, demostré que habian diversos niveles de infinitos.

Para Cantor era necesario desarrollar, una teoria de nimeros que le permitiera involucrar a
los irracionales; dicha teoria debe evitar la definicidn a priori de los nimeros irracionales, los

cuales si son vistos como limites de sucesiones convergentes tendrian problema, debido a que
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no se ha proporcionado el conjunto al cual pertenece el limite.

Como se menciona en Recalde (2016), Cantor llega a los nimeros reales por medio de los
numeros racionales al igual que lo hizo Dedekind, pero Cantor lo hace mediante sucesiones

fundamentales, para tal fin Cantor define uan sucesion fundamental de la siguiente manera:

La sucesion de ndmeros racionales ay, as, as, aq, . . . a, . . ., se considera que es una sucesion
fundamental si para cualquier ¢ € QT, existe un entero N tal que |a,4,, — a,| < € para todo
m y para todon > N. A la sucesién {a,}, le asigna un simbolo asociado b. A continuacién

Cantor define la igualdad entre sucesiones fundamentales.

Igualdad entre sucesiones: Sean dos sucesiones fundamentales {a,} y {b,} que tienen
asociados simbolos b; y b, respectivamente. Se dice que by = by, si Ve € QT, existe un niimero

natural N tal que |a,, — b,| < €, paratodon > N.

La igualdad entre sucesiones fundamentales de nimeros racionales juega un papel muy
importante en la matematica, ya que Cantor hace uso implicito por primera vez de la clase de
equivalencia, para generar una particion al interior de las sucesiones fundamentales de nimeros
racionales. De esta forma, una sucesién {a,, } se relaciona con otra sucesién {b,}, si cumple la
definicién de igualdad. Entonces b también se le asocia a la sucesién {b,}. De lo anterior se
sigue que son equivalentes a {a, }. Es decir {a, } es equivalente a {b,,} si existe un e € Q7 tal
que existe un N € Z*, tal que |a,, — b,| < €, Vn > N. Por tanto se tiene que {a,} ~ {b,},

donde b = [a,,] = {b,/an ~ by}

Cantor evidencia la formacion de un nuevo sistema numérico, constituido por todos los
elementos b. Para brindarle la categoria de sistema numérico al conjunto B formado por todos

los elementos b, se debe establecer un orden y operaciones aritméticas.

Orden: Considere una relacién de equivalencia, en la cual el simbolo b, corresponde a la

sucesion fundamental de ndmeros racionales {a,, } y b le corresponde a la sucesién {b,,}. Se
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dice que b; < by si existe un € € QT y un nimero natural N tal que b, — a,, > ¢, para todo
n > N.
Aritmética: Sean a, b, c nimeros, los cuales se encuentran en el dominio de B y sean las

sucesiones infinitas {a, },{b,} y {c.}, las cuales tienen asociados los simbolos a, b, c.
l. a+b=c,siysodlosi lim (a, + b, —c,) =0.
T—00

2. a.b=c¢,siysélosi lim (a,.b, —¢,) =0.
T—00

3. $ =c,siysdlosi hm(bn + —¢,) = 0.

Al igual como sucede en los sistemas numéricos de N, Z, Q, se puede establecer una funcién
biyectica con el nuevo sistema numérico denominado como los nimeros reales, el cual se

denota como R. Se tienen las siguientes contenencias:

NCZcCcQcCR

1.7 Clases de equivalencia y conjuntos no medibles

En el ano de 1905, Giuseppe Vitali, presenta su obra Sul problema della misura dei gruppi di
punti di una retta; en dicha obra establece un conjunto que no es Lebesgue-medible. Para ello
define el conjunto de Vitali, el conjunto de Vitali emplea la nocién de clase de equivalencia de
la siguiente manera: considera una funcién f tal que f : [0, 1] — R. Debemos tener encuenta

que los conjuntos lebesgue medibles cumplen las siguientes propiedades:
m[(a,b)] = b — a.

2. Si {E, }nen Es una familia numerable de conjuntos medibles disjuntos dos a dos, la

medida de la union es la serie de las medidas

GE :im
= n=1
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3. m(E+x)=m(E).

Se define una relacion en el intervalo [0, 1] de la siguiente manera: = ~ y si y sélo si

(x —y) € Q. En primer lugar se debe demostrar que es una relacion de equivalencia:

1. Siz ~ x de acuerdo a la definicion se tendra x — x = 0, entonces es reflexiva.
2. Sixz ~ y,entonces y — x = —(x — y) es racional, por tanto y ~ x, es decir es simétrica.

3. Para finalizar se demuestra la propiedad transitiva. Suponga que r ~ yy y ~ z, de
acuerdo a la definicion se tien que x —y = §y y — z = 3, sumando componente a
componente en la ecuacion se tiene que = ~ z, ya que al sumar racionales se tiene que

estos continuan siendo racionales. Esto quiere decir que la relacion es de equivalencia.

Se define Ay como un subconjunto de [0, 1], el cual se compone de un tnico elemento
de cada clase de equivalencia, lo cual se garantiza por el axioma de eleccion. Sea la sucesion
{7 }nen de todos los nimeros racionales que se encuentran en el intervalo [—1, 1], donde (r,, #

rm Sin # m). Para cada n € N se define el conjunto A,, de la siguiente manera:
A, ={rn+x,2 € Ag} =1, + Ao.

Lo anterior nos indica que el conjunto A se traslada sumando el niimero r,,. Si se supone

que Ag es medible, entonces:

1. Cada conjunto A,, es medible, debido a que es la traslacion de un conjunto medible.
2. Paracadan € Nm(A4,) = m(Ao).

3. Los conjuntos A,, son disjuntos dos a dos. Para demostrarlo utilizamos el método de
contradiccion. Supongamos que existe x € A/ () An, entonces existe un zy € Agy

xy € Agtalquex =ry +axy =7y —xp,donde xy —xp =1 +7n € Q 1o cual
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significa que x ~ xj7. como Ay esta constituido por un unico elemento de cada clase
de equivalencia, por tanto x = x ), lo cual permite afirmar que ry = 7/, y por lo tanto

N = M.

. A=JA,, probaremos que [0,1] C A C [-1,2].

Sea x € |0, 1], entonces existe xy € Agtalque z —xy = r € Q). Esclaroque r € [—1, 2],
entonces r = 7, para algin nimero natural m, por lo que z € A,,. Esto prueba la

primera contencion.

La segunda contencidn es cierta porque la sucesion 7, estd contenida en [—1, 1]. Asi que

si sumamos cualquier 7, con un nimero x de [0, 1], obtenemos que r,, + = € [—1, 2.

. El conjunto Ay no puede ser Lebesgue medible. Supongamos que si lo fuera, entonces

su medida es cero o positiva. La medida no es cero porque entonces A tendria medida
cero, pero contiene un conjunto de medida 1, a saber contiene a [0, 1]. La medida de A,

no puede ser positiva porque entonces la medida de A seria infinita.

Considere m(Ay) = 0 si ocurre lo anterior entonces la union de las medidas es cero, pero

esto contradice el hecho de que el intervalo [0, 1] debe estar en la unién.

Si considera m(Ag) # 0, se tendrd que la unién de las medidas sera muy grande tanto

como el infinito, por tanto la unién no puede estar contenida entre [0, 1] y [1, 2].

1.8 La nocion de clase de equivalencia en el algebra

Los inicios del algebra se remontan a las civilizaciones de los babilonios y los griegos. Los

desarrollos de los babilonios le permitieron brindar cdlculos mediante algoritmos, los griegos se

enfocaron a resolver los problemas mediante la utilizacién del método geométrico. El dlgebra

en la antiguedad se caracteriza por representar términos mediante objetos geométricos; sin
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duda alguna el mayor aporte del algebra lo brinda la cultura drabe, ya que estos por medio de
Al-Khwarizmi brindan soluciones a los problemas que se relacionan con ecuaciones lineales y
cuadraticas.

En la edad media se supera todo lo alcanzado por los babilonios, griegos, chinos, hinddes.
Se brinda soluciones a ecuaciones de orden superior a dos, estos desarrollos se dan alrededor
del siglo X VI, pero es tan solo en el siglo XIX donde el dlgebra alcanza su punto cumbre al
brindar un algebra abstracta. Durante el siglo XIX se dispone de diversos modelos numéricos
y de diversas estructuras que se dan al interior del dlgebra.

El desarrollo del dlgebra se da al momento de brindar soluciones a nuevos problemas los
cuales surgen a través de la historia, esto le permite desarrollar nuevos conceptos al interior de
la misma, como, por ejemplo: anillo, cuerpo, grupo, espacios vectoriales, entre otros; la clase

de equivalencia se puede encontrar en el dlgebra a través de la teoria de congruencias.

Definicion 1.7 Sea n > 0 un entero fijo. Se define a = b (mod n) sin | (a — b).

Definicion 1.8 Sea K, T € 7 se dice que k divide a T. Esto se simboliza como k | T si'y sélo

siT=Km

Proposicion 1.5 La relacion “congruencia médulo n” define una relacion de equivalencia en

el conjunto de los enteros.

Demostracion: se verifica que la relacién (mod n) es una relacioén de equivalencia.

1. a = a (mod n), para todo a € Z, de acuerdo a la definicion se tiene que n | (a — a) para

todod a, por tanto se tiene que 0 = nk, lo cual nos garantiza la propiedad reflexiva.

2. a = b (mod n), entonces b = a (mod n) para todo a,b € Z, si a = b (mod n), entonces
por definicién se tiene que n | (a — b), es decir a — b = nk multiplicando por (—) se tiene

b — a = n(—k) por tanto, b = a mod n, por tanto cumple con la simétrica.
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3. Dado a = b (mod n) y b = ¢ (mod n), entonces a = ¢ (mod n), si a = b (mod n) de
acuerdo a la definicion se tiene que n | (a — b) donde a — b = nk para todo k € Z, ahora
b = ¢ (mod n) de acuerdo a la definicién n | (b — ¢) donde b — ¢ = np para todo p € Z,
sumando termino a término (a — b) + (b — ¢) = kn + pn, por tanto (a — ¢) = n(k + p),
es decir (a — ¢) = n(m) donde m = k+pym € Z por tanto n | (a — ¢) lo cual es

equivalente a @ = ¢ (mod n) lo cual significa que se cumple la propiedad transitiva.



Capitulo 2

ANTECEDENTES HISTORICOS DE LA

CLASE DE EQUIVALENCIA

2.1 El surgimiento de la nocion de clase de equivalencia

La nocion de clase de equivalencia se ha utilizado de manera intuitiva e implicita durante todo
el desarrollo de la matematica, dando origen en los antiguos griegos hasta llegar a los tiempos
modernos. El reconocimiento formal que se le asigna a la nocién de clase de equivalencia
data alrededor de los afios 1900, con los trabajos desarrollados por Zermelo. EI concepto de
relacion de equivalencia da lugar a la clase de equivalencia, lo anterior se desarrolla a principios

del siglo XX.

En mateméticas el surgimiento de un concepto corresponde a un proceso de afios o incluso
de siglos de desarrollos matematicos. La nocidn de clase de equivalencia no es ajena a esta
situacion, desde la antiguedad se puede destacar los usos implicitos de la nocién de clase de
equivalencia, muchos de ellos se pueden encontrar desde su forma mas elemental e inclusive
se pueden dar situaciones en las cuales la nocion de clase de equivalencia representa la misma

33
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herramienta fundamental de trabajo, aunque esta se encuentre de manera implicita.

2.2 Euclides y el uso implicito de la clase de equivalencia

Los Elementos de Euclides a través de sus definiciones geométricas, brindan una idea de la
nocion de clase de equivalencia respecto a la forma. Dos figuras geométricas estin relacionadas
por la forma cuando cumplen una definicién determinada. Se puede clasificar tridngulos,
cuadrados, rectdngulos, entre otros elementos como una clase general de poligonos. Es muy
importante resaltar que al momento de referenciar las propiedades de los poligonos se deben
considerar que la clase de equivalencia no serd la misma para los tridngulos, cuadrados, etc.,
esto se debe a que la propiedad de la clase de equivalencia no se puede aplicar de forma general
a la clase de todos los poligonos. Es decir que las propiedades de los tridngulos no seran vélidas
para cuadrados, rectangulos etc, para ello se considera el libro 1 de los Elementos.

Proposicion 1.32: En todo triangulo, si se prolonga uno de sus lados, el angulo externo es
igual a los dos dangulos internos y opuestos, y los tres dngulos internos del tridngulo son iguales
a dos angulos rectos.

La anterior proposicioén afirma que las medidas de los dngulos internos de un tridngulo
miden 180 grados. La demostracion de la proposicion se da al considerar un tridngulo, al cual
se le prolonga uno de sus segmentos, luego se procede a ubicar dos rectas paralelas, las cuales
se cortan por una secante. Es decir que el angulo C es igual dngulo C, esto se debe a alternos
internos, el siguiente paso es tomar el dangulo A; el cual es igual al dngulo A, esto se tiene por
agulos correspondientes. Entonces se concluye que las sumas de los dngulos internos de un
triangulo miden 180 grados, tal como se puede observar en la figura 1.

Una vez Euclides demuestra la proposicion 1.32, no la vuelve a demostrar para otro tridngulo,

ya que considera que esta propiedad se cumple para todos los tridngulos, sin importan su ubi-
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Figura 1.

cacion en el espacio o su tamaiio. Esto permite evidenciar que Euclides comienza a utilizar la
nocidn de clase de equivalencia intuitivamente en sus trabajos.

Los Elementos de Euclides permiten encontrar mds utilizaciones implicitas de la clase de
equivalencia y lo mas importante es que estas se hacen cada vez méas evidentes. El libro V
de Elementos es dedicado a razones y proporciones; Euclides toma como elementos a las
magnitudes y las clasifica de acuerdo a su dimensién. De esta manera tiene a su disposicion
un universo de magnitudes y construye el conjunto S' x .S, dicho conjunto estd conformado por
todas las relaciones definidas a través de la cantidad.

Partiendo del universo de todas las magnitudes lineales (segmentos), Euclides introduce en

el libro V de los Elementos las siguientes definiciones:

Definicion V.1: Se dice que una magnitud es parte de otra mayor cuando la mide.

Definicion V.2: Y la mayor es miiltiplo de la menor cuando es medida por la menor.

Definicion V.3: Razon es una relacion cualquiera entre dos magnitudes homogéneas

respecto a su cantidad.

Definicion V.4: Se dice que dos magnitudes tienen razén cuando se puede multiplicar
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una de ellas de modo que supera la otra.

e Definicion V.5: Se dice que la razén de una primera magnitud con una segunda es la
misma que la de una tercera con una cuarta cuando, tomando cualquier mdltiplo de la
primera y de la tercera y de la segunda y cuarta, el multiplo de la primera es mayor, igual
o menor que el de la segunda, segiin que el de la tercera sea mayor, igual o menor que el

de la cuarta.

Si dadas cuatro magnitudes A, B, C, D representamos por A : B ( selee A es a B) larazén
de Ay B,y C : D) larazén entre C'Y D, entonces, a través de la definicion V5, Euclides esta
incorporando una relacién de equivalencia en el universo de las razones.

Modernamente la proposicion V.5 establece que dadas las magnitudes A, B, C, D, se dice

que A: B =C": D, sipara todo entero n y m se cumple que:

1. SinA > mB entonces nC' > mD

2. SinA = mB entonces nC' = mD

3. SinA < mB entonces nC < mD

El libro V de los Elementos, recopila el trabajo desarrollado por Eudoxo. Modernamente
el trabajo realizado por Eudoxo se puede interpretar como la definicion de cortadura. Sin duda
alguna el libro V permite evidenciar la nocion de clase de equivalencia.

Euclides es el primer escalon para poder consolidar la clase de equivalencia. Pero también
se debe distinguir que es muy dificil poder atribuirle a un solo matematico el termino clase
de equivalencia, por ello es importante indagar sobre las diferentes posturas que tienen los
matematicos referentes a la clase de equivalencia. Esto permite conocer de primera mano qué
matematico es el que més se acerca a la consolidacion de la clase de equivalencia, por ello se

consideran los desarrollos de Russell, Gauss, Cantor y Dedekind.
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2.3 El aporte de Russell en el desarollo conceptual de la nocion
de equivalencia

Bertrand Russell 1872 — 1970 fue un matematico britdnico, que realizé grandes aportes a la
matematica, entre sus obras se destaca Principia Mathematica pubicado entre los afios 1910 —
1913. Segun Asghari (2018) La definicion de numeros de Russell proporciona una imagen
completa de una concepcion de multiples grupos mds unidad, que muestra donde cesoé el uso
de la equivalencia por parte de Euclides.

En la bisqueda de la nocién de clase de equivalencia, se encuentra que Russell inicia su
trabajo definiendo el concepto de similitud. En Asghari (2018) Se dice que dos clases son
“similares” cuando hay una relacién uno a uno que correlaciona los términos de una clase,
cada uno con un término de la otra clase

Russell comprueba que la similitud tiene 3 propiedades importantes en sus relaciones y
estan son la propiedad reflexiva, simétrica y transitiva. Claramente Russell se topa con que la

similtud es una relacion de equivalencia.

2.4 Gaussy el uso implicito de la nocion de clase de equiva-
lencia

Karl Friedrich Gauss fue un matemético Aleman el cual vivié entre 1777-1855, sin duda alguna
pertenece a un grupo selecto de matematicos que promovieron el desarrollo de las matemaéticas.
Entre sus obras se destaca Disquisitiones Arithmeticae publicada en 1801. El trabajo realizado
por Gauss referente a la clase de equivalencia se puede rastrear a partir de la definicién de

congruencia.
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Si un ndmero a divide la diferencia de los nimeros by ¢, by ¢ se dice que son congruentes con
respecto a a; si no, b y ¢ no son congruentes. El nimero « se llama médulo. Si los niimeros b
y ¢ son congruentes, cada uno de ellos se llama un residuo del otro. Si no son congruentes, se

les llama no residentes. (Gauss, 1801, p,1)

La relacion de Gauss con la clase de equivalencia se puede encontrar al utilizar la propiedad
reflexiva, sucede algo peculiar con esta utilizacion pues al igual que muchos otros matematicos

Gauss utiliz6 la propiedad reflexiva pero esto lo hizo sin mencionarla.

e Como cada nimero se divide en cero, se deduce que podemos considerar cualquier
nimero como congruente con respecto a si mismo en relaciéon con cualquier médulo.

(Gauss, 1801, p,1)

e Si muchos numeros son congruentes con el mismo nimero relativo al mismo
modulo, son congruentes entre si (en relacion con el mismo mddulo). (Gauss,

1801, p.2)

Gauss brinda un nuevo concepto relacionado a los residuos.

Por lo tanto, cada ndmero tendrd un residuo en la serie 0,1,2...m — 1 y en la serie

0,—1,—2... — (m — 1). Llamaremos a estos los menos residuos. (Gauss, 1801, p,2)

La equivalencia le permite a Gauss dividir todos los enteros en grupos disjuntos de nimero
congruentes. Ahora los niimeros congruentes son aquellos que tienen el mismo minimo residuo,
caso contrario a los niimeros no congruentes, pues estos se caracterizan por tener diferentes

residuos minimos.
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2.5 Dedekind y el surgimiento de la nocion de clase de equiv-

alencia

Durante los siglos XVII y XVIII se da paso a un gran auge de nuevos conceptos matematicos
tales como la funcidn, derivada e integral, estos conceptos involucraban la concepcion de lo
infinitamente pequefio, produciendo un estado de crisis en las matematicas del siglo XIX. Es
asi que, durante la finalizacion del siglo XIX e inicios del siglo XX se brinda una solucion a
dicha crisis y se logra la fundamentacion de las matematicas, gracias a los desarrollos de los
matematicos Bolzano, R. Dedekind, G. Cantor y K. Weierstrass. Los anteriores matematicos
brindaron una aritmetizacion del andlisis matematico, en un proceso mediante el cual se define
los niimeros complejos a partir de los nimeros reales; los niimeros racionales a través de los

numeros enteros y éstos a través de los nimeros naturales.

En 1857 Dedekind desarroll Abriss einer theorie der hoheren kongruenzen in bezug auf
einen reellen primzahl-moduluso. En su trabajo considera a ciertas clases de congruencias de
manera explicita como objetos, es decir, dichos objetos son considerados como unidades.Inicia
planteando una equivalencia respecto a un médulo primo p es decir, considera los polinomios
con coeficientes enteros, lo anterior le permite desarrollar infinitas clases de funciones, las
cuales serdn congruentes entre si, claro estd todo bajo el médulo p. En un segundo momento
Dedekind brinda una segunda congruencia la cual se define en infinitas clases equivalentes
las cuales se caracterizan por ser disyuntas de la primera congruencia, lo anterior permite a

Dedekind brindar la asignacién del doble médulo.



40

Curiosamente, Dedekind se movid libremente de la congruencia a las clases de elementos
congruentes sin ninguna explicacién adicional sobre la propiedad (o propiedades) de la con-
gruencia que hace posible la “creacién” de las clases. De hecho, jugd con la idea durante
mucho tiempo: en 1857, no mencionaba ninguna propiedad en absoluto; en 1863, en las con-
ferencias de Dirichlet sobre teoria de niimeros, abordé la ruptura de la coincidencia en la
notacién introducida por Gauss, a = b (mod k) (Asghari, 2018, p, 15)

Dado dos ntimeros a y b, los cuales tienen el mismo peso sobre la relaciéon de con-
gruencia, se puede intercambiar los numeros a la izquierda y a la derecha del signo =
(Dirichlet, 1991, p, 22).

La propiedad reflexiva y transitiva son vistos como teoremas, los cuales se desprenden
del concepto de congruencia. Sin duda alguna la publicacién tiende a la nocion de la
unidad de cada clase y también resalta que “todos los nimeros que pertenecen a una
misma clase, se comportan como un sélo nimero relativo al médulo k. (Asghari,

2018, p, 15)

En 1888 Dedekind brinda la concepcién de similitud, la cual afirma que “Cada sistema es
similar a si mismo”, posteriormente hace uso de la propiedad euclidiana de similitud, la cual le
va a permitir brindar una clasificaciéon conjuntista. Dedekind propone clasificar los conjuntos
mediante una clase, la cual estard compuesta por conjuntos que son similares entre si, ahora
dados @, R, S, . .. si estos conjuntos son similares a un conjunto particular 1z, implica que todos
se encuentran en la misma clase y se le puede atribuir a R como el representante de la clase.
Dedekind hace referencia a la transitividad como una propiedad, la cual “conduce a la nocién
de una clase de nimeros relativa a un médulo a” (Dedekind, 1877, p, 64-65).

Otro indicio sobre de la clase de equivalencia se brinda con la propiedad euclidiana aplicada

a la particion de los ideales de un campo en clases es decir, la propiedad euclidiana afirma:
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Dado los ideales a, b, ¢, donde a y b son equivalentes a un tercer ideal ¢, entonces se tiene que a
y b son equivalentes entre si. lo importante de esta afirmacion es que se hace uso de la palabra
equivalencia. En 1890 Dedekind proporciona las 3 propiedades que definen una relacién de

equivalencia.

Considere todos los pares de niimeros naturales a1, as (que deben distinguirse claramente
del par de nimeros a3, . Para ser breve, denotemos un par de los nimeros a;, aig por una
sola letra . Sea « el par de ndmeros oy, as y B el par de nimeros de (51, 52. Deje que la
congruencia o = 3 signifique que a3 + B2 = 1 + a2. Entonces es obvio la congruencia de
dos pares de nimeros «, § es simétrica, reciproca [un simétrico, mutuo], es decir, si « = 3
sigue a § = «; ademds, siempre tenemos o = «; finalmente, de « = Sy 8 = v siempre

sigue a o = . Dedekind (1890)

2.6 Lanocion de clase de equivalencia en las primeras inves-
tigaciones de Cantor

La nocién del infinito ha cautivado al hombre desde tiempos remotos, por ejemplo, Aristételes
expresa que la nocién de infinito representa el “principio de todas las cosas”. Posteriormente
Aristételes sustenta la idea de que el infinito actual no tiene cabida en las matematicas, lo cual
frena muchos procedimientos matematicos hasta el siglo XIX, principalmente atraves del libro
Las paradojas del infinito de Bernard Bolzano de 1991; este documento es de suma importancia
para George Cantor, ya que logra demostrar la existencia de diversos tamaifios del infinito.
George Cantor y Richard Dedekind desarrollan inumerables avances sobre la teoria del
infinito, lo cual le permite llevar la nocién del infinito a lugares inimaginables al interior de
la matematica. Cantor desarrolla su teoria del infinito durante los afios de 1895-1897 , con

su libro contribuciones a la fundamnetacion de la teoria de los conjuntos trasnfinitos, el cual
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consta de dos partes. La primera en el afio de 1895 en la cual presenta los nimeros cardinales
y sus propiedades, su segundo articulo es presentado en 1897, el cual inicia con el titulo de los
conjuntos bien ordenados. En su primer articulo, Cantor establece las definiciones pertinentes

para dar soporte a su teoria de nimeros tranfinitos, en la cual define conjunto y cardinal:

Conjunto: Por un “conjunto” se entiende a toda agrupaciéon M en un todo de objetos
determinados y bien diferenciados m, de nuestra intuiciéon o de nuestro pensamiento. Estos

objetos se denominan “elementos” de M. Se denotan como M = {m}

Tal cual como lo meciona J. Bares y J.Climent en Fundamentos de una teoria general de las
multiplicidades: una investigacion matemadtico filosofica en la teoria del infinito. La definicion
que presenta Cantor sobre conjunto es en si misma una manera implicita de considerar que un
conjunto viene dado a traves de una relacion de equivalencia, la cual le permite determinar la

igualdad (no la identidad) de los elementos del mismo.

Numero cardinal: Si M, es una parte de M;, y M; una parte de M, entonces M es

también una parte de M.

A todo conjunto M le corresponde una determinada “potencia”, que también denominamos
su “ndmero cardinal”. Llamamos “potencia” o “nimero cardinal” de M al concepto general
que se obtiene, de la actividad del pensamiento. La cual hace abstraccién sobre el conjunto M
y las cardcteristicas de sus diversos elementos m y el orden en que se designan. El nimero

cardinal se representa con M.

Conjuntos equivalentes: Los conjuntos M y N son equivalentes, si existe una funcion

biyectiva entre M y N. Se represneta como: M ~ N o N ~ M.

Dada la definicién de conjuntos equivalentes, esta permite evidenciar el uso de la clase de
equivalencia. Modernamente los conjuntos equivalentes permiten establecer una particion de

la coleccion de todos los conjuntos con base en su cardinal, esto se debe a que M ~ N siy
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sOlo si M = N.

Los nimeros cardinales dan cuenta de la cantidad pero Cantor ve la necesidad de erigir
un orden. Cantor establece dos de las tres actividades fundamentales de la matematica, los
numeros cardinales le permiten contar y los numeros ordinales le permiten ordenar. Se es-
tablece que mientras se hace el proceso de contar al mismo tiempo se esta ordenando y de
manera similar mientras se ordena se esta contando.

Definicion de orden: Sea )M un conjunto, se dice que el conjunto M es ordenado si para
dos elementos cualesquiera, uno de ellos es el anterior al otro es decir, que uno es menor que
el otro. Dado m, y my elementos de M, la relacion “m; es menor que my 0 M4 €s mayor que
my” se denota por m; < msg 0 My > My.

Definicion de conjuntos semejantes: Sean M y N conjuntos ordenados. Los conjuntos
M y N se denominan “semejantes” si y s6lo si existe entre ellos una funciénn biyectiva f tal
que m; y ms son elementos de M, por tanto m; < mg siy sélo si f (my) < f (ma).

Los nimeros ordinales se definen mediante la clase de equivalencia. El proceso se lleva a
cabo con los conjuntos semejantes, ya que dicha definicion modernamente permite establecer
un isomorfismo.

Modernamente los nimeros ordinales se pueden ver como clases de equivalencias entre
conjuntos que tengan el mismo orden es decir se toman funciones biyectivas que preserven el
buen orden. Los nimeros cardinales son vistos como clases de equivalencias entre conjuntos
con funciones biyectivas que no conservan el orden.

wy w + 1 tienen el mismo cardinal, pero no tienen el mismo orden, ya que w no tiene
maximo y w + 1 si tiene maximo es decir, desde la perspectiva de los ordinales entre w y
w + 1 no existe un isomorfismo, pero como cardinales existe una funcién biyectiva entre ellos

denominada RN, el cual es un cardinal.



Capitulo 3

Proceso de formalizacion de la nocion de

clase de equivalencia

Este capitulo sin duda alguna es el mas importante de este trabajo de grado, puesto que aqui se
abordard el proceso de consolidacion de la relacion de equivalencia y la clase de equivalencia en
las matemadticas. Las nociones de relacion de equivalencia y clase de equivalencia no contaban

con un registro historico que permitiera esclarecer el estabelcimiento de su relacion dialéctica.

Existe muy poca referencia sobre trabajos que aborden el desarrollo histérico tanto de las
nociones de clase y relacion de equivalencia. Se puede encontrar comentarios aislados que
se deben relacionar para lograr entender el preceso de consolidacion. Un gran avance en este
sentido constituye el trabajo de Amir Asghari, de la universidad de Liverpool John Moores. El
trabajo de Asghari se titula Equivalence: an attempt at a history of the idea, el cual es publicado
en la revista Synthese, en su modalidad online el 19 de enero del 2018. El manuscrito de Amir
Asghari brinda argumentos contundentes para atribuirle a Richard Dedekind la identificacion

formal de la nocion de clase de equivalencia.

En matematicas las nociones de relacion y clase de equivalencia comparten un vinculo
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inseparable. Dada una relacion de equivalencia se puede obtener una clase de equivalencia; de
igual manera dada una clase de equivalencia se puede obtener una relacién de equivalencia. La
conexion entre relacion de equivalencia y clase de equivalencia no siempre fue tan evidente,
modernamente se utiliza sin ningin tipo de inconveniente ya que estas nociones son de suma

importancia para las diferentes ramas de la matematica.

Durante 40 afos David Fowler un historiador y Christopher Zeeman un matemaético,
decidieron investigar sobre la manera en la cual se dio el vinculo formal entre las nociones
de clase de equivalencia y relacion de equivalencia. Los Elementos de Euclides constituyen
una referencia muy importante al momento de rastrear los origines de nocién de relacion de
equivalencia y la clase de equivalencia. Todo inicia con la definicién de proporcionalidad. La
proporcionalidad es el mejor ejemplo del uso implicito de la relacién de equivalencia. Para
Fowler la proporcionalidad da lugar a la nocién de clase de equivalencia; Zeeman cree que es

todo lo contrario, es decir, la proporcionalidad da lugar a la relacion de equivalencia.

El 1 de Agosto de 1998 en un foro de historia de las matematicas, se registra por primera vez
el interrogante acerca de la relacion de equivalencia y la clase de equivalencia. El foro inicia
con Moshé Machover, quien promueve la idea de establecer “clases de Equivalencias como
objetos”: Machover se pregunta sobre las situaciones y las épocas en los cuales se empieza a

utilizar las clases de equivalencia en si mismas, como nocién autbnoma.

El interrogante planteado por Moshé en el foro de historia de la matematica, da lugar a la
intervension de Fowler. Es asi como el 22 de agosto de 1998 da respuesta al interrogante de

Moshé:
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Nadie ha intentado dar una respuesta directa. Hay algunos intentos incrustados dentro de la
historia de las matemaéticas relevantes, por ejemplo, el concepto de grupo cociente ( Nichol-
son 1993), o la base de las matematicas, y en teoria conjunto particular (Ferreirés 2008) , o
la filosoffa de las matematicas (Dummett 1991 ; Rodriguez-Consuegra 1991). Sin embargo,

ninguno ha abordado la historia de la construccién matemadtica de la equivalencia exclusiva-

mente”. (Asghari, 2018, p, 3).

3.1 Relacion de equivalencia y clase de equivalencia en el

siglo XX

3.1.1 Relacion de equivalencia

El V congreso mundial de matematicas realizado en Inglaterra en 1912, le permite al matematico
inglés Philip Edward Bertrand Jourdain presentar su trabajo: Sobre las relaciones isoid y
las teorias de niimeros irracionales. El documento presentado por Jourdain hace referencia
a las propiedades de una relacion de equivalencia. Jourdain establece al inicio de su obra lo
siguiente: “llamo una relacion que es reflexiva, simétrica y transitiva una relacion isoid”. Los
terminos planteados por Jourdain, referente a la relacion isoid, no es aceptada por la comunidad
académica; por ejemplo para George Cantor una relacion isoid no es mas que una equivalencia,
la cual se puede encontrar en los niimeros cardinales. Para Dedekind una relacion isoid es una
relacién de similitud.

Sin embargo existen registros histéricos que establecen que el matematico holandés Van
der Waerden hace uso de la relacion de equivalencia de manera implicita, esto lo lleva a
cabo en 1930, afio en el cual publicé Moderne Algebra. En (Van der Waerden, 1930, P, 4)
se establece la definicion de relacion de equivalencia: “entonces la relacion a ~ b se llama

relacion de equivalencia”.
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3.1.2 Clase de equivalencia

La relacion dialéctica entre relacion y clase de equivalencia implicaria que al incorporar la
nocién de relacién de equivalencia, inmediatamente se logra establecer la nocion de clase de
equivalencia; sin embargo historicamente eso no sucedio asi. Debido a que el reconocimiento
y la formalizacién de la nocidon de clase de equivalencia se llevo a cabo en un periodo largo y se
dio gracias al concurso de muchos académicos. Entre los académicos sobresale el matemético
estadounidense George David Birkhoff (1884 — 1994), quien es pionero al proponer una

definicion para la clase de equivalencia. En sus notas se puede encontrar que:

Existe una (1, 1) correspondencia entre las relaciones de equivalencia = en C'y particiones
de los objetos de C' en “ categorias x no superpuestas #, bajo las cuales a X bsiy solosiay

b estan en la misma categoria x . (Birkhoff, 1935, p, 446)

El trabajo de Birkhoff permite denominar a las clases de objetos equivalentes como “X-
categorias” o “abstraccion de clases”. Observemos que aunque se acerca, no corresponde a la
definicion de clase de equivalencia que se conoce actualmente. En 1942 el matematico noruego
Oystein Ore publica Theory of Equivalence Relations. De este articulo se puede deducir que

Ore hace referecia a la clase de equivalencia como * Los bloques de la particion P”.

3.2 Relaciéon de equivalencia y clase de equivalencia

Si bien, como se ha detallado antes, en los trabajos del Noruego Oystein Ore se visualiza la
nocién de clase de equivalencia, una definiciéon moderna de clase de equivalencia se puede
encontrar el los trabajos del matemético estadounidense John Wilder Tukey quien en 1940

publicé: Convergence and Uniformity in Topology.
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Es bien sabido que una relacién de equivalencia (es decir, una que genera un sistema
ordenado reflexivo, transitivo y simétrico) divide el conjunto en el que esta definido en clases
de equivalencia mutuamente excluyentes. Si denotamos la relacién equivalencia por ~ y la
clase de equivalencia que contiene a por [a], luego b € [a] si y solo si b ~ a. (Tukey, 1940, p,

4)

El matemadtico estadounidense, de origen ruso, Solom Lefschetz (1884 — 1972) hace uso
reiterado de la clase de equivalencia en sus trabajos de topologia algebraica. Uno de sus
herederos fue John Tukey (1915 — 2000). Los trabajos realizados por Tukey en (1940) y
Lefschetz en (1942) preceden el trabajo del matematico estadounidense Norman Earl Steen-
rod (1940 — 1971), quien en 1955 publica Steenrod’s The Topology of Fibre Bundles. Para
Fowler, en los desarrollos de Steenrod ya se puede identificar una presentacién moderna de la
nocién de clase de equivalencia. Edwin Spainer (1921 — 1996), en 1955 hace referencia a
la clase de equivalencia, en su obra: Set Theory y Metric Spaces; en esta publicacion Spainer
hace uso formal y claro del concepto clase de equivalencia; se debe resaltar que la notacién
que utiliza Spainer es la misma notacion que utilizé Lefschetz en 1938, ya que Spainer procede
de la linea de Lefschetz; la notacién que utilizan, actuamente sigue vigente y corresponde al

simbolo [ ] .

3.2.1 Evolucion del término clase de equivalencia durante el siglo XX.

La clase de equivalencia debe pasar por muchas fases para llegar a la concepcién moderna. La
primera pista se encuentra con Birkhoff, quien en 1940 publica la primera edicion de Lattice
Theory, en la publicacién es de suma importancia el siguiente apartado:

TEOREMA 1.2: El algoritmo de identificar x e y cuando (y solo cuando) xpy y ypx, produce

un sistema parcialmente ordenado de cualquier sistema cuasi ordenado Q).
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Prueba: Deje = ~ y signifiqua que zpy y ypz. Luego (van der Waerden 1930, vol.1, p.11),
x ~ y significa que z e y pertenecen a la misma subdivisién debajo de algunos particién de

Q. (Birkhoff, 1940, p.7)

El trabajo de Birkhoff tendrd més ediciones, en las cuales se introduce el termino relacién
de equivalencia; por ejemplo, en la segunda edicidn los teoremas de la primera edicidn se veran
modificados por la relacion de equivalencia, de tal manera que el teorema 1.2 se remplaza por

el teorema 3, el cual establece:

TEOREMA 3: Sea p cualquier cuasi orden de un conjunto. La relacién x ~ y, significa que
xpy y ypx, es una relacion de equivalencia. Si los elementos “equivalentes” son identificado,
p se convierte en un orden parcial.

Prueba. Esto muestra que ~ es una relacion de equivalencia, o (Birkhoff —
MacLane, Ch.V1,Thm.27) que hay una particién de X en subclases no superpuestas, tal
que x ~ y siy solo si x e y estdn en la misma subclase ... Sigue inmediatamente de esto que ...
zpy y ypz implican = ~ y (es decir,z = y en el sistema formado por las subclases).[Birkhoff,

1948, p.4 1.

En una tercera edicion de la Lattice Theory, un teorema se transforma en un lema. Esto
ocurre con el teorema ubicado en la pagina 7 de la primera edicion. El lema que remplaza al

teorema en la 3 edicion establece:

Lema 1 : En cualquier conjunto cuasi ordenado @@ = (.S, <), defina x ~ y cuando = < y
y < x. Entonces:

1) ~ es una relacion de equivalencia en S

2) si E'y F son dos clases de equivalencia para ~, entonces x < y para todos los

relbyyel.

3) el cociente del conjunto S/ ~ es un conjunto parcialmente ordenado E < F' se define para

significar que x < y para algunos (de ahi que todos) x € F, y € F. [Birkhoff, 1967, p 21].
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La tercera edicion de Lattice Theory, es muy importante para la incorporacion de la clase de
equivalencia en las matematicas, ya que al interior de las matemaéticas antes de la primera mitad
del siglo XX no se puede encontrar en ningtin texto matematico la definicidén o incorporacion
de la relacion de equivalencia y la clase de equivalencia. Alrededor de los afios 50 se vive un
periodo de gran auge sobre la clase de equivalencia, ya que las diferentes ramas que componen
a la matematica comienzan a incorporar el concepto de clase de equivalencia, claro estd que
esto sucede desde las diversas lineas de trabajo. Esto desencadena dos aspectos; uno positivo
y uno negativo para la clase de equivalencia. Lo positivo se encuentra al poder unificar a una
comunidad determinada alrededor del concepto clase de equivalencia; pero al mismo tiempo

esto genera inconvenientes al querer contextualizar la construccion de la clase de equivalencia.

Es muy dificil atribuirle a una sola persona la autoria de la nocion de clase de equivalencia,
debido a que el proceso ha contado con la participacion de muchos mateméticos que a través
de la historia la han utilizado de manera implicita. Un ejemplo de ello proviene de la antigua
Grecia con Euclides, quien en su obra Elementos hace uso implicito de lo que hoy se conoce
como la clase de equivalencia. A través de los afios otros grandes pensadores han aportado para

llegar a la consolidacién de lo que hoy se conoce como clase de equivalencia.

Hay un periodo especial de la historia matemética la cual permite atribuirle a muchos
matematicos la clase de equivalencia, este periodo de tiempo se da alrededor de los siglos XIX
y XX. Durante este periodo el historiador Flower, le atribuye a Dedekind la “solidificacion” de
la clase de equivalencia. De igual manera se cuenta con la percepcion de otros matematicos
quienes bridan su candidato como por ejemplo: el filésofo britdnico Michael Dummett postula
a Fregue; el matematico alemdn Hermann Weyl postula a Leibniz y esto lo sustenta con su obra
Philosophy of Mathematics and Natural Science, publicada en 1949. Hermann Schubert En

1894 public6 Monism in Arithmetic, una obra orientada para principiantes. En este trabajo se



51

utiliza la clase de equivalencia al momento de definir los nimeros negativos. Lo realizado por
Schubert se relaciona con el trabajo realizado por Dedekind en 1854, ya que Dedekind define

los nimeros enteros como un par de nimeros naturales.



Capitulo 4

Conclusiones

La matemadtica es una ciencia que se constituye de diversas ramas como lo son anélisis, la
geometria, el dlgebra, entre otras. Estas diversas ramas comparten muchos elementos comunes
relacionados con el método, conceptos y procedimientos. La nocion de clase de equivalencia
es una herramienta conceptual util en cada una de estas ramas. La clase de equivalencia es un
concepto que se define explicitamente a principios del siglo XIX, pero se encuentra de manera
implicita a través de todo el desarrollo histérico de las matemdticas. En particular, la nocion de
clase de equivalencia juega un papel trascendental en la fundamentacion de diversos teoremas

de existencia y al mismo tiempo de las extensiones numéricas.

Los antiguos emplean ecuaciones, las cuales tienen como objetivo introducir cantidades en
la matemaética, dichas cantidades van a tomar un caracter numérico de acuerdo a la exigencia de
solucion de las ecuaciones. Las extensiones numéricas se caracterizan por desarrollarse a partir

de equivalencias, especificamente con equivalencias que involucran la representacion numérica

La representacion de fracciones es un buen antecedente del uso implicito de la nocién de
clase de equivalencia, ya que, mediante el proceso de simplificacion, se busca su expresion
original en su minima expresion; al realizar este tipo de actividad, se hace uso implicito de la
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clase de equivalencia, puesto que este procedimiento permite tomar cualquier representante,
y su operacion debe funcionar con este o con cualquier otro elemento que haga parte de su

expresion.

Previamente al ascenso de la clase de equivalencia, existe la relacion de equivalencia, la
cual es fundamental para dar paso a una clase de equivalencia. Debemos tener en cuenta que
el uso de un determiando procedimiento no implica la conformacién de una nocién, que luego
se transformard en objeto de las matemdticas. Para entender este procedimiento, la historia
nos muestra procesos evolutivos que hacen posible dicha objetivacion. Es lo que se denomia

tematizacion.

Es comun encontrar diferentes tematizaciones a partir de un concepto matematico; por
ejemplo, la relacion de equivalencia es el medio que permite obtener nuevos sistemas numéricos
a través de las extensiones numéricas. Cuando se desea construir los nimeros enteros, racionales
y reales, esto se hace a través de la relacion de equivalencia, la cual utiliza parejas ordenadas
tanto para los enteros como los racionales, excepto para los reales, los cuales se logran mediante
cortaduras de racionales o sucesiones de racionales. Otro importante desarrollo de la relacion

de equivalencia se puede encontrar en la construccién de conjuntos no Lebesgue medibles.

La clase de equivalencia se populariza alrededor de 1950, teniendo encuenta que la teoria de
conjuntos se considera como la base de la estructuraciéon de la matematica moderna, es decir,
es la herramienta que permite formalizar muchos procesos al interior de la matematica y al
mismo tiempo abre la puerta a nuevos avances que le permiten trabajar en las diversas ramas

de la matematica.

Concerniente a la temdtica de investigacion de este trabajo, la cual busca darle lugar a
la clase de equivalencia en la historia de las matematicas, se puede concluir que durante los

muchos siglos de uso implicito de la nocidn de clase de equivalencia el personaje que brinda la
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formalizacion del concepto clase de equivalencia es Richard Dedekind, ya que sus desarrollos
concernientes a congruencias permiten establecer modernamente lo que se conoce como clase
de equivalencia. De igual manera se reconoce el gran trabajo realizado por Asghari (2018),
quien realizé una ardua investigacion historica de las diversas fases por las cuales atraviesa la

clase de equivalencia en la matemadtica.

Este trabajo de grado le permite al lector reconocer la importancia que desempeiia la clase
de equivalencia en la fundamentacién de las matematicas; dado que la clase de equivalencia es
una herramienta de gran utilidad, ya que es utilizada en las diversas ramas que componen la

matematica.

Referente al campo de la educacién matematica mas precisamente en la licenciatura en
Matematicas y Fisica de la universidad del Valle, la cual ofrece el curso de teoria de conjuntos;
este trabajo de grado permite que el estudiante logre un mayor aprendizaje de la teoria de
conjuntos, esto se debe a que el estudiante podra identificar, desarrollar y emplear los diversos

usos de la clase de equivalencia al interior de la matematica.

El curso de Teoria de Conjuntos, es un curso fundamental que desarrolla herramientas
basicas para el estudiante, el cual utilizard en los diversos cursos a lo largo de la carrera de
la licenciatura como: Andlisis matemdtico, Topologfa, Algebra Moderna, entre otros. No se
puede desconocer que al momento de ver las asignaturas que piden como requisito la teoria de
conjuntos los estudiantes llegan con un nivel de comprension muy bajo, lo cual desencadena en
la cancelacion o perdida de la asignatura; por ello es trascendental que el estudiante logre una
buena comprension de los procesos de formacion que se encuentran en la teoria de conjuntos,

en especial el concepto de clase de equivalencia.

La labor del educador a titulo personal se encamina en transmitir conocimientos, los cuales

ha desarrollado desde su experiencia como estudiante y profesional, pero sin duda alguna no
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puede olvidar como ha desarrollado sus bases tedricas, por ese motivo este trabajo de grado
le permite al estudiante comprender y explorar el concepto de relacion y clase de equivalencia

desde la perspectiva historica y matemaética.
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