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Resumen

Implementamos un método de elementos finitos para aproximar numéricamente la solu-
cién de un modelo tipo Boussinesq para la propagacién de ondas acudticas en un canal
con topografia irregular. Discretizamos primero las variables temporales mediante es-
quemas de diferencias finitas, en especial el esquema de Crank-Nicholson, luego, en cada
paso de tiempo, se discretiza con elementos finitos las variables espaciales. El modelo tipo
Boussinesq fue propuesto en el articulo Numerical Investigation of a Two-Dimensional
Boussinesq System, Discrete and Continuous Dynamical Systems [1] donde el forzante
es desconocido; como parte de este trabajo, hacemos la deduccién del modelo y la forma
explicita del forzante. Se hace un estudio de existencia y unicidad de soluciones para
el modelo tipo Boussinesq. La implementacion numérica esta hecha en FEniCS Project,
una plataforma de codigo abierto para resolver numéricamente ecuaciones en derivadas

parciales.
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Introduccion

A finales del siglo XIX y principios del XX, un joven ingeniero escocés de nombre John
Scott Russell (1808-1882) realizaba un descubrimiento cientifico, la onda solitaria, lo
describe en su obra Reporte sobre ondas [2] como: “Creo que serd mejor introducir
este fenomeno describiendo las circunstancias de mi primer encuentro con esto. Estaba
observando el movimiento de un bote el cual era jalado rdpidamente a lo largo de un
estrecho canal por un par de caballos, cuando el bote se detuvo repentinamente, mas no
ast la masa de agua justo delante de la proa del bote en el canal, la cual se habia puesto en
movimiento en un estado de violenta agitacion repentinamente, esta masa en agitacion
empezo a salir hacia delante con gran velocidad, tomando la forma de una larga elevacion
solitaria, redonda, suave y bien definida de una masa de agua, la cual continud su curso
a lo largo del canal aparentemente sin cambio de forma o disminucion de velocidad. La
sequi montado en un caballo, y aun la vi pasar a una razon de algunas ocho o nueve
millas por hora, conservando su figura original algunos treinta pies de largo y entre un
pie y pie y medio de altura. Pasado un tiempo, su altura gradualmente disminuyd, vy
después de sequirla una distancia de dos millas, la perdi en unos recodos del canal. Asi
que en el mes de agosto de 1834, fue mi primera oportunidad de encontrarme con ese
singular y hermoso fenomeno, al cual he llamado Onda de Translacion”.

Este evento tuvo lugar en el Canal Unién en Hermiston, Escocia, muy cerca del campus
Riccarton de la Universidad de Heriot-Watt (Edimburgo)(ver [3]). Fue en el afo de

1870, cuando la onda solitaria pudo ser explicada por Boussinesq y Rayleigh, quienes



derivaron expresiones matematicas para la forma y velocidad de tales ondas de manera
independiente. En la actualidad, existen diferentes modelos que describen el fenémeno
de la evoluciéon de ondas de agua en términos de la velocidad potencial o la superficie
de elevacion, entre ellos destacan los sistemas Boussinesq en el estudio de ondas de agua
con gran elongacién y pequena amplitud (ver [3]).

En 1960, inicia el uso computadoras digitales, por parte de los cientificos, para estudiar
la propagacién de ondas no lineales. Es Russell quien ve a la onda solitaria como una
entidad dindamica autosuficiente, que mostraba propiedades de particula. Desde el punto
de vista moderno, esto es usado como un elemento que permite formular comportamientos
dindmicos complejos de sistemas de ondas en toda la ciencia desde 6ptica no lineal hasta
hidrodinamica, desde colisiones de ondas hasta plasmas, desde tornados hasta la gran
Mancha Roja de Jupiter (ver [3]).

Problemas de ondas de superficie han interesado a un niimero considerable de matemati-
cos, el primero fue Lagrange y continuaron Cauchy y Poisson [4]. Mds tarde, la escuela
britanica de fisicos matematicos dieron notables contribuciones a problemas de onda de
superficie hechas por Airy, Stokes, Kelvin, Rayleigh, y Lamb [4]. En la dltima parte del
siglo XIX, los franceses una vez mas tomaron el tema con fuerza y el trabajo realizado
por St. Venant [5] y Boussinesq [6] en este campo ha tenido un efecto duradero. Mas
tarde, Poincaré hizo contribuciones sobresalientes particularmente en lo que respecta
a las cifras de equilibrio de rotacion y gravitaciéon de liquidos; en este mismo campo,
se hicieron incluso antes notables contribuciones por Lyapunov. Uno de los logros més
destacados de este campo fue la prueba de la existencia de ondas viajeras de amplitud
finita hecha por Nckrassov [7]. La literatura sobre las ondas de superficie en el agua es
muy extensa. Ademads de una gran cantidad de memorias y documentos en las revistas
cientificas, hay una serie de libros que tratan el tema en profundidad. Primero y an-
te todo, el libro de Lamb [8]. También los libros de Bouasse, Thorade y Sverdrup son
dedicados exclusivamente al tema [9]. El libro de Thorade consiste casi en su totalidad
de breves resenas de la literatura hasta 1931. El libro de Sverdrup fue escrito con la
especial necesidad de ayudar a los oceandgrafos. El tema de las ondas superficiales de

gravedad es Amplio y puede ser considerado desde el punto de vista de la fisica y la



las matemadticas. Las herramientas matematicas empleadas comprenden las de la fisica
matematica lineal clasica junto con las ecuaciones diferenciales parciales, asi como una
buena parte de lo que se ha aprendido acerca de los problemas no lineales. Por lo tanto,
la teoria de potencial junto con herramientas tales como el mapeo conforme y métodos de
variable compleja, la transformada de Laplace y Fourier, teoria de espacios de Banach y
de Hilbert, el calculo variacional, entre otros, fueron fundamentales en el establecimiento
de teorias relacionadas con los modelos antes mencionados. Posteriormente, Korteweg y
de Vries [10], Boussinesq [11] y Benney y Luke [12], Dougalis, Mitsutakis, Saut [13] deri-
varon modelos especificos para la propagacion de una onda en la superficie de un canal
con fondo raso de las ecuaciones de Euler para un fluido incompresible y no viscoso.

En las dltimas décadas, se han hecho muchos esfuerzos por parte de investigadores tanto
en matematicas puras como aplicadas para entender el mecanismo de deformacién de
una onda que se propaga en la superficie de una masa de agua contenida en un canal con
fondo raso. Se han propuesto diversos modelos para describir la evolucién de la onda y
entender el efecto sobre ésta de la topografia inmersa o de efectos tales como la tensién
superficial en la interfase aire-agua. Diversos fenémenos muy importantes en aplicaciones
han sido descubiertos en la interacciéon onda-topografia aleatoria, tales como la disper-
sion multiple de la onda, la estabilizacion probabilistica y la refocalizacion de la onda
incidente, que han sido estudiados muy recientemente utilizando tanto modelos disper-
sivos del tipo Boussinesq como modelos hiperbdlicos de aguas rasas unidimensionales y
bidimensional [14-18]. Un tema de interés es la existencia de ondas viajeras (soluciones
con energia constante que se propagan con velocidad constante conservando su forma)
de estos modelos. El estudio de ondas viajeras ha tenido un gran auge debido a que se
encuentran en muy diversos y variados campos de aplicacién, tales como la mecanica
de fluidos, dptica, acustica, oceanografia, astronomia, etc. Por ejemplo, experimenta-
cién reciente ha demostrado que se generan ondas viajeras en medios liquidos, sélidos,
gaseosos e incluso en la corriente eléctrica, campos electromagnéticos, atmosferas de pla-
netas, cristales, plasmas, fibras de vidrio y redes nerviosas. En la biologia molecular, en
la busqueda de mecanismos que permitan transportar paquetes de energia a través de

moléculas biolégicas, tales como las proteinas, se sospecha que existen ondas solitarias



atravesando la estructura de las moléculas. De otra parte, se sospecha que, con la ayuda
de las ondas viajeras, algin dia, se podrian almacenar y transportar informaciones en
ordenadores extremamente rapidos, aprovechando la consistencia y mayor duracion de
vida de una onda solitaria que la de las ondas normales. También en oceanografia, se
investiga la potencial aplicacién de estos modelos y de la teoria de ondas viajeras para
la prediccién y entendimiento de formacién de los tsunamis (ondas de pequena amplitud
que se propagan en el océano a gran velocidad). Toda esta amplia gama de aplicaciones
justifica nuestra investigacién acerca de ondas viajeras de diferentes modelos formula-
dos para el fenomeno de propagacion de ondas en el agua. Por otro lado, los modelos
considerados no tienen en general soluciones analiticas, lo cual motiva el uso de estrate-
gias numéricas que permitan realizar predicciones acerca de la propagacion de las ondas.
Aunque han habido abundantes trabajos numéricos acerca de algunos modelos de on-
das acusticas, pocos trabajos han explorado la técnica de elementos finitos en modelos
del tipo Boussinesq y ecuaciones de teoria de potencial en el caso bidimensional, pues
la mayoria en su lugar emplean técnicas de diferencias finitas en dominios acotados o
métodos espectrales en dominios espaciales periddicos [13, 19]. Igualmente, el problema
de existencia y unicidad de soluciones de modelos de ondas acudticas superficiales en
la presencia de topografia ha sido poco considerado en la literatura disponible. En este
trabajo de investigacién, se realiza el estudio de existencia y unicidad de la solucién
del modelo bidimensional tipo Boussinesq para la propagacién de ondas superficiales en
un canal con topografia irregular, deducido en [20] en el caso unidimensional, y en [1]
para el caso bidimensional, donde no se dan los detalles completos de su deduccion. La
ventaja del tipo de modelos Boussinesq considerado en este trabajo es que los términos
de la topografia no afectan los términos dispersivos en el modelo, y ademas se considera
el caso mas general en que la topografia depende tanto del espacio como del tiempo
(topografia mévil). Los esquemas numeéricos generados se pretenden usar para explorar
algunos fenémenos asociados a la interaccion onda-topografia en el caso bidimensional y
la propagacion de ondas viajeras en 2D.

En el capitulo primero, se encuentran los preliminares necesarios para la realizacion de

este trabajo, se hace una pequena descripcion de los espacios de Sobolev y los espacios



que involucran tiempo. Junto a los resultados mas importantes para la realizacion de
esta investigacion, también se hace una pequena descripcion del método de los elementos
finitos.

En el capitulo dos, se hace el planteamiento del problema y la deduccién del modelo tipo
Boussinesq dos dimensional con topografia variable que se estudia en este documento,
encontrando de manera explicita el forzante del modelo que no se hace explicito en la
literatura disponible.

En el capitulo tres, encontramos el teorema de existencia y unicidad para las soluciones
del modelo Bussinesq dos dimensional con topografia variable.

En el capitulo cuatro, se usa el método de elementos finitos y la implementaciéon numéri-
ca en FEniCS Project, se muestra la discretizacién espacial y temporal para el modelo
que se estudia en este trabajo.

En el capitulo cinco, se realizan diferentes experimentos numéricos que validan la so-
lucién al modelo que se implemento; entre ellos se destaca el fendmeno de resonancia
Bragg, el cual se verifica en los experimentos numéricos realizados con el modelo en la
presencia de un fondo variable periédico.

En el capitulo seis, encontramos algunas conclusiones que nos deja este trabajo y final-

mente, encontramos la bibliografia.



PRIMERO

Preliminares

1.1. Espacios de Sobolev

Los espacios de Sobolev W*? son subespacios de los espacios LP que ademds controlan
la regularidad de las derivadas. Su estructura y propiedades los hacen particularmente
adecuados para el andlisis de ecuaciones diferenciales parciales.

Los espacios son introducidos en 1930 por Sergei Lvovich Sobolev, matemético ruso quien
esencialmente influencié en el campo del analisis y soluciones de ecuaciones diferenciales

parciales.

Definicion 1.1. Sea Q) C R™ un conjunto abierto , k > 1 un nimero entero yp € [1, 00].
Se define el espacio de Sobolev W*P(Q2) como

WEP(Q) = {f € Li,,(Q) : D*f € LP(Q) para todo multi-indice o, || < k}.

Para todo 1 < p < 00, la norma ||-||x, se define como

3 =

1 llkp= | D _ID*fI%

<k

Para p = oo, se define

1f lhoo= D eSSSUP{ID"‘f\}-

la|<k
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En el caso especial p = 2, podemos escribir W*P(Q) = H*(Q).

Definicion 1.2. Denotamos por
W5 (€),

la clausura de C>°(Q) en WrP(Q).

Teorema 1.1. Para cada k= 1,---, y1 < p < oo, el espacio de Sobolev W*P(Q2) es un
espacio de Banach.

La demostracién del teorema anterior se puede consultar en [21].

Teorema 1.2. Sea 2 C R™ un conjunto abierto y k > 1 un numero entero. El espacio

de Sobolev W*2(Q), junto al producto escalar

(f,9k2 = / Z D*fD%gdx = Z (D*f, D%g) 20,

o)<k la|<k

es un espacio de Hilbert.

La prueba del teorema se puede encontrar en [22].

Teorema 1.3. Sea Q C R" de clase C' con frontera acotada; si k > % entonces el

espacio WEP(Q) es un dlgebra de Banach conmutativa.

La demostraciéon de este teorema puede verse en [23], las condiciones del teorema
referente al tipo de frontera cambian en algunos textos, pero 23] prueba también las

equivalencias entre ellos.

Definicion 1.3. Sea Q2 C R" abierto y 0 < v <1, llamamos a u : Q0 — R una funcion

Holder continua st
[u(z) —u(y)|| < Cllz—y|" (z,y € Q)

y denotamos la seminorma de Holder como

[u}CO»v(ﬁ) = sup M

ewce [T =yl
TFy
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El espacio de Holder
CH(Q),

consiste de todas las funciones u € C*(Q) para la cual la norma

[ullera @ = Z 1 D%ul| @) + Z [D%u] o @) (1.1)

|| <k |ae|=k

es finita.
Por tanto el espacio C*7(Q) consiste de las funciones u que son k veces continuamente
diferenciables y sus derivadas parciales de orden k son acotadas y Holder continuas con

exponente vy.

Teorema 1.4. (Desigualdades generales de Sobolev). Sea Q0 un subconjunto abierto y

acotado de R™ con frontera de clase C'. Suponga que u € WkP(Q).

1. S
n
k< —, (1.2)
p
entonces u € L1(S)), donde
1 1k
¢ p n
ademds,
[ull o) < Cllullwes @), (1.3)

donde la constante C' depende de k,p,n y €.

2. S

k>

S
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entonces u € Ck_[%]_m(ﬁ), donde

24+ 1—"2 52 no es entero,
P P p

cualquier numero positivo < 1, si % es entero.

Ademas,

el o211 < Cllwrscey, (L5)

donde la constante C' depende solamente de k,p,n,~ y €.

La demostracién completa del teorema se encuentra en [21, 23, 24].

1.2. El espacio H!

En esta seccién definimos el espacio dual de Hj () y realizamos una caracterizacién del

mismo.

Definicion 1.4. Se define el espacio H'(2) como el espacio dual de H}(Q) .
En otras palabras f, pertenece a H~1(f2) si f es un funcional lineal acotado en H} ().

Ademas, observemos que

Hi(Q) c L*(Q) c H ().

Definicion 1.5. Si f € H1(Q), definimos la norma

11l )= sup{(f, w)u € Ho(Q), l[ull gy =< 1}.

Teorema 1.5. (Caracterizacion de H™').
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(i) Suponga que f € H Q). Entonces existen funciones fO, f' -+ f™ en L*(Q) tal

que

(o) = /Qf% £ dr, (v HY(Q), (1.6)

(ii) Mds an,
n 3
| fll 1= inf (/ Z Fils dg;> |f satisface (1,6) para f°,---, f* € L*(Q)
€ =0

(iii) En particular,

(u,v)r2) = (v,u), para todo u € Hy(), v € L*(Q) C H (). (1.7)

La demostracién del teorema anterior se puede encontrar en [21].

Notacién. Siempre que (1.6) se cumpla escribimos f = f° — Z fi.
i=1

1.3. Espacios que involucran tiempo

Definicion 1.6. Sea X un espacio de Banach real, el espacio
LP(0,T; X),

consiste de todas las funciones fuertemente medibles u : [0,T] — X con

@)
T P
lll o0 = (/ Hu(t)\rpdt) < oo,
0

-

paral <p < ooy

(ii)

||| oo (0,7:x):= ess sup||u(t)]| < oo.
0<t<T
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Definicion 1.7. El espacio C([0,T]; X) comprende todas las funciones continuas u :
0,7] = X con

|w|leqo,mx) = OI£1%><T||UU)||< Q.

Definicién 1.8. Sea u € L'(0,T; X); decimos que v € L'(0,T; X) es la derivada débil

de u, que denotamos como

!/
U =,

st T T
| o =— [ st an
0 0
para toda funcion de prueba ¢ € C(0,T).
Definicion 1.9.

(1) El espacio de Sobolev
WhP(0,T, X),

/

consta de todas las funciones u € LP(0,T, X) tal que u’ existe en el sentido débil y

pertenece a LP(0,T,X). Mds ain,
T 1
Il (Jo lu@IP+HIw'@fP dt)r (1 <p < o0),
u P =
W OLX) esssup(|lu(t)[[+[[w' (1)) (p = o0).
0<t<T

(ii) Escribimos HY(0,T; X) = W12(0,T; X).

1.4. El método de los elementos finitos

Consideremos una situacién muy comun en el que la soluciéon de un problema fisico
minimiza algin funcional J (usualmente un funcional de energia) definido en un espacio

“bien elegido” de funciones V' que tomaremos por el momento como un espacio de Hilbert.
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Es decir, consideremos el problema

inf J(v). (1.8)

veV

Si el funcional J(-) es diferenciable, el minimo (cuando él exista) se caracteriza por una

ecuacién variacional
(J'(u),v)vixv =0, Yo €V, (1.9)

donde (-, -)y/xy denota la dualidad entre V' y el dual topolégico V', la derivada J'(u) en

un punto u es considerado como una forma lineal en V.

Un método clésico para aproximar la solucién de (1.8) es el método de Ritz, el cual
consiste en buscar u,, € V,,, donde V,, es un subespacio de dimensién finita de V', que

es solucion del problema

vyirel%cfm J(vm), (1.10)
0
(J (Um), vm)vixy = 0, Yo, € Vi,. (1.11)

Consideremos, por ejemplo, el funcional cuadratico
1
J(v) = §a(u, v) — L(v), (1.12)

donde a(-, ) es una forma bilineal en V, la cual suponemos continua y simétrica y L(-)

es una forma lineal en V. La ecuacién variacional (1.11) puede entonces escribirse como

(U, V) = L(Up), YU, € Vi (1.13)
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Por ejemplo, si tomamos la ecuacion Au = —f con condicién de frontera tipo Dirichlet

homogénea en un dominio €2, la forma bilineal a(-, ) estarfa dada por

a(u,v) = (Vu, Vo),

L(U) = (_fv U)LQ(Q)'

Si w1, wa, ..., w, es una base de V,,, escribimos

U = Y ;. (1.14)
i=1
El problema (1.13) se reduce a resolver el sistema lineal

m
> ajoi=0b;,1<j<m, (1.15)
i=1

donde a;; = a(w;, w;) y b; = L(w;).

Esta formulacién se puede extender para el caso donde la forma bilineal a(-,-) no es

simétrica y el problema (1.13) no corresponde a un problema de minimizacién. Esto es

llamado usualmente método Galerkin. Recordemos que el problema (1.13) tiene solucién
unica si, en particular, la forma bilineal a(-,-) es coerciva, esto es, si existe un nimero

real positivo « tal que para todo v € V
a(v,v) > allv|)3. (1.16)

La metodologia descrita es muy general y clasica, podemos considerar el método de los
elementos finitos como un caso especial en el siguiente sentido:

El método de elementos finitos es una técnica general para construir subespacios
de dimensién finita de un espacio de Hilbert H con el fin de aplicar el método de

Ritz-Galarkin a un problema variacional.
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Esta técnica se basa en unas pocas ideas. Lo fundamental es la particion del dominio
), en el que el problema se plantea, en un conjunto de subdominios “simples”, llama-
dos elementos. Estos elementos suelen ser triangulos, cuadrildateros, tetraedros, etc. Un
espacio V de funciones definidas en €2 se aproxima mediante funciones “simples”, defi-
nidas en cada subdominio con condiciones apropiadas. Las funciones simples suelen ser

polinomios o funciones obtenidas de polinomios por un cambio de variables.

Definicion 1.10. Un método de elementos finitos (FEM por su nombre en ingles) es
una terna (K, P,Q) donde K es un simplex de R"™, P es un conjunto de funciones y Q
es un conjunto de formas lineales linealmente independientes, conocido como los grados
de libertad (DOF).

En otras palabras, K es un dominio (tridngulos o rectdngulos en R?), P son funciones

polinémicas y () nos indica como se obtienen estas funciones.

1.4.1. Funciones lineales en un triangulo

El conjunto de funciones que se usa en el método de elementos finitos son de forma

polinomial. Por ejemplo, polinomios de grado 1 de la forma
p(x1,x9) = ap + a11 + azxs. (1.17)

El conjunto de estas funciones se denota P;. Esta funcién esta determinada de forma
unica por el valor de tres puntos distintos no colineales, estos son vértices de un triangulo
no degenerado, (ver figura 1.1). Los tres valores de la funcién en los vértices se llaman

grados de libertad.

1.4.2. Triangulacién

Hasta el momento, tenemos funciones en un tridngulo; ahora vamos a particionar el
dominio en tridngulos. Una triangulacién de 0 C R? es una subdivisién de este dominio
en tridngulos, (ver figura 1.3). Los tridngulos deben cubrir todo, pero no més, y deben

cumplir con la siguiente regla:
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O »
ob—

1
Figura 1.1: Vértices de un triangulo.
= Si dos tridngulos tienen alguna interseccién esta es un vértice o un borde comun.

En particular, dos tridngulos diferentes no se superponen, no debe pasar lo que

ilustra la figura 1.2.

VY

Figura 1.2: Situacién no admitida en una triangulacion.

El conjunto de los tridngulos se denota generalmente 7}, el subindice h hace referencia
al diametro de la triangulacion medida como la longitud del borde mas largo de todos

los tridngulos [25].

Consideremos dos tridngulos K y K’ que tienen un lado comtn (ver figura 1.4). Se puede
construir una funciéon que pertenece a Py en cada triangulo con los valores requeridos en
los nodos.

Esta funcion es tnica, ademas, dado que el valor en el lado comun sélo depende de los
vértices comunes, la funcion resultante es continua. Lo anterior se puede hacer tridngulo
por tridngulo y terminariamos con una funcién lineal en cada tridngulo y globalmente

continua, el espacio de tal funcién es

Vi, = {uh c O(Q) : uh|K € Pl, VK € Th}.
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Figura 1.3: Una triangulacién de €.

Figura 1.4: Lado comun.

Si fijamos los valores de los vértices en la triangulacién T}, existe una tnica u;, € V), con

esos valores en los vértices [25].

Figura 1.5: Numeracién local de nodos.

Los vértices son generalmente denotados por p; con ¢ variando en el niimero de vértices
que llamamos N (ver figura 1.5). Si fijamos un nodo y el valor asociado a él y cero en
todos los deméds nodos, existe una tnica funcién ¢; € V} que toma estos valores, (ver
figura 1.6).
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Figura 1.6: Funcién de bases nodales.

1 si =i
wi(p;) = 0i5 = (1.18)
0 si j#i.

Tomemos u;, € V},, entonces
N
Up = E Uh(pj)()ojv
i=1

donde {p;]i = 1,2,..., N} es una base de V}, y por lo tanto la dimensién de V}, es igual al

niumero de vértices, es decir, N. Gracias a esto, podemos escribir,

N
Up = E ujSOj-
Jj=1

Con esta base, los coeficientes son precisamente los valores de wu;, en los nodos, esto es,

uj = up(py)-



SEGUNDO

Deduccion del Modelo

2.1. Planteamiento del problema

Consideremos una onda que se propaga en un canal de agua, con largo y ancho L y
cuyo fondo es variable. Sean z, y las coordenadas a lo largo y ancho del canal, res-
pectivamente, y 2z la coordenada vertical con direccién hacia arriba y origen en la su-
perficie libre. Sea n(z,y,t) la superficie libre la cual es desconocida, y el fondo del ca-
nal descrito por una funciéon —h(z,y,t), la cual depende en general del espacio y el
tiempo. Entonces el dominio ocupado por el fluido puede escribirse como el conjun-
to Q = {(0,L) x (0,L) x (=h(x,y,t),n(x,y,t))} (ver Figura 2.1). La dependencia del
tiempo del dominio del problema €2; introduce complicaciones tanto en el tratamiento

analitico como numérico de los modelos que describen el fenémeno. Sea ag una altura

| n(x,y,1)
| - )\[)

h
’ 7{1(3“: Y, t)

o e o

Figura 2.1: Esquema que muestra la geometria del problema considerado.

18
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caracteristica de la onda, Ay una longitud de onda caracteristica y hg un promedio de
la profundidad del agua. Suponiendo que el fluido es incompresible e irrotacional, y los
efectos de viscosidad son despreciables, las ecuaciones de Euler [26] que describen el

movimiento del fluido se pueden escribir en la forma

1
U+ (U-V)U + ;VP = b,
divU = 0, (z,y,2) € (2.1)
VxU = 0,

donde b = (0,0, —g) denota la fuerza externa (que aqui corresponde a la fuerza de tipo
gravitacional), g es la gravedad, U = (u, v, w) denota la velocidad del fluido en el punto
(x,y,2) y tiempo t, P denota el campo de presién y p la densidad del fluido.

La ecuacién que describe el movimiento de la superficie libre (interfase agua-aire) es [20]
S(,y,2,t) = 2(t) = n(z,y,t) = 0. (2.2)

Derivando (2.2) respecto a t y usando regla de la cadena, obtenemos

45 _dz _ dydv  dydy  dn

o _ ez 0.
i a \wa Twata

. d
Ya que U = (u,v,w) es un campo de velocidades, entonces, ili—f =u, ¥ =, Z—i = w;

remplazando en lo anterior tenemos
w—mnu—nw—mn=0 en z=n(z,y,t). (2.3)

Las condiciones de frontera en el fondo estan dadas por

F(z,y,2,t) = z(t) + h(z,y,t) = 0. (2.4)
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Derivando F' respecto a t y usando regla de la cadena, obtenemos
dFidz_i_dhdm_i_dhdy_i_dhiO
dt dt dedt  dydt  dt
Remplazando i‘l—f = u, ‘2—@; =, % = w obtenemos
w+ hyu+hyv+h; =0 en z=—h(z,y,t). (2.5)

Recordemos que la presion es conocida en la superficie, por tanto tendremos como con-

diciones de frontera

m+nu+nu—w = 0 en z =n(z,y,t),
P(I7y7t) = PO(xvyat) en z = n(x7y7t>7
hi + hyu+hyo+w = 0 en z = —h(z,y,t).

(2.6)

Las condiciones en medio del fluido estan dadas por las ecuaciones de Euler. Recordemos

que [26]
bu_ vr

oY b
Dt p+’

la %ﬁf es la derivada material, es decir,

DU oU

B = T UV

donde,

(U-V)U = ((u, v, w)- (0y, 0y, 0,))U = (u0y +v0y, +w0,)U = (udy +v0, + w0, )(u,v,w) =

(u0pu + vOyu + WO,u, U0V + VOV + WOV, UO,W + VoW + WI,w).

Remplazando en la derivada material y tomando su forma vectorial, tenemos
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0,P

U + u0yu + voyu + wo,u + P 0, (2.7)
o, P
v + ud,v + vOyv + wdv + —— =0, (2.8)
P
0, P
wy + ud,w + voyw + wo,w + ; = —q. (2.9)

De la ecuacién de conservacién de masa, tenemos que div U = 0, por tanto
Ou + Oyv + 0w = 0;
cuando el fluido es irrotacional, se tiene ademas que V x U = 0, por tanto,
Wy — Vyy Uy — Wy, Uy — Uy = 0; (2.10)
una vez tenemos las ecuaciones que describen el comportamiento del fluido, pasamos a
adimensionalizarlas.

2.2. Adimensionalizacion del modelo

Es muy importante disponer de las ecuaciones que describen el comportamiento del fluido

sin unidades fisicas, para lo cual introducimos los siguientes cambios de variable

. -y - z . n ~ Cu

S VR s W I 75:)\—0,

%: h — hg o uhyg 7= vhg = WA
Qo ’ CL[)CO ’ CloCQ ’ aoco ’

2.2.1. Adimensionalizacion de la frontera libre

La ecuacién de frontera libre original es
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de la adimensionalizacion, sabemos que T = /\10, por tanto
x y C’Ot
t 2.12

Primero necesitamos encontrar 7

=q N~ i _|_ y _|_N @ —GNQ—_QOCON
LGP 7 Xo T\ o e T a P

ahora calculamos 7,
B [ x Y ~ [ Cot . 1 _ G0
e (5), (), (5)) o =5

En forma similar calculamos 7,

Ny = v Ny-

aoCp - aoCo - aoCo -
U= —uu,v = v, w = w.
ho ho Ao
Remplazando en (2.11), obtenemos
CL000~ CL() ~ CL()CO~ ag ~ CL()C()~ (Ioc() ~

- - + :l? + [y — —
Mo N T TN e T N
simplificando, vemos que

ag ~ ~

3 EU + 77177] —w = 0;
Ao

m+ o

si definimos

ho V7T N
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y reemplazamos estos valores a y 3 en la ecuacién anterior, tenemos que

1+ anzu + angv — w = 0; (2.13)
como la presién es constante en la superficie, obtenemos que

P#,3,%,9) = B (2.14)

2.2.2. Adimensionalizacion del interior del dominio

El dominio original del problema es €; = {(0,L) x (0, L) x (=h(z,y,t),n(x,y,t))}. De

los cambios de escala introducidos anteriormente, tenemos que

~ h—=hy _ =z
z=—h, h= Oyz=2,
ao h[)
por lo tanto, hoZ = —(hg + agh) y z = — (Z—g + Z—gﬁ) = —(1 4 ah), es decir, cuando
z = —h entonces z = —(1 + oJNL). En forma similar, cuando z = 7, usando las formas de
adimensionalizacion, tenemos que
-z . n
Zz = — _— —
por tanto, hoz = aon y z = 321 = a1, es decir, z = 7 implica que z = a7. El nuevo

dominio adimensionalizado es por tanto
~ L L T e TN~ X
Q=10,— | x[0,— ) x (—(1 + ah(z,y,t)), om(x,y,t)) )
Ao Ao
Ahora bien, de las ecuaciones de Euler, tenemos

1
U + uuy + vuy + wu, + —FP, =0, (2.15)
P
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y de las formulas de adimensionalizacién, sabemos que u = -, por tanto, se tiene que

gz Wy (z y 2 Cot
T he o \ AT h e’ X

Luego, realizado los calculos respectivos para obtener wuy, u,, u,, u, a partir de la anterior

igualdad, concluimos que

= 20 (5 (2 4a (2
T ohe UM\ N/, Y\ N

Remplazando lo anterior en (2.15), obtenemos

2

- - - - - 1
CLOCo s+ agCo aooou 4 aoCo GOOO o+ aocowaogo s+
hoXo ho  holo ho h0>\0 Ao h

sacando factores comunes, tenemos

ap. ai_. ai__. a? __ 1
— (—Ou;—l— — Utk + —gvuy hgwuz + WP;) = 0;
0

por tanto
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oty + Utz + o’y + o’z + —5 Ps = 0. (2.16)

pC3

Por otro lado, para adimensionalizar la segunda ecuacién de Euler

1
v + wv, + vuy +wu, + —P, =0, (2.17)
P
introducimos el cambio de escala h
~ 0
V= V.
CloC[)
Por tanto C
aoCo— 1o~
v(x,y, z,t) = 0 Ov(:v,y,z,t )

De esta férmula, deseamos calcular v, v, v, y v, y ademds adimensionalizar la cantidad
P,.

() o () (0, () i
), 5 (), +5(0), 5 (8)) i
8 (R, w8, =), 5 (5)) - i3
R (0,5 (0). 0 () () w5

- e = x y z Cot
P t)=P ty=P | —,+ — —
(x7 y7 Z? ) (x7 y7 Z? ) (A07 A07 h07 )\0 ) )
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Y 1
P,=pr (L) =pr—,
Yy y()\o)y y)\O

luego, en (2.17), tendremos que

CL(]C2~ (l()Co CLoC()~ CL()CO CL()C()~ a()C() ~CL000~ 1 1
> g P~— = 0;
oo T iy Yhore T Ty Thore T T VT2 Py

factorizando, tenemos

C2 (ag ag — a2 ag Py
~ T z —n | = O:
o (ho h2 —UVF h2 vvy h2 — WUz + pC'g

por tanto

- — o e 1
av; + &*uv, + o*00, + o*Wv, + Fpg =0. (2.18)
PLG

Finalmente, adimensionalizaremos la tercera ecuacion de Euler
1
wy + uw, + vwy, + ww, + —P, = —g; (2.19)
P

de las formulas de adimensionalizacion, tenemos que

~ ’w)\o
w=—r-,
aoCo
por tanto, despejando w, tenemos
( t) aoco ~(~ — ftv) aoco - xXr Yy z Cot
w\zr,y, z, = w\zr,y, z, = Wl vH>y o7 o~ |
y )\0 Y )\0 )\0 )\0 hO )\0

deseamos encontrar wy, w,, w,, w, a partir de la férmula anterior ademés de P,. Obser-

vemos que

w:aoC’o o T o y i z L @ aOC’0-@_aOC’2w~
e U0\ /, T T\, T T\ e/, N N "o A2
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wo= P (o (2} van (L) va (D) vap (S )= @G L - @Chg
W “\ N/, "\ o/, \ho/, "\ N/, N Ixo_v w

z 1
Pz:pZ e :Pz_a
<h0)z ho

asi, remplazando en (2.19), tendremos que

a002 ﬁ}'—l— aocoaaooo T~ i aoco,i),aoco - i Goco ~G000 ~ 4 L
)\% ¢ ho )\% * ho )\g Y )\0 ho)\o pho

dividiendo por C? y multiplicando por hg, tenemos

aoho _ a0~~ ati__  ak 1 ho
)\2 )\2uwx + )\vay )\waz p—CgPE = _C_gg’

multiplicando y dividiendo el primer término por hg, y el segundo, tercero y cuarto

términos por h2, obtenemos

aph? _ agh3~~ a%h%~~

27,2
aoho . 1 —gho
ho/\%wt+h2/\2 UWz +h2)\2 VW5 + 5 —

5+ P?Z - )
h2N2 )\2 pC? C?

. h2
recordando que definimos o = Z—g y 3= )\2, tenemos que
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~ o L - 1 —oh
a Bz + o Butz + OcZB'Uwg + o fuwws + P = 92 0;
puesto que Cy = /ghy entonces tenemos que
. o e Y Y 1
afw; + o fuw;z + o fowy + o fuws + WPE _ 1
0

2.2.3. Adimensionalizacién de la ecuacion de divergencia

De la divergencia de U en las ecuaciones de Euler, tenemos que u, + v, +w, = 0, luego,

remplazando con los valores antes encontrados para u,, v, y w.,0obtenemos

aoCo | a0Co~  aCo
hodo © hodo Y hoho

Factorizando, tenemos que
Uz + @g +wz; = 0.

2.2.4. Adimensionalizacion de la ecuacion del rotacional

Puesto que el fluido es irrotacional, tenemos que

V x U = (wy — v, Uy — Wy, Uy — Uy) =0,

por tanto, wy, — v, = 0, u, —w, = 0y v, — uy, = 0. En primer lugar, remplazando en

w, — v, = 0 los valores obtenidos para w, y v, obtenemos

CL()C() ~ CL()C’(),q7 0
— Wy — 5 vz=UY,
X R
luego,
1 1
)\0 Wy — h—gvg = 0,

multiplicando por h2, tenemos que
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W2 k2
)\—ng — h—gvg = 0,
por tanto,
By — Uz = 0. (2.20)

En segundo lugar, remplazando en u, — w, = 0 los valores de w, y u,, obtenemos

CL()CON CLQCO ~
e Uz — BYE wz = 0;
factorizando ayCy, tenemos,
1 1
h—%ug — A—(Q)UJE = O,

y multiplicando por h2, tendremos
az - 6&;5 = 07

y, en tercer lugar, remplazando en v, — u, = 0 los valores de u, y v,, obtenemos

CloCo - CloCo ~ O
hoXo hoho *
factorizando, tenemos
vz — uy = 0. (2.21)

2.2.5. Adimensionalizacion de la ecuacién del fondo

La ecuacién de frontera para el fondo del canal estd dada por
hy + uhy + vhy, +w = 0; (2.22)

de las férmulas de adimensionalizacién, tenemos:

~ h—nh
h = 0
Qo
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por tanto,

h =h h
(I7y,) 0+6L0 (/\0 /\0 /\0

Asi pues,

remplazando lo anterior en (2.22), obtenemos

CL()C() CLOOO ag~ CL()CO ap~ CL000~
—h; + hz h —w = 0;
Yo T TRy T TRy Ty U0
factorizando, tenemos
aoc()

por tanto,
hi + althy + avhy 4+ @ = 0. (2.23)

2.2.6. Conjunto de ecuaciones adimensionalizadas

Después de aplicar el proceso de adimensionalizacién antes descrito, se obtiene finalmente

el siguiente conjunto de ecuaciones:

s Frontera libre

N + anzu 4+ anyv — w = 0, (2.24)
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P(r,y,z,t) = Py(v,y,2,1), (2.25)
» Condiciones del fondo
hi + auh, + avh, +w = 0, (2.26)
= Condicién de divergencia
Uy + vy +w, =0, (2.27)
» Condicién de irrotacional
5wy — U, = 07 (228)
u, — pw, =0, (2.29)
vy — uy =0, (2.30)
» Condiciones de conservacion
2 2 2 1
Qug + QT Ul + vy + @Cwu, + —5 P, =0, (2.31)
pCy
2 2 2 1
avy + a"uv, + a“vvy + @Cwu, + —5 P, =0, (2.32)
pCq
1
afw; + o Buw, + o*Bow, + o*fuww, + ?Pz =—1. (2.33)
PLg
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2.3. Deduccion del modelo

Una vez tenemos las ecuaciones adimensionalizadas, procedemos con una simplificacion
asintotica a nivel de las ecuaciones en términos de algunos parametros pequenos
relevantes para generar las nuevas ecuaciones del sistema que puedan ser estudiadas

mas facilmente desde el punto de vista tedrico y numérico.

Integrando (2.29) entre z = —(1 + ah) y z, obtenemos

/ U, — Pw, dz =0,

—(14ah)

luego,
/ U, dz = / Pw, dz,
—(14+ah) —(1+ah)
por tanto,
u(z,y, z,t) —u(z,y, —(1 + ah),t) = O(B),
asi que,
donde

u= U(.T,y, _(1 + Oéh),t)

es la velocidad horizontal en el fondo.

De la ecuacién (2.26), tenemos
hi + cauhy + avhy+w =0 en z=—(1+ ah),

luego,
hi +w(z,y, —(1 4+ ah),t) = —a (uh, + vhy) = O(a),

por tanto,

he + w(z,y, —(1 + ah),t) = O(«a). (2.34)
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Integrando (2.27) respecto a z, obtenemos

/ (ugy + vy +w,)dz = 0,

(14+ah)
luego,
/ (g + vy)dz = / (—w,)dz = —(w —w(x,y, —(1 + ah),t)).
—(14ah) —(1+ah)
Por tanto,
/ (s + vy) dz = —(w — w(x, y, —(1 + ah), 1)),
—(1+ah)

de donde,

/ (uy +vy) dz +w —w(z,y,—(1 + ah),t) = 0.
—(1+ah)

De (2.35), tenemos que w(zx,y, —(1+ah),t) = —h;+ O(«) y remplazando en lo anterior,

obtenemos

/ (ug +vy)dz+w+hy =04 O(a),
—(14ah)

luego,
w—i—ht:—/ (uy +vy) dz + O(a).

—(14ah)
Calculamos el valor de la anterior integral sabiendo que u = u + O(f3), por tanto u, +

O(p) = u,, por consiguiente

z

w(z,y, z,t) + hy = =, (2 + (1 + ah)) —/ vy dz + O(a, ), (2.35)

—(1+ah)

de (2.28), v, = —fw,, entonces ff( ) vadz = O(pB), por otra parte,

1+ah

/ v,dz = v(z,y, 2,t) —v(z,y, — (1 + ah),t),

(1+ah)
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por tanto,
v(,y,2,t) = v(z,y, —(1 4+ ah),t) + O(8) = v+ O(p),

asi,

v(y) = vy +O(B);

remplazando en (2.35), tenemos
w(e,y,2,1) + he = —ua(z + (1 + ah)) = vy(2 + (1 + ah)) + O(a, B), (2.36)

por (2.29) sabemos que u, = fw,, luego, remplazando (2.36) en (2.29), tenemos que

u, = B (—uy(z+ (1 +ah)) —vy(z+ (1 + ah)) — he + O(a, B)),
= B (—Uy(2+ 1) = Upah — vy (2 + 1) — vyah — hy + O(a, B)),
= B (=ta(z+1) =0y (2 + 1) = h), + B (—uh — vyah + O(a, B)),
= B (=us(z+1) =0y (z + 1) = h), + O(v, B, )
= =B (U =vy)(z + 1) + ), + O, B, f)

_B(u:m: - 'ny)(Z + ) - tht + O(Oé,ﬁ,Oéﬁ)-

Por (2.30), v, = u,, entonces u, = —3(Uyy + Uy, ) (2 + 1) — Bhiz + O(ev, 8, %) Integrando

respecto a z, obtenemos

/ w dz — / — B(Hiae + Tiyy) (2 + 1) — Bhys + O(a, B, B?) dz
—(14ah) —(14ah)

= Bl + i) /

—(1+ah)

(z+1)dz — Bhy, /zl y dz + /Z O(a, B, B%) dz,
+a

—( —(1+ah)
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luego,

A Y (= S ETUEL S WP TIPS
= — B(Une + uyy)(z—l)2 + 0(a?) = Bhipz — Bhyy — Bahy, + O(w, 3, 5%),

por tanto,

CH D 1)+ O . B2 02 af). (2.37)

U — U= —L(Uyy + Uyy)

Usando (1) y (2), tenemos que 1, + aun, + avn, —w =0y hy + auh, + avh, +w =0,

entonces
w =1 + QUT)y + avny, (238)
—w — hy = a(uh, + vhy), (2.39)
ahora veamos que
o [ a [
Ne+ 5= udz + — Udz:77t+U(5U>y704777t)a77x+U(x7ya—(1+04h)at)04hx
0T J_(14an) Y J_(1+an)

+ av(z,y, an, t)n, + v(z,y. — (1 + ah), t)ah,;

asociando adecuadamente los anteriores términos, por (2.38) y (2.39), tenemos
o an amn
M+ = udz+/ vdz = w —w — hy = —hy,
Oz —(14ah) —(1+ah)

1 fom
1+ah+an J—(1+ah

o ((helsan) | (Uekien) L

u (%

an

1
1+ah+an f,(Hah) v dz entonce

si definimos u = ) U dzyv=
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integrando (2.33) respecto a z, obtenemos
an 1 arm
/ afw, + o Buw, + aszy + o2 Buww, + ?PZ dz = / —1dz; (2.41)
z PLG z
como por (2.36) w = (—u, — vy)(z + 1) — ht + O(«, B), entonces

wy = (=gt — Vye)(2 + 1) = hy + O(a, B),

(z41) }an

) — afShy (z|:n) + O(a, B)

(an+1)*  (2+1)?

(
(
=aB(—Ugs — Vyy) < — ) — afhy (an — 2) + O(a, B)
(
(

2 2

a’n® +2an + 1 Z+22+1
( n 5 Ui ) _ ( 5 )) — Oé2ﬁhtt7]+&ﬁhttz+0(aaﬁ>

—> -+ Oéﬁhttz -+ O(Oé?)ﬁ, OCZB, Q, B)’

por tanto
an
/ aﬁwtdz:—a—zﬁ(—ﬂxt—5yt)(22+2z)+aﬁhttz. (2.42)
Por otra parte
/an L P = —— (P[2") = —— (P~ P) (2.43)
. opCET o pCR Y pczt '
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luego, de (2.42) y (2.43), tenemos que

/ <aﬁwt + o fuw, + a2ﬂva + o fuww, + —2Pz> dz =
z PCo

/ OéﬁwtdZ—l-—z/ Pzdz+0(a2ﬁ) =
z IOCO z

_op

1
5 (— Ty — Dyr) (22 + 22) + afhyz + E (Phb—P)+ 0O (oﬁﬁ’ o2, aﬁ) .
0

Remplazando en (2.41), obtenemos
af ~ 2 1 3 2
7(uzt+vyt) (Z +2Z) +@5htt2+/ﬁ<Po—P)_Z+0”7:O(@ B, 5a045)-
0

Derivando respecto a z, tenemos

1
0‘2—5 (Tpat + Dyat) (2° + 22) + aBhysz + pe (Pow — Pp)+an, = O (a®B,0°B,aB) ; (2.44)
0

remplazando (2.31) en la ecuacién anterior, obtenemos que
af

N N 1 N
7 (urzt + vymt) (22 + 22) + Ozﬁhtmz —+ EPOQD + Uyt
0

+ o (Ui, + 1,) + an, = O (oz?’ﬁ, a?p, aﬁ) . (2.45)

De (2.37), tenemos que

u— i = —g (yy + i) (2 +1)* = Bhiy (2 + 1) + O (0*, 08, %) ,

y como u — 4 = O (f3), entonces

g (ayy + Ugy) (2 + 1)2 = —fh (2 +1)+ 0 (0427 ap, 52) ;
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multiplicando por «, se tiene que

%ﬂ (yy + Tge) (2 + 1) = —aBhy, (2 + 1) + O (0,028, a8?) .

Derivando respecto a t, tenemos

%ﬁ (ﬂyyt + ﬁmt) (Z + 1)2 = _aﬁhttx (Z + 1) + O (043, 0425, 0462) .

Expandiendo, se tiene

af . . af . s
7/8 (Qyyt + Tgat) (2% +22) + 75 (Tyyt + Ugat) = —Phyzz — aBhyg + O (o, 0?5, a5?) .

Reemplazando en (2.45), tenemos

aff ~ 1 ~ - .
_76 (Ut + uyyt)—aﬁhm—l—/FPOI—l—aut—{—@? (Ut + 00y)+an, = O (0435, a%‘, aﬁ) .
0

(2.46)

A fin de revelar el efecto del término de la presion en el fluido, en las ecuaciones del

N - P Pypga?
modelo, introduzcamos P = —g, entonces Py = 0—3, luego Py = M. Esta adi-
PGy pgaq ho

mensionalizacién es consistente con los cambios de variables antes introducidos para las

variables espaciales y temporales. Derivando con respecto a x, tenemos

2
qgag 7 5 5
Por = ph 0 Poz = pghoa® Poz = pcia® Py;.
0
Entonces P
0; = 042]5055.
PCoy

Reemplazando en (2.46), obtenemos

- s . (07 - -~
iy + o (i, + Diy,) + an, — 7/6 (Tgat + Tyyt) — Bhyte + Py = O (a36, a?p, 0452) i
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Dividiendo por «, se obtiene
ﬁt + « (ﬂﬁz + ’lN)’lNLy) + Ne — g (ax:ct + ayyt) - Bh’ttw + O4P096 = O ((1/26, aﬁv 52) . (247)
Recordemos que por (2.37), tenemos
u=1a— g (Tyy + Ugy) (2 + 1)2 — Bhi (z4+1)+ 0 (aQ,aﬁ,BQ) )
Multiplicando ambos lados por m e integrando respecto a z, obtenemos
1 /0477 1 /an R
—_ udz = ——— ( udz—
1+« (77 + h) —(1+ah) 1+a (77 + h) —(1+ah)
an an
E/ (Tyy + Uy (z+1)2 dz—/B/ hig - (z+1) dz+0(a2,aﬁ,ﬂ2)>,
2 J_(11an) —(14ah)
Entonces
amn 2 | &N
. 1 B, (=41 (z+1)
= P Y S T — Bh T )7
u u+1+0z(n+h)< 2(uyy+u ) 3 Shy
—(14ah) —(1+ah)
De donde 5 5
U=1u— g (fbyy + axm) - §htx + O (042,065,52) .
Bajo el supuesto de que w = u+ O (o, ) y © = v + O (o, B), tenemos
Y 4
u—u+g(uyy+uxm)+§htx+0(a ,045,6). (2.48)

Derivando respecto a z, obtenemos

ﬂz = Q_L:g + g <_yyz + aa::v:c) + ght:c:c + ) (az) O‘ﬁa 62) .
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Derivando nuevamente con respecto a x y luego con respecto a ¢, tenemos
~ o B _ _ 5h O 2 2
Ugzt = Uzt + 8 (uyy:m:t + uxwxxt) + 5 txxaxt + (Oé 7a/67 ﬁ ) .
Realizando el mismo procedimiento pero ahora con respecto a y tenemos
I s oo
U = Up + E (uyyt +uarxt) + §httx + ) (Oé 7O‘6aﬁ ) :
’ : g
Tyt = Uyys + G (Uyyyyt + Usayyt) + Ehmyyt + 0 (a?, a8, %) .
Por otra parte, tenemos de (3.18) que v, = fw, y por calculos anteriores
w=—1u; (z+14+ah) =0, (z+ 1+ ah) — h.
Por lo tanto,
v, = B(—Uy(z2+1+ah) =0, (z+14+ah)— ),
= —Bigy (z+1) = By (2 + 1) = Bhy + O (o, a8, 57)
- _ﬁ <6zm + T)yy) (Z + 1) - Bhty + O (0521 aﬁ7ﬁ2) .
Integrando respecto de z, obtenemos
. . . z+1)°
v—0=—B"(Tyy + Vgz) Chutdi Bhy - (z+ 1)+ O (?,a8,5%) . (2.49)



2.3. Deduccién del modelo 41

Observemos que

von = / 1+ah) vede = / (=B (Vza + 0yy) (r + 1) — Bhyy] dr

—( —(1+ah)

- [_B +(Uaw + Dyy) @ - 5htyT]
—(14ah)
= B (e + ) <<Z el ) ~ By (24 1) + 0 (0f)
(z+1)°

= _5' (6xw+1~)yy) _Bh’ty' (z+1)+0(a2,a6,52) .

2

1

Tra(min) © integrando con respecto a z,

Despejando v, multiplicando a ambos lados por

obtenemos

1 o L 1)’
U= — / )(ﬁ_ﬁ‘(vyy"‘vm)(z—; ) _mlty'(z""l)) dz =

L+a(m+h) J_aian
an 2
/ (z+1) do
2

(1+ah)

17—5-(17yy+17mx)1+a(

+ h)
1 o . é _é 2 2
b tym/1+ah)<z+l) dz=v- 6(Uyy+vm> thy+0(a,ocﬁ,ﬁ).

Bajo el supuesto de que © = v + O («, /3), entonces

D=0+ 5 (B4 ) + Sy + O (02,08, 67). (2.50)
Derivando con respecto a y, después con respecto a z, y por ultimo con respecto a t,
tenemos 5 5
By =T+ (Vyyy + Vaay) + 5 hiyy + 0O (o?, aB, 5°)
B _ g 2 2
Uyz = Uyg + 6 (Vyyya + Vzaya) + Ehtyyx +0 (a a3, )

. _ B _ g
Uya:t = Uymt + g (Uyyyzt + Uzmyazt) + Ehtyya:t + O (052, Oéﬁ, 52) .
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Reemplazando en (2.47) y despreciando los términos de orden a?, a3 y 32, obtenemos

a + g(uyyt ) + ghm +afa+ g(uyy e ) + ghm> (i + g(uyyz + e )
) (0 () 5 00) (2 () ) 0
- g(uazxt + g (ayyxxt + ﬂazwth) + ghtmazxt + ayyt + g (ayyyyt + axacyyt) + ghtmyyt>

— Bhie + aFPy, = O(Ozz, af, 62>

Entonces

u + b (Tyyt + Ugat) + ghm + o (utiy, + viy)

6
+ e — g (Ut + Uyyt) — Bhite + aPor = O (O‘2=O‘ﬁ’ﬁ2) :
Luego,
P M ~ 00 a8,
U — 3 (uyyt + Ugat) — §htta: + a (U, + U“y) + 1 + by = O (a yof, B ) ) (2.51)

Recordemos que integrando (2.33) respecto a z, se obtiene

1
%(ﬂxmtﬁyt) (22+22)+aﬁhttz—l—P(Pg—P)—z+an=0(a3ﬁ,...).
0

Derivando con respecto a y y combinando con (2.32), tenemos

ab - 1
Tﬂ (Dt + Dyyt) (22 + 2z) + afhyyz + p_cg (Poy — Py) +an, =0 (a3ﬁ, .. ) )

De la ecuacién (2.32), tenemos que

p_c%Py = av; + Puv, + OéQUUy + a?v,w + O (a2, 6) .
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Remplazando en la ecuacion anterior, obtenemos

af

1
- (Dt + Vyyt) (22 + 2z) + afhyyz + EPOZ, + avit-a? (uv, + vuy) + av,w + an, =
0

O (a?8,...). (2.52)

De la ecuacién (2.49) y dado que v = v + O (), entonces

0 B+ 1) (2 + 1) = ~Bhyy - (2 + 1)+ O (a8, 57

Multiplicando por « y derivando con respecto a t, tenemos

af

> (Dt + Vyyt) (2 + 1)2 = —afhyu, (¢ +1)+0 (a3, a?p, a62) ,

que se puede escribir como

ab
2

_% ('Z}zxt + {}yyt) - Ofﬁhtty + O ((13, O-/Qﬁa aﬁQ) .

(wat + Uyyt) (Z2 + 22) + aﬁhttyz = 9

Reemplazando en (2.52) y usando el hecho de que u = a4+ O (a, ) y v = 0+ O (o, ),

obtenemos

ozﬁ 1 - - - -
o3 (Dt + Vyyt)— aﬁhtty+EP0y+avt+a2 (@D, + 00,)+aT,w+an, = O (a3, a?p, a62) .
0
(2.53)
Recordando de la adimensionalizacion de la presién, tenemos que Py = Ozg & entonces

pga;

Pog = I

Poy = pgh0&2p()g = pcgoflf’og.

Entonces,
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Dividiendo por « la ecuacién (2.53), tenemos

—g (Dawt + Dyyt) — Bhugy + Py + 0y + a (G0, + 00y) +at,w+n, = O (o, af, %) . (2.54)

Retomando la ecuacién (2.50), tenemos

1715 - 1_)15 + g (@yyt + @mmt) + ghtyt + O (Oé2, O‘ﬂu 62)

By = Uy + g (Vyye + Vnaz) + ghtw 10 (a% aB, B
. B _ g 2 2
Uy—vy"’g( yyy+vxxy)+§htyy+0(a 70575)

. _ _ _ g
Vpxt = Vgt + S (Uyyxa:t + U:t:(:a:xt) + htyx:r:t + O (aQa O‘B? BQ) .

6 2

Ademads por (3.18) tenemos av,w = afw,w; reemplazando todo en (2.54), tenemos

B _ B _
- 5 (Uyyt + Ux:ct) - Bhtty + aPOy + Ut + E (Uyyt + Ua:wt)

+ ghtty + a (uv, + 00,) + 1y = O (*, a8, 8%) ;

agrupando términos semejantes, obtenemos

— g (Vyyt + Vpat) — ghtty + aPoy + U + a (4, + 00y) + 7, = O (®,08,5%) . (2.55)
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2.4. Deduccion del sistema Boussinesq 2D para fon-

do variable

Teniendo en cuenta las ecuaciones deducidas para la elevacién de la onda y las compo-

nentes del vector velocidad del fluido deducidas anteriormente, tenemos el sistema

m+ (1+an+ah)u), + ((1+an+ah)v), = —h, (2.56)

x

U — g (ayyt + amxt) - ghttm +« (ﬂaw + @ay) + Nz + OéP()x =0 (Q27 Oéﬁ, 62) ’ (257>

U — g (Vyyt + Vsat) — ghtty + o (U, +00y) +ny +aPy, = O (o, af, %) . (2.58)

Llamemos zy = an — (1 — 0) (1 4+ ah), donde 0 < 6 < 1; evaluando en (2.37) y usando
(2.48), obtenemos que

(Bom — (1 —6) (1 4 ah) + 1)
2
—Bhiy (Ban — (1 —0) (1 + ah) + 1) + O (o®,aB, 57) .

u—1u = —f(tyy + Uygs)

Remplazando (2.48) en la anterior igualdad, tenemos

u— (ﬂ + g (ayy + amz) + ghtm + O (Oéz,aﬂ,ﬁQ) > = _§<<a + g (ﬂyy + ﬂmc) + ghtaj
£0(0%a8,0%)) (1 8 Gy + ) + Sl +0 (0,08,6%) ) ) (v

_(1=6)(1+ah)+ 1)2 ~ Bhy (9o — (1— ) (1+ah) +1) + 0 (a2,a8, 5%) . (2.59)
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Calculemos primero

—g(éan—(l—e)(l+ah)+1)2

= —g ((0an)? = 20an (1 — 0) (1 + ah) — 1) + (1 — 0) (1 + ah) — 1)*)

:—g((1—8)2(1+ah)2—2(1—9)(1+ah)+1)—|—O(a2,aﬂ,62)

= g((1—29+02)(1+2ah—|—042h2)—2(1—0)—2(1—8)ah+1)+O(a2,aﬁ,62)

= g((1—20+02)(1+2ah—|—a2h2)—2(1—0)—2(1—0)ah+1)+O(oz2,ozﬂ,62)
2(1—20+02)+ﬁ(1—0)—é+0(a af, 5%)

= —%925 + 0 (a?, a8, 7). (2.60)

Reemplazando en (2.59), obtenemos

u—u:—g(uyy—l—um)—

gh (a af, 62)

By
2

+ Bhiz (1= 0) = 1) + O (o®, 0B, 5%) ,

(uyy + Uge)

luego
_ g B _ _
:ﬂ—g (92—§) (ayy—i_u:pgj) (0__> ﬁhtx—{'O(a CKB BQ)
Por lo tanto, dado que u = u + O (a?,af, 5?), entonces uyy + Upy = Uy + Uge +

O (a?,af, 3?), y en consecuencia

* g <62 - %) (tyy + tza) + (9 N %) Bhi + O (a®, B, 7).

N
Il
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Definamos u = v y v = v?, entonces

g B 1 0 0 1 2 2

u=u +§ 0 3 (uyy—l—um)—l— 0 5 Bhyy + O (o, a8, 5%) . (2.61)
Ahora, en forma anéloga calculamos v. Por (2.49) tenemos que

- - - z+1)?
v—0=—f(Uyy + Vsz) u — Bhyy (2 +1)+ 0 (aQ, 045752) , (2.62)
y por (2.50), tenemos
g g

O =T+ = (Byy + Uga) + Shy + O (0%, a8, 57)

2
reemplazando zy en (2.62), tenemos

(Bam — (1 —0) (1 4 ah) + 1)

v—0 = —[(Vyy+ Upg)

2
—Bhyy (Ban — (1 —0) (L+ ah) +1) + O (o, a8, 57) .
Entonces por (2.50), tenemos

v— (v + g (Oyy + Vaa) + ghty + 0 (a?, aﬁ,ﬁ2)> = —g (Dyy + Uz <9a77 —(1-10)

(14 ah) + 1)2 — Bhy (Ban — (1 = 0) (1 + ah) + 1) + O (o®, a8, 5°)
Por (2.60), tenemos

v—@:—g(z‘;yyﬂ‘;m)—

ghty — 0 (a? a8, %)
- ‘292 (Byy + Taz) + Bhey (1= 0) = 1) + O (o*, a3, 8)

Y
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por lo tanto

1
V=17 — (g — §e2) (Tyy + Vgws) — (5 — 6) Bhy, — O (Oﬂ,aﬁ,w) ,
luego
— 6 2 1Y - 1 2 2
V=" E 0 —g (Uyy‘i‘%m)‘i‘ 0—5 5hty+O(Oé,Oéﬁ,ﬁ).
Nuevamente, dado que v = ¥ + O (a? af, %), entonces vy, + Vpx = Uyy + Ve +

O (a?,af3, 3?), y en consecuencia

=t (92 - %) (v + vas) + (9 - %) Bhes + O (0%, 0, 7).

Cambiando v por v?, tenemos

U= veé <02 — %) (Uzy +0l,) + (9 — —) Bhy + O (o, af, 57) . (2.63)

Reemplazando @ y © en (2.40), tenemos

m+<(1—|—om—|—ah) (u9+§<02_%)> (uzy+ I) ( —%) Bhig
O(oﬂ?aﬁ?ﬁ?)) +((1+om—l—ozh)< g( ;)) v +?J
+ (9 —% Bhyy + O (a2,a5,52)) — _h,.

Y

Entonces

1
n + (uG + g (92 _ §> (uzy +ul,) + (0 — —) Bhye + anu’ + ahu )

1
+ (U + = 4 <92 §) (Uzy +07,) + (9 — 5) Bhiy + anv® + ahva)
Yy

=—h;+0O (ag, aB,BQ) .
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Luego,

1 1
M + uz + g (02 _ g) ( Uy + U’mac;t) (0 — —> Bhizs + (nxu + nu, )

1
a (hou’ + hul) +0f + = & (92 3) (V) + v0ay) + (9 — 5) Bhiyy

+ o (ny0” + o)) + a (hyo’ + hel) = —hy + O (o2, a8, 5°) .

Entonces

3

(
+a(nva+hv é (82 ) + 7 )
2 Yyyy T Vaay

= _ht - <9 - _> Bhtrx - (9 - 5) Bhtyy + @) (CYQ,CYﬁ,ﬁZ) : (264)

1
nt—l—ug—l—a(nu9+hu) +§< ) ugym—l—umm +Ug

Recordemos que por (2), tenemos
B _ s _ _ 2 2
=3 (Uyyt + Usat) — §htm + o (il +0,) + 1, + Py, = 0 (0%, a8, %) .

Ademas, por (2.61), tenemos

a=u’+ g (92 —~ %) (uf, +ul,) + (9 - %) Bhiz + 0 (a®, 0B, 5%) .

Derivando y haciendo los reemplazos apropiados tenemos
=l + D (621 (udye + uln) + o 1) sn +0 (a?, a8, 5%)
t— % 3 yyt zxt 9 ttx ) ) :
Pero tenemos que

Uyyt = uzyt +O0(B) Y Upet = uzxt +0(B).
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Ademas, recordemos que

[t
I
S
)
Sy
VR
>
V)
|
w

1) (vgy + vgw) + (9 — %) Bhy, + O (aQ, af, 62) . (2.65)

remplazando v = v? + O (8), 4, = uS+O (B) y 4, = uz + O (), en la expresién anterior,

tenemos

1 1
Ut ( 3 yyt +u xt) (9 — 5) Bhttx + O (QQ’ a/87 /32)
g(uzyt%—um) ghttx+a(uu +vu)~|—77z+ozP0x—O(a aB, 5°).

Asociando términos, tenemos

uf+§

5 (92 — 1) (uzyt + uzzt)—f—(e — 1) Bhys+a (u u + 0% )—I—nm—l—aPOx =0 (a afB, B )

Y por lo tanto, tenemos

B

5 (02 = 1) (e + ) i (a0 + o)

— —aPy, + (1= 0) Bhu, + O (0,08, 8) . (2.66)

Haciendo un procedimiento andlogo para v, tenemos por (3) que

G g (Vzat + Dyye) — ghtty + Py, + o (ut, + v0y) + 7y = +0 (a2> ap, *82) :

Ademas, por (2.65), tenemos

v = UG +§ (92 - %) (Uzy "‘sz) + (9 - %) Bhty +0 (QQ,QB,ﬁz) )

Vgt = Ufmt + O (5) ) 'Uyyt = Uzyt + O (6) 5

v, = u? + 0 (B) v UUy—UU “+0(p),
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luego

5 (7 5) Wt o) + (6 3) By + 0 (02 00,)

2
- g (Ugyt + ngt) - ghtty + aby, + o (U%z + U%z) +ny =0 (042; af, 52) .
Asociando términos, tenemos
Uf+§ (02 - 1) (Uzyt + ,Ug:vt) +o (U%z + U6v3)+77y - _aPOx+(1 - 0) Bhtty+0 (042, aﬁa 52> .

(2.67)
La relacién de orden en las ecuaciones (2.64), (2.66) y (2.67) es

WHn=0(pB), u+n=0p) vy ul+vi+n+h=0(,p). (2.68)

Lo que formalmente implica que

U’Zxaz + uzya: = —Nzat — h:r:a:t + ) (04, 6) ) (270)
Uy + Vyyy = Tyt — Py + O (@, B) (2.71)
szy + vzyy = —Nyyt — hyye + O (v, B) , (2.72)
Ugem = —Naaz + O (a, ) y Uzyt = —Nyyy + O (a, B) . (2.73)

Por consiguiente, para todo A, i, ¢, € € R, tenemos

0

0
Uprx + uyya}

U:?:xy + Ugyy =@ (szy + Uzyy) - (1 - @) (Wyyt + hyyt) + O (Oé, ﬁ) ’

u:izt = T HNzzz + (1 - :u) ui:pt + O (Oé, B) )
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uzyt = —Ayyy + (1 = A) uzyt +0 (o, 5),
Ugyt = _fnyyy + (1 - 5) Ugyt + O (O{, B) ;
Uf:mt = —EMgay + (1 — €) szt + O (o, B).

Reemplazando en (2.64), (2.66) y (2.67) y despreciando los términos de orden alto,

tenemos una familia de sistemas de parametros

e+ )+ o (nu’ + hu’) + af (6, + ul,,) — bBNew
+u) +a (m’ + hv@)y +cB (V8 +ul,,) — dBnyy

1 1
= _ht - (8 - 5) 6ht$m - (0 - 5) Bhtyy + bﬁhaxxt + dﬁhyyt‘

—(9—%)+%(92—§> (1—>\):%((92—%)(1—>\)—29+1>.

De forma anéloga,
1 1
- (0 - 5) ﬂhtyy + dﬁhyyt = g ((1 - 90) (02 - g) — 26 + 1) hyyt'

Por lo tanto, tenemos

 + uz + « (nug + hue)m +ap (vzm + uzm) — 0Bt
+ Uz + o (T]UG + ]’Lve)y + Cﬁ (Uzyy =+ ugyy) — dﬂnyyt

o S (an (# ) e 2 (0 () ),
(2.74)



2.4. Deduccién del sistema Boussinesq 2D para fondo variable 53

donde se ha utilizado que

Obtenemos también que

Uy + €BNawe — [BUSy + 9BNyye — JBUY, + Mo + o (u'ul + v"ul)
= —O(P()m + (]_ - 9) 6htt$ s (275)

donde
(1=0%)(1—p),

N —

ez—%(é’g—l)p, f=

(1-6%) (1-N).

(I 1
—5(9—1)/\ y j—2

Para la 1ltima ecuacién, tenemos

g:

Uf‘i‘kﬁnmmy"‘lﬁvzzt‘i‘mﬁnyyy _QBUzyt‘i‘O‘ (Uevz + Uevz) +1y = —aPo+(1 — 0) Bhity
(2.76)

donde
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Por otra parte, reemplazando (2.69) y (2.71) en la ecuacién (2.74), tenemos

yr =+ Uz +a (77“9 + hu9>x - bﬁnmrt + Uz + o (7]@0 + hve)y - dﬁnyyt
1
- aﬁnx:pt - Cﬁnyyt = _ht + g ((1 - )\) (02 - g) — 20 -+ 1) hmgt
5 L) _o041)n h h 2.77
+§ ( _(10> _g - + yyt‘i_aﬁ xmt""cﬁ yyt - ( )

Ahora, reemplazando la segunda igualdad de (2.68) y las igualdades de (2.73) en la

ecuacién (2.75), obtenemos

ul —epul —fﬁuzyt —gﬂuzyt—jﬁuzyt+nw+o¢ (uul + UGUZ) = —aPy,+(1 —0) Bhy, .

Después de juntar términos equivalentes, llegamos a que

u! — e+ Hul,, — B (g ~|—j)uzyt + 1, + a (uPul + veuz) = —aPy, + (1 —0) Bhy, .
(2.78)

Por tltimo, de la primera igualdad de (2.68), tenemos
Nezy = _ngt + O (o, B) y Nyyy = _Uzyt + O (o, B).
Reemplazando en la ecuacién (2.76), obtenemos
0! — kBl +1p00, —mﬁvgyt —qﬁvzyt +a (vl + vevg) +ny = —aPoy+ (1 —0) Bhyy, .

Nuevamente, juntando términos equivalentes, llegamos a que

Ute - B (k + l) ngt - B (m + q) Uzyt +a (U%g + ,UG,US) + 77y = _aPOy + (1 - 9) Bhtty .
(2.79)
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Con la intencién de quitar los parametros « y 3, hacemos el siguiente cambio de variable:

T = Bl/zi, y = 51/2:&’ t = 61/21?’ n= Ol_lﬁ, u@ _ Oé_l’LALG,

De donde obtenemos

-1 -1
:L' a AG 6 Oé /\0 0 a /\e

B2’ 51/2’ B1/2

—1A 09

0 ~140 o al, Y ool
u (m,y, = 51/2’ ﬁ1/2’ 51/2 Uy = 51/2”57 Uy = ﬁ1/2ui’ Uy = ﬁ1/2uﬁ’
v (z,y,1) ( >

. Y t _oflA _oflA o
n(xvyut) =a 51/27 B1/27 61/2 T = anv Ny = Wﬁiv Ny = Wﬁ?}v

_1 Yy t - Oé_l ~ o O(_l N B Cy_l A
hiw,y,t) = h (51/2’ pL/2’ /@1/2) = mhb Nz = thm Ty = mhzﬁ

—1 —1 —1 -1
9 OéAo 0 OéAo e_OéAe Ua_a 20

Upat = 551/2 Ugzir  Uyyt = 551/2 yyt’ Vgat = 551/2 Yszis yyt 551/2 Vi

att att . a~t i
Nzt = W%@f, Myyt = W%?ﬂ’ wxt = W zit>
ol o2
hyyt - Whgg}f7 PO.’E - PO /81/2 PO:C
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Reemplazando apropiadamente en (2.77), tenemos

-1 71
51/2 (9 +42) + o (nou’ + nul, + hu’ + hul) _bﬁﬂﬁuznmt
a! at
+ W% +a (nyo” + ol + by’ + ) — dﬁ—ﬁﬁlﬂ Nygi
al a-l 8 , 1 at .
- aﬁmnm - Cﬁm%;ﬁ 51/2h +35 ((1 - (9 - g) —20+ 1) BB o172 st

1
+ g ((1 - SO) (92 - g) —20+ 1) 651/2 yyt + aﬁﬁﬂl/Z 228+ C/Bﬁﬁl/g it (280)

Ahora, observemos que

Nt + nul + hou® + hl = al—/Z (ﬁ@aa + Al + hpt? + hag)
at .o
= EoE (nue + hu9> B
o A N N N
07 + nvg + hyv? + hvz = i (n@ve + nvg + hyt? + hvS)

= %(Me—i—hv )y.

Reemplazando en la ecuacién (2.80) y simplificando, obtenemos

e+ 0+ (707 + i) bijggg + 00 + (70" + ha)
z Yy

« . . A 1 1 "
— dfyg — Ngzp — Cllggi = —hi + 5 <<1 —A) (92 - g) — 20 + 1) szt

1 1 .
+ 3 ((1 — ) (02 - 5) — 20+ 1) hygi + ahgyp + chgge. (2.81)
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Siguiendo un procedimiento analogo con las ecuaciones (2.78) y (2.79), obtenemos

“af) = —Pop+ (L= 0) by (2.82)

&2t gt

@l — (e+ fal; — (g + j)ad ; +ns + (%4 + o

00) = —Poy+ (1 — 0) hyzy.  (2.83)

+
—

>
S
>
2>

_I._
<>

0f = (k+ 000, — (m+ q)80 . + 1y

it

Tomemos 62 = 2 y A = ¢ = p = ¢ = £ = 0. Reemplazando en la ecuacién (2.81),

obtenemos

. 1 .
i+ (00 D) (1= ) i+ 0+ (30 + b))

z

1 . 1. 1 .. - 1.
5 (1= A) g0 — E)\%;@i - E)\%g{ =—h; + 6)‘%:@{
1. 1 .- 1 .-
Pero esta ecuacion se puede escribir como
. A A - 1. .-
e+ ad + (7 +ha) = Ay + 5 + (" +h69>ﬁ = D07 = —hi = 22k,

z

La anterior ecuacién puede escribirse de manera mas compacta definiendo V' = (119, '&9)

. 1 .
ﬁg+V~V+V~(ﬁ+h)V—6Am:—h5. (2.84)

Reemplazando estas mismas constantes en las ecuaciones (2.82), obtenemos

Nuevamente, definiendo V' = (ﬁe,ﬁg), obtenemos que esta ecuacion puede escribirse
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CcOomo
1 o 2\ .
al — aAat‘? + 7+ Vil -V = —Py, + (1 — \/;> s (2.85)

Realizando el mismo procedimiento anterior con la ecuacién (2.83), obtenemos

Como pasé en la ecuacién anterior, definiendo V' = (119, @9), esta ecuacién puede escri-

birse como

~0
'U£ —

~ 2\ 4
A 4y + Vo' -V = Py, + (1 - \£> hits. (2.86)

Nétese también que en general, si V = (u,v) y se tiene que u, = v,, entonces

=

1 2 1 1 1
SVIVE = §v<(u,v),(u,v)>:av(uuﬂv):i<

UUp + UV Uy U Uy + UV Uy
U Uy + UV Uy UV + V Uy

Por lo tanto,podemos ver que

vil - v\ [ alad
vil-v |\ afl

Por consiguiente, reemplazando en las ecuaciones (2.85) y (2.86), y considerando de nuevo

(uu+ovv), )

(vu+vv),

la ecuacién (2.84), obtenemos finalmente el siguiente sistema de tipo Boussinesq en dos

dimensiones para la propagaciéon de ondas con pequena amplitud y gran elongacion, en
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la presencia un fondo variable

~ 1 1 2 ~
Vt+vn+§vyv12—gmft - —V(PO)+<1—\/;> (VRh)w,  (2.87)
N ~ A 5
WtV VEV- (b V=== = —h, (2.88)

donde V' = (u(z,y,t),v(z,y,t)), 1 = n(z,y,t) y h = %(x,t,t) provienen de varias adi-
mensionalizaciones y transformaciones de U = (u,v,w), n y h, respectivamente. Este
sistema aparece en su versién unidimensional en el trabajo de Chen [27] y en su forma
bidimensional en [28], donde los forzantes no son dados en forma explicita. Una ventaja
que destacamos en el tipo de formulaciones (2.87)-(2.88) es que la influencia de la to-
pografia aparece como un forzante en el sistema, y no afecta los términos dispersivos
lineales de tercer orden (aquellos precedidos por el factor %), en contraste con otros mo-
delos existentes en la literatura (ver [19, 29]). Este hecho tiene considerables ventajas
desde el punto de vista analitico y numérico, ya que el sistema se puede ver en términos
del operador I — %A el cual es bien conocido en la literatura. Otra ventaja es que este
tipo de modelos nos permite considerar el caso méas general, donde la topografia depende

tanto del espacio como del tiempo.



TERCERO

Existencia y Unicidad

En este capitulo, se demuestra la existencia y unicidad de la solucién del sistema (2.87)
y (2.88) con condiciones iniciales y de frontera adecuadas. Este estudio es importante
a fin de garantizar la existencia de las soluciones del sistema que vamos a aproximar
numéricamente. Para la demostracion de este teorema, usamos dos lemas en los espacios
de Sobolev que escribimos a continuacion.

Definimos 2 C R? abierto y acotado con frontera suficientemente suave.

Lema 3.1. Sea u € HL(Q) y v € HL(Q), entonces uv € L*(Q).

La demostracién de este lema puede ser consultada en [30].

Lema 3.2. Suponga que s;,s y1 < p,p; < 0o (i = 1,2) son nimeros reales que satisfacen
(Z) Si Z S,
(1) min sy, 55 >0 y s <0
(111) s; sZn(m p),

(z'v)sl+32—s>n< +i—l)20.

L
p1 P2 P

(v)sl+52>n<%1—i—pi2—l>.

60
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Entonces la multiplicacion puntual de funciones es una forma bilineal continua
WerPL(Q) x WP2(Q) — W*P(Q).

La demostracién de este lema puede ser consultada en [31].

Lema 3.3. Sea Q C R? abierto y acotado, consideremos el siquiente problema de fron-

tera:

u— éAu = fen(, (3.1)
u=20 en 09, (3.2)

para f € H™Y(Q). Entonces existe una tinica solucion débil u € H}(Q) de (5.1) y (3.2).

Demostracion. Ya que f € H™' (), entonces f = fO+ 32 fi con f'e L*(2), luego
(3.1) v (3.2) se pueden escribir como

2
1 0 i
u— éAu =+ ;fx en €, (3.3)

u =10 en 0N. (3.4)

Ahora bien, multiplicando la ecuacién (3.3) por ¢ € H}(Q), e integrando respecto a (2,

se obtiene que
2
1 ,
/uqﬁda: — —/ Aupdr = / Yo+ Zf;icﬁdx,
Q 6 Ja Q P

asi que haciendo integracién por partes, obtenemos

1 2
/ngbdx—i—é/QVu-ngﬁdx:/QquH—;f o
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Por la linealidad de la integral, tenemos que la expresion anterior se puede escribir como
1 2
/ up + =Vu - Vodr = / 0% + Z fipg,dr.
Q 6 Q P

1
Si definimos la aplicacién a(u, ¢) = / up + EVu - Vodx, entonces se puede escribir la

Q
ecuacién anterior como

a(u, ) = (f, ), (3.5)

2

donde (f,¢) = /foqb + Zfiqﬁxidx. Con el fin de probar que (3.5) tiene una tnica
Q i=1

solucién u para todo ¢ € H;(Q), mediante el teorema de Lax-Milgram [21, pag 315],

probaremos que a(u, ¢) es una forma bilineal, continua y coercitiva, es decir, que existen

constantes a, § > 0 tal que

|a(u, ¢)| < allullllo] ¥
Bllull*< a(u,u),

parau, ¢ € H(2). Es claro que a(u, ¢) es una forma bilineal. Veamos primero que a(u, ¢)

es continua. En efecto,

1 1
la(u, ¢)| = /ugb—i——Vu-ngdx < /ugbdw + - /Vu-V¢dx (3.6)
1
§/|u¢]dx+—/ |Vu - Vo|dx (3.7)
Q 6 Q
1
< ||U||L2(Q)||¢||L2(Q)+6||VU||L2(Q)||V¢||L2(Q) (3.8)
< (JJull L2+ VUl r2) (1622 VOl L20) (3.9)
1
ts (lull 2y + 1 VUl r20)) (19122 + 1Vl L2(0)) (3.10)
1
= HuHHl(Q)H¢HH1(9)+6HUHHl(Q)WHHI(Q) (3.11)

1
= (14 5) Tl ol = ol ool (3.12)
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El hecho que a(-, ) es coercitiva se obtiene del siguiente célculo:

1
a(u,u) = / u? + EVU - Vudz (3.13)
Q
1
= / lul* + =|Vul*dz (3.14)
0 6
2 1 2
= ||u||L2(Q)+6||vu||L2(Q) (3.15)
1
> = (lullfa@) 1 Vullfz) (3.16)
— 8 (Il I VulZaqey ) - (3.17)
Se concluye del teorema de Lax-Milgram que existe un tnico v € H solucién de (3.5)
para todo ¢ € H}, y por tanto existe una tinica solucién débil de (3.1) y (3.2). ]
Observemos que por el teorema anterior se puede concluir que el operador I — %A :

H}(Q) — H(Q) es invertible en estos espacios.
En el siguiente teorema consideramos la existencia y unicidad de soluciones para el

modelo tipo Boussinesq que estamos considerando.

Teorema 3.4. Sea ) C R? abierto y acotado. Dado 1y € H(2), Vo € H(Q) = HY(Q) x
H}(Q), existe T > 0 y una nica solucion (17, V) € C([0,T]; H(Q)) x C([0,T]; H}(2)
del problema (2.87) y (2.88) que satisface las condiciones iniciales y de frontera

ﬁ<w7y70) = 770? V(xay70) = Vo, (xay) € Q

n=0,V=0, (z,y) €09, t € R,

donde 00 es suficientemente suave y las funciones Py € C([0,T];HY(Q)), h €
C([0, T]; HA(Q)) NnCY([0,TT]; L2(2)) y%m,ﬁy € C2([0,T]; L2(Q)) son conocidas.

Demostracién. En adelante, escribiremos H'(Q), L*(Q2) y H1(Q) como H!, 1?2 y H™,
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respectivamente. Primero escribimos (2.87) y (2.88) como

T = <I—éA>_1 (—V-V—V(%M;w—%t) (3.18)

V, = <I . éA) B (—Vﬁ— %V|V|2 VP + <1 - \/?) (vﬁ)tt> . (3.19)

En (3.18), el operador (I — %A)_l denota la inversa del operador (I — ¢A) con dominio
H} y rango H™!, mientras que en (3.19), el operador ( - %A)fl representa la inversa

del operador (I — %A) con dominio HJ y rango H™'.

Definimos el siguiente operador:

PV = <(1_ éA)‘l (-9 V-V-GtDV ), (1— éayl (—Vﬁ— SVIVIZ = YR+ <1— \/i) (Vﬁ)tt» ’

La idea de la demostracién consiste en transformar el problema de valor inicial (3.18)
y (3.19) en un problema de Cauchy asociado a una ecuacién diferencial ordinaria de la
forma U’ = F(U), donde U = (n,V), en el espacio de Banach H} x H}, al cual se le
pueda aplicar la teoria de existencia y unicidad conocida en la literatura para este tipo de
problema. Para esto, establecemos en primer lugar que el campo F : H} x H} — H' x H!
estd bien definido y que es diferenciable con derivada continua. Para ver que estd bien
definido, sea (77, V) € H} x H}. Entonces de las hipdtesis del teorema se tiene que
hel?CcH 'y (Vh),eL?c H .

En segundo lugar, como 77 € H} y V € H{, entonces 57 € H' y V € H!, por tanto
ug, vy € L2 En consecuencia u, + v, € L? C H™!, lo que implica que, V-V € H™%

En tercer lugar, por el lema 3.1 (b + 7)u) y ((h + 7)v) € L2, luego V - (h + )V =
(h + Muw)s + ((h + 1m)v), tiene sus términos en H™', por lo tanto, podemos concluir
que V- (h+7)V € H™'. En conclusién, (—V V-V (h+7)V - ﬁt> € H ! y como
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(I —:A) : H§ — H™! es invertible, entonces

1\ ~ ~
(I—EA) (—V-V—V~(h+7“7)V—ht)eHéCH1.
Por otro lado, observamos lo siguiente:

i) Por hipétesis, 7 € Hj C H!, entonces Vij = (7,,7,) € L? x L? = L? ¢ H;
VIV|? = V{(u,v), (u,v)) = V(uu+ vv) = ((uu + vv),, (uu + vv),).

ii) Por el lema 3.1, (uu + vv) € L? por tanto, sus derivadas parciales pertenecen a H™!,

entonces ((uu + vv),, (uu+vv),) € H™!, luego VIV € H™ L
iii) Como por hipétesis Py € H!, entonces VP, € L? C H'.

En conclusién, de i, 3 y i, <—Vﬁ— LY|V]2 = VP + (1 _ ﬁ) (vﬁ) ) e H 'y pues-
tt

to que (I — tA) : Hf — H™' es invertible, entonces

1 o ~ 1 2 \/5 7 1 1
(1 . EA) (—vn —SVIVE - VP + <1 - 5) (Vh)tt> cH! c H.

De lo anterior, se concluye que F(7, V) : HY x H} — H' x H! estd bien definido y mds
atn, que F es C' en H} x H}, con derivada F'(7*, V*) dada por

F VY, V) = ((1 - éA)A (-V V-V @V -V TV, (1 - éA)A (—V 7+ V* -v>)> .

Ahora veamos que F’ es continua. En efecto,

I @7, Vi) (0, V) = F (1 Vi) (00 V)l g ey =

||(I—%A)_1 (—V~V—V-(mvf—V-(E+n~*1)V),(I—%A)_l(—v(ﬁ—i-vf-v))—

—1

(r- éA)_l (-vV-T @Vs -V G V) (1= 5A) V@V VD
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Por la linealidad del operador (I — %A)_l en la expresion anterior, obtenemos

VF' (@7, ViY@, V) — F' (7, VIO 0 V)l gt e =
(0] 0
-1

-1
1(1-58) V@3- VD + 9@ -TV). (1= 58) TV = VD V)l

Tomando la norma |[(, )| zaxer = || lmg + || [l para productos de espacios de Banach

[23] en la expresién anterior, obtenemos
—1 -1
1(1-58) (- @V = VD + 9@ - V), (1= 58) (VVE = VD) Vllgpcany =

—1 -1
1(1-58) (V- @3-V + V@ -Vl +1(1- 58)  (VOV5 = VD) V)l

Por el teorema de regularidad [32, seccién 9.1.4], tenemos

—1

-1
1(1-58) (- @VE= VD + 9@ -Vl +1(T- 58) (V3 = VD) V)l <

Cr(l(V-mM(Va = V) + V- (2 =) V)llg-1 +[[(V(V2 = Vi) - V)[lg-1).

A continuacién realizamos la estimacion en detalle de cada uno de los términos de la
expresion anterior. Haciendo el célculo de la divergencia, el producto de vectores en el

lado derecho y luego usando la desigualdad triangular, se tiene

Cr((V-M(Vz = V) + V- (@ =) V)llg—1 + [[((V(Vz = VI) - V)[[g-1) <
Crll((uz = wi)ellg-1 + 10wz —o1))yllg—1 + (2 = 7D Wallg-1 + (@2 = 7))yl -

+ 13 = uD)w)all -1 + [[((v2 = v))V)ellg-1 + (w3 — uD)u)yllg-1 + [[((v2 = vD)V)yll r-1)-

Calculando las derivadas en el lado derecho de la expresion anterior y usando desigualdad
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triangular, obtenemos

Crll@(uz = wi)allg-1 + 10wz —o1))yllg-1 + 103 = 7)) Wallg-1 + (@2 = 7))yl -
+ (w3 = up)w)ell -1 + [[((vz = vD)V)ellg-1 + (w3 — uD)w)yllg-1 + [[((v2 = vT)V)yllg-1) <
Crl7e (uz —uD)llg—1 + 17w —wi)allg-1 + 7y (v3 — oD g-1 + [17(v3 = v1)yllg—
12 = )aull -1 + 102 = 1))l g1 + (2 = 01)yollg—1 + 102 = 71)vyllg—2
+I(uz = uieullg—1 + (uz = v)uallg—1 + |(v3 = vD)avll -1 + [[(vz = v])ev]l g2

+ll(uz —uDyullg-1 + (uz = u)yullg-1 + vz — o))yl -1 +[[(vz = vi)vyllg-1)-

Por el lema 3.2, tomando s; = 0, ss = 1, s = —1 y p1 = po = p = 2, para las

multiplicaciones de funciones en la expresion anterior, tenemos

Cr(l7e (uz = wDllg-1 + 17w — ui)allg-1 + 17y (v3 = D) -1 + 1103 = v1)yllg-1
FN2 = maull g1 + 110z = 1) vallg—1 + 102 = 1)yl -1 + 112 = 11)vyll -1
+I(uz = ueullg—1 + (v — vDuallg—1 + 1(v2 = vD)azvllg-1 + [(v2 = v7)ev] -
Iz = ul)yullg—1 + lI(uz = ul)yullg-1 + [(v2 = o)yl -1 +[1(vz = v1)vyllg-1) <
C1(C2lnzll Lo I (uz = uD)ll gy + Callill g ll(uz — ui)allp2 + Callyllos (2 — oDl gz + Csllill gy ll(vz = v1)yllL2
+ Coll(z = M)allallell gz + Crll(2 = 1) g lualip2 + Csll(1z = 1)ylles vl gy + Coll (12 = 7Dl g llvyll 22
+Croll(uz —udallzy lullag + Crall(uz — uD)ll o llualloz + Crall(vz — vi)all g lI0ll2 + Crsll (w3 —v)llp2 llvall
+ Call(ug —ud)yll o llull o2 + Crsll(uz — wDllpzlluyll 4 + Croll(vz = vD)yll o l1vllz + Crrli(ws — vy llvyll2) <

CrM (3 = il g + 1105 = 0f gy + 117 = il 5y

donde C1,Cs - --Ci7 y M son constantes.

Finalmente, en virtud del teorema de existencia y unicidad para ecuaciones diferenciales
ordinarias en espacios de Banach [33], podemos concluir que existe 7" > 0 y una unica
solucién (7, V) € C1([0, T], H} x H}) del problema de valor inicial y de frontera (2.87) y
(2.88). m



CUARTO

Formulacion variacional y FEM

En este capitulo, implementamos un método de elementos finitos para aproximar numéri-
camente las soluciones del problema (2.87) y (2.88). Como el problema es evolutivo, dis-
cretizamos primero la variable temporal, usando diferencias finitas, luego, en cada paso

del tiempo, discretizamos las variables espaciales usando elementos finitos(Método de
Rothe).

4.1. Semidiscretizacién en tiempo

Tomando el problema (2.87) y (2.88) en su forma vectorial, tenemos

~ 1 1 2
ut+nz+§(u2+v2)x_6Aut = _PO:L‘+ <1— \/%) hxtt7 (41)

- 1 1 2
U + My + 5(“2 + fljz)y _ EAUt = _POy + (1 — \/;) hytt7 (42)
1
M+ o + vy + (4 n)w)e + (B +n)u)y — cAur = —he. (4.3)

Deseamos discretizar primero la variable temporal, con tal fin usamos la 6 - discretizacion
de diferencias finitas para (4.1), (4.2), (4.3), donde el super indice n indica el nimero de

paso del tiempo y k = t, —t,_1 es el largo del presente paso del tiempo, de esta forma

68
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obtenemos

u”t — un—l

1
T O (L= Oy O (o) (1= ) (Y )

1 n _ ,n—1 2
EA(%) +0P +(1—-0)P3 ' —0 (1 — \/;) R, — (1 —0) (1 — ) Rt =0,

n n— 1 n? n? n— n—1)>2
+ 0ny + (1 —0)n, 1+Q§(u +0" )y + + (1= 0)(ul R Jy—

1, v —ont . n— 2 . 2\ e
A or (- 0P -6 (1 - \/;> W, — (1—6) (1 - 5) Bl =0,

+0u” + (1 — O)u* + vy, + (1 — 9)21;}_1 +0(n"u™), + (1 —0) (" tu" 1)+

1 n n—1

O"0™)y + (1= )"0, = A=) = ("), — (1= 6) (W)=

(h™"), — (1 — 0) (A" "), + Oh? + (1 — O)h"1 = 0.

[GSRIN

Para 0 < # < 1, tenemos distintos esquemas de diferencias finitas para discretizar la
variable temporal, por ejemplo, si # = 0 obtenemos el esquema de Euler explicito; si
6 = 1 obtenemos Euler implicito y con 6 = % tenemos el esquema de Crank-Nicholson.

Una vez hemos discretizado la variable temporal, el problema evolutivo se ha transfor-
mado en un problema estacionario en cada paso del tiempo n. Discretizaremos ahora las

variables espaciales usando el método de elementos finitos.

4.2. Formulacién variacional del problema

Sean 0 C R? una regién abierta y acotada y ¢; : Q@ — R, para i = 1,2, 3, funciones
de prueba en HJ(Q) = {u € H'(Q): u |po= 0}, donde H'(Q2) es el espacio de Sobolev
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dado por el conjunto de funciones cuadrado integrables con derivadas, hasta orden uno,
cuadrado integrables, véase [21]. Si multiplicamos el problema semidiscreto obtenido en

la seccién anterior por las funciones de prueba ¢;, obtenemos el siguiente problema

n n—1

k
1 u"—u

n—1
(1— 9)(u(n—1)2 i U(n—1)2)x@1 _ 6A( ’ Y1 + 0F o1+

(1 - G)P&_l‘:ol —0 (1 - \/g) hntt@l (1 - 9) (1 - \/>) h:ctt Y1 = 0

n _ ,n—1

k
~ _ 1, v —ont .
(1—6)(u™ D2 4l 1)2)%02 — —A( - )2 + OF oot

_ 2\ .-
(1—0)P gy — 4 (1 _ \[> hlypa — (1= 6) (1 - \@> Bty = 0,

n __ ,n—1
%wg + Ouos + (1 — O)ul o3+ Ovllps + (1 — )o) !

00" u")aps + (1= 0) (0" u" ™ )aps + 0(7"0" ) yps + (1= 0) ("0 )5 —
1 —

6A(%)9@3 = O(R"u")ips — (1= O)(h" " )aps — O(R™V") 5~
(1= 0) ("~ 0" )y + O3 + (1 = )1~ ip3 = 0.

1
e14 0o+ (1= 0t e + 95(16”2 + o) ot

— 1 n n
P2 + 01y 02+ (1 — Oy~ Hop + 9§(U T+ 2)y902+

n

3+

Integrando las ecuaciones anteriores en €2 respecto a las variables espaciales y definiendo

b= (z,y), tenemos
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n __ ,n—1 1
/ ugol db + / Onrp1 db + /(1 - 9)772_1901 db + / t9—(u”2 + U”Z)Igpl db+
Q k Q Q o 2

1 n _ ,n—1
/(1-9)( (=1 4 (=D o db-/éA(%m db+/9p(;;¢1 db+
Q Q Q

2
/(1—9)13&_1901 db—/9 1- \/7 haue1 db—/(l—Q) 1- \/j hiordb = 0,

n _ ,n—1 1 2 2
/Q%@dm/engmdm/a—e)n;—lg)Q db+/ﬂ@§(u” + ™) 0 dbt

n n—1

1 _
/(1—9)(u(”1) 4 D) )y@db—/ | - )gogdb+/9P{fg02db+
Q o6 k Q Y

2 2
/9(1 — 0)F5 pp db — /99 (1 — \@) hiyiip2 db — /9(1 —0) (1 - \/;> Wit db =0,

/77 gpg db+/9ux903 db+/( — O)u" s db+/9v;¢3db+
O 0

/ (1—=0)vy ' bd—l—/@ ")z P3 db+/(1—9)(n"‘1u”_1)x<p3 db+
Q Q

1 n n—1

Joarmesdvr [a-o o yendo— [ A= -
/ (h"u™) 03 db—/( 9)(h"_1u"_1)xg03 db—/@(h"v")ng db—
Q Q

/(1 — 0) (W ™) 05 db + / Oh s db + /(1 — O)hP 5 db = 0.
Q Q

Q

o)

Finalmente, aplicando integracion por partes en los términos que contienen derivadas de
orden superior y recordando que la funcién de prueba es cero en la frontera de €2, se

obtiene
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(“55) ) = ) = (- 00 -
03 () ) = (-0 () )+

u® — ! n n—1
T , Vi —<9P07801z)_((1_9)Po 7()01z)+

\Y
0 <1 - \@) h;;,golz> + ((1 ) (1 - @) h¢> =0, (44)

(””‘Tvnl) ,@) — (0" 02,) = (L= 0)" ", 2,) —

(

(130 00) - (0-0 (0 ) )
<é (””‘7”_1) ,wg) — (0F5, ¢2,) — (L= 0) Py, a,) +
( 2

v
0 (1 - \/;> h%%) - ((1 —0) (1 - \/?) hﬁ_la%) =0, (4.5)

((n 7 )’@3> = (0u" ) = (1= 00" s ) = (00" 3,) = (L= 00" s,) =
O™ "), 03,) = (L= O) (""" 1) ps,) = (O(0"0"), 03,) — (L= )" 0" 1), p3,) +

$7 (5] Tea) 0000 ) + (= 00w + (0007, ,) +
(1= 0) (A" 0" ), 3,) + (OR, 03) + (1 — )Ry, p3) =0, (4.6)
donde (-, -) denota el producto interno cldsico de L?(2).

Formulacién Variacional: Sea V = [Hj(Q2)]®. Encontrar (n,u,v) € V tales que (4.4),
(4.5), (4.6) se cumplan para todo (1, @92, ¢3) € V.
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4.3. FEM

Necesitamos definir el método de elementos finitos que usaremos para aproximar las so-
luciones del problema semidiscreto en cada paso del tiempo; para esto, definimos nuestra
terna (K, P,Q). Tomamos como elementos los tridngulos y las funciones con las que
aproximaremos las soluciones, funciones lineales afin y los grados de libertad seran el

valor de las funciones lineales afin en los nodos (ver figura 4.1) de los elementos; es decir,

[#3]

O »
B—

1

Figura 4.1: nodos

P=P, ={a+ Bz +yx2:0a,6,7 € R}.

Una vez hemos definido nuestro método de elementos finitos y teniendo la formulacién
variacional del problema semidiscreto, procedemos con la aproximacion de las soluciones

de la formulacién variacional en espacios de dimension finita Vj, C V.
N

Supondremos en lo sucesivo que {2 es unién de triangulos, es decir, 7, = U k; es una

i=1
particién del dominio €2 en tridngulos.

Sea el conjunto {¢;(x), p2(z) - - ¢y (x)} una base del espacio de dimensién finita
Vi = {(u1,, ug,,uz, ) € C(Q) x C(Q) x C() : uy, |x €Py, parai=1,2,3yVk € Tp}.

Realizamos la siguiente aproximacion,
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u" = up(x) = Z uy ¢i(x), (4.7)
V" g (x) = Z vloi(x), (4.8)
7 ) = D), (49)

y remplazamos en (4.4), (4.5) y (4.6) para obtener un sistema de ecuaciones no lineales,
donde las incognitas del sistema son los grados de libertad. Una vez se encuentran
los grados de libertad, se remplazan en (4.7), (4.8), (4.9) y obtenemos soluciones

aproximadas a la formulacion variacional.



QUINTO

Experimentos Numeéricos e
Implementacion numérica FEniCS

Project

En éste capitulo, presentamos resultados de experimentos numéricos para nuestro mo-
delo de ondas acuaticas con topografia irregular; algunos de ellos nos sirven para validar
los resultados del modelo ya que son conocidos en la literatura especializada. Para la
discretizaciéon temporal del sistema (2.87) y (2.88), usamos el esquema de diferencias
finitas de segundo orden Crank-Nicholson, para la discretizacion espacial, usamos ele-
mentos finitos. Se calcula el orden de convergencia del esquema de diferencias finitas
y el del método de elementos finitos para verificar que concuerden con la teoria. Para
los experimentos que se presentan, en ésta seccion, se usé un equipo ASUS K550DP el
cual consta de un procesador AMD A10 5750M Elite Quad Core de 2.5 GHz, memoria
RAM de 15GB DDR3 1600 Mhz, disco duro 1 TB SATA 5400 RPM y tarjeta de video
ATT radeon HD 8670M 2GB DDR3 VRAM. El sistema operativo que se usé es Ubuntu
18.04.1 LTS (Bionic Beaver); sobre éste sistema operativo, se instalo FEniCS Project
2018.1 el cual corre sobre Python3; FEniCS es una popular plataforma informéatica de
cddigo abierto para resolver ecuaciones diferenciales parciales. FEniCS se establecio en
2003 con la idea de automatizar la solucion de modelos matematicos basado en ecuacio-
nes diferenciales. Inicialmente, FEniCS consistia en dos bibliotecas: DOLFIN y FIAT.

5
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Desde entonces, el proyecto ha crecido y ahora consta de los componentes principales
DOLFIN, FFC, FIAT, Instant, UFC y UFL. FEniCS permite a los usuarios traducir
rapidamente modelos cientificos a un codigo de elementos finitos eficiente con las inter-
faces de alto nivel de Python y C ++4. Cada componente de la plataforma FEniCS ha
sido disenado fundamentalmente para el procesamiento paralelo. FEniCS estd disponible

para una variedad de plataformas (Linux, Mac, Windows).

5.1. Onda solitaria que choca con un obstaculo
cilindrico

En éste primer experimento, consideramos un dominio rectangular Q = [—15,15] x
[—30,50] en el que se coloca un cilindro vertical impenetrable centrado en (0,10) con
radio de 1,5. Suponemos condiciones de frontera reflectivas normales en la frontera del
cilindro y a lo largo de las rectas y = —30 y y = 50, ademas suponemos condicién de
frontera Dirichlet homogénea para u y condiciones de frontera Neumann homogeneas

para 1y v en las fronteras laterales x = +15 (ver Figura 5.1). Las condiciones iniciales

1 [3A
no(z,y) = Asech? (5\/ C—(y + 10)) ,

uo(r,y) =0, (5.1)

1
vo(z,y) = no(x,y) — Zné(m,y),

que usalnos son

donde A =02y c, =1+ % [34]. Para este experimento, tomamos la topografia varia-
ble h(x,y,t) = 0 con el fin de comparar los resultados con los obtenidos para modelos
Boussinesq con fondo plano [35], [34]. El modelo de ondas acuéticas con topografia varia-
ble (2.87) y (2.88) es discretizado espacialmente con elementos finitos, usamos funciones
linales afin para la aproximacién de la solucién, la particiéon del dominio se hace con ele-

mentos triangulares. La malla fue construida usando el programa GMSH, el cual es un
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generador de mallas para elementos finitos tridimensionales; GMSH es un programa de
cédigo abierto que permite la facil creacién de mallas en dominios cuya geometria puede
ser complicada. La cantidad de elementos triangulares que se usaron para la particion
del dominio fueron 29.984 y la cantidad de nodos es de 15.466. La variable temporal
se discretizo usando diferencias finitas y se implementé el método Crank-Nicholson de
orden dos con At = 0,4. La onda solitaria es centrada en y = —10 en ¢t = 0, se propaga en
la direccién positiva del eje y, viajando a una velocidad c; de aproximadamente 1,05. La
mayor parte de la onda solitaria que viaja en la direccién positiva de y pasa el cilindro,
mientras que se producen ondas de menor amplitud por la interaccién de la onda con el
obstaculo que viajan en sentido contrario, (ver Figura 5.10a, 5.10b y 5.11). En la Figura
5.2a, podemos ver un corte sobre el eje y de la Figura 5.2b, la cual muestra el impulso
inicial de la onda solitaria; los colores en la Figura indican el valor numérico que toma
la funcion; la Figura 5.3 muestra la superficie libre 7 tridimensionalmente, cuya imagen
es un levantamiento de las capas de nivel. En las Figuras 5.4 - 5.15, podemos observar

como la onda solitaria avanza por el canal y su interaccién con el obstaculo cilindrico.

B—H:O uw=>0 al:
IN IN

L]

@
e e
o
===}

@
=

Figura 5.1: Condiciones de frontera para el dominio especificado
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(a) Corte sobre el eje y de n(z,y,0) (b) n(z,y,0)

Figura 5.2: Superficie libre i en canal con fondo plano y un obstéculo cilindrico, donde
el impulso inicial es una onda solitaria

Figura 5.3: Vista tridimensional de la superficie libre n(z,y,0) en canal con fondo plano
y un obstaculo cilindrico, donde el impulso inicial es una onda solitaria



5.1. Onda solitaria que choca con un obstaculo cilindrico 79
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(a) Corte sobre el eje y de n(x,y,25) (b) n(x,y,25)

Figura 5.4: Superficie libre n en canal con fondo plano y un obstéculo cilindrico, donde
el impulso inicial es una onda solitaria

Figura 5.5: Vista tridimensional de la superficie libre n(z, y, 25) en canal con fondo plano
y un obstaculo cilindrico, donde el impulso inicial es una onda solitaria



5.1. Onda solitaria que choca con un obstaculo cilindrico 80

0124
0114
0,094
0074
0,054
— 1.0e-01

0024
0014

N

001 T T T T T T T |

10 20 a0 40 50 0 70 80

(a) Corte sobre el eje y de n(x,y, 38) (b) n(z,y, 38)

Figura 5.6: Superficie libre i en canal con fondo plano y un obstéculo cilindrico, donde
el impulso inicial es una onda solitaria

Figura 5.7: Vista tridimensional de la superficie libre n(z, y, 38) en canal con fondo plano
y un obstaculo cilindrico, donde el impulso inicial es una onda solitaria
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(a) Corte sobre el eje y de n(x,y,45) (b) n(x,y,45)

Figura 5.8: Superficie libre 7 en canal con fondo plano y un obstéculo cilindrico, donde
el impulso inicial es una onda solitaria

Figura 5.9: Vista tridimensional de la superficie libre n(z, y,45) en canal con fondo plano
y un obstaculo cilindrico, donde el impulso inicial es una onda solitaria
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(a) Corte sobre el eje y de n(x,y, 60) (b) n(zx,y,60)

Figura 5.10: Superficie libre n en canal con fondo plano y un obstéaculo cilindrico, donde
el impulso inicial es una onda solitaria

Figura 5.11: Vista tridimensional de la superficie libre 7(x,y,60) en canal con fondo
plano y un obstaculo cilindrico, donde el impulso inicial es una onda solitaria
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(a) Corte sobre el eje y de n(x,y,71) (b) n(x,y,71)

Figura 5.12: Superficie libre n en canal con fondo plano y un obstéaculo cilindrico, donde
el impulso inicial es una onda solitaria

Figura 5.13: Vista tridimensional de la superficie libre n(x,y,71) en canal con fondo
plano y un obstaculo cilindrico, donde el impulso inicial es una onda solitaria
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(a) Corte sobre el eje y de n(x,y,99) (b) n(z,y,99)

Figura 5.14: Superficie libre n en canal con fondo plano y un obstéaculo cilindrico, donde
el impulso inicial es una onda solitaria

Figura 5.15: Vista tridimensional de la superficie libre n(x,y,99) en canal con fondo
plano y un obstaculo cilindrico, donde el impulso inicial es una onda solitaria
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5.2. Orden de convergencia del método

En ésta seccién, se desea verificar que el método de elemento finitos implementa-
do para discretizar el espacio y el método de diferencias finitas con el que se dis-
cretiza el tiempo tienen orden dos; para ello, consideramos un dominio rectangular
2 = [—15,15] x [-30, 50], donde suponemos condiciones de frontera reflectivas normales
a lo largo de las rectas y = —30 y y = 50, y condiciones de frontera Neumann homoge-

neas para n y v en las fronteras laterales + = +15. Las condiciones iniciales que usamos

1 [3A
no(z,y) = Asech? (5\/ C—(y + 10)) ,

uo(z,y) =0, (5.2)

1

vo(z,y) = no(z,y) — 1173(9379)7

son

donde A=02yc, =1+ % [34]; para este experimento, tomamos la funcién h(zx,y,t)
que describe la topografia del fondo como cero.

El error en la aproximacion de la soluciéon con elementos finitos estda dada por

17 = Dull Loy = O(RFT),

donde k es el grado de la funcién de elementos finitos con la que vamos a aproximar [36],

[37] ; por tanto, el error numérico con relacién a distintas mallas esta dado por
llen Lo lm = n2ll @@= Ch?,

h\ A
len o™ 1n2 — nsll o) = 0(5) ,

luego la tasa de Convergencia A estd dada por

- 1
A = logy, (||771 772H)

72 — n3l| ) logyp 2’




5.3. La resonancia Bragg

n—nn 12
h ||77h—77g||2 Ogmw A
2 0.122385010182305 0.512468652487528 | 1.70238401444739
1 0.0376062107735721 | 0.599026314215177 | 1.98992234276822
0.5 0.00946745526319973 | 0.60029654033521 | 1.99414194260322
0.25 | 0.00237649399520187 | 0.601560158545432 | 1.99833959143697
0.125 | 0.000594807673634965

Tabla 5.1: Orden de convergencia para el FEM

El esquema de diferencias finitas Crank-Nicholson que se implementé para discretizar el
tiempo es de orden dos [38]. La siguiente tabla muestra la aproximacién numérica a la

tasa de convergencia del esquema de diferencias finitas en el cual se verifica el orden del

esquema.
At 1 — 2|2 logy, Z;:Zi 2 A

0.5 0.0876669697643128 | 0.557494821634687 | 1.85195771074249

0.25 0.0242851714375552 | 0.589532669916595 | 1.95838513904989

0.125 0.00624897092124598 | 0.598827284884188 | 1.9892611816419

0.0625 0.00157391479876362 | 0.601245167103079 | 1.99729321251496

0.03125 | 0.000394217638241205 | 0.601855609401987 | 1.99932105793802

0.015625 | 0.0000986008008484188 | 0.602007583917141 | 1.99982590634961

0.0078125 | 0.0000246531749934383

Tabla 5.2: Orden de convergencia para el esquema de diferencias finitas
5.3. La resonancia Bragg

En onda acudticas, la resonancia Bragg surge cuando la longitud de onda es el doble del

periodo de la topografia. La reflexién de la onda en este caso es el doble del periodo de
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la topografia [39]. Para ésta simulacidn, la topografia considerada estd dada por

—Lsin((y—100)) sil00<y <179y —15< 2 <15
ha,y,t) =9 2 nlioly ) @100y =<1y == (5.3)
0 En otro caso.
En un dominio rectangular Q = [—15,15] x [—400,600], suponemos condiciones tipo

Dirichlet homogeneas para u,v, y Neumann homogeneas para 1 en el dominio €2 (ver

Figura 5.16). Las condiciones iniciales que usamos son

R

no(z,y) = me 60,
U’O(‘ray> =Y, (54)

|

O(xay> = me 60,

Para este experimento, se usan elementos lineales afin y el esquema Crank-Nicholson
para la discretizacion del espacio y tiempo, respectivamente; la cantidad de elementos
triangulares que se usaron fue de 120.000 y el nimero de nodos es de 61.248, At =1y
h=1,1.

La forma lineal y dispersiva del modelo tipo Boussinesq dos dimensional con topografia
variable puede ser controlada con la geometria del problema; en el capitulo 2, se definié
a = Z—g y 8 = i—% Con ay = 0,01, hg = 1 y Ay = 30, tendremos que a = 0,01 y
£ =0,00111111, aunque en el modelo Bussinesq dos dimensional con topografia variable,
que estamos interesados en este trabajo, los parametros o y 5 no estan presentes; tomar
la amplitud, longitud de la onda y la profundidad con los valores dados anteriormente

permiten controlar la linealidad y dispersién del modelo.

1

En éste experimento, tenemos un periodo de 15,7 = z———-
recuencia

= % para la topografia
y una longitud de onda de 30 para la onda Gaussiana que sirve de impulso inicial, por
tanto la onda que se refleja debe tener un periodo de 30; en la Figura 5.23, podemos
observar la onda Gaussiana en el tiempo ¢t = 499 junto a la forma de la topografia. En

promedio, el periodo en la onda reflejada para los cinco primeros méximos es de 32.7.
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Se observa un error en el periodo esperado de 0.27. En la Figuras 5.24-5.31, podemos
observar en diferentes valores de ¢ la resonancia Bragg (color azul) junto a la misma onda
gaussiana que usamos para la resonancia Bragg pero con el fondo plano (color rojo); se
puede observar el momento en que la onda pasa por la topografia variable y la dispersion
en ambas ondas; de esta forma, podemos distinguir cuales ondas reflejadas son efecto de
la topografia. En las Figuras 5.17-5.21, podemos notar el avance de la onda gaussiana
por el canal en distintos valores del tiempo, se observa la dispersion de la onda propia

del modelo y la resonancia Bragg.

v=0 v=20

o oy _
aN IN

w=10 u=0

Figura 5.16: Condiciones de frontera para el dominio especificado
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Figura 5.17: La resonancia Bragg en t=0

Figura 5.18: La resonancia Bragg en t=100
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Figura 5.19: La resonancia Bragg en t=200

Figura 5.20: La resonancia Bragg en t=300
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Figura 5.21: La resonancia Bragg en t=400

Figura 5.22: La resonancia Bragg en t=499
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Figura 5.23: La resonancia Bragg y topografia en t=499
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Figura 5.24: La resonancia Bragg y onda gaussiana con fondo plano en t=0
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Figura 5.25: La resonancia Bragg y onda gaussiana con fondo plano en t=77
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Figura 5.26: La resonancia Bragg y onda gaussiana con fondo plano en t=100
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Figura 5.27: La resonancia Bragg y onda gaussiana con fondo plano en t=133
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Figura 5.28: La resonancia Bragg y onda gaussiana con fondo plano en t=153
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Figura 5.29: La resonancia Bragg y onda gaussiana con fondo plano en t=211
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Figura 5.30: La resonancia Bragg y onda gaussiana con fondo plano en t=418
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Figura 5.31: La resonancia Bragg y onda gaussiana con fondo plano en t=499

5.4. Implementacién numérica

La implementacion numeérica se realizo en Python usando las rutinas del paquete FEniCS
Project, que es un conjunto de librerias de C++ y Python dirigido a la solucién numérica
de las ecuaciones en derivadas parciales utilizando elementos finitos. El objetivo principal
de FEniCS Project es permitir el rdpido desarrollo de modernos cédigos de elementos
finitos, utilizando entre otros aspectos las mallas de adaptacion y una amplia variedad
de clases de herramientas de uso frecuente en el programa de elementos finitos. Escribir
este tipo de programas es una tarea no trivial, y programas exitosos tienden a ser muy
grandes y complejos. Se cree que esto se hace mejor con una biblioteca de programas
que se encarga de los detalles del manejo de la malla y el refinamiento, la manipulacién
de los grados de libertad, de las mallas de entrada y salida de los resultados en formatos
graficos, etc. Para éste trabajo, se usa la version 2018:1; para mas informacion sobre
FEniCS Project consulte la presente direccién http://www.fenicsproject.org

En la primera parte del cédigo, importamos algunas galerias necesaria; la primera linea
habilita la funcion de imprimir de Python 3 en Python 2, la segunda linea es la més

importante: llama de la biblioteca de FEniCS las clases para mallas, el espacio de funcio-
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nes, funciones, etc. La tercera linea proporciona acceso a las funciones matematicas y en
la cuarta linea importamos el paquete de computo cientifico de Python con el comando
np.

from __future__ import print_function

from fenics import x

from math import x

import numpy as np

Definimos ahora el tiempo total de la simulacion, nimero de pasos y el tamano de paso

del tiempo. También definimos el dominio, y la cantidad de elementos para la malla.

T = 500.0

num_steps =500

dt =T / num _steps

nx = 60

ny = 1000

mesh = RectangleMesh (Point (—15, —400), Point (15, 600), nx, ny)

Se define los elementos finitos que vamos usar para aproximar las soluciones del modelo,

el espacio de las funciones de prueba V},.

P1 = FiniteElement (’P’, triangle, 1)
element = MixedElement ([P1, P1, P1])
V = FunctionSpace (mesh, element)
v_l, v.2, v.3 = TestFunctions (V)
W = FunctionSpace (mesh,P1)

Marcamos las fronteras del dominio.

inflow = ’near(x[1],—400)’
outflow = ’near(x[1], 600)’
walll = ’'near (x[0],—15)’
wall2 = ’'near(x[0], 15)’

Definimos las condiciones de frontera tipo Dirichlet para w.
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bcu_inflow = DirichletBC (V.sub(0), Constant(0), inflow)
bcu_walll = DirichletBC(V.sub(0), Constant(0), walll)
beu_wall2 = DirichletBC (V.sub(0), Constant(0), wall2)
bcu_outflow = DirichletBC (V.sub(0), Constant(0), outflow)

Definimos las condiciones de frontera tipo Dirichlet para v.

bev_inflow = DirichletBC(V.sub (1), Constant(0), inflow)
bev_walll = DirichletBC (V.sub (1), Constant(0), walll)
bev_wall2 = DirichletBC (V.sub (1), Constant(0), wall2)
bev_outflow = DirichletBC (V.sub (1), Constant(0), outflow)
bcu = [becu_inflow , bcu_outflow , bcu_walll, bcu_wall2]
bev = [bev_inflow , bev_outflow , bev_walll | bev_wall2]

bcs = becu+bev
En esta parte del cédigo, se define la condicién inicial del problema

u_0 = Expression ((’0.07,’0.1xexp(—(x[1]*x[1])/1500) ",
0. 1xexp(—(x[1]*x[1])/1500) "), degree=1)

Ahora se define la funciéon hE que describe la topografia variable del modelo al igual
que su derivada de primer y segundo orden respecto al tiempo. La ultima linea define la

presion, la cual también es conocida.

hE = Expression (' (x[1]<=179 && x[1]>=100 ?
—0.5%8in (0.4%(x[1] =100)):0.0) ", degree=1, t=0)
hE_1 = Expression (’(x[1]<=179 && x[1]>=100 ?
—0.5%sin (0.4%(x[1] —100)):0.0) ", degree=1, t=0)
hE_t = Expression(’0.0’, degree=1, t=0)
hE_t.1 = Expression(’0.0’, degree=1, t=0)
hE_t_ t = Expression(’0.07, degree=1, t=0)
hE_t_t_-1 = Expression(’0.0’, degree=1, t=0)
p-OE = Expression (’0.0’, degree=1)
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Una vez se han definido las funciones hE, la presién y la condicién inicial, se procede a

interpolar éstas funciones en el espacio de dimensién finita.

h_t_ t.n = interpolate (hE_t_t, W)
h_t_t.n_1 = interpolate(hE_t_t_1, W)
h.n_t = interpolate (hE_t, W)

h.n_t.1 = interpolate (hE_t_.1, W)

h.n = interpolate (hE, W)

h.n_1 = interpolate (hE_1, W)

p_-On = interpolate (p-0E W)

u-n = interpolate (u-0, V)

Se define el vector donde se van a guardar las soluciones aproximadas que son solucion

del problema variacional semidiscreto.

u = Function (V)
ul, u2, u3ld = split(u)

unl, un2, und = split(u.n)

Definimos algunas constantes que vamos a usar al implementar la formulacién variacional

del problema semidiscreto

k = Constant (dt)
KK = Constant ((1.04+sqrt (2.0/3.0)))
tt = Constant (1./2.)

Esta parte del cédigo implementa la formulacion variacional del problema semidiscreto.

F=((ul— umnl)/k)xv_lxdx +((1./6.)x(1/k))x dot(grad(u-l—u.nl),
grad (v_1))sdx—tt*u_3*xgrad(v_-1)[0]*xdx—(1—tt)*xu_n3=*grad(v_-1)[0]=*dx
—(tt /2. )% (u_lsx24u_2**x2)*xgrad (v_1)[0]*xdx—((1—tt)/2.)* (u_nl*x2+
u-n2xx2)xgrad(v_-1)[0]*dx —(tt*p-Onxgrad(v_1)[0])*dx—((1—tt)*p_On=x*
grad (v_-1)[0])*dx+tt*KKs«h_t_t_nxgrad(v_1)[0]*dx+(1—tt )*KK«h_t_t_n_1=x
grad (v_1)[0]*dx\

+((u-2 — un2)/k)*xv_2*xdx +((1./6.)x(1/k))* dot(grad(u-2—u_n2),
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grad (v_2))sdx—tt*u_3xgrad(v_2)[1]*dx—(1—tt)*u_n3*grad(v_2)[1]*xdx
—(tt /2. )x(u_1#x24+ u_2**x2)xgrad (v_2)[1]*xdx—((1—tt)/2.)*(u_nl*+x2+
un2x%%2)kxgrad(v_-2)[1]*dx —(tt*p-Onxgrad(v_2)[1])*xdx—((1—tt)*p_On
skgrad (v_2)[1])«dx+tt«KK«h_t _t_nxgrad(v-2)[1]*dx+(1—tt)*xKK«h_t_t_n=x
grad (v_2)[1]*dx\

+((u-3 — un3)/k)*v_3xdx +((1./6.)%(1/k))* dot(grad(u-3—u.-n3),
grad (v_-3))sdx—ttxu_l*xgrad(v_-3)[0]*xdx—(1—tt)*xu_nlsgrad(v_-3)[0]=*dx
—tt*xu_2xgrad(v_3)[1]xdx —(1—tt)*u_n2xgrad(v_3)[1]*xdx—(tt*u_3*u_lx
grad (v_3)[0])*dx—((1—tt)*u_n3*u_nlxgrad(v_3)[0])*xdx—(tt*xu_3*%u_2x

) ( ) ]
grad (v-3)[1])*dx—((1—tt)*xu-n3*u_n2xgrad(v_3)[1])*xdx—(tt*xh nxu_1x
grad (v_3)[0])xdx—((1—tt)*h_n_lsxunl*xgrad(v_3)[0])*xdx—(tt*xh nxu_2x
grad (v_3)[1])*dx—((1—tt)*xh_n_lsxu-n2xgrad(v_3)[1])*xdx+(tt+xh_n_tx
(

v_3#dx)+((1—tt)*h_n_t_1*xv_3*dx)

Las soluciones se guardan en formato VTK para su visualizacién.

vtkfile_u_1 = File(’Boussinesql/u_-1.pvd’)
vtkfile_u_-2 = File(’Boussinesq2/u_2.pvd’)
vtkfile_.u_3 = File(’Boussinesq3/u_3.pvd’)

Iniciamos el tiempo en t = 0 y corremos un bucle sobre n para el nimero de pasos que se
van a realizar, el cual tiene como objetivo resolver en cada paso del tiempo la formulacién
variacional del problema semidiscreto. El problema variacional F con las condiciones de

frontera bcs es no lineal y su solucién con el método de Newton se almacena en u

t =20
for n in range(num_steps):
t 4= dt
httn.t =1¢
hont.t =1t
hon.t =t
hon.t =t
hon 1.t= t—dt
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J = derivative (F, u)
problem = NonlinearVariationalProblem (F, u, bes, J)
solver = NonlinearVariationalSolver (problem)

solver.solve ()

Una vez tenemos la solucion u en cada paso del tiempo, sacamos las componentes u_1,
_u_2, u_3, que representan las aproximaciones de u, v, y 1 de la formulacion variacional
para el problema semidiscreto y las almacenamos en los correspondientes archivos VTK.
Por ultimo, asignamos la aproximacion u de la formulaciéon variacional del problema

semidiscreto a u_n, el cual tenia anteriormente asignada la condicién inicial del modelo.

cu_l, u2, _u.3 = u.split()
Vtkflle u_l << (.u t)
vtkfile_u_-2 << (-u t)
(a3, t)

vtkfile_u_3 <<

u_n.assign(u)
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5.5. Onda Gaussiana

En éste experimento, consideramos un dominio rectangular Q = [—40, 40] x [—40, 40] con
condiciones de frontera % =0y u=wv=0en 0 (ver Figura 5.32). Las condiciones

iniciales son

nol, y) = 3e”HIB,
UO(ZE, y) - 07 (55)
UO(xv y) =0

El niimero de elementos que usamos fue de 51.200 y la cantidad de nodos fue de 26.271.
Las funciones de aproximacion para el método de elementos finitos son lineales afin
y los elementos que usamos son triangulos;, la discretizacion temporal se hizo usando
diferencias finitas: el método de Crank-Nicholson. Las Figuras 5.33a-5.44a muestran la
superficie libre 7, mientras que las Figuras 5.33b-5.44b muestran un corte sobre el eje
y de la superficie libre 1. Dadas las condiciones de frontera, podemos observar como la

superficie libre rebota en las fronteras de 2, (ver Figuras 5.45-5.56)

an
= — =0 v=0
u=10 N t

in
— — =0 v=0
u=~0 N

Figura 5.32: Condiciones de frontera para el dominio especificado
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Figura 5.33: Superficie libre 7, en t = 0, con condicién inicial en 7 de onda gaussiana
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Figura 5.34: Superficie libre 1, en ¢ = 18, con condicién inicial en 1 de onda gaussiana
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Figura 5.35: Superficie libre 1, en ¢ = 59, con condicién inicial en 1 de onda gaussiana
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Figura 5.36: Superficie libre 1, en ¢t = 161, con condicién inicial en n de onda gaussiana
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Figura 5.37: Superficie libre 7, en t = 226, con condicién inicial en n de onda gaussiana
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Figura 5.38: Superficie libre 1, en t = 284, con condicién inicial en n de onda gaussiana
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(a) n(z,y, 324)

1o 20 ES 40 50 50 70 a0

(b) n(z,y,324)

Figura 5.39: Superficie libre 7, en t = 324, con condicién inicial en n de onda gaussiana
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(b) n(z,y,399)

Figura 5.40: Superficie libre 1, en t = 399, con condicién inicial en n de onda gaussiana
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Figura 5.41: Superficie libre 7, en ¢t = 411, con condicién inicial en n de onda gaussiana
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Figura 5.42: Superficie libre 7, en t = 431, con condicién inicial en n de onda gaussiana
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1o 20 ES 40 50 50 70 a0
(a) n(x,y,474) (b) n(z,y,474)

Figura 5.43: Superficie libre 7, en t = 474, con condicién inicial en n de onda gaussiana
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Figura 5.44: Superficie libre 1, en t = 499, con condicién inicial en n de onda gaussiana
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Figura 5.45: Onda gaussiana en t=0
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Figura 5.46: Onda gaussiana en t=18
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Figura 5.47: Onda gaussiana en t=59
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Figura 5.48: Onda gaussiana en t=161
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Figura 5.49: Onda gaussiana en t=226
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Figura 5.50: Onda gaussiana en t=284
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Figura 5.51: Onda gaussiana en t=324
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Figura 5.52: Onda gaussiana en t=399
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Figura 5.53: Onda gaussiana en t=411
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Figura 5.54: Onda gaussiana en t=431
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Figura 5.55: Onda gaussiana en t=474
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Figura 5.56: Onda gaussiana en t=499



SEXTO

Conclusiones

. El modelo (2.87) y (2.88) para ondas acudticas tipo Boussinesq dos dimensional
con topografia variable tiene ventajas desde el punto de vista numérico ya que la
influencia de la topografia aparece como un forzante en el sistema y no afecta los
términos dispersivos lineales de tercer orden (aquellos precedidos por el factor %)
También presenta ventajas analiticas puesto que el modelo se puede presentar en
términos del operador (I — %A)u = f, el cual ha sido estudiado tanto analitica

como numéricamente.

. La linealidad y dispersividad del modelo puede ser controlado con la geometria del

problema, es decir, con la longitud, amplitud y profundidad caracteristica.

. La implementaciion numérica para modelos evolutivos usando FEniCS Project es
muy eficiente; convierte el problema evolutivo a problemas estacionarios en cada
paso del tiempo (Método de Rothe). Este método puede ser preferible al método
de lineas usualmente implementado si se desea implementar métodos de elementos

finitos adaptativos.

. La tasa de convergencia se alcanza rapidamente tanto espacial como temporalmen-

te, aun cuando los valores At y h de las triangulaciones no son muy pequenos.

. Los resultados de este trabajo son validados con resultados de otros modelos de

ondas acaticas, con las cuales se han realizado experimentos iguales o similares.
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Se observa que para otros trabajos y modelos no se da a conocer el codigo de sus
programas lo que permitiria hacer mas comparaciones numéricas; para aportar un
cambio en esta metodologia, este trabajo imprime como anexo el codigo en Python,

el cual es un resultado del trabajo de tesis.

. La implementacion de la 6 discretizacion para la variable temporal permite la
implementacion de varios esquemas de diferencias finitas como lo son el método de
Euler explicito(f = 0), Euler implicito (§ = 1) y Crank-nicholson (§ = 3). En lo
experimentos mostrados en este trabajo, se usé Crank-nicholson por el orden de

convergencia.

. El método de elementos finitos para aproximar soluciones de ecuaciones diferencia-
les parciales es robusto; si se desea obtener muy buenas aproximaciones en proble-
mas donde el dominio es grande, el costo computacional puede ser alto en cuestion
de tiempo y memoria, pero la implementacién de nuevas tecnologias (servidores)
y la programacién en paralelo hacen que el problema del tiempo y la memoria

disminuyan notablemente
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