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Abstract
In this article we will prove the existence of the tensor product α⊗ β of two radon measures α,
β de�ned in Hausdor� topological spaces X, Y respectively. Besides, a Fubini's type theorem
is proved for �nite radon measures. Finally, we will prove that bor(X)⊗ bor(X) ( bor(X ×X)
(strict inclusion) if X is a Hausdor� topological space such that car(X) > ℵ1. We note that
bor(X) is the σ-algebra of all borel subsets of X.
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Resumen
En este artículo demostraremos la existencia del producto tensorial α⊗ β de dos medidas rado-
nianas α, β de�nidas en espacios topológicos hausdor�anos X, Y respectivamente. Además
demostraremos un teorema del tipo Fubini para medidas radonianas �nitas. Finalmente, de-
mostraremos que bor(X)⊗bor(X) ( bor(X×X) (inclusión estricta) siX es un espacio topológico
hausdor�ano tal que car(X) > ℵ1. Hacemos notar que bor(X) es la σ-álgebra de los borelianos
de X.

Palabras y frases claves: Medida radoniana, medida radoniana producto, teorema de Fubini,
σ-separante.

1 Introducción

Sea (X, τ) un espacio topológico hausdor�ano y ab(X) la colección de todos los
conjuntos τ -abiertos de X. Una medida boreliana en X es cualquier medida de�ni-
da en la σ-álgebra bor(X) de los conjuntos τ -borelianos de X (la σ-álgebra gene-
rada por los conjuntos τ -abiertos). Una medida radoniana en X es una medida
boreliana que satisface las condiciones siguientes:

(rad 1) La medida de cualquier conjunto boreliano es el extremo inferior de
las medidas de los abiertos que los contienen. Es decir, si B ∈ bor(X), entonces

µ(B) = ı́nf{µ(G) : G ⊇ B, G abierto}

(Propiedad de regularidad exterior).
(rad 2) La medida de cualquier abierto es el extremo superior de las medidas

de los subconjuntos compactos contenidos en él. Es decir, si G ∈ ab(X), entonces

µ(G) = sup{µ(K) : K ⊆ G, K compacto}

(Propiedad de regularidad interior).
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(rad 3) La medida µ es localmente �nita. Es decir, todo x ∈ X posee una
vecindad V tal que µ(V ) < +∞.

La propiedad (rad 3) implica que la medida de todo subconjunto compacto
es �nita. La propiedad de regularidad interior es válida para todo boreliano de
medida �nita. Es decir, si B ∈ bor(X) y µ(B) <∞ entonces µ(B) = sup{µ(K) :
K ⊆ B, K compacto}. La de�nición de medida radoniana que hemos adoptado es
la de�nición R2 en [6] (página 13). Para una historia de la teoría de la medida en
los espacios topológicos generales el lector puede consultar [1]. En este texto se
destaca la importancia que ha tenido en su desarrollo el Cálculo de Probabilidades.

Si (X,A, α) y (Y,B, β) son espacios de medición dotados de medidas α y β, es
bien conocido el procedimiento para de�nir en la σ-álgebra A⊗B de subconjuntos
de X × Y generada por la colección de subconjuntos de la forma A × B, donde
A ∈ A y B ∈ B, una medida µ tal que µ(A×B) = α(A)β(B). Esta medida es única
si α y β son σ-�nitas. Cuando X, Y son espacios topológicos y α, β son medidas
borelianas en bor(X) y bor(Y ) respectivamente, entonces α⊗β es una medida en
bor(X)⊗ bor(Y ). Uno quisiera que fuera una medida en bor(X×Y ), pero ésto no
ocurre en general ya que bor(X)⊗ bor(Y ) ⊆ bor(X × Y ) y la inclusión puede ser
estricta (ver teorema 4.6). Para ver lo anterior, se observa que bor(X)⊗ bor(Y ) es
la menor σ-álgebra de subconjuntos deX×Y que hace medibles a las proyecciones
pX y pY . Como estas proyecciones son continuas, entonces son medibles respecto
a la σ-álgebra bor(X × Y ), lo cual prueba que bor(X)⊗ bor(Y ) ⊆ bor(X × Y ). Si
X, Y son espacios topológicos con una base numerable de abiertos, entonces se
da la igualdad bor(X)⊗ bor(Y ) = bor(X × Y ).

En primer lugar, nos proponemos demostrar en este artículo que si α, β son
medidas radonianas entonces existe una y sólo una medida radoniana λ en bor(X×
Y ) tal que λ(A×B) = α(A)β(B) (teorema 2.1). Este teorema es un poco diferente
a un teorema demostrado en [6] (teorema 17, página 63) en el cual la igualdad
anterior es en términos de la medida exterior: λ∗(A×B) = α∗(A)β∗(B). Además
la demostración en este artículo sigue un camino completamente diferente como
lo veremos en la sección 2.

En segundo lugar, nos proponemos demostrar un teorema de Fubini para me-
didas radonianas �nitas y funciones borelianas positivas. Es el teorema 3.3 que
expresa lo siguiente. Si X, Y son espacios topológicos hausdor�anos y α, β son
medidas radonianas �nitas de�nidas en bor(X) y bor(Y ) respectivamente y f es
una función boreliana positiva, entonces∫
X×Y

fd(α⊗ β)(x , y) =
∫
X

(∫
Y

fx (y)dβ(y)
)
dα(x ) =

∫
Y

(∫
X

fy(x )dα(x )
)
dβ(y)

Es parte del teorema demostrar que las funciones y 7→ f(x, y) (x �jo) y x 7→
u(x) =

∫
Y f(x, y)dβ(y) son funciones borelianas, lo mismo que x 7→ f(x, y) (y

�jo) y y 7→ v(y) =
∫
X f(x, y)dα(x ). Este teorema se demuestra en la sección 3, así

como el teorema de Fubini para las funciones α⊗β-integrables no necesariamente
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positivas.
El teorema anterior es similar a un teorema de Fubini demostrado en [6]

(teorema 18, página 63), en el cual interviene la llamada integral superior. Si
(Ω,M, µ) es un espacio de medición dotado de una medida, la integral superior
de f : ω → [0,+∞] es∫ ∗

Ω
f(x)dµ(x ) = ı́nf{µ(g) : g es escalonada y g ≥ f }.

En [4] (proposición 3.3, página 105), Y. Kawabe también demuestra un teorema
similar al que demostramos en este artículo. Supone que las medidas α, β son
τ -smooth y demuestra la existencia de una medida λ = α⊗ β en bor(X × Y ) que
es τ -smooth y λ(A × B) = α(A)β(B) si A y B son conjuntos borelianos en X y
Y respectivamente.

Finalmente, en la sección 4 demostraremos que si X es un espacio topológico
hausdor�ano y car(X) > ℵ1, entonces bor(X)⊗ bor(X) ( bor(X ×X) (inclusión
estricta). Este teorema se basa en la noción de conjunto separante de subconjuntos
de un conjunto Ω estudiada en [7].

2 Medida radoniana producto

Teorema 2.1. Supongamos que α y β son medidas radonianas en los espacios
topológicos X y Y respectivamente. Entonces existe una y sólo una medida rado-
niana λ en bor(X×Y ) que satisface λ(A×B) = α(A)β(B) para todo A ∈ bor(X)
y todo B ∈ bor(Y ) tales que α(A), β(B) <∞.

La medida radoniana λ del enunciado del teorema de�nida en bor(X × Y ) se
llama medida radoniana producto de α y β y se denota por α⊗ β.

Demostración. Llamaremos conjunto básico a cualquier conjunto de la forma

R =
n⋃
k=1

(Ek × Fk) (unión disjunta),

donde Ek ∈ bor(X) y Fk ∈ bor(Y ). La colección R de todos los conjuntos básicos
es un anillo llamado anillo de los conjuntos básicos.

Consideremos la función σ-aditiva ν de�nida en el anillo R de los conjuntos
básicos de�nida por

ν(R) =
n∑
k=1

α(Ek)β(Fk)

i. De�nimos para todo conjunto abierto G

λ(G) = sup{ν(R) : R ⊆ G, R básico, ν(R) <∞}
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ii. Como α y β son medidas radonianas, entonces

λ(G) = sup{ν(R) : R ⊆ G, R básico y compacto}

En efecto, sea r < sup{ν(R) : R ⊆ G, R básico, ν(R) < ∞}. Existe un

R ⊆ G tal que r < ν(R) < ∞. Como R =
n⋃
k=1

(Ek × Fk), existen para cada k

compactos Sk ⊆ Ek y Tk ⊆ Fk tales que r < ν(
n⋃
k=1

Sk × Tk) < ν(R).

iii. Si (Gt)t∈T es una red no decreciente de abiertos tal que Gt ↑ G, G abierto,
entonces λ(Gt) ↑ λ(G). Para demostrar este enunciado, sea r < λ(G). Existe un
K ∈ R compacto tal que K ⊂ G y r < ν(K). También existe un t tal que K ⊂ Gt
ya que (Gt)t∈T es un recubrimiento abierto de K y es una familia no decreciente.
Por consiguiente, λ(Gt) ≥ ν(K) > r.

iv. La función de conjuntos λ es �nitamente aditiva en los abiertos. Para ver
esto, sean G1, G2 abiertos y disjuntos. Sea Rk la colección de todos los abiertos
básicos de medida �nita contenidos en Gk con k = 1, 2. Sea U = {U = A∪B : A ∈
R1, B ∈ R2} ordenado por la relación de inclusión. Como G1 y G2 son disjuntos
y U ↑ G = G1 ∪G2, entonces por iii se concluye que

λ(G) = sup{λ(U) : U ∈ U} = sup{λ(A) + λ(B) : A ∈ R1, B ∈ R2} =

sup{λ(A) : A ∈ R1}+ sup{λ(B) : B ∈ R2} = λ(G1) + λ(G2)

Por inducción se prueba que el enunciado es cierto para toda unión �nita y disjunta
de abiertos.

v. La función λ de�nida en los abiertos de X × Y es σ-aditiva. En efecto, sea

(Gn)n∈N una familia disjunta de abiertos. Como (
n⋃
k=1

Gk)n∈N es una sucesión no

decreciente de abiertos que converge a G =
∞⋃
k=1

Gk, entonces por iii y iv se tiene

que λ(G) = sup
n
{λ(

n⋃
k=1

Gk)} = sup
n
{
n∑
k=1

λ(Gk))} =
∞∑
k=1

λ(Gk).

La función σ-aditiva λ permite de�nir la semimedida exterior λ∗ de Caratheo-
dory, la cual es σ-aditiva en la σ-álgebra de los conjuntos λ∗-medibles. Recordemos
que

λ∗(E) = ı́nf{λ(G) : G ⊇ E, G abierto}
porque los conjuntos abiertos se conservan bajo uniones arbitrarias y en particular
numerables. También recordemos que E es λ∗-medible si para todo D ⊆ X × Y
se cumple

λ∗(D) ≥ λ∗(D ∩ E) + λ∗(D − E)

Observemos que si G es abierto entonces λ∗(G) = λ(G). Además, ν(K) ≤ λ∗(K)
para todo subconjunto básico y compactoK, ya que siG es un abierto que contiene
a K, entonces ν(K) ≤ λ(G) por ii y por tanto ν(K) ≤ λ∗(K).
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vi. Si G es abierto, K ∈ R es compacto y G ∩K = ∅, entonces

λ∗(G ∪K) = λ(G) + λ∗(K)

Para demostrar lo anterior, sea A un abierto que contiene a G ∪ K. Por ser K
compacto, existe un abierto B ⊃ K tal que B∩G = ∅. Si A′ = A∩B, entonces A′
es un abierto que contiene a K y tiene intersección vacía con G. Además, A′ ∪G
es un abierto que contiene a G ∪K y está contenido en A. Por consiguiente

λ∗(G ∪K) = ı́nf{λ(G ∪H) : H ⊃ K abierto, H ∩G = ∅}

= ı́nf{λ(G) + λ(H) : H ⊃ K abierto, H ∩G = ∅} = λ∗(G) + λ∗(K)

vii. Todo subconjunto abierto G es λ∗-medible. Sea D un subconjunto abierto
de X × Y . Si λ∗(D) = ∞, es obvio que λ∗(D) ≥ λ∗(D ∩ G) + λ∗(D − G).
Supondremos que λ∗(D) <∞. Sea K un subconjunto compacto básico de G∩D.
Entonces K ⊆ D, D = K ∪D −K y por vi

λ∗(D) = λ∗(K) + λ∗(D −K).

Podemos, pues, escribir

λ∗(D ∩G) + λ∗(D −G) ≤ λ∗(D ∩G) + λ∗(D −K) =

λ∗(D ∩G) + λ∗(D)− λ∗(K) ≤ λ(D ∩G) + λ(D)− ν(K)

Como λ(D ∩G)− ν(K) se puede hacer arbitrariamente pequeño, entonces

λ∗(D ∩G) + λ∗(D −K) ≤ λ(D) = λ∗(D)

Si D es arbitrario, sea A un abierto que contiene a D. Entonces, por lo que
acabamos de demostrar

λ∗(D ∩G) + λ∗(D −G) ≤ λ∗(A ∩G) + λ∗(A−G) ≤ λ∗(A)

y por consiguiente, λ∗(D ∩G) + λ∗(D −G) ≤ λ∗(D). Luego G es λ∗-medible.
En resumen, la colección de los conjuntos abiertos de X × Y está contenida

en la σ-álgebra de los conjuntos λ∗-medibles. Por tanto todo conjunto boreliano
es λ∗-medible. Seguiremos denotando por λ a la medida λ∗|bor(X × Y ).

viii. Si A ∈ bor(X), B ∈ bor(Y ) y α(A), β(B) <∞, entonces

λ(A×B) = α(A)β(B)

Para demostrar este enunciado, sea G un abierto que contiene a A×B, entonces
ν(A×B) ≤ λ∗(G) = λ(G). Por consiguiente

α(A)β(B) = ν(A×B) ≤ λ∗(A×B) = λ(A×B)
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Como α y β son medidas radonianas, existen sucesiones decrecientes de abiertos
(An)n∈N y (Bn)n∈N tales que An ⊇ A y Bn ⊇ B para todo n, α(An) −→ α(A) y
β(Bn) −→ β(B). Como An ×Bn ⊇ A×B, entonces

α(An)β(Bn) = λ(An ×Bn) −→ α(A)β(B) ≥ λ(A×B)

En suma, λ(A×B) = α(A)β(B).
ix. La medida λ que hemos de�nido es una medida radoniana en X × Y . Esto

es consecuencia del proceso mismo de construcción de λ. En efecto, por de�nición
de la medida exterior λ∗, siempre que B ∈ bor(X × Y ), se tiene λ(B) = λ∗(B) =
ı́nf{λ(G) : G abierto, G ⊇ B} y por tanto λ satisface (rad 1). Si G es abierto
entonces λ(G) = sup{λ(R) : R ∈ R compacto y λ(R) < ∞} por ii, lo que
demuestra (rad 2). Resta demostrar que λ es localmente �nita. Sea (x, y) ∈ X×Y .
Como α y β son localmente �nitas, existen vecindades Vx de x y Wy de y tales
que α(Vx), β(Wy) <∞. Por consiguiente λ(Vx ×Wy) = α(Vx)β(Wy) <∞.

x. Si µ es otra medida radoniana en bor(X×Y ) tal que µ(A×B) = α(A)β(B)
para todo A ∈ bor(X) y todo B ∈ bor(Y ) tales que α(A), β(B) < ∞, entonces
µ(R) = ν(R) para todo conjunto R básico y compacto. Luego µ coincide con
λ en los abiertos de X × Y por ii y (rad 2). Entonces µ(B) = λ(B) para todo
B ∈ bor(X × Y ) por (rad 1).

3 Teorema de Fubini

En esta sección se enuncian y demuestran teoremas similares a los de las secciones
y de Fubini para medidas radonianas.

Teorema 3.1. (de las secciones para medidas radonianas) Sean X y Y espacios
topológicos hausdor�anos, α y β medidas radonianas �nitas en bor(X) y bor(Y )
respectivamente, y Q ∈ bor(X × Y ). Entonces
1. Qx = {y ∈ Y : (x, y) ∈ Q} (x-sección de Q) ∈ bor(Y ) y Qy = {x ∈ X : (x, y) ∈
Q} (y-sección de Q) ∈ bor(X).
2. Las funciones x 7→ β(Qx) y y 7→ α(Qy) son borelianas.

Demostración. 1. La función x 7→ θy(x) = (x, y) de X en X × Y (y �jo) es
continua y por tanto boreliana. Como Q ∈ bor(X × Y ) entonces χQ es boreliana.
Luego χQy = χQ ◦ θy es boreliana y por tanto Qy ∈ bor(X). De manera análoga
se prueba que Qx ∈ bor(Y ).

2. Sea H = {Q ∈ bor(X × Y ) : x 7→ β(Qx) es boreliana}. Mostremos que la
colección ab(X × Y ) de los subconjuntos abiertos de X × Y está contenida en H.
Sean a ∈ X y G abierto en X × Y . Entonces Ga es abierto en Y . Sea r < β(Ga).
Como β es radoniana, existe un compacto K ⊂ Ga tal que r < β(K). Para cada
y ∈ K existen vecindades abiertas Vy de a y Wy de y tales que Vy ×Wy ⊂ G.
Existen un número �nito Wy1 , Wy2 , . . . , Wyn de dichos abiertos que cubren a K.

Si V =
n⋂
i=1

Vyi entonces V es abierto y V × K ⊂ G. Para todo x′ ∈ V se tiene
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que K ⊂ Gx′ . Por tanto r < β(Gx′) para todo x′ ∈ V . Hemos mostrado que
x 7→ β(Gx) es semicontinua inferiormente y entonces es boreliana.

No es difícil ver queH es un sistema de Dynkin (ver [5] página 99) cerrado para
intersecciones �nitas porque β es �nita. Por lo tanto bor(X×Y ) = A(ab(X×Y )) ⊆
A(H) = D(H) = H ⊆ bor(X × Y ). Luego bor(X × Y ) = H y x 7→ β(Qx) es
boreliana para todo Q ∈ bor(X × Y ).

Lema 3.2. Sea α una medida radoniana �nita en el espacio topológico X. Si
(fγ)γ∈Γ es una red no decreciente de funciones positivas semicontinuas inferior-
mente que converge puntualmente a f , entonces f es semicontinua inferiormente
y
∫
X

fγ(x)dα(x) ↑ ∫
X

f(x)dα(x).

Demostración. La función f es s.c.i por ser el supremum de funciones s.c.i. Sea

ε > 0. Existe una función elemental positiva u =
n∑
k=1

tkχ(Bk), donde {Bk : 1 ≤
k ≤ n} es una familia �nita y disjunta de borelianos, tal que u ≤ f y∫

X
f(x)dα(x)−

∫
X
u(x)dα(x) <

η

2

donde η = η(ε) se escogerá después. Como α es radoniana, existe para cada Bk

un compacto Hk ⊆ Bk tal que α(Bk)− α(Hk) <
η
2t , donde t =

n∑
k=1

tk. La función

elemental v =
n∑
k=1

tkχ(Hk) es semicontinua superiormente porque cada Hk es

cerrado y ∫
X
u(x)dα(x)−

∫
X
v(x)dα(x) <

η

2
.

Por consiguiente, ∫
X
f(x)dα(x)−

∫
X
v(x)dα(x) < η.

Todo consiste ahora en demostrar que existe un γ tal que fγ(x) ≥ v(x)− η para

todo x ∈ X. Para cada a ∈ K =
n⋃
k=1

Hk existe un γa tal que fγa(a) > v(a) − η
2 .

Como fγa es semicontinua inferiormente, existe una vecindad abierta Wa de a tal
que fγa(x) > v(a)− η

2 para todo x ∈ Wa. Por ser v semicontinua superiormente,
existe una vecindad abierta W ′a de a tal que v(x) < v(a) + η

2 para todo x ∈
W ′a. Si Va = Wa ∩ W ′a, entonces x ∈ Va implica fγa(x) > v(x) − η. Existe un
subrecubrimiento �nito {Vak : 1 ≤ k ≤ n} de K por ser compacto. Sea γ tal
que γ � γak si 1 ≤ k ≤ n. Entonces, x ∈ K implica x ∈ Vak para algún k y
por tanto fγ(x) ≥ fγak (x) > v(x) − η. Puesto que v(x) = 0 si x /∈ K, entonces
fγ(x) ≥ v(x)− η para todo x ∈ X. Podemos concluir la demostración porque∫

X
f(x)dα(x)−

∫
X
fγ(x)dα(x) ≤

∫
X
f(x)dα(x)−

∫
X

(v(x)− η)dα(x)
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≤ η + ηα(X) = η(1 + α(X)) < ε

al escoger η < ε
1+α(X) .

Teorema 3.3. (de Fubini para medidas radonianas �nitas y funciones borelianas
positivas) Sean X y Y espacios topológicos hausdor�anos, α y β medidas rado-
nianas �nitas en bor(X) y bor(Y ) respectivamente y f : X × Y → R una función
boreliana ≥ 0. Entonces
1. fx : Y → R de�nida por fx(y) = f(x, y) (x �jo) y fy : X → R de�nida por
fy(x) = f(x, y) (y �jo) son funciones borelianas.
2. Las funciones x 7→ u(x) =

∫
Y

fx(y)dβ(y) y y 7→ v(y) =
∫
X

fy(x)dα(x ) son

borelianas.
3. ∫
X×Y

fd(α⊗ β)(x , y) =
∫
X

(∫
Y

fx (y)dβ(y)
)
dα(x ) =

∫
Y

(∫
X

fy(x )dα(x )
)
dβ(y).

Demostración. 1. Las funciones x 7→ θy(x) = (x, y) de X en X × Y (y �jo) y
y 7→ θx(y) = (x, y) de Y en X × Y (x �jo) son continuas y por tanto medibles.
Así que fx = f ◦ θx y fy = f ◦ θy son funciones numéricas borelianas.

2. El resultado es cierto si f = χQ con Q ∈ bor(X × Y ) ya que fx = χQx
y u(x) =

∫
Y

fx(y)dβ(y) =
∫
Y

χQx (y)dβ(y) = β(Qx ) y por el teorema anterior de

las secciones, u es boreliana. Por la linealidad de la integral el resultado es cierto

si f =
h∑
k=1

tkχQk porque fx =
h∑
k=1

tkχQkx y u(x) =
∫
Y

fx(y)dβ(y) =
h∑

k=1

tkβ(Qkx )

es boreliana. Si f es una función boreliana ≥ 0, entonces existe una sucesión
(fn)n∈N de funciones elementales no negativas tales que fn ↑ f . Luego fnx ↑ fx y
si un(x) =

∫
Y

fnx(y)dβ(y) entonces un ↑ u. Así que u es boreliana. Similarmente

se demuestra que v es boreliana.
3. Notemos que la función Q 7→ ν(Q) =

∫
X

(
∫
Y

χQx(y)dβ(y))dα(x ) es una me-

dida �nita en bor(X × Y ). Nos proponemos demostrar que ν y µ = α ⊗ β son
iguales. Veri�quemos primero por inducción que ν y µ coinciden en los conjuntos

de la forma R =
n⋃
i=1

Vi ×Wi con Vi ⊂ X y Wi ⊂ Y abiertos. Si R = V1 ×W1

entonces ν(V1 ×W1) = α(V1)β(W1) = µ(V1 ×W1). Si R = V1 ×W1 ∪ V2 ×W2,
entonces χR = χV1×W1 + χV2×W2 − χV1∩V2×W1∩W2 y por la linealidad de la inte-

gral ν(R) = µ(R). Supongamos que el resultado es cierto para
n⋃
i=1

Vi ×Wi y sea

R =
n+1⋃
i=1

Vi ×Wi. Como R =
( n⋃
i=1

Vi ×Wi

)
∪ Vn+1 ×Wn+1 entonces se sigue el

resultado.
Sea G ⊆ X × Y abierto. Para cada (x, y) ∈ G, existen vecindades abiertas Vx

de x yWy de y tales que Vx×Wy ⊆ G. Sea F la colección de todos los subconjuntos
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�nitos de G con el orden de inclusión y si F ∈ F de�nimos RF =
⋃

(x,y)∈F
Vx×Wy.

Entonces (RF )F∈F es una red de abiertos tal que RF ↑ G. Hemos pues mostrado
que existe una red no decreciente (Rγ)γ∈Γ de conjuntos abiertos de la forma

Rγ =
n⋃
i=1

Vi×Wi que converge a G. Sea r < µ(G). Existe un compacto K ⊂ G tal

que µ(K) > r por ser µ radoniana. Sean {Rγk : 1 ≤ k ≤ n} un subrecubrimiento
�nito de K y γ � γk para k = 1, . . . , n. Entonces Rγ ⊇ K y µ(Rγ) > r, lo cual
muestra que µ(Rγ) ↑ µ(G). Como (Rγ,x)γ∈Γ es una red no decreciente de abiertos
y Rγ,x ↑ Gx, entonces β(Rγ,x) ↑ β(Gx). Las funciones x 7→ β(Rγ,x) y x 7→ β(Gx)
son semicontinuas inferiormente como se demostró en una parte del teorema de
las secciones. Por el lema anterior con fγ(x) = β(Rγ,x),

ν(G) =
∫
X
β(Gx)dα(x ) =

∫
X

(ĺım
γ
β(Rγ,x ))dα(x ) =

ĺım
γ

(∫
X

(β(Rγ,x)dα(x )
)

= ĺım
γ
ν(Rγ) = ĺım

γ
µ(Rγ) = µ(G)

Como las medidas �nitas µ y ν coinciden en los abiertos de X × Y entonces
ν(Q) = µ(Q) para todo Q ∈ bor(X×Y ) ya que los abiertos generan los borelianos.

De lo demostrado hasta ahora se tiene que la primera igualdad del enunciado

es cierta si u =
n∑
k=1

tkχQk es una función elemental. En efecto, como ux(y) =

n∑
k=1

tkχQk,x(y) entonces

∫
X

(∫
Y
ux(y)dβ(y)

)
dα(x) =

n∑
k=1

tk

∫
X

(∫
Y
χQk,x(y)dβ(y)

)
dα(x) =

n∑
k=1

tkν(Qk) =
n∑
k=1

tkµ(Qk) =
∫
X×Y

u(x, y)dµ(x, y)

En el caso general, existe una sucesión no decreciente (un)n∈N de funciones ele-
mentales tal que un ↑ f . Luego un,x ↑ fx y por el teorema de Levi se tiene∫

X×Y
f(x, y)dµ(x, y) = ĺım

n

∫
X×Y

un(x, y)dµ(x, y) =

ĺım
n

∫
X

(∫
Y
un,x(y)dβ(y)

)
dα(x) =

∫
X

(
ĺım
n

∫
Y
un,x(y)dβ(y)

)
dα(x) =∫

X

(∫
Y
fx(y)dβ(y)

)
dα(x)

La otra igualdad es similar.



32 M. Gómez y G. Restrepo

Teorema 3.4. (de Fubini para medidas radonianas �nitas y funciones integrables)
Sean X y Y espacios topológicos hausdor�anos, α y β medidas radonianas �nitas
en bor(X) y bor(Y ) respectivamente y f : X × Y → R α⊗ β-integrable. Entonces
1. fx : Y → R de�nida por fx(y) = f(x, y) (x �jo) es β-integrable α-c.t.p y
fy : X → R de�nida por fy(x) = f(x, y) (y �jo) es α-integrable β-c.t.p.
2. La función x 7→ u(x) =

∫
Y

fx(y)dβ(y) (de�nida α-c.t.p) es α-integrable y la

función y 7→ v(y) =
∫
X

fy(x)dα(x ) (de�nida β-c.t.p) es β-integrable.

3. ∫
X×Y

fd(α⊗ β)(x , y) =
∫
X

(∫
Y

fx (y)dβ(y)
)
dα(x ) =

∫
Y

(∫
X

fy(x )dα(x )
)
dβ(y).

Demostración. Este teorema se deduce del teorema anterior y su demostración
sigue los lineamientos generales de la teoría de la integración. Ver, por ejemplo,
[5] (página 191).

4 Condición su�ciente para que bor(X)⊗ bor(X) ( bor(X ×X)

Una colección F de subconjuntos de un conjunto Ω con más de dos elementos,
separa puntos si para todo {a, b} ⊂ Ω, con a 6= b, existe un F ∈ F tal que
χF (a) 6= χF (b). Es decir, a ∈ F y b /∈ F o a /∈ F y b ∈ F . Una σ-álgebraM en Ω
es σ-separante si contiene un subconjunto numerable F que separa puntos. Una
σ-álgebraM en Ω es σ-generada si existe una colección numerable U = {Uk : k ∈
N} ⊂ M que genera aM, es decir, A(U) (σ-álgebra generada por U) =M.

Proposición 4.1. 1. Sean a, b ∈ Ω, con a 6= b. La colección Aa,b = {E ⊆ Ω :
χE(a) = χE(b)} es una σ-álgebra y {a, b} ∈ Aa,b.
2. F separa puntos si y sólo si F no está contenido en Aa,b para todo conjunto
con dos puntos {a, b} ⊂ Ω, con a 6= b.
3. Si A(F) separa puntos, entonces F también separa puntos.

Demostración. 1. Es claro que ∅,Ω ∈ Aa,b. Si E ∈ Aa,b entonces χE(a) = χE(b).
Por lo tanto χEc(a) = χEc(b) y Ec ∈ Aa,b. Sea (En)n∈N una colección numerable
de elementos en Aa,b y E =

⋃
n∈N

En. Entonces χEn(a) = χEn(b) para todo n ∈ N.
Si existe p tal que χEp(a) = χEp(b) = 1 entonces {a, b} ⊂ Ep ⊂ E, χE(a) =
χE(b) = 1 y en consecuencia E ∈ Aa,b. Si χEn(a) = χEn(b) = 0 para todo
n, entonces χE(a) = χE(b) = 0 y E ∈ Aa,b. Luego Aa,b es una σ-álgebra. Por
último, puesto que χ{a,b}(a) = χ{a,b}(b) = 1 se tiene que {a, b} ∈ Aa,b.

2. Supongamos que F separa puntos y sea {a, b} un subconjunto de Ω, con
a 6= b. Existe F ∈ F tal que a ∈ F y b /∈ F o a /∈ F y b ∈ F , en cualquier
caso χF (a) 6= χF (b). Luego F no pertenece a Aa,b. Para demostrar el enunciado
recíproco argumentemos por contradicción suponiendo que F no separa puntos.
Entonces existen a y b distintos tales que para todo F ∈ F se cumple que a, b ∈ F
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o a, b /∈ F . Entonces χF (a) = χF (b) para todo F ∈ F . Luego F ⊂ Aa,b, lo que es
una contradicción.

3. Supongamos que A(F) separa puntos y F no separa puntos. Por 2, existen
un par de puntos a y b distintos tales que F ⊂ Aa,b. Como A(F) ⊆ Aa,b, entonces
A(F) no separa puntos.

Lema 4.2. ([7]; lemma 7.1, p. 28) Si F ⊆ P(Ω) (partes de Ω), entonces A(F) =⋃
N
A(N ) donde N recorre la colección de todos los subconjuntos numerables de F .

Demostración. Sea B =
⋃
N
A(N ). Entonces F ⊆ B ⊆ A(F). Mostremos que B es

una σ-álgebra. Es claro que ∅,Ω ∈ B y si B ∈ B entonces Bc ∈ B. Sea (Bn)n∈N
una colección numerable de elementos de B. Para cada n ∈ N existe una familia
numerable Fn ⊆ F tal que Bn ∈ A(Fn). Entonces N =

⋃
n∈N
Fn es numerable y

está contenida en F . Como Bn ∈ A(N ) para todo n entonces
⋃
n∈N

Bn ∈ A(N ) ⊆ B.
Luego B = A(F).

Teorema 4.3. ([7]; theorem 7.1, p. 27) Sean (X,A) y (Y,B) espacios de medi-
ción y f : X → Y una función (A,B)-medible sobreyectiva. Entonces Gr(f) =
{(x, f(x)) : x ∈ X} ∈ A ⊗ B si y sólo si B es σ-separante.

Demostración. Supongamos que Gr(f) ∈ A ⊗ B. Entonces por el lema anterior
con F = A × B como sistema de generadores de A ⊗ B, existe una colección
numerable N = {Ak ×Bk : k ∈ N} de subconjuntos de F tal que Gr(f) ∈ A(N ).
Si A′ es la σ-álgebra generada por {Ak : k ∈ N} y B′ es la σ-álgebra generada por
{Bk : k ∈ N}, entonces A(N ) ⊆ A′ ⊗ B′. Luego Gr(f) ∈ A′ ⊗ B′ y por tanto la
x-sección Gr(f)x = {y ∈ Y : (x, y) ∈ Gr(f)} = {f(x)} ∈ B′. Si y ∈ Y entonces
{y} ∈ B′ puesto que f es sobreyectiva. Luego B′ separa puntos y por 4.1.3 se sigue
que {Bk : k ∈ N} separa puntos. Por lo tanto B es σ-separante.

Supongamos ahora que B es σ-separante y sea F = {Fn : n ∈ N} ⊆ B
una colección numerable que separa puntos. Para cada n se tiene que χFn es
medible y en consecuencia la función numérica φ de�nida en X×Y por φ(x, y) =
∞∑
n=1
|χFn(f(x))−χFn(y)| esA⊗B-medible porque (x, y) 7→ x es (A⊗B,A)-medible,

(x, y) 7→ y es (A⊗B,B)-medible y f y χFn son medibles. Luego φ−1(0) ∈ A⊗B.
Pero (x, y) ∈ φ−1(0) signi�ca que para todo n se tiene χFn(f(x)) = χFn(y) de
donde resulta f(x) = y. Es decir φ−1(0) = Gr(f) y por tanto Gr(f) ∈ A⊗B.
Corolario 4.4. Sea (X,A) un espacio de medición. La diagonal ∆ = {(x, x) :
x ∈ X} ∈ A ⊗A si y sólo si A es σ-separante.

Demostración. Por el teorema anterior con f = ιX la identidad.

Proposición 4.5. Sea X un espacio topológico y car(X) > ℵ1 (se acepta la
hipótesis del continuo). Entonces bor(X) no es σ-separante.
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Demostración. Supongamos que bor(X) es σ-separante y sea F = {En : n ∈
N} ⊂ bor(X) una colección numerable de borelianos que separa puntos. La función
ψ : X → P(F) de�nida por ψ(x) = {En ∈ F : x ∈ En} es inyectiva porque si
x 6= y, existe En tal que x ∈ En y y /∈ En o x /∈ En y y ∈ En, lo que implica
ψ(x) 6= ψ(y). Por tanto car(X) 6 carP(F) = ℵ1, lo que es una contradicción.

Teorema 4.6. Si X es un espacio topológico hausdor�ano y car(X) > ℵ1, en-
tonces bor(X)⊗ bor(X) ( bor(X ×X).

Demostración. Por la proposición anterior bor(X) no es σ-separante y por el
corolario 4.4, ∆ /∈ bor(X)⊗ bor(X). Pero ∆ es un subconjunto cerrado de X ×X
porque X es hausdor�ano, así que ∆ ∈ bor(X ×X).

Un problema interesante sería saber si cuando car(X) = ℵ1 es posible que
bor(X) ⊗ bor(X) ( bor(X × X). Por ejemplo, si X = [0, ω1] con la topología
ordinal.
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