Vol. XVII, NO 1, Junio (2009)

Matematicas:
Matematicas: 23-34

Ensefianza Universitaria
©Escuela Regional de Matematicas
Universidad del Valle - Colombia

Producto tensorial de medidas radonianas y el teorema de Fubini

Michell Andrés Gomez Leiva Guillermo Restrepo Sierra
Universidad Icesi Universidad del Valle

Recibido Agt. 11, 2008 Aceptado Oct. 29, 2008

Abstract
In this article we will prove the existence of the tensor product a ® § of two radon measures «,
[ defined in Hausdorff topological spaces X, Y respectively. Besides, a Fubini’s type theorem
is proved for finite radon measures. Finally, we will prove that bor(X) ® bor(X) C bor(X x X)
(strict inclusion) if X is a Hausdorff topological space such that car(X) > N;. We note that
bor(X) is the o-algebra of all borel subsets of X.
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Resumen
En este articulo demostraremos la existencia del producto tensorial o ® 3 de dos medidas rado-
nianas «, [ definidas en espacios topologicos hausdorfianos X, Y respectivamente. Ademas
demostraremos un teorema del tipo Fubini para medidas radonianas finitas. Finalmente, de-
mostraremos que bor(X)®bor(X) C bor(X x X) (inclusion estricta) si X es un espacio topologico

hausdorfiano tal que car(X) > R;. Hacemos notar que bor(X) es la o-algebra de los borelianos
de X.

Palabras y frases claves: Medida radoniana, medida radoniana producto, teorema de Fubini,
o-separante.

1 Introduccién

Sea (X, 7) un espacio topoldogico hausdorfiano y ab(X) la coleccion de todos los
conjuntos T-abiertos de X. Una medida boreliana en X es cualquier medida defini-
da en la o-élgebra bor(X) de los conjuntos 7-borelianos de X (la o-algebra gene-
rada por los conjuntos 7-abiertos). Una medida radoniana en X es una medida
boreliana que satisface las condiciones siguientes:

(rad 1) La medida de cualquier conjunto boreliano es el extremo inferior de
las medidas de los abiertos que los contienen. Es decir, si B € bor(X), entonces

w(B) =inf{u(G): G2 B, G abierto}

(Propiedad de regularidad exterior).
(rad 2) La medida de cualquier abierto es el extremo superior de las medidas
de los subconjuntos compactos contenidos en él. Es decir, si G € ab(X), entonces

w(G) =sup{u(K): K CG, K compacto}

(Propiedad de regularidad interior).
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(rad 3) La medida p es localmente finita. Es decir, todo x € X posee una
vecindad V tal que (V) < 4o0.

La propiedad (rad 3) implica que la medida de todo subconjunto compacto
es finita. La propiedad de regularidad interior es vélida para todo boreliano de
medida finita. Es decir, si B € bor(X) y u(B) < oo entonces u(B) = sup{u(K) :
K C B, K compacto}. La definicién de medida radoniana que hemos adoptado es
la definicion Ry en [6] (pagina 13). Para una historia de la teorfa de la medida en
los espacios topologicos generales el lector puede consultar [1]. En este texto se
destaca la importancia que ha tenido en su desarrollo el Calculo de Probabilidades.

Si (X, A, «a)y (Y,B, ) son espacios de medicion dotados de medidas a y 3, es
bien conocido el procedimiento para definir en la o-algebra A® B de subconjuntos
de X x Y generada por la coleccion de subconjuntos de la forma A x B, donde
A € Ay B € B,unamedida p tal que u(AxB) = a(A)B(B). Esta medida es tnica
si a y 3 son o-finitas. Cuando X, Y son espacios topologicos y «, 8 son medidas
borelianas en bor(X) y bor(Y') respectivamente, entonces o ® 3 es una medida en
bor(X)®bor(Y). Uno quisiera que fuera una medida en bor(X xY), pero ésto no
ocurre en general ya que bor(X) ® bor(Y) C bor(X x Y) y la inclusion puede ser
estricta (ver teorema 4.6). Para ver lo anterior, se observa que bor(X) ® bor(Y') es
la menor o-algebra de subconjuntos de X XY que hace medibles a las proyecciones
px v py. Como estas proyecciones son continuas, entonces son medibles respecto
a la o-algebra bor(X x Y), lo cual prueba que bor(X) ® bor(Y) C bor(X xY). Si
X, Y son espacios topolégicos con una base numerable de abiertos, entonces se
da la igualdad bor(X) ® bor(Y) = bor(X x Y).

En primer lugar, nos proponemos demostrar en este articulo que si a;, 3 son
medidas radonianas entonces existe una y sélo una medida radoniana \ en bor (X x
Y) tal que A(Ax B) = a(A)B(B) (teorema 2.1). Este teorema es un poco diferente
a un teorema demostrado en [6] (teorema 17, pagina 63) en el cual la igualdad
anterior es en términos de la medida exterior: \*(A x B) = a*(A)B*(B). Ademas
la demostracion en este articulo sigue un camino completamente diferente como
lo veremos en la seccion 2.

En segundo lugar, nos proponemos demostrar un teorema de Fubini para me-
didas radonianas finitas y funciones borelianas positivas. Es el teorema 3.3 que
expresa lo siguiente. Si X, Y son espacios topolégicos hausdorfianos y «, 3 son
medidas radonianas finitas definidas en bor(X) y bor(Y') respectivamente y f es
una funcién boreliana positiva, entonces

[ fatas sy - //f )a3(y)) da(x //fy )da(x)) dB(y)

XxY

Es parte del teorema demostrar que las funciones y — f(z,y) (x fijo) y = —

= |y flz y )dB( ) son funciones borelianas, lo mismo que = — f(z,y) (y
ﬁJO) yy— vy fX x,y)da(x). Este teorema se demuestra en la seccion 3, asi
como el teorema de Fubini para las funciones a ® S-integrables no necesariamente
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positivas.

El teorema anterior es similar a un teorema de Fubini demostrado en [6]
(teorema 18, pagina 63), en el cual interviene la llamada integral superior. Si
(Q, M, 1) es un espacio de medicion dotado de una medida, la integral superior
de f:w —[0,400] es

/* f(x)du(z) = inf{u(g) : ges escalonaday g > f}.
Q

En [4] (proposicion 3.3, pagina 105), Y. Kawabe también demuestra un teorema
similar al que demostramos en este articulo. Supone que las medidas «, 8 son
T-smooth y demuestra la existencia de una medida A = o ® 3 en bor(X x Y) que
es 7-smooth y M(A x B) = a(A)B(B) si A y B son conjuntos borelianos en X y
Y respectivamente.

Finalmente, en la secciéon 4 demostraremos que si X es un espacio topolégico
hausdorfiano y car(X) > Ry, entonces bor(X) ® bor(X) C bor(X x X) (inclusion
estricta). Este teorema se basa en la nociéon de conjunto separante de subconjuntos
de un conjunto 2 estudiada en [7].

2 Medida radoniana producto

Teorema 2.1. Supongamos que o y [ son medidas radonianas en los espacios
topoldgicos X y Y respectivamente. Entonces existe una y sélo una medida rado-

niana A en bor(X xY') que satisface \(A x B) = a(A)B(B) para todo A € bor(X)
y todo B € bor(Y') tales que a(A), B(B) < oo.

La medida radoniana A del enunciado del teorema definida en bor(X x Y) se
llama medida radoniana producto de o y B y se denota por a ® (.

Demostracion. Llamaremos conjunto béasico a cualquier conjunto de la forma
n
R=|J(Ey x Fy) (unién disjunta),
k=1

donde Ej, € bor(X) y Fy, € bor(Y). La coleccién R de todos los conjuntos basicos
es un anillo llamado anillo de los conjuntos basicos.
Consideremos la funcién o-aditiva v definida en el anillo R de los conjuntos

bésicos definida por
n

v(R) = a(By)B(Fy)

k=1

7. Definimos para todo conjunto abierto G

MG) =sup{r(R) : RC G, R basico, v(R)< oo}
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1. Como « y 3 son medidas radonianas, entonces
AMG) =sup{rv(R): RC G, R basicoy compacto}

En efecto, sea r < sup{v(R) : R C G, R basico, v(R) < oo}. Existe un

n

R C G tal que r < ¥(R) < oo. Como R = |J (Fk x Fy), existen para cada k
k=1

n
compactos Sk, C Ey y T C Fy, tales que r < v(|J Sk x Ti) < v(R).
k=1

iti. Si (Gy)er es una red no decreciente de abiertos tal que Gy 1 G, G abierto,
entonces A(G¢) T A(G). Para demostrar este enunciado, sea r < A\(G). Existe un
K € R compacto tal que K C Gy r < v(K). También existe un ¢ tal que K C G,
ya que (Gy)ier es un recubrimiento abierto de K y es una familia no decreciente.
Por consiguiente, \(G) > v(K) > r.

w. La funcién de conjuntos A es finitamente aditiva en los abiertos. Para ver
esto, sean (G1,Go abiertos y disjuntos. Sea Ry la colecciéon de todos los abiertos
basicos de medida finita contenidos en G con k = 1,2. Seald = {U = AUB : A €
R1, B € Ra} ordenado por la relacion de inclusion. Como G y Go son disjuntos
v U T G = G1 UGq, entonces por i se concluye que

ANG) = sup{A(U) : U € U} = sup{\(A) + A(B) : A€ Ry, B € Ro} =

sup{A(A) : A € R1} +sup{\(B) : B € Ra} = A\(G1) + A\(G2)

Por induccién se prueba que el enunciado es cierto para toda unién finita y disjunta
de abiertos.
v. La funcién X definida en los abiertos de X x Y es o-aditiva. En efecto, sea

n
(Gpn)nen una familia disjunta de abiertos. Como ( |J Gk)nen €s una sucesion no

k=1
o
decreciente de abiertos que converge a G = |J G, entonces por iy iv se tiene
k=1

ane X(@) = sup{A( U G)} = sup{ - M)} = 3 MG

La funcién o-aditiva A permite definir la semimedida exterior \* de Caratheo-
dory, la cual es o-aditiva en la o-algebra de los conjuntos A*-medibles. Recordemos
que

N(E) =inf{\(G): GO E, G abierto}

porque los conjuntos abiertos se conservan bajo uniones arbitrarias y en particular
numerables. También recordemos que E es A*-medible si para todo D C X x Y
se cumple

A (D) > N(DNE)+X(D-FE)
Observemos que si G es abierto entonces \*(G) = A(G). Ademas, v(K) < M*(K)

para todo subconjunto basico y compacto K, ya que si G es un abierto que contiene
a K, entonces v(K) < A(G) por iy por tanto v(K) < \*(K).
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vi. Si G es abierto, K € R es compacto y G N K = (), entonces
AN (GUK) = \G) + X (K)

Para demostrar lo anterior, sea A un abierto que contiene a G U K. Por ser K
compacto, existe un abierto B D K tal que BNG = (). Si A’ = AN B, entonces A’
es un abierto que contiene a K y tiene interseccion vacia con G. Ademas, A’ UG
es un abierto que contiene a G U K y esta contenido en A. Por consiguiente

MN(GUK)=mf{\N(GUH): HDK abierto, HNG =0}

=mf{\(G)+\N(H): HDK abierto, HNG=10}=X\(G)+ \(K)

vii. Todo subconjunto abierto G es A*-medible. Sea D un subconjunto abierto
de X x Y. Si A(D) = o0, es obvio que A*(D) > X*(DNG)+ \(D - G).
Supondremos que A*(D) < oo. Sea K un subconjunto compacto bésico de GN D.
Entonces K C D, D=KUD — K y por vt

X (D) = \(K) + X*(D — K).
Podemos, pues, escribir
N(DNG)+ AN (D-G) <A (DNG)+ X (D—K) =
A(DNG)+ N(D)—=XN(K)<ANDNG)+ \XD) —v(K)
Como A(D N G) — v(K) se puede hacer arbitrariamente pequeno, entonces
N(DNG)+ X (D—K) <AD)=\(D)

Si D es arbitrario, sea A un abierto que contiene a D. Entonces, por lo que
acabamos de demostrar

N(DNG)+A(D—G) <N (ANG) + N(A—G) < \(A)

y por consiguiente, \*(D N G) + A*(D — G) < X\*(D). Luego G es A*-medible.
En resumen, la colecciéon de los conjuntos abiertos de X x Y esta contenida
en la o-algebra de los conjuntos A*-medibles. Por tanto todo conjunto boreliano
es A*-medible. Seguiremos denotando por A a la medida \*|bor(X x Y).
vigi. Si A € bor(X), B € bor(Y) y a(A), B(B) < oo, entonces

A(A x B) = a(A)B(B)

Para demostrar este enunciado, sea G un abierto que contiene a A x B, entonces
V(A x B) < X*(G) = A(G). Por consiguiente

a(A)B(B) = v(A x B) < \*(A x B) = \(A x B)
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Como « y 3 son medidas radonianas, existen sucesiones decrecientes de abiertos
(An)nEN y (Bn>n€N tales que A, 2 Ay B, O B para todo n, a(An) - a(A) y
B(By) — B(B). Como A, x B, O A X B, entonces

a(An)B(Bn) = MAp x By) — a(A)B(B) > MA x B)

En suma, A(A x B) = a(A)B(B).

iz. La medida A que hemos definido es una medida radoniana en X x Y. Esto
es consecuencia del proceso mismo de construccion de A. En efecto, por definicién
de la medida exterior \*, siempre que B € bor(X x Y), se tiene \(B) = \*(B) =
inf{\(G) : G abierto, G 2O B}y por tanto X satisface (rad 1). Si G es abierto
entonces A(G) = sup{\(R) : R € R compactoy A(R) < oo} por ii, lo que
demuestra (rad 2). Resta demostrar que A es localmente finita. Sea (z,y) € X xY.
Como « y (8 son localmente finitas, existen vecindades V, de z y W, de y tales
que a(Vy), B(Wy) < co. Por consiguiente A(Vy x Wy,) = a(V,)B(W,)) < 0.

z. Si pu es otra medida radoniana en bor(X xY) tal que u(Ax B) = a(A)5(B)
para todo A € bor(X) y todo B € bor(Y) tales que o(A), 3(B) < oo, entonces
u(R) = v(R) para todo conjunto R bésico y compacto. Luego u coincide con
A en los abiertos de X x Y por ity (rad 2). Entonces u(B) = A(B) para todo
B € bor(X xY) por (rad 1). O

3 Teorema de Fubini

En esta seccién se enuncian y demuestran teoremas similares a los de las secciones
v de Fubini para medidas radonianas.

Teorema 3.1. (de las secciones para medidas radonianas) Sean X y Y espacios
topoldgicos hausdorfianos, o y B medidas radonianas finitas en bor(X) y bor(Y)
respectivamente, y @ € bor(X xY). Entonces

1.Qy={y €Y :(z,y) € Q} (x-seccion de Q) € bor(Y) y Q, ={z € X : (z,y) €
Q} (y-seccion de Q) € bor(X).

2. Las funciones x — ((Qz) y y — a(Qy) son borelianas.

Demostracion. 1. La funcién x — 0y(x) = (z,y) de X en X x Y (y fijo) es
continua y por tanto boreliana. Como @ € bor(X x Y') entonces x¢ es boreliana.
Luego xq, = xq © 0y es boreliana y por tanto @, € bor(X). De manera anéloga
se prueba que Q, € bor(Y).
2.Sea H={Q € bor(X xY):z— (3(Q;) esboreliana}. Mostremos que la
coleccion ab(X x Y') de los subconjuntos abiertos de X x Y esta contenida en H.
Sean a € X y G abierto en X x Y. Entonces G, es abierto en Y. Sea r < 8(G,).
Como [ es radoniana, existe un compacto K C G, tal que r < §(K). Para cada
y € K existen vecindades abiertas V,, de a y W, de y tales que V;, x W, C G.
Existen un nimero finito Wy, W,,, ..., W, de dichos abiertos que cubren a K.
n
Si V = 1V, entonces V es abierto y V x K C G. Para todo 2’ € V se tiene
=1

1=
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que K C G,. Por tanto r < (G, ) para todo 2’ € V. Hemos mostrado que
x +— [B(G,;) es semicontinua inferiormente y entonces es boreliana.

No es dificil ver que H es un sistema de Dynkin (ver [5] pagina 99) cerrado para
intersecciones finitas porque (3 es finita. Por lo tanto bor(X xY) = A(ab(X xY")) C
A(H) = D(H) = H C bor(X xY). Luego bor(X xY) =Hy xz — B(Q) es
boreliana para todo @ € bor(X xY). O

Lema 3.2. Sea a una medida radoniana finita en el espacio topoldgico X. Si
(fy)ver es una red no decreciente de funciones positivas semicontinuas inferior-
mente que converge puntualmente a f, entonces f es semicontinua inferiormente

y | fy(z)da(z) T [ f(z)da(z).
X X

Demostracion. La funcion f es s.c.i por ser el supremum de funciones s.c.i. Sea
€ > 0. Existe una funcién elemental positiva u = Z tix(Byg), donde {By : 1 <

k=1
k < mn} es una familia finita y disjunta de borelianos, tal que u < f y

/X f(z)dalz) — /X ua)da(s) < !

donde 1 = n(e) se escogera después. Como « es radoniana, existe para cada By

donde t = Z tr. La funcion
k=1

un compacto Hy, C By, tal que a(By) — a(Hy) < 5%,

n
elemental v = ) tpx(Hg) es semicontinua superiormente porque cada Hy es

k=1
/X w(@)da(z) — /X o(z)da(z) <

/X f(z)da(z) — /X (@) da(z) < 1.

Todo consiste ahora en demostrar que existe un v tal que fy(z) > v(x) — 7 para

cerrado y

N3

Por consiguiente,

n
todo x € X. Para cada a € K = kU1 Hj, existe un v, tal que fy, (a) > v(a) — 4.
Como f,, es semicontinua inferiormente, existe una vecindad abierta W, de a tal

que fy,(x) > v(a) — 4 para todo x € W,. Por ser v semicontinua superiormente,
existe una vecindad abierta W; de a tal que v(z) < v(a) + 3 para todo z €
W,. Si V, = W, N W/, entonces x € V, implica f,,(z) > v(x) — n. Existe un
subrecubrimiento finito {V,, : 1 < k < n} de K por ser compacto. Sea v tal
que v = 7q, si 1 < k < n. Entonces, x € K implica x € V,, para algin £k y
por tanto fy(z) > fy, (z) > v(z) —n. Puesto que v(z) = 0 si ¢ K, entonces
fy(x) > v(x) — n para todo € X. Podemos concluir la demostracion porque

| s@iate) ~ [ f@iat@) < [ s@)da) - [ @) - nia)
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<n+na(X) =91 +a(X)) <e

al escoger n < H%U() O

Teorema 3.3. (de Fubini para medidas radonianas finitas y funciones borelianas
positivas) Sean X y Y espacios topoldgicos hausdorfianos, o y 3 medidas rado-
nianas finitas en bor(X) y bor(Y') respectivamente y f : X x Y — R una funcion
boreliana > 0. Entonces

1. fp Y — R definida por fo(y) = f(z,y) (z fijo) y fy : X — R definida por
fy(x) = f(z,y) (y fijo) son funciones borelianas.

2. Las funciones x — u(x) = [ fz(y)dB(y) vy — v(y) = [ fy(x)da(z) son

X

borelianas.

3.
[ ra@s o)) - //f )d3(y)) da(z) //fy Jdaz)) dB(y).

XxY X

Demostracion. 1. Las funciones z — 6y(x) = (z,y) de X en X x Y (y fijo) y
yr— 0:(y) = (x,y) de Y en X xY (z fijo) son continuas y por tanto medibles.
Asi que fp = fol,y fy, = f o0, son funciones numéricas borelianas.

2. El resultado es cierto si f = xg con Q € bor(X xY) yaque fo = xq,

= [ fz(y)dp fXQz 1dB(y) = B(Q:) y por el teorema anterior de

Y
las secciones U es borehana Por la linealidad de la integral el resultado es cierto
si f = Z tkXQ, porque fr = Z teXQue ¥ U( ffx Z te B( Qkz)

es borehana Si f es una func10n boreliana > 0, entonces existe una sucesion
(fn)nen de funciones elementales no negativas tales que f,, T f. Luego fux 1 fo ¥y
st up(z) = [ faz(y)dB(y) entonces u, 1 u. Asi que u es boreliana. Similarmente

Y
se demuestra que v es boreliana.
3. Notemos que la funcion @ — v(Q) = [([ xq.(y)dB(y))da(z) es una me-
XYy

dida finita en bor(X x Y'). Nos proponemos demostrar que v y u = a ® 3 son
iguales. Verifiquemos primero por induccién que v y p coinciden en los conjuntos
n

de la forma R = (JV; x W con V; C X y W; C Y abiertos. Si R = V; x W;
i=1
entonces v(Vh x W) = a(V1)B(W1) = p(Vi x Wh). Si R = Vi x Wi U Vo x W,

entonces Xr = XvixWi + XVaxWs — XVinVaxW,nW, ¥ Por la linealidad de la inte-
n

gral ¥(R) = pu(R). Supongamos que el resultado es cierto para |J V; x W; y sea
i=1
n+1 n ’
R= U Vi x W;. Como R = ( U Vi x WZ) U Va1 X Wy entonces se sigue el
i=1 =1
resultado.
Sea G C X x Y abierto. Para cada (z,y) € G, existen vecindades abiertas V,

de x y W, de y tales que V, xW, C G. Sea F la coleccién de todos los subconjuntos



Producto tensorial de medidas radonianas y el teorema de Fubini 31

finitos de G con el orden de inclusion y si F' € F definimos Rp = |J Vi x W,
(zy)er
Entonces (Rp)per es una red de abiertos tal que Rp T G. Hemos pues mostrado

que existe una red no decreciente (Ry),er de conjuntos abiertos de la forma
R, = U Vi x Wi que converge a G. Sea r < u(G). Existe un compacto K C G tal

=1
que p(K) > r por ser p radoniana. Sean {R,, : 1 < k < n} un subrecubrimiento

finito de K y v = 74 para k = 1,...,n. Entonces R, O K y u(Ry) > r, lo cual
muestra que p(Ry) T u(G). Como (R, ;)yer es una red no decreciente de abiertos
y Ry 1 Gy, entonces B(Ry ;) T (G). Las funciones x — B(R, ;) vy « — B(G)
son semicontinuas inferiormente como se demostré en una parte del teorema de
las secciones. Por el lema anterior con f,(z) = B(Ry.z2),

G) = [ 8(Go)dala) = [ GimB(R.))dalz) -

i ([ (BR,.)da(a)) = mp(Ry) = lim u(Ry) = ()

v Y

Como las medidas finitas p y v coinciden en los abiertos de X x Y entonces
v(Q) = (@) para todo @ € bor(X xY') ya que los abiertos generan los borelianos.

De lo demostrado hasta ahora se tiene que la primera igualdad del enunciado
n

es cierta si u = ) txxg, es una funcion elemental. En efecto, como u,(y) =
k=1

n
>~ tkXQy., (y) entonces

k=1
o (f wtsrasn)aot Ztk (] xon.is))date) -

tV(Q): 13 (Q): u(xv )d (xv)
;k k kzlku k /X><Y y)apu(x,y

En el caso general, existe una sucesion no decreciente (uy)nen de funciones ele-
mentales tal que u,, T f. Luego u, . 1 fz y por el teorema de Levi se tiene

| teman =t [ (e pdute) -
XxY XxY

11m/ /unx dp(y )> az ):/x (liFLun,m(y)dﬁ(y))da(x) =
/X ( /Y fz<y>dﬁ(y))da(x)

La otra igualdad es similar. O
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Teorema 3.4. (de Fubini para medidas radonianas finitas y funciones integrables)
Sean X y Y espacios topoldgicos hausdorfianos, o y B medidas radonianas finitas
en bor(X) y bor(Y) respectivamente y f : X XY — R a® [-integrable. Entonces
1. fu 'Y — R definida por f.(y) = f(z,y) (x fijo) es B-inlegrable a-c.t.p y
[y : X — R definida por fylx) = f(a: y) (y fijo) es a-integrable (3-c.t.p.

2. La funcion z — u(x ffx ) (definida a-c.t.p) es a-integrable y la
funcion y — v( f fy(x)da(z) (deﬁmda B-c.t.p) es B-integrable.
3.

[ ra@esay) - / /fz a5y data) = [ ( /fy )da(z) ) dB(y).
XxY Y

Demostracion. Este teorema se deduce del teorema anterior y su demostracion
sigue los lineamientos generales de la teoria de la integracién. Ver, por ejemplo,
[5] (pagina 191). O

4 Condicién suficiente para que bor(X) ® bor(X) C bor(X x X)

Una coleccién F de subconjuntos de un conjunto €2 con méas de dos elementos,
separa puntos si para todo {a,b} C €, con a # b, existe un F' € F tal que
xr(a) # xr(b). Esdecir,a € Fyb¢ Foa¢ Fybe F. Una o-dlgebra M en Q
es o-separante si contiene un subconjunto numerable F que separa puntos. Una
o-algebra M en ) es o-generada si existe una coleccion numerable U = {Uy, : k €
N} € M que genera a M, es decir, A(U) (o-algebra generada por U) = M.

Proposicion 4.1. 1. Sean a,b € Q, con a # b. La coleccion A,p = {E C Q :
xe(a) = xe(b)} es una o-dlgebra y {a,b} € Aqp.

2. F separa puntos si y solo si F no estd contenido en A,y para todo conjunto
con dos puntos {a,b} C 2, con a # b.

3. Si A(F) separa puntos, entonces F también separa puntos.

Demostracion. 1. Es claro que 0,Q € Ayp. Si E € A,y entonces xg(a) = xg(b).
Por lo tanto xge(a) = xpe(b) y E € Aqp. Sea (Ey)nen una colecciéon numerable
de elementos en A, vy £ = |J E,. Entonces xg,(a) = xE, (b) para todo n € N.
neN

Si existe p tal que xg,(a) = xg,(b) = 1 entonces {a,b} C E, C E, xg(a) =
xe(b) = 1y en consecuencia £ € Ag,p. Si xg,(a) = xg,(b) = 0 para todo
n, entonces xg(a) = xp(b) =0y E € A,p. Luego A,y es una o-algebra. Por
tltimo, puesto que x{q,5}(@) = X{ap}(b) = 1 se tiene que {a,b} € Aqp.

2. Supongamos que F separa puntos y sea {a,b} un subconjunto de 2, con
a#b Existe F € Ftalquea € Fyb¢ Foa¢ Fybée€ F,en cualquier
caso xr(a) # xr(b). Luego F' no pertenece a A, p. Para demostrar el enunciado
reciproco argumentemos por contradiccion suponiendo que F no separa puntos.
Entonces existen a y b distintos tales que para todo F' € F se cumple que a,b € F
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0a,b¢ F. Entonces xr(a) = xr(b) para todo F' € F. Luego F C Ay, lo que es
una contradiccion.

3. Supongamos que A(F) separa puntos y F no separa puntos. Por 2, existen
un par de puntos a y b distintos tales que F C Agp. Como A(F) C Agp, entonces
A(F) no separa puntos. O

Lema 4.2. ([7]; lemma 7.1, p. 28) Si F C P(R2) (partes de ), entonces A(F) =
UAWN) donde N recorre la coleccion de todos los subconjuntos numerables de F.
N

Demostracion. Sea B = |J A(N). Entonces F C B C A(F). Mostremos que B es
N

una o-dlgebra. Es claro que 0,Q € By si B € B entonces B¢ € B. Sea (By)nen
una coleccién numerable de elementos de B. Para cada n € N existe una familia
numerable F,, C F tal que B, € A(F,). Entonces N' = |J F, es numerable y

neN
esta contenida en F. Como B,, € A(N) para todo n entonces |J B, € AN) C B.
neN
Luego B = A(F). O

Teorema 4.3. (|7]; theorem 7.1, p. 27) Sean (X, A) y (Y,B) espacios de medi-
ciony f : X — Y una funcion (A, B)-medible sobreyectiva. Entonces Gr(f) =
{(z, f(x)) :x € X} € AR B si y sélo si B es o-separante.

Demostracion. Supongamos que Gr(f) € A® B. Entonces por el lema anterior
con F = A x B como sistema de generadores de A ® B, existe una coleccion
numerable N' = {4y, x By : k € N} de subconjuntos de F tal que Gr(f) € AN).
Si A’ es la o-algebra generada por {Ay : k € N} y B es la o-algebra generada por
{By : k € N}, entonces AN) C A" @ B'. Luego Gr(f) € A @ B y por tanto la
z-seccion Gr(f), ={y €Y : (z,y) € Gr(f)} = {f(z)} € B'. Siy € Y entonces
{y} € B’ puesto que f es sobreyectiva. Luego B’ separa puntos y por 4.1.3 se sigue
que {By : k € N} separa puntos. Por lo tanto B es o-separante.

Supongamos ahora que B es o-separante y sea F = {F, : n € N} C B
una coleccién numerable que separa puntos. Para cada n se tiene que xp, es
medible y en consecuencia la funciéon numérica ¢ definida en X XY por ¢(z,y) =

> xE, (f(x)—xE, (y)] es A®B-medible porque (z,y) — z es (A®B, A)-medible,
n=1

(z,y) — y es (A® B, B)-medible y f y xz, son medibles. Luego ¢~ 1(0) € A® B.
Pero (z,y) € ¢~ 1(0) significa que para todo n se tiene xg, (f(z)) = xr,(y) de
donde resulta f(z) = y. Es decir $~(0) = Gr(f) y por tanto Gr(f) € A®B. O

Corolario 4.4. Sea (X, A) un espacio de medicion. La diagonal A = {(z,z) :
re X}t e A® A siy solo si A es o-separante.

Demostracion. Por el teorema anterior con f = tx la identidad. O

Proposicion 4.5. Sea X un espacio topoldgico y car(X) > Ny (se acepta la
hipdtesis del continuo). Entonces bor(X) no es o-separante.
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Demostracion. Supongamos que bor(X) es o-separante y sea F = {E, : n €
N} C bor(X) una coleccion numerable de borelianos que separa puntos. La funcién
Y+ X — P(F) definida por ¢(z) = {E, € F : x € E,} es inyectiva porque si
x # vy, existe B, talquex € B, yy ¢ E,ox ¢ E, vy € E,, lo que implica
Y(z) # ¥(y). Por tanto car(X) < carP(F) = 8y, lo que es una contradiccién. [J

Teorema 4.6. Si X es un espacio topoldgico hausdorfiano y car(X) > Wy, en-
tonces bor(X) @ bor(X) C bor(X x X).

Demostracion. Por la proposicion anterior bor(X) no es o-separante y por el
corolario 4.4, A ¢ bor(X) ® bor(X). Pero A es un subconjunto cerrado de X x X
porque X es hausdorfiano, asi que A € bor(X x X). O

Un problema interesante seria saber si cuando car(X) = N; es posible que
bor(X) @ bor(X) € bor(X x X). Por ejemplo, si X = [0,w;] con la topologia
ordinal.
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