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Titulo del trabajo

Inflacién y energia oscura en un modelo escalar-tensorial con acoplamientos cinético, no
minimo y de Gauss-Bonnet

Resumen: Los datos observacionales més recientes ponen de manifiesto la existencia
de dos fases de expansién acelerada del universo, las cuales son asociadas a la inflacién
cHésmica y a la energia oscura. A pesar de los esfuerzos tedricos por explicar la expansién
acelerada, su naturaleza exacta ain sigue siendo un misterio que desafia a cosmodlogos y
fisicos en general. Una linea de trabajo que ha buscado resolver este problema esta basada
en las teorias de campo escalar-tensorial, las cuales permiten la descripcién de fases de
expansion acelerada y, por tanto, constituyen una alternativa promisoria para el estudio
del universo temprano y tardio. En este trabajo se estudian soluciones de inflacién
y energia oscura para un modelo de campo escalar con acoplamientos cinético, no
minimo (NMC) y de Gauss-Bonnet (GB). Las ecuaciones de campo de dicho modelo se
calculan bajo la hipdtesis de un universo isétropo, homogéneo y espacialmente plano.
Con estas ecuaciones se desarrolla un mecanismo de reconstruccion que permite obtener
el potencial y los acoplamientos para cualquier escenario cosmoldgico. En particular
se estudia el modelo en ausencia de potencial, donde se obtienen soluciones de tiempo
tardio que pueden ser ajustadas apropiadamente para describir escenarios con fase de
quintaesencia y phantom. Adicionalmente, se obtiene el sistema auténomo y se analiza
las propiedades de estabilidad de los puntos criticos correspondientes a comportamientos
del universo tanto en épocas tempranas como tardias. En la tdltima parte se presenta
el formalismo de perturbaciones cosmoldgicas utilizando la relacién de este modelo con
las teorias mas generales de segundo orden conocidas como Galileones Generalizados, y
se estudia el papel de los acoplamientos en el espectro de potencias de perturbaciones
escalar y tensorial. Ademds, se introduce el formalismo de multiplicadores de Lagrange
en el contexto de gravedad modificada y se obtienen soluciones inflacionarias viables.
La compatibilidad con los datos observacionales provenientes diferentes fuentes (Planck
y BICEP2/Keck-Array data) es obtenida en varios rangos de pardmetros libres del modelo.

Palabras clave: Acoplamiento cinético, Acoplamiento no minimo (NMC), Acoplamiento
Gauss-Bonnet (GB), Energia oscura, Inflacién
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Introducciéon

El gran suceso observacional, contrario a toda expectativa, de una disminucién ines-
perada en el brillo proveniente de supernovas del tipo Ia [I, 2, 8] [4], abrié uno de los
problemas més importantes en la cosmologia moderna. Estas observaciones han sido in-
terpretadas como evidencia sélida de que la expansién actual del universo es acelerada
por algo que genéricamente se ha denominado energia oscura. De hecho, diferentes fuentes
observacionales provenientes del fondo césmico de microondas (CMB) [5] [6], catélogos de
distribuciéon de galaxias a gran escala (LSS) y oscilaciones barionicas acusticas en el espec-
tro de potencias de materia [7], han confirmado que el universo estd compuesto de un 4 %
de materia bariénica, un 26 % de materia oscura y un 70 % de energia oscura. Asi pues,
actualmente el universo se expande aceleradamente y con abundancia de un contenido de
materia y energia que atin se desconoce.

Ademas de la aceleracién de tiempo tardio, el universo experimenté otra fase de acelera-
ciéon durante sus primeras etapas de evolucion, llamada inflacion, la cual ha sido objeto
de restricciones observacionales, cada vez més precisas, provenientes de diferentes fuen-
tes de datos astrofisicos (Planck [8, 9] y BICEP2/Keck-Array data [10]). Durante la era
inflacionaria, el universo aumento su tamano a una tasa exponencial, por lo que se expan-
di6é muy rapido y adquirié un gran tamano en un tiempo relativamente pequeno. Desde un
punto de vista tedrico, la descripcién inflacionaria del universo temprano resolvié muchas
cuestiones tedricas que tenia el modelo estdndar del Big Bang, por ejemplo, los problemas
del horizonte, planitud, homogeneidad y densidad de monopolos [11], 12}, 13, 14]; aunque
la caracteristica mas relevante de esta fase es que ella provee un mecanismo causal para
generar las inhomogeneidades primordiales a partir de las cuales se generan las estruc-
turas que observamos actualmente [15] [16, [I7, [I8]. El paradigma inflacionario estdndar
utiliza un campo escalar homogéneo, llamado inflatén, cuyo potencial domina la densidad
de energia del universo y decrece lentamente con el tiempo a medida que el campo escalar
rueda lentamente por la pendiente del potencial (para revisiones, ver [19] 20l 21]). Aunque
la inflacién estandar es producida por un campo escalar minimamente acoplado, es posible
tener fase inflacionaria con modelos no canénicos, por ejemplo, inflacién cinética [22], e
inflacién en teoria de cuerdas [23].

Una simple explicacién al fenémeno de la energia oscura es proporcionada por el modelo
de constante cosmoldgica (ACDM) [24], sin embargo, no es una buena alternativa en el
ambito de la inflacién, entre otros motivos porque no es posible revertir el proceso de
aceleracién cosmica que conduzca a un final del régimen inflacionario. Si bien el modelo
ACDM goza de un gran éxito gracias a la precisién increible con que las observaciones
més recientes se han llevado a cabo, la teoria cuantica de campos predice un valor de A
que llega a ser 120 6rdenes de magnitud mayor que el valor observado, lo que constituye

v
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uno de los enigmas que desafia a cosmologos y fisicos en general y se le ha dado el status
de problema de la constante cosmolégica [25], [26]. Otro inconveniente relacionado con este
modelo es el llamado problema de la coincidencia césmica, el cual tiene que ver con el
hecho de que el periodo de transiciéon entre la dominaciéon del universo por parte de la
materia y la dominacion por la constante cosmoldgica es muy corto comparado a otras
escalas temporales cosmoldgicas y parece haber sucedido, en términos del corrimiento al
rojo, en épocas recientes [24].

Paralelamente, existe una variante que ha despertado mucho interés: La evidencia de la ex-
pansion acelerada puede ser la primera senial de un entendimiento incompleto de la propia
interaccion gravitatoria, mas que el resultado de la presencia de alguna forma de materia
o energia. Modificar la relatividad general puede llevarse a cabo a través de las teorias
de gravedad modificada [27) 28, 29] [30] 31} B2, [33], las cuales modifican el lado izquierdo
de las ecuaciones de Einstein para describir la dindmica tanto de la inflacién como de la
energia oscura. La primera descripcion unificada de estas épocas usando modificaciones de
gravedad fue propuesta en [29], y fue desarrollada detalladamente en versiones realistas de
gravedad f(R) en [34] 35 [36] 37]. Otra versién de cosmologia unificada también ha sido
propuesta en [38], donde la dindmica en épocas tempranas y tardias son controladas por
la gravedad f(R,G), mientras que las épocas intermedias de radiacién y materia son apro-
ximadamente idénticas en comparacién con la gravedad estandar Einstein-Hilbert. Para
una revisién general de los tiltimos desarrollos en la descripcién de la época inflacionaria,
aceleracién de tiempo tardio y representacién unificada de inflaciéon con energia oscura,
particularmente en el contexto de gravedad f(R) y f(R,G), ver [39]. Sin embargo, exis-
te una controversia sobre cuales propuestas satisfacen cotas existentes en el régimen de
campos gravitatorios débiles o superan los llamados tests de sistema solar [40, [41].

Otras formas de gravedad modificada utilizadas ampliamente para describir la expansién
acelerada son conocidas en la literatura como teorias escalar-tensor, las cuales contienen
acoplamientos no minimales entre la curvatura y un campo escalar, lo que en principio
permite evadir el problema de la coincidencia y superar tests de sistema solar [42, [43], [44],
45]. En el presente trabajo consideraremos un modelo de campo escalar con acoplamientos
cinético, no minimo y de Gauss-Bonnet (GB). La motivacién fundamental para considerar
modelos escalares con estos acoplamientos tiene que ver con el hecho de que estos acoples
aparecen naturalmente en el limite de bajas energias de teorias de gravitacién en altas
dimensiones como la teorfa de supercuerdas [46}, 47, [48], 49, 50, [51], cuantizacién de espacios
curvos [52], o como parte de la anomalia de Weyl en supergravitacién conforme N = 4
(53, 54].

Aunque el termino GB es un invariante topoldgico [55], su presencia afecta la dindmica
cosmoldgica cuando es acoplado a un campo escalar, contribuyendo asi a los términos di-
ferenciales de segundo en las ecuaciones de movimiento. Este acoplamiento con el campo
escalar ha sido propuesto como fuente de energia oscura en numerosos estudios, en los cua-
les se han analizado aspectos como la expansién acelerada tipo ley de potencias [56], [57],
estabilidad de soluciones de energia oscura [58], ecuaciones de estado variables en el tiempo
[59], existencia de fases de quintaesencia y phantom [60] y mecanismos para evadir sin-
gularidades en diferentes limites asintéticos [61]. En cuanto al contexto inflacionario, este
acoplamiento también ha sido propuesto en varios estudios, por ejemplo, en [62] se propu-
so este acoplamiento para estudiar cosmologia inflacionaria slow-roll, encontrandose una
fenomenologia viable para un amplio rango de parametros libres de la teoria y un novedoso
esquema de reconstruccion a partir de los indices observacionales. Muchos modelos de infla-
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cién con este tipo de acoples aparecen en la literatura, y para una revision detallada de los
ultimos estudios relacionados con este tépico, ver [63], [64] [65] [66], 67, 68, 69, [70, 711, [72, [73].

Otro de los acoplamientos que ha sido ampliamente utilizado para dar cuenta de la ex-
pansion acelerada tanto en épocas tempranas como tardias es el acoplamiento no minimo
con la curvatura NMC [74, [75]. El papel de este acople en los problemas de la inflacién y
la energia oscura ha sido estudiado en diferentes trabajos, en los cuales se analiza restric-
ciones paramétricas por test de sistema solar [76], existencia y estabilidad de soluciones
Scaling [77, [78], atractores asintéticos de De Sitter [79], comportamientos phantom y su-
per aceleracion [80), 81, 82], 83], aspectos perturbativos e incidencia sobre el CMB [84] 85],
restricciones observacionales [86], 87] y el problema de coincidencia [88].

En cuanto al acoplamiento cinético, varios modelos lo han incluido en el estudio de la
inflacién y la energia oscura [89, 90, 91, 02]. Particularmente, en [89] se muestra que
una inflaciéon viable puede ser generada incorporando este acople al modelo estandar del
Boson Higgs, evitando de esta manera problemas de gravedad cuantica. Este acoplamiento
también ha sido empleado en [93, [94] como un mecanismo para salir de forma natural
del régimen inflacionario, con soluciones exactas que tienen un comportamiento quasi-de-
sitter controlado por el termino cinético. En [90] se estudian las condiciones slow-rolling
en un modelo con acoplamiento cinético generalizado y potenciales cuadratico y de Higgs,
obteniéndose una época inflacionaria fenomenoldgicamente viable. En cuanto a la energia
oscura, en [95] se estudia el efecto combinado de los acoplamientos cinético y Gauss-
Bonnet en el universo tardio, donde se obtienen soluciones que unifican la dominancia
de materia (o radiacién) en etapas tempranas con transiciones a fases de quintaesencia
y fantasmas en tiempo tardio, ademds se reconstruyen la cosmologia del gas Chaplygin
y del gas Chaplygin generalizado. Adicionalmente, el efecto de estos acoplamientos en
la velocidad de propagacién de las ondas gravitacionales es estudiado [96] 97], donde se
muestran condiciones para satisifacer la restriccion obtenida del GW170817 [98] [99] [100].

En el presente trabajo de tesis se estudia de la dinamica cosmolégica del campo escalar
con los acoplamientos mencionados anteriormente, con el fin de encontrar restricciones y
soluciones que muestren una correspondencia con la fenomenologia de la inflacién y la
energia oscura. Este documento se ha estructurado de la siguiente manera: en el primer
capitulo se introducirdn algunos elementos de la cosmologia estandar y se presentara el
contexto fenomenolégico de la inflacién y la energia oscura. En la segunda parte se expli-
cara el modelo correspondiente y se obtendran las ecuaciones de reconstruccién, las cuales
seran aplicadas a escenarios cosmoldgicos compatibles con la evolucién del universo tardio.
Ademsds, se obtendran soluciones exactas en ausencia de potencial y se encontrardn res-
tricciones paramétricas de tal manera que dichas soluciones describan un comportamiento
acorde a los datos observaciones. La dindmica cosmolégica se estudia a través de las ecua-
ciones de Friedmann modificadas en el formalismo de este modelo. En la tercer capitulo
se obtendra el sistema auténomo de modelos correspondientes a acoplamientos tipo ley
de potencias y exponencial [I01], y se analizaran las implicaciones de estabilidad de los
puntos criticos en las diferentes épocas del universo. En el cuarto capitulo se estudiara la
viabilidad del modelo desde el punto de vista de las perturbaciones cosmoldgicas y se mos-
trard el papel de cada acoplamiento en el espectro primordial de fluctuaciones escalares y
tensoriales [102] 103 [104]. Los cdlculos de perturbaciones son efectuados con los paquetes
de algebra tensorial xTras [105], xPand [106] y xPert [107]. Finalmente, con base en los
resultados obtenidos se escribieron algunas conclusiones.



CAPITULO 1

Fundamentos

1.1. Modelo estandar de la cosmologia

La cosmologia es el estudio del universo en su conjunto, en el que se incluyen
teorias sobre su origen, su evolucién, su estructura a gran escala y su futuro. El
contexto tedrico de la cosmologia moderna es la Teoria de la Relatividad General, cu-
ya descripcién de la gravitacion se formula a partir de las ecuaciones de campo de Einstein:

G = KTy (1.1)
donde,
1
Guu = Ruu - ig/ﬂ/R (12)

es el tensor de Einstein, x? es la constante gravitacional de Einstein, R, es el tensor
de Ricci, R es el escalar de Ricci, g, es el tensor métrico correspondiente y 7T}, es el
tensor energia impulso asociado a la presencia de materia. Asumiendo que el universo es
homogéneo e isétropo a gran escala, la métrica (conocida como la métrica FRW) puede
escribirse como:

d 2
ds” = g dade” = —dt +a(t) | 7= + r(d6? + sen’0d?) (1.3)

donde a(t) es el factor de escala y k es una constante que determina la curvatura espacial
del universo. Esta constante puede tomar los valores de 0, 1 6 —1 para espacios de geometria
plana, cerrada y abierta respectivamente. Existe un gran niimero de evidencia experimental
que sugiere que el universo actual es espacialmente plano [108] 25| [6]. En vista de ello, en
el contexto del universo tardio se supondra que k£ = 0.

La hipétesis de homogeneidad e isotropia permite ademads escribir el tensor energia
impulso en la forma de un fluido perfecto

Ty = (p+ P)uyuy, + Py (1.4)

1



CAPITULO 1. FUNDAMENTOS 2

donde u,, es la cuadrivelocidad comdvil del fluido con densidad de energia p y presién P.
Reemplazando ([1.3) y (1.4 en las ecuaciones de Einstein se obtienen las ecuaciones de
Friedmann:

a K2

S=6 (p+3P) (1.5)
a 2 /{2 2
H%:Q) :Ep—%— (1.6)

donde H = a/a es el pardmetro de Hubble. Combinando las ecuaciones (1.5) y (1.6]), puede

escribirse la ecuacién de conservacion:

p+3H(p+P)=0 (1.7)

De la primera ecuacién de Friedmann se concluye que una expansion acelerada tiene lugar
solo cuando p + 3P < 0. Sin embargo, para lo que podemos llamar materia ordinaria
(radiacién, polvo, etc) se espera que tanto la densidad de energia p como la presiéon P
sean positivas y satisfagan la Condicién Fuerte de Energia que dice que p+ P > 0 y que
p+ 3P >0 [109]. Por lo tanto, si el universo esta constituido por materia ordinaria, una
vez que asumimos la positividad de p y P junto con la validez de la Condicién Fuerte
de la Energia, la gravitacién siempre es atractiva y la expansiéon del universo debe ser
siempre desacelerada a partir de un evento inicial singular. Tanto este evento inicial como
el modelo mismo que describe la evoluciéon forman parte de lo que conocemos hoy como
modelo cosmoldgico estandar.

Un parametro adimensional usado con frecuencia para clasificar la aceleraciéon del universo
es la ecuacién de estado (EoS), la cual se define como:

2 H
w=—1—>— 1.8
Las ecuaciones (|1.5) y (1.6), junto a alguna ecuacién de estado w determinan comple-
tamente la dindmica del factor de escala a(t) y las funciones p(t) y P(t). Por ejemplo,
para una ecuacién de estado de un fluido barotrépico lineal, P = wp donde w = cte, la

integracién de las ecuaciones de Friedmann con k = 0 dan como resultado p o a=30+%) y
2

a x t30+w) | De acuerdo al modelo cosmolégico estandar el universo evoluciona a través de
fases cosmolodgicas en que la ecuacién de estado w esta bien definida. La fase de dominancia
de radiacién corresponde a w = 1/3, por lo tanto la evolucién de la densidad de energia
y el pardmetro de escala estén dados por p < a=* y a o t'/2. Para la fase de dominancia
de materia, la presién es despreciable y por lo tanto la densidad de energia y el factor de
escala evolucionan como p < a3 y a o< t2/3.

El modelo cosmolégico estandar es bastante eficiente en determinar la temperatura de la
radiacién césmica de fondo y las abundancias de los elementos ligeros [110, 11T, 112]. Sin
embargo, con el correr de los anos el modelo comenzé a enfrentarse con algunos proble-
mas. A principio de 1970, E. R. Harrison y P. J. E. Peebles sugirieron que la radiacién
césmica de fondo deberfa presentar inhomogeneidades de orden de 1075 [I13], las cuales
serian necesarias para la construccién de un modelo capaz de describir una formacién de
estructuras en el universo. Ademaés de no poder justificar la presencia de estas inhomoge-
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neidades fundamentales en la radiacién césmica de fondo, el modelo cosmolégico estandar
tampoco resuelve el problema de las condiciones iniciales, que incluye el problema de la
planitud, horizonte y abundancia de reliquias cosmolégicas. Estas dificultades llevaron a
A. Guth, A. Lindle, A. Albrecht y P Steinhardt [I1, 12} [13], al inicio de la década de los
80, a proponer modificaciones al modelo estandar, que incluia una fase inicial de expansién
acelerada denominada inflacién.

Con el fin de establecer un nexo més préximo entre las funciones que aparecen en los mo-
delos cosmoldégicos y las observaciones, conviene escribir la primera ecuacién de Friedmann
de la siguiente forma:

Qi+ Q=1 (1.9)
donde ) "
K7p
;= Oy = —— 1.1
3H?2 SYE (1.10)

El subindice 7 es un simbolo genérico que incorpora las diferentes componentes de materia.
Tanto €2; como £ son cantidades medibles observacionalmente y es conocido que en la
presente época (0 = —0.00271’8:8822 [108]. En la cosmologia estdndar el termino a?H?
siempre decrece, lo que implica que el universo tuvo que haber sido extremadamente
plano en el pasado, por ejemplo, en la época de la nucleosintesis se requiere Qj, ~ 10716
[112]. Esto significa que las condiciones iniciales para la geometria del universo deben ser
ajustadas muy finamente, lo que resulta desfavorable para el modelo.

Como mencionamos anteriormente, otro de los problemas que tuvo que enfrentar la cosmo-
logia estandar es el llamado problema del horizonte, el cual cuestiona la homogeneidad e
isotropia del universo a gran escala. Para entender esto, considérese una longitud comovil
A que estd dentro del radio de Hubble comovil (aH)™!, es decir, A < (aH)~!. Debido a
que (aH)™! siempre crece, la longitud A serd mucho més que pequefia que el radio de
Hubble en tiempo tardio. Por el contrario, en épocas tempranas cualquier escala comovil
de longitud sera mucho més grande que el radio de Hubble. Esto implica que solo una pe-
quena fraccién del radio de Hubble puede estar causalmente conectada, lo cual constituye
una discrepancia con la homogeneidad e isotropia observadas en la radiacion césmica de
fondo.

1.2. Inflacién

Una alternativa de solucién para estos problemas es presentada a partir de la teoria
de inflacién césmica, que propone la inclusién de una fase de expansién acelerada en la
evolucién del universo primordial [I14]. Esto esencialmente significa que el radio de Hubble
comovil, (aH)™!, decrece durante la inflacién. Esta propiedad es clave para resolver la
problemética de la cosmologia estandar. La idea es la siguiente: asumiendo que en el
régimen inflacionario el pardmetro de Hubble es constante, H(t) = Hj, el factor de escala
evoluciona exponencialmente y la ecuacién de estado es w = —1 (constante cosmoldgica).
Considerando que la inflacién ocurre antes de la era de radiacién, teniendo su inicio en el
instante ¢; y final en el instante ¢;, podemos escribir el factor de escala como

a = azef1t=t) (1.11)
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siendo t; <t < ty. Conesto ay/a; = eV, donde N = Hi(ty—t;) es el nimero de e-foldings,
un pardmetro adimensional usado como medida de duracién de inflacién césmica. Veamos
como estimar la cantidad de inflacién necesaria para resolver el problema de la planitud.

De acuerdo a las observaciones, se requiere que justo después del final de la inflacién
hﬂ

Q£ ~ 10759, Combinando las ecuaciones 1) v se ve que

0f 1\ 2
sT]; - <Z‘;> — 2N (1.12)
k

Considerando que el universo no es plano en el inicio de la inflacién, por ejemplo Q}C ~ 1,
el nimero de e-foldings requerido para resolver el problema de la planitud es N 2 60, el
cual es tomado como una cota minima estdndar para cualquier modelo inflacionario.

Ahora veamos como la inflacién ataca el problema del horizonte. Debido a que el factor de
escala crece exponencialmente durante la inflacién, la longitud fisica, a\, crece mas rapido
que el radio de Hubble (constante). Por lo tanto, la longitudes fisicas saldran del radio de
Hubble en la inflacién, lo que significa que las regiones causalmente conectadas pueden ser
mucho mas grandes que el radio de Hubble, lo que resuelve potencialmente el problema del
horizonte. En otras palabras, en el régimen inflacionario, el horizonte de particula diverge
cuando a(t,) — 0 [114].

1.2.1. Dinamica Inflacionaria: Inflatén

Presentado inicialmente por A. Guth [17], el inflatén consiste en un campo escalar,
asociado a una transicién de fase en teorias de gran unificacién, que controla la dindmica
inflacionaria y es el responsable de la expansién acelerada primordial que incrementa el
tamano del universo a una tasa exponencial. En el paradigma inflacionario estandar, el
campo escalar esta minimamente acoplado a la gravedad, en otras palabras, el lagrangiano
del inflatén estd dado por Ly = —%g/‘” 0,00,¢ — V(¢), siendo V (¢) un potencial escogido
para lograr el efecto de presién negativa que le permita tomar el papel dominante en la
evolucién temprana del universo. En este contexto, la densidad de energia y presién del
universo primordial estan dadas por:

p=5F+V(@),  P=F-V() (113)

Sustituyendo estas expresiones en (1.5)), (1.6 y (1.7]), se obtiene

K2 .
H? = 5 (;& - V(¢)) (1.14)
a K2 /.
22 (¢2 . V(¢)) (1.15)
é+3H<’b+§;:0 (1.16)

donde se ha omitido el término de curvatura debido a que su contribucion es despreciable
en comparacion al campo escalar. La ecuacién establece que una expansién acelerada
en la época inflacionaria requiere qﬁQ < V (¢), lo que en términos cldsicos implica que la
energia potencial del inflatén domina sobre la energia cinética. Para cuantificar mejor la
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expansion acelerada, nétese que la ecuacién de estado asociada al inflatén estd dada por

39° = V(9)
w = m (1.17)

De aqui se ve que en el limite (2'52 < V (¢) se obtiene un periodo de expansién acelerada
caracterizado por una ecuaciéon de estado w =~ —1. De hecho, si el campo escalar es
constante, es decir gb = 0, se tiene exactamente el caso de la constante cosmolégica, pero
si qﬁ varia con el tiempo, la ecuacién de estado también evoluciona con el tiempo y puede
tomar valores dentro del rango [—1, 1]. Por tanto, en principio es posible obtener un periodo
de inflacién caracterizado por la condicién ¢? < V (¢) y un mecanismo de ruptura del
régimen inflacionario controlado por la forma del potencial.

Podemos aplicar la condicién ¢32 < V (¢) para entender el comportamiento aproximado
del universo en el régimen inflacionario. Este limite funciona muy bien en las primeras
etapas de la inflacién, sin embargo, dicha aproximacién deja de funcionar a medida que
se acerca al fin de la era inflacionaria. Entonces, en inflacién temprana, la ecuacion de

Friedmann ({1.14]) puede ser aproximada por
—5 = V(¢) (1.18)

Aunque esta aproximacion hace que la solucién del sistema sea méas manejable, ya que
climina la no linealidad en ¢, es posible hacer un progreso adicional imponiendo una
condicién complementaria que garantice un periodo inflacionario lo suficientemente largo
como para resolver los problemas de la cosmologia estdndar. Este requerimiento es im-
portante, ya que aunque qﬁ sea pequeno inicialmente, un valor grande de qb puede cambiar
rapidamente esta situacién, conduciendo a un final prematuro de la era inflacionaria. Por
lo tanto, para una época inflacionaria fenomenologlcamente viable, se requiere también
la condicién gf) < 3H qﬁ, lo que implica que la ecuacién 6] puede escribirse de forma
aproximada como

3H)+V'(¢) =0 (1.19)

Este tipo de enfoque es conocido como la aproximacién slow-roll, la cual puede ser forma-
lizada definiendo los siguientes pardmetros [115, 21]

H &

— = 1.20
ek He (1.20)

€) = —

El parametro ey permite parametrizar el progreso inflacionario, tomando valores de 0
hasta 1 desde el inicio de la inflacién hasta el fin de la expansién inflacionaria. Valores
de este parametro por encima de 1 representan una expansiéon no inflacionaria. Usando
las ecuaciones de Friedmann en el caso del campo escalar inflacionario, dicho pardmetro
puede reescribirse en las formas

30 30 ] <V/) (1.21)

T Ry2v(e) 2V(e) 22\ V

Al inspeccionar estas expresiones se ve que la pequeiniez de € estd vinculada a la validez de
la aproximacién slow-roll, es decir, ¢y < 1 implica ¢> < V (¢). Por la tanto, ey también es
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un indicador 1til para expresar el régimen slow-roll. En cuanto al parametro €1, se puede

mostrar que
€1 =2|€+ i
H¢

De esta expresion se ve que €1 < 1 implica también que qﬁ < 3H qﬁ Por tanto, la pequenez
de €p,1 asegura un periodo de expansion acelerada viable.

Para un potencial dado, la ultima expresién de permite calcular de forma aproxi-
mada el parametro €y. Esto se utiliza para determinar el campo escalar cuando la inflacién
termina (resolviendo ¢y = 1). Tomando, por ejemplo, un potencial monomial arbitrario
V = Vy¢", se obtiene

2 n

60 - 21‘12(;52 end — \/i/ﬁ}

Conociendo el campo en el fin de la inflacion y usando el hecho de que se requieren 60
e-folds para tener un periodo inflacionario viable, también es posible calcular el valor del
inflatén en el inicio de la expansién inflacionaria. Entonces, partiendo de la expresion
integral del nimero de e-folds y asumiendo el régimen slow-roll, se obtiene

to ol ]
I T T N DR
N‘/Hdt”¢/ vae ‘¢/”v'<¢'>d‘z" 2 4

lo que implica que para un valor dado de N se requiere un campo inicial de

1 n
Gini & 120 (N n Z) (1.22)

En particular, si N = 60 y n = 2, entonces ¢;n; ~ 16x~1. De esta forma, dado un modelo
inflacionario se puede determinar la condicién inicial necesaria para producir la cantidad
de inflacién deseada en el régimen slow-roll. Cabe mencionar que este enfoque tiene li-
mitaciones: ciertos potenciales o modelos mas complicados que el campo escalar canénico
pueden ser intratables analiticamente. Sin embargo, este ejemplo utiliza un modelo sencillo
para demostrar que en principio es posible analizar la fisica de la inflacién con algunas
restricciones simples. Para finalizar la discusion sobre inflacion slow-roll, resolvamos las
ecuaciones y para obtener aproximadamente la evolucién temporal del campo
escalar. Por integracion directa de estas ecuaciones, se obtiene

Kp = \/(mim-)"‘ —2nN (1.23)

Para una mejor visualizacion, en la Fig. [I.1]se compara el resultado anterior con la solucién
numérica de la ecuacion de movimiento exacta. De aqui se puede ver que las soluciones
slow-roll son aproximaciones notablemente cercanas a la solucién numérica, y solo comien-
zan a diferir significativamente en los 1ltimos e-folds de la inflacion.
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FIGURA 1.1. Soluciones de las ecuaciones de movimiento slow-roll (azul) y sus correspondientes
valores numéricos exactos (linea roja discontinua) en funcién del ntmero de e-folds
N. Para producir 60 e-folds de inflacién se tomé la condicién inicial ¢spn; = 16571, la
cual fue escogida de acuerdo a . Las graficas de la parte superior muestran que
las soluciones aproximadas de H y ¢ coinciden con las soluciones exactas salvo en
los ultimos e-folds. La solucién slow-roll implica que ¢ es constante, lo cual es
mostrado en la grafica inferior izquierda, donde ademas se ve que este comportamiento
es similar al resultado exacto hasta poco antes de finalizar la inflacién. Finalmente
el comportamiento de €y se ilustra en la gréafica inferior derecha, mostrando de nuevo
que las expresiones analiticas slow-roll constituyen una muy buena aproximacién.

1.2.2. Perturbaciones cosmoloégicas

Las anisotropias de la radiacién césmica de fondo (CMB) proporcionan evidencia de las
fluctuaciones en la densidad de materia primordial [IT5]. Se supone que estas variaciones
de densidad se producen debido a las fluctuaciones en el inflatén, el cual transfiere su
inhomogeneidad a la materia convencional durante el recalentamiento. Por consiguiente,
es de interés considerar las variaciones espaciales del campo inflacionario. Podemos modelar
esto como una perturbacion lineal de la forma

(t) + dg(t, '),

donde la correccién inhomomogenea, dé(t,z"), depende de las coordenadas espaciales.
Debido a que las anisotropias observadas en el CMB son pequenas, podemos asumir que

|00 <[ (t)]-

Estas fluctuaciones en el inflatén conducirdan a fluctuaciones del tensor energia impulso,
que a su vez originan pequenas perturbaciones en la curvatura a través de la ecuacion de
Einstein 6G,,, = /i25TW. Por tanto, es necesario que la métrica tenga correcciones pertur-
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bativas que generen los términos necesarios en el lado izquierdo de dicha ecuaciéon. Como
la métrica espacio-temporal es simétrica, entonces las perturbaciones del tensor métrico
tiene 10 grados de libertad. Para estudiar esto més a fondo [I16], es ttil descomponer la
perturbacién métrica en componentes escalares, vectoriales y tensoriales, de manera que

I 24 a(t) [B; + 8;B]
Gy = a(t) [Bl + 8ZB] az(t) [2Cgij + 20,0, F + (%Ej + 8jEi + hij}

donde A, B, C y FE son cantidades escalares, los vectores B; y I; tienen divergencia nula,
y el tensor h;; satisface h;; = 0y 0;h;; = 0. En consecuencia, podemos descomponer las 10
perturbaciones en 4 escalares (4 x 1 grados de libertad), dos vectores de divergencia nula
(2 x 2 grados de libertad), y un tensor de traza y divergencia nulas (2 grados de libertad).
La importancia de esta descomposicién es que las ecuaciones de movimiento de los modos
escalares, vectoriales y tensoriales, pueden desacoplarse.

Sin embargo, no todos estos grados de libertad son fisicos, ya que la covariancia general
origina libertades gauge, las cuales pueden ser escogidas con el fin de simplificar las ecua-
ciones de movimiento. Para nuestros propdsitos, trabajaremos en el gauge Newtoniano
[116], en el cual fijamos los modos gauge de tal manera que B =FE =0y B; = 0. A menu-
do, los potenciales escalares restantes en este gauge se renombran como A = ®y C = -V,
debido a su estrecha relacién con el potencial gravitacional Newtoniano de la teoria clésica.
Por consiguiente, la correccién perturbativa de la métrica en el gauge Newtoniano toma
la forma

5o _ 20 0
I =\ 0 a2(t)[-2Wgi; + hyj

donde se ha despreciado el modo vectorial E;, ya que su amplitud decrece como a2 [116].
Por tanto, solo nos enfocaremos en el estudio de las perturbaciones escalares y tensoriales.

Ecuaciones escalares

Tomando las componentes espaciales no diagonales (1 = i, v = j # i) de la ecuacién de
Finstein, obtenemos
d=0U,

por lo tanto, en lo que sigue, no distinguiremos entre estos potenciales escalares. Teniendo
en cuenta esto, la componente temporal (¢ = 0, v = 0) conduce a

0,0'®
2

. 1. . 1
o 3H® = k2 §¢5¢ + §V’(d>)5¢ + Vo

De las componentes y = 0, v = ¢, obtenemos
. /{2 . .
®+HP = ?qbéqb
Finalmente, tomando las componentes espaciales diagonales (u = i, v = i), podemos
obtener
RZ
2

O+ 4HD +2(2H + 3H*)D = %d)éd) — %V’(gb)égi) + VP —
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La conservacién covariante del tensor energia impulso produce una ecuacién escalar adi-
cional ‘
0;0'®

8¢+ 3Hé) — —

+V"(¢)0¢p — 20D — 6HpD — 3D = 0.

Estas cuatro ecuaciones no son totalmente independientes, ya que solo hay dos cantidades
perturbativas para resolver, d¢ y ®. Estas perturbaciones pueden combinarse para for-
mar cantidades invariantes gauge. Por ejemplo, la variable Mukhanov-Sasaki [117] es un
combinacién invariante gauge definida por

¢
=4 =
Q=106+
Para finalizar, otra cantidad escalar que consideraremos aqui, es la curvatura escalar de
Ricci sobre la parte espacial de la variedad espacio-temporal, () R. Esto puede ser trabaja-
do en términos de una cantidad invariante gauge conocida como perturbacién de curvatura
comovil, la cual es denotada por R. Después de un largo calculo [I16], se llega a la siguiente

expresién que la relaciona la perturbacién de curvatura con las perturbaciones escalares,

H H
R=-U——bp=——
5 ¢ ¢Q

Estas fluctuaciones en la curvatura son de especial interés, ya que generan la anisotropia
del CMB. Una propiedad notable de R es su conservacién a gran escala [116], 1T15]. Mas
precisamente, un modo de Fourier R, con numero de onda k, tiene un comportamiento
cuasi-constante en el limite k& < aH (superhorizonte). En otras palabras, los modos con
longitudes de onda mucho mas grandes que el tamano del horizonte, se conservan en el
tiempo.

Ecuaciones tensoriales

Por otro lado, la ecuacién de movimiento de los modos tensoriales es

0,0 N

5 =0

hij +3H hl] —

a

Esta es una ecuacién de onda en un espacio-tiempo en expansién y, por lo tanto, establece

la idea de ondas gravitacionales. En consecuencia, podemos interpretar las fluctuaciones

tensoriales como ondas propagandose en el espacio-tiempo mismo. Estas pequenas dis-

torsiones de naturaleza tensorial pueden considerarse completamente independientes de

las fluctuaciones escalares, dado que a orden lineal en perturbaciones, las ecuaciones de

movimiento de los modos escalar y tensorial estdn desacopladas. Vale la pena mencio-

nar que las anisotropias en la polarizacién de CMB permiten detectar indirectamente las
perturbaciones tensoriales [115].

Cuantizacion

Necesitamos tener en cuenta la naturaleza cuantica de las fluctuaciones microscopicas
en el campo inflacionario. Esto significa que debemos identificar la variable cuantizable
candnicamente, y asignar el correspondiente operador cuantico [11§]. Para lograr esto, se
debe encontrar la variable para la cual la accién sea similar a la de un campo escalar
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canénico, cuya cuantizacién sigue los lineamientos estandar de la teoria de campos [119].
Si definimos la variable v = zR, donde z = ad.>/ H, y trabajamos en tiempo conforme,
definido por dt = adn, obtenemos que la accién a segundo orden en perturbaciones puede
escribirse como Y
6% = ;/dnd?’x [(v')2 — 0jv0;v + %02 ,

donde la prima indica diferenciacién con respecto a 7. En esta forma, la acciéon para v es
equivalente a la de un campo escalar canénico (en el espacio de Minkowski) con un término
de masa dependiente del tiempo. Con esto, podemos realizar el proceso de cuantizacién
canodnica a través de los operadores de creacién y aniquilacion, aL y ax, los cuales satisfacen
las reglas de conmutacién usuales [I115]. Asi, la expansion del operador cudntico asociado
a v puede escribirse de la siguiente forma:

1
(2r)?

b= /d3/<: [vkakeik'x + v,’;alte*ik'x],
donde v; es un modo de Fourier, cuya dependencia del tiempo es determinada por la
ecuacién

S
v+ <k‘2 — > v =0, (1.24)
z

la cual puede escribirse de la forma
2_ 1
v + <k2 — @7724)) v =0 (1.25)

donde v? = 1/4 + n?2"/z. Asumiendo que v es constante (se justificara mas adelante),
la solucion de esta ecuacién puede ser escrita en términos de las funciones de Hankel de

primer y segundo tipo, H, ,Sl) y H,S2). Mas especificamente,

vp = v/ (e S (k) + e H (~ k) )

donde c; y co son constantes de integracién, las cuales son determinadas por la condicién
de frontera. Requiriendo que la solucién se comporte como el vacio de Minkowski en escalas
de subhorizonte (k > aH ), la solucién debe satisfacer la siguiente condicién

. I
lim v = ——e 7

k—o0 v 2k
Esta restriccién es conocida en la literatura como condicién de Bunch-Davies [11§]. Con
esto, las constantes de integracién son determinadas, de modo que la solucién final es

A/l ei(u+1/2)7r/2ngl) (—kn)

Vi — D)

Espectro de potencias de perturbaciones de curvatura

A partir de este campo canénico, podemos obtener la perturbacién de curvatura R, la cual
es mas facil de interpretar fisicamente. Luego, podemos calcular un espectro de potencias
de esta perturbacién. Por espectro de potencias, nos referimos a una funcién de k que
describe la variacién en el campo perturbativo R. Se define convencionalmente en términos
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de la funcién de correlacién estadistica entre dos puntos, esto es [115]

(RiRiw) = (27)%0 (k — k') (2]:3 Pr (k))

donde el espectro de potencias, Pr, solo depende de la magnitud del vector niimero de on-
da, ya que hemos asumido la hipdtesis de homogeneidad e isotropia. Usando los resultados
de la cuantizacién candnica, es posible obtener la siguiente relacién:

PR (k) o 5992 | 27‘(‘2 ‘

Esta es la cantidad que nos permite confrontar un modelo inflacionario con las restricciones
observacionales. Teniendo en cuenta la conservaciéon de R en escalas de superhorizonte,
es usual evaluar la expresiéon anterior en el cruce del horizonte, el cual es calculado con
k = aH. Para cuantificar la dependencia Pr con la escala, se define el indice espectral
escalar, ng, como sigue

Haciendo un proceso equivalente para perturbaciones tensoriales, obtenemos que el espec-
tro de ondas gravitacionales es
4k3 () 2

7[-2

Pr (k) =

Zt

[ . t . .
donde z; estd dado por z; = a/k, y el modo de Fourier v,(g ), correspondiente a otra variable
candnica, satisface la misma ecuacién (|1.24)). El factor numérico adicional en esta expresién
surge de la suma sobre las polarizaciones de las ondas gravitacionales. Para finalizar,
definamos la relacién escalar-tensor, r, como sigue

Tanto esta relacién, como el indice espectral escalar, deben satisfacer las siguientes res-
tricciones de los ltimos datos del Planck y del BICEP2/Keck-Array [8, 9] [10]:

ng = 0.9650 + 0.00661, r < 0.1 (Planck 2018)

r < 0.07 (BICEP2/keck — Array)

Espectro primordial en inflacién slow-roll

Para ejemplificar como surge el espectro de potencias en inflacién, asumiremos que el
inflaton satisface las condiciones de rodadura lenta (slow-roll). De la definicién de los
parametros slow-roll, obtenemos que el tiempo conforme puede ser aproximado como

n~ - (1 + )

aH



CAPITULO 1. FUNDAMENTOS 12

Teniendo en cuenta esto, podemos obtener la siguiente aproximacién

P AP | 1 3
o (7o) =i (st a)

De aqui se ve claramente que

\/9+3 PR B
vy = —€ A — —
g oA E T o

Esto justifica el hecho de haber asumido que v es una constante en la ecuacion ,
ya que en el régimen slow-roll, los pardmetros ¢; producen variaciones despreciables en
comparacién al valor 3/2. Teniendo en cuenta el comportamiento de la funcién de Hankel
en el limite £ — 0, obtenemos que el espectro de potencias en escalas de superhorizonte es

. () 1 H2 _
Pr ~ |27 3/2 k 3—2v
R [ r(3/2)] 8x2hZe, * 1)

donde la masa de Planck, M), es definida por M, = 1/k. Convencionalmente, esta expre-
sién es evaluada en el cruce del horizonte. En consecuencia, se obtiene

HZ
Pr~ ——nr—
R 87T2Mgeo
Adicionalmente, es notable que la dependencia de escala del espectro de potencias esté da-
da por Pr(k) o< k372¥, lo cual conlleva a

[dlnPR
ng—1=|———

~3—2Uu~ —26 —
dlnk] 3 14 €0 €1

Esto significa que la invariancia de escala puede ser corregida a primer orden en ¢;. Es
decir, los pardmetros slow-roll pueden ajustarse para producir correcciones compatibles
con los datos observacionales. Por otro lado, repitiendo un proceso muy similar para per-
turbaciones tensoriales, obtenemos

2H? Pr

r=— = 16¢

Pr= 1
T Mz Pr

Noétese que los parametros slow-roll pueden ser usados para bajar los valores de 7, de tal
manera que se satisfaga las restricciones observacionales del Planck y del BICEP2/Keck-
Array.

1.3. Evidencia observacional de la energia oscura

Para describir la evidencia observacional de la energia oscura es necesario introducir
algunos elementos basicos de cosmometria. Un parametro empleado habitualmente en
cosmologia es el redshift (z) [25, 109, 120], el cual representa el cambio en la longitud de
onda de un fotén debido a la expansion del universo. Es decir,

Ao 1

1 = — = - 1.26
+ z 3 " ( )
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donde )\ es la longitud de onda observada en el tiempo t3 y A es la longitud de onda
emitida en un tiempo t < tg. Otro aspecto fundamental en la cosmometria se refiere a la
medicién de distancias. Una de las formas més ttiles de estimar una distancia es a través
de la luminosidad de un objeto estelar. Suponiendo conocida la luminosidad absoluta L
de la fuente luminosa y midiendo el flujo de la energia F' que nos llega a un detector en la
Tierra podemos calcular su distancia luminosa dy, a través de la sencilla relacién [25]:

L

dr? = ——
L = 4nF

(1.27)
De forma equivalente, conocida la magnitud absoluta M de la estrella y observada la
magnitud aparente m, la distancia de luminosidad puede inferirse a partir del médulo de
distancia y, el cual estd dado por [25]:

dr,
=m — M = blo — | +25 1.28
H €10 <Mpc> ( )
La relacién entre luminosidad absoluta y flujo de energia en un universo FRW espacial-
mente plano (k = 0) conduce a que la distancia luminosa a una fuente puntual con un
corrimiento al rojo z viene dada por:

z /
dp = (1+2) dﬁz (1.29)
0

donde en el parametro de Hubble H estdn contenidas las contribuciones a la densidad
total del universo (materia, radiacién, etc).

Cuando dos grupos de trabajo, liderados por Saul Perlmutter [I] y Adam Riess [2] midieron
y analizaron los flujos de energia de un objeto astrofisico muy peculiar, supernovas del tipo
Ia, para diferentes valores de corrimiento al rojo z se encontraron con un panorama como el
que se muestra en la Figura[l.2] En dicho esquema se grafican algunos datos observacionales
de 1 vs z junto a algunas curvas tedricas obtenidas a partir de las ecuaciones y .

Al comparar los datos observacionales con las curvas tedricas se encuentra que dichas
observaciones no pueden ser ajustadas con modelos cosmolégicos que solo contemplen la
existencia de dtomos y materia. Sin embargo, al agregar una contribucién del estilo de
una constante cosmoldgica A, los datos pueden ser perfectamente ajustados. En la Figura
la curva que mejor ajusta es la linea verde, que corresponde a un modelo cosmolégico
con ,, = 0.24 y Qp = 0.76, siendo €2, la contribucién a la densidad total por parte
de los atomos y de materia oscura y 25 la proporciéon correspondiente a una constante
cosmoldgica. Este fue el resultado sorprendente al que llegaron los grupos de Perlmutter
y Riess en 1998. La consecuencia del agregado de este nuevo pardametro cosmolégico 2p
es que el universo presente estaria en una fase de expansién acelerada.

Asi pues, nos encontramos en un universo que se expande aceleradamente y con abun-
dancia de un contenido de energia que ain desconocemos. Aunque hoy en dia se maneja
el modelo ACDM (constante cosmolégica + materia oscura fria), se tienen sin embargo
indicios que nos llevan a desechar la constante cosmolégica. Entre estos indicios se encuen-
tra el problema de la constante cosmoldgica [25, [26], el cual se refiere a la abrumadora
discrepancia entre el valor tedrico y el valor observacional de A.
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FIGURA 1.2. Datos observacionales de u vs z [2]. Las tres curvas corresponden a modelos tedricos
con (a) Q, =0, Q10 =1, (b) 2, =0.24, Qy =0.76 y (¢) Q= 1, Q4 = 0.

Una alternativa a la constante cosmologica es la llamada teoria de quintaesencia [33], la
cual consiste en un campo escalar minimamente acoplado a la curvatura y cuyo potencial es
escogido para lograr el efecto de presién negativa que le permita tomar el papel dominante
en la expansion acelerada. No obstante, la quintaesencia requiere el ajuste de condiciones
iniciales muy criticas para dar cuenta de los valores actuales de energia oscura. Ademas,
se necesitan potenciales extremadamente planos [121], los cuales son dificiles de encontrar
en fisica de particulas, y esto plantea un problema de naturalidad para la cosmologia
quintaesencial.

Estas cuestiones han llevado a proponer teorias alternativas para explicar la expansion
acelerada del universo. Una de ellas es considerar teorias de gravedad modificada, las
cuales proponen modificar las leyes enmarcadas en las ecuaciones de Einstein. Dichas mo-
dificaciones pueden realizarse dentro del esquema de las teorias de campo escalar-tensorial
[33 [74], las cuales emplean un campo escalar no minimamente acoplado a la gravedad. En
este contexto se encuentra el acoplamiento entre el campo escalar y el invariante Gauss-
Bonnet, el cual es inspirado en teoria de cuerdas y ha sido propuesto para estudiar la
dindmica del universo a tiempo tardio [60, 122 [123]. Otra interaccién interesante que
produce buenos resultados en el estudio de la energia oscura y la inflacién es el acopla-
miento no minimo entre el campo escalar y el invariante de Ricci. Este acoplamiento surge
normalmente en la teorfa cudntica de campos en espacio-tiempo curvado [52, [118] y en
teorfas multidimensionales como teoria de supercuerdas [48, [50, [49]. La comprensién de
los efectos de estos acoplamientos podrian proporcionar pistas sobre la forma en que las
teorias fundamentales se manifiestan en la evolucién del universo. Por tanto, es de interés
estudiar la influencia de estos acoplamientos en la dindmica de la energia oscura.
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Acoplamientos cinetico, no minimo y de
Gauss-Bonnet

Como se mencioné anteriormente, un nimero importante de fuentes observacionales
ponen de manifiesto la existencia de fases de expansién acelerada tanto en épocas tempra-
nas como en épocas tardias del universo. En la actualidad existen diferentes lineas tedricas
para explicar de forma unificada la verdadera naturaleza de dichas fases de aceleracion.
Entre estas propuestas tedricas se encuentran las llamadas teorias de gravedad modificada,
las cuales intentan explicar la aceleracién del universo a partir de distintas modificaciones
(o generalizaciones) de las ecuaciones de Einstein.

El punto de partida fundamental de las teorias de gravedad modificada consisten entonces
en los lagrangianos que describen la interaccién gravitacional. Por ejemplo, la relatividad
general utiliza la densidad lagrangiana mas sencilla para la gravedad:

1

Esta densidad lagrangiana puede ser generalizada a través de la adicién de términos
cuadraticos del tensor de Riemann (R2, R, R* | Ry e RMP?, etc). Sin embargo, este tipo
de generalizaciones puede producir ciertas inestabilidades que son inaceptables en la fisica
actual, como por ejemplo que el gravitén sea un estado con norma negativa [124]. Otro
problema de las modificaciones cuadréticas de la gravedad es la aparicién de derivadas de
cuarto orden en la métrica, lo cual introduce mas grados de libertad en comparacién con
la relatividad general. Estas dificultades pueden subsanarse al considerar el invariante
cuadratico Gauss-Bonnet [60] [125] [126]:

G = R? — 4R, R" + R, po R"F° (2.2)

Aunque este término es un invariante topoldgico (derivada total), su presencia afecta la
dindmica cosmoldgica cuando es acoplado a un campo escalar, ya que no es eliminado con
el proceso variacional y contribuye con derivadas de segundo orden a las ecuaciones de
campo. Por lo tanto, este acoplamiento puede ser incorporado en la accién a través de un
término de la forma F5(¢)G, donde F»(¢) es una funcién del campo escalar. Generalmente
este término es estudiado en el marco de las teorias escalar-tensorial, las cuales describen
la gravedad a partir de un campo escalar (¢) y un campo tensorial (gu.).

15
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Otro acoplamiento escalar-tensor muy popular en la literatura es el acople de la forma
R, el cual ha sido propuesto en numerosos modelos tanto inflacionarios como de energia
oscura. Este acoplamiento surge en forma natural en el proceso de cuantizacién sobre el
espacio-tiempo curvo [52, [11§]. De hecho, cuando se toman en cuenta correcciones cuanticas
del campo escalar minimamente acoplado, se producen términos divergentes, los cuales son
eliminados exactamente por la contribucién de un término de la forma ¢?R. Por tanto,
este acoplamiento no minimo es necesario para ajustar la renormalizacion por sustraccion
de contratérminos. Cabe mencionar que este tipo de acoplamiento también aparece en
teorias de gravedad multidimensional y en el limite de bajas energias en teoria de cuerdas
[49, 50].

Una generalizacién adicional consiste en agregar acoplamientos entre las derivadas del
campo escalar y la curvatura, por ejemplo, R0,¢0"¢, R, 0"p0"¢, etc [127, 128]. En
general, estos acoples inducen la aparicién de terceras derivadas en las ecuaciones de campo
[93], 1o cual introduce mas grados de libertad en comparacién con la relatividad general.
Esto se puede evitar considerando un acoplamiento cinético de la forma F(¢)G,,, 0" 0" ¢
[93,194], siendo F}(¢) una funcién arbitraria del campo escalar. De esta manera se garantiza
que las ecuaciones de campo no contengan derivadas de orden superior.

A continuacién se describird explicitamente el modelo escalar-tensorial con acoplamientos
cinético, no minimo y de Gauss-Bonnet.

2.1. El modelo

Como punto de partida, considérese la accién que contiene los acoplamientos mencionados
anteriormente

S = [ dov=g |GFOR - 50,00% - V() + A(OGL0°600 - o] 23

donde V' (¢) es el potencial del campo escalar y G es el invariante Gauss-Bonnet (G =
R% — 4R, R* + R0 R*P?). El acople F(¢) tiene dimensién de (longitud)? y el acople

F5(¢) es adimensional. El acoplamiento no minimo F(¢) es asociado a una constante de

gravitacion efectiva y puede reescribirse de la forma F(¢) = % — h(¢), donde h(¢) es una

funcién del campo escalar. La accidon anterior puede escribirse de la forma
S =Snm+ Sy + Sap + Sk (2.4)
donde .
Sy = /d4:17\/7—g <2F(¢)R>
1
5= [ dov=a (~50u00%0 - Vo))
Sep = —/d4x\/7—gF2(¢)g

Sic = [ dtoy=gR ()G, 00"
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Tomando la variacién de la accion (2.3]) con respecto a la métrica, se obtiene una expresién
general de la forma
GB K NM
T + TGP + 18 + TN =0 (2.5)
donde

=g g T TR =g dgmT T =g g T /=g g

Las expresiones explicitas de estos tensores son:

1
T;S(zé) = vu¢vu¢ - iguuvz\ﬁvaﬁb - g,WV(gZ)) (2.6)

T = =9 [VaVIF(9)] + [VuVuF ()] = F(¢)G (2.7)

17 = ~4(IVuVu BOIR ~ 9 [V, FBAOIR — 2097V uFa(6)|Rop — 2097, Fa(6) Rap

+ 2[V, VP Fy(6)| Ry + 20, [VPV Fa () Rpor — 2[V”V"F2(¢)]RWW) (2.8)

Ty = (RW - ;ng) Fy(§)VA0V 6 + g, VAV (FL(6) V46V 0)
= VoV (FL(6) VAGV*0) + RFL (6) V,i6V,0
=271 (9) (RnV0V,6 + RV 69,0 + g R Fi (6) V6970
+ V2V, (F1 (0) VP6V,6) + VaV, (FL () V69,0

— VAV (B (6) V,u6V00) — 9 VaVy (Fi (6) V6970) (2.9)

Ademds, al variar la accién (2.3) con respecto al campo escalar se obtiene la siguiente
ecuacién de movimiento

%F'(¢)R+VMV“‘¢—V’(¢>)—F1’(¢)GWV“¢V”¢—2F1(¢)GWV“V”¢—FQ'(¢)Q =0 (2.10)

Bajo la suposicion de una métrica FRW y un campo escalar homogéneo, la ecuacion
de campo (2.5)) produce uinicamente dos ecuaciones independientes, las cuales pueden ser
calculadas con las componentes (00) y (11) [95, 122]. Dichas componentes generan el
siguiente par de ecuaciones



CAPITULO 2. ACOPLAMIENTOS CINETICO, NO MINIMO Y DE GAUSS-BONNET 18

. ) 1. .
302 (F —SHE, — 3F1¢2) = 36*+V —3HF (2.11)

) . . . . . .. ) A(F; &2
2f <8HF2 R - F) = 2+ F — HF — 8H2Fy + SH3F, — 2H(dlt¢> (2.12)

Ademas, la ecuacién de movimiento (2.10]) toma la siguiente forma

. . ﬂ_ 9 . ﬂ 9 9 . @ . 9 .
b+ 3HG+ 3(2H +H) 15 o (H +H) 4 T OHFGEH? +2H)
) - dFy

Como se verd a continuacién, las ecuaciones y pueden manipularse para
obtener expresiones que permiten la reconstruccién del modelo en cualquier escenario
cosmolégico. Es importante aclarar que el conjunto de ecuaciones (2.11)), (2.12)) y (2.13)
no forma un sistema de ecuaciones independientes. De hecho, es posible demostrar que la

ecuacion ([2.13) puede obtenerse a partir de las ecuaciones (2.11)) y (2.12)). Por esta razén

solo se debe considerar dos de estas tres ecuaciones.

2.2. Mecanismo de reconstruccion

Como puede observarse, el cardcter no lineal de las ecuaciones cosmoldgicas ,
y dificulta su integracion para un conjunto particular de condiciones iniciales. Sin
embargo, es posible plantear el problema inverso: dado un escenario cosmoldgico, obtener
expresiones que permiten obtener el potencial el escalar y los acoplamientos (reconstruc-
cién del modelo) [57]. Debido a que la reconstruccién con acople Gauss-Bonnet ya fue
estudiada en [122], asumiremos F5(¢) = 0 y estudiaremos el efecto combinado de el aco-
plamiento cinético y no minimo. Notese que la ecuacion puede reescribirse de la
siguiente forma

QHF + ¢*+ F —HF =2 [—3H2F1¢2 + H% (qu'ﬁ?) + HquBQ] (2.14)

Teniendo en cuenta que

a3% [H <F1¢32)] — SR+ HY (Fé?) + fiFid?

a3 dt

la ecuacién (2.14) puede escribirse como

. N . d[H /. .
2 _ _ .3 2
2HF +§* + F ~ HF =’ [a3 (F1¢ )}

Por conveniencia, definamos las siguientes expresiones:
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R(t)=2HF + ¢* + F — HF

1. . 2.15
S(t) = 3H?F — §¢2 +3HF (215)
Con esto, el acoplamiento cinético se puede escribir como
3(t b R(t
Fi(t) = a()/ dty ?f ) (2.16)
H(t)¢*(t) 2a%(t1)

Combinando las ecuaciones (2.11)), (2.15) y (2.16)), el potencial escalar se puede calcular
con la siguiente expresién integral:

R(t1)
2a3(t1)

V(t) = S(t) — 9H(t)a (1) / ity

Para expresar el potencial y el acoplamiento en términos de ¢ es conveniente definir las
siguientes funciones:
t=1(0) o
H=4(t) '
Utilizando esto, el acoplamiento y el potencial pueden ser reconstruidos a través de las
siguientes expresiones:

SV @D (7 e, RUF(01)
Fi(0) = S SO [ o o g (2.18)
Vig) = 5(419) - 99 (o) [“aopion IO o)

Estas ecuaciones permiten la reconstruir el modelo a partir de las funciones f y g. Téngase
en cuenta que dichas funciones tienen incorporada la dinamica de la expansion del universo,
ya que estan directamente relacionadas con la funcién de Hubble y el campo escalar. A
continuacién se utilizaran soluciones de tiempo tardio para reconstruir el modelo en el
caso particular F(¢) = ;%2 — &¢?, donde ¢ es una constante adimensional.

2.2.1. Solucioén tipo ley de potencias en fase de quintaesencia

Considérese las siguientes funciones f y g:

F@) = tae?l 5 () =pin ()

donde ¢g, ty y p son constantes positivas. Usando (2.17)) se obtiene que la funcién de
Hubble y el campo escalar estan dados por:

H= v 6=¢oln <t> (2.20)
t to
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Esta solucién describe una expansion tipo power-law (a ~ tP), la cual es de especial interés
ya que representan estados intermedios o asintdticos entre todas las posibles evoluciones
cosmologicas. Es facil ver que para p > 1 se obtiene una solucién acelerada con ecuacién
de estado en el rango —1 < w < —1/3. En general, las soluciones correspondientes a
este rango de w se conocen como cosmologias de quintaesencia [25] [33]. Incorporando esta
solucién en las ecuaciones y (2.19) se obtiene la siguiente reconstruccién

Fi(¢) = 2% (a% + al ¢ + a2 ¢?) (2.21)
V(p) = e 2% (10 4+ bl ¢ + b2 ¢?) (2.22)
siendo
20 — to?(£1 +3p(2 £ p(3 — 4€))) to®
N 2p(1 + 3p)” (1 3p)r20y””
1 _ (14 3p(E2 + p))to*E 2 _ to*¢
ay = ,oap=-—

p(1 % 3p)°do (1+3p)go?’

) ) i (2.23)
O - L3P (F2+3p) (1 -27p°(1£p(2 — 46)))¢o
e 2(1 — 3p)*to2 ’
pi _ 3p(£1+6p F 9p*)<eo 2 _ 3P2F 3p)
8 (1£3p)°te> T (1£3p)te?

Noétese que el efecto del prefactor polinomial en el potencial es introducir un minimo local,
el cual puede ser ajustado a través de los parametros &, p, ¢o v to. Una caracteristica
de este potencial es que presenta un comportamiento run-away (es decir, V' — 0 cuando
¢ — o0), el cual es importante en la fenomenologia de la energia oscura ya que refleja el
comportamiento scaling del modelo. En general, la forma de este potencial corresponde
a la de Albrecht-Skordis [129, [130], la cual aparece en forma natural en la teoria M
y produce escenarios interesantes de quintaesencia consistentes con rangos observacionales.

Otra forma de realizar la reconstrucciéon para soluciones de quintaesencia es asu-
miendo un comportamiento lineal del campo escalar como funcién del tiempo. En otras
palabras, es posible asumir la siguiente escogencia de las funciones f y g:

é ¢
@)=t v g)=phn (to)

Esto conlleva a las siguientes expresiones para n y ¢:

5 tEMdp—2)+1)\ o
<H2¢(2)(3p+ 1)> + ( 2p(1 — 3p) B2 ) ¢ (2.24)

Fi(¢) =

3p*(9(p — p + 2)¢%> 1 ((310 +1)@3(6p(€ + EpBp—1) —1) — 1)
K2 (9p% — 1) 2 ? 2(9p% —1)13

vio = ( ) e2s)

Noétese que cuando ¢ — oo, el potencial es aproximadamente plano y converge a un valor
minimo diferente de cero. Cabe mencionar que los potenciales con valor minimo aparecen
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en el contexto de la teoria de supergravedad y han sido propuestos para modelar la energia
oscura en fase de quintaesencia [I31].

2.2.2. Solucién tipo ley de potencias en fase phantom

Las soluciones cosmoldgicas con ecuacién de estado por debajo de —1 se denominan cos-
mologias phantom, las cuales no son descartadas por las cotas observacionales de uﬂ
La reconstruccion en este escenario cosmolégico puede realizarse al tomar las siguientes
funciones f y g:

F@) =t =ty gl = —pm ()

donde ¢g, tg, p vy ts son constantes positivas. Esto conduce a:

p ts —t
H = = ¢l
1 y ¢ ¢0H< i >

Este parametro de Hubble conduce a una expansién tipo power-law de la forma a ~
(ts — t)?, prediciendo una singularidad futura en un tiempo finito llamada Big-Rip. De la
ecuacién se ve que esta solucién tiene una ecuacién de estado por debajo de —1 para
cualquier p > 0. Reemplazando las funciones f y g en las expresiones y se

obtiene la reconstruccion:

Fi(¢) = €*/%(a? + al¢ + a’ ¢”) (2.26)

V(p) = e 2/ %00 + bl g + b2 ¢?) (2.27)

Al igual que en el caso de quintasencia, el potencial obtenido con la solucién phantom
tiene un comportamiento run-away y tiene la forma de Albrech-Skordis. Es importante
destacar que esta reconstrucciéon implica que las soluciones phantom pueden obtenerse
sin necesidad de introducir campos escalares fantasmas, lo cual es una caracteristica
importante para un modelo viable de energia oscura.

Otra manera de reconstruir el modelo en el escenario phantom es asumiendo que
el campo escalar decrece linealmente con el tiempo. Esto se puede implementar con las
siguientes funciones:

L, ﬂ _ ts —1
f@=t-tl v gl =-pm (")

Reemplazando las expresiones anteriores en las ecuaciones (2.18)) y (2.19), se obtiene:

_ (t3(EMp+2) —1) t2
file)= ( 02p(1 + 3p) &3 > # - (5%3(3(; - 1)> (2.28)

!De acuerdo a las mediciones astrofisicas, la ecuacién de estado tiene un valor cercano —1, sin embargo,
las cotas observacionales no descartan ecuaciones de estado en fase phantom (wpg = —1.01 £ 0.05[132]).
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3p*(9(p + p + 2)¢%> 1 <(3p — 1)ef(6p(§ + Ep(Bp+1) — 1) + 1)
K22 -1t ) ¢ 2(9p? —1)13

vio - ( ) e29)

Noétese que la reconstruccién en los casos de quintaesencia y phantom solo difieren en los
coeficientes constantes, implicando restricciones paramétricas adicionales en el modelo.
Como se enfatiz6 anteriormente, la obtencion de soluciones phantom sin introducir campos
fantasmas constituye una caracteristica atractiva para un modelo viable de energia oscura.

2.2.3. Solucién de De Sitter

A continuacién se mostrara que la solucién De Sitter o constante cosmolégica puede sa-
tisfacer las ecuaciones cosmoldgicas del modelo. Para esto se asume lo siguiente:

f<¢>=toj vy glt) = Hot
0

donde tg, @9 v Hp son pardmetros positivos. Esto conlleva a:

t
H = Hy y qﬁ:%f
0

Debido a que H es constante, el parametro de estado es igual a —1, lo cual corresponde
efectivamente a la soluciéon de constante cosmoldgica. Reemplazando las correspondientes

funciones f y g en (2.18) y (2.19) se obtiene:

(3448 [ €
F1(¢)_< 18HZ ) <3H0¢0>¢

V(6) = <3H§ _(4E-3)8f ¢g) _ (3H;0€¢o

K2 212 2t3

) 6 — (3HEE) ¢°

Esta reconstruccién muestra que es posible obtener soluciones de De Sitter para un mo-
delo con potencial cuadratico y acoplamiento cinético lineal. Otra forma de incorporar la
solucién de De Sitter es a través de las siguientes funciones:

f(#) = —toIn <$0> y  g(t) = Hot

Esto conlleva a las siguientes expresiones para Fi(¢) y V(¢):

t(](—l + 2(2 + Hoto)f)

F(9) = 2Ho(2 + 3Hoto)

V(o) = 3528 N <3H§§+ GHof 9Ho(2£(Hoto+2)—1) 1 > e

to 2t0(3H0t0 + 2) B %
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2.2.4. Solucién Little Rip

Los modelos Little Rip [133] [134] proporcionan una evolucién para la expansién del uni-
verso que interpola entre la expansion asintdtica de De Sitter y modelos con singularidades
Big Rip. Aunque estas soluciones se caracterizan por tener un pardmetro de estado por
debajo de —1, la funcién de Hubble en estos escenarios cosmolégicos no presenta singula-
ridades en tiempo finito. Fisicamente, en estas soluciones Little Rip ni el factor de escala
ni la densidad de energia llegan a infinito en tiempo finito, pero, sin embargo, tarde o tem-
prano dan lugar a la desintegracion de toda estructura en un tiempo finito. Para empezar
la reconstruccién del modelo con esta solucién, se asumira que:

ﬂ@=2m(i> y g@:<ﬁjét

siendo Hy, ¢g v h pardmetros constantes. Lo anterior implica que:

H=Hoe" 'y ¢=doc"

Notese que la funcién de Hubble no posee singularidades y el parametro de estado co-
rrespondiente estd por debajo de —1. Reemplazando las funciones en las ecuaciones de
reconstruccion, se obtiene

B oo h(—1+4&)¢e\ 1 (—1+48)po*\ 1
Fie)= <3hHof<2 18Hy® ) P ( 6Hy’ ) 2

¢3
_ (3hHy  h*(1-— 4g)¢0> (h2 B 3H? ) o OhHo 5 3HFE 4
Vo) = (g + U o (10 -6+ 5 ) g7 - b - 2

A continuacién se obtendran soluciones exactas en ausencia de potencial utilizando el
mismo acoplamiento no minimo de esta seccién. Debido a que en [122] se obtuvieron
estas soluciones en presencia del acoplamiento Gauss-Bonnet, se asumird Fy(¢) = 0y se
analizaran lo efectos del acoplamiento cinético y no minimo.

2.3. Soluciones en ausencia de potencial

Para empezar, nétese que al hacer V =0, F5(¢) =0y F(¢) = % — £¢? en las ecuaciones

(2.11) y (2.13), se obtiene:

K2

H? =% Bd)? +3¢H (2¢<;'s + H¢>2) + 9H2F1d'>2] (2.30)

¢+ 3Ho+662H? + H)p + 6HF1p(3H* + 2H) + 3H? <2F1¢ + dq51¢2> =0 (2.31)
Utilizando la variable e-folding (x = Ina), las ecuaciones anteriores pueden ser reescritas
de la siguiente forma:

1 2 2 _ 172 do 2 2 d¢ 4 d¢ ’
6 <,€2 — & > H?=H (dx> +126H%¢ (m) +18H F1<d$> (2.32)
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d [, o(dp\’ o do o dH*\ do 4 (Ao
dx(H (dx>>+6H (d> +6§(4H +d)¢> +36HF1<dx)

dH? dgb d dd)
2 2 % 2

Con el proposito de integrar estas ecuaciones, se asumird la siguiente expresion para el
acoplamiento cinético [122]:

F (Zi) ;2 (k1 + koo?)

siendo ki y ko constantes. Con esto, las ecuaciones (2.32)) y (2.33)) pueden ser escritas de
la siguiente forma:

do\® dg 6
(d:C) +1266——+6 (€ + 3k2) 6 + 18k — 5 =0 (2.34)

| =
—
&

2 2
) + 6(‘;;‘2) + (24€ + 12k») ¢% + 36(k1 + k2¢2)] H?

dx \ dz
L (% 2+6£¢@+12(k + ka¢?) d—HQ—o (2.35)
dx dx T de )
Haciendo ki = #, la ecuacion 1} se reduce a:
d¢
== (—6§ + /6E(6E — 1) — 18k2> & (2.36)
cuya solucion es
b= doe ™, A=6E+/66(66 — 1) — 18k (2.37)

Reemplazando esta solucién en la expresién (2.35]) se obtiene la siguiente ecuacién para la
funcién de Hubble
12 o 2 4 9\ dH?
H * =0 2.38
(74— ey ——5¢ ) +(B8+ /{2¢026 o (2.38)

B = A2 — 66N + 12k
v = =203 4+ 6)% — (24€ 4 12k2) A + 36k

donde

La solucién general de esta ecuacién es

_36—
H? = ho®e 7" [k2¢2 B + 4P| 27 (2.39)
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donde hgy? es una constante de integracién. Para calcular la ecuacién de estado correspon-
diente, es conveniente utilizar la ecuacién (1.8)) en términos de la variable e-folding:

1 dH?

-1 ==
v 3H? dr

(2.40)
Reemplazando la solucién (2.39)) en la ecuacién anterior, se obtiene una ecuacién de estado

de la forma

2 2z
w= 14 JEG) T 12 (2.41)
3B(kpo)” + 12222

la cual evoluciona entre los valores (con A > 0):

lim w:—l—i—l Y lim w =0,
T——00 35 —00

Noétese que estos limites no dependen de la condicién inicial del campo escalar. Ademés
se ve que la solucién puede contener fase phantom si uno de los parametros, 8 o 7, es
negativo. Se analizara cada caso por separado. Si § < 0y v > 0 entonces el primer
factor dependiente de = en se incrementa exponencialmente, mientras la potencia
del segundo factor es negativa, lo cual conlleva a una singularidad Big Rip en algin
momento donde B(RQSO)Q = —3e?®*. Este tipo de singularidades pueden ser evitadas al
considerar el caso § > 0 y v < 0. Asumiendo estas desigualdades, el segundo factor de
es siempre positivo independientemente del signo de la potencia, conllevando a una
solucion que siempre es finita y tiene la ventaja de describir un escenario phantom. Para
ilustrar el comportamiento de la solucién , en la figura se grafica la ecuacién
de estado como funciéon del corrimiento al rojo para algunos valores de los parametros.
El comportamiento cuasiconstante de w en un amplio intervalo de z permite simular una
solucidén similar a la constante cosmolégica hasta épocas recientes. También es notable que
en la época actual, la ecuacion de estado puede tomar valores cercanos a —1 tanto en fase
quintaesencia como phantom.

-0.95

','_'—ﬁﬁ’v - 2

-1.00
----- ¢=-0.18, A=4.16
-1.05 :r\\ — §=-1.76, A=13.3
R §=-3.25, A=22.1
e — £=-0.73, A=7.3
-115}F “"\\~ _______________________________________________________

F1GURA 2.1. Ecuacién de estado de energia oscura w en funcién del corrimiento al rojo para varios
valores del parametro £. En todas las graficas se toma A > 0 y k¢g = 2. Aunque
las curvas cubren diferentes comportamientos del parametro de estado, todas estan
dentro del rango aceptable de las observaciones astrofisicas. Notese que el pardmetro
de estado actual wg en todas las curvas es muy similar a —1, tomando valores tanto
de quintaesencia como phantom.



CAPITULO 3

Analisis del sistema autonomo

En el capitulo anterior se encontré una gran variedad de soluciones de energia oscura
que son consistentes con las restricciones observacionales. Sin embargo, no es suficiente so-
lo con saber que el modelo admite una solucién acelerada, también hay que caracterizar el
comportamiento del modelo alrededor de esta solucion. Para realizar este tipo de caracte-
rizacién, existe una herramienta matematica conocida como teoria de sistemas auténomos
[135], 136, 137], la cual permite estudiar el comportamiento asintético de soluciones criti-
cas de interés cosmoldgico. Por esta razén, primero daremos a conocer algunos conceptos
basicos de esta teoria.

3.1. Introduccién a la teoria de sistemas autonomos

Un sistema auténomo es un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de la forma (ver
[137]):

.@1 = fl(xl,xg, “e ,xn)
x‘g = fg(wl,xg, e ,:):n)

(3.1)
j:n = fn(xthy cee 7:1771)

Este sistema se puede escribir de una manera mas compacta si utilizamos la siguiente
notacién vectorial

T fl(ﬂfl,ﬂf?,...,In)
X2 f2$1$2...x)
X — . F(X) _ ( b .7 b n
Tn fo(x1, 29, 20)

26
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De esta manera, el sistema (3.1)) se puede escribir de la siguiente forma
x = F(x) (3.2)

Un sistema auténomo, ya sea bidimensional o tridimensional, puede ser visualizado
a través de un diagrama conocido como mapa de fase. Por lo general, un mapa de
fase esquematiza el comportamiento del campo vectorial F(x) a lo largo de sus curvas
integrales (llamadas también trayectorias u orbitas).

Existen ciertas soluciones particulares de la ecuacion que son muy importan-
tes dindmicamente. Un ejemplo de ellas son los puntos criticos (Xc), los cuales son
definidos como los ceros de la funcién F. Es decir, el sistema dindamico tiene un
punto critico en x = x¢ si y solo si F(xc) = 0. Como %X, = 0, los puntos criticos también
reciben el nombre de puntos estacionarios o puntos equilibrio.

Antes de caracterizar el comportamiento del sistema dindmico alrededor de un punto
critico, definamos primero la matriz Jacobiana de F:

%A .. 9h
oz OTn
J(x)=DF(x)= [ oo
Ofn ... Ofn
o1 OTn

Supongamos que J, es la matriz Jacobiana evaluada en el punto critico x = x.. Diremos
que X es hiperbodlico cuando las partes reales de todos los autovalores de J. son diferentes
de cero, en caso contrario diremos que X es no hiperbdlico.

Los puntos criticos poseen una caracteristica muy importante: pueden ser atracto-
res. La idea intuitiva es la siguiente: cuando muchas orbitas diferentes convergen a un
punto del espacio de fases se habla de atracciéon hacia ese punto. Los atractores dan
informacién sobre el comportamiento asintético del sistema. De manera mdés precisa:
un punto critico x. se llama atractor si existe una vecindad Q¢ C R” de x. tal que
x(t =0) € Q¢ implica que x(t) = x¢ cuando t — oo.

Otra caracteristica importante de un punto critico es su estabilidad, cuyo concepto
surge al preguntar si las soluciones préximas al punto critico permaneceran cerca de él.
Dicho de manera més formal: un punto critico x. es estable si para cada € > 0 existe un
0 > 0 tal que si ||x(t = 0) — x¢|| < § entonces [|x(t) — x¢|| < € para todo ¢t > 0.

Una forma de determinar la estabilidad asintética de un punto critico es a través
del criterio de Hartman-Grobman [I36], el cual plantea el uso de la matriz Jacobiana J.
para analizar la estabilidad. Dicho de manera mas precisa, el signo de los autovalores de
J. pueden ser usados para sacar conclusiones sobre la estabilidad del punto critico. A
continuacién, escribiremos el teorema que da soporte a dicho criterio.
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Teorema. Supongamos que X = X¢ e€s un punto critico del sistema auténomo . Su-
pongamos ademds que los valores propios J. son {1, e, ...}. Entonces,

e X. es asintoticamente estable si todos los autovalores de J. tiene parte real negativa.

o X. es inestable si uno o mds autovalores de J. tiene parte real positiva.

Notese que este teorema no da ningun criterio de estabilidad cuando la parte real de todos
los autovalores es menor o igual que cero. Por esta razon, en estos casos solo se puede
hablar de una estabilidad de tipo marginal.

3.2. Ecuaciones del sistema auténomo, puntos criticos y es-
tabilidad de las soluciones

Considérese el modelo (2.3)) en presencia de un fluido perfecto con densidad de energia p,,
y ecuacion de estado wy[', Con este agregado de materia, las ecuaciones (2.11)), (2.12)) y

(2.13) toman la forma:

) ) 1. )
3H? (F —8HF, — 3F1¢2) = 36*+V —3HE + p, (3.3)
" ” 72 2 27 3 (Fld)Q)
2H <8HF2 + Fié —F) P~ HF—8H* By 8H* o= 2H P2 - (1w o (3.4)
dV 2 dF 2 2 d 2 2 g
¢+3H¢+—¢ _3 (2H +H) g (H +H) W + 6HF$(3H? + 2H)
+ 3H? <2F b+ ¢¢2) (3.5)

Para estudiar la dindmica cosmoldgica desde la perspectiva de los sistemas auténomos,
considérese las siguientes variables adimensionales [138] [139] [101]:

P> 1% F 3F) §?
~“emr Y 3mr T mR T E (3.6)
_ 8HFE, . pm H
I=7F 0 YmT 3pRE H?

Debido a que el acoplamiento Gauss-Bonnet ya fue estudiado en [I38], omitiremos la
variable g (es decir, F» = 0) y analizaremos el efecto combinado de los acoplamientos
cinético y no minimo. Con esto, las ecuaciones , y pueden reescribirse de
la siguiente forma:

x+y_f+k+9m—
% (1—;k> ——6:3—(f’+af+f2)+f—2k:+2<;k’+;kf> —3(1 4w (3.7)

(' +2ze +af) + 18z + 3(y' + 2ye + yf) —3f(2+¢e) + 6k +4ck + K +kf =0

LA lo largo de este capitulo se asumird que 0 < wy, < 1
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donde las variables primadas denotan diferenciacién con respecto a la variable e-folding.
Para cuantificar la dominancia del campo escalar, es posible definir un pardmetro de
densidad efectivo de la forma Q4 = x 4+ y — f + k, el cual estd relacionado con €, a
través de la ecuacion €1y + €2, = 1. Cabe mencionar que el sistema anterior requiere un
conjunto adicional de ecuaciones, las cuales pueden ser obtenidas al asumir una forma
funcional especifica del potencial y de los acoplamientos. En particular, se estudiara el
modelo cuando dichas funciones sean de tipo ley de potencias y exponencial.

3.2.1. Sistema auténomo correspondiente a un modelo con V(¢) ~ ¢",

h(¢) ~ oV, Fi(¢) ~ ¢™, Fo(¢) ~0

Para empezar, considérese los siguientes parametros adimensionales [138, [139] [101]:

b ol [m (dF)] o pdnV dIn Fy dnF o

do ’ do
Noétese que para un modelo cuyas funciones V(¢), h(¢) y Fi(¢) son proporcionales a una
potencia del campo escalar, los parametros b, ¢ y d toman valores constantes. En otras
palabras, si V(¢) o< ¢", h(¢) x ¢ y F1(¢) < ¢, entonces b= N — 1, c=ny d = m.
Teniendo en cuenta esto, es posible obtener el siguiente conjunto de ecuaciones:

y :%fy—%s—yf

b 1 2 1
f/:ff2+§f;—§f2
/

d
K= Skf+ kD 4 ock
T T

I'=bf+f-Tf

El conjunto de ecuaciones y forman un sistema auténomo completo, cuyo anali-
sis de estabilidad puede realizarse a través del formalismo introducido en la secciéon ante-
rior. En las tablas y se muestran algunos puntos criticos y sus correspondientes
autovalores. La ecuacién de estado efectiva wers que aparece en la tabla (3.1) permite
determinar si la solucién conduce a una expansion acelerada. Por ejemplo, la materia or-
dinaria (wers = 0) y radiacion (wers = 1/3) corresponden a cosmologias desaceleradas
con werr > —1/3, mientras que el régimen de quintaesencia corresponde a un escenario
cosmoldgico de expansién acelerada con —1 < wery < —1/3. En el caso de constante cos-
molégica o solucién de De Sitter se tiene una aceleracion positiva con wefr = —1. Ademas,
para simplificar escritura en estas tablas, se han definido las siguientes constantes:

fi = /4d(d +4) —27b(b +2) — 11
c=2+4+2b—c
v = (34 6b+3b* + Tc+ The — 22 + 3(1 + b)(1 + b + c)wn)
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TABLA 3.1. Puntos criticos y ecuaciéon de estado para un modelo con potencial y acoplamiento
cinético tipo ley de potencias.

T Y f k r Wey
Al 1 0 0 0 1+b 1
A2 0 0 0 1 r ~1/3
A3 -1 0 0 3/2 1450 -1
A4 0 0 -1 0 1+b 1/3
A5 0 GESboe b2 0 146 —14 HFEoaERo0)
A6 o o peh L 14 14 SRt
R - B e S v
A8 0 0 1 — 3w, 0 1+b 1/3

TABLA 3.2. Autovalores correspondientes a los puntos criticos de la tabla 1.

A1 A2 A3 A4 As

Al —6 6 0 0 3(1 — wm)
A2 3 3 3/2 0 —3wm
A3 0 0 0 -3 —=3(1 4+ wm)
A4 = 1 S48bc —S43btd 2 — 3wm
A5 2(1—b)o —20 c—5-5b 2(2+2b—c)(c+d—2b) _ Y

(1+0)(1+b+c) 1+b+c 1+b (1+0)(1+b+c) (14b)(1+b+c)
A6 3 e et B T -3
AT 3 e I i ~ S -3
A8 (b—l)ﬁru;m—l) Swm — 1 Swe — 2 3+c+3wm(1;rc;+3b(1+wm) d(173wm)73(11411;7”)7b(573wm)

A continuacién se analizard cada punto critico y se discutirdn sus implicaciones cosmolo-
gicas.

A1l: (1, 0, 0, 0, 14 b) con autovalores

[—6,6, 0, 0, 3(1 —wp)]

Este punto es dominado por la energia cinética del campo escalar y conduce a la ecuaciéon
de estado caracteristica de la materia Stiff. Nétese que los autovalores implican que este
punto critico es inestable.
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A2: (0, 0, 0, 1, T") con autovalores

3,3, 3/2, 0, —3wmn,)]

Este punto es dominado por el acoplamiento cinetico y posee una ecuacién de estado
wepr = —1/3, la cual corresponde a la divisién entre la expansién desacelerada y
acelerada. De los autovalores se concluye que este punto critico es un punto de silla.

A3:(—-1/2, 0, 0, 3/2, 1+ b) con autovalores

[0 707 07 _37 _3(1 +U}m)]
Este punto corresponde a una solucién de De Sitter (wefy = —1) con dominancia del

campo escalar (€24 = 1). Debido a la presencia de autovalores menores o iguales a cero, la
estabilidad de este punto critico es de tipo marginal.

A4: (0, 0, =1, 0, 14 b) con autovalores

b—1 5+5b—c 5+4+3b+d
b+1" "7 b+1 7 b+1

, 2 — 3wy,

En este punto critico, cuyo pardmetro de estado corresponde a radiacién (werr = 1/3),
tanto el potencial como el acoplamiento son despreciables comparados con el acoplamiento
no minimo. Nétese que este punto es de silla para ciertos valores de los pardmetros b,
¢y d, por ejemplo, si —1 < b <1, ¢>5(1+b)yd> —4—3b, se obtienen autovalores
positivos y negativos, reflejando efectivamente el comportamiento de silla. Debido a esto,
este punto podria representar una fase transitoria de un universo dominado por radiacion.

. 5+5b—c  444b—2c .
A5: <0, Tiore 1767e 0 O 1+ b) con autovalores :

20-b)(2+2b—c¢) 2(c—2—-2b) ¢c—5—-5b 2(2+4+2b—c)(c+d—2b)
(1+b)(1+b+c¢) " 1+b+c ~ 1+b 1+b)(1+b+c)

(34 6b+3b% 4+ Tc+ The — 2¢2 +3(1 +b)(1 4+ b + c)wy)
(—1=b)(1+b+c)

En este punto critico, cuya ecuacién de estado depende de los parametros b y ¢, el potencial
y el acoplamiento minimo son dominantes en comparacién con el acople cinético. El caso
¢ = 1+ b conduce a una solucién de De Sitter, cuya estabilidad se obtiene con b > 1y
d<bob< —1yd>b. Notese que para el acoplamiento no minimo estdndar (b = 1),
la solucién de De Sitter es marginalmente estable cuando b > d. También es posible
considerar ecuaciones de estado cuyos valores sean cercanos a —1 y estén dentro del rango
de las observaciones astrofisicas, por ejemplo, tomando b = 4, ¢ = 4 y d = 1 se obtiene
una solucién de quintaesencia estable con una ecuacién de estado dada por wery = —0.91,
mientras que al tomar b =2, ¢ =4 y d = 0, la solucién corresponde a una fase phantom
estable con wefy = —1.06. Por lo tanto, este punto tiene caracteristicas viables para la
descripcién de escenarios cosmolédgicos de tiempo tardio.
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A6 y AT7. Estos puntos criticos conducen a una ecuacién de estado que depende de los
parametros b y d y refleja el efecto combinado de los acoplamientos no minimo y cinético.
La positividad de los primeros autovalores de cada punto impide fases cosmoldgicas
estables. De la tabla [3.I] se ve que la ecuacién de estado solo puede tomar valores en
el rango 0 < wery < 1, lo cual es interesante en cosmologias tempranas. Esta desigual-
dad tiene lugar cuando b > —1 y d > 5 + 7b. Aunque estos puntos no pueden describir
expansion acelerada, si pueden ser ttiles en la descripcion de épocas de materia y radiacion.

AT7: (0, 0, 1 —3w,y,, 0, 1+ b) con autovalores :
(b—1)(Bwn, —1) 3+ 3b + ¢ + 3wy, + 3bwy, — 3cwy,

3wy — 2, 3wy, — 1
1+b b wm ) wm ? 1+b )

d(1 — 3wp,) — 3(1 4+ wp,) — b(5 — 3wy,)
145

Este punto critico conduce a wepr = 1/3, Qy = =1 4 3wy y Ly = 2 — 3wy, lo que
implica que existe contribucién tanto de la materia como del acoplamiento no minimo.
La positividad de los pardmetros de densidad €y y €2, imponen la restriccion 1/3 <
wm < 2/3, la cual excluye a la materia no relativista (w,, = 0). En el caso w,, = 1/3, el
punto fijo corresponde a una solucién scaling y el universo en conducido a través de una
era dominada por radiacién con Q4 = 0 y €, = 1. Debido a que esta solucién scaling
corresponde a un punto fijo de silla, el sistema puede representar una fase transitoria de
dominancia de radiacién.

3.2.2. Sistema auténomo correspondiente a el modelo exponencial

Ahora se estudiard el caso en el que V(¢), h(¢) v Fi(¢) son funciones exponenciales. Este
tipo de modelos surgen de forma natural como limites efectivos de teorias fundamentales
tales como supergravedad y teoria de cuerdas [49, 50, [48]. A diferencia del modelo visto
en la subseccién anterior, los pardmetros b, ¢, d y I' se definen de la siguiente forma [138§]:

d [ln <dF)]’ C:dan d_dlnF1 11_dlnF (3.10)

s b Te T @

Noétese que el campo escalar no aparece explicitamente en estas expresiones. Asumiendo
que los parametros b, ¢ y d son constantes, las funciones del modelo son tipo exponencial.
En otras palabras, si V(¢) x €, h(¢) x e™® y Fi(¢) x €™, entonces b =1, ¢ = m y
d = n. Teniendo en cuenta esto, el sistema auténomo correspondiente se obtiene solamente
cambiando la iltima ecuacién de (3.9)) por

"= (-T +0b)

En las tablas (3.3) y (3.4) se muestran los puntos criticos y los autovalores del sistema
autonomo correspondiente al modelo exponencial. Ademds se muestran los pardmetros
efectivos que reflejan las caracteristicas cosmoldgicas de las soluciones.
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TABLA 3.3. Resumen de puntos criticos para el modelo exponencial.

T Y f k T Wef
Bl 1 0 0 0 b 1
B2 0 0 0 1 r -1/3
B3 -1 0 0 6/5 b -1
B4 0 0 —1 0 b 1/3
B5 0 Sb=e bz 0 b —14 205000
B6 0 0  B2fr  dofz oy Gogotdif)
BT 0 o Bohh dm oy Cdoba
B8 0 0 1 — 3wm 0 b 1/3

TABLA 3.4. Autovalores correspondientes a los puntos criticos de la tabla [3.3

A1 A2 A3 A4 A5
B1 0 0 -6 6 3(1 — wm)
B2 0 3/2 3 3 —3wm
B3 0 0 0 -3 =3(1 +wm)
1 5b— 3b+d
B4 = 1 - — 3btd 2 — 3w,
B5 2(c—2b) 2(c—2b) c—5b 2(2b—c)(c+d—2b) 2¢2 —3b% (14w, ) —be(T+wm)
b+c b+c b b(b+c) b(b+c)
1 1 d—c 5 5
Bé T2d 3 5d -3 -3
1 1 d— 5 5
B7 ~T2a 3 3d 3 3
BS —1+ 3wm, —1 4 3wm —2 4 3w, 6(1*3’wm)t3b(1+wm) d(1*3wm);b<5*3wm>

donde f5> representa la expresién:

fo = \/4d2 — 2712

Al comparar respectivamente los puntos B1, B2, B3 y B4 con los puntos A1, A2, A3
y A4, se nota que tienen las mismas propiedades de estabilidad y conducen a los mismos
valores de €y y werr. En lo que sigue se discutird las principales caracteristicas del resto
de puntos que aparecen en las tablas anteriores.
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B5: (O, %)l:cc, 42_;?0, 0, b) con autovalores :

2(c—2b) c¢—5b 2(2b—c)(c+d—2b) —3b%(1 + wpm) — (Tc + 3cw, )b + 2¢2
b+c = b b(b+c) ’ b(b+c)

En este punto critico, la dominancia del potencial y del acoplamiento no minimo conduce
a una ecuacion de estado dependiente de los parametros b y c. Notese que la solucién
Scaling, weyff = Wy, se obtiene al tomar

c= i 9b 4 3bwy, — by/73 + T8Wn, + w2
Este tipo de solucién conduce a un escenario cosmolégico en donde la densidad de
energia del campo escalar tiene un comportamiento similar a la densidad de energia
del fluido perfecto (radiacién o materia pulverulenta). De los autovalores se deduce que
dicha solucién scaling corresponde a un atractor si se satisface las desigualdades b > 0
yd< i [—b — 3bw,, + bV/T3 + T8w,, + 9wm2J. Por otro lado, también es posible obtener
estabilidad de soluciones de energia oscura, por ejemplo, la solucién de quintaesencia es
estable si ¢ < 0, 2c —V3|c| <b<cyd>2b—coc>0,c<b<2c+3|c|yd<2b—c,
mientras que la solucién phantom es estable si ¢ < 0, ¢ <b<c¢/2yd>2b—coc>0,
c/2 <b<cyd< 2b— c. Nétese que al hacer ¢ = b se obtiene la solucién de De sitter,
la cual es estable para d < b. Debido a que los pardmetros b y ¢ son reales, la ecuacién
de estado puede ser tan cercana a —1 como sea necesario, convirtiendo al punto critico
en un escenario cosmolégico muy interesante para la descripcién de la expansién acelerada.

B6 y B7: Estos puntos criticos existen para ;2—\/‘? < b < % y son dominados por
los acoplamientos cinético y no minimo. De la ecuacién estado efectiva se ve que no es
posible obtener expansion acelerada. El campo escalar puede simular materia pulverulenta
en el caso d = 7b y esta solucion es estable bajo las condiciones b > 0 y ¢ < —5b. Solucién
inestable de radiacién puede ser obtenida cuando d = —3b. Considerando el limite d — 3b

se obtiene una fase estable de radiacién cunado b <0y ¢ > —b.

B8: (0, 0, 1 — 3wy, 0, b) con autovalores

—5b + d + 3bw,, — 3dw,, 3b+ c+ 3bw,, — 3cw.,
b ’ b

3wy, — 1, 3w, — 2,

Al comparar este punto con A8 se nota que tienen caracteristicas similares, por ejemplo,
los pardametros de densidad y la ecuacion de estado son iguales en ambos puntos. Esto
implica que también se debe imponer la restricciéon 1/3 < wy, < 2/3, la cual garantiza la
positividad de los parametros de densidad. Si el fluido perfecto corresponde a radiacion,
entonces el punto critico conlleva a una solucién scaling y el universo es dominado por
materia relativista. En cuanto a la estabilidad, este punto scaling es de silla, lo que puede
representar una fase transitoria de dominancia de radiacion.
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Perturbaciones e Inflacién generalizada

Hasta ahora hemos trabajado bajo la premisa de que a gran escala el universo es
homogéneo e isotrépico. Esta descripcién del universo tiene sustento en un gran niimero
de observaciones, entre las cuales se destaca la cuasi igualdad en la temperatura de la
radiacion cosmica de fondo. No obstante, a pesar de esta homogeneidad a gran escala,
son bien conocidas la inhomogeneidades en regiones a escalas menores, donde la materia
se aglomera en galaxias y en cimulos de galaxias. Se cree que estas irregularidades han
crecido con el tiempo a través de mecanismos gravitacionales, partiendo de una distribucién
cuasi homogénea en un pasado. El comportamiento a gran escala del Universo puede ser
descrito si asumimos que este es homogéneo e isotrépico en la mayoria de su extension.
Luego imponemos irregularidades a corta escala. En la mayor parte de la evolucién del
Universo, estas irregularidades pueden ser consideradas pequenas fluctuaciones que pueden
ser abordadas usando una teoria lineal de perturbaciones. En este capitulo utilizaremos
un formalismo generalizado para estudiar la influencia de los acoplamientos en el espectro
de perturbaciones.

4.1. Espectro de potencias slow-roll

Al considerar teorias con funciones libres o acoplamientos no constantes, el formalismo
slow-roll generalmente se modifica para incluir condiciones sobre la tasa de cambio de estos
acoples. Esto se debe a que un incremento rapido de una funcién del campo, implica a su
vez que dicho campo crece rapidamente, conllevando a una violacién de las condiciones de
rodadura lenta. En términos mas practicos, es util reexpresar las ecuaciones de movimiento
en términos analogos a los parametros ¢;, de modo que una expansién slow-roll pueda
llevarse a cabo de forma sistemética. Con este fin, definamos los siguientes parametros
[103]:

F lo

_ - 4.1

o T (4.1)
_ 3F¢? ko

ko = ol ki = ko (4.2)
8HF, Ay

A = A = 4.3

0 I p 1 HA() ( )
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Noétese que estas expresiones pueden ser interpretadas como parametros de densidad aso-
ciados con la contribucién de cada acoplamiento al contenido de energia del universo. Es
util escribir algunas cantidades en términos de estos parametros, por ejemplo, el potencial
y el termino cinético estan dados por

1
%4 =H2F[3 — gAO —2kg — €9 + gfo + 550 (61 — €0 + 4o)
) : (4.4)
— §A0 (A1 —e+ ) — gko (k1 + 4o — 60)]

(252 =H’F [260 + 4y — Ay — 2kg + Ag (Al — €0 + 60)
) (4.5)
— Ly (01 — €0 + o) + gko(/ﬂ + £ —60)}

Bajo la condicién slow-roll €;, ¢;, k;, A; << 1, las ecuaciones de movimiento (2.11)), (2.12))
y (2.13)) se pueden escribir de forma aproximada como

3H?’F ~V, (4.6)
2HF ~ —¢* + HF — 6H>F1¢* — 8H>F, (4.7)
3H¢+ V' —6H*F' 4+ 18H3F ¢ + 24H*F} ~ 0 (4.8)

donde el potencial da la contribuciéon dominante al parametro de Hubble, mientras que
la dindmica slow-roll del campo escalar es determinada por las tltimas dos ecuaciones. El
numero aproximado de e-folds puede determinarse de la siguiente expresion

Pend a7 (14 635F1)

N =
omi 237 (F/ =435 1Y) — 3V

d (4.9)

A continuacién procederemos a estudiar las ecuaciones de perturbaciones en este sistema

4.1.1. Perturbaciones escalares

Un cuidadoso estudio de perturbaciones muestra que a pesar de la presencia de acopla-
mientos no minimales, la ecuaciéon de movimiento de las fluctuaciones primordiales puede
ser escrita en la forma Mukhanov-Sasaki (detalles en apéndice D). Es decir, trabajando
en términos de la variable u = zgR, donde R es la perturbacién de curvatura, se obtiene
que la ecuacion de movimiento para un modo k es

"

ug” + <c§k2 — ZS) up =0 (4.10)
zs

donde la prima indica diferenciacién con respecto al tiempo conforme 7, y las expresiones
de cg y zg estas dadas por

Q
o
Il

R

il

Q
75351
[\

o

wn
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siendo 5
Gs = @G% + 3Gt (4.11)
1d sa
Fs=-—(=G%) - F 4.12
ST adt (@GT) T (4.12)
con X, O, Fr y G dados por
. . 1. .
= 3FH? - 3HF +48H’F + §¢>2 + 18Fy H?¢? (4.13)
1. . .
©=FH+ F - 12H?F, — 3F He? (4.14)
Fr=F + F¢* — 8F (4.15)
Gr = F —8HEF, — F|¢? (4.16)

Noétese que la presencia de acoplamientos conduce a una expresién no trivial para la
velocidad del sonido, cg, la cual se reduce a la unidad cuando F; — 0y Fo — 0. Soluciones
exactas de la ecuacién de Mukhanov-Sasaki son expresadas en términos de funciones
Hankel, esto es:

wr = /il (erHSY (esk Inl) + esH (csk ) )

donde vg? =1 /4 + n?zg" /zs. Debido a que la cuantizacién de perturbaciones requiere
que en escalas de subhorizonte (cgk |n| > 1) la solucién tienda asintéticamente hacia la
condicién de Bunch-Davies, se encuentra que las constantes de integracion estan dadas
por ¢; = +/m/4exp (im (vs + 1/2) /2) y c2 = 0. Por consiguiente, la solucién en escalas de
superhorizonte (cgk |n| < 1) toma la forma:

Continuando con la légica presentada en el capitulo 1, vemos que el espectro de potencias
de las perturbaciones de curvatura es

k3 2 T 2 H2
Pp = 72‘% _ |:21/s—3/2 (VS) :| - (k |,,7’)3—2VS (418)
27 z F(3/2) 87-(2GschS (aHn)

La dependencia de escala puede calcularse a través del indice espectral escalar, ng, el cual
es definido por

ng —1= [dlnPR} — 3 2ug (4.19)

Asumiendo un comportamiento cuasiconstante de los parametros ¢;, se tiene

1 1
aH1— ¢

N~ (4.20)
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Aproximando a primer orden en slow-roll y usando la ecuacién anterior, se obtienen las
siguientes expresiones para Gg, cs y 25" /zs [103), 102]:

1 1
Gg~F (60 + 550 — 2A0> (421)

9 %ko (bo — Do — %ko) - %koﬁo

~1 4.22
“s * 2¢0 + 4o — Ag ( )
" 1 1
Zs 1 9 1> 1 3 3 [ ege1 + 55051 — QAOAI
— == |vs == |~ =5 |2+3ec+ b+ 2 4.23
zs 1P < S ) TP T2 €0 + 3o — ¢ (4.23)

Por lo tanto, la expresion aproximada del indice espectral escalar a primer orden de slow-
roll es

€p€1 + %Eofl - %A()Al
€0 + %Eo — %Ao

nsg — 1=3- QVS =~ —260 — EO — (424)

4.1.2. Perturbaciones tensoriales

Ahora se obtendrd el espectro de potencias de perturbaciones tensoriales, h;;, generadas
durante la inflacién (detalles en apéndice D). Como se menciona en el capitulo 1, estas
perturbaciones de la métrica son tensores simétricos, de traza nula y divergencia nula, es
decir, h;; = hji, hiy = 0y 0;h;; = 0. Trabajando en términos de la variable u;; = zrh;j,
donde zr = a+/Gr, se obtiene que la ecuacién de movimiento para un modo k es

7
uij” + <C%k2 — sz;) U5 = 0 (4.25)

donde la velocidad de los modos tensoriales, ¢, esta dada por

Pr  F+FR¢*-8F
GT F*8HF2*F1(;'52

= (4.26)

Siguiendo el mismo procedimiento que en la subseccién anterior, se obtiene que la solucién
de (4.25)) en escalas de superhorizonte es:

e [2VT_3/21?((372))] (Fen=) @(CT’f )~ eis (4.27)

donde e;; es un tensor de polarizacién y vr? = 1/44-n?27" / 1. El correspondiente espectro
de perturbaciones tensoriales esta dado por:

r 2H?
PT _ |:2VT—3/2 (VT) (k |77|)372I/T (428)

r(3/2)] m2Grp(aHn)?c2vr

Con esto, el indice espectral tensorial puede ser calculado de la siguiente forma:

In P
np = [d - T] =32y (4.29)
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Otro pardmetro importante que contiene informacién sobre las perturbaciones es la razén
escalar-tensor, r, la cual se define como la razén entre el espectro tensorial y escalar:

Pr cs 3G5
=—=16 — | =—— 4.30

"7 Py <0T> Gr (4.30)
Expandiendo a primer orden en slow-roll y usando la ecuacién (4.20)), se obtiene las si-
guientes relaciones [103, [102]

1
Gr=F <1 —Ap — 3k0> (4.31)
C% _1 %ko + Ag — Ao(Al + €0 + 50) (4‘32)
1— Ag— ko
27" 1 5 1 1 3
—_— = — —— == |2 — 4.
o g) s ) (30

Con esto, las expresiones para n y r en términos de parametros slow-roll estan dadas por
[103], 102]
nr = 3— 2I/T ~ —260 — ED (4.34)

ra~8 (260 + EO — Ao) (435)

A continuacién ejemplificaremos este enfoque usando algunos potenciales inflacionarios
muy conocidos en la literatura, a saber, potenciales tipo ley de potencias [103] y expo-
nencial [I02]. Luego confrontaremos los indices observacionales resultantes con los ultimos
datos del Planck y del BICEP2/Keck-Array.

4.1.3. Ejemplos explicitos

En los primeros ejemplos usaremos los resultados de las subsecciones previas para inves-
tigar la viabilidad de una clase de potencial inflacionario de la forma V ~ ¢". Después
estudiaremos casos de inflacién exponencial, donde mostraremos mecanismos que permiten
obtener una salida del régimen slow-roll. En todos los ejemplos ilustrativos asumiremos
que ¢ se mide en unidades de masa de Planck, la cual es definida por M, = % Ademas,
por simplicidad, tomaremos unidades tales que M, = 1.

Potencial cuartico con V ~ ¢*, F (¢) ~ Mg — £, Fi(¢) ~ 02y Fa(¢) ~0

De acuerdo a los iltimos datos del Planck (2018), los potenciales cuarticos no son compati-
bles con las observaciones, por tanto estudiaremos la viabilidad del modelo en presencia de
los acoplamientos cinético y no minimo. Para empezar, considérese las siguientes funciones:

V(g) =Voo!, F(¢)=M;—&¢%, Fi(¢)=v/¢", Fa(¢)=0 (4.36)

donde Vp, € y v son constantes adimensionales. Si este modelo es fenomenolégicamente via-
ble, entonces debe satisfacer las restricciones provenientes del Planck y del BICEP2/Keck-
Array. Después de una revision exhaustiva del espacio de parametros, es evidente que este
caso es compatible con las observaciones en un amplio rango de valores libres. Para ilustrar
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esto mas claramente, en la Fig. se muestra el comportamiento del indice espectral y
de la relacion escalar-tensor como funciones de Vyy para varios valores del parametro &

v

— £=-1/10
— &=-112

T L L L L L L n
0.9670 0.9675 0.9680 0.9685 0.9690 0.9695  0.9700 °

FI1GURA 4.1. Curvas paramétricas de ng y r como funcién de Vv, tomando 60 e-folds de infla-
cién y valores pequenos de £. Para £ = —1/10, el valor del producto Vpy estd en
el rango [0,4], mientras que para £ = —1/2, el producto Vpy toma valores en el
rango [0,100]. En el caso £ = —1/10, el valor del campo inicial estd en el intervalo
[3.87M,,, 22M,,|, mientras que en el caso { = —1/2, el campo inicial toma valores
en el intervalo [1.69M,, 22M,,]. Nétese que en amplios rangos de valores de Vy, los

indices observacionales son compatibles con los tltimos datos del Planck (2018) y
BICEP2/Keck-Array.

Potencial cuadratico con V ~ ¢?, F(¢) ~ M2, Fi (¢) ~~y Fa(¢) ~ ¢ 2

Para visualizar el efecto combinado de los acoplamientos cinético y Gauss-Bonnet, con-
sidérese el siguiente modelo:

F=M} V(¢) = %m2¢2, Fi(¢) =, Fx(¢)= % (4.37)

donde la constante m tiene dimensién de masa!, la constante 7 tiene dimensién de masa?

y la constante 7 tiene dimensién de masa=2. Los pardmetros slow-roll (4.1))-(4.3), toman
la forma

6 — 8m2n 4(3 — 4m®n) (1 + 2m*4?)
€= 575 .42 1T 2 2~52)2 (4.38)
3¢2(1 4+ m2y¢?) 302(1 + m2y¢?)
9 B 2 B 2 2., 42
A = Lom?n@ —dmy) -\ 4B~ dmPn)(1 4 2m?¢?) (4.39)

9¢2(1 + m?y¢?) ’ 3¢2(1+m2y¢?)? 7
donde el producto m?n esta medido en unidades de M;l , mientras que el producto m2y es

adimensional. El campo escalar en el fin de la inflacién puede ser encontrado facilmente
imponiendo la condicién €y(penq) = 1, de donde se obtiene

1

¢ = o [\/7277127 “96mAyn + 9 — 3 (4.40)
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De la ecuacion (4.9)), se obtiene que el nimero de e-foldings esta dado por

_ 3¢0%(2 + mPy¢?) |Sena

N

(4.41)

la cual permite encontrar ¢;,; para un valor de N. De (4.24]), (4.35) y (4.39) se encuentran
las siguientes expresiones para los indices observaciones

3miyg? (vot + 16n) + 6m>v¢? (¢* — 6) + 3¢* + 32m?n — 24
n =
S 302(1 + m2y¢?)? Gini

(4.42)

36(1 + m2y¢?
8mn —6 i
Tomando N = 60, es posible obtener un comportamiento viable ng y r en varios rangos de
m?y. En la Fig. se muestran curvas paramétricas de los indices observacionales para

1 <m?y<5.

0.014

0.012

— m?n=0.67M}
— m?n=0.7M3

0.010

0.008 -

0.006

ns

L L L !
0.968 0.969 0.970 0.971

FIGURA 4.2. Curvas paramétricas de ng y r como funcién de m?~, tomando 60 e-folds de inflacién
y m?n = 0.67, 0.7 (unidades de M;}). Para m2?n = 0.67, el valor del producto m2y
estd en el rango [0, 0.29], mientras que para m?n = 0.7, el producto m?v toma valores
en el rango [0,0.45]. En el caso m?n = 0.67, los valores del campo inicial estdn en el
intervalo [3.2M),,5.1M,,], mientras que en el caso m?n = 0.7, el campo inicial toma
valores en el intervalo [2.5M),, 4.0M)]. Nétese la compatibilidad con las observaciones
en estos rangos de pardmetros.

Potencial monomial con V ~ ¢", F (¢) ~ Mg, Fi (@)~ "y Fo(p) ~op™ "

En este ejemplo se considera un modelo general tipo power-law, cuyo potencial y acopla-
mientos estan dados por

)\ n
F=M2 V(§)=2¢", Fi(o)=-—"1, Fa0) =~ (4.44)
n ¢ ¢
Los pardmetros slow-roll para este modelo toman la forma
~ n*(3n—8nN) ~ 2n(3n — 8n)) ~ 8nmA(3n — 8nA)

TSN T B T e 0 4P
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Al — 2n(3n — 8nA) _ nyA(3n — 8pA)? _ 2n(3n —8n))
U326 T 92092 T 3(n+ 29M)42

donde nA esta en unidades de M;}, mientras que Y\ estd en unidades de MI‘}. El campo
escalar en el fin de la inflacién viene dado por

n+/3n — 8nA

(4.46)

= 4.47
Pend = Jon T 1200 (4.47)
De la ecuacién (4.9), se obtiene que el nimero de e-folds es
2 ¢en
N 3 t29A) o) Fend (4.48)
2n(3n — 8nA) " lgini

Reemplazando (4.47)) en la ecuacién anterior, se encuentra una expresién explicita para la
condicion inicial del campo escalar:

n)(3n? — 8n 1/2
Gini = ((4N+ J(3n” — 8 nA)) (4.49)

6n + 12yA

Con esta condicién inicial se obtiene que los indices inflacionarios (4.24]) y (4.35) estdn
dados por

(6 + 16nn\ + 3n) ¢? — 3n3 — (6 — 8n\)n? AN —n—4
ng = Sk —— (4.50)
3(n + 29\)¢? Bini 4N +n
— 8nA)? 1 — 8nA
_ 8n(3n —8nA) ~16(3n — 8n\) (4.51)

9+ 29N)¢? lgs  3(4AN +n)

De la ecuacién se ve que la expresién obtenida del indice espectral escalar es la mis-
ma que se obtiene en el caso de inflacién cadtica. Sin embargo, la expresién muestra
que la relaciéon escalar-tensor depende del potencial y el acoplamiento Gauss-Bonnet, pero
es independiente del acople cinético. Esto implica que el parametro v puede usarse para
reducir los valores del campo tanto en el inicio como en el fin de la inflacién. Antes de
seguir, es conveniente definir los siguientes pardmetros: « = n\ y 8 = y\. En la tabla [£.]]
se muestran valores de los observables ng y 7 en varios rangos de a, tomando 60 e-folds
de inflacién y potencias enteras y fraccionarias. Cabe destacar que el modelo de campo
escalar candnico con n = 2 es descartado por las ultimas observaciones, sin embargo, en
presencia del acoplamiento Gauss-Bonnet, los indices inflacionarios toman valores fenome-
nolégicamente viables. En todos los casos mostrados en esta tabla, los valores pequenos
de r son consistentes con la restricciones observacionales. Debido a que 8 es un pardmetro
libre, es posible usar esta libertad para obtener valores deseados de ¢in; v dend-

TABLA 4.1. Indices inflacionarios en algunos rangos del pardmetro «.

Potencia n ns Rango de « Rango de r

4 0.9508 1<a<13 0.0874 > r > 0.0349
3 0959 0.7<a<1.1 0.0746 > r > 0.0044
2 0.9669 03<a<0.7 0.0746 > r > 0.0088
4/3 09724 001 <o <04 0.086 >r > 0.0177
1 0.9751 1073 <a <03 0.0664 >7r > 0.0133

2/3 09778 107* < <0.2 0.0443 > r > 0.0089
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Potencial exponencial en presencia del acoplamiento Gauss-Bonnet
Considérese el siguiente modelo exponencial definido por las siguientes funciones
F(¢)=M2,  V(p)=Ve ™ F(5)=0, F(p)=fre ™, (4.52)
las cuales conllevan a los siguientes parametros slow-roll
- é)\ (Snﬁe*(ww + 3/\>

8

8 (4.53)
Ay = —gﬁn (3)\6 ATme 8577) 2(4n)9

1
A = -3 (A+17) (3)\6(/\+77)¢ + 16[317) —(A+m)¢

donde el pardmetro (3, definido por 8 = V f4, estd en unidades de M;)l . Resultados numéri-
cos muestran que la condicion €p(¢enq) ~ 1 no es apropiada para obtener una salida viable
de la inflacién, ya que los parametros slow-roll |e1|, |Ag| y |A1| toman valores grandes mu-
cho antes de finalizar la etapa inflacionaria. Esta problema puede trabajarse asumiendo
que el régimen slow-roll finalice cuando |Ag(¢eng)| ~ 1. De esta manera se obtiene que el
campo escalar en el fin de la inflacién es

1 1
A+1n

Gend = n [;‘ (8 + VPO 4))} . (4.54)

De la ecuacion (4.9) se sigue que el campo escalar inicial toma el valor

Bins = Ai In [3& (467N — 88n) (9B +2) + A ﬁ2n2(A2+4))] (4.55)

Esta condicion inicial del campo escalar conduce a las siguientes expresiones de los indices
observacionales:

280\ (2n + N)eMVA+m)

A /52 )\2 +4 _|_ 57} — 2eAN(A+n) 1 )\2)

832 (By(0 +2) + A\/FPP 1))
. 5 (4.57)
(AWBZPOZ+4) + Bi(2 — 22VO+0) 4 32))

ng=1-\+ (4.56)

Para estudiar la compatibilidad con las observaciones, en la Fig. se muestran curvas
paramétricas de ng y r como funcion N en el intervalo 50 < N < 60, tomando 1 = 1
y 8 = —1. Notese que las curvas correspondientes a los casos A = —0.001 y A = —0.004
estan dentro de las restricciones observacionales. Es importante destacar que el enfoque
utilizado en este ejemplo es compatible con el formalismo slow-roll, ya que los parametros
le;| v |A;| se mantienen pequenos durante la inflaciéon. Ademds, los valores obtenidos del
potencial y del pardmetro de Hubble fueron de orden H ~ 10_6Mp y Vi~ 10_3Mp, los
cuales son consistentes con las cotas observacionales.
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0.0035

= 0.0030

0.0025

0.962 0.964 0.966 0.968 0.970
ng

F1GURA 4.3. Representacion paramétrica de ng y r como funcién del ntimero de e-folds en el
intervalo 50 < N < 60, tomando n = 1 y § = —1. La curva azul corresponde al
caso A = —0.001, mientras que la curva roja representa el caso a A = —0.004. Ambas
curvas estan dentro de la region restringida por las tltimas observaciones.

Potencial exponencial en presencia de acoplamientos cinético y Gauss-Bonnet

Para estudiar el efecto combinado de los acoplamientos cinético y Gauss-Bonnet, con-
sidérese el siguiente modelo

F(¢)=M:, V(p)=Voe ™,  Fi(¢)=fre ™, Fo(¢)=fee®.  (4.58)

donde Vj, fi, fy ¥ A son constantes. Para este modelo se obtienen los siguientes pardmetros

slow-roll

(3 — 88)A%e?A? a3 —8B)* N2 _ 8B(3 —8B)A%e?
6(cP9+2a) © 0T 94202 1 0 (P9 t2a)

€0 —

4a(3 — 8B) N2 L 2(88 — 3)A2e22(e2M — 2q) A 4a(3 — 8B)A2e2M?
€1 = 5 1= y =
3(e22 + 20)° 3(e22? + 20)° 3(e2\¢ + 20)°
donde los pardmetros a y 3 son definidos por o« = Vpfy v 8 = Vo fy, Asumiendo que la

inflacién termina cuando |Aj(¢enq)| ~ 1, se obtiene que el campo escalar en el final de la
expansion inflacionaria esta dado por

Pend = % In [g (a((3 —83)A% —3) + /a2X\2(83 — 3)(6 + (88 — 3))\2))} (4.59)

Reemplazando esta expresion en (4.9)) se obtiene que el campo escalar inicial es
1 1 _2(88— _
Gini = 5(88 = 3)(N = fana) A+ 55 W [2ae 3N —Sera ] (4.60)

donde W es la funcién Lambert y f.nq esta dado por

3 e bend
fend: )\(8,3—3) ( \ _(bend)

Partiendo de esta condicién inicial, es posible obtener una dindmica consistente con el
formalismo slow-roll. Por ejemplo, en la Fig. [£.4] se muestra el comportamiento de los
parametros slow-roll entre ¢in; ¥ ¢end, tomando 60 e-folds de inflacién con A = 1.42,
a=10%y B = —0.1. Nétese que la condicién |A1(¢eng)| ~ 1 es adecuada para finalizar
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€0,€1,00,A1,ko,k1

FIGURA 4.4. Comportamiento de los pardmetros slow-roll entre ¢in; ~ 0.67TMp, ¥ ¢ena ~ 2.3M)p,
tomando N = 60 e-folds, A = 1.42, o = 10® y 8 = —0.1. La condicién |A;(deng)| ~ 1
es adecuada para finalizar la expansiéon inflacionaria

el régimen inflacionario. Para confrontar este ejemplo con los datos observacionales, cal-
culemos el indice espectral escalar y la relacion escalar tensor. Reemplazando (4.60]) en

las ecuaciones (4.24) y (4.35), obtenemos las siguientes expresiones para dichos indices
inflacionarios:

(3—86)\? (1 + 3W [2%—%(%—3)(1\/— fende

ng=1-— 5
3(1 +3W |:2a€_§(85_3)(N_fend)>‘2:|)

(4.61)

82

_ ~2(88-8)(N—funa)?2] )
r 902(2a 1+ 1) (Sa +4pW [2046 3 D (4.62)

En la Fig. [£.5] se muestran curvas paramétricas de ng y r como funcién del nimero de
e-folds en el rango 50 < N < 60, tomando 8 = —0.1 y § = —0.05. De aqui se ve que estos
valores de 8 son compatibles con las observaciones de la relacién escalar tensor.

0.0078 | 1
0.0077 [ 1
1S
0.0076 [ 1
0.0075 | \ ]
0.970 0.971 0.972 0.973 0.974
nS

F1GURA 4.5. Indices observacionales ng y r como funcién de N en el intervalo 50 < N < 60,
tomando A = 1.42 y a = 102. La curva azul corresponde al caso = —0.1, mientras
que la curva roja representa el caso a f = —0.05. En ambas curvas, la relacién escalar

tensor estd dentro de las restricciones observacionales.
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4.2. Velocidad de propagacion de los modos tensoriales en
presencia de acoplamientos cinético y Gauss-Bonnet

La reciente deteccién de ondas gravitacionales (GW) generadas por la fusién de estrellas
de neutrones en el sistema GW170817 [98, [99, [I00], impone una fuerte restriccién a la
velocidad de estas ondas, cr, la cual debe diferir de la velocidad de la luz en una parte de
10'6. En términos practicos, estas observaciones han validado el hecho de que las ondas
gravitacionales y electromagnéticas tienen la misma velocidad de propagacion. De la ex-
presion se ve claramente que los acoplamientos cinético y Gauss-Bonnet contribuyen
significativamente a la desviacién de ¢y con respecto a 1. Para estudiar esto mas a fondo,
considérese un modelo exponencial descrito por las siguientes funciones

F(¢) = M2, V(¢) = Voe @ /V2 Fy (§) = Ce™¥/V2| Fp(g) = ne /Y2 (4.63)

donde Vp, a, ¢, n son constantes. Usando las soluciones power-law ([2.20]), las ecuaciones
de Friedmann (2.11)) y (2.12)) conllevan a las siguientes restricciones

3p? 1 9¢p? 48np?
= §¢g + Votd + — o5 + tz , (4.64)
0 0
6¢p*(3p — 2 48np*(p — 1
(39— 1)} — 220t} + S > 63+ t(z '~ (4.65)
0 0

donde hemos asumido que akdy = 2v/2, la cual permite simplificar las potencias t =2 de
cada termino. Antes de calcular ¢y, definamos la anomalia en la velocidad de los modos
tensoriales, ar, como sigue

) G52(F1—4Fﬁ/)—4<<5—¢H> Fy
ar=cp—1= : s (4.66)
F/2 — F1¢2/2 — 4oHF)}

Para satisfacer la restriccién observada en el GW170817 (es decir, ar < 10716), asumamos
que ap = 0. Esta suposicién impone la siguiente condicién al modelo exponencial (4.63)):

(c — 4n (%)2) 0 — 4y (6 - 6H) 0‘7’% — 0, (4.67)

Esto garantiza la cancelacion de la anomalia en la velocidad de los modos tensoriales,
ap, producida por los acoplamiento cinético y Gauss-Bonnet (en el caso exponencial).
Reemplazando las soluciones power-law (2.20f) en la ecuacién anterior, obtenemos que los
pardametros libres satisfagan la restriccién [96]

Coa +8n(p—1) = 0. (4.68)

Esto establece una relacién entre las constantes n, ( v ¢g y el parametro p, el cual tiene
incorporado la naturaleza de la expansién del universo. Cabe mencionar que esta restric-
cién no depende de las coordenadas del fondo FRW. Por lo tanto, si esta restriccion se
cumple, la velocidad de las GW se mantendra igual a la velocidad de la luz durante toda la
evolucién temporal del universo homogéneo. Resolviendo el sistema de ecuaciones ,
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(4.65)), (4.68]) con respecto a n, (' y Vp, obtenemos

_12p°(p — 1M + (p* — 6p + 1)

°- 2(2p% — 3p — 1)13 (4.69)
~ (p— DM - H)H
S PTo o - 1)¢3 (4.70)
2 2142
(% 2pMp)t1 (4.71)

T T6p(2p? —3p— 1)
Noétese que el potencial siempre es positivo para valores de p relevantes en energia oscura
(p 2 20). Para estimar la contribucién de cada componente a la densidad de energia
oscura, asumamos que p ~ 20, H(ty) = Ho y ¢o = pMp/4. Con estos valores se encuentra
que las contribuciones del potencial y los acoplamientos son de O(l)MgHg [96], 1o cual es
consistente con lo esperado en la fenomenologia de tiempo tardio.

Las limitaciones de este enfoque radican en el hecho de que q.S, qb vy H estan involucrados en
la cancelacién de la anomalia de la velocidad de las GW, haciendo que el planteamiento solo
sea valido en el universo FRW. En general, esta cancelacion debe ser en forma covariante,
independiente de la métrica de fondo, ya que de lo contrario, la perturbaciones rompen la
cancelacion de la anomalia, conllevando a contribuciones residuales.

Una situacién mas realista debe incluir la presencia de materia. El efecto de este nue-
vo agregado puede ser cuantificado a través de correcciones perturbativas de la solucién
power-law. Mas precisamente, esta solucién puede ser corregida como

o+, H+OH,

donde las perturbaciones d¢ y 6 H producen fluctuaciones en la anomalia de la velocidad
de las ondas gravitacionales. Para estimar estas correcciones, partamos del hecho de que
la densidad de materia pulverulenta, p,,, evoluciona como p,, = pmoa >. Por tanto, la
fluctuacidn relativa de densidad puede escribirse como [96]

0 da

= 3%~ 35N (4.72)

p a
donde N es el numero de e-folds (N = Ina). Por otro lado, la variacién 0t puede ser
estimada a partir de las fluctuaciones de densidad, como sigue:

1
0t(N) = dd—;[éN = ﬁéN,

lo cual permite estimar las siguientes variaciones

¢05

SH = —26N, 69— 20 %0
t D

pt

2¢0

N, até(b:— p?

SN, 80,00 = “205N, (4.73)

donde hemos usado 0;d N = 6 H. Con esto, la variacion de la ecuacion (4.66|) conduce a la
siguiente expresion [96]
4p — 272

(6N)?, (4.74)
p(4p3 —4p? —(p+ 1)72)

50éT ~
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donde v = ¢o/M,. En este andlisis cualitativo, es notable que a7 recibe correcciones de
segundo orden en 6 N. En particular, si hacemos dp/p ~ 1071, p = 20, v = p/4, obtenemos
dar ~ 1078, lo cual esté fuera del rango de precisién obtenida en el sistema GW170817.
Sin embargo, en el limite de constante cosmoldgica, p — oo, se obtiene dar — 0, lo cual
satisface automdticamente las restricciones observacionales. Ademds, al hacer v = /2p
en la expresién , obtenemos dar — 0. En cualquier caso, para satisfacer la cota
observacional de dap, se requiere un ajuste adicional de las condiciones iniciales.

Alternativamente, podemos aplicar argumentos de ajuste fino para satisfacer la restriccién

sobre ap. Para esto, asumamos que Fy = 4F}, y supongamos que la anomalia puede ser
acotada por [96]

813 F}

aT = M;;2

(4.75)

donde M, esta dada por M;2 = MI? — é2F1 + 8<Z.>HF2’, y p es una escala de masa que

puede ser estimada a través de las cotas observacionales de ¢> y qb Adicionalmente, es
necesario considerar una decrecimiento exponencial del acoplamiento Gauss-Bonnet, es
decir, Fy ~ ne "%® ya que la pequenez de ap condiciona fuertemente los valores del
pardmetro . Con esto, obtenemos que la restriccién ap < 10716 puede escribirse como

8uyn —qe g
T < 10716, 4.76
MM (4.76)

Teniendo en cuenta las cotas observacionales sobre el campo escalar, podemos asumir que
pd ~ M,HE y ¢ ~ M,. Entonces, en el universo tardio, la restriccién (4.76)) toma la forma

8Hgn
~ —y —16

2 ¢ < 1070, (4.77)

p

Para hacer un progreso adicional en la estimacion de la anomalia, podemos tomar M, ~
M, yn ~ MgHg 2 Esto conduce a la restriccién ve™ < 10716, lo cual implica que
~v > 40. Como consecuencia, las contribuciones de los acoplamientos a la energia oscura son
reducidas por un factor de 10716, Es decir, el factor de amortiguamiento produce buenos
resultados en la velocidad de las ondas gravitacionales, sin embargo, no es adecuado para
dar una contribucion relevante a la energia oscura.

Discutamos brevemente las implicaciones de una cancelaciéon covariante de la anomalia
ar. Para que la restriccién ap = 0 sea validad en cualquier métrica, es necesario la can-
celacién entre escalares o magnitudes tensoriales del mismo rango. En el presente modelo,
esto conduce a las restricciones Fy = 4F) y F, = 0, las cuales dan lugar a un campo
escalar canénico minimamente acoplado. Una alternativa para retener los acoplamientos
cinético y Gauss-Bonnet, consiste en tomar Fy = 4F) y asumir que F» tiene un efecto
despreciable a escalas locales. Como la cancelacion de la anomalia ar es un efecto local,
podriamos imponer la condicién Fj(z = 0) = 0, la cual puede ser implementada con una
parametrizacion de la forma Fy(z) ~ cp2? + c32% + ...

En resumen, podemos concluir que en la métrica FRW, los acoplamientos cinético y GB
pueden generar soluciones aceleradas que satisfagan la restriccién ar = 0. En el contexto
de ondas gravitacionales primordiales, el presente modelo constituye una buena alternativa
para una evolucion inflacionaria consistente con las observaciones del GW170817 [97]. Sin
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embargo, en tiempo tardio, la restriccién ar = 0 es valida siempre que las inhomogenei-
dades no produzcan correcciones por fuera de las cotas observacionales de ¢ [96].

4.3. Implicaciones cosmolégicas del formalismo de multiplica-
dores de Lagrange en presencia de acoplamientos cinético
y Gauss-Bonnet

Recientemente fue demostrado que el formalismo de multiplicadores de Lagrange conlleva a
la eliminacién de grados de libertad fantasma en teorias de gravedad f(G) y f(R,G) [140].
En esta seccidon extenderemos este enfoque adicionando explicitamente el acoplamiento
cinético. Siguiendo la l6gica presentada en [140)], [104], presentaremos un mecanismo de re-
construcciéon de modelo a partir de cualquier escenario cosmoldgico. Luego demostraremos
que los modelos reconstruidos conducen a una evolucién inflacionaria fenomenolégicamente
viable.

4.3.1. Accién y ecuaciones de campo

En esta subseccién haremos una breve revisién del formalismo de multiplicadores de La-
grange adoptando la notacién y presentacion de los trabajos [140] [104]. Para empezar,
consideremos la siguiente accién con multiplicador de Lagrange A en presencia de acopla-
mientos cinético y Gauss-Bonnet:

S:/d4x\/jg

1 1 4 1
§F(><)R +A <2<9ux<‘9"x + M2> —5 WX x — V(x) +h(x)G

+ F1(x)Guw0"x0"x |, (4.78)

donde p es una constante con dimension de masa, mientras que x es un campo escalar
dindmico con potencial V' (x). Nétese que las funciones Fi(x), F'(x) v h(x) estan asociadas
al acoplamiento cinético, no-minimo y Gauss-Bonnet, respectivamente. A lo largo de esta
seccién asumiremos el caso minimo para la funcién F, es decir, F(x) = 1/x2. Al variar la
accién anterior con respecto a A, obtenemos la restriccién

4

1
0= 30" x + % (4.79)

la cual permite redefinir el potencial escalar V(x) como sigue:

~ o 1 " ,U“4

V) = 500 x +VIX) = =5 + V(0.
Con esto, la accién (4.78]) puede reescribirse como

R 1 4

S = /d4m\/—g [%2 + A <25y><8"x + “2> —V(x) + h(X)G + F1(x)Guw0"x0" x| -
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Variando la accién anterior con respecto a la métrica y al campo escalar, obtenemos las
siguientes ecuaciones del campo gravitacional:

1 ~
- ?GMV - )\aMXaVX - gMVV(X) + T;E/B + T;fz(/ = 07 (480)

— V. [AVHX] — V'(x)+ 1 ()G - FyV(X)G 1 0"x0x — 2F1 (X)G, V*VYx =0, (4.81)

donde T/f,{/ corresponde a la variacion del acoplamiento cinético, y TE/B surge de la variacion
del acoplamiento Gauss-Bonnet. Dichas variaciones pueden ser escritas, respectivamente,
como

TP = 4(IVuVuh(OIR = 9. [V, VP OOIR = 2V Vb0 Ry = 2097V, h(0)) Ry

+ 2[V,VPhO)] Ry + 20,0 VPV h(X)] Ryor — Q[VPV%(X)]RWW),

Tr = guwBayFiL (X) V'XVX + 9 VAV (FL(X) VX VX) = VoV, (Fl (x) VAXV)\X)
+ RF1 (x) VuxVux — 2F1 (x) (RMAV/\XVVX + RV)\V)\XV,LLX> + G FL () VaxVx
+ ViV, (Fl (x) VAXVVX) + VAV, (F1 (x) V/\XVMX> — VAV (F1 (%) VuxVuX)

~ 9w VAV, (Fl (x) VAXWX) :

4.3.2. Cosmologia FRW y reconstruccion

Para estudiar la dindmica cosmoldgica, consideremos la métrica plana FRW y asumamos
que A\ y x sean espacialmente homogéneos, es decir, A = A(t) y x = x(¢). Entonces, una

solucién de la Eq. (4.79) es

X = u’t. (4.82)
Las componentes (00) and (11) de la ecuacién (4.80) toman la forma

3H?
= =5 H V00 IR () H ! = Mt — 2401 1P (x) = 0, (4.83)
3H2 2H > 4 2 g 67/ 3,217 AN
2 T3 V00 - F0QBH™ + 2H) — 2Hp Fy (x) + 16H” 1k (x) + 16H H k' (x)
+ 8H?*u*h"(x) = 0. (4.84)

Por otro lado, la ecuacién (4.81)) conduce a:

PN+ 3H N — 6p2 HFy (x)(3H? + 2H) — 3H2 i Fy (x) + 240 (\)H*(H* + H) — V' (x) = 0.

(4.85)
Despejando V() y A de la ecuaciones (]4.83[) and 44.84[), obtenemos
(7 3H° 2H 2 : 4 61/ 3,217 T 270!
V) =g + 5 — BH  + 2H)F1(p" — 2HF (x) + 16H” 1k (x) + 16H H "' (x)

+8H? R (x), (4.86)
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8h'(x)
112
donde en ambas expresiones las funciones Fi(x) y h(x) son arbitrarias. Como consecuen-
cia, cualquier escenario cosmoldgico incorporado en el parametro de Hubble puede ser
obtenido en este modelo. Vale la pena ejemplificar esta técnica de reconstruccién con al-
gunas cosmologias relevantes. A continuacién mostraremos algunos ejemplos ilustrativos
de este mecanismo de reconstruccién con soluciones viables de inflacién y energia oscura.

(H® —2HH) + 21

A= Fi(x)(6H? —2H) — 212 HFY' () e + 8H?K"(x), (4.87)

Como primer ejemplo, consideremos la solucién de De Sitter, cuya funcién de Hubble es
constante, H = Hy. Para una escogencia arbitraria de las funciones Fi(x) y h(x), las
ecuaciones y conducen a las siguientes expresiones para el potencial escalar
y el multiplicador de Lagrange:

- 3H?

Vi) = ,«20 — 3H2pu Fi(x) — 2HopS Fy' (x) + 16 Ho3 ik (x) + 8Ho2u*h (),
SHo

A= 6Hy*Fi(x) — 2Hop" i/ (x) OMQ(X) + 8Ho* 1" (x)-

El siguiente ejemplo son las soluciones tipo power-law (a ~ tP), las cuales son de espe-
cial interés ya que representan estados asintéticos en la expansién del universo. De las

ecuaciones ([4.86]) y (4.87), encontramos que

. 3p® — 2p 2ppSFy (x) | 16020 () (p° —p%) | 8p*u'h"(x)
Vix) = W(l — &2ty (x)) — ; + 3 + 2 ;
_ RO 6p°Fi(x)  2p°F'(x)  16p°h'(x)  8p°h'(x) N 8p*h" (x)
/€2t2,u,4 $+2 $2 t t3,u2 753#2 $2 ’

donde t = %

Otro ejemplo son las soluciones Little Rip. Este tipo soluciones representan una alternativa
al Big Rip, ya que la densidad de energia oscura se incrementa con el tiempo pero sin hacer
frente a singularidades en tiempo finito [I33] [134]. Consideremos el comportamiento del
parametro de Hubble

H = Hpe",

donde Hj, y v son constantes positivas. De la ecuacion anterior se sigue que H > 0, lo cual
reproduce una fase phantom super acelerada, libre de singularidades futuras. Entonces,
usando las ecuaciones (4.86|) y (4.87)), encontramos

~ 1
V00 =G 1 + 267 Hi) (1 = W00 ) — 26 B () + ST ()

+ 16071 (x) (" HE + ¥ Hiry),

2eH
A :127/;7 + FL(x) (6627 H2 — 2¢1 Hyy) — 26 Hyp By (x) + 8e2V H2R' (x)
B W (x)(8e3VH? — 16e*Y H? )
I ’

(4.88)

donde t = %
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Finalmente, una evolucién fenomenoldégicamente interesante es la soluciéon quasi-de Sitter,
cuya funcién de Hubble es [39]

H = Hy — Hy(t — tg), (4.89)

donde Hy y H; son constantes que controlan las escalas de energia durante la inflacién, y
t;. es el instante de tiempo en el que los modos de curvatura primordial salen del horizonte.
En general, estos parametros son fuertemente restringidos por los datos observacionales.

Reemplazando (4.89)) en las ecuaciones (4.86|) y (4.87)), obtenemos las siguientes expresiones
para el potencial y el multiplicador Lagrange:

V(x) =— 24 + 3(Ho = Hilt — 1)) + 2H; 5 Fy (x) — 3(Ho — Hy(t — t3) 2t Fi(x)

K2 K2

— 2(Ho — H(t — t1,))u° Fy'(x) — 16H;(Ho — Hi(t — t))u*h'(x)

+16(Ho — Hi(t — 1)) 11> (x) + 8(Ho — Hi(t — tx))*u*h" (x) (4.90)
A=-— :21324 + 2H;F1(x) + 6(Ho — Hi(t — t&))*Fi(x) — 2(Ho — Hi(t — tg)) > F1' (x)
8(Ho — Hi(t — tx))h'(x)

- 2 ((Ho — Hi(t — ty))* + 2H;) + 8(Ho — Hy(t — t))*h" (x).-
(4.91)

En la siguiente subseccion usaremos este escenario inflacionario para calcular el indice
espectral de perturbaciones primordiales de curvatura, ng, y la relacién escalar-tensor, r.

4.3.3. Indices observacionales inflacionarios

En la seccion 4.1 estudiamos un formalismo slow-roll generalizado en presencia de los
acoplamientos cinético, no minimo y de Gauss-Bonnet, los cuales constituyen una clase
importante de modelos de gravedad generalizada. Sin embargo, este enfoque no es apropia-
do para describir la fenomenologia inflacionaria del modelo , ya que los efectos de la
ligadura y del multiplicador de Lagrange no estan incorporados en las variables —.
Por esta razdén, es necesario cuantificar los indices observacionales en términos de nuevos
pardmetros slow-roll, los cuales son definidos como sigue [141], 92] 142, [143), 144]:

_H X 1 F 0 E

v Qu, Qp v Q. representan las siguientes expresiones
Qu = 8°W (O H? — 4" Fi(x) H,

Qy = 161°K' (x)H — 21" F1(x),
Q.= 6 Fy(x)H>.
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Siguiendo la légica presentada en la seccién 4.1, obtenemos que el indice espectral escalar,
ng, y la relacién escalar-tensor, r, toman la forma [141] 92, 142],

(261 — &9+ €3 — 84)

=142
s + 14¢

(4.92)

r=16

2
<el —ea - (I;@Qc Qo) - Qe+ Qf>> o (0)

= (3)
(=
Q
14 =52 \cr

donde las funciones Qq, Q. y @y estan dadas por
Qa = 41" FLOOH,
Qe = 321°N (O H — 4 (' Fy' (x) — 20> Fi () H),
Qr = —16(u*h" (x) — p*h' (\)H) — 4u* F1(x),

y la velocidades de propagacion de los modos escalar y tensorial, cg and ¢, toman la
forma

2
Qu+ % +Qf< +Q>

2
CS =1 + s
_/“’L4)\(X) SQ_;Q +QC
=+ @

Para calcular ng and r, consideremos el escenario inflacionario quasi-de-sitter (4.89). En
términos del pardmetro de Hubble, el nimero de e-folds N es igual a

H;
N = /Hdt = Ho(t —tx) = 5 (t = te)2

tk

Resolviendo con respecto a t — t, obtenemos

Hy +  Hy? — 2H;N
t— = ot VIO Ly (4.94)

i

Vale la pena notar que esta expresién es valida siempre y cuando N < Hg /2H;, lo cual
implica que el nimero maximo de e-folds es N0 = Hg /2H;. En lo que sigue, solo por
simplicidad, tomaremos

X = p2(t = ty). (4.95)

Ahora, combinando las ecuaciones (4.90), (4.91)), (4.92), (4.93)), (4.94) y (4.95), podemos
calcular los indices observacionales para una escogencia arbitraria de las funciones Fi(y) y
h(x). Podemos ejemplificar esto con algunos casos explicitos [104]. Como primer ejemplo,
consideremos la siguiente escogencia:

h(x) =0, Fi(x) = k%, (4.96)

donde ( es una constante adimensional. Si tomamos que el nimero total de e-folds es
N = 60, y asumimos que H; = 0.5 X 10*22M5, Hy = 10*10Mp, y p ~ M,, encontramos
compatibilidad con los datos observacionales para valores de ( en el rango [0.034,0.234].
Para ilustrar esto, en la Fig. graficamos ng y r como funciones del parametro (.
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Ademss, en la Fig. también graficamos el potencial (4.90) como funcién del nimero
de e-folds para varios valores de { compatibles con las observaciones.

ns r

0.970 -

0.965 -

0.960 -

0.955 -

0.950 -

L L L el

S S S S S S S S St

L L T L
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

F1GURA 4.6. Comportamiento de los indices observacionales ng y r como funciones del parametro
¢. En el rango ¢ = [0.034,0.234], estos observables son compatibles con los datos del
Planck y del BICEP2/Keck-Array, los cuales restringen el indice espectral escalar
y la razén escalar a tensor en los intervalos ng = [0.95839,0.97161] y » < 0.07,

respectivamente.
1020x%’}
25F
— ¢=0.04
20f ¢=0.1
7=0.15
15}
[ 1 1 1 1 1 ol N
10 20 30 40 50 60

FI1GURA 4.7. Potencial escalar obtenido del ejemplo 1) como funcién del nimero de e-folds,
tomando valores del pardmetro ¢ compatibles con las observaciones.

Otro ejemplo es:
2
M) =0, Fix) = R2(1 - ek (4.97)

donde ¢ y « son constantes adimensionales. Después de una revisién exhaustiva del espacio
de parametros, es evidente que este caso es compatible con las observaciones del Planck
y del BICEP2/Keck-Array data en un amplio rango de valores libres. Para ilustrar esto
mds claramente, en la Fig. [4.8 ilustramos el comportamiento del indice espectral ng y de
la relacién escalar-tensor, r, como funciones del pardmetro {, para varios valores de a.
Ademas, en este caso, el comportamiento del potencial como funcién del ntimero
de e-folds es mostrado en la Fig. [£.9] para varios valores de «, tomando ¢ = 20, el cual es
compatible con las observaciones.
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F1curA 4.8. Comportamiento de los indices observacionales ng y r como funciones del parametro
¢ para a = 0.04, 0.05, 0.06. Aunque las curvas cubren diferentes comportamientos de
estos Indices, todas estan dentro del rango aceptable de los datos astrofisicos. Nétese
que la compatibilidad simultanea de ng y r con las observaciones puede ser obtenida
en un amplio rango de valores de (¢, «)

20,V
10 v

— a=0.06
— a=0.05
— a=0.04
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r 10 20 30 40 50 60

FicURA 4.9. Potencial escalar obtenido del ejemplo 1) como funcién del nimero de e-folds,
tomando o = 0.04, 0.05, 0.06, y ¢ = 20, el cual es compatible con las observaciones.

4.3.4. Discusion

En esta seccién extendimos el marco teédrico de la gravedad Gauss-Bonnet libre de fan-
tasmas [140] para incluir correcciones asociadas al acoplamiento cinético. Hemos revisado
brevemente las caracteristicas esenciales del formalismo de los multiplicadores de Lagran-
ge en este modelo especifico. En nuestro estudio consideramos un enfoque que permite,
en principio, reconstruir el potencial y el multiplicador de Lagrange para escenarios cos-
mologicos dados arbitrariamente.

Para ejemplificar el proceso de reconstruccién, utilizamos soluciones power-law, Little-Rip,
de Sitter y quasi-de-Sitter, donde obtuvimos potenciales que dependen de las funciones
arbitrarias h(x) y F1(x), las cuales son escogidas de tal manera que se satisfagan las cotas
observacionales. En particular, nos enfocamos en el efecto del acoplamiento cinético en la
dindmica inflacionaria, utilizando algunas formas especificas de la funcién Fj(x).

Después de una breve discusién del formalismo general de los indices observacionales en
gravedad modificada, nos enfocamos en una forma especifica del parametro de Hubble
(quasi-de-sitter). De este modo, en un contexto rigurosamente fenomenolégico, mostra-
mos que la evolucion inflacionaria conduce a valores viables del indice espectral escalar
y de la relacién escalar-tensor. Mds aun, hemos probado que el modelo es viable en un
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amplio rango de parametros libres, lo cual es ilustrado en varias graficas de los indices
observacionales como funciones de los parametros libres.

En resumen, hemos demostrado aqui que, en principio, cualquier cosmologia relevante para
las observaciones actuales puede ser reconstruida utilizando el modelo (4.78]). También
mostramos que los efectos del acoplamiento cinético conducen a escenarios inflacionarios
viables, los cuales son totalmente compatibles con las restricciones observacionales mas
actuales. Ademads, la eleccién de la tasa de Hubble es en principio arbitraria, con la tnica
restriccién de que la teoria resultante debe ser acelerada, es decir, el factor de escala
debe satisfacer ¢ > 0. Para finalizar, también es posible realizar el mismo andlisis para
otras opciones del parametro de Hubble durante la inflacién. Esperamos realizar un nuevo
trabajo explorando esta alternativa.



CAPITULO 5

Conclusiones

En esta tesis hemos estudiado un modelo de campo escalar con acoplamientos cinético,
no minimo y de Gauss Bonnet [122], [138]. Dicho modelo fue implementado a través de
la accién (2.3), la cual involucraba cuatro funciones desconocidas: F(¢), Fi(¢), Fa(®) y
V(¢). Las ecuaciones de campo correspondientes a dicha accién fueron calculadas bajo la
suposicion de una métrica FRW y un campo escalar espacialmente homogéneo. Con estas
ecuaciones se implementé un mecanismo de reconstruccién que permitié determinar las
funciones Fi(¢) y V(¢) para cualquier escenario cosmolédgico dado. Se mostré ejemplos
explicitos de reconstrucciéon para soluciones tipo ley de potencias, donde se obtuvo
potenciales de la forma Albrecht Skordis. Este tipo de potenciales surge en el limite de
bajas energias en teoria multidimensionales y presentan caracteristicas atractivas para
la descripcién de cosmologias de tiempo tardio [129, 130]. El hecho de haber obtenido
el potencial a partir de la reconstruccién con soluciones tipo ley de potencias, implica
que el modelo con y produce soluciones scaling, las cuales juegan un papel
importante en escenarios de quintaesencia. El modelo también se reconstruyé para una
solucién Little Rip donde la funcién de Hubble se incrementa exponencialmente con el
tiempo y el potencial escalar obtenido es un polinomio de cuarto grado. Un escenario tipo
de sitter también fue implementado en el mecanismo de reconstruccién, obteniéndose un
potencial escalar cuadratico. Cabe resaltar que los escenarios phantom son obtenidos sin
necesidad de introducir campo fantasmas, lo cual es una caracteristica importante para
un modelo viable de energia oscura [122].

Por otro lado, en el modelo en ausencia de potencial se mostré que al restringir
apropiadamente el acoplamiento cinético, se obtiene soluciones exactas que descri-
ben apropiadamente la expansion acelerada del universo. Se demostré que el modelo
permite la evoluciéon de energia oscura phantom sin hacer frente al Big Rip o a cual-
quier otra singularidad. Se encontré que la ecuacién de estado tiene comportamientos
asintéticos diferentes que dependen de los parametros del modelo, los cuales se pueden
restringir para obtener una consistencia con los datos observacionales. De la ecuacién
se deduce que el pardmetro de estado actual depende del producto y(keo)?: si
y(kpg)? > —12 entonces wy > —1 (fase de quintaesencia), si y(kpg)? < —12 entonces
wp < —1 (fase phantom) y si y(k¢p)? = —12, entonces wy = —1 (constante cosmol4gi-
ca). Los casos ilustrados en la figura cubren diferentes comportamientos de la
ecuacién de estado, pero todos estan dentro de las restricciones astrofisicas. También

o7
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se nota que son posibles las transiciones desde fase phantom hacia fase quintaesencia [122].

Luego se considerd el estudio del sistema auténomo del modelo (2.3]), cuya accién
tenfa incorporada la version general del acoplamiento no minimo [I38] [101]. Para esto
fue fundamental definir las variables dinamicas de la forma , cuyas expresiones
combinan estratégicamente los diferentes acoplamientos del modelo. Al asumir que
el potencial y los acoplamientos son proporcionales a potencias enteras del campo
escalar, la dindmica fue llevada a un sistema auténomo, cuyos puntos criticos reflejaron
algunas soluciones de interés cosmoldgico. Por ejemplo, se demostré que al restringir
adecuadamente los pardmetros enteros b, ¢, y d, el punto A5 conduce a soluciones estables
de energia oscura en fases de quintaesencia, de sitter y phantom. Como consecuencia,
es posible obtener estados asintéticos relevantes en la cosmologia de tiempo tardio.
Otro punto critico interesante es el punto A8, el cual contiene una solucién scaling de
radiacion con weff = wy, = 1/3. Al tener un comportamiento de silla, este punto puede
representar una fase transitoria de dominancia de radiacion. Por otro lado, el modelo
exponencial también produjo puntos criticos interesante, entre los cuales se destaca
el punto B5, cuyos autovalores permiten obtener estabilidad de soluciones de energia
oscura. Debido a que en este modelo los pardmetros b, ¢ y d pueden tomar valores
reales, dicho punto tienen la ventaja de que la ecuacién de estado puede ajustarse a
valores lo suficientemente cercanos a —1, mostrando que el modelo exponencial tam-
bién proporciona alternativas viables para describir escenarios de expansién acelerada.
Ademsds, en este modelo es posible obtener fase transitoria de radiacién conducida por
el punto de silla B8, el cual tiene relevancia cosmolégica en épocas tempranas del universo.

En el capitulo 4 se consideré un formalismo slow-roll generalizado para estudiar el
efecto de los acoplamientos en la fenomenologia inflacionaria [102] 103]. Asumiendo la
aproximacion de rodadura lenta, los indices observacionales fueron expresados como
funciones de los parametros slow-roll. Para confrontar el modelo con las observaciones,
se considerd algunas formas especificas de las funciones F(¢), Fi(¢), Fa(¢) y V(¢). En
particular, se mostré que la presencia de los acoplamientos mejoran significativamente
las predicciones observacionales de los potenciales cuadréticos y cuarticos (Figs. y
4.1)). En el modelo exponencial se encontré que la condicién A;(¢enq) ~ 1 era adecuada
para finalizar el régimen de inflacion. Ademads, los indices inflacionarios obtenidos en
este contexto son totalmente compatibles con las restricciones astrofisicas (Figs.
y . Finalmente se consideré las implicaciones cosmoldgicas del formalismo de los
multiplicadores de Lagrange en presencia de los acoplamientos cinético y Gauss-Bonnet
[104]. Debido al grado de libertad que ofrece el modelo , se desarrollé un mecanismo
de reconstruccién que fue ejemplificado con varias soluciones fenomenolégicamente
relevantes. En particular, en el contexto inflacionario quasi-de-sitter, se mostré que el
acoplamiento cinético tiene un efecto significativo en el comportamiento de los indices
observacionales. Ademas, en un amplio rango de pardametros libres, se encontré compatibi-
lidad con las restricciones existentes del Planck y del BICEP2/Keck-Array (Figs. y

Todos los resultados mencionados anteriormente cubren una gran variedad de es-
cenarios de expansion acelerada que son consistentes con los rangos de mediciones
astrofisicas. Esto permite concluir que la combinacion de los acoplamientos cinético, no
minimo y Gauss-Bonnet, proporciona una buena explicacion de la dindamica del universo
tanto en tiempo temprano como tardio, y pueden desempenar un papel importante en
revelar la naturaleza de la inflacién y la energia oscura[122], 138 102, 103, 104].



APENDICE A

Conceptos basicos de geometria

En relatividad general, el elemento infinitesimal de linea es descrito por

ds?* = g, (v)dz"dz” (A1)

donde g, () es el tensor métrico. La derivada covariante de un campo vectorial V# es
definida como

YV VY =09, VY + T,V (A.2)

donde la conexién FZ ) es escogida de tal manera que la combinacién V,V" se transforme
como un tensor. En general, la derivada covariante de un tensor de rango arbitrario puede
calcularse a través de la siguiente formula

VUTMM“'MVIVQWW :aUTuluzmukylmmyl
1 Ape- 2 A
+ TENTAZ ey H TESTHIN P iy + (A.3)

A 12 A 12
— leT Avgeyy — FUVQT iy —

Es posible escojer una conexién sin torsién (FZ = FKM) que sea compatible con la métrica
(VUI‘ZA = 0). Se puede mostrar que dicha conexién es tnica y estd dada por la formula
de Christoffel [109]:

1
A

iga (a,ug)\u + augu)\ - 6)\.%“/) (A4)

En el espacio plano de Minkowski podemos ver claramente que la conexién (A.4) se anula.

Por lo tanto, en un espacio plano, las derivadas covariantes se reducen a derivadas ordi-

narias. Ahora, en un espacio curvo, la curvatura puede verse como una medida de la no

conmutatividad de la derivada covariante. Esto es

o
re, =

Vo, VB]VP =R’

0osV " (A.5)
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donde RZU 5 €s el tensor de curvatura de Riemann

RZJE

A A
= a"rgﬁ - aﬁrga + szr)\raﬁ - Fg)\raa (AG)
En general, el conmutador [V, V] puede ser aplicado sobre un tensor de rango arbitrario.
Con algo de algebra se puede mostrar que

H1p2 Pk _pH1 Ap2 g M2 g A
[vﬂv VU]T viv-yy _RApoT viv-yy + R)\paT vive-yy Tt

_ pA 112 [ _pA 112 [ _
RylpgT Avg-vy RVZPGT VLA — oo (A.7)

Una forma usual de expresar el tensor de curvatura es mediante una representacién
completamente covariante: R),., = gp,\Réw,. Teniendo en cuenta esto podemos escribir
las siguientes propiedades del tensor de curvatura

Rpopr = —Ropuv (A.8)

Rpopw = —Rpowp (A.9)

Roopw = Ruvpo (A.10)

Ryopw + Rppwo + Rppop = 0 (A.11)
VaRaguw + ViRagry + VuRaguy =0 (A.12)

Para terminar, el tensor de Ricci R, y el escalar de Ricci R se definen de la siguiente forma:

R, =Ry, = Ry, (A.13)

R= QMVR#V = guugaﬁRa#ﬁV (A.14)

Es importante anotar que la simetria del tensor de Ricci surge como consecuencia de las
propiedades del tensor de curvatura. También vale la pena mencionar que dichas propie-
dades permiten demostrar que Rﬁ;w =0y Rﬁw\ =—Ru



APENDICE B

Identidades adicionales del tensor de curvatura

En este apéndice demostraremos otras identidades asociadas con el tensor curvatura.
Como se vera mas delante, estas identidades nos permitiran simplificar los calculos del
tensor energia impulso. A continuacién listamos dichas identidades:

V?Rpour = VuRey — Vi Roy (B.1)
1
VPRPH == §VNR (BQ)
1
VIV Ry = SOR (B.3)
1
VN Rupvo = VIV p Ry = 5V VR + R,»wR - R,,R) (B.4)

1
VIV R + VPV Ry = 5 (VuVu R+ Y,V R) — 2R R + 2R\ R, (B.5)

Demostracién de las identidades (B.1)), (B.2)) y (B.3)

Primero que todo, nétese que la identidad (A.12)) se puede escribir de la siguiente manera:

VARG s + V., Ry + VsRy, =0 (B.6)

Contrayendo los indices o y v se tiene que

VRgs + VaRg(;)\ —VsRgy =0
= VaRg(;)\ = V(sRﬂ)\ — V)\Rﬁ(;
= VaRag(;)\ = V(;R/B)\ — V)\Rg(s (B.7)
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De esta manera queda demostrada la identidad (B.1]). Para demostrar la identidad (B.2)),
partamos de la ecuacién (B.7)):

V*Ragsn = VsRax — ViRgs

= ¢"VRugsr = 9% (VsRan — VaRgs)
= — VR, =V°Rs\ — VoR
= QVaRa)\ = V)\R
1
= VR, = §V>\R (B.8)

Con esto queda demostrada la identidad (B.2)). Ahora, la identidad (B.3)) puede obtenerse
al aplicar el operador V* a ambos lados de la ecuacién (B.8). En efecto

1
VAVOR,) = §VAVAR

1
= VAR, = SO (B.9)

Demostracion de la identidad (B.4))

Primero escribamos la identidad (A.12])

v)\Ra,B'yé + v'yRaﬁé)\ + véRaﬂ)\'y =0 (BlO)

Contrayendo esta expresién con ¢°* nos da

9" (VARap5 + Vo Rapsy + VsRapry) =0
= VORupys + 9°* Vo Rapsa + V> Rapay = 0

= V‘SR%BW; +V, (gékRaﬁ(s)\) + VAROC/g)\7 =0
Como g‘s’\Ram,\ =0y Ragry = Rryap, entonces

VORagys + V' Ryyap = 0

Aplicando el operador V# a ambos lados de esta ecuacién, obtenemos
VPV Ragrs + VPVARyyap = 0 (B.11)

De la identidad 1} se ve que VARMaﬁ = Vol g — VgR,,. Luego, la ecuacion 1’
puede escribirse de la siguiente manera

VAV Ropys + VPVaRs — VPVER,, =0 (B.12)
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Ahora, reescribamos el termino V7 Vol de la siguiente manera

(VoVaRys —VaVeRyg+ VoV Rys)
([Vg, Vol Byg + Vo Vg Ryp)
(IV4, Vol Ryg) + Vo VPR 5

’ (_RngaRnﬁ - Rngw) + vavﬁRvﬁ

= —RiypaR?" + Rea RS + Vo VP Ry
1
= Ry pa R + ReaRE + 5VaVaR (B.13)

Con esto podemos escribir la ecuacién (B.12)) de la siguiente forma
Bod or ko L 8 _
VPV Rapys — Rinypa R + Rea RS + ivava —VPVRy o =0
5V Russ = VOV R — » R+ Ryypa R — RpaRE

Esto demuestra la validez de la identidad (B.4])

Demostracién de la identidad (B.5))

Para empezar, consideremos la identidad (B.1)):
VURU@W = VHR¢V - VVRW
Aplicando el operador V¢ a ambos lados de esta ecuacién, obtenemos
VOV Roguwr = VOV Ry — VOV, Ry, (B.14)

Por otro lado, escribamos la identidad (A.11)) de la siguiente manera

RU¢>IW + RU#W’ + R0V¢M =0
= Rogpw = —Ropvy — Rovgp

Con esto, la ecuacién (B.14)) queda asi

— VOV Ry — VOV Rypgy = VOV, Ry, — VOV, Ry, (B.15)

Por conveniencia, expresaremos el termino —VQSVVRW Ccomo —2V¢VVR¢# + V¢VVR¢M.
De esta manera, la ecuacién (B.15) queda asi

—~ VOV Ryt — VOV Royiy = VOV Ry — 2V9V, Ry + VOV, Ry, (B.16)
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En virtud de (B.1)) se tiene V' Ry, = VyRug — Vg R,,. Luego

~VOVy R, + VOV4Ru — VOV Rypgu = VPV, Ry, — 2VPV, Ry + VOV, Ry,

Agrupando términos y teniendo en cuenta que Ryp¢, = Ru¢vo, Obtenemos

VOV, Ry, + VOV, Ry, = VOV Ry, + VOV R — VOV R0 (B.17)
Ahora, de las ecuaciones (B.13) y (B.5]) se deduce que

1
VOV, Ry = =R B> + Ry R, + 5 VvVuR

VOV Ryupo = VOV Ry — %VHVZ,R + Ry u R — Ry, R)
Con esto, la ecuacién puede ser expresada de la siguiente forma
VOVuRey + VOV, Rey = — Ry R + Ry R), + %VVVMR + V*V 4R
— VOVyR, + %VMVVR — Ry R 4+ Ry, R)
Teniendo en cuenta que RMR,),‘ = RQRA,, y RAVWR”\ = RAM,,RVA7 se obtiene

1
VOV Ry + VOV Ry, = —2Ry i B + 2R Ry, + B (Vu.V.R+V,V,R)

Esto resultado demuestra la identidad (B.5)).



APENDICE C

Calculo de los tensores T’ ”GVB , Tlf,g y TﬁM

En este apéndice calcularemos los tensores TfyB, Tlff, y Tlﬁ\,ﬂM :

T T ag T T Egag T =g ag

Antes de empezar, escribamos la variaciéon de algunas cantidades que dependen de
la métrica.

59W = _gupgua(sgpa (C'l)
1
o/—q = _5‘/_99W59W (C.2)
OR = Ru,69"" + 9w Ve V79" =V, V, 69" (C.3)

1 « o (67 «
6By = 5 (910 gus VAV 99 + 9V ,u06° = 9,5 Va V09" = 0,aV5Vubg™ ) (C.4)

1
5Raﬁn/\ :i (vnvﬁég)\a + v)\vaégnﬁ - vaoc(sg)\ﬂ - v)xvﬂfsgnoc

+ Rgm‘sgva - R;C,-;Aégﬂh) (C.5)

Algunas de estas ecuaciones son demostradas en [109], [145] y [146].

Célculo del tensor T
Primero que todo recordemos que

Sep = — / d'z/=gF (9)G = — / d'z\/=gF; (¢) <R2 — 4R4, R" + R¢WR¢W)
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Esta expresién se puede escribir de la siguiente manera
Sgp =51+ 52+ 53

donde
S =— / d*z\/—gF; (¢) R?

Sy =4 / d*z\/—gFs (¢) Ry, R
Sy = — / A 2/~ gFs (¢) Ry RO

El siguiente paso consiste en calcular la variaciéon de Sgp respecto a la métrica. Para
esto calcularemos las variaciones 051, .52 v 653, y luego las sumaremos para obtener la
variacion total dSgR.

Variacién 65
Calculemos la variacién de la accién Si:
65 = —5/d4x\/?gF2R2 = —/d4a: [F26 (V=9) R? + Far/—g6 (R?)]
= —/d4x [F20 (vV—g) R* 4+ 2F>/—gR6 (R)]

Ahora debemos expresar esta variacién en términos de variaciones de la métrica. Para
esto, reemplacemos (C.2) y (C.3) en la expresién anterior y utilicemos regla de Leibniz
para derivadas covariantes:

1
55, = / d*z\/—g [2 FyR?gu, — 2FRR, — 29,V Vo (FaR) + 2V, V. (FRR) | 69"

En esta ultima expresién hemos omitido integrales superficie debido a que no contribuyen
a las ecuaciones de campo.

Variacién 65,

Calculemos la variacion de la accién Ss:

58y = 46 / d*z/=gFyRy R = 4 / d' | Fd(v/=9) Ron RY + Fyy/=g6( Ry, R)
Como R?Y = gng’Rgp, entonces
68y =4 / d*z [F25(¢Tg)RmR¢7 + Fg@é(g¢ag7pRapR¢7)]

=4 / d*z [Fgé(\/—g)]?,d)de"Y + 2F2\/—ggwRapR¢7(59¢U + 2F2\/—gg¢"g7pR¢,y5Rap]
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Ahora debemos expresar esta variaciéon en términos de variaciones de la métrica. Para
esto, reemplacemos (C.2) y (C.4) en la expresién anterior y utilicemos regla de Leibniz
para derivadas covariantes:

58Sy = / d*z\/=gdg"” [ — 2F5g, Ry RYY + 8F2g"" R, )R,y — 4VOV, (FaRy,)
—4VV, (FaRy,) + AV V) (FaR,w) + 49, VOV (FaRy,)

En esta ultima expresion se ha omitido las integrales de superficie y se han renombrado
algunos indices mudos

Variacion 0.5;

Calculemos la variacion de la accién Ss

893 = —6 / d'z\/=gF3Ropey RO

Esto es lo mismo que

385 =~ [ @2, 5 (V79) RaaT 4 V=55 (Raper )]

Como RBrA = g)‘FQQngB"go‘pRmeQ, entonces

583 = - / d4=TF2 [6 (\/ _g) Raﬂfi)\RaﬁnA + v _95 (g)\FZgmbgﬁagapRaﬁn)\Rpa(ng)}

Con algo de algebra tensorial se llega a la siguiente expresién

083 =— /d4x [F25 (V=9) Rapir R + 4Fo\/=99"° 9" §°P R py s 1, Raprer 0™

+ 2F/= 999" g% g* Ry, 5Ra,85>\}

Ahora, reemplacemos (C.2) y (C.5) en la ecuacién anterior. La expresién resultante se
puede simplificar si se utilizan las propiedades del tensor de curvatura y la regla de Leibniz,

1
553 = / d4l‘ V _gég'wj [iFQQMVROcB/{/\ROCBK)\ - QFZRaBﬁuRpaqbugmﬁgﬁagap

+ 4VUV¢ (FQRVU¢M) :|

donde se ha omitido las integrales de superficie y se han renombrado algunos indices mudos
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Variacién total §Sgp

Ahora, calculemos la variacién total §Sgp. Para esto, sumemos las variaciones 651, 655 y
553 y tengamos en cuenta que G = R? — 4R¢7R¢7 + RagnARaﬁﬁA. Asi,

1

8Sap = / d*z/—gdg™ iFgggW — 25 RR,, — 29,V Vo (F2R) + 2V, V (FaR)
+8F2g" R, )R,y — AVOV, (FaRy,) — AVPV, (FaRy,) + 4V V5 (FaR,)
+ 49, VOV (FyRyn) — 2P Ry Rooon g™ g7 g% + AV (FyRyrgy) }

Desarrollando las derivadas y teniendo en cuenta las identidades (B.1)) — (B.5]), obtenemos

1

55cn = / A'or/=g09" | FoGgus — 2PaRRyus — 20/ (V Vo o) R+ 2(V,V uF2) R
+ AR R Ry — 4 (VOVuFy) Ry — 4 (VO F2) Ry + 4 (VAVAR) Ry
+ 49, (VOVF2) Ry = 2Fo R Rpsing™ 9% % + 4 (V7Y B2) Ry

+ 4F2R7uquWT}

De aqui se ve claramente que el tensor T’ MGI,B es:

TGP = — FyGg, + AF3RR + 49,0 (VUVJFQ) R- 4<VVVMF2) R—8FROR,,
+8 (VOVuF2) Roy +8 (VOVL P ) Ry — 8 (VAVAR: ) R
— 8, (V¢V7F2) Ry, + 4Fs Ropep Ropoon g% g°° — 8 (VUW’FQ) Ruoop
— 8Py Ry i R

Esta expresién es vélida en un espacio-tiempo de dimensiones arbitrarias. En cuatro
dimensiones, los términos proporcionales a Fy (sin derivadas) se cancelan debido a que el
invariante G es una divergencia en cuatro dimensiones. Teniendo en cuenta esto y usando
el hecho de que R ¢, = — R 410, Obtenemos

TGP =— 4([v,,qu2]R — 9wV PR — 2[VOV )Ry, — 2([V?V, Fo] Ry,

+ 2[VAVAR Ry + 20, VOV Byl Ry, = 297V Byl Ry

Este tensor es totalmente equivalente al dado en (2.8]).
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Calculo del tensor Tlf,(/

Partamos de la accién correspondiente al acople cinético

Sk = / 0L/ =GF1 ($)Gor 60

Ahora, calculemos la variacién de esta accién respecto a la métrica
0Sk =6 / d'/=gF1G 20" ¢
Esto es lo mismo que
58K = / 0Py |3 (V=9) Guad“00* 6 + /=96 (Gra0"60%0) |
Usando el hecho de que G, = R\ — % gra R, obtenemos
o1 = [ atar 6 (v=3) Guad 000 + V=3 (3(R0%00%0) — 50(Ra 0" )|
Como 0% ¢ = g"pgaAﬁpqﬁ@gqﬁ, entonces
S = [ @t [Fi6 (V=9) Guad"00"0 + /=g Rung™ 0,00,009"

+V=gF1Rg" 8p005 059 + /=g F19" 97005 0 Ricx
1 1
— SVIFIg" 0,000 R — 5 \/=gF1RO,60,039" |
El siguiente paso consiste en expresar esta variacion en términos de variaciones de métrica.

Para esto, reemplacemos (C.2)), (C.3) y (C.4) en la ecuacién anterior y utilicemos regla
de Leibniz para derivadas covariantes:

1 1 1
05k = / d'oy/=90g" | = SF190Crrd" 606 = SFL0,00" 6 Ry = 59,V "V s (F10,60°)
1 1
+ 5 VoV (F10,60°0) = SFiRD,00,6 + Fi (Rind,00*6 + Riund,d0o)
1 1
= 5(VV0 (F10,00,0) + V7V, (Fi8,60,6) ) + 5V Vs (F1,60,0)

1
+ ig,uuvpva (Flap¢aa¢)

En esta ultima expresion se ha omitido las integrales de superficie y se han renombrado
algunos indices mudos.
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Teniendo en cuenta que G,y = R\ — % gxa R v renombrando indices mudos, obtenemos

1 1 1
6SK :/d4$\/—gég'wj |: - §F18p¢8p¢ (RNV - zgl“/R> - QQMVVUVU(F18p¢ap¢)
1 1
+ 5 VoV (Fi0,60°0) — S FiR0,00,0 + Fy (Rupay¢aﬂ¢ + Ry,,amapqs)
1 1
— 5 PAgu Ror 09076 — (vpvp (F18,68,0) + VPV, (F16M¢8pq5)>
1 1
+ 5VVo (FL0u00,0) + 500 VY7 (Fi0y00,0) |

De aqui se ve claramente que el tensor T/fi es:

1
TX —F10,00°¢ (RW - 2g,u,R> + 9wV, (Flaqua%) ~- V.V, (Fla,)w%)

+ F1R8u¢au¢ - 2Fl (Rupau¢ap¢ + Rup8u¢ap¢) + FlguuRpaap¢aa¢
+ VPV, <F181,¢8p¢> L VY, (F13u¢8p¢) VoV, (Flauqﬁ@,,qﬁ)

— 9 V'V (Fi0,6050)

Subiendo y bajando algunos indices mudos se ve claramente que este tensor es equivalente

al dado en ({2.9).

Calculo del tensor T/%M

La accién correspondiente al acoplamiento no minimo es:

Snm = /d4$\/jg <;F(¢)> R

La variacién de esta accion es:

5Snar = /d4m {5 (V=9) (;F(@) R+v=g (;F@)) 53]

Reemplazando las ecuaciones (C.2)) y (C.3)) en la variacién anterior se obtiene

OSNM =/d4$\/79

1
<2F(¢)) (R;w(sgw/ + nggv%gw’ - vuvufsgw/)

(1)

Aplicando dos veces la regla de Leibniz y omitiendo integrales de superficie, se obtiene
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S = [ d‘ng! (500 [TV F @60 — (9,9, F ()] 6™
+ (55@) (R~ 30 ) W] )

Teniendo en cuenta que G, = Ry — % 9w R, la variacién anterior se puede reescribir como

s = [ d%:Fg[ (5000 [TV F @ 69" — 5 (9,9, F(0) g™ ) + ;F<¢>GmgW]

De aqui se deduce que el correspondiente tensor TI%M , estd dado por

TaM = g4 [VoVIF ()] + [VuVu F ()] — F(¢)Gpu



APENDICE D

Accién a segundo orden de perturbaciones
cosmoldgicas

En este apéndice mostraremos brevemente el uso de la herramienta Xpand para verificar
los resultados del calculo de perturbaciones cosmolégicas efectuado en el formalismo de
galileones generalizados [91]. Las correcciones cuadraticas resultantes conducen a una ver-
sién general de la ecuacién Mukhanov-Sasaki, la cual es el punto de partida para el cdlculo
del espectro de potencias. Usaremos el gauge de campo uniforme y tomaremos la métrica
perturbada:

ds? = —N2dt? + ~;;(da’ + N'dt)(dz? + N7dt)

donde )
N=1+A, Nt = 8iB, Yij = ClQ(t)€2g (51']‘ + hij + zhikhkj) ,

siendo A, By & perturbaciones escalares y h;; es la perturbacién tensorial, la cual satisface
hii =0, hyj = hj; y O;hij = 0.

Perturbaciones escalares

Primero enfocaremos nuestra atencién al caso escalar (h;; = 0). La métrica anterior puede
ser implementada en Xpand de la siguiente forma:

<<xActxPand;

DefManifold[ M, 4, {a, B, v, 1, v, A, o} 1;

DefMetric[ -1, gl-«,-f], CD, PrintAs — "g"];

SetSlicing[ g, n, h, cd, {"I", "D"}, "FLFlat"];

DefMetricFields[ g, dg, h 1;

DefMatterFields[u, du, h ];

$ConformalTime = False;

MyMetricRules = {dg[LI[1],—p_,—v-1 :>- 2n[—pln[—v1¢h[LI[1]]

-ah[] (n[—v]lcd[—pl@Bsh[LI[1]]+n[—plcd[—r]@Bsh[LI[1]])
+2h[—p,—vI¢n([LI[1]], dglLI[2],—p_,—v ] :>- 2n[—pln[—v]l¢nl[LI[1]1]"2
+2ah[] "2 Module[{a}, n[—pln[—vlcd[—a]@Bsh[LI[1]]cd[a]@Bsh[LI[1]]]
-4ah[1¢h[LI[1]1] (n[—v1cd[—pl@Bsh([LI[1]]+n[—plcd[—r]1@Bsh[LI[1]])
+4h[—p, —v]¢h[LI[1]]2};
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killl[expr_] :=expr /.xActxPandy[xActxTensorLI[1], xActxTensorLI[_]]:>0;
kill2[expr_] :=expr /.xActxPandy[xActxTensorLI[2], xActxTensorLI[_]]:>0;

donde las perturbaciones escalares A, B y £ se implementan con ¢h, Bsh y 9h, respectiva-
mente, y el campo escalar ¢ es implementado con ¢. El conjunto de reglas MyMetricRules
permite construir las perturbaciones de la métrica y las funciones killl y kill2 anulan
las fluctuaciones del campo escalar (gauge de campo uniforme). La implementacién de la
densidad lagrangiana se realiza de la siguiente formas:

DefScalarFunction[V];

DefScalarFunction[F];

DefScalarFunction[F1];

DefScalarFunction[F2];

Lag = kill2[kill1l[ExpandPerturbation@Perturbed[Conformal[g, gah2]

[Sqrt [-Detgl]] ((1/2)F [¢[11RicciScalarCD[] - (1/2)CD[—p] [p[11CD 1] [p[]1]
- VI@p[l]l + Filpl[l]EinsteinCD[—pu,—v1CD[ul [p[11CD[v] [ (1] - F2[p[11(
RicciScalarCD[]"2 - 4 RicciCD[-a,-f] RicciCD[«,f5]

+ RiemannCD[-«,-3, -7,-A] RiemannCD[«a,3, 7,A] ))] , 2111;

ExtractOrder [ExtractComponents[SplitPerturbations[Lag, MyMetricRules, h]
, hl, 2]//Expand;

La expresion resultante de la perturbacién cuadratica de la accién puede reducirse elimi-
nando términos de frontera. De esta manera, se obtiene

88B 68B

552 = / dtd%a?’[ 3G €2 + “Loc0i6 + 2 A2
0;0; f}

+ 60AE

(D.1)

donde X, ©, Fr y G son definidas en la seccién 4. De (D.1)) se encuentra que las ecuaciones
de movimiento de A y B estdn dadas por

YA+ 306 — % 8 B a"‘zig

=0 (D.2)

— GT :
A= (D-3)

Estas ligaduras permiten eliminar A y B de la accién (D.1)). De esta manera, se obtiene

65% = / dtd*za®

2 .0i0;¢
22

Gr\?\ ., F
<3GT +¥ <9T> ) €24 a—gaigaig ) il

Omitiendo derivadas totales espaciales en el Ultimo término, la expresion anterior puede
reescribirse de la siguiente forma

Gr\?2 2, G28§8§
<3GT+2<@>>§ SR0iE0E + 2L ] (D.4)

6% = /dtd3ma3

Como

4 [aaigais} _d [a(gp] 0;€0:€ + 2a(§”aiéai§,
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entonces el ultimo termino de (D.4) puede reescribirse utilizando la expresién anterior
(omitiendo derivada total). De este modo, la accién se reduce a:

Gr\*\ ;»  Fr d [ G}
2 _ 3 3 T 20249961 - Z 02T ) 9.0
0S5 = /dtd x [a <<3GT —l—E( o ) )f + 2 81&9,&) o <a o 0;£0;€
Organizando términos, esta expresién puede reescribirse como
3Gr + % Gr i €2fi 1d G72T — Fr ) 8,60,¢
g e a2 \adt \""© T ) st

Considerando las expresiones Fg y Gg definidas en la seccién 4, la expresion de la accién
a segundo orden queda de la forma

6% = / dtd’za®

. . 2
65% = / dtd3za® [Gs§2 — fgaigaig] = / dtd®zaG [52 — Z;aigaig] (D.5)

donde c% = Fg/Gg. Para escribir esta expresiéon en forma candnica, consideremos las
siguientes variables

dys = %Sdt, Zs = V2a(FsGg)*, G = zs¢

Con esto, la accién anterior puede reescribirse como

1 s
65% = 3 / dysd®x [(a’)2 — 9,00t + 2“2]

donde la prima indica diferenciacién con respecto yg. La ecuacién de movimiento resultante
es

2//
iy + <k:2 — ﬁ) iy =0 (D.6)
zZs

donde el indice k representa el niimero de onda en el espacio de Fourier, y la prima indica

diferenciacién con respecto a yg. Para probar que esta ecuacién es equivalente a (4.10)),
consideremos el siguiente cambio de variables

Zs = \/cszs, U =\/csug, dys = cgdn.

Aplicando esta transformacién a se obtiene la ecuacién (4.10), lo que prueba la

equivalencia entre ambas ecuaciones

Perturbaciones tensoriales

Para implementar las perturbaciones tensoriales (h;;) en el algoritmo Xpand, la funcién
MyMetricRules debe modificarse de la siguiente manera:

MyMetricRules = {dg[LI[1],—p_,—v_] :>Eth[LI[1],—pu,—2],
dg[LI[2],—p_,—v] :>Module[{a}, Eth[LI[1],—p,a]Eth[LI[1],—v,—all};
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donde las fluctuaciones h;; se implementan con Eth. La expresion resultante de la pertur-
bacién cuadrética de la accién es:

682 = / dtd3z

a3hijhijF1¢'>2
8

[a” + 2a3hijhijF2H + 3a3hijh,-jF2H2 + a3hijhijF2H
) . hi:Ophii F
- 2ahijF26k8khij - 4ahUF2H8k8khU - aakjgkj
kg I; e — 2aF28jhik8khij
Fgakakhijaﬁlhij B Fgajaihklalakhij " 2F2618jhik818khij
a a a

+ aF2H28khij8khij + aFQHﬁkhijakhij —

+ 2a Fp0hijOkhij +

B F2818khij818khij

a

Omitiendo términos de superficie, la accién anterior se reduce a

55% = / dtd3$ [az]813 + 2a3hijhijF2H + 3a3hijhingH2 + a3hijh¢jF2H

_ % — 2ahijF28kakhij — 4ahijF2H6k8kh¢j — aak]skj
+ aFy H?OhijOhij + aFyHOphijOphij — Pty + 20520k Ouhi

8
(D.7)

Como

% (a?’hijhingH) = 3a3H2hijhijF2 + 2a3hijhi]~F2H + a3hijhijF2H + a3hijhingH

entonces el cuarto termino de (D.7) puede reescribirse utilizando la expresién anterior
(omitiendo derivada total). De esta manera se obtiene:

F . o2\, . . )
55% :/dtd3$ [a3 <8 - FQH - 18¢> hijhij - 2ahijF28k6khij - 4ahUF2H6k8khl]

hiiOph;: F . hijOghij F16°
_aak]gk]+aF2H2akhijakhij+aF2H8khijakhij_aak ]8;; ¢
+ 2aF28kflij8khij ()

El tercer y sexto término puede reescribirse al tener en cuenta las siguientes expresiones:
Ok (4ahijF2H8kh¢j) = 4aF2H8khij8khij + 4ahijF2H8k8khij (D.9)

d . .
% (aFch‘)khijakhij) :aF2H28khij8khij -+ aFQHakhijé)khij + CLFQHakhijakhij

+ 2aFy HOyhijOkhij (D.10)
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Omitiendo términos de superficie y derivadas totales, la expresién toma la forma
5 s | s (F Fig?\. . . 5.0 i
0S8t = [ dtd’z |a i FyH — 5 hl'jhij — Q(IhijFQ L k’hij + 2aFyH khij khij

. a@khijﬁkhijF
8

adyhijOhij F1 ¢
8

— anHakhijakhij — + 2aF28khij6khij
(D.11)

El segundo término puede reescribirse si se tiene en cuenta las siguientes expresiones

8k <2ah,]F28kh”) = 2aak'fli]’F28khij + 2ahZ]F28k8kh”

d . . . .
% (a@khingakhij) :aHﬁkhingakhij + a@khingakhij + a@khingﬁkhij
+ aﬁkhiszakhij

Con esto, la accién (D.11]) queda de la forma

(SS% :/dtd?’{l} [a?’ <8 — F2H — 718¢ )hwhz] — 2a8khijF28khij — —aakh ]gkh J
. i o (2
— aFyHoyhijophij — adih Jé’éh 10 (D.12)

El cuarto término puede reescribirse al tener en cuenta la siguiente expresién

d . . .. ..
% (anakhijakhij> = aFgHakhijakhij + aFgakhijﬁkhij + 2@F28khijakhij

Usando esto y simplificando, se tiene que

1 ) N 1 3} .
053 = ¢ / dtd*za®| (F = SE,H — Fi¢? ) hjhi; > (F—8F+FRd?) akhijakhij]

Reemplazando las expresiones (4.15)) y (4.16]) en la accién anterior, obtenemos
1 . Fr
(53% = g /dtd3$a3 |:GThijhij - Cﬁﬁkhijﬁkhij]
1 3.3 P cf
= g dtd’xa’Gr hijhi]‘ — ﬁakh”akh” (D.13)

donde c% = Fr/Grp. Siguiendo un procedimiento similar al de perturbaciones escalares, se
obtiene que la forma candnica de la accién anterior es

1 R ~ _ 2// B
552 = 3 / dyrd’z [(%’)2 — OktijOtiij + 2;“%}
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donde dyr = cgdt/a, Zr = a(FTGT)1/4/2, U;; = Zrhij, y la prima indica diferenciacién
con respecto yr. La ecuacién de movimiento resultante es

/4
s + <k2 - Z) @ =0 (D.14)

De modo similar al explicado en perturbaciones escalares, la equivalencia entre las ecua-
ciones (D.14]) y (4.25) se puede probar ficilmente al considerar el siguiente cambio de
variables

Zr = \/crzr, Uij =+/cruij,  dyr = crdn
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