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RESUMEN

En el presente trabajo de grado se realiza un andlisis historico de los procesos de rigor que surgen
en la construccion histérica del Teorema Fundamental del Algebra, tomando como referencia las
intuiciones, visualizaciones y demostraciones formales que se van dando en el devenir histérico.
En la educacién secundaria y en algunos cursos universitarios, algunos contenidos del algebra
como la resolucion de ecuaciones, se ensefian como una serie de técnicas y procesos algoritmicos
que dejan de lado la parte conceptual; en este trabajo se busca observar como han evolucionado
los procesos de demostracion en el algebra, que van desde las intuiciones, pasan por las
visualizaciones y se consolidan con los procesos formales que permiten demostrar dicho teorema;
este trabajo, se realiza con el deseo de hacer un aporte desde la historia para superar un poco el
tecnicismo con que algunos contenidos del algebra, como en el caso de la resolucidn de ecuaciones,

se han venido trabajando.

Palabras Clave: Resolucion de ecuaciones, Teorema Fundamental del Algebra, Demostracion,

Numeros complejos, Intuicion, Visualizacion, Formalizacion, Educacion Matematica.



0. INTRODUCCION

El presente trabajo se inscribe en la linea de formacion en Historia y Epistemologia de las

Matematicas del programa de Licenciatura en Matematicas y Fisica de la Universidad del Valle.

El trabajo de grado estd enfocado a los estudiantes universitarios que se encuentran cursando
carreras como Licenciatura en matematicas y fisica, y Licenciatura basica con énfasis en educacion
matematica. En nuestro contexto colombiano, se observa que en el curriculo de algunas
universidades el proceso de ensefianza de la demostracion corresponde al grupo de matematicas
avanzadas o cursos de formacién profesional de los planes de Matemaéticas y de Licenciatura en
Matematicas; los cuales se profundizan con mayor rigor en los Gltimos semestres de las carreras
en cursos como algebra moderna, topologia, analisis matematico, etc. Asi mismo, se ha visto que
una de las grandes dificultades, las cuales son causa de desercion y repeticion de estas materias, es
el hecho de no saber demostrar, pues no conocen la forma de hacerlo ni la importancia que tiene

la demostracion en matematicas.

Una de las causas de esta problemaética es que tanto en el colegio como en los primeros cursos
de universidad algunos conceptos de las matematicas son ensefiados como una serie de técnicas
procedimentales, que en el caso del algebra sirven para resolver ecuaciones. En (Pedemonte, 2008,
p. 386) se afirma:

(...) generalmente el algebra no se considera como una manera de ver y expresar las relaciones, sino
como un cuerpo de normas y procedimientos para la manipulacién de simbolos. Los estudiantes son
normalmente capaces de desarrollar los calculos, pero no son conscientes de los axiomas y teoremas

que se utilizan en su realizacion.



Inicialmente, en el colegio los profesores de matematicas se enfrentan a que sus alumnos no
comprenden la necesidad de realizar demostraciones, pues los estudiantes en algunas ocasiones
solo utilizan una simple verificacion y quedan satisfechos con ello; en otras ocasiones creen que
el teorema es verdadero, ya que les resulta evidente, por una visualizacion geométrica que se haga
de él o por una argumentacion utilizando las TICS. Pero, si se les invita a demostrar un teorema o
una propiedad, el simple hecho de empezar a demostrarlo se les dificulta, quizas porque

inicialmente no entienden el por qué sea necesaria la demostracion.

Ademas, el hecho de que los alumnos se puedan mover dentro de un marco axiomatico riguroso
y formal implica una madurez que comienza a alcanzarse en los Gltimos afios de escolaridad de la
educacion media en grados diez y once, cuyo pleno manejo requiere de un desarrollo més profundo
del pensamiento matematico. Sin embargo, desde edades tempranas, es necesario que los nifios
aprendan a intuir, plantear hipotesis, hacer conjeturas, generalizar y cuando sea posible, ensayar

pequefias argumentaciones; aungue sin exigencia de formalizacion.

Luego, dado que en el ambito del algebra que se dicta en la Universidad hay una serie de
resultados que exigen demostracion, en el presente trabajo se estudia la importancia de la
demostracién desde un punto de vista historico, observando cémo se ha pasado de técnicas
procedimentales a procesos rigurosos. Para ello, el estudio se centrara en el Teorema Fundamental
del Algebra (TFA), el cual establece que toda ecuacion polinémica f(x) = 0, con coeficientes
complejos, de gradon > 1, tiene al menos una o exactamente n raices complejas, las cuales pueden
repetirse. Dicho teorema es sustancial en esta investigacion porque muestra, desde el punto de
vista histdrico, como han sido los procesos de rigor en varias ramas de las matematicas como el
algebra, la geometria, el analisis, variable compleja, etc.; ademas, dentro de tales ramas de las

matematicas, se encuentran conceptos como la solucién de ecuaciones y los nimeros complejos.



10

Por tanto, se considera pertinente indagar sobre los cambios que se han dado en los procesos de
rigor en el desarrollo historico del TFA, teniendo en cuenta que su demostracién marca un punto
de inflexion muy importante en la emergencia del algebra como rama de las matematicas, pues
con dicho teorema se inauguran las demostraciones de tipo algebraico. Esto lleva a preguntarnos
sobre cudles son los procesos intuitivos, las visualizaciones y las demostraciones formales que

realizan diferentes matematicos para demostrar el TFA.

En este trabajo entendemos a la intuicion como un razonamiento inductivo, con el cual se
trabaja ciertas propiedades de un objeto matematico, para esto se construyen y formulan algunos
ejemplos particulares, los cuales brindan un cierto grado de verdad, de esta manera, el sujeto
interpreta la propiedad del objeto como cierta, autoevidente y auto consistente, es decir que si se
trata de buscar un contraejemplo no es facil encontrarlo, después, el sujeto realiza generalizaciones
gue se cumplen para un gran conjunto de ejemplos, incluso este puede llegar a lanzar conjeturas

sin necesidad de realizar una demostracion.

Asi mismo, para nosotros la visualizacién tienen que ver con los esquemas logicos de
demostracidn que realiza un matematico, en esta etapa, los procesos demostrativos no alcanzan el
objetivo final el cual es demostrar con todo el rigor matematico un enunciado, esto debido al
surgimiento de algunos vacios conceptuales; la visualizacion corresponde a los intentos de
demostracidn realizados por un sujeto, los cuales se encuentran en una fase pre-formal. Es gracias
a la visualizacién gue se brinda herramientas para poder demostrar un enunciado de forma clara 'y

concisa.

En la etapa formal, se encuentran las demostraciones rigurosas que cumplen con las condiciones

necesarias para ser aceptadas por la comunidad matematica; en esta Gltima etapa se utiliza un
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lenguaje logico, axiomatico, incluso algunos teoremas que son de ayuda, para demostrar un

enunciado.

Asi, se espera dejar un material de consulta para didactas, profesores, estudiantes y todo aquel
que desee dar cuenta de los momentos historicos que se presentaron en la historia del TFA. Las

problematicas descritas anteriormente, se desarrollan en los siguientes capitulos:

En el capitulo 1, se realiza un analisis histérico-epistemologico de las intuiciones, aportes y
contraejemplos que dieron diferentes matematicos acerca del TFA. Ademas, se observan los
diferentes ejemplos que dieron tanto Rene Descartes (1596-1650) como Albert Girard (1595-
1632), los cuales sirvieron para dar veracidad a sus reglas y con esto conjeturar el TFA, sin aportar
demostracién alguna; luego, con Isaac Newton (1642-1727) se obtiene un aporte importante para
demostraciones futuras con la formalizacion del concepto de polinomios simétricos; finalmente
Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716), para solucionar un problema del calculo, hace uso del

TFA, sin aludir a su demostracién.

En el capitulo 2, se analizan los diferentes intentos de demostracion que fueron presentados por
distintos matematicos como Jean Le Rond D'Alembert (1717-1783), Leonhard Euler (1707-1783)
y Pierre Simon Laplace (1749-1827); el primero en publicar su intento de demostracion es

D'Alembert, quien haciendo uso de la variable compleja y el método analitico, intenta probar que

las raices de una ecuacion polinémica son de la forma p + gv/—1. El segundo en presentar su
intento de demostracidn es Euler, quien gracias al método algebraico, demuestra que una ecuacion
de grado par se puede descomponer en factores cuadraticos de menor grado. Finalmente, fue
Laplace, quien haciendo uso de un método algebraico, intenta demostrar que una ecuacién

polindbmica se puede descomponer en factores cuadraticos de menor grado. De esta manera, se
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presentan los intentos de demostracion que fueron de gran ayuda para la comunidad matematica
en general, en especial para Karl Friedrich Gauss (1777-1855), quien retomo sus intentos y dio
una demostracion formal del TFA. En los intentos presentados por los matematicos anteriores,
también se hizo uso de la geometria y de conceptos que aun no habian sido formalizados, un
ejemplo de esto es el hecho de haber aceptado, sin demostrar la existencia de las raices de una

ecuacion polinémica.

En el capitulo 3 se trabaja las demostraciones formales de Gauss, las cuales desarroll6 desde
diversas perspectivas: algebraica, geométrica y analitica. En su primera demostracion, Gauss
soluciona el problema, que estaba sin concluir, respecto a la existencia de la raiz de un polinomio.
Igualmente, en este capitulo se muestra la manera en la que Gauss incorpora geometricamente las
cantidades imaginarias, que aunque ya eran conocidas por la comunidad, su naturaleza matematica

no era aceptada completamente.

El capitulo 4 es un capitulo de conclusiones, el cual trata de sintetizar la propuesta que se ha
desarrollado en este trabajo de investigacion; en particular los procesos de intuicidn, visualizacién
y demostracion formal que pueden ser un buen elemento para trabajar desde un punto de vista
matematico, que aporte a la formacion de estudiantes que se encuentran en el nivel medio, y
superior como es el caso de los futuros licenciados en matematicas; ademas, se plantea una

aplicacién de como deberian llevarse a cabo estos procesos de demostracion.
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1. INTUICIONES DE UN TEOREMA EN
CONSTRUCCION

El algebra es generosa: a menudo da mas de lo que se pide.

D’Alembert

Haciendo un recorrido historico se logra percibir que a partir de la resolucién de ecuaciones es
que se empiezan a ver los primeros indicios del TFA. En el siglo XVI el matematico italiano
Girolamo Cardano (1501-1576), publica en el Ars magna la resolucion de las ecuaciones cubicas
y cuarticas. Después de esto, surge el interés de trabajar la teoria de ecuaciones, creando diferentes
métodos y reglas para encontrar las soluciones. Lo anterior permitié nuevos avances en la
matematica, y en especial en el algebra, dando paso al TFA, el cual establece que toda ecuacion
polinémica f(x) = 0, con coeficientes complejos, de grado n > 1, tiene al menos una o
exactamente n raices complejas las cuales se pueden repetir. Este enunciado fue inicialmente
planteado como una conjetura por Girard y Descartes, pues al resolver ecuaciones observaron la
relacion entre los coeficientes de una ecuacion y su grado. Descartes trabajo con raices cuadradas
de cantidades negativas, las cuales denomina cantidades imaginarias. Teniendo en cuenta estas
soluciones Descartes plantea que una ecuacidon de dimensién n, tiene n soluciones. Otros
matematicos como Newton y Leibniz también trabajaron con el TFA, pero este Gltimo, duda de su

veracidad.

1.1. LaConjeturade Girard

El matematico francés Albert Girard (1595-1632), nacié en Saint-Mihiel, quien fue miembro

de la iglesia reformada y tuvo que establecerse en los Paises Bajos, donde realizé sus estudios,
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graduandose a los veintidos afios como matematico en la Universidad de Leiden-Holanda. Girard
sirvid al ejército del principe de Orange, aportando desde la matematica a la ingenieria militar.
Girard se concentro fundamentalmente en el estudio del algebra, la trigonometria y la aritmética,
en dichas areas publicd algunas obras, entre las que nos resulta de particular interés Invention
nouvelle en I’algebre de 1629, la cual marca el inicio de las discusiones en torno al TFA. Girard
trabajo en la teoria de ecuaciones y logro dar un gran paso al admitir soluciones positivas, negativas
e imposibles. Para realizar la formulacion del teorema, inicialmente da algunas definiciones

importantes, las cuales son explicadas por medio de ejemplos.

En cuanto a las ecuaciones, estas constan de dos o mas términos, por ejemplo x2 es un término
con denominacion (grado o exponente) 2, 6x es otro termino con denominacion 1, y 40 es otro
termino con denominacion 0, si las juntamos en una ecuacién por medio de operaciones, formamos
la siguiente ecuacion:

x? = 6x + 40;
la cual puede ser clasificadas en simples y mixtas. Las ecuaciones simples son aquellas que tienen
solo dos términos, por ejemplo:
x? =49,
Las ecuaciones compuestas 0 mixtas, son aquellas que constan de varios términos, como la
ecuacion:
x% = 6x + 40.

Cuando se comparan los términos de una ecuacion, el izquierdo, es Ilamado tema o antecedente;

y el derecho, predicado o consecuente; por ejemplo, en:
3x% — 4x = 70,

3x2 — 4x es el antecedente y 70 es el consecuente.
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En Invention nouvelle en [’algebre, Girard define ecuaciones completas, incompletas,
primitivas y derivadas. Las ecuaciones completas, son las que tienen todos sus téerminos sin dejar
ninguno por fuera, por ejemplo, la ecuacion:

x® = 11x°> + 13x* — 7x3 4+ 6x2 + 9x — 31,

es completa, ya que tiene el exponente 6,5,4,3,2,1,0. Las incompletas, se pueden caracterizar
como casi completas para uno, dos, tres, etc., dependiendo del nimero de términos que le hagan
falta. Si la denominacién (grado) de los términos de una ecuacion son nimeros primos, se habla
de ecuaciones primitivas, como:

x° = 6x3 — 13x2,
donde 5,3 y 2 son primos entre si. Pero cuando la denominacién de los términos tiene comin
divisor, como:

x® = 7x* — 9x?,
que tiene como exponentes a los nimeros 6,4 y 2 que en conjunto tienen como comun divisor a

al nUmero 2 se habla de una ecuacién derivada.

Ademas, para clasificar los términos de una ecuacién, el término mas alto es llamado méaximo
o0 alto extremo; el de grado mayor, es llamado primer mixto; el siguiente, segundo mixto; Y asi
sucesivamente hasta llegar a x° llamado cierre o extremidad inferior. Por ejemplo, en:

x? =3x8 — 10x° + 4x + 12,
x? es el maximo, 3x2 es el primer mixto, 10x® es el tercer mixto, 4x es el octavo mixto y 12 es
el cierre. Ahora, si se quiere obtener el orden alternativo de la ecuacion:
x7 = 4x% + 14x5 — 56x* — 49x3 4+ 196x2 + 36x — 144,

se debe organizar de la siguiente forma:

x7 — 14x> + 49x3 — 36x = 4x° — 56x* + 196x2 — 144,
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es decir, de un lado se pondra los términos con denominacion impar y del otro los términos con

denominacién par.

Girard también da ciertas propiedades de los nimeros (soluciones de la ecuacion), en este caso,
si tengo algunas soluciones enteras, la suma total se Ilamara primera fraccion; la suma de todos
sus productos de dos en dos se llama segunda fraccion; la suma de todos sus productos de tres en
tres se llama tercera fraccion; y asi sucesivamente hasta el final; pero el producto de todos los
numeros es la Gltima fraccion, denominada cierre. De esta manera, si se tiene los nimeros: 2,4, 5;
entonces la primera fraccion es 2+ 4 + 5 = 11, la segunda fraccion es 8 + 10 + 20 = 38, la

tercera faccion o cierrees 2 - 4 - 5 = 40.

Ahora, se expone el enunciado del TFA propuesto por Girar como Teorema I, del cual no se

dio ninguna demostracion en su trabajo:

Teorema Il. Todas las ecuaciones algebraicas tienen tantas soluciones como la denominacién del
término més alto nos muestra, y la primera fraccion de las soluciones es igual al nimero del primer
mixto, la segunda fraccion es igual al nimero del segundo mixto; la tercera fraccion es igual al
numero del tercer mixto, y asi sucesivamente, de modo que la Gltima fraccion es igual a la del cierre,

y esto de acuerdo con los signos que se pueden observar en el orden alterno.1

Adicional a éste, Girard muestra con ejemplos particulares que su teorema es valido; por
ejemplo toma la ecuacién completa:
x* = 4x3 + 7x? — 34x + 24,
que en su orden alternativo se puede ver como:

x* — 7x?% — 24 = 4x3 — 34x,

1 Traduccion libre de (Struik, 2014, pag. 85)
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la cual tiene como denominacion 4; es decir que tiene cuatro soluciones, a saber: 1, 2, —3, 4, donde
4 es el primer mixto, ademas corresponde a la primera fraccion de las soluciones; —7 que es el
segundo mixto, corresponde a la segunda fraccién de las soluciones, etc. A continuacion, los
ndmeros con sus signos de acuerdo con el orden de las cantidades seran 4, —7, —34, —24, que son
las cuatro fracciones de las cuatro soluciones.

En cuanto a las ecuaciones incompletas, como:

x3=7x—6,
sigue teniendo tres soluciones, que serian 1,2,—3, y las ecuaciones incompletas, se pueden
completar de la siguiente manera:
x3 =0x%+7x—6,

con el fin de encontrar todas las soluciones, tal como se ha hecho antes.

Continando con lo anterior presentamos el siguiente ejemplo que se puede ver en (Struik, 2014),
donde:

x3 =167x — 26,
es igual a:
x3 = 0x? + 167x — 26,

y arreglando de forma alternativa, se obtiene:

x3 —167x = 0x? — 26,
donde el niamero con sus signos, de acuerdo al orden de las cantidades serd 0, —167, —26. Sin
embargo tenemos que encontrar tres nimeros que tengan este tipo de fracciones; donde su suma
sea 0, la suma de sus productos dobles sea —167, y el producto de los tres sea —26. Ahora bien,
si hemos encontrado a uno de los tres numeros, es decir —13, y ya que el producto de los tres es

—26, el producto de los otros dos serd 2, y dado que la suma de los tres nimeros es 0, y uno de
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ellos es —13, entonces, la suma de los otros dos seran 13. La cuestion se reduce ahora a encontrar
dos nimero cuya suma sea 13 y el producto 2 y trabajando con estas dos ecuaciones, llegamos a:

x?>=13x — 2,

restaurada; es decir, las cantidades que son solucion serian:

13-24 J161-2 y 13- /161-1,
2 4 2 4

que junto con —13 son las tres soluciones requeridas.

De esta manera, Girard realiza un trabajo serio con la teoria de ecuaciones, pues las caracteriza
dependiendo de sus términos, grado, el valor de sus coeficientes y estudia algunas propiedades
relacionadas a las soluciones de una ecuacion, ademas conjetura el TFA algo que también hace

Descartes, tal como veremos a continuacion.

1.2.  Descartesy su regla de los signos.

Segln de (Boyer, 1986) y (Struik, 2014), René Descartes (1596-1650), filésofo y cientifico
francés, naci6 en La Haye, en el seno de una familia bien situada econémicamente. Su padre, un
abogado moderadamente rico, lo envid, a los ocho afios de edad al colegio de los jesuitas de La
Fléche, debido a su delicada salud le estaba permitido pasar las mafianas en la cama, tiempo que
aprovechaba para estudiar, costumbre que conservé toda su vida. A los dieciséis afios dejo La
Fléche y a los veinte se licencid en la Universidad de Poitiers con el titulo de abogado. Se fue a
Paris donde pasé un afio estudiando matematicas. Los nueve afios siguientes viajo por diversos
paises y participd en algunas campafias militares, primero en Holanda en 1617 y mas tarde con el

ejército francés en La Rochelle-Francia.

Por esa misma época Descartes abandono Francia, en busca de un ambiente intelectual méas

libre y seguro; se instalo en Holanda, donde vivio los siguientes veinte afios de su vida y escribio
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sus obras. En 1649, Descartes acept6 una invitacion de la reina Cristina de Suecia para trasladarse
a ese pais y ensefiarle filosofia; alli fund6 una academia de ciencias, en Estocolmo para ser mas
exactos, y debido al invierno escandinavo, murié de neumonia a principios de 1650. En 1637
publico El Discurso del método, ésta es una obra clasica en filosofia, la cual contiene tres
apéndices: La Dioptrica, los Meteoros y la Geometria. La Geometria consta de tres libros, en ellos
Descartes presenta lo que hoy conocemos como geometria analitica, que es un ir y venir entre el
algebra y la geometria. Ademas, se formaliza la teoria de ecuaciones y se establecen muchos de

los simbolos de la terminologia del algebra actual.

Este trabajo influyd profundamente en el desarrollo del &lgebra y la geometria, pues con el
método de Descartes las curvas podian ser estudiadas a traves de ecuaciones y las ecuaciones a
través de curvas. Es decir, las lineas estaban denotadas por medio de simbolos algebraicos; vy, se
encontraban sujetas a operaciones geométricas que involucran construcciones con regla y compas.
Descartes definid los conceptos de ecuacién y raiz, que fueron aceptados rapidamente por muchos

matematicos contemporaneos. Con respecto a ello menciona que:

Una ecuacion esta integrada por varios términos, alguno de ellos conocidos y alguno de ellos
desconocidos, siendo unos iguales a otros 0, mas bien, considerados todos conjuntamente, son iguales
a cero; digo tal, pues lo mas conveniente seria considerarlos de este modo. (Descartes, 1996, pag.
461)

Siguiendo con el tratamiento de las ecuaciones, Descartes menciona que “Cada ecuacion, pues,
puede tener tantas raices (valores de la cantidad desconocida), como dimensiones tiene la cantidad
desconocida” (Descartes, 1996, pag. 461); lo cual parece una aproximacion al TFA. Para
ejemplificar lo anterior, Descartes considera las siguientes raices: x = 2, que se puede ver como
x—2=0,x =3 (x—3 = 0); multiplicando estas dos ecuaciones se obtiene:

[1.1] x2—-5x+6=0,
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esta es una ecuacion en la que x posee el valor 2 y 3. Ahora, siax — 4 = 0 lamultiplicamos [1.1],
se tiene a:

[1.2] x3 — 9x2 + 26x — 24 = 0;

en esta ecuacion, x tiene tres dimensiones, 6sea que cuenta con tres valores, que son 2,3y 4.

Pero para Descartes las raices de una ecuacion no siempre seran verdaderas, pues se da el caso
en el que algunas de ellas sean falsas (negativas); pues, si se supone que x representa la carencia
de una cantidad que fuese 5, se tiene que x = =5 (x + 5 = 0) multiplicada por [1.2], da como
resultado:

[1.3] x* — 4x3 — 19x% + 106x — 120 = 0,
en este caso se tiene una ecuacion de cuatro dimensiones, donde se sabe que tres de ellas son
verdaderas 2,3 y 4, y una es falsa, —5. De esta manera, se puede factorizar una ecuacién

polindbmica que posee como raices, cantidades verdaderas y falsas.

Las ecuaciones polinémicas también se pueden dividir por un binomio; que formado por la
cantidad desconocida, menos el valor de una de las raices verdaderas, 0 mas el valor de una de las
raices falsas forman un factor, el cual seré el divisor del polinomio original, de este modo pueden
ser reducidas las dimensiones (grado) de una ecuacién, por ejemplo, [1.3] sera divisible por el
factor (x + 5), dado que x = —5 es raiz de ésta ecuacién y como resultado se obtiene a [1.2].

Ademaés, Descartes menciona la ecuacion [1.3] por ser el resultado de la multiplicacion de los
siguientes factores: x — 2,x — 3,x — 4,x + 5, es divisible entre ellos, es decir que [1.3] no puede
ser dividida por un binomio, compuesto por la cantidad desconocida mas (+) o menos (—) alguna
otra cantidad, es decir que no es divisible por (x — 17); esto muestra que 17 no es valor de alguna

de sus raices, lo cual nos deja ver que solamente tiene cuatro raices 2, 3,4, —5.
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En (Descartes, 1996), se observa una regla, denominada «<regla de los signos»»; con ella puede
determinar el nimero de raices verdaderas y falsas que pueda tener alguna ecuacion; asi que,
pueden darse tantas raices verdaderas como cambios de signo de méas (+) a menos (—) y de menos
(=) amaés (+) se encuentre en los coeficientes de la ecuacion; igualmente, pueden encontrarse
raices falsas, esto depende de si hay dos signos +, 0 dos signos - consecutivos. Para esta regla, se
debe tener en cuenta que tanto los coeficientes como las raices de la ecuacién deben ser reales; lo
cual se sabia, pues Descartes parte de considerar inicialmente las raices de una ecuacion y después,
haciendo el producto entre factores, obtiene la ecuacion original. Para esta regla, se debe ubicar
los coeficientes con su incdgnita, ordenados de forma decreciente de izquierda a derecha en pares
consecutivos, es decir que se compara el primero con el segundo, el segundo con el tercero y asi

sucesivamente hasta el Ilegar al término constante. Observemos que en la Gltima ecuacion:

€Y) 3 (5)
—~ —_——t— e
+x* —4x3 —19x2 +106x —120 = 0
(2) (€))

de (1) a (2), de (3) a(4) yde (4) a (5), hay cambios de signo, es decir que tenemos tres raices
verdaderas y Unicamente de (2) a (3) no hay cambio de signo, es decir que hay Unicamente una

raiz falsa.

Las soluciones para las ecuaciones que plantea Descartes son cantidades positivas, negativas e
imaginarias, siendo las imaginarias de gran importancia, pues en el libro 111 de la Geometria,
menciona lo siguiente:

Notese, finalmente, que tanto las raices verdaderas como las falsas no siempre son reales; es decir,
podemos imaginar cuénto he dicho en cada ecuacion, pero algunas veces no hay cantidad alguna que

corresponda a las raices imaginarias. Asi, aunque pudiésemos imaginar tres raices en esta ecuacion:

x3—6x2+13x—-10=0,
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no hay sino una real, 2; en relacién con las otras dos, aunque se las incremente, disminuya o
multiplique de acuerdo con las reglas cuya exposicion he realizado, siempre seran imaginarias.
(Descartes, 1996, pag. 469)

Se puede ver que las raices cuadradas de niUmeros negativos, son para Descartes producto de la
imaginacion, pues él, representa las soluciones por métodos geométricos, entonces no le es facil
representar soluciones imaginarias, aunque las acepta en su trabajo; su reconocimiento de éstas va
mas alla de lo aceptado por sus colegas matematicos y de cierta manera, legitima su uso. Por otro
lado, siempre hay que tener en cuenta que el proposito de las soluciones imposibles es dar
veracidad a la regla general. Ademas, no existen otras raices gque satisfacen la ecuacion, y estas
son importantes por su uso; el cual es facil de ver, debido a que sirven para la invencién de

soluciones de ecuaciones similares.

1.3.  Newtony las raices de una ecuacion polinémica.

El inglés Isaac Newton (1642-1727), es considerado uno de los més grandes cientificos en la
historia de la humanidad; nacié prematuramente en Woolsthorpe, en el condado de Lincolnshire,
en el afio en el que moria el italiano Galileo Galilei (1564-1642). El padre de Isaac habia fallecido
antes de su nacimiento y su madre volvi6 a casarse cuando el chico tenia apenas tres afios de edad,
dejandolo al cuidado de su abuela. El pequefio Newton, asistia a la escuela del lugar donde vivia
y fue asi como su tio materno, descubri6 en él una inteligencia inusual. Su tio, convencié a la
madre para que lo dejase estudiar en Cambridge; ahi, llego a formar parte del Trinity College.
Antes de que iniciara sus primeros cursos, estudio distintas obras como: los Elementos de Euclides,
la Geometria de Descartes, la Optica del aleman Johannes Kepler (1571-1630), las obras del
francés Franciscus Vieta (1540-1603), etc. Ademas de esto, Newton contd con grandes maestros

como el britanico Isaac Barrow (1630-1677), quienes le apoyaron en su busqueda de conocimiento.
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Entre 1665 y 1666, el Trinity College tuvo que cerrar debido a una peste; entonces, Newton
regreso a su casa y fue ahi, donde realizo cuatro de sus méas importantes descubrimientos, entre los
cuales estan: el teorema binomial, el calculo, la ley de la gravitacion y la naturaleza de los colores.
Con respecto a las contribuciones que hizo en matematicas, en especial en el algebra; obtuvo un
resultado muy importante, este tiene que ver con polinomios simétricos, como por ejemplo:

P(a,b,c) = a? + b? + ¢?,
si intercambiamos las variables a, b 0 c, entonces el polinomio P no cambia. Por ejemplo, si
permutamos a por c se tendria:
P(c,b,a) = c?>+b?>+a? =a*+b?+c? = P(a,b,c),
donde el polinomio P, no cambia al realizar la permutacion anterior, decimos entonces que P es

un polinomio simétrico. En este caso se tienen tres variables, pero se puede extender a mas.

Los polinomios simétricos son de mucha importancia, puesto que en el caso de dos variables:

o.(a,b) =a+b,
o,(a,b) = ab,

estos polinomios estan ligados a una ecuacion de segundo grado. Pues si suponemos que a y b son
las raices de la ecuacion:
x2+px+q=0,
donde p y g son nimeros complejos, se sigue que:
x2+px+qg=(x—a)(x—b)=x?>—(a+b)x+ab =0,
por lo tanto, se tiene una relacion entre los coeficientes de la ecuacion y los polinomios simétricos
elementales en sus raices:

-p=a+b=oy,
q = ab = o,.

Igualmente, para una cubica de la forma:
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x3+px?+rx+s=0,
donde los coeficientes p, g y s son complejos, si Suponemos que sus raices son a, b y c, entonces:

XB+pxP+gx+r=(x—a)(x—b)(x—c)
=x3—(a+b+c)x?+ (ab + ac + bc)x — abc

=0,
por lo que:
—-p=a+b+c=r1(ab,c)

q =ab+ ac+ bc =1,(a,b,c)
—r = abc = 13(a, b, c),

son las relaciones de los coeficientes de la cubica con los polinomios simétricos elementales 4, 7,
y T3, en términos de las raices a, b y c. Notemos gque no es necesario conocer las soluciones, sino
que basta con suponer su existencia. Asi pues, es claro que lo anterior se puede generalizar para
una ecuacion de grado n y se tendra una relacién entre los coeficientes de la ecuacion y los n

polinomios simétricos elementales de sus raices.

En 1707 Newton publica Arithmetica Universalis, donde trabaja la teoria de ecuaciones, su obra
fue la recopilacién de las notas de clase, que eran dictadas en Cambridge. En esta obra, trabaja con
el TFA, aunque aun no habia sido demostrado, porgue le era de gran utilidad al resolver problemas
por medio de ecuaciones. Newton realiz6 investigaciones sobre las soluciones de ecuaciones,
incluyendo la busqueda de divisores de polinomios. Ademas, plasmo la regla de los signos de
Descartes, que ya se habia mencionado anteriormente, y utilizé el hecho de que las raices
imaginarias de una ecuacion polinémica real vienen en pares conjugados, lo cual ain no se habia

demostrado.

Con respecto a la relacion que existe entre las raices de una ecuacion y sus coeficientes,
encontramos su generalizacion publicado en Arithmetica Universalis, de la siguiente forma: Sea

la ecuacidn general:
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x"+ax"  +ax" i+ -+ a,_x+a, =0,
donde —a,, es la suma de las raices, a, “el agregado del rectangulo de cada dos raices,” y asi
sucesivamente hasta el final.

Para continuar hablando de este resultado, es necesario definir algunos términos importantes.
Newton denota «afirmativo»>» en lugar de positivo, ««dimensiony» para decir grado, <«cantidad»» de
un término en lugar de coeficiente, «rectangulo»» para el producto de dos términos y <«contenido»»
para el producto de mas de dos términos. Con esto, Newton, citado por Struik (2014), menciona
que:

De la generacidn de las ecuaciones, se conocera sus términos, empezando por la cantidad del segundo
término, si este signo esta cambiado, es igual al agregado de todas las raices con sus propios signos;
el tercer término, es igual al agregado de los rectangulos de cada dos de las raices; el cuarto término,
si su signo esta cambiado, es igual al agregado de los contenidos de cada tres de las raices; el quinto

término es igual al agregado de los contenidos de cada cuatro raices, y asi, hasta el final.2

Para ver con mayor claridad lo anteriormente expuesto, se asumen las siguientes raices: x =
a,x = b,x = —c,x = d, después se las multiplica y se genera otra ecuacion, la cual podemos ver
a continuacion:
x*—(a+b—c+d)x®+ (ab—ac—bc+ad + bd — cd)x? — (—abc + abd — acd — bcd)x + (—abcd) = 0,
entonces, se puede ver que sus signos estdn cambiados, aqui la cantidad conocida del segundo
término es a + b — ¢ + d, que representa la suma de todas las raices. La cantidad del tercer
término es ab — ac — bc + ad + bd — cd, que representa los rectangulos de cada dos raices. La
cantidad del cuarto término es —abc + abd — acd — bcd, que representa la suma de los
contenidos sobre cada ternario; y la cantidad del quinto término es —abcd, que representa el

contenido entre todas las raices.

2 Traduccion libre de (Struik, 2014, pag. 94)
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Ahora observemos la siguiente ecuacion:
x* —x3—19x% +49x — 30 = 0,

donde se conoce la cantidad del segundo término que es p = —1, la del tercero g = —19, la del
cuarto g = +49 y ladel quinto r = —30. Ahora, si se establece las relaciones, donde: p" = 1,q" =
19,r" = —49,s” = 30. Surge lo siguiente:

/11 = p, = 1'

Ay =p A1 +2q° =1+ 38 =39,

A3 = pllz + qul + 3r'=39 + 19 — 147 = _89,

Ao =p A3 +q A +1A; +4s = —89 + 741 — 49 + 120 = 723,

donde lasumade las raices 1,2,3,y —5,es1 + 2+ 3 — 5 = 1 = A4, lasuma de los cuadrados de
sus raices es 1+ 4 + 9 + 25 = 39 = 4,, la suma de los cubos de sus raices es 1 + 8 + 27 —

125 = —89 = A3, y la suma de los bicuadrados es 1 + 16 + 81 + 625 = 723 = 4,.

Esta relacion ya habia sido presentada por Girard, pero Newton da muchas otras formulas para
diferentes combinaciones de potencias de las raices, trabajando hasta ecuaciones de grado 8. Se
cree que él, estaba consciente de que podia generar formulas andlogas para ecuaciones de grado n.
Con este resultado, se puede decir que “cualquier polinomio simétrico en las raices de una ecuacion
se pueden expresar en términos de los coeficientes de la ecuacion” (Davila, 2004, pag. 47); este

resultado seria de gran ayuda para los trabajos posteriores sobre el TFA.

1.4.  El contraejemplo de Leibniz.

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) nacio en Leipzig-Alemania, ingresé a la universidad a
los quince afios, a los diecisiete obtuvo su bachillerato en artes, estudié teologia, derecho, filosofia
y matematicas, por esta razon se le ha considerado como uno de los ultimos eruditos que consiguio

conocimientos universales para su época. A la edad de veinte afios estaba preparado para obtener
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el grado de doctor en derecho, pero le fue negado debido a su juventud, en vista de ello, abandono
su lugar de nacimiento y consiguié su doctorado en la Universidad de Altdorf-Suiza, en la que se
le ofrecid un puesto de profesor de derecho, el cual Leibniz rechazo para ser parte de una carrera

diplomatica.

En 1672 viajé a Paris, con el proposito de desviar las intenciones conquistadoras de los
franceses hacia Alemania. En Paris se encontr6 con el holandés Christiaan Huygens (1629-1695),
quien le aconsejé que si deseaba hacerse matematico deberia leer los tratados del francés Blaise
Pascal (1623-1662). En 1673 una mision politica lo condujo a Londres, donde se comprd un
ejemplar de las Lectiones Geometricae de Isaac Barrow. Después de conocer a otros personajes
importantes se fue involucrando mas en la ciencia, hasta volverse miembro de la Royal Society.
Al empezar el siglo XVIII, el TFA se relaciond con los inicios del céalculo, que para ese entonces
lo trabajaban tanto Newton como Leibniz. El avance de esta rama de las matematicas se estanco
debido a un problema, el cual era calcular la integral:

P(x)
Q)

dx,

donde P(x) y Q(x) son polinomios tal que grad(P) < grad(Q); para resolver este problema,
Leibniz y el matematico suizo Johann Bernoulli (1667-1748), junto a otros matematicos, pensaron
que era necesario expresar cada polinomio real como el producto de factores reales de primer y

segundo grado.

En la busqueda de una solucion, surgen los siguientes dos interrogantes: ¢Siempre es posible
descomponer un polinomio real en un producto de factores reales lineales o cuadraticos? y ¢ Todo
polinomio tiene siempre una raiz real y una compleja; y cada raiz compleja, tiene también su

conjugada? con respecto a esto, Leibniz citado por Pla i Carrera (1992) menciona lo siguiente:
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Tan pronto como encontré mi cuadratura aritmética; reduciendo la cuadratura del circulo en una

cuadratura racional y observando que la suma

dx
[
depende de la cuadratura del circulo, observé inmediatamente que la suma de una expresion racional,
se puede convertir en muchas clases de sumas mas simples. Y mostraré, por un procedimiento de
descomposicion de un nuevo género, porque debe ser de esta manera. Este procedimiento consiste
en convertir un producto de factores en una suma; esto es, transformar una fraccién con un

denominador de grado superior, igual a producto de raices, en una suma de fracciones con

denominadores simples.s

A lo que Leibniz se refiere es que la integral de una expresion racional, se logra convertir en
una integral mas simple. Menciona que esto se puede hacer mediante la descomposicion en
factores lineales, que poseen nuevos numeros imaginarios. Como se puede notar, las dos preguntas
anteriores y la respuesta de Leibniz, hacen referencia al TFA. Pero él, menciona que no es posible
descomponer un polinomio real en un producto de factores reales lineales o cuadréaticos, pues:

Leibniz en 1702 dio una prueba de que el TFA era falso, afirmando que x* + a* nunca podria ser
definido como producto de factores cuadraticos reales. Su error procedia de descomponer el

polinomio de la siguiente forma:
x*+at = (x + a\/\/?l) (x - a\/\/?l) (x + ax/——\/—_l) (x - ax/——\/—_l),

sin darse cuenta de que puede obtenerse una descomposicion mas sencilla desde:
x* +a* = (a® + x?) — 2a%x? = (@ + x? + axV2)(a? + x? — ax\/2),
como sefialara en 1719 Jean Bernoulli. (Sabaté, 2005, pags. 2-3)

Con relacién a las cantidades imaginarias, Leibniz realiz6 algunas contribuciones; una de estas,

es ver a un namero real positivo como una descomposicion imaginaria, de la siguiente forma:

3 Traduccion libre de (Pla i Carrera, 1992, pag. 890)
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V6 =1 +vV=3++1-v=3,
se dice que lo anterior sorprendié a sus contemporaneos y de cierta manera aporto a la teoria de
estos numeros, la cual estaba siendo olvidada; pero esto no aporta a entender la naturaleza de los
mismos.
En el transcurso del tiempo se nota como poco a poco se ha ido construyendo el TFA; aunqgue,
también han surgido dudas respecto al mismo. Despejarlas, le corresponde a los matematicos de

las siguientes generaciones, pues son ellos quienes deberan tratar de demostrar el TFA.
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2. VISUALIZANDO LA DEMOSTRACION DEL TFA

Es cierto que la mayor parte de los resultados son exactos,
pero esto es algo verdaderamente extrario.

Niels Henrik Abel

En la época de Euler, D'Alembert, Lagrange y Laplace, el trabajo con ecuaciones y nimeros
complejos, estaba en su méas grande auge, es por eso que:

(...) el meollo del problema de factorizar un polinomio real en factores lineales y cuadraticos con
coeficientes reales, era probar que cada polinomio tenia al menos una raiz real o compleja. La prueba
de este hecho, llamado teorema fundamental del algebra, se convirtié en una finalidad primordial.
(Kline, 2002, pags. 790-791)

El primero en intentar una demostracién formal del TFA fue D'Alembert, su intento por
demostrar el TFA fue conocido como Teorema de D'Alembert. Sin Embargo, su demostracion no
fue valida pues se le encontraron algunas inconsistencias. Pocos afios mas tarde, Euler publica su
intento de demostracion, pero al igual que su amigo, no pudo culminar satisfactoriamente. Otra de
las figuras importantes en la busqueda de una demostracion formal del TFA fue Laplace, quien

haciendo uso del discriminante de un polinomio, también intenta demostrar el teorema.
2.1. El Teorema de D'Alembert.

La teoria de ecuaciones polindémicas, el estudio de los nimeros complejos y el TFA estan
estrechamente relacionados, dado que al solucionar una ecuacion polinémica, segun la conjetura
de Girard, ésta debe tener tantas soluciones como su grado lo indique; pero en muchas ocasiones
dichas soluciones van a ser numeros complejos. Asi que, si alguien estuviese trabajando algunos

de estos tres grandes campos, de cierta manera tendria que abordar los demas. Para D'Alembert
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qued6 comprobado este hecho, dado que enfoca toda su atencion en el TFA, internandose en la

rigurosidad del problema para dar una demostracion formal.

En el afio 1746, D'Alembert termina su intento de demostracion, y dos afios mas tarde es
publicada en 19 paginas cortas, en un articulo llamado Recherches sur le calcul integral. Jean Le
Rond D'Alembert (1717-1783), matematico, filésofo y enciclopedista francés, nacié en Paris,
estudio en la escuela Jansenista; tras dos afios de estudiar derecho, empezé a cursar la carrera de
Medicina, que poco tiempo después la abandon6, para dedicarse al estudio de las ciencias.
D'Alembert sentia una gran pasion por las matematicas y contribuyé mucho a las mismas; presento
sus trabajos a la Academia de Ciencias de Paris a la cual pertenecid, adquiriendo fama, llegando a

consagrarse como uno de los grandes matematicos de la época.

Escribié muchas obras, entre las mas importantes, esta el Tratado de dinamica y sistemas
hidraulicos. Réflexions sur la cause générale des vents, que incluye un tratado relacionado con
derivadas parciales. En sus investigaciones relacionadas con la precision de los equinoccios,
establece una serie de ecuaciones afines al movimiento de la Tierra en torno a su centro de

gravedad. D'Alembert observé que al operar nimeros complejos, siempre daba como resultado

otro nimero complejo, de la forma p + gv/—1, donde p y q son ambos reales; es decir que su
aporte, tiene que ver sobre todo con las cantidades complejas, y no tanto con el TFA, con respecto
esto, Alvarez y Dhombres (2011) mencionan que “el teorema que demuestra D'Alembert no es
fundamental para el algebra. Se fundamenta la estabilidad de los nimeros complejos para

funciones™.4

4 Traduccion libre de (Alvarez & Dhombres, 2011, pag. 229)
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2.1.1. Elintento de D'Alembert

D'Alembert establece una demostracion esquematica del TFA. De esta manera, plantea que
cualquier polinomio, el cual estd en términos de y, se puede factorizar cuando el grado del
polinomio es par, como en el casode yy + fy + g, yy + hy + i, etc. donde todos sus coeficientes:
f, g, h, 1, etc. son reales, pues para yy + fy + g se tiene que si a es una raiz real, siempre hay una
segunda b, la cual también sera real y el producto:

-aly-b=yy+fy+g.

Por otro lado, desde Newton se sabia que las raices complejas de una ecuacion polindmica
vienen en pares conjugados. Ademas, si se multiplica un namero complejo por su conjugado, su
producto es un polinomio real.

D'Alembert también menciona que un polinomio siempre se puede dividir en factores yy +
hy +1i, yy + hy + m, etc., con coeficientes reales. Es decir que un polinomio se puede
descomponer en factores cuadréaticos reales, lo cual da respuesta a una de las preguntas que Leibniz
se habia planteado tiempo atras.

En su intento por demostrar el TFA, D'Alembert parte de un polinomio

Py)=y™+ay™ t +by"? 4+ fy+g,
el cual no tiene raices reales. Después considera la curva de la ecuacién
Gy,z)=y™+ay™t+by™ 2+ + fy+2z=0s.
Y desarrolla a y en una serie de potencias fraccionarias en términos de z cerca del cero:

y =az™™ + bz"/S + ---.

5 Con relacion a las dos variables de la ecuacion algebraica que podemos ver en G(y, z), la primera, osea y es
siempre la variable del polinomio, y la segunda, z, es la constante indeterminada, que va precedida ya sea por + 0
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En su demostracion utiliza el método de reduccion al absurdo y gracias a esto comprueba que

los valores asociados de y son de la forma p + gv—1. (Sabaté, 2005).

D'Alembert parte de dos teoremas; el teorema A, al cual denomina (local) y el teorema B
designado (Global).

Teorema A (Local). Si y y z estan relacionados en la ecuacion F(y,z) =0,ey =0,z = 0 es una
solucidn, entonces hay una solucion compleja y para todo z real suficientemente pequefio. Hay un

valor correspondiente en cualquier y y z real, que satisfaga F(y,z) = 0.6

Para demostrar el teorema A, son necesarios tres articulos

Art. Il. SeaTM unacurva, de maneraque y = 0 0y = oo cuando z = 0. Si se toma a z infinitamente
pequefio, el valor de y en z puede expresarse siempre por una cantidad real cuando z es positivo; y

cuando z es negativo, y se puede expresar por una cantidad real o una cantidad de la forma p +

qV—1, donde p y g son ambos reales.7

Para demostrar lo anterior se tiene que PM =y y TP = z. El eje x es el eje vertical, mirando

hacia arriba, tal como se puede ver en la figura 1.

M

Figura 1. Curva TM con z infinitamente pequefio. Tomado de “Recherches sur le calcul intégral”, por J. D'Alembert, 1746
p. 193.

Para z infinitamente pequefio, y es una serie de potencias convergente en términos de z,

6 Traduccion libre de (Baltus, 2004, pag. 418).
7 Traduccion libre de (Baltus, 2004, pag. 418).
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y = az™™ + bz"/5 + czt/* etc.,
donde = < = < -,
n S
1". Si todos los términos permanecen positivos, entonces y se puede expresar como az™/™;
pues los exponentes van aumentando, y como 0 < z < 1, entonces:
az™m > bz"/S > czt/* > etc.

Y al ser z infinitamente pequefio los términos bz"/ + czt/%, etc son casi nulos.

29° Ahora si az™'™ es negativo al ser z negativo, es decir, cuando n es par y m impar, entonces

z™'™ se vuelve imaginario, es decir que se puede reducir a la forma p + gv/—1.

Continuando con el segundo articulo, tenemos:

Art. I11. Cor. I. Si nosotros consideramos otro punto en la curva, con coordenadas reales de AC, CT,

una abscisa AQ mayor que AC pero infinitamente pequefa tiene una ordenada imaginaria solamente

delaformap + qv—1.

Si tenemos que z = TP es negativa, es decir, es de la forma r + sv—1 por el Art. 1l, entonces

AQ =CT+ TP =CT +r+ sv—1o0seaque AQ es de laformap + gv—1.

+ A

M P

Q
Figura 2. Curva TM con coordenadas reales de AC, CT. Tomado de “Recherches sur le calcul intégral”, por J. D'Alembert,

1746 p. 193.

8 Traduccion libre de (Baltus, 2004, pag. 419).



35

Por ultimo, se enuncia el Articulo IV, pues con este se termina de demostrar el Teorema A 0

teorema local, el cual menciona que cuando AC es aumentado por una cantidad finita CQ hasta un

cierto tamafio, a continuacion, el eje de ordenadas se puede suponer que es de la formap + gv—1.
Continuando con la version del TFA segiin D’ Alembert, se plantea el siguiente teorema:

Teorema B (Global). Sea F(x,y) = 0 la ecuacién algebraica de una curva de x(y) en el plano
complejo, donde y oscila a lo largo de un segmento del eje real. Entonces ordenando x(y) puede
continuar tomando solamente valores reales y complejos como abscisas y se extiende a lo largo de

todo el eje real.o

Al igual que el Teorema A, para demostrar el Teorema B, se emplean los siguientes articulos:

Art. V. Cor. I11. Para cualquier CQ finito que aumenta hasta la abscisa AC, la ordenada imaginaria

correspondiente es de la forma p + gv—1.10

Art. VI. Sea x™ + ax™ 1 4+ bx™ 2% + .-+ fx + g cualquier polinomio, que no se anula para

ningun namero real que esta sustituido en lugar de x; entonces digo que hay siempre una cantidad

p + qV—1 la cual hace que el polinomio sea igual a cero.i1
Demostrando estos articulos y llegando a una contradiccion se demuestra que la raiz de un

polinomio, siempre seran de la forma p + qv—1.

2.2. El papel de Euler

Euler menciona que el TFA, estd relacionado con las ecuaciones diferenciales lineales

homogéneas con coeficientes constantes de orden n, como:

_ Y e O A
[2.1] 0=Ay+BZ+CZ++1L

dxn’

9 Traduccion libre de (Baltus, 2004, pag. 419).
10 Traduccidn libre de (Baltus, 2004, pag. 420).
11 Traduccidn libre de (Baltus, 2004, pag. 420).
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en laque 4,B,C,...,L son constantes. Sefiala que la solucion general de [2.1] debe contener n
constantes arbitrarias y la solucién sera la suma de n soluciones particulares, cada uno multiplicado
por una constante arbitraria. Asi que la solucion general de y tiene la forma:
y =0y + Gy, + -+ Cuyp.

Haciendo en [2.1] la sustitucion y = el/74x] con r constante, se obtiene la ecuacion polinomial
en términos de r

[2.2] A+Br+Cr¢+--+Lr"=0.

De hecho, la solucion general depende de la factorizacion del polinomio [2.2] y de la naturaleza
de sus raices -reales o complejas-; simple o multiple, e indirectamente su resultado depende

esencialmente del TFA.

Euler, escribe una carta a Jean Bernoulli en el afio 1739, en ella menciona estar convencido de
que:

A cada expresion algebraica @ + fx + yx2 + §x3 + etc. Con cualquier nimero de dimensiones, si
no se la puede resolver en factores reales simples de la forma p + qx; al menos se la podra resolver

en factores cuadréaticos p + gx + rxx, los cuales siempre son reales.i2

Algunos autores, han citado esta carta, como evidencia de la primera formulacion de la
declaracion general del TFA, que fue realizada por Euler, aunque en esos momentos Euler
reconoce no tener una demostracion formal de su enunciado. Ademas, tres afios después de la
publicacién de D'Alembert, dio a conocer su version del TFA, en su articulo Recherches sur les

racines imaginaires des équations de 1751.

Leonhard Euler (1707-1783) naci6 en Basilea-Suiza. A sus trece afios de edad conocio a Jean

Bernoulli, quien era considerado como el més destacado matematico del momento. Cuando tenia

12 Traducciodn libre de (Gilain, 1991, pag. 107)
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quince afos, se graduo de bachiller y en 1726 obtuvo la profesion de Maestro. Dos afios mas tarde
public6 su primer trabajo titulado Constructio linearum isochronarum in medio quocunque
resistente. En 1748, Euler publicé en Lausana, Suiza, el primero de sus tres grandes tratados sobre
calculo: Introductio in Analysi Infinitorum. Esta es una de las obras mas importantes en la historia
del célculo infinitesimal y de la geometria analitica; recoge resultados que habia escrito en
memorias anteriores, presenta nuevos aportes y desarrolla algunos de los principales conceptos

que sobre el tema habian obtenido sus predecesores, como Newton, Leibniz y los Bernoulli.

Euler fue miembro de la Academia de San Petersburgo-Rusia, donde era catedratico y uno de
los intelectuales mas famosos. Su produccion cientifica sin lugar a dudas fue inmensa, pues aun
después de quedarse ciego, seguia produciendo articulos. Federico el Grande, Rey de Prusia, le
hizo la invitacion para que se incorporara a la Academia de Berlin, peticion que fue aceptada; sin
embargo, su estancia no fue tan agradable y debido a las peticiones de Catalina la Grande volvio

a Rusia en 1766.

Euler contribuyd en el analisis, a las series infinitas, series convergentes y divergentes; también
aport6 a la teoria de los nimeros complejos, tratd de entender la naturaleza de los mismos. Con
respecto a ellos escribi6 lo siguiente:

Porque todos los nimeros concebibles, 0 son mayores que cero 0 menores que cero o iguales a cero,
entonces es claro que las raices cuadradas de nimeros negativos no pueden estar incluidas entre los
posibles nimeros (nimeros reales). Consecuentemente, debemos decir que estos son nimeros
imposibles. Y dicha circunstancia nos lleva al concepto de tales nimeros, los cuales por su naturaleza
son imposibles, y ordinariamente son llamados nimeros imaginarios o fantasiosos, ya que solo

existen en la imaginacion. (Kline, 2002, pag. 786)

Se puede decir que Euler trabajo incesantemente con ellos, uno de sus aportes en este campo

fue denotar con i como v —1, y desde ese momento otros matematicos se encargaron de propagar
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esta notacion. Euler demuestra bajo operaciones algebraicas la estabilidad de M + Nv—1 'y

menciona que todas las raices de una ecuacion son de esta forma; también inaugurd las
demostraciones algebraicas. En primer lugar, Euler demuestra que cuando laraiz x + yv—1 existe,
también existe su conjugado, x — yv—1, y al multiplicar estas dos raices se obtiene a un factor de

la forma xx + px + q.

Por su parte el italiano Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) intenta completar la demostracion

dada por Euler en 1772, en su articulo Sur la forme des racines imaginaires des équation,
. ., . . . e 0
menciona que la demostracion de Euler puede conducir a una indeterminacion de la forma o Para

superar los obstaculos que se presentan en la demostracion de Euler, Lagrange utiliza los conceptos

relacionados con permutaciones de raices.

2.1.2. Elintento de Euler

Para su version del TFA, Euler parte de tres principios, los cuales son aceptados por él sin

demostracion alguna. Estos enuncian lo siguiente:

I. la posibilidad de factorizar un polinomio en factores lineales,
ii. el nimero de raices es igual al grado de la ecuacién, deducido de (i).
iii. las relaciones entre coeficientes y raices, deducidas también de (i), mediante un calculo

de las raices como si se tratase de niimeros ordinarios.

Ademas, demuestra tres teoremas: (1) una ecuacion de grado impar tiene al menos una raiz real,
(2) una ecuacion de grado par 0 no tiene raices reales o tiene pares de tales raices, y (3) una
ecuacién de grado par con el término absoluto negativo tiene al menos una raiz positiva y otra

negativa. Luego continda con el:
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Teorema 4. Toda ecuacion de grado cuatro:
x*+Ax3 +Bx*+Cx+D =0,

siempre se puede descomponer en dos factores reales de segundo grado.

Supongamos que en la ecuacion propuesta el segundo término ya no se encuentra, y que
tenemos que resolver esta ecuacion:
x*+Bx?+Cx+D =0,13
en dos factores reales de segundo grado. Esta claro que estos factores son de la forma
(xx+ux+a)(xx—ux+pB)=0
Si ahora comparamos este producto con la ecuacion propuesta, que debera encontrar
B=a+pf—-uu, C=(—-a)u, D=ap,
de la que se deriva
C
a+f =B+ uu, ﬁ—a=a,
por lo tanto
Cc C
2ﬁ=uu+B+; y 2a=uu+B—Z,
y ya que se tiene 4a = 4D obtenemos un polinomio real en u de grado (*™) = (3) = 6,

cc
u* 4+ 2Buu+ BB —— = 4D
uu

u® + 2Bu* + (BB — 4D)uu — CC =0,

Donde el valor de u debe ser encontrado. Puesto que el término absoluto - CC es esencialmente
negativo, se ha demostrado que esta ecuacién tiene al menos dos raices reales. Cuando se toma
una de ellas como u, entonces los valores de a y f también seran reales, y por lo tanto los dos

supuestos factores de segundo grado xx + ux + @ y xx — ua + f serén reales.

13 Euler conocia un hecho, procedente del Ars Magna de Cardano o incluso anterior, que siempre se puede
aplicar una transformacion para eliminar el segundo mayor grado de un polinomio
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Entre los corolarios del teorema 4, también se demuestra para la ecuacién de quinto grado; por
otro lado, el Escolio Il sefiala que si las raices de la ecuacion dada de cuarto grado son a, b, c, d,
entonces la ecuacion de sexto grado en u, donde u sea el suma de dos raices de la ecuacion dada,
tendrd las seis raices a + b,a+c,a+d,c+d,b+d,b+c. Ysia+b+c+d =0, se puede
escribir para u los valores p, q, v, —p, —q, —r, Yy la ecuacién en u se convierte en:

(uu — pp)(uu — q@)(uu —717r) = 0
Teorema 5. Cada ecuacion de grado 8 siempre se puede resolver en dos factores reales de

cuarto grado.

La demostracion sigue el mismo razonamiento anterior. El término x” se elimina, de modo que
los dos supuestos factores pueden ser escritos como:
x*—uxd+ax?+px+y=0
x*+ux®+6x2+ex+ ¢ =0.
8765

Como u expresa la suma de cuatro raices de la ecuacion de octavo grado, puede tener e

70 valores, y que va a satisfacer una ecuacién de la forma
0 = (uu — pp)(uu — qq)(uu — rr)(uu — ss) ..,

con 35 factores. El término absoluto es negativo, y el razonamiento sigue como antes.

El corolario 2 establece que también se probo el teorema para el grado 9, y el Corolario 3 para
grados 6 y 7, ya que s6lo tenemos que multiplicar tal ecuacion por xx o x para obtener otra
ecuacion, de grado 8. El Escolio I, trata de asegurarse de que no solo u, sino también los otros
coeficientes a, 8,7y, ... son reales. Euler continta en el teorema 6 con pruebas similares para

ecuaciones de grado 16, hasta llegar al planteamiento general:
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Teorema 7. Cada ecuacion la cual tiene como grado a una potencia binaria, como 2™ (Siendo
n un nlmero mayor que 1), se puede descomponer en dos factores de grado 2™~1. Es decir, la
ecuacion:
x2M 4 Ax?M2 4 Bx?M 3 4 = (XM ux™  ax™ 2 4+ ) (0™ —ux™ L+ ™2 )
La demostracion es similar a las anteriores, conduciendo a una ecuacion en u de grado

2m!
N =) = G

. -z 1
que va a satisfacer una ecuacion con EN factores.

De esta manera Euler concluye que toda ecuacién polinomica en términos de x, como:
x™ + Ax™ 1 4+ Bx™? + etc.,
siempre pueden resolverse en factores con coeficientes reales, ya sea los simples de la forma x +

p, 0 los dobles de la forma xx + px + q.

2.3.  Elaporte de Laplace

El discriminante de un polinomio es de suma importancia para Laplace, pues gracias a este
concepto, el intenta demostrar el TFA. En el afio 1795, Laplace se encuentra dictando clases en la
Escuela Normal de Francia; su quinta clase que justamente tiene relacién con ecuaciones y sus
raices se titula: La resolucion de las ecuaciones. Teorema sobre la forma de las raices imaginarias.
Para la época era importante publicar las clases, debido a que cada tema era un descubrimiento
relevante, sobre todo si era un matematico importante como Laplace, motivo por el cual, tiempo

después se publico su trabajo para uso de la comunidad cientifica.

Pierre Simon Laplace (1749-1827) naci6 en Normandia, intento realizar estudios religiosos en
Caen, pero lo abandond y se dedico al estudio de la matematica en Paris. Alli consigui6 trabajo en

la Escuela Militar, ya que después de haberle enviado sus trabajos a D'Alembert este quedd
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sorprendido y lo recomendoé para tal ocupacion. También impartié clases en la Escuela Normal y
en la Escuela Politécnica. Sus trabajos se enfocaron sobre todo en Probabilidad y Astronomia, para
las cuales escribio grandes obras; entre las mas importantes tenemos: Tratado de Mecéanica
Celeste, que es un estudio relacionado con la fisica de Newton, también publico Teoria analitica
de las probabilidades y Ensayo filosofico sobre la probabilidad. Laplace hizo parte de la

Academia de Ciencias y colaboro con sus conocimientos al comité de pesos y medidas.

Estuvo al servicio de Napoleon, donde ocup6 el cargo de Ministro del Interior; pero tuvo que
salir debido a que su superior pensaba que Laplace estaba llevando su administracion a lo
infinitamente pequefio. Laplace tuvo que pasar por una época de terror, porque Paris cambiaba de
monarquia a republica, debido a esto, se fue a vivir por un tiempo a una casa de campo que poseia
en las afueras. En aquellos tiempos, la politica hacia parte de su vida, pues cabe resaltar que

pertenecié al senado donde fue condecorado con el titulo de Marquez por el Rey Luis XVIII.

En su publicacién presenta la formula general para la resolucion de la ecuacion cuadratica y la
generaliza para ecuaciones de la forma:
x2" +px" +q =0,
dando por establecido que una ecuacion de grado 2n ha de tener 2n raices. Laplace considera la
ecuacion cubica (reducida):
x3+px+q=0,
estableciendo que el signo de su determinante iqz + %p3 condiciona la forma de las raices.

Continda su analisis con la cuartica (reducida):
4 2 —
x*+px*+qgx+1r =0,
donde a, b, ¢, d son sus cuatro raices, llegando a la conclusion de que esta ecuacién es resoluble

en dos factores reales de segundo grado.
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Para la demostracion de tal afirmacion, su objetivo es hallar un discriminante que permita el
calculo de las raices; entonces, mediante algunas sustituciones y operaciones se obtiene la ecuacion
reducida de tercer grado

z3 + 2pz* + (p? —4r)z — q* = 0,

la cual tiene como raices a z, z'z", de las cuales por lo menos una es real y de ellas se puede obtener

las raices de la siguiente forma:

1 1
a=5Wz+V7 +7) b= (77 7
1 1
¢ =5 (V7 =Nz -7 d =5 (V27 =z =V7)
Se supone que 'z es la raiz real, obtendremos:
1
a+b=+z ab=Z(z—z'—z"—2\/z'z")

En la segunda igualdad, pueden sustituirse los valores de z" y z” por las siguientes expresiones:

zZ+z"'=-2p—z 7’7" =——

de las cuales se deduce que tanto a + b como ab sean reales. Por tanto la expresion x? —
(a+ b)x + ab sera real y factor de la ecuacion de cuarto grado propuesta. Es decir que a la
ecuacion de cuarto grado se la puede dividir por el factor de segundo grado, obteniendo un factor
de segundo grado como cociente. Su Unico problema es que asume la existencia de las n raices,

sin demostrar su existencia, tal como lo hara en su intento de demostracion del TFA.

2.3.1. Elintento de Laplace

A partir del analisis de la cuartica, Laplace anuncia una demostracion muy simple de un teorema
general: toda ecuacion de grado par se resuelve en factores reales de segundo grado. Como puede

observar es una forma de expresar el TFA, puesto que ya se sabia que una ecuacion de grado impar
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tiene una raiz real, con lo que era posible obtener una ecuacién de grado par mediante division de

polinomios.
Su intento de demostracion, empieza de la siguiente manera: Sea el polinomio

p(x) = x™ — byx™ 1 + b,x™ 2 + -+ b,,cONb; ERYN > 1.
Sean xy, x5, ..., X;, Xj, ..., X, SUS raices. Por ser de grado par, sea
n=2kq conk>1yqe2N+1.

Supone una nueva ecuacion

0@ = | | = (xi+x) +e(a)]

1<i<jsn
cuyas raices son agrupaciones por pares de las raices de P(x) de la forma x; + x; + t(xl-xj) donde
t(arbitrario)€ R. Su grado serd n” = 2¥~1q’, donde q” sigue siendo impar.

Laplace procede por induccién:

1. Si k = 1, entonces el nuevo polinomio Q,(x) tendra grado impar y, por tanto, tendra al
menos una raiz real sea cual sea el valor de t, pues desde D'Alembert y Euler se sabia que todos
los polinomios de grado impar tiene al menos una raiz real. Asi mismo, es claro que existen
infinitos valores de t para los que

x; + x; + t(x;x;) € R.
Por tanto, existen t,, t, distintos y reales, tales que
xXi +x; + tl(xixj) €R,x; +x; + tz(xixj) € R.
Entonces las cantidades (xl-xj) y (x; + x;) son también reales. Por ello, el factor
(x? = [x; + x;]x + x;%))

sera un factor real de segundo grado de P(x).
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2% Sj k > 1, entonces P (x) tendra un factor real de segundo grado si toda ecuacion de grado
2k=1q’, tiene un factor de segundo grado, ya que los infinitos
X +x; + t(xixj), (i<jyteR)
seran nimeros complejos y entonces, siguiendo el razonamiento anterior, existiran dos raices x;, x;
de P(x) tales que (x; + x;) y (x;x;) € C. Por consiguiente, el factor
x% — [x; + xj]x + x;x; € C[x]
divide exactamente a P(x), tomando la forma de un nimero complejo, es decir
x? + fx +h+V=1(f'x + h").
Como que las raices complejas son conjugadas, también serd divisor exacto de la ecuacion,
propuesta su conjugada
x?+ fx +h+V=1(f'x + h").
Entonces, P(x) tendrd como factor la funcion de cuarto grado, que es resultado de multiplicar
las dos raices anteriores
(x*+ fx+h)?—(f'x+h)2
Laplace recurre entonces a la demostracion que hizo antes de la resolucion de la cuértica, en la
que concluye que toda ecuacién de cuarto grado es resoluble en dos factores reales de segundo
grado. También discute la posibilidad de que ambas raices tengan un factor comadn, que s6lo podra
ser f'x + h’, en cuyo caso P(x) seré divisible por dicho factor, obteniendo un polinomio de grado
impar y tendra, por tanto otro factor real de primer grado. Por ello, P(x) seguira teniendo un factor

real de segundo grado como resultado de multiplicar ambos factores de primer grado.

3", Una vez demostrado que toda ecuacion de grado 2%q tiene un factor real de segundo grado

si y solo si toda ecuacion de grado 2%~1q” también lo tiene, puede generalizarse la induccion en k.
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Segun Sabaté (2005) Laplace completa la induccion diciendo:

Toda ecuacion de grado par tiene un factor de segundo grado; dividiéndola por dicho factor se obtiene
una nueva ecuacion de grado par, que tendré, a su vez, un factor real de segundo grado; y continuando

de esta forma se descompondra la ecuacion entera en factores reales de segundo grado. (p. 9)

De esta forma concluye su intento por demostrar el TFA, dando paso a Karl Friedrich Gauss, para
que en su disertacion doctoral realice la primera demostracion formal del TFA. Pero todos los
esfuerzos de estos personajes no fueron infructuosos, pues aportaron a la demostracion que

finalmente fue dada por Gauss.
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3. GAUSS Y SUS DEMOSTRACIONES FORMALES

Segun el juicio de los mas eminentes matematicos en vida, Emmy Noether
era la mas importante inteligencia matematica creativa que ha nacido desde
que comenzo la educacion superior de las mujeres.

Albert Einstein

Después de las intuiciones e intentos por demostrar el TFA, es finalmente Gauss, quien da una
demostracion formal en el afio 1799; en su disertacion doctoral realiza la primera demostracion
del TFA y critica las demostraciones hechas por sus antecesores. Para poder demostrar el TFA,
Gauss tiene que entender la naturaleza de los nimeros complejos y explorar muy bien esta area
para lograr poder realizar su demostracion. Al final no quedd satisfecho con su demostracién

decidiendo realizar otras tres, dedicAndole medio siglo a este resultado importante del algebra.

3.1. Gauss, su viday obras

El matematico aleman Carl Friedrich Gauss (1777-1855) nacié en Brunswick, desde pequefio
se observd su habilidad para las matematicas, pues a la edad de tres afios corrigié un error en las
cuentas salariales de su padre. Gracias al cuidado y apoyo de su madre pudo tener una buena
educacion. Gauss estudio en la escuela local cuando nifio; a los quince afios empezé a cursar su
educacion media, esto gracias al duque de Brunswick quien le brindé apoyo economico,
inicialmente cuando Gauss estudiaba en el Colegio Carolino en Brunswick aprendio lenguas

clasicas y exploro las obras de Newton, Euler y Lagrange.

Gauss descubrié la ley de minimos cuadrados, después de esto se dedico de lleno a las

matematicas pues realizé un gran descubrimiento el cual fue construir de acuerdo a las normas
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euclideas el poligono regular de 17 lados. El duque también apoyo a Gauss en la Universidad de
Gotingen a la cual entr6 en el afio 1795, dos afios después de graduarse publicé la obra
Disquisitiones arithmeticae, relacionado con el lenguaje y la notacion de la teoria de nimeros,
conocida como el algebra de las congruencias, incluyendo la demostracion rigurosa del teorema

fundamental de la Aritmética.

En las dos primeras décadas del siglo XIX, Gauss produjo un flujo permanente de trabajos
sobre temas astrondmicos, de los que destaca el tratado Theoria Motus Corporum Coelestium
(1809). Fue nombrado director del Observatorio Astrondmico de Gétingen en 1807, puesto que
ocupd durante 40 afios. Alrededor de 1820 el gobierno de Hannover encomendd a Gauss la
medicion precisa de grandes tridngulos sobre la superficie terrestre, esto proporciono el estimulo
que le condujo a las ideas de su articulo Disquisitiones generales circa superficies curvas (1827).
Después de grandes contribuciones a la ciencia, Gauss murio a los 78 afios de edad, siendo

recordado como uno de los méas grandes matematicos de la historia.

3.2.  El plano de Gauss

Gauss representa los nimeros complejos en el plano complejo, donde un nimero de la forma
a + bi, se puede ver como las dos coordenadas rectangulares de un punto en el plano. Esta
representacion permitié a los matematicos tener confianza con respecto a estos numeros,

Desde tiempos muy anteriores a Gauss algunos estudiosos manipularon raices cuadradas de nimeros
negativos, pero la interrogante persistia: si se puede representar el significado de x? = 1 como un
cuadrado de area igual a 1, ;,qué referente fisico habia para x? = —1? Otros estudiosos como Euler
y Lagrange afirmaron que ecuaciones del tipo x? = —1 tenian solucion pero que tal solucion era

“imposible”. (Espinoza, 2009, pag. 146)

En su demostracion del TFA, Gauss denomino a las raices cuadradas de nimeros negativos,

como nameros complejos, para abordarlos recurrio al principio de cuadrar, método utilizado por
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los antiguos griegos. Partiendo del cuadrado ABCD de area 1; construye un cuadrado con el doble

de area, partiendo de su diagonal BD, de longitud +/2. Como se muestra en la figura 3.

>
D, € Areade BDEF=2 DF
Area ABCD=1
DB = V2
A e B

Figura 3. Construccion del cuadrado de area 2. Adaptado de “The fundamental theorem of algebra. Bringing the invisible
to the surface”, por B. Director, 2002 p. 18.

Partiendo del lado horizontal del cuadrado inicial (ver figura 4), realizando una rotacion de 45°

se construyo6 un cuadrado de area 2. Realizando una nueva rotacién de 45° con la que se tiene una

rotacion de 90°, se construy6 un cuadrado de rea 4 y se hace una extension de v/2 a 2.

AN | 180

Figura 4. La duplicacion del &rea de un cuadrado. Tomado de “Las ecuaciones cuadréticas y el Teorema Fundamental del
Algebra” G. Espinoza, 2009, p. 147.
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En si, el &ngulo de 45° se duplico a 90° y se hizo una extension al cuadrado de v/2; para cuadrar
la magnitud igual a 2 se duplicé el &ngulo de rotacion de 90° a 180° y se hizo una extension de 2
a 4; para cuadrar la magnitud igual a 4 se duplico el &ngulo de 180° a 360° y se hizo una extension

de 4 a 16. Se puede continuar este proceso indefinidamente, como se ve en la figura 5.

sl
<.
]

Figura 5. Generacidn de magnitudes cuadradas. Adaptado de “Las ecuaciones cuadraticas y el Teorema Fundamental del
Algebra” G. Espinoza, 2009, p. 148.

De acuerdo con lo anterior, consideremos el circulo unitario como origen, con su diametros
comprendido entre 1 y —1; partiendo de 1, al hacer el procedimiento inverso, se toma la raiz

cuadrada de —1, como el angulo se reduce a la mitad, entonces en este punto el angulo sera 90°,
de esta manera obtenemos a v—1; si rotamos las manecillas 180° en sentido contrario a las a las

manecillas del reloj, obtenemos a —v/—1 (Ver figura 6). De esta manera, para Gauss, segun

Espinoza (2009):
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La unidad en el dominio complejo es la circunferencia unitaria, donde 1 representa una rotacién
completa, —1 media rotacioén, v—1 un cuarto de rotacién y —v—1 tres cuartos de rotacion. De este

modo, Gauss comprendid el significado de v—1, asoci6 sus ndmeros complejos a las acciones
combinadas de rotar y extender sobre el plano, asi, cada punto del plano estaria representado por un

naimero complejo.

v—1

—1| 0 /1

Figura 6. La unidad en el dominio complejo de Gauss. Tomado de “Las ecuaciones cuadraticas y el Teorema Fundamental
del Algebra” G. Espinoza, 2009, p. 149.

3.3.  Criticas a los intentos de demostracién

El encargado de invalidar las demostraciones dadas por D’ Alembert y Euler es Gauss. El intento
de demostracion de Laplace no lo tuvo en cuenta, debido a que al mismo tiempo en el que Gauss
escribia su tesis doctoral, también Laplace escribio su intento de demostracion del TFA. Las
objeciones que Gauss impone a la demostracion de D'Alembert, tienen que ver con lo siguiente:
D'Alembert empieza su demostracion partiendo de que las raices de una ecuacion polindbmica
existen, después se dedico a investigar la forma de estas; en su intento de demostracion D'Alembert
utiliza consideraciones geométricas y analiticas muy avanzados para la época, resultando dificil

para sus lectores.
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D'Alembert hace uso de cantidades infinitamente pequefias, con mucha libertad. En su
demostracidn utiliza una curva imaginaria, la cual es modelada por medio de una serie, pero no se
justifica la convergencia o divergencia de la serie, dejando un vacio conceptual sin completar. Con

respecto al intento de demostracion de D'Alembert, Gauss menciona lo siguiente:

Por estas razones no estoy en condiciones de considerar la demostracién de D'Alembert como
satisfactoria. A pesar de esto, me parece que la verdadera esencia de la demostracion en discusion no
es en absoluto afectada por todas estas objeciones; yo creo que en el mismo fundamento (aunque en
una manera muy diferente y por lo menos con una mayor circunspeccion) una demostracion rigurosa

de nuestro teorema se puede construir.i4

Con respecto a la demostracion de Euler, Gauss no la considera completa, pues Euler estudia
diversos casos particulares, y poco a poco se considera polinomios de grado superior hasta llegar
a generalizarlo, intentando convencer al lector de que se ha demostrado el TFA. El intento por
completar la demostracion de Lagrange también es criticado por Gauss, pues al igual que otros
matematicos, Lagrange parte de que una ecuacion de grado m tiene m raices. Sin embargo, los
intentos de demostracion hechos por los matematicos como D'Alembert, Euler y Laplace, son un
gran aporte para las demostraciones formales hechas por Gauss; pues él retoma algunos resultados

importantes de sus antecesores.

3.4. El Teorema Fundamental del Algebra

Demonstratio nova theorematis omnem functionem algebraicam rationalem integram unius
variabilis in factores reales primi vel secundi gradus resolvi posse, fue el nombre de la disertacién
doctoral de Gauss, la cual fue publicada en latin en el afio 1799, en ella venia a demostrar,

basdndose en consideraciones geométricas que toda ecuacion polindmica f(x) =0 con

14 Traducciodn libre de (Gauss C. F., 1799, p. 7)
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coeficientes reales, tiene al menos una raiz. En 1815, publico en latin Demonstratio nova altera
theorematis omnem functionem algebraicam rationalem integram unius variabilis in factores

reales primi vel secundi gradus resolvi posse, para la cual se basaba en principios algebraicos.

Un afio después, en 1816 publicd su tercera demostracion, basandose en lo que hoy se conoce
como la integral de Cauchy, este es un articulo corto escrito en latin, que lleva por nombre
Theorematis de resolubilitate functionum algebraicarum integrarum in factores reales
demonstratio tertia. Después de 50 afios, en 1849 publicd en aleman una nueva demostracion
Ilamada Zur theorie der algebraischen gleichungen, donde generalizé la primera demostracion

para coeficientes complejos.

En este trabajo abordaremos las tres primeras demostraciones, pues la cuarta demostracion es

similar a la primera, solo que los coeficientes del polinomio son complejos.

3.4.1. Primera Demostracién Formal

Gauss demuestra que toda ecuacion algebraica de la forma:
Apx™ + Ax™ T+ Apx™ 2 4 o+ Ay _ox% 4+ App_1x + Ay, = 0, donde 4, = 1.
Se puede resolver en factores reales de primer o segundo grado. Para facilitar la demostracién,
Gauss llamé
X =Apx™+ A x™ 1+ Ayx™ 2+ o+ Ao X2 + A1 x + Ay,
Este teorema se demuestra mediante dos lemas.
Primer Lema

Si m es cualquier nimero entero positivo, entonces la funcion:

[3.1] xMsenp —r™ lxsenme +r"sen(m — 1o
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sera divisible entre: x2 — 2rx cos ¢ + r2.15

Para realizar la demostracion Gauss utiliza a:
[3.2] x%—2rxcosp +1r?= (x — (rcos ¢ +irsin <p))(x — (rcos ¢ —irsin (p))

Reemplazando valores enteros positivos en la funcion [3.1], para m = 1, y para m = 2, se
cumple. Gauss continGa realizando esto param > 3y se da cuenta que el cociente tiene la siguiente
forma:

xM2seng +rx™ 3sen2¢ +r2x™ *sen3¢ + -+ r™ 2sen(m — 1)g.

Se demuestra por inducciéon que el producto de x? — 2rx cos ¢ +r? por [3.2] da como

resultado [3.1].
e Param = 3, se tiene que:

(xsen@ + rsen2¢) (x> — 2rxcos @ + r?) = x3senp — r’xsen3¢ + r3sen 2¢

e Ahora supongamos que el resultado es verdadero para m = k, es decir, se cumple que:

[x¥~2senq@ + rx*3sen2¢ + -+ r*¥ 2 sen(k — 1)@](x? — 2rx cos ¢ +r?)

3.3
331 = xksenp —rk-1xsenke + rksen(k — 1)¢

e También, se verifica que se cumple param =k + 1.

[x¥"1senq@ +rx*2sen2¢ + -+ r* 1sen kg](x? — 2rx cos ¢ +r?)

3.4
[3-4] = xk+tlsen —rkxsen(k + 1)@ + r*tlsenke

Es decir, se cumple [3.4] y por lo tanto se cumple el lema para todo k entero.

Segundo Lema

Si la cantidad r y el angulo ¢ estan determinados de tal manera que se cumplan las ecuaciones:

[3.5] Agr™ cosmp + A;r™ L cos(m — 1)@ + -+ Ayp_qrcos @ + Ay =0

15 Traduccion libre de (Gauss, 1799, p. 26).
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[3.6] Agr™senme + A;r™ Lsen(m — 1)@ + -+ A,_qTseng = 0
Entonces la funcion Agx™ + A;x™ 1 + A,x™ 2 + o+ Ay o2+ A m + A = X

sera divisible por el factor de segundo grado x2 — 2rx cos ¢ + 2 solamente si r sen ¢ # 0. Pero si

rsen ¢ = 0, entonces esa funcion seré divisible por el factor simple x — r cos ¢.16

Para su demostracion, se reemplaza a [3.2] en X, separando la parte real de la parte imaginaria,
obtenemos a [3.5] y [3.6] respectivamente. Pero si rsen¢ = 0, tenemos que [3.2] es:
(x —rcos@)? = (x —rcos@)(x — r cos @), es decir, solo tenemos una raiz doble.

De acuerdo con la demostracion del lema 1, las siguientes cantidades seran divisibles entre [3.2]:

Agrx™sen @ — Agr™x senme + Agr™*t sen(m — 1), )
Arx™ lseng — Air™ x sen(m — 1)@ + A;r™ sen(m — 2) ¢,
A,rx™ 2 sen @ — A,r™ 2x sen(m — 2)@ + A,r™ L sen(m — 3) o,
2 ’ 3 ¥ [3.7]
Ap_orx“sen@ — A,_r°xsen2e + A,,_,r°sen g,
Ap_irxsen@ — Ap_1rxsen@ + Ap_11r?sen(0)@,y

Aprseng + Apx sen(0)e + A,,r sen(—¢)

Pues:
Agrx™sen @ — Agr™x senme + Ayr™tsen(m — 1)g
= Agr(x™sen¢p —r"™ 1xsenme + r™sen(m — 1))
Airx™lseng — A;r™ x sen(m — 1)@ + A;r™sen(m — 2) @
=A;r(x™ seng —r™2xsen(m — 1)@ + r™ Lsen(m — 2)¢);

Aprsen@ + Ay,xsen(0)p + A, rsen(—¢@) =0

Es decir que la suma de todas las cantidades especificadas de [3.7] son divisibles entre [3.2].
Por otro lado, la suma del primer, segundo y tercer término, son respectivamente:

Agrx™sen@ + Ayrx™ lseng 4+ + -+ Ap_qrxsen@ + A rseng = rseng X
—x(Agr™senme + A;r™ lsen(m — 1)@ + -+ Ap_1rseng) = —x(0) = 0
Agr™tlsen(m — 1)@ + A;r™sen(m — 2)@ + - + A _,7r3sen@ — A, rseng = 0,

16 Traduccion libre de (Gauss, 1799, pp. 26-27)
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Con esto concluimos que la suma de todo [3.7] es rsen@ X y es divisible entre x? —
2rx cos ¢ + 12, por tanto la funcién X lo es, siempre que rsen ¢ # 0. Si rsen ¢ = 0, entonces,
tenemos a x = r cos ¢ y se tendrd que X = 0, por la hipotesis [3.6], pues haciendo la sustitucion
en X, tenemos:

X =Ayr™cosme + A;r™tcos(m— 1o+ -+ Ap_qrcosp + A4, =0

Esto quiere decir que (x — r cos @) es un factor de X, en consecuencia, la funcion
X=Apx™+ Ax™ P+ Apx™ 2 + o+ Ao X2 + A1 x + Ay
es divisible entre x — r cos ¢, y por lo tanto X es divisible entre x? — 2rx cos ¢ + r2 0 entre x —

7 cos ¢ siempre que se satisfaga [3.5] y [3.6].

Respecto a los lemas anteriormente demostrados, Gauss escribio lo siguiente:

Propuesta cualquier funcion X = Agx™ + A x™ 1+ Apx™ 2 + o+ Ay o2 + AT + Ay T Y
¢ se pueden determinar de tal manera que se cumplan las ecuaciones [3.5] y [3.6]. Entonces se sigue
gue X tiene un factor real de primer o segundo grado; por otra parte, la division necesariamente
produce un cociente real de menor grado, el cual por la misma razén también tendrd un factor de
primer o segundo grado. Mediante la continuacién de esta operacion X finalmente se descompondra

en factores reales simples o de segundo grado.17

Existencia de una raiz
Para continuar con la demostracién de Gauss, se denota a T como [3.6] y U como [3.5]. donde:
U=Ayr™cosme + A;r™ tcos(m— 1)p + -+ Apy_1rcos @ + Ay,
T = Ayr™senmg + A;r™ tsen(m — 1)@ + - + A,,_1rsen @
Se considera un plano infinito, y en él un eje GG” en el que seleccionamos un punto C. Ubicamos
un punto P en el plano cuya distancia a € sea r; PC y GC forman el £¢. Sobre P levantamos

segmentos rectilineos perpendiculares de longitud T en todos los puntos del plano. (Ver figura 7).

17 Traduccion libre de (Gauss, 1799, pag. 28)
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T>0

T=Agr"msenme + Aygr™ tsen(m—= 1)@+ -+ A, rseng

G’

T <0
Figura 7. Construccion de la perpendicular con longitud T sobre el punto P; donde T > 0,T" < 0y T” = 0. Adaptado de
“Las ecuaciones cuadraticas y el Teorema Fundamental del Algebra” G. Espinoza, 2009, pp. 125 y 126.

Respecto a los extremos de las perpendiculares, Gauss escribio que:

Los extremos de estas perpendiculares “los cuales para los valores positivos de T se encuentran por
arriba del plano; para los negativos, por debajo; y cuando T desaparece, en el plano mismo en una
superficie curva continua e infinita en todas direcciones, a la cual por brevedad llamaré en lo que

sigue primera superficie.1s

De manera similar se construye la curva U. Ahora, debemos demostrar que existe un punto sobre
el plano donde se intersectan la primera y segunda superficie. A la interseccién entre superficie y
plano lo denominamos curva. Cando r es muy grande, T puede tomar valores positivos 0 negativos,

segun varié ¢. Si dividimos a T entre r™, obtenemos:

Am—-1
Fm—1

T = Agsenme + %sen(m — Do + %sen(m -2+ + sen@ = senmg = 0.
Osea¢p = %n, donde k € Z; luego, lacurva T estd formada por m lineas rectas que se intersecan

. . . -, ’, 1 -1 .
con C cuyos angulos de inclinacién respecto a GG son O'Z”’ an Sucede lo mismo con la

curva U = 0; esta coincide con cosmeg = 0, es decir que ¢ = %G) donde k € 2Z + 1, y sus

18 Traduccion libre de (Gauss, 1799, pag. 29)
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p 1 (2m-1) . . . . 2k\ 2k+2\ 1
angulos son —m, ..., 7. Observemos que para T = 0; las inclinaciones son (—) -y ( ) =
2m m/ 2 m 2
2k+1 . .
y para U = 0 son ( - )g es decir que entre dos ramas de T hay una de U. (Ver Figura 8).
mw R
3r o~ '
- 2
- 3n
1 }
in
b
- 8
N
0
& Pl C

Figura 8. Primera y segunda curva para r infinito y m = 4. Tomado de “Las ecuaciones cuadréticas y el Teorema
Fundamental del Algebra” G. Espinoza, 2009, p. 131.19

Nos queda por demostrar que existe por lo menos un punto comun entre la primera y segunda
curva. Para el caso cuando la distancia de P a C es finita, Gauss demostrd el siguiente teorema:

TEOREMA: Manteniendo todo como antes, se puede describir un circulo de centro C en cuya
circunferencia estan 2m puntos en los cuales T = 0, y la misma cantidad en los cuales U = 0; y de

tal manera que cada uno de estos Gltimos yace entre dos de los primeros.zo

Para su demostracion se parte de un circulo de radio r, designemos con (1) el punto sobre la

circunferencia a ¢ = (%)% del lado izquierdo del eje, hasta el punto (8m — 1) para el cual ¢ =

(8"7:1) %- Asi tenemos 2m parejasdonde T = 0 en algin punto entre (8m — 1) y (1) y 2m parejas

donde U = 0 para algun punto entre (1) y (3), etc. (ver figura 9).

19 Para la figura 8, trabajamos con las superficies: , Yy U=
r*cos 4 — 3r% cos 2¢ + 61 cos ¢ — 2 ambas asociadas a la ecuacion: x* — 3x% + 6x — 2 = 0.
20 Traduccidn libre de (Gauss, 1799, pag. 32))
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G (7) (9)
9 N AN\G | W
(3) (13)
B | 1\«
=\m)1 (1) (15)
G 0 C G’

(31) (17)

(29) (19)

(2&%1)
(25) (23)

Figura 9. a) Proceso de division de la circunferencia en 4m puntos, b): Una circunferencia dividida para m = 4. Adaptado
de “Las ecuaciones cuadraticas y el Teorema Fundamental del Algebra” G. Espinoza, 2009, p. 132.

Am-1 5en ¢ ). Donde

m (P '

rm-—1

Sea:. T=r™ (AO senmeg + %sen(m - Do + %sen(m —2)p+ -+

D = %sen(m — Do + ':—jsen(m —2)p+-+ Am-1 sen @; con esta nueva notacion se tiene que

rm-1

T = r™(senmeg + D). Recordemos que en el punto (1), ¢ = (%) ~; luego, mg = =. Evaluando

T enel punto (1) setieneque T =r™ (sen% + D) =rm <\E + D>. Para que T sea positivo ¢ =

. 1 .
%, se necesita que |D| < \E Analicemos a |D|:

A

Ay 4z
|D| = |Tsen(m - Do + T—Zsen(m —2)p+ -+

1
e sen<p|

A
< |22

+

Ap
72

Am—l
Tt |rm_—1

(pues 0 < |senkp| <1con k €{0,1,..,m—1})

1 1 1 1 1
DI<g(G+m+tmm) <g(i++mm

+ ) donde g = max(|Al, 1451, ..., |Am_1])

1
Sabemos que r > 0; si se toma r > 1, se tendra que % < 1. Luego |D| < g( r ) =g (i)

1-1 r—1
r

Si % < \E entonces r > gv/2 + 1; sequidamente, para todo ¢ para los cuales |sen k| < \E se
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tendra que conservar el mismo signo que sen m¢. Analizando los valores de ¢ y de m¢ para los

4m puntos, deducimos que T sera positivo siempre que me caiga entre (8"11)" y (ka)n conk €

{0,1,2,...,m — 1}. Y tendré& un valor negativo cuando caiga entre (8k +5) y (8k +7) conk €
{0,1,2,...,m — 1}. En ninguno de los intervalos mencionados T = 0, pues sen ¢ nunca es nulo.
Puesto que en (3) el valor de T es positivo y en (5) es negativo, se tendra que en alguna parte entre

(3) y (5), T = 0. Y de manera general entre (4k + 3) y (4k + 5),con k € Z.

(29) (19)

(27) _ﬁl)

Figura 10. Valores positivos y negativos de la superficie T, segun los valores del angulo me para la ecuacion x* —3x2 +
6x — 2 = 0. Tomado de “Las ecuaciones cuadraticas y el Teorema Fundamental del Algebra” G. Espinoza, 2009, p. 136.

Pero, puede existir mas de un punto donde T = 0. Supongamos que entre (3) y (5) hay al menos
dos puntos donde T = 0; asi, T tiene un maximo o un minimo en ese intervalo. Analicemos la

derivadade T:

Qo mr 0 COS M@ ———cos(m 7, 1 COS P
_ (m-1)A, _ (m-2)A, . .1 Am—a ar _
Tomando E = — cos(m—1)¢p + — cos(m—2)p + -+ -1 COS P, S =

. , . . dT . .
mr™(cosme + E). Veamos bajo qué circunstancias 2, Conserva el mismo signo que cos mg. En
3 3T 1 daT m . .
(3), mp = - Y cosT-=— |7 para que o =mr (cosme + E) tenga el mismo signo que

. .. . 1
cos me cualesquier valores de sus coeficientes, se necesita que |E| < \E Tenemos que
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(m—- 1A, (m — 2)4, —
IE| = Tcos(m — Do + Tcos(m —2)p+-+ — 1C0S ¢
A A Am—
<[] + 2]+ 4 |rm—_i (Pues 0 < |cos kg| < 1)
<2+ L+ -+ 1= (Donde g es el maximo de {4 ], 14,1, |43, |4m_11}

Entonces, |E| < g (—1) pero si — < \E 6sea que cuando r > gv2 + 1; la superficie Z—: =

1
—
. . . . . ar .
mr™(cos me + E) mantiene el mismo signo que cos mg. De lo anterior se tiene que 2, &S negativa

cuando me cae entre %" y %” es decir entre los puntos (3) y (5) de la circunferencia. Luego T = 0

en un solo punto entre (3) y (5), y de manera general entre (4k + 3) y (4k + 5).

De manera similar se demuestra que U tiene un valor negativo en cualquier punto desde (3)
hasta (5), y de manera general de (8k + 3) a (8k + 5). La superficie U tendra un valor positivo
de (7) a (9), y de forma general de (8k + 7) a (8k + 9). Entonces U = 0 en algin punto entre (1)
y (3) y de forma general entre (4k+ 1) y (4k +3) con k € {0,1,2,...,2m — 1}. Se puede
comprobar que no existe mas de 2m puntos sobre la circunferencia en los que U = 0.

Gauss explicé que si trazamos otro circulo con un radio mayor o0 menor que r, pero mayor que

g2 + 1y lo dividimos; de manera general entre (4k + 3,4k + 5) T = 0. Ademés, menciona:

Ya se puede deducir de esta posicion relativa de las ramas entrando al circulo, de tantas maneras
diversas que necesariamente debe ocurrir dentro del circulo una interseccion de alguna rama de la

primera linea con una rama de la segunda linea, (...).21

Designemos con 0 la parte izquierda del eje GG’, que pertenece a la primera curva, con 1 a la
rama inmediata, la cual pertenece a la segunda curva y asi hasta la rama 4m — 1. Denotamos con

numeros pares a las ramas de la primera curva y con nimeros impares las ramas de la segunda

21 Traduccion libre de (Gauss, 1799, pag. 35)
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curva, (ver figura 12 a)). Supongamos que la rama 2, no sale; asi que podemaos rodearla y finalmente
salir por algun lugar entre 2 y 4 sin intersecar la primera curva; veamos que esto es absurdo. Al
entrar entre las ramas 0 y 2 la superficie T tiene valores positivos; estd por encima del circulo. Al
salir entre las ramas 2 y 4, esta por debajo. Entonces en algiin momento estuvimos sobre la primera
curvay por tanto tocamos la rama 2. Luego, toda rama que entra en la circunferencia tiene que salir.

a) b)

<

(7) (9)
" — -
(5) = ~e_(11)
"

L(13) 3) /' 13)

o \ a

*(15) “', +(15)

| | .
?HT) (31) ¢ \ " (17)
o

f(19) '.‘(IIJ)

Figura 11. a) Ramas numeradas de las curvas T = 0 y U = 0 asociadas a una ecuacion de cuarto grado. b) La rama 2 se
pierde en el circulo. Adaptado de “Las ecuaciones cuadraticas y el Teorema Fundamental del Algebra” G. Espinoza, 2009, p.
141.

Veamos que siempre ocurrird una interseccién de la primera curva con la segunda. Supongamos
que se pueden unir dos puntos pares y dos puntos impares de tal manera que no resulta una
interseccion de la primera curva con la segunda. Puesto que el eje GG” forma parte de la primera
curva, se tendrd que el punto 0 esta conectado con el punto 2m. El punto 1 puede conectarse
entonces con cualquier otro punto impar n. Unamos ahora el punto 2 con un punto n” y el punto 3
tendra que unirse entonces con un punto n”’. Esto nos conduce a que en algin momento sélo resta
conectar el punto h con h + 2. Por lo que la rama que entra al circulo a través del punto h + 1

necesariamente se intersecara con la rama que une h con h + 2. Pero alguna de ellas pertenece a la
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primera curva mientras la otra pertenece a la segunda curva, lo que contradice la suposicion inicial,

y por lo tanto existe una interseccion de la primera curva con la segunda curva. (Ver figura 13).

h+2

h+41 _ —

’ 4 \ z’/

| |
Figura 12. Conexiones entre ramas. Adaptado de “Las ecuaciones cuadraticas y el Teorema Fundamental del Algebra” G.

Espinoza, 2009, pp. 142 y 143.

En su demostracion, Gauss explico que no sélo habra una sino al menos m intersecciones de la
primera curva la cual se corta con varias ramas de la segunda en un mismo punto, generando que X

tenga varios factores iguales. Ademas, menciona lo siguiente:

En seguida advierto que de ninguna manera es imposible presentar la demostracion precedente, la
cual aqui construi sobre principios geométricos, también de manera puramente analitica: mas
mediante esta representacion, la cual expuse aqui, pienso que resulta menos abstracta, y realmente
aqui se coloca ante los o0jos el centro neuralgico de lo que se demuestra mucho mas claramente de lo

que se podria esperar de una demostracion analitica.z2

3.4.2. Segunda Demostracion Formal

Gauss parte de dos funciones polindmicas Y, Y", de las cuales la primera tiene grado mayor o
igual a la segunda; entonces podemos formar las ecuaciones

Y=qV +Y”
Vo= qv v
V= Y Y

22 Traduccidn libre de (Gauss, 1799, pag. 38))
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yh-1 = q(ﬂ—l)y(#)’

asi, tenemos que Y es un mdaltiplo de Y" y Y™, y asi sucesivamente hasta que Ilegamos a una
division sin residuo. Es necesario sefialar que las funciones polindmicas Y,Y"..., y los
coeficientes q,q’,q”,..., son polinomios que estan en términos de x. De lo anterior, se deduce que,
el polinomio Y es un divisor de cada uno de los anteriores, incluyendo a Yy a Y’. Cuando Y
y Y” no se pueden ver como multiplo de otras ecuaciones polinémicas, es posible encontrar dos

polinomios Z, Z” en términos de x tal que:

ZY+ 7Y =1

Nuestro tratamiento se dirige ahora a otra discusion preliminar, acerca de la transformacién de
las funciones simétricas. Sean a, b, c, ... cantidades, m un nimero entero. Denotemos por A” su

rrr

suma, A~ la suma de sus productos en pares, A" la suma de sus productos de tres en tres, etc., por

lo que a partir de la expansion del producto:
x—a)(x—Db)(x—c)

y = XM — Xx™L 4 ML = MR

surge

Por lo tanto A", A4, 1", ... son funciones simétricas en términos de a, b, c, .... Si sustituimos a
ALA A, Lpor €7, 87,877, ..., respectivamente y llamaremos p al discriminante del polinomio y.
De esta manera, param = 2,

p=—072+4L"
para m = 3, se puede ver que,
p=—L272 440307 + 4073 —18LL7L7 + 274772

Para fijar la nocion del discriminante, hay que ver los coeficientes del polinomio y como

cantidades indeterminadas. El discriminante del polinomio con coeficientes determinados:

Y = x™— L'xm—l + L"xm—Z _ L"'xm—3 4o
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sera un numero definido P, que es el valor de lafuncionde p para¢” = L', ¢ =L", ¢ =L"", ...
Por lo tanto en el caso en que se supone que Y puede resolverse en factores simples:

Y=x—-A)(x—-B)(x—C)
de manera que Y surge de:

y=x—-a)x—-b)(x—c)-
poniendo a = A,b = B,c = C, .... Esta claro, pues, que si P = 0, entonces entre las cantidades al
menos dos deben ser encontradas para ser iguales; por el contrario, si P # 0 entonces 4, B, C, ...
tiene que ser necesariamente diferentes. Ahora observamos, si ponemos % =Y’, donde:

Y =mx™ ! —(m—1Lx™ %+ (m—2)L"x™3 —

Si dos de las cantidades A4, B, C, ... son iguales, por ejemplo, A = B, entonces Y~ sera divisible
por x — A, por lo que Y y Y~ tienen un factor comun que es x — A. Por el contrario, si suponemos
que Y y Y tienen un factor comdn, entonces Y debe implicar un factor simple de uno de estos x —
A,x — B,x — C,...por ejemplo, la primera, x — A, que no puede ser el caso a menos que A es igual

a alguno de los otros B, C, D, ....

De lo anterior se deduce un teorema, que dice que si el discriminante del polinomio Y no es
0,Y, Y’ ciertamente no pueden tener un factor comdn, o si Y, Y tienen un factor comin entonces

necesariamente el discriminante del polinomio Y debe ser 0.

Con la ayuda de la discusion anterior, lasolucionde la ecuaciénY = 0, es decir, el
descubrimiento de un valor definido de x, ya sea real o expresado en la forma g + hv/—1, que la
satisface, se reduce a la solucion de la ecuacion F(u, X) = 0, siempre que el discriminante del
polinomio Y es distinto de cero. Es preciso sefialar que si todos los coeficientes en Y, es decir, el

namero de L, L”",L"”, ..., son cantidades reales, entonces también lo son todos los coeficientes
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en F(u, X). El grado de la ecuacion secundaria F (u, X) es %m(m — 1): por lo tanto, cada vez

que mes un numero de la forma 2k donde k es impar, entonces el orden de la ecuacion

secundaria es de la forma 2#~1k’.

En el caso cuando el discriminante del polinomioY es 0, se le puede asignar otro
polinomio ) dividiéndolo, cuyo discriminante es distinto de cero y cuyo grado es de la forma 2Vk’
tal que v < u. Cualquier solucién que sea de la ecuaciéon %) = 0 también satisface la ecuacién Y =
0, la solucion de la ecuacion 9 = 0 puede ser reducida de nuevo a la solucién de otra ecuacion,

cuyo grado es de la forma 271k,

A partir de estas cosas podemos decir que en general, la solucion de cualquier ecuacion cuyo
grado es un namero par de la forma 2#k" puede reducirse a la solucion de la otra ecuacion cuyo
grado es de la forma 24k, tal que u” < u. Siempre y cuando el nimero " # 0, el mismo método
puede ser aplicado una vez mas, y que continuara asi hasta que se llegue a una ecuacion cuyo grado
es impar y los coeficientes de esta ecuacion sean reales, siempre que todos los coeficientes de la
ecuacion original reales; de hecho, una ecuacién de grado impar produce una solucién, y de hecho

una raiz real, y asi cada una de las ecuaciones anteriores también sera soluble, ya sea por una raiz

real o por una raiz de la forma g + hv—1.

Por lo tanto, se ha establecido que cualquier polinomio Y que sea de la forma x™ — L'x™~1 +
L”x™ 2 —... donde L’,L”, L, ... son las cantidades reales definidas, implica un factor x — A,
donde A es una cantidad real o uno expresable en la forma g + hv/—1 en el Gltimo caso, facilmente
puede verse qué y también alcanza el valor 0 por la sustitucion x = g + hv/—1, y asi es divisible
por x — (g — hv/—1) y asi también por el producto x* — 2gh + g* + h?. Por lo tanto, cualquier

polinomio se factoriza, de hecho implica un factor de primer o segundo grado, y desde el mismo
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se aplica de nuevo al cociente, es evidente que Y se puede descomponer en factores reales de

primer o0 segundo grado. Siendo ese el proposito principal de Gauss.

3.4.3. Tercera Demostracién Formal

La demostracion de Gauss inicia con el polinomio:
X=xM+Ax™ 1+ Apx™ 2 + Agx™ 3 + -+ A 1x + Ay
Donde sus coeficientes son cantidades reales. Sea r, ¢ otras variables, se define:

r™cosme + A;r™ L cos(m— 1)@ + A;r™ 2 cos(m — 2)p + -+ App_qrcos @ + Ay =t
r™senmg + A;r™ tsen(m — D)o + A;r™ 2sen(m — 2)p + -+ A,,,_;Tsen¢@ = u,

Las expresiones t y u son la parte real e imaginaria, resultado de la sustitucion de
x =r(cos@ + isen ),
en X. Observemos que las derivadas con respecto a t y u, es decir ;—; =-u'y Z—: =t’, son:
mr™cosme + (m — 1)A;r™ cos(m — 1)@ + -+ Ap_ircosp =t
mrmsenme + (m — DA™ sen(m — Do + -+ Ap_irseng =u’
Gauss demuestra el siguiente teorema:
Teorema. Sea tt”+ uu’. Tenemos que esta expresion es positiva para un valor r de R
suficientemente grande sin importar el valor de ¢. Se tiene que para valores grandes de r, los
términos dominantes de t y u son:

rcosmep y r"™senme,
y los términos dominantes de t” y u” son
mr™cosmp y mr™senme,
por lo tanto el término tt” + uu’ es
mr?™(cos? me + sen? me) = mr?™m

que es siempre positivo.
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Ahora, Observemos que las segundas derivadas de t y u con respecto a ¢, es decir ez U

Lt _ ¢ son:
y d(pz - ' .

m?r™cosme + (m — 1)24Ar™ tcos(m — 1)@ + -+ Lrcosp =t~
m?r™senme + (m — 1)24Ar™ tsen(m — Do + -+ Lrsengp = u”

El objetivo de Gauss es demostrar que existe un punto en el plano en el cual t y u son ambas
nulas, ya que la existencia de tal punto implica la existencia de una raiz compleja del polinomio
X. Si laraiz es real, X tiene un factor lineal y el proceso continta. Si la raiz no es real X tiene un

factor cuadratico y de manera similar el proceso continla.

Supongamos que no existe un punto del plano tal que t = 0 y u = 0, entonces t2 + u? es
siempre diferente de cero, y la funcién

(2 +ud)(tt” +uu”) + (tu” —ut)? — (¢t" — uu’)?
B r(t2 + u?)?

es siempre finita. Notese que el factor » en el denominador se cancela puesto que t’,u’,t”", u”” son

divisibles por r. Gauss considera a continuacion la doble integral

R (360
[2=] j ydrde.
0o Jo

El resultado es el mismo, si integramos primero con respecto a ¢ y luego con respecto a r. La
integral indefinida con respecto a ¢ es
tu" —ut’
Jrao -
Es claro que si diferenciamos la funcién del lado derecho obtenemos y; ademas la funcion del

lado derecho tiene la misma funcion para ¢ = 0°y para ¢ = 360°, por tanto el valor de la integral

entre 0 y 360 es cero. Esto implica que
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De otra parte si uno integra primero con respecto a r, obtiene la integral indefinida:

Para r = 0 esta expresion es nula y para r = R es positiva. Esto significa que la integral es
positiva y por tanto {2 es positiva, lo cual contradice la conclusion anterior. Por tanto la hipotesis

de que t y u nunca son ambas cero conduce a una contradiccion.
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4. REFLEXIONES Y CONCLUSIONES

El desarrollo historico de un concepto matematico se puede abordar de diferentes maneras; en
este trabajo de investigacion se aplico una propuesta metodologica que tiene que ver con ciertas
etapas, las cuales permiten tener un acercamiento a los conceptos y procedimientos de validacion
de un enunciado, dichas etapas de desarrollo conceptual estan relacionadas a la intuicién,
visualizacion y formalizacidn. Una intuicion corresponde a la percepcion de la veracidad de algo
sin que medie un proceso formal. Es el caso de los planteamientos de Descartes y Girard, quienes
establecen, sin necesidad de demostrarlo, que una ecuacion de grado n tiene n raices. Con respecto
a la visualizacion se hace referencia a los procesos mentales, ideas, intentos, esquemas de
demostraciéon, los cuales son realizados por grandes matematicos como D'Alembert, Euler y
Laplace, quienes realizaron los primeros intentos de demostracién acerca del TFA. La etapa formal
tiene que ver con la validacion de un enunciado, que es cuando ya se demuestra con todo el rigor
un teorema. Esta metodologia la hemos aplicado al TFA. Un analisis histérico nos permite
visualizar claramente las diferentes etapas que hemos tomado como referencia en esta indagacion,
pues con el objetivo de validarlo se pasa de las intuiciones a una etapa pre-formal y de la etapa

pre-formal a una formal que es donde se demuestra el teorema.

En la demostracion del TFA se pone a prueba la intuicion, la cual esté relacionada con el hecho
de pensar que una ecuacion tiene tantas soluciones como su grado lo indica. Las demostraciones
del TFA se veran afectadas por el contexto histdrico en el que se encuentren, por ejemplo Descartes
no pudo demostrar el teorema porque carecia de las herramientas matematicas para hacerlo. Por

otro lado, las demostraciones de D'Alembert, Euler y Laplace fueron invalidadas porque utilizaban
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conceptos que aun no habian sido definidos; incluso el mismo Gauss utilizé libremente el concepto
de continuidad; ademas, cada uno de ellos, tiene un método para demostrar el TFA y una estrategia

con la cual atacar el problema.

El TFA es un teorema de naturaleza especial para la época, pues corresponde a un teorema de
existencia pura. Eso significa que da cuenta de la existencia del objeto sin necesidad de exhibirlo.
Eso explica un poco la riqueza de la metodologia que se plantea en este documento, pues se
muestra que en el itinerario seguido para establecer una demostracion de existencia pura la
visualizacion y la intuicién juegan un papel muy importante; asi, en la primera etapa de
demostracion, Gauss recurre a la geometria para visualizar las raices, mediante la interseccion de
dos curvas en el plano. De esta manera, la visualizacién juega un papel importante en la
demostracion del TFA, al permitir crear imagenes mentales para comprender un objeto
matematico. Asi mismo, el TFA, como su nombre lo indica, es fundamental para el algebra, motivo
por el cual se considera que se deberia demostrar con herramientas algebraicas; pero
modernamente incluso D'Alembert y Gauss hacen su demostracion analiticamente, es decir,

realizando procedimientos del analisis matematico.

A pesar de que las demostraciones de Gauss del TFA constituyen un paso importante en el
desarrollo conceptual, ain quedaban algunos detalles formales que deberian ser revisados. De
hecho, las demostraciones completamente formales se dieron algunas décadas después y con el
aporte de muchos matematicos de diferentes latitudes. Ademas, al hacer un recorrido por la historia
del TFA, se nota que muchas veces se supone la existencia de raices de polinomios, lo cual es una
falla en matematicos como Euler, D'Alembert y Laplace. En las siguientes generaciones, e incluso
en muchos de los libros de texto de variable compleja, como los que se usan en la Licenciatura en

Matematicas y Fisica de la universidad de Valle, se demuestra el TFA con base en teoremas
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desarrollados después del siglo XVIII. Por ejemplo, una forma de demostrarlo es haciendo uso del
teorema del matematico Joseph Liouville (1809-1882). Segln este teorema, si f es una funcion
continua y acotada, luego f es constante2s; desde la topologia haciendo uso del teorema de punto
fijo, el cual fue planteado por Luitzen Egbertus Jan Brouwer (1881-1966), también es posible

demostrar el TFA24.

A proposito, en este trabajo se pueden mencionar algunos resultados importantes, empezando
con que no existe un modelo de demostracion independiente de la época; los modelos estan
relacionadas a las personas que han construido conocimiento matematico, pues se puede ver que
antes de D'Alembert los matemaéticos no podian demostrar el TFA, debido a que las matematicas
de su época no eran lo suficientemente avanzadas para ello; pero una vez que se tuvieron las
herramientas suficientes, fue D'Alembert quien utilizando un método analitico presentd su intento
de demostracion. En contraste con esto, tanto Euler como Laplace utilizaron un método algebraico;
ademas, en lo que a Gauss respecta, su segunda demostracion es algebraica, mientras que las demas
son analiticas; pero en la primera y tercera demostracion de Gauss se hace uso de la geometria, alli

es donde se demuestra la existencia de las raices de una ecuacion polinémica.

Por otro lado, las exigencias con respecto al rigor han ido variando a medida que ha ido
avanzando la historia: podemos ver que inicialmente con Descartes y Girard, solo se intuye el
TFA, sin ninguna demostracion; mientras que Newton y Leibniz brindan herramientas para poder
demostrarlo en el futuro; por su parte, tanto D'Alembert, Euler y Laplace presentan sus intentos de
demostracién del TFA, pero no es suficiente para el rigor exigido por la comunidad matematica,

pues los matematicos citados anteriores asumen como verdadero la existencia de las raices de un

23 Ver anexo 1.
24 Ver anexo 2.
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polinomio, lo cual es un gran vacio en sus demostraciones; por otra parte, Gauss tampoco ofrece
una demostracion rigurosa, pues utiliza conceptos que aun no se han demostrado, quedando

descontento y brindando muchas demostraciones mas en el transcurso de 50 afos.

Después de las demostraciones de Gauss, Y las criticas respectivas se puede decir que el rigor
absoluto es inalcanzable. Se podria pensar que cuando se demuestra un teorema, queda finalizado
el trabajo que se debia realizar. Pero esto no es asi, en el caso del TFA una vez se aprobd la
demostracién formal de Gauss como valida, nuevas ideas surgieron en otras ramas de la
matematica, como la variable compleja, para poder demostrarlo de otras maneras y con otras

herramientas.

Ademas, no ha habido un total acuerdo por parte de la comunidad matematica, en cuanto a los
conceptos y procedimientos utilizados para demostrar el TFA, pues nadie dice cuéles son los méas
adecuados para demostrarlo, es por eso que Gauss pasa mucho tiempo tratando de hacer una
demostracion algebraica del teorema, sin embargo, recurrié al analisis, a la geometria, etc., para
demostrarlo; Gauss podia utilizar en su demostracion diferentes métodos, tal como lo hizo, pues
uso el método directo, induccion matematica, reduccién al absurdo, etc., para verificar la veracidad

del teorema.

La historia del TFA, esta atada a la historia de la variable compleja, pues Descartes para dar
solucion a su regla, tuvo que admitir las raices imaginarias a las cuales él las Ilama producto de la
imaginacion.

En este recorrido historico, se pueden identificar una gran variedad de demostraciones del TFA,

pasando de intuiciones a conjeturas para finalmente demostrarlo. Ademas, se puede ver que para

hacer la demostracién fueron necesarios otros conceptos, sin los cuales no se podria completar una
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demostracion. Bernard Bolzano (1781-1848) explicd en un trabajo llamado Rein Analytisher
Beweis, el por qué las demostraciones, incluida la de Gauss, no eran del todo satisfactorias, pues
estaban soportadas en intuiciones geometricas; en el caso de Gauss, la geometria fue un elemento

indispensable, ademas del concepto de continuidad que utiliz6 ain sin tenerlo bien claro.

Asimismo, en todo el recorrido histérico se ha observado la construccion de conocimiento por
medio del TFA, dado que, gracias a este teorema han surgido nuevos problemas, métodos y

demostraciones para demostrar la existencia de la raiz de una ecuacion.

Es un hecho que los desarrollos de Gauss llevaron el universo de las cantidades al terreno de

las magnitudes complejas. Gauss visualiza la cantidad imaginaria v —1 que venia siendo aceptada
como solucion de una ecuacion desde Descartes, pues para cumplir con su conjetura, de que una

ecuacion de grado n tiene n soluciones, se necesita que algunas de estas soluciones sean

imaginarias. Pero no solo ellos aportaron en este campo, pues Euler denot6 con i a+v/—1, e incluso
Leibniz aport6 a la historia de estos nimeros, los cuales no parecian tener impacto en los
desarrollos matematicos. Siendo esta una razén suficiente para que el trabajo de Gauss fuera
aceptado; pues se sabe que las cantidades imaginarias aparecieron inesperadamente en la
resolucion de ecuaciones, y luego se las visualiza geométricamente, dando confianza a la

comunidad matematica para generalizar su uso.

En este punto surge la pregunta ;Cémo la historia del TFA aporta a la educacion matematica?
Tratando de dar una respuesta a esta pregunta, se puede disefiar una propuesta didactica que
permita un acercamiento diferente a los procesos de demostracion a través de un teorema, bien sea

el TFA o cualquier otro teorema, de tal manera que se vean los conceptos matematicos en un
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sentido riguroso y no solo como un concepto que se puede aplicar, como una regla de la cual se

obtiene un resultado.

La demostracion en el salén de clases es importante, por eso es necesario que desde edades
tempranas los estudiantes aprendan a intuir, plantear hip6tesis, hacer conjeturas, generalizar y
cuando sea posible ensayar pequefias argumentaciones y demostraciones, sin exigirles un alto
grado de rigor en ellas. Cabe resaltar que en la educacion basica y media se ensefia a los estudiantes
a usar la matematica, a pensar l6gicamente, a argumentar, razonar y a fortalecer la intuicion, es
por eso que hay que ensefiarles a demostrar teoremas, para que asi ellos, puedan resolver

problematicas de diverso origen.

En el colegio se ven las demostraciones en un sentido no formal, y para que se pueda demostrar
una proposicion se debe pasar por unos niveles, iniciando por el de abstraccion, el cual permite
entender diferentes propiedades del objeto matematico con los que se esté trabajando. Inicialmente
el estudiante limita su pensamiento a objetos especifico como lo hacia Descartes, concentrandose
solo en ejemplos particulares, para pasar a un segundo nivel donde el estudiante escoge un objeto
como representacién de una clase de objetos, es decir un ejemplo que haga que el estudiante se
base en él para seguir con su trabajo; finalmente en el estudiante se producirdn razonamientos

generales de donde se podria pasar a hacer una demostracion formal.

Después de este estudio historico, se puede plantear una forma donde se implemente la
demostracién matematica en la escuela, pasando por diferentes procesos, estos pueden ser llevados
a cabo con diferentes teoremas; para dar un ejemplo se espera que el estudiante vaya a su
experiencia y mediante ejemplos particulares empiece resolviendo ecuaciones lineales,

cuadraticas, cubicas, etc. Podran ver que si se sigue asi con un nimero reducido de casos se llega
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a creer que siempre que se resuelva una ecuacion lineal se tendra una raiz, si se resuelve una

ecuacion cuadratica se tendra dos raices, etc., lo cual seria una conjetura hasta ese momento.

Continuando con el problema, se espera que el estudiante pase a realizar una generalizacion
donde se concentre en casos no tan particulares que representen un cierto conjunto de ecuaciones,
por ejemplo, podriamos decir que, cualquier ecuacion que tenga como coeficientes nimeros reales
siempre se puede factorizar en polinomios cuadréticos. El siguiente paso seria generalizar la
conjetura, es decir, que el estudiante pueda llegar a representar las ecuaciones de gradon € N, y
pueda entender que siempre que n sea un numero natural, si yo tengo una ecuacién de grado n, la

ecuacion se podra ver como el producto de n factores.

El siguiente paso seria tratar de demostrar este hecho, iniciando con una visualizacion mental
de su solucion; los estudiantes presentaran diferentes validaciones de la conjetura, de las cuales se
escogera la que tenga un caracter formal, hasta que la conjetura pase a ser un teorema. Claro est4,
el ejemplo que planteamos anteriormente tiene que pasar por unos procesos mentales donde el
estudiante tenga un pensamiento matematico amplio, lo cual se logra hacia los ultimos afios de la
educacion media. La forma como el estudiante justifica un teorema puede variar, ya que si logra
validarlo mediante dibujos o ejemplos, seria una prueba no retérica. Puede hacer una demostracion
preformal, es decir que mediante ciertos razonamientos se llegue a validar el teorema, pero siempre
habra algunas partes sin demostrar sin las cuales no se daria completamente la veracidad del
teorema; otro caso serian las demostraciones formales que son las demostraciones rigurosas, que
se pueden encontrar en los libros de texto de matematicas universitarias. De todo esto se espera
que, en su formacion matematica, el estudiante pueda comprender una demostracion y la
importancia de la misma, ya que, con ello, se puede ver sus esquemas de demostracion y con esto

el estudiante podria explicar mejor sus razonamientos.
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Lo que se pueden realizar en estudios mas avanzados, tienen que ver con lo siguiente: desde lo
didactico, tanto para estudios con profesores y con estudiantes, se puede llevar la demostracion al
salon de clases y verificar si los sucesos historicos por los cuales pasaron los matematicos, también
se puede desarrollar en el salon de clases. Desde la parte historica queda abierto el trabajo con las
cantidades imaginarias y el estudio de la variable compleja, donde se puede observar como ha ido
evolucionando las raices cuadradas de nimeros negativos que surgen en las ecuaciones, hasta
conformarse toda una rama de las matematicas como es la variable compleja; ademas, se puede
observar como los estudiantes trabajan con estas cantidades en el salon de clases de la educacion
media y basica, ya que segun los curriculos no se aborda ampliamente, sin tener en cuenta sus

aplicaciones en diferentes procesos matematicos.

Incluso, desde lo matematico se podria ampliar ain mas los desarrollos del TFA, ya que después
de Gauss, surgen una amplia lista de matematicos que trabajaron con este teorema. Por ejemplo,
en 1814, el suizo Jean Robert Argand (1768-1822), publicé una demostraciéon simple del TFA.
También, en 1820, Augustin Louis Cauchy (1789-1857) dedicé un capitulo completo de su Cours
d’analyse a la demostracion de Argand; dicha demostracion en aquella época no fue
completamente rigurosa, ya que el concepto de extremo inferior no habia sido desarrollado todavia.
La demostracion de Argand fue recogida por Chrystal en su libro de texto Algebra en 1886. Este

libro fue muy divulgado y la demostracion de Argand se hizo famosa.

La célebre demostracion de Argand del TFA es un teorema de existencia que no es constructivo,
otros matematicos importantes como es Evariste Galois (1811-1832) y el matematico aleman
Hellmuth Kneser (1898-1973), trabajaron también con la demostracion del TFA. La demostracion
de Hellmuth Kneser fue simplificada en 1981, por su hijo Martin Kneser. Por otro lado, en la

Universidad de Nijmegen en Holanda se establecio un proyecto de investigacion sobre el TFA, el
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cual llego hasta el afio 2000. El grupo sobre el TFA mantiene una pagina en la que se da
informacidn valiosa a quienes deseen ver los lenguajes de computacion que utilizan en algunas
soluciones constructivas. Incluso hay algoritmos en Coq (programa desarrollado en Francia)
implementando el teorema de Kneser. Queda pues abierta la invitacion para que los lectores
interesados sigan investigando en torno al desarrollo historico del TFA y las aportaciones que su

estudio trajo en diversas areas de las matematicas.



79

5. ANEXOS

Anexo 1. Demostracion, utilizando el Teorema de Liouville.
Si p(z) es un polinomio no constante entonces existe un nimero complejo a tal que p(a) = 0.

La demostracion del TFA se realiza de manera indirecta, por reduccion al absurdo.

Sea p(z) = apz™ + ap_1z" 1+ -+ aq, con a, # 0 y n = 1, una ecuacion polinomial con
coeficientes reales. El TFA afirma que el segundo miembro de esta ecuacion puede descomponerse
en factores de primer o segundo grado; es decir, tiene raices en los complejos. Concretamente,

p(z) = 0 tendré n raices, algunas de las cuales pueden ser repetidas.

Supongamos que p(z) = 0 no tiene solucion. Tomando como modelo del campo de los
nameros complejos al plano, lo dividiremos en dos regiones: la primera serd R, = {z/|z| < r}; la
region R, sera el resto del plano, es decir, R, = {z/|z| > r}. Consideremos la funcion %; como
p(z) nunca se anula, tenemos que ﬁ es una funcion continua en todo el plano, en particular en

R;. De acuerdo con la teoria actual de la variable compleja, si f(z) es una funcién continua en
alguna regién R del plano complejo, |f(z)| también lo serd; ademas, si R es acotada y cerrada, es

decir, si contiene a su frontera, entonces existira un real positivo M tal que |f(z)| < M para todo
1 .
z en R. Este resultado nos conduce a que |ﬁ| < M paraalguna M real, siempre que z se encuentre

en R;, que es una region cerrada y acotada.

. . 1 -, .-
Analicemos ahora el comportamiento de il la region R,. Para ello utilizaremos la

desigualdad
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If(2) + 9| = If (2| - lg(@)]|enlaque [f(2)]| = |g(2)]

Expresamos p(z) como: p(z) = f(2) + g(z) siendo f(z) = a,z" y g(z) = a,_1z" 1t +
An_2""% + -+ a,z + a,. Notemos que r puede ser lo suficientemente grande para cumplir que
|f(z)| = |g(z)|. Tendremos asi que

p(@)] = 1f(2) + 9@)| = |anz" + an_12"* + -+ o

2 |anz"| = |an-12"" + -+ a0l = If (2] - 1g(2)].
Por otra parte,

|@n-12""" + 22" 2 + -+ ag| < lap-q|12]"F + |an_a|]2]" 7% + - + al.
De este modo,
lanz™ + an 12"t + 0+ agl 2 lagllz]™ = (Ian_q12]" 7 + - + |ao)),
siempre que r sea lo suficientemente grande para que el tltimo miembro de esta doble desigualdad

sea positivo. Tenemos asi que

_ - lan—_2|
IP@)] 2 lallzl = (an-slz"™ + -+ lag]) = lanllz|" = |27 (Jan-o| + 22 +

+oe +

|z|? |z|"=2 " z|mmt

lan—sl laq] laol )

Sea A el namero mayor del conjunto {|a,,_1|, |an—2l, |a,—sl| ... |ag|}; se tendra que

lan—z| = lan_sl laol A A A
+ -+ <A+ —+—++———<nd
|z |z |z lz| -~ |z]? |zt

lan_1] +

Como consecuencia, obtendremos que

- A
Jallzl™ = 121" (lapog | + 252 4o L200) > Jay 2] — 217 (A + 24+

|z| |z|n-1 |z|
L) > |agllz|" — |z|" L (nd);
i) = a,l|z VA ni);

Es decir
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i_|_...+ A

|z| |z|™—1

121" (lanl = 73)-

|z|

P@ 2 lagllzl - 21" (A + ) = lanllzl" = |27 (nd) =

Lo anterior nos lleva a que

1 1
<
— nA "
Ip(z)l r"(lanl—T)

el segundo miembro de la desigualdad alcanzara su valor maximo respecto a los puntos de R,

cuando |z| = r, pues cada punto z de R, cumple que |z| > r. Asi, en la segunda regién

1 1
<
= (A
lp(2)! r"(lanl——r )

En R, se obtuvo que ;) < M y en R, se concluyé que

. Sea M’ la mayor
@l = y

1
lp(2)| = r"(lanl—%)

de las dos cotas. Se tendra que @ < M’ para cualquier z en el plano complejo. De este modo, la

., 1 . .. R . .
funcion o~ es acotada. Bajo estas condiciones puede aplicarse el teorema de Liouville el cual

1

mencionasi f es una funcion entera y acotada entonces f es constante, y como obtenemos que o

es una funcién constante, es decir ﬁ = k. Lo anterior lleva a que p(z) = %y esto es absurdo ya

que p(z) es una funcion polinomial. Por lo tanto, la ecuacion p(z) = a,z™ + a,_1z" 1 + -+ +

a, si tiene solucion en los complejos.

Anexo 2. Demostracién utilizando el Teorema de punto fijo de Brouwer

Sea f(z) = z" + a;z" ! + - + a,, cualquier polinomio complejo. Debemos probar que f(z)
tiene por lo menos una raiz. Para este fin,sea z = re’®, 0 <0 < 2m, R =2+ |a | + -+ |a,| y
definimos una funcién no analitica g(z) como

z— f(2)/(Re'™ ) |z <1

9(2) = { 2= f@)/(Rz") |z] > 1
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La funcion g(z) es continua para todos los valores z. Primero, cada una de las dos expresiones
dadas para g(z) es continua en todo el rango especificado, ya que ningun denominador se vuelve
ceroy, para z = 0, tenemos r = 0 por lo que i(n — 1)0r = 0, sin importar el valor que tenga 6.

Segundo, para z = 1, las dos expresiones son idénticas.
Para |z| < R, tenemos |g(z)| < R. Veamos

e Paraz<1

f(2) 1+|aq|++|an|
R

<1+ <1+1<R

lg(2)| < |z] +

e Paral<|z|<R

laq|+--+]anl R-2

pa I o R—14+22<R.
R R

1-n
a ++anz
1—n| <

|(R—1)§

l9(2)| = |z -2 -

Ahora consideremos la correspondencia z — g(z). Los ultimos dos parrafos muestran que esta

es una transformacion continua que envia el circulo |z| < R en si mismo. Luego, por el teorema
de punto fijo de Brouwer, el cual menciona que: Cualquier transformacion continua del circulo
|z| < R en si mismo tiene un punto fijo. Aqui R es un nimero real positivo arbitrario y z es una
variable compleja. Existe al menos un valor z, tal que g(z,) = z,. Pero lo definicion de g(z), esto

significa que f(z,) = 0y que f(2) tiene por lo menos un raiz.
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