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RESUMEN
Este trabajo de grado consiste en una propuesta de innovacién didactica y curricular con el propédsito de
abordar problematicas emergentes en la ensefianza y comprension de algunas nociones de geometria
euclidiana en educacidon media. Se concreta en la seleccidon de elementos conceptuales y
procedimentales para la elaboracién de una propuesta de modelo local de conocimientos y analisis
didacticos basada en algunos elementos fundamentales de la teoria cognitiva e instruccional de los Van
Hiele, con el propdsito de disefiar una unidad didactica que integre contenidos curriculares de
geometria euclidiana y fractal, que promuevan el desarrollo de pensamiento geométrico de los
estudiantes de grado once, y que a la vez permita reconocer, promover y fortalecer los conocimientos
matematicos, curriculares y didacticos base de la formacién profesional docente del profesor de

matematicas de este nivel educativo.

Palabras clave: innovacion curricular y diddactica, desarrollo de pensamiento geométrico, geometria
euclidiana, transformaciones geométricas, geometria fractal, modelo local de analisis didactico, teoria

de los Van Hiele, formacion del profesor de matematicas, competencias geométricas.
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ABSTRACT
This undergraduate thesis consists of a proposal for didactic and curricular innovation with the goal of
addressing emerging problems in the teaching and understanding of some notions of Euclidean
geometry in secondary education. It is specified in the selection of conceptual and procedural elements
for the elaboration of a proposal for a local model of knowledge and didactic analysis based on some
fundamental elements of the cognitive and instructional theory of the Van Hiele, with the objective of
designing a didactic unit that integrates curricular contents of Euclidean and fractal geometry, which
promote the development of geometric thinking of eleventh grade students, and which at the same
time allow to recognize, promote and strengthen the mathematical, curricular and didactic knowledge

that is the basis of professional teacher training of the mathematics teacher of this educational level.

Keywords: curricular and didactic innovation, development of geometric thinking, Euclidean geometry,
geometric transformations, fractal geometry, local model of didactic analysis, Van Hiele theory,

mathematics teacher training, geometric skills.
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INTRODUCCION

El presente trabajo de grado, es el resultado de una colaboracién entre el Departamento de
Matematicas y la Facultad de Educacién y Pedagogia de la Universidad del Valle. Se inscribe en la linea
de formacidn de Didactica de las Matematicas (DdM) del programa de Licenciatura en Matematicas. A
partir de una unidad diddctica disefiada mediante la integracion o articulaciéon de una propuesta de
modelo local de analisis didactico y algunos elementos de la teoria de los Van Hiele, se proponen
estrategias y contenidos relacionados con las transformaciones geométricas y objetos de la geometria
fractal utilizando un recurso diddctico digital como GeoGebra, con la intencion de trabajar en desarrollo
de pensamiento geométrico en alumnos de grado once. El propdsito general consiste en identificar o
reconocer conocimientos y procedimientos geométricos y didacticos integrados del profesor de
matemadticas cuando se enfrenta a situaciones de innovacién educativa (curricular y didactica) como la

descrita anteriormente.

La propuesta de investigacion se desarrollara en el marco de una perspectiva didactica
documentada desde referentes de orden didactico, curricular y matematico. De otro lado, este trabajo
se logra situar en investigaciones que se encargan del estudio de la geometria fractal y, desde un punto
de vista didactico, en una investigacion que aborda diferentes procesos para el desarrollo de
competencias geométricas que inciden en la construccion del conocimiento. Un primer paso en el
desarrollo de este trabajo consiste en tener una aproximacion a la problematica de investigacion, en la

cual se describe la necesidad de proponer una unidad didactica que condense algunos tdpicos de la
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geometria euclidiana que seran aplicados en la exposicidon de una geometria mas abstracta (geometria
fractal), especificamente, la construccidn de algunos objetos fractales de manera iterativa que logre
promover en los alumnos el desarrollo de pensamiento geométrico. Del mismo modo se realiza un
acercamiento a investigaciones realizadas en tiempos pasados, que estan vinculadas a propuestas
didacticas para desarrollar competencias geométricas en el aula, con la particularidad de que estas se
centran especificamente en el concepto geométrico de autosimilitud de un conjunto fractal y su relaciéon

con el estudio de fendmenos encontrados en la naturaleza.

Los referentes tedricos en los cuales se fundamenta este trabajo, y que son transversales a la
propuesta, se categorizan en tres dimensiones. Una dimension diddctica, sustentada desde la teoria que
proponen los Van Hiele ligada a la ensefianza y aprendizaje de la geometria y en conjunto con una
propuesta tedrica y metodoldgica relacionada a los modelos locales de conocimientos y analisis
didactico y unidades didacticas. Por otro lado, desde una dimension curricular que se regula por el punto
de vista descrito por el Ministerio de Educacién Nacional (MEN) en términos de cémo se concibe el
abordaje de pensamiento espacial y sistemas geométricos en las instituciones educativas, a partir de sus
principales documentos instaurados institucionalmente, ademas de considerar diferentes aspectos
asociados a la formacion profesional de los profesores en matematicas. Finalmente, desde una
dimension matemdtica orientada a recuperar algunos tépicos de la geometria euclidiana.
Adicionalmente, se presenta de manera formal la esencia de la geometria fractal a partir de los
conceptos fundamentales contenidos en ella, tomando como base los planteamientos tedricos de

Sabogal, Sy Arenas, G (2011)., en su propuesta “una introduccion a la geometria fractal”.

Para la elaboracion de la unidad didactica se propone como estrategia metodoldgica, desde un
enfoque de cardcter cualitativo, integrar la implementacion de una propuesta de modelo local de

analisis didactico en conjunto con la teoria cognitiva e instruccional que proponen los Van Hiele y una
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estrategia de investigacidn en educacidn matematica basada en la investigacidn-accion como elementos

tedricos y practicos para entrar en contexto con el fendmeno que se pretende abordar con el diseio.
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CAPITULO |

1. FORMULACION DEL PROBLEMA
En este capitulo se precisa la problematica de investigacion sobre la cual se pretende ahondar
en el desarrollo de este trabajo de grado, para lo cual, se describe la necesidad de proponer una unidad
didactica que condense algunos tdpicos de la geometria euclidiana que se abordardn a través de
contenidos propios de la geometria fractal, como estrategia de innovacidn curricular y didactica en el

guehacer del profesor de matematicas.

1.1 Aproximacion a la problematica de investigacién

Para empezar, la geometria euclidiana se concibe como una geometria clasica y tradicional, la
cual es presentada a lo largo del siglo Il a.C. Los cimientos tedricos y conceptuales de esta geometria se
construyen a partir de la obra que propone Euclides de Alejandria conocida como “Los Elementos de
Euclides”; dicha obra se encarga de abordar elementos fundamentales en el marco de la geometria
euclidiana, tales como lineas, puntos y curvas, entre otros. En los Elementos de Euclides se proponen
una serie de planteamientos en los cuales se establecen las principales bases axiomaticas de la
geometria euclidiana, especificamente, se plantean 23 definiciones, 5 postulados y 5 nociones comunes

gue dan lugar para la comprension, el desarrollo y avance de las ciencias modernas.

Esta geometria se rige por los principios de la l6gica deductiva y la demostracidn, lo que implica
gue cualquier teorema que se demuestre en la geometria euclidiana es valido para cualquier figura
geomeétrica plana. Cabe aclarar que este tipo de geometria se limita al estudio de aquellas

representaciones figurales (formas, figuras) que distan de muchas realidades del entorno, describiendo
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asi, aspectos Unicamente regulares, ideales y que no demandan mayor complejidad en términos de su

comprension.

“Las nubes no son esferas, las montafas no son conos, las lineas costeras no son circunferencias
y la corteza de un arbol no es lisa, como tampoco es cierto que la luz viaja en linea recta” (Mandelbrot,
s.f., citado en Sabogal y Arenas, 2011., p.01). Sin embargo, la geometria euclidiana es la base que
permite dar cuenta del abordaje de diferentes tipos de geometrias, tales como la geometria proyectiva,
las geometrias no euclidianas y la topologia; es aqui donde emerge una geometria mas topoldgica y
analitica para el estudio de diversos fendmenos de la naturaleza, la cual se conoce a dia de hoy como

geometria fractal.

Una geometria que trasciende de los puntos, las rectas y los planos de Euclides para atrapar y describir
las formas de los arboles, las montafias y las nubes. Complejidad y simplicidad son partes
complementarias de su todo. La geometria es llamada Geometria Fractal. (McGuire, 1991.,

citado en Grisales, 2017., p.27).

La geometria fractal tiene sus origenes en la década de los 70. Esta se circunscribe en las dreas
del conocimiento correspondientes a la geometria, topologia, matematicas aplicadas y el analisis
matemadtico. La geometria fractal emerge como una herramienta para describir y caracterizar aquellos
aspectos de la naturaleza que no pueden ser abordados por la geometria euclidiana, siendo capaz de
modelar formas complejas y estructuras irregulares que se encuentran en la naturaleza, como las hojas
de los arboles, la textura de las rocas y la forma de las nubes. Uno de los intereses por la geometria
fractal surge de la necesidad de comprender el orden de los fenédmenos de la naturaleza y su relacién
con el universo logrando convertirse en una herramienta Util para analizar y dar explicacidn a todo
aquello que rodea a las personas, desde la biodiversidad de la naturaleza hasta los fendmenos fisicos y

guimicos que ocurren en el universo.
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Segun Santos, Ly Barreto, O. (2022) la geometria fractal ha demostrado ser funcional en
diversas disciplinas, como, la geologia, la salud, el arte y la arquitectura. En la geologia, por ejemplo, se
utiliza para modelar la forma de las montafias y los rios, y para predecir terremotos y otros fendmenos
geoldgicos. En la salud, se emplea para analizar las estructuras del cerebro y para entender la relacion
entre la estructura de los vasos sanguineos y el desarrollo de enfermedades. Ahora bien, en el artey la
arquitectura, sirve para crear formas y estructuras complejas, y para disefiar edificios y obras de arte

gue se asemejen a las formas de la naturaleza (p.7).

De acuerdo a lo anterior, Mandelbrot propone una formalizacidon conceptual respecto a todos
los conceptos geométricos que emergen a través del tiempo asociados a la geometria fractal, para ello
destina dos obras esenciales, se refiere primeramente a “Les Objets Fractals: forme, hasard et
dimension”, esta obra se presenta como un ensayo de caracter informal en el cual presenta tépicos
generalizados que se encuentran intrinsecamente vinculados a la geometria de fractales, y su segunda
obra “The Fractal of Nature” se muestra como un complemento mas compacto para sus aportes a la
investigacion respecto a la geometria fractal, y aunque da continuidad a las mismas generalidades que

ha expuesto, amplia el abordaje de otros tépicos que exceden la parte introductoria de los fractales.

1.2 Generalizacion de la problematica de investigacion

A través del tiempo, la ensefianza y aprendizaje de la geometria ha logrado representar una de
las principales dificultades en el campo de la educacién matematica, debido en parte a que la geometria
y las matematicas a nivel general se conciben como objetos complejos y abstractos, es decir, que no es

tarea sencilla manipularlos ya que generalmente se acceden a ellos por medio de representaciones.

En esa perspectiva, ensefiar geometria en la escuela supone ofrecer a los alumnos la posibilidad de:
describir, entender e interpretar el mundo real y sus fenédmenos; resolver una amplia variedad

de problemas que implican usos de estimacion, aproximacién y medicion; acceder
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paulatinamente, mediante el uso de técnicas y de las explicaciones sobre ellas se pueden dar, a
un modo de teoria axiomatica; formular conjeturas y preguntas; proponer pruebas, estrategias;
elaborar refutaciones, ejemplos y contraejemplos de los fenédmenos que se describen y
modelizan primero, para aplicar las conclusiones a otros fendmenos; recuperar la capacidad de
asombro y de analisis de lo visual, de la imagen; construir esquemas basicos de respuestas a
situaciones cotidianas provenientes tanto del medio social como de las otras areas de estudio,
asi como de la propia matematica, que involucran la conceptualizacion de lo espacial. (Villella,

2001., citado en Fernandez, R, 2016., p.02).

Con lo cual, el profesor en su quehacer pedagégico debe tener claro que el propdsito de su
ensefianza debe estar en términos de desarrollar en los alumnos competencias matematicas que les
permitan fortalecer habilidades ligadas al reconocimiento, caracterizacién y aplicacién de los diferentes
saberes matematicos para la comprension de los diferentes fenédmenos que se hacen visibles dentro del

entorno.

Cabe mencionar que estas necesidades intrinsecas a la ensefanza y aprendizaje de la geometria
proponen un reto interesante para el profesor en su practica pedagdgica, pues se considera
indispensable encontrar diferentes alternativas que permitan fortalecer el acto de ensefiar esta
disciplina, sin dejar de lado diferentes procesos generales como lo son; razonamiento, modelacion,
resolucién de problemas, comunicacion y ejercitacion de procedimientos, que resultan componentes

esenciales para el aprendizaje de la geometria.

En ese sentido, la teoria que proponen los Van Hiele en conjunto con una propuesta de modelo
local de analisis didactico del contenido, resultan herramientas esenciales para el profesor en todo el
proceso de orquestacion didactica, pues estos modelos de ensefianza y aprendizaje de las matematicas

consideran fundamental la integracion de diferentes estrategias didacticas, herramientas y recursos que
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orienten la ensefianza en el aula de forma adecuada, permitiendo asi estructurar detalladamente el
disefio de una serie de actividades que privilegien identificar las formas de razonamiento de los alumnos
en las cuales se haga visible las ideas matematicas que ellos poseen y desarrollan en relacidn a un objeto
geomeétrico en particular, ademads de caracterizar y reconocer el progreso de los alumnos a partir de los

niveles que propone esta teoria.

1.3 Sistematizacion de la problematica de investigacion
De acuerdo a la propuesta tedrica y metodoldgica de los Van Hiele y el modelo local de analisis

didactico se formulan las siguientes preguntas que orientan la presente investigacion:

1.3.1 Pregunta central de investigacion

Tomando como referencias tedrica y metodoldgica el modelo cognitivo e instruccional de los
Van Hiele y el disefio integrado de un “modelo local de andlisis didactico del contenido”, équé
elementos conceptuales y procedimentales se podrian tomar en cuenta para el disefio de una unidad
didactica que articule o integre el estudio de transformaciones geométricas y la construccion de algunos
objetos apropiados de la geometria fractal utilizando un recurso digital como GeoGebra, con propdsitos

de desarrollar pensamiento geométrico en grado once?

1.3.2 Preguntas auxiliares de investigacion
A partir de la propuesta tedrica de los Van Hiele y el modelo local de analisis didactico, ¢de qué
forma se debe orientar el disefio de una unidad didactica que integre transformaciones geométricas y

objetos fractales para privilegiar el desarrollo de pensamiento geométrico en grado once?

Desde un punto de vista matemadtico, équé aspectos tedricos y operatorios de las
transformaciones geométricas se involucran en la construccién de objetos fractales a través de Sistemas

Iterados de Funciones (SIF)?
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¢Qué elementos conceptuales y procedimentales se deben de tener presentes en la
planificacion e implementacién de actividades didacticas a través del recurso digital GeoGebra que

permitan reconocer sentidos, comprension y dificultades en su elaboracién e implementacion?

1.4 Justificacion de la investigacion

Para Gamboa, Ry Ballestero, E. (2010) en el marco de la Didactica de las Matematicas (DdM) es
fundamental realizar investigaciones en las cuales se haga visible la importancia que tiene conocer,
ensefiar y aplicar conceptos de la geometria en diferentes contextos, por lo cual es esencial centrar la
mirada en aquellas que se enfoquen en el estudio que se relaciona a la ensefianza de la geometria en las
instituciones educativas, ya que se han logrado identificar diferentes dificultades en su ensefianza y las
formas en las que inciden en el aprendizaje de los alumnos. Cabe mencionar que los profesores en su
guehacer pedagdgico han tratado de innovar en las estrategias y métodos que emplean para el
desarrollo de las clases, todo con el animo de realizar aportes significativos a los alumnos. Sin embargo,
en la actualidad aun existen profesores que prefieren llevar a la practica formas de ensefianza utilizadas

tradicionalmente, lo cual repercute en todo el proceso de ensefianza y aprendizaje (p.27).

En ese sentido, Vargas, G y Gamboa, R. (2013) hacen énfasis en que la ensefianza de la
geometria en las instituciones educativas ha perdido importancia en comparacién con otras areas del
conocimiento o se sigue desarrollando de forma tradicional, dado que, se dedican al desarrollo de los
diferentes contenidos matematicos a través de estrategias tradicionales, principalmente, por la clase
magistral, donde se prioriza el uso del discurso del profesor como elemento principal para movilizar
saberes en el aula. Esto significa que se sobrepone una Unica estrategia metodoldgica para la ensefianza
de las matematicas, encontrando su fundamentacion en la ensefianza tradicional en la escuela, la cual se
caracteriza por el rol que asume el profesor, donde desempefia un papel predominante como la

principal fuente de conocimiento, mientras que los alumnos son vistos como receptores pasivos de
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informacién. Cabe resaltar que actualmente esta estrategia metodoldgica es objeto de critica en la

educacion matematica, debido a que presenta varias deficiencias (p.76).

En primer lugar, se enfoca en la memorizacidén de contenidos tedéricos y procedimientos sin
priorizar la comprensién de los conceptos subyacentes, esto hace que los alumnos tengan dificultades
para aplicar los conocimientos matematicos en situaciones reales. Por otra parte, se basa en clases
magistrales que no fomentan la participacién activa de los alumnos ni la exploracién de la matematica
por si mismos, lo cual conlleva a que la ensefianza tradicional de la matemdtica no muestre a los
alumnos cémo la matemadtica en general se aplica en la vida real, impidiendo ver su relevancia y utilidad

en el mundo actual.

En ese sentido, Iglesias, M afirma que: No es que un profesor sea matemdaticamente competente, es
necesario que ponga en juego el conocimiento didactico del contenido matematico al momento
de disefiar, gestionar y evaluar situaciones de ensefianza y aprendizaje, teniendo en mente la
necesidad que sus estudiantes progresivamente desarrollen y practiquen competencias
matemadticas segun las exigencias propias del nivel o modalidad educativa; es decir, es necesario
que el profesor también sea didacticamente competente. (2016, citado en Formacidn Inicial de

los Docentes en Geometria y su Didactica., p.145).

Asi, el profesor debe tomar consciencia de que el ambito educativo va evolucionando
progresivamente, y este cambio trae consigo nuevas estrategias innovadoras de ensefianza en relacién a
la geometria, donde se privilegia la integracién de diferentes materiales y recursos didacticos que
permitan que los alumnos interactien de manera constante con el saber matematico y con el profesor,

promoviendo su interés y generando espacios de discusion significativos.

En consecuencia de lo anterior, Iglesias, M., enfatiza en que los profesores deben ser usuarios idéneos

de estos recursos y, de ser posible, haber experimentado su utilidad durante su proceso de
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formaciéon matematica y didactica; por ejemplo, la capacidad para juzgar la utilidad de un
software de Geometria Dindmica (SGD) en la elaboracidn y exploracidn de construcciones
geomeétricas se desarrollaria a partir de la realizacion de tareas matematicas que exijan a los
profesores —durante su formacion inicial - el desarrollo y la puesta en practica de sus
conocimientos y competencias matematicas y didacticas. (Iglesias, 2016, citado en Formacion

Inicial de los Docentes en Geometria y su Didactica., p.145).

Es decir, se considera necesario que los profesores que implementan diferentes recursos
tecnoldgicos en el aula para la ensefianza de las matematicas, tengan la suficiente preparacion y
habilidad para llevarlos a cabo, puesto que los profesores a través de todo su quehacer didactico y
pedagdgico deben ser capaces de evaluar qué escenarios resultan idéneos para incorporarlos en el aula,

con el propdsito de mejorar la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas.

Para ello, es de suma importancia que los profesores reciban una formacion adecuada durante
su proceso de formacidn inicial. En particular, los profesores deben participar en tareas matematicas
gue exijan el desarrollo y la puesta en practica de sus conocimientos y competencias matematicas y
didacticas utilizando recursos didacticos tecnoldgicos, ya que, de esta manera, pueden experimentar la

utilidad tanto en su propia formacién, como el impacto que tienen en el aula.

En ese orden de ideas, es importante mencionar que en el marco del desarrollo de esta
propuesta de trabajo de grado que se concreta en el disefio de propuesta de unidad didactica tenga la
necesidad de contemplar diferentes aspectos asociados a la ensefianza a través de todo su proceso de
orquestacién y configuracidn diddctica, donde inicialmente el profesor tenga habilidades para planificar
cuidadosamente la ensefanza de los contenidos, lo que implica realizar un analisis didactico a través de
constructos tedricos descritos mas adelante, centrando su mirada en los temas a trabajar y disefar

procesos de ensefianza y aprendizaje efectivos. Estos procesos deben reflejar el conocimiento a elaborar
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por los alumnos, las actividades que deben realizar, los recursos que se utilizardn y los métodos y
procedimientos adecuados para fomentar el aprendizaje y la comprension de los alumnos. Todo esto
con el propdsito de facilitar el aprendizaje de los saberes matematicos en el aula y que los alumnos

estén en la capacidad de exteriorizarlos.

1.5 Objetivos de la investigacion

1.5.1 Objetivo general

Identificar y seleccionar elementos conceptuales y procedimentales bdsicos para el disefio de un
modelo local de analisis didactico del contenido matematico y curricular en cuestién, como estrategia de
formacion inicial del profesor de matematicas, el cual se concreta en la elaboracion de una propuesta de
unidad didactica (UD), basada en elementos de la teoria cognitiva e instruccional de los Van Hiele,
utilizando objetos fractales y un recurso didactico digital de mediacién como GeoGebra, con el
propdsito de desarrollar competencias de pensamiento geométrico, en relacion con el estudio de las

transformaciones geométricas en grado once.

1.5.2 Objetivos especificos

Revisar y reconocer elementos conceptuales y procedimentales bdsicos de caracter matematico,
curricular y didactico, con el propésito de disefiar un modelo local de conocimientos y analisis didacticos
del contenido, orientado a la elaboracion de una unidad did4ctica para el desarrollo de competencias de
pensamiento geométrico en relacién con transformaciones geométricas, utilizando algunos recursos

didacticos de mediacién como objetos fractales y tecnologia digital como GeoGebra.

Con base en resultados del objetivo anterior y el modelo local de conocimientos y andlisis
didacticos, intentar disefiar e implementar algunas actividades para el desarrollo de una unidad

didactica en torno al contenido geométrico considerado, con el propdsito de desarrollar sentidos, y
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comprension al respecto, e identificar necesidades y dificultades para su elaboracién e implementacion

por parte del profesor de grado once.

1.6 Antecedentes de la investigacion
Este apartado presenta algunas de las investigaciones que se han realizado en el marco de la
educaciéon matematica en relacién al desarrollo de pensamiento geométrico a través de la ensefianza de

conceptos de la geometria fractal.

Inicialmente, en la Universidad del Valle, Cabezas, M. (2015) presentd en su trabajo para optar
al titulo de pregrado de Licenciada en Matematicas y Fisica, “Una introduccién a la geometria fractal a
través del tratamiento de la autosimilitud integrando un ambiente de geometria dindmica”, el abordaje
del proceso de visualizacion y la propiedad de autosimilitud para determinar la incidencia que estos
tienen en el desarrollo de pensamiento geométrico y critico de los alumnos de noveno grado, es decir,
las formas en cdmo comprenden un objeto fractal a partir de diferentes situaciones didacticas que
involucran varios procesos y procedimientos geométricos. Este trabajo de grado se centra en responder
¢Qué caracteriza algunas situaciones de aprendizaje en el contexto de la geometria fractal desde la
visualizacidn y el estudio de la autosemejanza cuando se integra un ambiente de geometria dindmica?,
para ello se propone el estudio del contexto de la geometria fractal desde exploraciones a un nivel
didactico, considerando el disefio de una propuesta didactica fundamentada desde diferentes puntos de

vistas asociados a la ensefianza y aprendizaje de la geometria.

Por otro lado, también en la Universidad del Valle, Ramirez, J. (2016) propone en su trabajo para
optar al titulo de pregrado de licenciado en Educacién Basica con Enfasis en Matematicas, “Una mirada
artistica a la geometria fractal en contextos escolares a través de la propiedad de la autosemejanza en
grado noveno de la Educacidn Basica en Colombia”, efectuar un acercamiento de cardcter intuitivo a la

geometria fractal, especificamente al concepto de autosemejanza. Para ello consideraron pertinente el
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disefio de una serie de actividades en particular que se acotaran a la autosemejanza, pero desde
aspectos histdricos y tedrico-practicos con los cuales los alumnos fuesen capaces de comprender la

aplicabilidad de los fractales en diferentes situaciones.

Otro aporte a la investigacién fue desarrollado en la Universidad Tecnolégica de Pereira,
Grisales, L. (2017) en su trabajo para optar al titulo de magister en Ensefianza de las Matematicas,
“Elementos de la geometria fractal como estrategia didactica para el desarrollo del pensamiento
geomeétrico en estudiantes de la media basica del C.E Bachillerato en Bienestar Rural Sede Ciato en el
municipio de Pueblo Rico mediante elementos de la naturaleza”, se concibe la idea de dar a conocer
estudios que se realizaron respecto a conceptos basicos de la geometria fractal para desarrollar
pensamiento geométrico. Es importante destacar que esta propuesta toma en consideracién el hecho
de integrar la ensefanza de los fractales junto con elementos propios de la naturaleza de forma mas

explicita, en comparacién con las investigaciones presentadas con antelacién.

Ahora bien, en el Centro de Investigacion y de Estudios Avanzados del Instituto Politécnico
Nacional del Departamento de Matematica Educativa, México, Carrillo, J. (2017) en su propuesta para
optar al titulo de Magister en Ciencias en la Especialidad de Matematica Educativa, “Descubriendo
matematicas con fractales en secundaria. Un estudio aplicando el modelo de Van Hiele y el curriculum
en espiral de Bruner con tecnologia”, donde se propone observar el aprendizaje matematico y el
razonamiento de los alumnos a través de los procesos que desarrollan en la resolucién algunas tareas
enfocadas en la construccion de fractales, orientado desde la teoria cognitiva e instruccional de los Van
Hiele. Donde cada una de las actividades elaboradas en el marco del desarrollo esta investigacion,
surgen a partir de la concepcion en donde los fractales, a pesar de que pueden conducir a matematicas

muy complejas, surgen a partir de iteraciones de un grado menor en términos de su complejidad.
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Del mismo modo, en la Universidad Distrital Francisco José de Caldas, Barriga, Ly Correa, A.
(2018) en su trabajo para optar al titulo de Especialistas en Educacion en Tecnologia, “Disefio de un
ambiente virtual de aprendizaje basado en el modelo de Van Hiele para la comprension de los fractales”
donde su propdsito consiste en desarrollar una propuesta diddctica, situada en los niveles cognitivos y
fases de aprendizaje propuestas en la teoria de los Van Hiele y en la educacién con tecnologia. Para ello
se presentan algunas actividades orientadas a través de un recurso educativo digital como herramienta
para uso de los profesores, que ayude a potenciar las técnicas pedagdgicas en el aula y del mismo modo

logre incidir en el aprendizaje de los fractales.
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CAPITULO II

2. MARCO TEORICO
En este capitulo se presentan elementos tedricos, los cuales asumen el rol de referentes
contextuales y conceptuales de orden curricular y didactico, desde tres dimensiones: Curricular,
Didactica y Matematica. Los cuales inciden en todo el proceso de planificacion, elaboracién y desarrollo

de la propuesta de trabajo de grado.

2.1 Marco contextual
A continuacidn, se propone situar esta propuesta de unidad didactica de acuerdo a lo que

sugiere el Ministerio de Educacion Nacional (MEN) en sus documentos oficiales.

2.1.1 Dimension Curricular

2.1.1.1 Estandares Basicos de Competencia (EBC)

Para comenzar, los Estandares Basicos de Competencias (2006) aluden a un documento de
caracter institucional que tiene la finalidad de fundamentar aquellos pardmetros y contenidos
matematicos que se deben desarrollar en los diferentes ciclos escolares. Esto en palabras del MEN
quiere decir que se corresponde a un documento que encuentra sus bases en los lineamientos
existentes (documentos institucionales), con el propdsito de establecer puntos de referencia comunes
gue permitan definir los niveles de calidad a los que todos los alumnos del pais tienen derecho,
independientemente de su lugar de origen. Con esta iniciativa se pretende guiar la busqueda de la

calidad educativa por parte de todo el sistema educativo (p.9).
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De acuerdo a lo anterior, es importante esclarecer el significado que tiene para el (MEN, 2006)

el concepto “Estandar”, el cual define como:

Un estdndar es un criterio claro y publico que permite juzgar si un estudiante, una institucion o el
sistema educativo en su conjunto cumplen con unas expectativas comunes de calidad; expresa
una situacién deseada en cuanto a lo que se espera que todos los estudiantes aprendan en cada
una de las areas a lo largo de su paso por la Educacion Basica y Media, especificando por grupos
degrados(l1a3,4a5,6a7,8a9,y10a 11) el nivel de calidad que se aspira alcanzar. (MEN,

2006., p.11).

En este orden de ideas, los EBC se logran enmarcar en una guia donde privilegian la
planificacién y elaboraciéon del curriculo concretada en los planes de estudios y formacién de académica,
ademas del disefio de material educativo, principalmente la produccidn textos escolares y recursos

didacticos para la ensefanza de los contenidos en el aula

Ahora bien, los Estandares Basicos de Competencia (MEN, 2006) definen el Pensamiento
Espacial y los Sistemas Geométricos como el conjunto de los procesos cognitivos mediante los cuales se
construyen y se manipulan las representaciones mentales de los objetos del espacio, las relaciones entre
ellos, sus transformaciones, y sus diversas traducciones o representaciones materiales (p. 61). Es decir
gue centra sus esfuerzos en aspectos relacionados a las habilidades cognitivas que sirven para atender,

entender y manipular mentalmente las formas, objetos y relaciones contenidas en el espacio.

De ese mismo modo, el Pensamiento Espacial y Sistemas Geométricos toma como apoyo la
percepcion sensorial, la atencién, la memoria, la imaginacion y la visualizacion, permitiendo asi
representar, analizar, modelar y resolver problemas geométricos de manera efectiva. De aqui su
importancia en diferentes escenarios, ya que es esencial para la comprensién y manipulacion de objetos

y formas en el entorno.
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Ahora bien, desde el punto de vista del (MEN, 2006) el Pensamiento Espacial y Sistemas

Geométricos tiene una serie de particularidades, donde se explicitan como:

e Como todos los sistemas, los geométricos tienen tres aspectos: los elementos de que
constan, las operaciones y transformaciones con las que se combinan, y las relaciones o
nexos entre ellos.

e El pensamiento espacial opera mentalmente sobre modelos internos del espacio en
interaccion con los movimientos corporales y los desplazamientos de los objetos y con
los distintos registros de representacion y sus sistemas notacionales o simbdlicos. Sin
estos ultimos, tampoco se hubiera podido perfeccionar el trabajo con los sistemas
geomeétricos y, en consecuencia, refinar el pensamiento espacial que los construye,
maneja, transforma y utiliza.

e Los sistemas geométricos pueden modelarse mentalmente o con trazos sobre el papel o
el tablero y describirse cada vez mas finamente por medio del lenguaje ordinario y los
lenguajes técnicos y matematicos, con los cuales se pueden precisar los distintos
modelos del espacio y formular teorias mds y mas rigurosas. Estos modelos con sus

teorias se suelen llamar “geometrias.

Desde el punto de vista de los EBC, esta propuesta de trabajo de grado se logra situar en grado
once, de aqui a la importancia de estructurar, sobre cémo se debe orientar el desarrollo de manera
paulatina, durante los diferentes ciclos escolares (primaria y secundaria). Para ello, se propone una
coherencia vertical y horizontal, donde se precisan aspectos relacionados a la ensefianza del contenido

matematico escolar que se pretende desarrollar.
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Figura 1. Organizacion curricular para la ensefianza de las transformaciones geométricas en los ciclos escolares.
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Fuente: Ministerio de Educacidn Nacional. (2006). Estdndares Bdsicos de

Competencias en Lenguaje, Matemadticas, Ciencias y Ciudadania. Bogota, Colombia. Elaboracion propia.
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2.1.1.2 Derechos Basicos de Aprendizaje (DBA)

Del mismo modo, los Derechos Basicos de Aprendizaje (DBA) hacen referencia a un documento
institucional propuesto por el Ministerio de Educacion Nacional (MEN), el cual logra dar cuenta de todo
lo que los alumnos deben de conocer y manipular en cada ciclo escolar, pero a diferencia de otros
documentos institucionales, lo realiza de forma precisa y detallada pues como afirma el Ministerio de

Educacidn Nacional, donde explicita que:

Los DBA, en su conjunto, explicitan los aprendizajes estructurantes para un grado y un area particular.
Se entienden los aprendizajes como la conjuncién de unos conocimientos, habilidades y
actitudes que otorgan un contexto cultural e histdrico a quien aprende. Son estructurantes en
tanto expresan las unidades bdsicas y fundamentales sobre las cuales se puede edificar el

desarrollo futuro del individuo. (MEN,2016., p.6).

Con lo cual, los DBA asumen un rol fundamental en el ambito educativo, en vista de que
permiten determinar los objetivos, contenidos, competencias y criterios de evaluacién que se espera
gue los alumnos alcancen en un determinado grado y area de estudio. No obstante, es indispensable
aclarar que cuando se refiere a “aprendizajes estructurantes"”, se esta aludiendo a aquellos
conocimientos, habilidades y actitudes que se consideran de vital importancia en términos del
desarrollo cognitivo y personal de los alumnos en un drea en especifica. Ademas, estos aprendizajes no
solo implican la adquisiciédn de conocimientos tedricos, sino que también involucran el desarrollo de
habilidades practicas y la adopcidn de actitudes y criterios que son importantes en el entorno. Por lo
cual, es importante mencionar que la estructura que presenta la propuesta de este documento, se
organiza a la luz de tres componentes esenciales: enunciado, evidencias de aprendizaje y

ejemplificacion.
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Enunciado: referencia el aprendizaje estructurante para el drea de conocimiento
especifica.

Evidencias: expresan indicios claves que permiten al profesor dar cuenta del aprendizaje
gue se concreta en el enunciado.

Ejemplo: es el complemento contextualizado de las evidencias de aprendizaje.

Por otro lado, segin (MEN, 2016) definen algunas caracteristicas como se precisan a

continuacién (p.7).

Los DBA responden a un documento comprensible para todos los miembros inmersos
en el ambito educativo.

La organizacion y estructura que se propone en los DBA no implica que su desarrollo se
realice de manera lineal, es decir, que se la facilita al profesor su utilidad en el proceso
de orquestacién didactica.

El profesor podra, segln los aprendizajes desarrollar experiencias que aporten a su
formacidn profesional.

Las evidencias de aprendizaje permiten al profesor visualizar como es el progreso de
aprendizaje de los alumnos.

Los enunciados y la ejemplificacién ilustran aquello que los alumnos deben estar en
capacidad de hacer al alcanzar los aprendizajes enunciados, contextualizandolos de

acuerdo a sus necesidades.

En vista de lo anterior, para el desarrollo de este trabajo de grado el cual se concreta en la

elaboracion de una unidad didactica, para reconocer procesos y procedimientos del profesor enfrentado

a situaciones de innovacidn curricular y didactica, se considera el DBA vol. 2 de grado once. Cabe

mencionar que el DBA que estd alrededor de la propuesta de investigacion es el DBA 6.
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2.1.1.3 Lineamientos Curriculares (LC)

Al igual que los Estandares Basicos de Competencia y los Derechos Basicos de Aprendizaje, los
Lineamientos Curriculares (LC) corresponden a otro documento instaurado institucionalmente que,
dentro de sus propésitos, privilegia exponer los principales aspectos a tener en cuenta en todo el
proceso de orquestacidn y estructuracidn curricular, es decir, que centra su mirada en diferentes
contextos nacionales, institucionales y sociales principalmente, para con ello fundamentar las
propuestas educativas en los diferentes sectores. De aqui la necesidad de resaltar algunos de los
propdsitos principales, y que son transversales a la planificacion y elaboracion de los Lineamientos

Curriculares (LC).

Para el (MEN, 1998), dentro de los propdsitos que subyacen en los lineamientos curriculares se

priorizan aspectos asociados a:

e Responder a los criterios curriculares nacionales-institucionales entorno a la funciéon de
las diferentes disciplinas y sobre sus enfoques para ensefiar y aprender en el aula.

e Los lineamientos priorizan fortalecer el estudio de la fundamentacion pedagdgica de las
diferentes disciplinas, y la articulacién de proyectos entre las mismas como ejercicio

transversal en el proceso de ensefianza y aprendizaje.

Dicho esto, en los Lineamientos Curriculares (LC), situados en el campo de la ensefianza de las
matemadticas como drea del conocimiento se precisan elementos conceptuales que se deben tener
presentes en toda la organizacién curricular, especificamente, conocimientos basicos, procesos

generales, y el contexto.

e Conocimientos basicos: Se refieren especificamente a la relacidn que existe entre los
procesos especificos y los sistemas propios de las matematicas, donde al comprenderlos

y llevarlos a la practica, los alumnos van a estar en la capacidad de apropiarse de los
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diferentes contenidos matematicos escolares y aplicarlos en diferentes situaciones
cotidianas.

e Procesos generales: Se alude a los procesos que estan en términos del aprendizaje de
las matematicas en el aula, los cuales son: el razonamiento; la resolucién y
planteamiento de problemas; la comunicacién; la modelacién y la elaboracién,
comparacioén y ejercitacion de procedimientos.

e El contexto: Se centra en el medio actual donde se encuentran inmersos los alumnos,
entendido a partir de aspectos socioculturales (econémicas, creencias, sociales,
intereses e interacciones) el cual determina en gran medida el aprendizaje de las

matematicas.

Figura 2. Relacion de los conocimientos bdsicos, procesos generales y contextos.

PROCESOS

CONTEXTO

Fuente: Ministerio de Educacién Nacional. (1998). Lineamientos Curriculares.

Bogota, Colombia.

36
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En ese sentido, la interpretacidn del Pensamiento Espacial y Sistemas Geométricos, en términos
de la organizacion curricular, se centra en se privilegiar el desarrollo de habilidades que permiten
representar, manipular objetos y relaciones en el espacio. Para ello se deben de considerar diferentes
elementos de caracter operatorio tales como: construcciones, representaciones mentales y

exploraciones activas en relacién al objeto geométrico.

Por otra parte, los procesos generales que se proponen dentro de la actividad matematica, son

de orden curricular y se caracterizan por lo siguiente:

e Razonamiento: Se refiere a la capacidad de los alumnos de realizar procesos de
abstraccion basados en la légica deductiva y matematica para hacer inferencias en
relacién a un contenido matematico en particular.

e Resolucion y planteamiento de problemas: Alude a la posibilidad de los alumnos para
reconocer un problema matemdtico y a su vez planificar, elaborar, proponery
desarrollar estrategias para resolverlo.

e Comunicacion: Se interpreta a través de la aptitud con la que cuentan los alumnos para
expresar y compartir sus ideas matematicas de una forma clara y concreta.

e Modelacidn: Se centra en la suficiencia que tienen los alumnos de establecer relaciones
entre los diferentes contenidos matematicos escolares y situaciones del mundo real.

e Elaboracion, comparacién y ejercitacidon de procedimientos: Se enfoca en la facultad
gue poseen los alumnos para resolver sistematicamente diferentes planteamientos

matematicos.
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2.1.1.4 Acerca de la formacion de profesores de matematicas

Indudablemente, la formacién de profesores de matematicas juega un papel esencial en el
sector educativo, en vista de que dentro de sus propdsitos se busca promover el desarrollo de
aprendizajes significativos que inciden en el desarrollo personal y cognitivo de los alumnos, por lo cual
desde el MEN se proponen unos criterios que regulan todo el proceso formativo de los profesores en las

Instituciones de Educacién Superior (IES), cabe mencionar que principalmente sobresalen:

e Decreto 0709 de 1996: El propdsito del presente decreto consiste en precisar y explicar
aquellas orientaciones, reglas y criterios de caracter normativo, que se deben considerar
en la trayectoria de organizacién curricular de los diferentes programas académicos
(planificacidn, elaboracién y desarrollo) que incidan en el mejoramiento de la formacion
personal y profesional de los educadores.

o Decreto 3076 de 1997: La intencion de este decreto esta orientada a definir las
normativas para la elaboracion y desarrollo de los programas ofrecidos en las
instituciones de educacidn superior (pregrado y posgrado) y los reconocimientos
(titulos) a los futuros educadores en las diferentes disciplinas.

o Resolucion 1036 de 2004: Esta resolucidn propone caracterizar de forma especifica los
diferentes programas (pregrado y especializacién en educacion) que ofrecen en las
instituciones de educacién superior, en términos de su calidad formativa.

e Resolucion 5443 de 2010: A diferencia de la resolucién 1036 de 2004, el objetivo de ésta
se centra en caracterizar de forma generalizada los diferentes programas (pregrado y
especializacién en educacién) que ofrecen en las instituciones de educacidn superior, en
términos de su calidad formativa, pero tomando en consideracidn otras disposiciones

relacionadas a la préctica pedagdgica de los educadores.
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Cabe esclarecer que cada uno de estos Decretos y Resoluciones estan alineados a La Ley General
de la Educacion de 1994, especificamente el articulo 109, donde sus objetivos estan en funcién de poder
formar educadores de alta calidad cientifica, ética, pedagdgica y didactica, privilegiando el
fortalecimiento de aquellos componentes enfocados hacia la investigacion y la capacitacién en los
diferentes niveles y ciclos escolares, con lo cual los profesores, en su quehacer pedagdgico estén en la
capacidad de desarrollar todos sus conocimientos y habilidades de la mejor manera en el aula,
generando ambientes significativos de ensefianza y aprendizaje y construcciéon de nuevos conocimientos

por parte de los actores escolares involucrados.

En esa perspectiva, es necesario que los profesores en formacién, desarrollen unas
competencias profesionales, en relacidn a la ensefanza de las matematicas, para ello la linea del grupo
de investigacién del Pensamiento Numérico y Algebraico (PNA) propone cémo se debe concebir un
profesor formado profesionalmente y capacitado para ensefiar matematicas en la escuela.
Primeramente, un profesor de matematicas debe desarrollar habilidades en disefo, desarrollo y
evaluacidn de entornos de aprendizaje que fomenten el desarrollo de habilidades matematicas en los
alumnos, y que sea capaz de reflexionar y trabajar de manera auténoma. Por otra parte, un profesor de
matemadticas debe actualizarse en las tendencias educativas y tecnoldgicas en el campo de la ensefianza
de las matematicas, lo cual le permitira disefar estrategias innovadoras y efectivas para la ensefianza de
esta disciplina. Ademas, deben ser capaces de reflexionar sobre sus propias practicas pedagdgicas y
mejorarlas de manera continua, a través del analisis critico de su desempefio y de la retroalimentacion

recibida de sus colegas y alumnos.

Adicionalmente, es importante que la formacion de profesores de matematicas incluya un
enfoque en la investigacion educativa y en la practica reflexiva, donde los profesores en formacién
deben ser capaces de disefiar y llevar a cabo investigaciones en el campo de la ensefianza de las

matematicas, lo cual les permitira estar actualizados y contribuir al desarrollo de la disciplina.
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2.2 Marco Conceptual
Andlogamente, se concretan las teorias que sustentan esta propuesta de trabajo de grado, es
decir, el modelo tedrico e instructivo de los Van Hiele y una propuesta de modelo local de analisis

didactico como referentes conceptuales y procedimentales.

2.2.1 Dimension Didactica

2.2.1.1 Modelo local de Analisis Didactico (AD)

De acuerdo a Bedoya, E. (2022), “el analisis didactico (AD) es un constructo pluridisciplinar que
consiste en la descripcién de la manera ‘ideal’ de realizar actividades de disefio curricular a nivel local”.
Donde sus principales caracteristicas se centran en todo el desarrollo de la practica profesional docente,
en relacion a los procesos que se desarrollan para concatenar competencias propias de la disciplina, del
curriculo, sociales y culturales. En ese sentido, es necesario caracterizar estas competencias que se

enmarcan en los conocimientos didacticos de la practica profesional del profesor de matematicas (p.15).

e Poseer un conocimiento disciplinar de referencia: de caracter investigativo y
profundizacion.

e Dentro de la actividad practica, tener habilidades en la trayectoria de planificacion,
elaboracidon y evaluacién de las actividades y propuestas didacticas (unidades didacticas,
secuencias didacticas, trayectorias hipotéticas de aprendizaje, entre otros.)

e El andlisis didactico (AD) privilegia estructurar desde diferentes dimensiones el disefio y
organizacion del curriculo, propuestas de aula y actividades de aprendizaje.

e Sistematizar las experiencias de los profesores de matematicas considerando las
actividades asociadas a investigacion y profundizacion en los contenidos matematicos

escolares y como parte de la actividad practica del profesor.
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Figura 3. Organizacion del conocimiento diddctico y el modelo de andlisis diddctico de los contenidos matemdticos.
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Fuente: Bedoya, E. (2022). Didactica de las matematicas- conocimiento y
analisis didactico: Formacion de profesores, innovacion curricular e investigacidon en educacion matematica. Instituto de Educacién y Pedagogia,

Area de Educacion Matematica, Universidad del Valle, Colombia.

En ese sentido, se denomina Andlisis Didactico al proceso mediante el cual el profesor de matematicas,
basandose en conocimientos didacticos, disefia, implementa y evalula las distintas actividades de
planificacion, ejecucion y evaluacion de la ensefianza de las matematicas; tiene caracter local o
situado en relacidn tanto con el contenido como con el contexto. Estas mismas actividades se
pueden adaptar con propdsitos investigativos, confiriéndole de esta manera al AD cardacter de
metodologia auxiliar de investigacion. Tal como se dijo inicialmente, el AD, o mejor, los
conocimientos, habilidades y capacidades de los profesores para realizarlo, constituye
indicadores de una formacién y de competencia profesional de estos. (Bedoya, E, 2002., citado

en Solano y Bedoya, 2013., p.406.)
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Lo cual quiere decir que el modelo local de andlisis didactico en la formacién profesional del
profesor de matematicas tiene un doble caracter: tedrico y practico. El andlisis didactico se interpreta
como una herramienta fundamental y transversal para la ensefianza y aprendizaje de las matematicas,
la cual permite a los profesores atender las necesidades que emergen constantemente en el aula.
Ademas, ayuda a los profesores a comprender diferentes escenarios subyacentes en todo su proceso de
orquestacién didactica, tales como planificacién, elaboracién, disefo, aplicacion y evaluacién de
aquellas actividades de ensefianza que se adaptan en funcion de mitigar las diferentes necesidades

cognitivas que se hacen manifiestas en los alumnos y al entorno mismo en el que se ensefa.

Por tanto, es esencial que los profesores cuenten con los conocimientos, habilidades y
capacidades necesarias para realizar un analisis didactico coherente y preciso para lograr una ensefianza
de calidad en relacién a los contenidos matematicos escolares que se movilizan en el aula de clases. El
AD es un constructo tedrico que centra su atencion en el estudio de los elementos que intervienen en el
proceso de ensefianza y aprendizaje de las matemadticas. Por tanto, a través del AD, los profesores
pueden comprender mejor cdmo se construyen los conocimientos matematicos en los alumnos y cémo
se pueden desarrollar estrategias didacticas y pedagdgicas para mejorar el aprendizaje de las

matematicas.

En esa perspectiva, el analisis didactico es indispensable para los profesores de matematicas, ya
que les permite adaptar su ensefianza a las necesidades de sus alumnos y mejorar su aprendizaje, donde
es necesario que los profesores cuenten con los conocimientos y habilidades suficientes para realizar un

analisis didactico coherente y preciso.
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Figura 4. El cardcter tedrico y prdctico del andlisis diddctico (AD).
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Fuente: Bedoya, E. (2017). Formacién de profesores de educacion
basica y media en matematicas y su didactica: conocimiento didactico del contenido, analisis didactico y unidades didacticas. Universidad del

Valle, Colombia.

Con lo mencionado anteriormente, resulta primordial presentar la categorizacion que se
propone a través de toda la fundamentacién de la propuesta de modelo local de analisis didactico, para
ello, se centra la mirada alrededor de: Analisis Didactico Curricular, Andlisis Didactico del Contenido,
Analisis Didactico Cognitivo, Analisis Didactico de Instruccion, y Analisis Didactico de Actuacién, en ese

orden, en la trayectoria de planificacidn, elaboracién y aplicacién de la unidad didactica.

2.2.1.1.1 Andlisis didactico curricular

El Analisis Didactico del Curriculo se concibe a partir de la siguiente concrecidn curricular:

Para Camacho, J. (2017) en Colombia el curriculo se concreta en tres contextos; el nacional a través del
MEN ministerio de educacién nacional, el Institucional a través del PEI proyecto educativo
institucional, y el aula a través del plan de aula. La propuesta curricular en Colombia propone

como referentes nacionales dos documentos principales; los Lineamientos generales de cada
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area del conocimiento (1998) y los estandares generales y especificos de cada area del
conocimiento (2002), estos ultimos contenidos en el documento (No 3 del MEN), desde ese
entonces han venido siendo trabajados y modificados periddicamente, lo que cumple con el
planteamiento de Rico, respecto a que una propuesta curricular debe responder a cambios en la

dinamica de social (p.53).

En ese orden de ideas, esta categoria de analisis, estd en funcién de organizar y estructurar la
ensefianza de los contenidos matematicos escolares de una forma integral y contextualizada, para ello
es necesario contemplar los diferentes escenarios en los cuales se encuentran inmersos los alumnos,
principalmente aspectos curriculares, institucionales y sociales. Cabe aclarar que aquello que se
relaciona a aspectos curriculares e institucionales se centra en determinar una organizacién que incida
en el desarrollo de competencias matematicas en el aula, teniendo en cuenta las necesidades
especificas de cada institucién educativa y, por ende, del estudiantado. Ya en lo que se refiere a lo
social, alude a todas las condiciones culturales, sociales y econdmicas para asi proponer una ensefianza

de las matematicas contextualizada y orientada a los diferentes entornos cotidianos.

2.2.1.1.2 Analisis didactico del contenido

El Analisis Didactico del Contenido consiste en la descripcidn y caracterizacion histdrico- epistemoldgica,
fenomenoldgica, semidtica y estructural del contenido matematico, y se dirige a dar respuesta a
la pregunta équé ensefiar? Asimismo, el AC consiste en un método para establecer y estudiar la
especificidad de los significados de los conceptos y procedimientos que conforman un texto de

las matematicas escolares. (Rico, 2013., citado en Preciado, 2016., p.65).

Con lo cual, esta categoria de analisis se refiere a que el profesor, en todo su proceso de

orquestacién didactica debe examinar el contenido matemadtico escolar que pretende ensefiar desde
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diferentes perspectivas, donde logre atender todo aquello que lo componen, por ejemplo: sistemas de

representacion, estructura conceptual y fenomenologia, como se describen a continuacion.

e Estructura conceptual: Corresponde a la organizacién conceptual y matematica junto a
relaciones emergentes entre los conceptos matematicos y los procedimientos que dan
lugar a la comprension del contenido matematico escolar que se pretende movilizar.

o Sistemas de representacion: Alude a las diferentes formas en que se puede representar
el contenido matematico escolar, es decir, la transicion y movilizacién entre los
diferentes registros, (algebraico, geométrico, aleatorio, entre otros).

¢ Fenomenologia: Se centra en las relaciones entre el contenido matematico con
fendmenos de la realidad, en los cuales se haga visible la utilidad de los diferentes
conceptos y como se involucran para resolver o modelar diversas situaciones de

contexto real.

2.2.1.1.3 Anadlisis didactico cognitivo

El Analisis Didactico Cognitivo capacita a los profesores en torno a la revisién de las dificultades,
errores, obstaculos y problemas cognitivos relacionados con la comprension, aprendizaje, ensefianza y
evaluacion de los conceptos matematicos en cuestién. (Gémez, Lupiafiez, Marin y Rico, 2007., citado en
Preciado, 2016., p.89). En esa perspectiva, esta categoria de andlisis se enfoca en que los profesores
revisen los aspectos intrinsecamente relacionados con la ensefianza y aprendizaje del contenido
matemadtico escolar, ya que, por una parte, se enfoca en aquello que se espera que los alumnos
aprendan y como el profesor gestiona la ensefianza de los contenidos matematicos en el aula y que
incida de manera significativa en los alumnos. Por otro lado, se encarga de observar y analizar las
complejidades que presenta el contenido en términos de su comprension. Por ende, es necesario

examinar la naturaleza de estas complejidades y considerar diversas formas de atenderlas en el aula.



46
ANALISIS DIDACTICO, VAN HIELE Y TRANSFORMACIONES GEOMETRICAS

2.2.1.1.4 Analisis didactico de instruccion

El Andlisis Didactico de Instruccidn se centra, en el disefio, seleccidén y secuenciacion de las
tareas que conformaran la unidad didactica que se esta planificando. También recoge aspectos relativos
a la gestidon del aula, al empleo de materiales y recursos y a los criterios y métodos de evaluacién.
(Lupiafiez, 2009., p.59). En ese sentido, el profesor debe tener rigurosidad en la gestion de las
actividades y recursos para la ensefianza de las matemadticas. Esta gestion implica identificar, definir y
recopilar todos los recursos necesarios para la planificacion, elaboracidn y gestion de las actividades

matematicas en el aula.

2.2.1.1.5 Anadlisis didactico de actuacién

El Analisis Didactico de Actuacién utiliza la informacién que surge de la puesta en practica de las
actividades de ensefianza y aprendizaje para producir informacién que permita determinar la
comprension de los escolares en ese momento, los contenidos a tratar en el aula y los objetivos de
aprendizaje que se deben buscar en el nuevo ciclo. (Gomez, 2007., p.93). Lo cual significa que su
propdsito esta en funcidn de identificar y caracterizar tanto aspectos significativos como a mejorar de la
unidad didactica, es decir que esta categoria se considera posterior a la intervencién del profesor y la

puesta en acto de las actividades.

Con todo lo dicho anteriormente, por un lado, se entiende el doble caracter que representa el
analisis didactico en la formacién profesional del profesor de matematicas, dado que, asume el rol de
una herramienta tedrico y practica en la investigacion de la didactica de las matematicas e innovacién

curricular y didactica.

Por otra parte, es pertinente aclarar que, para el desarrollo de este trabajo, que se concreta en
la identificacién elementos de caracter conceptual y procedimental a partir de la elaboracion de una

propuesta de unidad didactica entorno a la ensefianza de algunas transformaciones geométricas y



47
ANALISIS DIDACTICO, VAN HIELE Y TRANSFORMACIONES GEOMETRICAS

construcciones fractales, basado en elementos de la teoria de los Van Hiele y una propuesta de modelo
local de analisis didactico como referentes conceptuales y procedimentales. Se considera alrededor de
un analisis didactico del contenido, sin embargo, se involucran las categorias de andlisis didactico
curricular, analisis didactico cognitivo y analisis didactico de instruccién, en vista de que centran su
mirada especialmente en la etapa de planificacidn y elaboracién de la unidad didactica, a diferencia de
la categoria de analisis didactico de actuacion, que se encarga de atender aspectos posteriores a la
implementacion y evaluacidn de aquellas unidades didacticas enfocadas en la ensefianza de las

matematicas.

2.2.1.2 Teoria de los Van Hiele

La teoria de los Van Hiele corresponde a un modelo de razonamiento geométrico, el cual tiene
sus bases en una investigacion realizada por dos profesores de matematicas de origen holandés, Pierre
M. Van Hiele y Dina Van Hiele Geldof, mientras sustentaban sus tesis doctorales en la Universidad de
Utrech. Ambos presentaron modelos para ensefar y aprender geometria. A lo largo de sus
investigaciones se presenta la teoria que expone el modelo de los Van Hiele, y la cual centra su atencién
en evidenciar cdmo se produce todo el proceso de evolucién del razonamiento de los alumnos y

compresion de diferentes saberes cognitivos como lugares geométricos.

Cabe sefialar que en este modelo emergen algunos aspectos esenciales dentro de todo su
desarrollo, primero su esencia esta dada por lo descriptivo, ya que permite reconocer la variedad de
formas en las que el alumno razona y realiza ejercicios de abstracciéon sobre un objeto geométrico,
ademas de servir como un soporte instructivo en el quehacer del profesor, pues sistematiza la ruta que
en su practica pedagdgica debe seguir en su practica pedagdgica para potenciar el progreso de los
alumnos en el aprendizaje de la geometria. Ahora bien, para acercarse a la intencionalidad que pretende

el modelo de los Van Hiele, se requiere exponer las principales caracteristicas de esta teoria, las cuales
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son de nivel secuencial, progresivo, intrinseco-extrinseco, linglistica y de emparejamiento, como se

describen a continuacion.

e Secuencial: se requiere avanzar linealmente a través de cada uno de los niveles, para no
generar rupturas en el desarrollo del razonamiento geométrico.

e Progresivo: Para avanzar de un nivel de razonamiento a otro, es necesario alcanzar las
competencias definidas en el nivel anterior.

e Intrinseco-Extrinseco: Las competencias y conocimientos alcanzados en determinado
nivel de razonamiento, orientaran el desarrollo del siguiente nivel.

e Lingiiistica: Cada nivel de razonamiento se caracteriza por su unicidad en el lenguaje
geométrico empleado vy la significacion en los diferentes niveles.

e Emparejamiento: Para abordar determinado nivel de razonamiento, es necesario
reconocer el nivel inicial de los alumnos, donde se considera fundamental incorporar las

fases de aprendizaje para ese nivel.

Para Vargas, G y Gamboa, R. (2013), la estructura del modelo de los Van Hiele, estd dada por

cinco niveles cognitivos y cinco fases de aprendizaje como se proponen a continuacién (p.82).

2.2.1.2.1 Niveles de razonamiento de los Van Hiele para el aprendizaje de la geometria

Nivel I (Reconocimiento o visualizacion): Este nivel se refiere a las aproximaciones iniciales que
tienen los alumnos en relacion a las figuras y objetos geométricos, donde tienden a comprenderse de
una manera general, la cual se enfoca en establecer semejanzas y diferencias entre ellos y elementos
mas comunes, en lugar de preocuparse por atender y comprender las relaciones matematicas
(definiciones, propiedades, etc.) que emergen en ese momento.

Nivel Il (Analisis): Este nivel permite tener un acercamiento a la esencia de las figuras, es decir,

iniciar a reconocer elementos y relaciones que poseen las figuras por medio de una observaciény
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experimentacién coherente, ademads se comienzan a percibir propiedades de los objetos geométricos.
Sin embargo, no se estan en la capacidad de relacionar las propiedades unas con otras.

Nivel Il (Deduccidén informal): Este nivel tiene la intencidn de otorgar un significado a las
interpretaciones e inferencias que se realizan sobre las figuras y objetos geométricos, reconociendo la
incidencia que tienen en el origen de las mismas. Para ello describen los objetos geométricos y figuras
de manera formal. Ademas, tienen la capacidad de reconocer y establecer relaciones entre algunas de
sus propiedades.

Nivel IV (Deduccion formal): Este nivel permite el acto de utilizar un lenguaje l6gico y formal
para explicar los diferentes fendmenos que surgen, por lo cual se realizan deducciones y
demostraciones, entendiendo las propiedades de las figuras y objetos geométricos, a partir de bases
axiomaticas, ademas de dar lugar a formalizar en niveles mds complejos y coherentes en términos de
rigurosidad matemadtica.

Nivel V (Rigor): Este nivel centra sus esfuerzos en poder reflexionar, analizar y conjeturar sobre
aspectos relacionados al fundamento de la axiomatica de la geometria, principalmente (nociones,

definiciones, axiomas, postulados, propiedades, teoremas, etc.)

En ese orden de ideas, a partir de que el profesor logra determinar la importancia que tiene
aprovechar las claridades conceptuales que surgen del modelo de los Van Hiele se hace necesario
segmentar en lo que se denota como “fases de aprendizaje” para desarrollar diferentes contenidos

didacticos en el aula.

2.2.1.2.2 Fases de aprendizaje de los Van Hiele para la ensefianza de la geometria
Fase | (Informacion): En esta primera fase el rol del profesor es acercarse a todos los saberes
cognitivos que los alumnos poseen, producto de ensefianzas anteriores en el aula o las practicas y

construcciones sociales que han desarrollado respecto al objeto de estudio de forma empirica.
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Fase Il (Orientacion dirigida): Esta fase muestra la regulacidén que subyace entre las diferentes
situaciones que se plantean en el aula y las intervenciones que el profesor realiza para direccionar de

forma adecuada a su respectivo desarrollo.

Fase lll (Explicitacion): Aqui se pone de manifiesto la idea de generar ambientes de discusién y
reflexion entre el profesor y los alumnos en funcidn de todo lo que se comprende y se dificulta en la

interpretacion de la esencia del contenido matematico estudiado.

Fase IV (Orientacion libre): Esta fase se encamina al hecho de que los alumnos estén en
capacidad de determinar la aplicabilidad e influencia que tiene el objeto de estudio en diferentes
contextos y del mismo modo que ellos estén en la capacidad de manipularlos para abordar alguna

situacion en particular.

Fase V (Integracion): En esta ultima fase propone que el profesor en su quehacer pedagogico
logre disefiar una ruta en la cual le permita a los alumnos recopilar todo lo aprendido a través de las
otras fases y cuente con un punto de vista mas amplio, coherente y estructurado respecto al objeto de

estudio abordado.

Con todo lo descrito anteriormente, se hace explicita la importancia que tiene incorporar el
modelo de los Van Hiele en el desarrollo de esta investigacién, puesto que permite llevar al aula algunas
actividades que privilegian desarrollar y fortalecer en una poblacién especifica contenidos propios de la
geometria euclidiana, especificamente, las transformaciones geométricas en plano. Cabe aclarar que los
alumnos deben haber tenido alguna experiencia con la geometria euclidiana, ya que se espera que los
alumnos logren fortalecer bases de dicha geometria a través del tratamiento y manipulacion de
contenidos matematicos escolares de mayor grado de complejidad, en términos de su nivel de

abstraccion.
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Es aqui donde la teoria de los Van Hiele a partir de sus niveles cognitivos permite reflexionar
sobre lo que aprenden los alumnos en la aplicacion de la unidad didactica. Ahora bien, en la trayectoria
de planificacion y elaboracién de las actividades de ensefianza de la UD de esta propuesta de trabajo de
grado, se propone avanzar hasta el nivel Il (Analisis) de |la propuesta cognitiva de los Van Hiele, dado que
alcanzar este nivel, en términos del aprendizaje de parte de los alumnos, significa aproximarse a las
figuras y objetos geométricos (construcciones fractales), ademas de reconocer elementos y relaciones
gue posee cada construccion de objeto fractal y la incidencia de las transformaciones geométricas de la
geometria euclidiana concretadas en la unidad didactica. Todo esto dara lugar, para reconocer cudles
son las experiencias en cada uno de los participantes al momento de superar cada paso y nivel donde se

encuentran.

El modelo de los Van Hiele, es un modelo suficiente y pertinente para el propédsito general de
este trabajo de grado, que se enfoca en reconocer conocimientos y procedimientos geométricos y
didacticos del profesor de matematicas cuando se enfrenta a situaciones de innovacion educativa
(curricular y didactica), a través de la orientacidn de caracter instruccional que ofrece. A partir de las
fases del modelo de aprendizaje, donde se pretende desarrollar hasta la fase V (integracion), se ayuda al
profesor en su quehacer pedagdgico a reconocer elementos que lo llevardn a entender como debe ser

su participacion en el disefio y movilizacion de este contenido matematico escolar en el aula.

2.2.1.3 Unidad Didactica (UD)

En palabras de Solano, S y Bedoya, E. (2013) una propuesta de unidad didactica se interpreta
como una unidad de programacion e intervencion profesor, la cual se constituye a partir de una
sistematizacion de una serie de actividades para la ensefianza de un contenido matematico escolar, la
cual se concreta a partir de integrar elementos tedricos y practicos relacionados al quehacer del
profesor producto de su formacion académica y profesional. Ahora bien, en el proceso de planificacidon y

elaboracion de la UD que se pretende a lo largo desarrollo de este trabajo de grado, se propone una que
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estructure algunos topicos de la geometria euclidiana que seran aplicados en la exposicidon de una
geometria mds abstracta y analitica, donde se prioriza la construccién de algunos objetos fractales a
través de Sistemas Iterados de Funciones (SIF) para desarrollar Pensamiento Espacial y Sistemas

Geomeétricos (p. 408).

Para ello, se busca sistematizar algunas de las actividades de ensefianza que se desarrollan en
un tiempo determinado para alcanzar unos objetivos en particular. Cabe mencionar que, la UD esta
orientada a un grupo de alumnos de grado once y se enfoca principalmente en los conceptos
matemadticos de: transformaciones geométricas (rotacion, traslacion, homotecias) y Sistemas Iterados

de Funciones (SIF).

En concordancia a lo que sugiere Bedoya, E. (2022) Con esta UD se pretende que los alumnos,
ademas, de fortalecer contenidos matematicos de la geometria euclidiana, adquieran una cierta
experiencia en el reconocimiento de otro tipo de geometria, mas analitica y topoldgica pero igual de
funcional en términos de su aprendizaje (p.31). Cabe aclarar que la estructura de unidad de didactica

gue orienta el desarrollo de este trabajo de grado, esta compuesta a partir de:

e Titulo

e Presentacién y descripcion general

e Andlisis curricular (concreciones curriculares, modelo didactico pedagdgico).

o Objetivos (generales y especificos).

e Recursos (humanos, bibliograficos, tecnolégicos, etc.)

e Analisis didactico de contenido.

e Analisis cognitivo (competencias, errores y dificultades).

e Andlisis de instruccidn: Orientaciones didacticas (basadas en el modelo didactico

pedagdgico).
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e Secuencia de actividades (Actividades de introduccién, motivacién y diagndstico;
actividades de desarrollo; actividades de evaluacién y actividades de apoyo y
ampliacion).

e Reflexién autocritica y evaluacion de la unidad.

e Referencias bibliograficas.

2.2.2 Dimension Matematica

2.2.2.1 Geometria Fractal

Primeramente, en esta propuesta de trabajo de grado se logra poner de relieve algunos
elementos de la geometria fractal que inciden en la construccién de objetos fractales a través de
Sistemas Iterados de Funciones (SIF), los cuales seran el medio para la elaboracién la propuesta de
unidad diddctica respectiva basada en transformaciones geométricas en el plano (R?). Especialmente se
concretan nociones asociadas a los espacios métricos y el espacio donde se encuentran los fractales.
Cabe aclarar que, resulta fundamental comprender los espacios métricos, en particular el espacio donde
“viven” los fractales, como una fundamentacién matematica que privilegia comprender, estudiar y
describir diferentes estructuras irregulares a través de diferentes propiedades, y conceptos como se

precisan mas adelante.

A continuacidn, se describen las principales definiciones, lemas, proposiciones y teoremas que
emergen en la exposicion de la geometria fractal desde la perspectiva de Sabogal, S y Arenas, A. (2011),

Barnsley, M. (1988) y Vasquez, A. (2016).
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Organizacidn conceptual sobre los fractales.

Fractales: Se definen como un conjunto de formas generadas a

partir de un proceso de repeticion a diferentes escalas.

Caracteristicas: A continuacion, se describen las principales
caracteristicas de orden conceptual, relacionadas a los objetos

propios de la geometria fractal.

Autosimilitud: Se refiere a la semejanza interna (estructuras y

patrones) que poseen los fractales desde diferentes escalas.

Estricta: Representaciones idénticas del fractal a diferentes escalas.
Aproximada: Representaciones similares del fractal a diferentes
escalas.

Estadistica: Representaciones que muestran similitudes estadisticas
unos con otros mediante medidas numéricas o estadisticas que se

preserven con el cambio de escala.

Dimension: Es una medida que se emplea para describir diferentes

estructuras fractales en términos de su complejidad.

Euclidiana: Se basa numero de coordenadas requeridas para
caracterizar y especificar un objeto fractal.

Topoldgica: Se enfoca cubrir los objetos fractales mediante
conjuntos abiertos de radio pequefio.

Dimension de Hausdorff-Besicovitch: Corresponde a la
generalizacién métrica del concepto de dimensién de un espacio

topolégico, que permite definir una dimensién no entera para

un objeto fractal.

Iteracion: Las iteraciones consisten en repetir n veces la misma
figura o patrén. En los fractales lo que se itera son las funciones o el

patrén generador dependiendo del fractal.

Algebraica: Consiste en una utilizar una funcién como unidad
procesadora.

Geométrica: Se basa en una regla aplicada a una figura geométrica
o en alguna parte especifica de ella. Principalmente, la regla conlleva
a una “ruptura” en la figura y es en estos pasos de fragmentacion

que la regla se aplicara indefinidamente.

Linealidad: Los objetos y conjuntos fractales se clasifican segun su

linealidad.

Lineales: Corresponden a las lineas rectas que constituyen la forma
geométrica sobre las que se le aplica. Son exactamente idénticos en
todas sus escalas hasta el infinito.

No lineales: Corresponden a aquellos que muestran una estructura
similar, pero no son exactamente igual a su original, dado que son
generados a partir de distorsiones complejas, creando alteraciones

no tan solo de posicién, tamafio y orientacion.

Chile. Elaboracién propia.

Fuente: Vasquez, A. (2016). Introduccion a la geometria fractal.

Facultad de Educacién y Humanidades, Departamento de Ciencias de la Educacion Escuela de Pedagogia en Matematica, Universidad Bio-Bio,


https://es.wikipedia.org/wiki/Espacio_topol%C3%B3gico
https://es.wikipedia.org/wiki/Espacio_topol%C3%B3gico
https://es.wikipedia.org/wiki/Fractal
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Definicion 1. (Espacio métrico): Un espacio métrico es una pareja (X, d), donde X corresponde

a un conjunto no vacio de objetos que denotaremos como puntos y d es una funcion:
d:XxX->R
(x,y) = d(x,y)
llamada métrica o distancia en el espacio, la cual satisface los siguientes axiomas:
EM1:Vx,y € R, d(x,y) =0 x =y,
EM2:Vx,y,z € R?,d(x,y) < d(x,z) + d(y, z).

Definicion 2. (Sucesion convergente): Sea (X, d) un espacio métrico y (S,),, una sucesién en X.

Decimos que (S,,), converge si existe S € X, de forma que:
Ve >0,3N € Ntalquevn e N> N - d(S5,,5) <&,
donde S es llamado limite de la sucesidn y se denota como:
lim (5,), =S 6 (S )n—S.
n—ooo
Si la sucesidén no converge diremos que es divergente.

Definicion 3. (Sucesion de Cauchy): Sea (X, d) un espacio métrico, (S,), una sucesion en X. Se

dice que (S,), es una sucesién de Cauchy si:
Ve>0,3N € NtalqueVnme N =N = d(S,,,S,) < &

Definicion 4. (Espacio métrico completo): Un espacio métrico (X, d) se dice que es completo, si

toda sucesiéon de Cauchy en X, converge.

Teorema 1. (R?, d) es un espacio métrico donde d se define como:

d((x1,%2), V1, ¥2)) = ((x1 — y1)* + (2 — y2)2)1/2
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Definicion 5. (Conjunto compacto): Sea (X, d) un espacio métricoy S € X. Decimos que S es

compacto, si toda sucesién en S admite una subsucesién convergente cuyo limite esta en S.

Definicion 6. (Contraccién): Sean (X, d) un espacio métricoy f: X — X. Decimos que f es una

contraccionsidr € R,0 < r < 1 de forma que para cualesquiera x,y € X tenemos que:

d(f(x), f(»)) < rd(x,y).
Si se cumple esto, entonces la constante r se llama factor de contraccién de f.
Teorema 2. Sea (X, d) un espacio métrico completoy f: X — X una contraccidn, entonces

existe un Unico punto fijo a € X tal que f(a) = a. Ademas, Vx € X se tiene que lim f™(x) = a.
n—oo

Definicidon 7. (Sistema Iterado de Funciones): Un sistema Iterado de Funciones (SIF) es una
estructura de la forma {X; fi, />, f3,..., fn}, donde (X, d) es un espacio métrico completoy cada f; =

X—-X,i=1,2,...,N, corresponde a una contraccion.

A partir de este momento centraremos la atencién en el espacio métrico completo (R?, d) para

la construccién de objetos fractales en el plano.

Definicién 8. Definimos H(R?) como la familia de todos los subconjuntos compactos no vacios

en R?, es decir:
H(R?) := {K € R? : K es compacto,K # @}
El conjunto H(R?) es conocido como el espacio donde viven los fractales.

En este espacio definimos la funcion d: H(R?) x (R?) - R, como d (4,B) =

max {min{& (a,b):b € B}: aeE A}, para A, B € R? compactos y no vacios.
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Debe notarse que d (A, B) = 0 siempre que A € B, esto muestra que d no es una métrica para
H(R?), sin embargo ayuda a construir lo que se conoce como métrica de Hausdorff para H(R?), como

se aprecia en el siguiente teorema.

Teorema 3. El espacio (H(R?), h) es completo donde h: H(R?) x H(R?) - R est4a definida

como: h(kl, kz) = max {d~ (kl,kz),d (kz, kl)}' Vkl,kz € H(RZ)

En consecuencia, se expone el siguiente teorema, el cual asume un rol fundamental en el
proceso de planificacion y elaboracién de la propuesta de unidad diddctica que se concreta mas
adelante, puesto que se utilizan los fractales como el medio para acceder y comprender las

transformaciones geométricas, especificamente rotaciones, traslaciones y homotecias.
Teorema 4. Dado un SIF {X; F;, F,,..., Fy} se define:

F:H(R?) - H(R?)

K - F(K) =: Uilf"(m'
Entonces F es una contraccion.
De acuerdo a los teoremas anteriores, entonces existe un tinico punto A € H(R?) tal que:
A=F(A) = UL, f;(4).
Adicionalmente, VK € H(R?) tenemos que:

lim F*(K) = A.

n—-oo

Donde el conjunto A corresponde al actractor del SIF (Sistema Iterado de Funciones).

Entenderemos como conjunto fractal en R? a los conjuntos de H(R?) que son atractores de

SIF’s.
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Este teorema logra dar cuenta de que los Sistemas lterados de Funciones (SIF) toman como
punto de partida un conjunto invariante de funciones y que, al aplicarlas de manera iterativa a cualquier
conjunto compacto, la secuencia de conjuntos resultante o produccién del mismo siempre va a
converger a un conjunto fractal Ilamado el atractor del SIF, ademds de garantizar su existencia y
unicidad. Este resultado es de gran relevancia dentro de los intereses de esta propuesta de investigacion
e innovacién curricular y diddctica, puesto que permite integrar algunas transformaciones geométricas,
gue son necesarias para efectuar diferentes construcciones fractales y asi estudiar el comportamiento y

tratamiento de las mismas en diferentes contextos asociados al mundo fractal.

Se ha realizado una presentacion formal, desde un punto de vista matemadtico, que permite
visualizar cdmo se involucran diferentes conceptos de caracter mas abstractos, analiticos y topoldgicos
en torno a la construccién de fractales a través de un proceso iterativo y su relacidon con la geometria

plana.

2.2.2.2 Algunos fractales clasicos
Es importante presentar algunas de las construcciones de objetos fractales mas reconocidas
dentro de las investigaciones sobre este tipo de geometria, donde destacan, la Curva de Koch y el

Tridngulo de Sierpinski.

Curva de Koch: Helge Von Koch fue un matemadtico que propuso la construcciéon del fractal
“Curva de Koch”, como una curva continua que se caracteriza especificamente por no tener ninguna
recta o segmento de recta uniforme, sino por estar formada por multiples pliegues y dobleces que la
hacen parecerse a una costa natural. Esta curva presenta una complejidad similar a la de las costas

naturales, con patrones de pliegues y dobleces que se repiten a diferentes escalas.
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Figura 5. llustracion de la Curva de Koch.

Fuente: Elaboracidn propia.

Tridngulo de Sierpinski: El matematico Waclaw Sierpinski se enfocé en el estudio de diferentes
formas de fractales, y fue asi como surgié el tridngulo de Sierpinski. Este objeto fractal puede
descomponerse en tres figuras congruentes, cada una con la mitad del tamafio de la figura original. Si se
duplica el tamafio de una de las partes, se puede recuperar el triangulo inicial. El tridngulo de Sierpinski
se compone por tres copias autosimilares de si mismo, lo que lo hace un fractal con la propiedad de

autosimilitud.

Figura 6. llustracion del Triangulo de Sierpinski.

Fuente: Elaboracidn propia.
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CAPITULO IlI

3. MARCO METODOLOGICO
En este capitulo se detallan aspectos metodoldgicos y practicos de cardcter transversal en el
marco del desarrollo de la propuesta de trabajo de grado, con el objetivo de concretar una propuesta de
innovacion curricular y didactica. Para este trabajo, se considera fundamental emplear un disefio
metodoldgico que se enmarca en una propuesta de modelo local de andlisis didactico y la
sistematizacion de experiencias docentes, una estrategia metodoldgica de investigacion-acciéon basada

en la investigacidn cualitativa en educacion matematica.

3.1 Modelo local de analisis didactico (AD) como herramienta metodoldgica

El Modelo local de andlisis didactico desde este trabajo de grado se interpreta como una
estrategia de formacién profesional del profesor de matematicas y de innovacidén curricular y didactica,
la cual contribuye a la investigacion en el campo de la educacién matematica, dado que, se concibe
como un modelo que contribuye a mejorar la actividad investigativa y practica para la enseiianza de las
matematicas, permitiendo fortalecer la practica profesional continua del profesor. Es decir que, el
modelo local de andlisis didactico representa una herramienta metodoldgica indispensable para
proponer contenidos matematicos escolares en el aula, pues su implementacion permite al profesor de
matemadticas ahondar en el conocimiento matemadtico con el propdsito de analizarlo desde diferentes
perspectivas, entre ellas un punto de vista didactico en el cual se contemplan diferentes escenarios con

el objetivo de tener mayor claridad para planificar y elaborar la unidad didactica.

Ahora bien, es importante mencionar que el modelo local de analisis didactico que se

implementa en este trabajo de grado consiste en la seleccidon de un contenido matematico e
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interiorizarlo desde las diferentes categorias que comprende el andlisis didactico. Por tal motivo, se
definen unas metas u objetivos de aprendizaje que permiten detallar y describir aspectos relacionados a
las transformaciones geométricas y construcciones de objetos fractales a través de SIF. En primer lugar,
se realiza una caracterizacién desde una dimensién curricular, en funcién del grado de escolaridad
donde se desarrollara la propuesta, esto con la intencién de comprender de qué manera se logra
integrar el contenido matematico con los tdpicos abordados en este ciclo escolar. También desde una
dimension didactica, que permite visualizar la estructura conceptual, representaciones y fenomenologia
del contenido matematico, y desde nivel cognitivo para precisar las dificultades en su comprension. Asi
mismo, observar aspectos instruccionales, asociados a la utilidad de los recursos didacticos

(manipulativos y digitales) y con ello poder planificar, organizar y elaborar la unidad didactica respectiva.

3.2 Sistematizacion de experiencias docentes

Para el desarrollo de este trabajo, se considera pertinente abordar la investigacidon desde la
sistematizacion de experiencias docentes, entendida esta como una estrategia y herramienta
metodoldgica que se enfoca en investigaciones de cardcter cualitativo y a su vez, contiene otras
metodologias consigo, en este caso la investigacién en educacion matematica basada en investigacion-
accion, la cual es una estrategia metodoldgica, que integra diversos componentes de cardcter tedrico y
practico (investigaciéon, quehacer pedagdgico y reflexién), permitiendo generar conocimientos a través
del andlisis relacionado a todo el proceso de orquestacion didactica del profesor de matematicas
(planificacidn, elaboracién y aplicacién). Cabe mencionar que la investigacidon-accion tiene dentro de sus
propdsitos priorizar la transformacidn e innovacion curricular y didactica asociada a la practica

profesional del profesor de matematicas, con lo cual permite reflexionar sobre su misma practica.

De acuerdo a Bedoya, E (2013) la sistematizacién de experiencias docentes que se recupera en

este trabajo se ha organizado a partir de:
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1. Preparacion y planificacién metodoldgica del proceso de sistematizacion.

2. Recuperacion/reconstruccion de la experiencia: documentacién y fundamentacion
conceptual.

3. Andlisis e interpretaciéon de la informacién y del proceso realizado (de tal forma que se
movilicen y desarrollen conocimientos fundamentales sobre la practica o la
experiencia).

4. Potencializacién y socializacion o comunicacion de los resultados asociados con la
experiencia, su sistematizacion (incluyendo propuestas de posibles mejoras) y

fundamentacién conceptual y procedimental.

En sintesis, para el desarrollo de este trabajo de grado y apoyado en la propuesta de (Bedoya, E,
2013) relacionada a la sistematizacién de una experiencia docente proponen cuatro fases a ejecutar,

como se precisan a continuacion:

Fase de planificacion: Dentro de esta fase, se propone realizar un analisis preliminar alrededor
del contenido matematico escolar a desarrollar, considerando el marco conceptual previamente
definido, es decir que, corresponde al proceso donde se delimita la problematica de investigacidn.
Adicionalmente, se definen los intereses de la investigacion y se precisan aspectos conceptuales,
metodoldgicos y procedimentales que orientardn el proceso de sistematizacion de experiencia docente.
Posterior a ello, se elabora el marco conceptual que a priori, logra atender a las necesidades e intereses

de este trabajo de grado, desde tres dimensiones (curricular, didactica y matematica).

Fase de Accion: Esta fase considera la planificacion, elaboracidn y aplicacidn (a modo de prueba
piloto) de la unidad didactica, para ello, se ahonda en los elementos (tedricos y practicos) que permitan
la planificacién y posterior elaboracidn de la unidad didactica. Esta fase se realiza a la luz de la teoria de

los Van Hiele en relacién a la ensefianza y aprendizaje de la geometria, junto con una propuesta de
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modelo local andlisis didactico y las subcategorias que esta teoria comprende. Las cuales dan lugar a
observar de una forma mas critica diferentes aspectos tales como los contextos (curricular, institucional,
aula), el contenido matematico (construcciones de objetos fractales), los participantes activos (profesor
y alumnos) y los recursos didacticos (manipulativos y tecnoldgicos) que constituyen el disefio de la

unidad didactica.

Fase de Observacion: Para esta fase, el propdsito consiste en una evaluacidn generalizada de la
experiencia docente en la aplicacion de la unidad didactica, donde se centra la mirada en la interaccién
en el aula, las tareas y recursos, y en general las dindmicas en el proceso de ensefianza-aprendizaje
basado en los diferentes registros obtenidos (digitales y fisicos), los cuales otorgaran un punto de

partida para pensar en modificaciones posteriores de la unidad didactica.

Fase de Reflexion: En esta fase, se tiene la intencién reflexionar de forma precisa entorno al
objetivo central de la investigacion, el cual consiste reconocer elementos conceptuales (tedricos) y
procedimentales (prdcticos) para elaborar una propuesta de unidad didactica, enfocada en el propdsito
de desarrollar pensamiento geométrico relacionado con el estudio de las transformaciones geométricas
y la construccién de objetos fractales en grado once de educacién media. Y a partir de esto, plantear
algunas consideraciones y reflexiones desde diferentes perspectivas ligadas a la practica profesional del

profesor de matematicas y proponer posibles mejoras en diferentes facetas de la trayectoria.

3.2.1 Caracterizacion general: contextos, participantes y recoleccion de la informacion
La caracterizacion general, en el cual se desarrolla la sistematizacidn de experiencias docentes,
se define a través de diferentes escenarios tales como: contexto sociocultural, contexto curricular

institucional y contexto del aula, como se proponen a continuacion.

Contexto sociocultural del colegio catélico: El Colegio Catdlico (sede principal y Unica sede), es

una institucidon educativa bilinglie, privada y personalizada. Se encuentra ubicado en la zona urbana
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(sur), de la ciudad de Santiago de Cali, del departamento Valle del Cauca. Especificamente en la Cra. 49
No0.9B-42. Por lo general el nivel socioecondmico de los alumnos es de estrato 4 y 5. La poblacion
estudiantil de dicho grado de escolaridad, cuenta con un total de 17 alumnos, entre los 16 y 17 aiios de

edad, la mayor parte de la poblacién es de etnia mestiza.

Contexto curricular institucional del colegio catdlico: A través del manual de convivencia se
concretan algunos aspectos que permiten ilustrar al Colegio catélico, como sitio seleccionado para el

desarrollo de esta propuesta de trabajo de grado.

Historia: El Colegio Catdlico abre sus puertas por primera vez el 4 de noviembre de 1954 en el
entonces convento de las hermanas Vicentinas, ubicado en la Carrera 5 # 6—17. Su fundadora Rosalba
Santander de Gutiérrez es pedagoga del Instituto Pedagdgico Nacional de Bogota, hoy Universidad
Pedagdgica Nacional, donde gracias a su directora Francisca Radke quien vincula al pedagégico a
docentes del Gimnasio Moderno. Tiene por maestros a la vanguardia de la Escuela activa en Colombia,
entre ellos a Manuel Piquero, Henry Yerly, Tomds Rueda Vargas, Rafael Mallarino, don Agustin Nieto

Caballero fundador del Gimnasio Moderno y a Virginia Gutiérrez de Piferes.

Modelo pedagdgico: pedagogia constructivista.

Mision: Trabajar en equipo por el desarrollo integral de alumnos y alumnas a través del disefio
de planes de area, proyectos pedagogicos y actividades complementarias para ser implementados en

clase y en horario de actividades de extensién consecuentes con los siguientes criterios:

e Fortalecer el concepto religioso y la creencia en Dios como Unico camino hacia la
felicidad.
e Fomentar la fraternidad, la convivencia, el amor entre las personas y el respeto a la

dignidad humana de mujeres, hombres, adultos mayores, jévenes, nifos y nifias.
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e Estimular el reconocimiento en cada ser humano de una gama de cualidades que se
fortalecen con el trabajo diario y de debilidades que se superan con esfuerzo, voluntad y
dedicacion.

e Estimular el desarrollo intelectual, emocional y espiritual del individuo para el logro de
su equilibrio y armonia personal.

e Estimular la actividad creadora y canalizarla hacia el trabajo académico, cientifico,
artistico y deportivo.

e Fomentar el respeto y aprecio por nuestra identidad nacional: Origenes, cultura e
historia.

e Concientizar y fomentar el respeto, la defensa y el cuidado de la naturaleza, de todas
sus criaturas, sus recursos, el agua y el medio ambiente.

e Concientizar sobre la responsabilidad e importancia de la participacién para el
cumplimiento de los DEBERES CIVICOS vy el respeto de los DERECHOS CIUDADANOS.

e Estimular y acompafiar una actitud de crecimiento para ser cada dia mejor, mejory

mejor.

Vision: La visidn del Colegio catdlico se concreta a partir de los siguientes criterios:

e Formar nifios y jovenes capaces de vivir en armonia con ellos mismos, con los demas,
con la naturaleza y con Dios.

e Formar personas auténomas y lideres, capaces de participar positivamente en el
desarrollo social del Valle del Cauca, de Colombia y del mundo, gente integral con
responsabilidad y compromiso de vivir, compartir y proyectar la paz.

e Estimular la excelencia académica y el desarrollo intelectual, emocional y espiritual de

nuestros estudiantes.
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Principios y valores: Los principios y valores del colegio catdlico se resumen en:

El Colegio Catdlico es un espacio para el cuerpo y el espiritu, donde se forjan habitos de
vida y amor al estudio.

Educamos al individuo para si mismo, para ser feliz y hacer felices a los demas, porque
quien se construye a si mismo, se proyecta positivamente a los demas en todas sus
dimensiones fisica, intelectual, emocional, espiritual y social.

Trabajamos por la excelencia académica y el desarrollo del conocimiento de nuestros
estudiantes.

Aprender haciendo, creando experiencias y actividades por medio del juego, las
manualidades y las bellas artes.

Protegemos y cuidamos el agua, el aire, los bosques y a todos los seres de la naturaleza.
Cultivamos los valores de la honestidad, la convivencia, el amor, la solidaridad, el
respeto y la dignidad humana.

Mi cuerpo es el templo de la vida, educarlo es dar al cuerpo y al alma toda la belleza y
perfeccidn de la que son capaces.

Dios fuente de felicidad y de todas las cosas.

Soy el universo.

Contexto del aula del colegio catélico: La aplicacion de la unidad didactica se realizé en la sala

de sistemas del Colegio Catdlico, la cual se encuentra localizada en la zona de matematicas de la

institucion. Cuenta con un total de 18 computadores, aire acondicionado, video beam, 18 sillas, ademas

de un tablero grande de color blanco de acrilico, acompafiado de una mesa y un computador portatil, el

cual es asignado para las presentaciones e indicaciones por parte del profesor a cargo.
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Recoleccidn de la informacidn: El proceso de recoleccion de la informacion que se contempla para el

desarrollo de esta propuesta de trabajo de grado considera los siguientes aspectos:

Fase de planificacion: Dentro de esta fase, el proceso de recoleccion de la informacion se
considera a partir de una revision documental detallada, considerando referentes de orden curricular,

didactico y matematico:

1. Documentos institucionales propuestos por el MEN, PEIl, plan de area de la institucion
educativa, junto a los textos matematicos escolares utilizados para el desarrollo de las
clases de matematicas.

2. Modelo de los Van Hiele y una propuesta de modelo local de conocimiento y de analisis
didactico.

3. Contenidos propios de la geometria fractal desde la perspectiva de los Sistemas Iterados

de Funciones (SIF).

Fase de accion: En esta fase el proceso de la recoleccién de la informacidn esta en funcién de la
elaboracidon de la unidad didactica, para lo cual, se integran como herramientas metodoldgicas los
referentes descritos en la fase de planificacién, ademads, otorgando una caracterizacién mas precisa del
escenario donde se dard la puesta en acto de la propuesta diddctica. Para lo cual se realizara un trabajo
de campo que consiste en visitar la |.E con el objetivo de ahondar en los diferentes contextos (curricular,
institucional, aula), el contenido matematico para la construccién de objetos fractales, los participantes

activos (profesor y alumnos) y los recursos didacticos (manipulativos y tecnoldgicos).

Fase de observacion: En esta fase, el proceso de recoleccion de la informacion se centra
especificamente en todos los registros fisicos y audiovisuales que se puedan obtener en el desarrollo de
la aplicacién (grabaciones de las dos sesiones de clase, producciones escritas y digitales) que permitan

responder al propésito central de la investigacion.
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Fase de reflexion: En esta fase final, se reflexiona desde una perspectiva didactica, donde se
analiza la incidencia y alcances del modelo de los Van Hiele, en la enseilanza y aprendizaje de las
transformaciones geométricas y construcciones fractales. Por otro lado, se exploran las implicaciones de
integrar el modelo de los Van Hiele en conjunto con un modelo local de analisis didactico,
particularmente las categorias relacionadas con la planificacidn y elaboracién de la unidad didactica.

Estas categorias son especialmente relevantes, dado que se alinean con los objetivos de la investigacion.

Asimismo, se ofrecen algunas conclusiones y generalidades basadas en la aplicacion de la unidad
didactica a modo de prueba piloto llevada a cabo en el marco de esta propuesta didactica, en vista de
gue responden a los objetivos especificos de la investigacidn. Sin embargo, es importante destacar que
se proporcionan algunos detalles sobre los resultados obtenidos en dicha prueba. Adicionalmente, se
proponen algunas reflexiones finales basadas en la experiencia personal e investigativa en la realizacién
de esta propuesta de trabajo de grado, resaltando su contribucién a la investigacién en la linea de

didacticas de las matematicas (DdM) en términos de innovacidn y transformacién curricular y didactica.
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CAPITULO IV
En este capitulo se presentan los resultados producto de una investigaciéon que busca reconocer
elementos tedricos y practicos involucrados en la elaboracién de una unidad didactica sobre algunos
tépicos propios de la geometria euclidiana y fractal. Para ello, se utilizan las propuestas tedricas y

metodoldgicas de los Van Hiele, asi como un modelo local de analisis didactico.

4. PRESENTACION DE RESULTADOS Y ANALISIS

4.1 Teoria de los Van Hiele y el disefio integrado de una propuesta de modelo local de analisis
didactico (AD) como estrategia en la elaboracion de una unidad didactica (UD) para la
enseiianza de transformaciones geométricas a través de la construccién de objetos

fractales

Como parte de la planificacién y elaboracion de la unidad didactica se espera, los alumnos
logren alcanzar el nivel Il (Analisis) del modelo de los Van Hiele. Por lo tanto, se parte del nivel |
(reconocimiento o visualizacién), donde los alumnos tendran la capacidad de aproximarse a diferentes
objetos fractales, reconociendo generalidades de las estructuras, pero aun sin ahondar en los conceptos,
propiedades y relaciones que tienen con diferentes fendmenos o modelos de la naturaleza, también
deben visualizar como se recuperan los elementos propios de la geometria euclidiana para construir
fractales. En el nivel Il (Analisis), el objetivo es que los alumnos puedan interiorizar entorno al proceso
de construccidn de objetos fractales de manera iterativa y como se involucran algunas transformaciones
geométricas, especialmente las rotaciones, traslaciones y homotecias en diferentes construcciones

fractales.
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A continuacién, se describen brevemente cada una de las fases a abordar con el desarrollo de

las actividades concretadas en la propuesta de unidad didactica.

Fase I (Informacion): Inicialmente, en la unidad didactica, para reconocer los saberes previos de
los alumnos, se define un primer momento que se ha denominado “exploremos juntos”.
Especificamente en la actividad 1 y 2, se proponen figuras e imagenes, en conjunto con algunas
preguntas, para que los alumnos conozcan, observen, describan y relacionen los principales elementos

de la geometria fractal.

Fase Il (Orientacion dirigida): En el momento “representacion y modelacion”, especificamente
en la actividad 3, se busca que los alumnos exploren el proceso iterativo de construccién de algunos
objetos fractales, como el Triangulo de Sierpinskiy la Curva de Koch. Esto se logra a través del juego
denotado como “semilla- producciéon” donde los alumnos reconocen la construccion de fractales a partir
de una semilla inicial y un conjunto de funciones previamente definidas. Para ello, se proponen cuatro
situaciones, con el propésito de introducir a los alumnos a la construccién de objetos fractales a través

de Sistemas lterados de Funciones (SIF).

Fase lll (Explicitacion): En los momentos “exploremos juntos, representacién y modelacién, y
socializacién”, de manera concreta en las actividades 1,2,3, 7 y 8, se lleva a cabo la fase de explicitacion.
En esta fase se plantean una serie de cuestionamientos en forma de preguntas, descripciones y
reflexiones, con el objetivo de generar ambientes de discusidon y comentarios sobre el trabajo realizado
durante el desarrollo de la unidad didactica. Se espera que los alumnos reconozcan los errores
cometidos y reflexionen sobre los diferentes conceptos abordados. Adicionalmente, estas actividades
brindan a los alumnos la oportunidad de reflexionar sobre su trabajo a lo largo de las actividades

previas.
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Fase IV (Orientacion libre): En el momento “representacion y modelacidon”, especificamente en
la actividad 4, se propone la construccidn de algunos objetos fractales. A diferencia de la actividad 3,
ésta se realiza con la ayuda del recurso digital didactico GeoGebra. Esta actividad permite a los alumnos
aplicar los conocimientos adquiridos hasta el momento. En esta fase, se fomenta el trabajo auténomo,
ya que se espera que utilicen sus propias estrategias para desarrollar cada una de las situaciones
previamente descritas. La intervencién del profesor es minima, ya que se busca generar procesos de
reflexidon en lugar de procedimientos mecanicos, para que los alumnos encuentren utilidad en lo

aprendido.

Fase V (Integracion): En el momento “aplicacion de los fractales”, especificamente en la
actividad 5y 6, se plantean dos actividades con el objetivo de evaluar si se han alcanzado los objetivos
de aprendizaje establecidos en la unidad diddctica. Estas actividades consisten en reconocer
discriminadamente el proceso iterativo de construccidn de objetos fractales, es decir, definir una semilla
junto con un Sistema Iterado de Funciones. Primero se realiza a través de una representacion pictdrica
de un fractal en su proceso iterativo indefinido, y luego a través de la produccién de un posible fractal

por parte de los alumnos.
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4.1.1

Analisis didactico del curriculo: Contextualizacion curricular
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El modelo local de analisis didactico del curriculo que se propone alrededor de este trabajo, se

encarga de realizar una serie concreciones de orden curricular para su desarrollo.

Funciones (SIF).

representa

mediante

diversos

sistemas de

coordenadas.

Esquema MPD. (metas, procesos y desempefios).
Contenido Conceptos previos Procesos Estandar Derecho Basico Evidencias de Tiempo
matematico y medios generales de Aprendizaje aprendizaje
Geometria Conceptos Modelacién, Uso Modela objetos | -Reconoce vy | El tiempo que
Euclidiana: Angulos. Comunicacion, argumentos geométricos en | utiliza distintos | se considera
Transformaciones | Poligonos. Resolucidén y | geométricos diversos sistemas de | adecuado para
geométricas: Sistemas de | planteamiento para resolver y | sistemas de | coordenadas aplicar la
rotacion, coordenadas de problemas. formular coordenadas para modelar. unidad
traslacion y | cartesianas y problemas en | (cartesiano, -Compara didactica, tiene
homotecia. polar. contextos polar, esférico)y | objetos como limite 4
Geometria Medios matematicos y | realiza geométricos, a | horas
Geometria Fractal: en otras | comparaciones partir de | pedagdgicas,
construcciones de ciencias. y toma | puntos de | equivalentes a
objetos  fractales decisiones con | referencia dos secciones
como  atractores respecto a los | diferentes. de clase.
de Sistemas modelos. -Explora el
Iterados de entorno y lo

Fuente: Ministerio de Educacién Nacional. (1998, 2006, 2016). Elaboracidn propia.

4.1.2 Andlisis didactico de contenido

El modelo local de analisis didactico del contenido contemplado para este trabajo de grado, se

enfoca en observar de manera rigurosa el contenido matematico escolar a desarrollar, y para ello se
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hace énfasis en tres componentes: estructura conceptual, sistemas de representacién y fenomenologia,

en ese orden.
Estructura conceptual de las transformaciones geométricas

Ahora bien, para representar algebraicamente y geométricamente aquellas transformaciones
lineales en el plano (R?), es necesario introducir los conceptos de: espacio vectorial, transformacién
lineal, isomorfismo, matriz y vector. Estos constituyen una parte fundamental en términos de la
estructura conceptual de las transformaciones geométricas y, por ende, en el proceso iterativo de
construccion de diferentes objetos fractales lineales. Ademas, de que definen los movimientos en el

sistema de coordenadas cartesiano.

Espacio vectorial: Sea IV un conjunto no vacio en el cual se han definido dos operaciones,
llamadas suma y producto por escalar (dados los elementos uy vy un escalar A de R, lasumadeuy v
la denotamos u + v y el producto por escalar de A por u lo denotamos Aut). Si las siguientes
propiedades o axiomas se satisfacen para todo u, vy w € V y para todo par de escalaresa y f§ € R,

entonces se dice que V es un espacio vectorial real y sus elementos son llamados vectores.

1. u+ v €V (propiedad clausurativa para la suma).

2. u+ v =v+u(propiedad conmutativa para la suma).

3. w+v)+w=wW+w)+u=(Ww+u)+ v (propiedad asociativa para la suma).

4. Existe un elemento neutro 0 € V, de formaque u + 0 = u, Yu € V (propiedad modulativa
para la suma).

5. Vu€eV,3v eV, deformaqueu+ v =0 (propiedad de la existencia del opuesto para la
suma). El vector v es denotado como - u.

6. au €V (propiedad clausurativa para el producto por escalar).

7. a(u+ v) = au + av (propiedad distributiva respecto a la suma de vectores).
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8. (a+ B)u = au + Bu (propiedad distributiva respecto a la suma de escalares).
9. a(Bu) = (aB)u (propiedad asociativa para la multiplicacion de escalares).

10. (—1)u = —u (propiedad del inverso aditivo escalar).

Transformacion lineal: Dados dos espacios vectoriales V' 'y W, decimos que la funcién T:V - W

es una transformacion lineal de V en W, siy solo si se cumple que:

1. T(vy +v,) =T(Ww,)+ T(v,) paratodo v, v, € V (propiedad aditiva).

2. T(Av) = AT(v) paratodov € V ytodo A € R (propiedad homogénea).

Isomorfismo: Diremos que una transformacion lineal T: V — W es un isomorfismo, siy solo si, T

es una transformacion lineal inyectiva y sobreyectiva.

Matriz: Una matriz es un arreglo rectangular de nimeros reales, llamados componentes o

a1 o Qin
elementos de la matriz, de la forma: A =

&

i—ésimafiladelamatrizAy| - |eslaj—ésimacolumna de la matriz A.

), donde (a;; ... a;,) corresponde a la
Ami1 " Qmn

amj

Espacio euclidiano (Vector): Sea R™ = {(x; _x,): x; € R,i = 1,2, ..., n}. Este conjunto en los

espacios suma y producto por escalar definidas como:

gy s X)) + 1 ) = (0 + Y1, o, X + V) Y A(Xq, -0, X)) = (AXy, ..., Axy,) satisface los

axiomas de espacio vectorial, por tanto, los elementos de R"™ son llamados vectores de R".

Para cada X = (x4, ..., x,) a x4lo llamamos primera componente, a x, segunda componente y
en general, a x,, lo llamamos la n — ésima componente del vector X. En particular cuandon = 2, R?,

tenemos una representacion del plano.
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Con lo descrito anteriormente, se propone la siguiente estructura conceptual alrededor de las

transformaciones geométricas en el plano (R?) concretadas en esta propuesta de trabajo de grado:

Organizacidn conceptual sobre las transformaciones geométricas.

Transformaciones geométricas: Se definen como aquellos

movimientos aplicados a una figura en el plano.

Caracteristicas: A continuacién, se describen las principales
caracteristicas de orden conceptual, relacionadas a los objetos

propios de la geometria euclidiana.

Rotacion: Se refiere al movimiento circular que realiza una
figura en el plano, respecto al centro y con un &ngulo

determinado.

Centro de rotacion: Es el punto fijo en el plano sobre el cual se
desarrolla el movimiento de la figura en el plano.
Sentido de rotacion: Se refiere a la direccion en la que se
efectua la transformacion a la figura en el plano.
Amplitud del giro: Corresponde al angulo que define la figura

en el plano durante la transformacion.

Traslacion: alude al movimiento de una figura en el plano en el

cual cambia su posicion inicial.

Direccion: Alude a la trayectoria del movimiento de una figura
en el plano.

Sentido: Se enfoca en la orientacidn en la cual se desplaza una
figura en el plano.

Magnitud: Corresponde a la cantidad de unidades de medida

en que se desplaza una figura en el plano.

Homotecia: Se define como el movimiento de una figura en el
plano que determina la variacion respecto al tamafio inicial de

la figura conservando su forma.

Coeficiente de similaridad: Corresponde al factor de escala que
define la relacién entre la figura inicial y la figura homotética.
Centro de similaridad: Se refiere al punto fijo en el plano sobre
el cual se efectta el movimiento de la figura en el plano.

Figura inicial: Alude a la figura en el plano sobre la cual se
determina la transformacién.

Figura homotética: Corresponde a la figura final en el plano,

una vez se aplica la transformacion.

Fuente: Sinisterra, B y Garcés, L. (2022). Abordaje de las
transformaciones geométricas desde la complementariedad de los enfoques sintético y analitico en estudiantes de segundo semestre de
licenciatura en matematica. Facultad de Educacion y Pedagogia, Escuela de Educacion en Ciencias, Tecnologias y Culturas, Universidad del Valle,

Colombia. Elaboracién propia.
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Sistemas de representacion de las transformaciones geométricas

A continuacidn, se caracterizardn las representaciones algebraicas y geométricas de las
transformaciones geomeétricas lineales y afines en R?, especificamente rotaciones, traslaciones y

homotecias, debido a que son utilizadas en la construccion de fractales.

Rotacion: Dado un punto C del planoy un dngulo ¢ € R, se llama giro de centro C = (a, b) y
amplitud a, y se denota por G(C, @), a la transformacién geométrica que asocia a cada punto P(x, y)

del plano otro punto R¢ ,(P) = (x',y") de forma que se verifique lo siguiente:

1. x’=((—a)cos(a) —(y—b)sen(a) +a

2. y=(x—-—a)sen(a) + (y —b)cos(a) +b

La representacion matricial que define esta transformacién geométrica en R? se denota como:
x\ _ (cosa —sen a) (x - a) + (a)
y) ~ \sena cosa /\y—b»b b
Figura 7. llustracion representacion geométrica de una rotacion

LD
=] A
ROTACION ——

oy}

¥ = 67.38

a=56.31% .
B = 56 3" B
1 ; 3 4
figura inicial

figwra finafl

Fuente: Elaboracidon propia.

Traslacién: Dado un vector v = (x,., ,-), se denomina traslacién de vector v, denotado por T, a
la transformacidn geométrica que asocia a cada punto P(x, y) del plano otro punto P(x, y)=P+v

de tal forma que se verifique que P = (x + x,, vy + ¥)
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La representacion matricial dada para esta transformacién geométrica se define como:

Ty(P) = P +v

n@® = )6+ 6)

Figura 8. llustracion representacion geométrica de una traslacion

; TRASLACION
it vector de trasfacion
D E
4 (o] ®
B B'
3 o
2
1
A C A )
L o—a o—
11 0 1 2 3 4 5 B 7 ! g 1
figura inicial figura final

Fuente: Elaboracidn propia.

Homotecia: Se llama homotecia de centro C y razén k # 0y se denota por H¢ ), a la
transformacién geométrica que asocia a cada punto P(x,y) del plano otro punto P’(x’,y") = Hc x)(P)

de forma que:

1) x" =kx — kx, + x,

2) Yy =ky—ky-+y

Donde tenemos que C = (x,, y;-) corresponde al centro de similaridad.
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La representacion matricial para esta transformaciéon geométrica se define cuando el centro de

la homotecia es el origen C = (0,0), en cuyo caso escribimos H¢ ) = Hy,

t ()= D6 =G D6)

Figura 9. llustracion representacion geométrica de una homotecia

- .
HOMOTECIA
4
D figura inicial B
o 3 (&
> Lo
@ figura final @&
.\:{iz»_ A’/
o2
-4 -3 -2 -1 0 1 2 4 4

Fenomenologia de las transformaciones geométricas

Fuente: Elaboracidén propia.

De acuerdo a los diferentes sistemas de representacién de las transformaciones geométricas, es

indispensable ahondar sobre aquellos modos de pensar e interpretarlas, en este caso, a partir de la

semejanza y congruencia, como se propone a continuacion.

e Semejanza: Decimos que dos figuras geométricas en R? son semejantes si y solo si, sus

angulos correspondientes son congruentes y sus lados correspondientes son

proporcionales.
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e Congruencia: Decimos que dos figuras geométricas en R? son congruentes, siy solo si la

longitud de sus lados y la medida de sus dngulos correspondientes es exactamente igual.

Tabla 4.

Transformaciones geométricas desde la semejanza y congruencia.

Transformaciones geométricas

Semejanza

Congruencia

Rotacion

En esta transformacion se mantienen las
formas y proporciones, manteniendo el

tamafio exacto.

En esta transformacion gira una figura
alrededor de un punto conservando sus
longitudes y dngulos respecto a la figura

incial.

Traslacion

En esta transformacién se conserva su
semejanza puesto que las formas vy
proporciones se mantienen exactamente

iguales.

En esta transformacidon se permite mover
una figura en una direccién cualquiera
guardando exactamente sus longitudes y

angulos.

Homotecia

En esta transformacién se basa en escalar
una figura manteniendo sus dangulos vy
proporciones relativas entre sus lados.
Ademds, puede ampliarse o reducirse
dependiendo del factor de escala aplicado, a
este proceso se le llama dilataciéon o

contraccidn, respectivamente.

En esta transformacién no se conserva la
congruencia, debido a que las longitudes de
los lados se escalan y no siempre se guardan

sus angulos.

Fuente: Julio, L. (2014). Las transformaciones en el plano y la nocién de

semejanza. Facultad de Ciencias, Universidad Nacional de Colombia. Elaboracién propia.

A continuacidn, se proponen algunas representaciones geométricas que pone de relieve

reconocer las principales caracteristicas y connotaciones que tiene cada forma de pensar y abordar las

transformaciones geométricas, a partir de la semejanza y congruencia, especificamente.
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Figura 10. Transformaciones geométricas en el plano a partir de la semejanza.

-]
D=2 &
]
D, 6= 67 %"
0

Ce'=721

7 % 5 4 A 2 4 0 .A'\(:§631=3 §:+-+-18+8 525631"'/.(3"‘

Fuente: Elaboracién propia.

Figura 11. Transformaciones geométricas en el plano a partir de la congruencia.

Fuente: Elaboracion propia.
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Transformaciones geométricas, fractales y realidad

Para Santos, Ly Larreal, O., actualmente, la geometria fractal ha demostrado ser sumamente
util en diferentes campos y areas cientificas, ya que permite describir con gran detalle una serie de

situaciones particulares. (2022, p.7).

A continuacidn, se presentan algunos ejemplos de como esta disciplina ha contribuido en la

comprension de fendmenos complejos.

Geologia: Generalmente el uso de las estructuras fractales en esta disciplina esta en funcion de
describir y caracterizar diferentes fendmenos naturales, tales como: montafias, costas, rios, entre otros.

Adicionalmente se emplea para modelar y explicar comportamientos en estructuras terrestres.

Figura 12. llustracion de los fractales en la geologia.

Fuente: Fuente: Santos, Ly Larreal, O. (2022) The fractals and their applications.

Documentary review. Escuela Superior Politecnica del Litoral. Facultad de Ciencias Naturales y Matematicas, Ecuador.

Salud: Los fractales proporcionan una métrica precisa para analizar la complejidad y la

irregularidad de diferentes estructuras bioldgicas, por ejemplo, vasos sanguineos, venas y tumores, lo
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que facilita la deteccidén temprana de enfermedades, la planificacidn y elaboracidn de farmacos junto a

tratamientos médicos mas eficaces.

Figura 13. llustracidn de los fractales en la salud

Fuente: Santos, Ly Larreal, O. (2022) The fractals and their applications.

Documentary review. Escuela Superior Politecnica del Litoral. Facultad de Ciencias Naturales y Matematicas, Ecuador.

Quimica: En este campo, la geometria fractal ha sido generalmente empleada observary
estudiar la permeabilidad del fluido Ellis en medios porosos saturados y mediante el cdlculo de la
dimension fractal, permitiendo asi mediante los fractales replicar estructuras con patrones repetitivos a

diferentes escalas.

Figura 14. llustracion de los fractales en la arquitectura

Fuente: Santos, Ly Larreal, O. (2022) The fractals and their applications.

Documentary review. Escuela Superior Politecnica del Litoral. Facultad de Ciencias Naturales y Matematicas, Ecuador.
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4.1.3 Analisis didactico cognitivo

El modelo local de analisis didactico de caracter cognitivo de este trabajo de grado, centra su
mirada en las dificultades, que se hacen manifiesto en los procesos de ensefianza-aprendizaje de las
transformaciones geométricas y construcciones de fractales, por lo cual es necesario ahondar en la
nocién de dificultad. En palabras de Socas, M. (1997) la nocién de dificultad en el aprendizaje de las
matemadticas abarca diversas situaciones interrelacionadas. Estas van desde una planificacién curricular
deficiente hasta las caracteristicas intrinsecas de la disciplina en si. Para comprender en profundidad
estas dificultades y su impacto en la comprensién de los contenidos matematicos, es necesario
categorizarlas y analizar su naturaleza individualmente. No obstante, mediante esta categorizacidn, se

busca explicar como cada dificultad afecta la comprensién de los diferentes conceptos matematicos

(s.p).

Dificultades asociadas a la complejidad de los objetos matematicos: Estas dificultades se
relacionan con el lenguaje utilizado en las matematicas, especialmente en la comunicacién de
conocimientos especificos. En muchos casos, esta dificultad surge debido a un desconocimiento del
lenguaje cominmente utilizado en las ciencias matematicas. Es importante tener en cuenta que existe
una transicion desde el lenguaje formal o natural hacia el lenguaje simbdlico en matematicas, y no

considerar esta transicion puede generar problemas de comprension.

Dificultades asociadas a los procesos de pensamiento matematico: Estas dificultades en
particular se caracterizan por la falta de un hilo conductor que establezca relaciones entre los
contenidos tedricos y las representaciones gréficas. El objetivo de este hilo conductor es asegurar una
comprensidon mas coherente del conocimiento matematico. Esta dificultad se manifiesta en la ausencia
de una estructura que vincule de manera efectiva los conceptos tedricos con las representaciones

visuales.
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Dificultades asociadas a los procesos de ensefianza desarrollados para el aprendizaje de las
matematicas: Estas dificultades enfatizan en tres aspectos fundamentales, enmarcados en el contexto
curricular institucional, los cuales son: la institucidon educativa, el curriculo escolar y las estrategias

pedagdgicas de ensefianza que se emplean para la construccién conjunta del conocimiento matematico.

Es esencial que estas estrategias se ajusten a la planificacidn curricular y a las politicas institucionales. Ya
gue al considerar estos elementos y emplear enfoques que estén alineados con ellos, el resultado sera

un aprendizaje adecuado del saber matemadtico por parte de los alumnos en el aula de clases.

Dificultades asociadas a los procesos de desarrollo cognitivo de los alumnos: Las dificultades
gue surgen en este tipo de situaciones consideran aspectos fundamentales propios de los alumnos en
términos de como aprenden, dado que, es importante tener en cuenta los diferentes ritmos de
aprendizaje de cada alumno, puesto que varian considerablemente. Esto debe ser tomado en cuenta en
toda la trayectoria de planificacidon, elaboracién y desarrollo de actividades que se utilizaran para
promover el desarrollo del conocimiento matematico en el aula. Este enfoque es crucial para garantizar

un aprendizaje significativo.

Dificultades asociadas a actitudes afectivas y emocionales hacia las matematicas: Estas
dificultades aluden a los aspectos personales (creencias, religiones, emociones) que se involucran con la
actividad matematica, pues una actitud positiva y favorable frente a las matematicas puede fortalecer la
confianza y motivacion, mejorando asi el rendimiento y la comprensidn de los conceptos matematicos.
Es aqui donde es necesario de que el profesor tenga en cuenta que estos aspectos logran incidir de

manera positiva o negativa en la comprension de los conceptos matematicos.

En ese orden de ideas, y en el contexto de la planificacidn y elaboracion de la unidad didactica
(UD) para este trabajo de grado, es fundamental tener en cuenta las dificultades que pueden surgir en la

comprension de las transformaciones geométricas y la construccién de diferentes fractales. Estas
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dificultades estan estrechamente relacionadas con el proceso de ensefianza-aprendizaje y pueden
obstaculizar la adquisicion de conocimientos por parte de los alumnos. Cabe aclarar que, estas
dificultades tienen su origen en la interaccion de elementos tedricos matematicos, objetos, procesos y el

uso del lenguaje.

Por lo tanto, al abordar estos temas en la unidad diddctica, es importante tener en cuenta las
posibles dificultades que pueden surgir, y diseiar estrategias pedagdgicas adecuadas para superarlas. Al
reconocer y abordar de manera efectiva estas dificultades, se favorecera el proceso de aprendizaje de
los alumnos y se promovera una comprension mas profunda y significativa de las transformaciones

geomeétricas y los fractales.

A continuacidn, se precisan algunas dificultades desde la perspectiva de Sinisterra, B y Garces, L.
(2022) que pueden presentar los alumnos para desarrollar los contenidos propuestos en la unidad

didactica (p.70).

Dificultades asociadas a la comprensién de la rotacién en R?

e Identificar que la distancia que hay entre el punto a rotar y el centro de rotacidn, es
igual a la distancia que hay entre el punto rotado y el centro de rotacién.

e Determinar los angulos iniciales que se forman en cada vértice el centro y la horizontal
de la figura inicial.

e Reconocer el centro, sentido de rotacién, y la amplitud del giro.

Dificultades asociadas a la comprensién de la traslacién en R?

e Establecer que la imagen conserva la forma y tamafio de la figura inicial.

e Predecir la figura trasladada a partir de su magnitud, sentido y direccidn.
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e Determinar usando expresiones algebraicas el vector de traslacion teniendo en cuenta
el objeto y su traslacién.

e Asociar el vector con la distancia que haya entre cada punto de la figura inicial y su
traslacion.

e Asociar la direccion del movimiento (vertical, horizontal, inclinado) con el vector de

traslacion.
Dificultades asociadas a la comprensién de la homotecia en R?

e Reconocer la relacion que se presenta entre las figuras (inicial y homotética) a partir de
la constante de proporcionalidad (coeficiente de similaridad k).
e Emplear expresiones algebraicas para efectuar la homotecia de una figura.

e Determinar el coeficiente y el centro homotético de una figura homotética.

4.1.4 Analisis didactico de instruccion

En la perspectiva de este trabajo de grado, se realiza una recopilacién de algunas concepciones
relacionadas a los términos de “materiales y recursos” y la utilidad en el proceso de planificacion,
elaboracion y desarrollo de la misma. A continuacidn, se presentan algunas concepciones en relacién al

concepto de materiales, pues diversos autores afirman que:

Hacen referencia al concepto de materiales, aclarando que son todos los aparatos o medios de
comunicacion que pueden ayudar a describir, entender y desarrollar conceptos matematicos en

el aula. (Alsina, Burgués y Fortuny, 1998., citado en Valenzuela, M., 2012, p.23).

Para Valenzuela, M. (2012) la nocién de material se define como: todos aquellos objetos fisicos tangibles
disefiados con un fin didactico estructurado, que el alumno pueda tocar directamente con sus

manos, ademas de tener la posibilidad de intervenir sobre ellos haciendo modificaciones (p.24).
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De acuerdo a los propdsitos anteriormente descritos en el marco de la planificacién, elaboracion
y aplicacion de la unidad didactica, los materiales requeridos para el desarrollo de la unidad didactica
son: Brécoli, helecho, hojas de block cuadriculado, regla y transportador, lapices, cuaderno, tablero,

marcadores.

Ahora bien, es necesario categorizar los materiales en funcién de su utilidad para desarrollar

contenidos matematicos escolares en el aula.

1. Segun su funcionalidad, donde se propone una clasificacién de los materiales didacticos para la

ensefianza de los conceptos matematicos en términos de su estructuracion.

2. En funcién de su versatilidad, es decir, la variedad de formas en las que puede utilizarse para
ahondar en los diferentes conceptos.
3. Distinguiendo entre los diferentes materiales utilizados para la ensefianza.
4. Enfuncién de su utilidad y el formato en el que se presenta, es decir:
a) Pre-instruccional: se utiliza para dar apertura a la clase.
b) Co-instruccional: se utiliza para abordar el concepto matematico en el desarrollo de la
clase.
c) Post-instruccional: se utiliza para dar cierre a la clase, con el propdsito de recuperar

elementos relacionados al concepto que se ha venido desarrollando.

En concordancia con los propdsitos anteriormente descritos en el marco de la planificacion,
elaboracidon y aplicacion de la unidad didactica, cabe resaltar que mediante la utilizacidn de estos
materiales se prioriza que los alumnos logren visualizar, explorar y manipular para que estén en la
capacidad comprender y aproximarse a los diferentes conceptos que se pretenden movilizar en las

actividades propuestas.
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Andlogamente, se recuperan algunas definiciones asociadas a la nocién de recursos, es decir, a

gue se alude con un software de geometria dinamica, especificamente GeoGebra.

En la perspectiva de diversos autores como Castiblanco, A, Urquina, H, Camargo, L y Acosta, M., un
programa de geometria dindmica es un editor grafico que da la posibilidad de dibujar diagramas
geométricos en la pantalla del computador. Pero en realidad es mds que un simple editor en el
que el usuario puede agarrar con el ratén un elemento del diagrama y arrastrarlo en la pantalla:
el diagrama se redibuja de manera continua conservando intactas las relaciones geométricas
gue hayan sido declaradas en su construccién, asi como todas las propiedades geométricas

implicitas en ella. (2004, p.19).

Para Gutierrez, D., GeoGebra es un software libre, de matematica para educacion en todos sus niveles.
Relne de forma dinamica, aritmética, geometria, dlgebra y calculo e incluso recursos de
probabilidad y estadistica, en un Unico conjunto tan sencillo a nivel operativo como potente.
Ofrece representaciones diversas de los objetos desde cada una de sus posibles perspectivas:
vistas graficas, algebraica general y simbdlica, estadisticas y de organizacidn en tablas, planillas y

hojas de datos dindmicamente vinculadas. (2016, p. 12).

Para efectos de esta unidad didactica, se optd por utilizar GeoGebra como recurso digital
didactico en conjunto con un software dindmico para la construccion de fractales, en el cual se
realizaran algunas de las actividades que la componen, dado que potencializa el proceso de ensefianza y
aprendizaje en los alumnos promoviendo asi ambientes de instruccién donde los alumnos mismos
construyan su propio repertorio de realizaciones o resultados matematicos. Ademds, los alumnos
pueden facilmente modificar su construccién inicial y que estén en la capacidad de observar diversas
relaciones que se mantienen invariantes, dando lugar a establecer conjeturas, deducciones e inferencias

geomeétricas.



89
ANALISIS DIDACTICO, VAN HIELE Y TRANSFORMACIONES GEOMETRICAS

4.2 Unidad Didactica (UD) para la ensefianza de transformaciones geométricas mediante la

construccion de objetos fractales

o COLEGIO CATOLICO CALIFICACION:
; UNIDAD DIDACTICA
GUIA DE APRENDIZAJE
UNIDAD DIDACTICA N.2 1 ASIGNATURA: Geometria GRADO: 11°
ALUMNO: TEMA: Transformaciones Geométricas en RZ%y
fractales.
PROFESOR: Brayan Andrés Stuart Vernaza DURACION: 4 horas pedagdgicas.

TRANSFORMACIONES GEOMETRICAS EN R* Y CONSTRUCCION DE OBJETOS
FRACTALES

1. METAS U OBJETIVOS DE APRENDIZAJE
-Fortalecer la comprensién de algunos conceptos propios de la geometria euclidiana, tales
como: rotaciones, traslaciones y homotecias en R2.
-Reconocer elementos de la geometria fractal relacionados al proceso de construccion de
objetos fractales de manera iterativa.
-Comprender como los objetos fractales logran modelar fenédmenos de la naturaleza.
-Identificar la utilidad del recurso digital didactico de GeoGebra en el momento de efectuar
inferencias o deducciones geométricas.
2. INDICADORES DE DESEMPENO
a. Reconoce vy utiliza distintos sistemas de coordenadas para modelar.
b. Compara objetos geométricos, a partir de puntos de referencia diferentes.

c. Explora el entorno y lo representa mediante diversos sistemas de coordenadas.
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3. ORIENTACIONES DIDACTICAS

a. Realiza la lectura de la unidad didactica en compafiia del profesor.

b. Desarrolla la Actividad de exploracion, para fortalecer conceptos que son prerrequisitos
para el desarrollo de la unidad didactica.

c. Desarrolla durante los momentos de trabajo personal las actividades propuestas en el
proceso de exploremos juntos, representacidon y modelacidn, aplicacién de los fractales
y socializacién.

d. Participa de la explicacidn, comprensién y andlisis de los temas en las clases, aclarando
dudas presentadas en el desarrollo de la unidad y registrando notas a modo de
evidencia.

e. Realiza la sustentacion de las actividades desarrolladas en la unidad didactica al finalizar
la unidad didactica, apoyandose en la entrega de material fisico y tecnoldgico que
demuestre el desarrollo de la unidad didactica.

4. INTRODUCCION

La geometria fractal es un campo de estudio fascinante que encuentra aplicaciones en diversas
areas del conocimiento. A diferencia de la geometria euclidiana, se dedica a describir las formas
complejas e irregulares presentes en la naturaleza. La presente unidad diddctica tiene como objetivo
explorar los fundamentos de la geometria fractal y las transformaciones geométricas propias de la
geometria euclidiana, con el fin de modelar, resolver e interiorizar diferentes estructuras y formas
naturales. A través de actividades practicas y ejercicios, los alumnos desarrollaran habilidades de
visualizacidn espacial y pensamiento geométrico. Al finalizar la unidad, seran capaces de aplicar algunos
elementos tanto la geometria fractal como la euclidiana en su vida cotidiana, comprendiendo los

fendmenos naturales y diversos aspectos del mundo geométrico de manera mas detallada.
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5. EXPLOREMOS JUNTOS

Actividad 1. Aproximacion fractal: Observar los siguientes videos y posterior a ello responder lo
siguiente:

https://youtu.be/udc1XgBBcag

https://youtu.be/Wea 1L-C9Xo

- ¢Qué es un fractal?

- ¢Cuales son las principales caracteristicas de los objetos fractales?



https://youtu.be/udc1XqBBcqg
https://youtu.be/Wea_1L-C9Xo
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-Describe brevemente la utilidad de los fractales mediante dos ejemplos.

Actividad 2. Pregunta problema: ¢ Has notado que algunas manifestaciones de la naturaleza
poseen una forma que nos produce la impresidn de que se repite a una menor escala en cada una de sus

partes? Consideremos el caso de un brécoli y un helecho.

Brocoli

W

Tomando como base el video anteriormente expuesto, analiza detalladamente cada una de las
imagenes que se proponen y presenta una descripcidén breve de los principales aspectos de cada una de

ellas.
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Brocoli:

93

Helecho:
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6. REPRESENTACION Y MODELACION

Actividad 3. Semilla-Produccidn: En una hoja de block cuadriculada de tamafio carta, construya cada
uno de los fractales que se proponen a continuacion.
a) Construccion triangulo de Sierpinski: Caso 1.

Semilla: Cuadrado de longitud 2 unidades.

Sistema Iterado de Funciones:

F1: Reduce a la mitad.

F2: Reduce a la mitad y desplazar una unidad horizontalmente a la derecha.

F3: Reduce a la mitad, desplazar una unidad horizontalmente a la derecha y desplazar una unidad

verticalmente hacia arriba.

Al aplicar F1, F2 y F3 a la semilla que se define inicialmente, se obtiene una primera produccién (P1).
Ahora bien, repetir el proceso a cada produccidon obtenida. (Nota: minimo llegar hasta la cuarta
produccidn)

b) Construccion triangulo de Sierpinski: Caso 2.

Semilla: Rayo.

Sistema Iterado de Funciones:

F1: Reduce a la mitad.

F2: Reduce a la mitad, y desplazar una unidad horizontalmente a la derecha.

F3: Reduce a la mitad, desplazar una unidad horizontalmente a la derecha y desplazar una unidad

verticalmente hacia arriba.
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Al aplicar F1, F2 y F3 a la semilla que se define inicialmente, se obtiene una primera produccién (P1).
Ahora bien, repetir el proceso a cada produccidon obtenida. (Nota: minimo llegar hasta la cuarta
produccidn)

Tomando en consideracidn con el juego Semilla-Produccién responde el siguiente interrogante: Si este
proceso iterativo se continla efectuando de manera indefinida, ¢ qué caracteristicas crees que tendria la

figura resultante?
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¢) Construccion la Curva de Koch: Caso 1.

Semilla: Segmento.

Sistema Iterado de Funciones:

F1: Reduce a la tercera parte.

F2: Reduce a la tercera parte, rotar 60° en sentido anti horario (+) y desplazar 1/3 horizontalmente a la
derecha.

F3: Reduce a la tercera parte, rotar 60° en sentido horario (-), desplazar 1/2 horizontalmente a la derecha

y desplazar verticalmente 3/6 hacia arriba.

F4: Reduce a la tercera parte y desplazar 2/3 horizontalmente a la derecha.

Al aplicar F1, F2, F3 y F4 a la semilla que se define inicialmente, se obtiene una primera produccién (P1).
Ahora bien, repetir el proceso a cada produccidon obtenida. (Nota: minimo llegar hasta la cuarta
produccidn)

d) Construccion la Curva de Koch: Caso 2.

Semilla: Triangulo equilatero.

Sistema Iterado de Funciones:

F1: Reduce a la tercera parte.
F2: Reduce a la tercera parte, rotar 60° en sentido anti horario (+) y desplazar 1/3 horizontalmente a la

derecha.
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F3: Reduce a la tercera parte, rotar 60° en sentido horario (-), desplazar 1/2 horizontalmente a la derecha
y desplazar verticalmente 3/6 hacia arriba.

F4: Reduce a la tercera parte y desplazar 2/3 horizontalmente a la derecha.

Al aplicar F1, F2, F3 y F4 a la semilla que se define inicialmente, se obtiene una primera produccién (P1).
Ahora bien, repetir el proceso a cada produccion obtenida. (Nota: minimo llegar hasta la cuarta

produccidn)

Tomando en consideracién con el juego Semilla-Produccion responde el siguiente interrogante: Si este
proceso iterativo se continla efectuando de manera indefinida, ¢qué caracteristicas crees que tendrian

las figuras resultantes?




98
ANALISIS DIDACTICO, VAN HIELE Y TRANSFORMACIONES GEOMETRICAS

Actividad 4. Objetos fractales y GeoGebra: Utilizar el software GeoGebra para realizar el proceso
de construccién de los fractales que se proponen a continuacion.
a) Construccion triangulo de Sierpinski: Caso 1.

Semilla: Cuadrado de longitud 2 unidades.

Sistema Iterado de Funciones:
F1: Reduce a la mitad.
F2: Reduce a la mitad y desplazar una unidad horizontalmente a la derecha.
F3: Reduce a la mitad, desplazar una unidad horizontalmente a la derecha y desplazar una unidad
verticalmente hacia arriba.
b) Construccién la Curva de Koch: Caso 1.

Semilla: Segmento.

Sistema Iterado de Funciones:

F1: Reduce a la tercera parte.

F2: Reduce a la tercera parte, rotar 60° en sentido anti horario (+) y desplazar 1/3 horizontalmente a la
derecha.

F3: Reduce a la tercera parte, rotar 60° en sentido horario (-), desplazar 1/2 horizontalmente a la derecha

y desplazar verticalmente 3/6 hacia arriba.

F4: Reduce a la tercera parte y desplazar 2/3 horizontalmente a la derecha.
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7) APLICACION DE LOS FRACTALES

Actividad 5. Identificacidn del SIF: A partir de la siguiente representacidn del objeto fractal en
su produccion iterativa indefinida, responder lo siguiente: ¢ Cudl es el Sistema Iterado de Funciones

utilizado para su construccién?

Semilla:

Sistema Iterado de Funciones:

F1:

F2:

F3:

Fa:
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Actividad 6. Produccion fractal: Proponer una posible construccién de un objeto fractal, donde
se explicite la semilla, el Sistema Iterado de Funciones utilizado junto a todo su proceso de elaboracion a

través del software de GeoGebra. (Nota: minimo llegar hasta la tercera produccion)

Nombre del Fractal:

Semilla:

Sistema Iterado de Funciones:

F1:

F2:

F3:

8) SOCIALIZACION

Actividad 7. Fractales y fendmenos de la naturaleza: A continuacién, se proponen los siguientes
fractales para los cuales deben de dar una breve descripcion de cada uno de ellos, donde logren mostrar

los principales aspectos asociados a todo el proceso de construccion.

Hoja de Helecho Arbol Fractal

£

-
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Hoja de Helecho:

Arbol Fractal:

Actividad 8. Evaluacién de la unidad didactica (UD): Diligenciar los siguientes cuestionarios

(evaluaciones de la UD) que se proponen a través de formularios de google.

1. https://docs.google.com/forms/d/e/1FAlpQLSdN4vShP65UQWMcKXxkFWOf61X7cw5Hh3sF

3josRJoGRE9uPQ/viewform?usp=sf link

2. https://docs.google.com/forms/d/e/1FAIpQLSeHmMKPUIVIIXzqz66Ty4QnjODtubR3Qy1gcG05

gyVG2AHBxwA/viewform?usp=sf link



https://docs.google.com/forms/d/e/1FAIpQLSdN4vShP65UQWMcKXxkFW0f61X7cw5Hh3sF3josRJoGRE9uPQ/viewform?usp=sf_link
https://docs.google.com/forms/d/e/1FAIpQLSdN4vShP65UQWMcKXxkFW0f61X7cw5Hh3sF3josRJoGRE9uPQ/viewform?usp=sf_link
https://docs.google.com/forms/d/e/1FAIpQLSeHmKPUIv9JXzqz66Ty4QnjODtubR3Qy1qcG05gyVG2AHBxwA/viewform?usp=sf_link
https://docs.google.com/forms/d/e/1FAIpQLSeHmKPUIv9JXzqz66Ty4QnjODtubR3Qy1qcG05gyVG2AHBxwA/viewform?usp=sf_link
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http://www.asociacionceat.org/aw/2/testl.htm

4.3 Resultados obtenidos y andlisis en relacion a la teoria de los Van Hiele

En esta propuesta de trabajo de grado, el modelo de los Van Hiele resulté beneficioso para la
elaboracion de la unidad didactica, puesto que este modelo tiene varias connotaciones, por un lado, se
centra en cinco niveles de razonamiento geométrico de orden cognitivo, con lo cual se pretende que los
alumnos puedan progresar en su desarrollo y alcanzar el nivel Il de comprensidn (Analisis). Este objetivo
se plantea como un propdsito fundamental y transversal en la trayectoria de planificacién, elaboracion y

aplicacion de la unidad didactica.

En este trabajo de grado, se propone aplicar la unidad didactica a partir de las cinco fases de
aprendizaje que se precisan en el modelo de los Van Hiele. Cabe aclarar que, en las actividades
propuestas en la unidad didactica, estas fases asumen un caracter instruccional y procedimental en el
rol del profesor para la gestion de la clase. En ese sentido, se prioriza la participacidn activa tanto del
profesor como de los alumnos como se propone en el anexo 2, dado que este modelo me permitio
atribuir diferentes roles tanto para mi, como profesor a cargo, pero del mismo modo para los alumnos,

como se precisan a continuacion:


http://www.asociacionceat.org/aw/2/test1.htm
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e Porejemplo, las tres primeras fases (informacion, orientacién dirigida y explicitacién),
me permitieron dar cuenta de aspectos tales como, qué elementos conceptuales y
procedimentales conocian los alumnos en relacion a las transformaciones geométricas,
donde se reconocieron ideas y nociones que ellos tenian respecto a las traslaciones,
rotaciones y homotecias. Asi mismo, me permitié identificar algunas proximidades que
tenian con la geometria fractal, especificamente, relacionarla con la biodiversidad de la
naturaleza. Ademas de generar ambientes de discusidon donde se promovieron
interacciones entre el profesor y los alumnos con el propésito de reflexionar y
desarrollar cada una de las actividades.

e En cuanto a las otras dos fases de aprendizaje (orientacion libre e integracion), me
permitieron a través de algunas de las actividades, otorgar un rol mds auténomo a los
alumnos, donde pudieran llevar a la practica todos aquellos conocimientos que se han
concretado en el desarrollo de la unidad didactica, es decir, que estuvieran en la
capacidad de trabajar por si mismos y reflexionar sobre su desarrollo, como proceso

transversal a la aplicacién misma.

Para este trabajo de grado, resultd pertinente considerar el disefio de la unidad didactica
alrededor del recurso digital didactico de GeoGebra e integrarlo al modelo tedrico de los Van Hiele. En
vista de que proporciona varias herramientas que se utilizan para el desarrollo de algunas actividades
gue se concretan. Especialmente traslaciones, rotaciones y homotecias, las cuales van de acuerdo al
interés de la investigacion. Cabe resaltar que, estas herramientas permiten a los alumnos visualizar,
explorar y experimentar con estas transformaciones, lo que facilita su comprension. Ademas, los
alumnos pueden realizar construcciones geométricas diferentes y obtener objetos fractales a través de

su proceso iterativo e interiorizar el mismo.
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De acuerdo a los anexos 3-8, en el marco de esta propuesta de trabajo de grado, el modelo de
los Van Hiele estd intrinsecamente relacionado con los objetivos propios de la unidad didactica, puesto
gue en las actividades se promueve el desarrollo de pensamiento geométrico, donde se espera que los
alumnos logren comprender y fortalecer los conceptos de las transformaciones geométricas y se
aproximen a elementos de la geometria fractal, especificamente las construcciones de objetos fractales
a partir de un proceso iterativo (SIF). Esto, a través de la exploracién activa, la convergencia entre los
conceptos matematicos y fendmenos de la naturaleza en conjunto con el uso de recursos fisicos y

digitales como mediadores para su aprendizaje.

4.4 Resultados obtenidos y andlisis en relacion a la propuesta de modelo local de andlisis
didactico
El modelo local de analisis diddactico en el desarrollo de esta propuesta de trabajo de grado,
responde a una herramienta altamente funcional tanto en términos tedricos como practicos, en vista de
que permite al profesor innovar en aspectos curriculares y didacticos en diferentes etapas del proceso
educativo, desde la planificacién hasta la evaluacion de los contenidos matematicos escolares, ademas
de permitir al profesor reflexionar sobre su practica y proponer mejoras continuas en funcion de las

necesidades y caracteristicas de sus alumnos.

Dentro de la estructura que se adopta en este trabajo de grado, concretada en un modelo local
de analisis didactico como elemento metodolégico, la categoria correspondiente al analisis didactico del
contenido, asume el rol principal en el proceso de planificacién y elaboracién de la unidad didactica,
dado que, se centra en el estudio minucioso del contenido matematico escolar, donde se abordan las
transformaciones geométricas y las construcciones de objetos fractales desde diferentes perspectivas,
gue se sintetizan en tres aspectos: la estructura conceptual, los sistemas de representaciény la

fenomenologia:
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La revisidn de la estructura conceptual de los tdpicos contenidos en las
transformaciones geométricas y los fractales, facilita al profesor de matematicas
entender los conceptos emergentes e ilustrarse para determinar cémo incorporarlos en
las actividades que se proponen en la unidad didactica.

En cuanto a los sistemas de representacidn, permiten visualizar e interiorizar las
diferentes formas en que se representan las transformaciones geométricas, aludiendo a
su representacion algebraica, matricial y geométrica. para comprender a su vez la
relacién que existe entre los diferentes conocimientos basicos y asi promover el
desarrollo de pensamiento geométrico.

Finalmente, la fenomenologia brinda la posibilidad comprender las diferentes formas de
abordar los tépicos anteriormente descritos y a su vez, situar esta propuesta didactica
con algunos fendmenos de la realidad, encontrando afinidades y similitudes entre los

conceptos y su aplicabilidad en el exterior.

En esta propuesta de trabajo de grado, se consideran tres componentes fundamentales y que

completan la estructura de un modelo local de analisis didactico: el Andlisis Didactico Curricular, el

Analisis Didactico Cognitivo y el Andlisis Didactico de Instruccion:

El Analisis didactico Curricular permitié comprender y caracterizar diversos escenarios
educativos, desde los niveles nacionales e institucionales hasta el contexto local,
centrandonos en la organizacidn curricular y su relacién con el contenido matematico

escolar propuesto en una unidad didactica.

Por su parte, el Andlisis Didactico Cognitivo brindd la oportunidad de examinar las
dificultades que los alumnos suelen enfrentar al comprender los conceptos subyacentes

en la propuesta de la unidad didactica, lo cual me resulta fundamental pues me permite
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prever y abordar estas dificultades en el proceso de planificacién y elaboracién de las
actividades.

e Finalmente, el Analisis Didactico de Instruccidn posibilito centrarse en la utilidad y
pertinencia de GeoGebra como recurso digital didactico para la elaboracion de las

actividades, donde se propone realizar algunas construcciones de objetos fractales.

En esta propuesta de trabajo de grado, se introduce el Andlisis Didactico de Actuaciéon como una
categoria adicional en la estructura del modelo local de andlisis didactico. Aunque en esta investigacion,
el Andlisis Didactico de Actuacién no se considera igual de relevante como las otras categorias, pues su
enfoque reside en la observacién y analisis de los resultados posteriores a la aplicacion de la unidad
didactica. Aunque, esto permite adoptar una perspectiva critica hacia la prueba piloto de la presente
unidad didactica, pensada en reconocer tanto sus potencialidades como posibles aspectos a mejorar o
proponer en un posible redisefio y futura implementacién. Formando asi, parte de este proceso ciclico

del analisis didactico.

Finalmente, este trabajo de grado propone el uso y la integracidn de las diferentes categorias
gue estructuran el modelo local de andlisis didactico para mejorar la ensefianza de las matematicas,
facilitando la comprension de los contenidos matematicos y promoviendo el uso de recursos
tecnoldgicos como GeoGebra. Con esta estructura y los elementos tedricos y practicos anteriormente
descritos, se hace visible la utilidad que tienen estos en la practica pedagdgica y profesional del
profesor, pues permite proponer contenidos de calidad en el aula y fortalecer la actividad cientifica e

investigativa del profesor.
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4.3 Resultados obtenidos y analisis sobre la aplicacion (prueba piloto) de la propuesta de
unidad didactica (UD)
Durante la aplicaciéon de la prueba piloto, para validar el disefio de la unidad didactica, se

lograron observar algunos aspectos, como se precisan a continuacién:

e En el anexo 2 se puede evidenciar que los alumnos mostraron gran compromiso y
disposicion para el desarrollo de cada una de las actividades que se propusieron,
ademas, se logré ver reflejado el interés por una tematica que denotaron como “nueva”.

e Eltiempo a priori que se propuso para la aplicacién (4 horas pedagodgicas) puede
considerarse en una préxima implementacion del disefio de unidad didactica, puesto
que la cantidad de actividades y su grado de complejidad, aumentaba de manera
paulatina y demanda mayor cantidad de tiempo en términos de su comprensién. Cabe
aclarar que por cuestiones de tiempo y ajenas al profesor, se sintetizaron algunas de las
actividades y se dieron algunas indicaciones para que las terminaran en otro espacio.

e Los anexos 3,5 y 8 permiten visualizar que en la actividad 3, los alumnos inicialmente
presentaron dificultades, en relacién a la comprension de los Sistemas Iterados de
Funciones (SIF) y su utilidad en el proceso de construccion de los fractales,
especificamente a que se estaba aludiendo con cada grupo de funciones definidas en
lengua natural.

e Lasala de sistemas donde se desarroll6 la aplicacion de la unidad didactica presenté
problemas con el acceso al programa de GeoGebra tanto de manera online como
offline, por lo cual se optd por trabajar mediante proyeccidon de GeoGebra a través de
Video Beam y desarrollar algunas actividades de manera conjunta.

e Surgieron algunos contratiempos en la gestion del recurso digital didactico de GeoGebra

para el desarrollo de algunas actividades, especificamente en la actividad 4 y 6, dado
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gue, aunque ya habian tenido contacto previo con el recurso, presentaron dificultades
para hacer uso de las herramientas de rotacion, traslacion y homotecia para las
construcciones de fractales que se proponian. En cuanto a ello, se recomienda para una
posible implementaciéon posterior, destinar un espacio para la capacitacion de las
generalidades précticas en cuanto a la gestidn del recurso.

e En correspondencia con el anexo 2, el uso de un software diferente a GeoGebra para
socializar en algunas facetas del desarrollo de las actividades, propiciéd un ambiente
agradable y significativo en relacidn a la socializacion de las diferentes construcciones
fractales que se desarrollaron.

e Efectuando un sondeo general a las actividades que se proponen en el momento
denotado “socializacidon” especificamente en la evaluacién de la unidad didactica, se
logra observar en las respuestas de los alumnos, que lograron comprender la mayoria de
conceptos que se proponen en las actividades anteriormente descritas.

e Enelanexo 16-19, se puede ver que la valoracién de la unidad didactica por parte de los
alumnos, se obtiene un balance adecuado, sin embargo, resaltan como posibles mejoras
aspectos tales como, seleccion del material audiovisual introductorio a la tematica en
conjunto con el uso de un material de apoyo (diapositivas) que permitiera presentar la
unidad al grupo. Adicionalmente, hacer un buen uso o manejo del espacio relacionado la
construccion manual de las figuras geométricas en el pizarrén, para efectos de claridad
en el contenido.

e En cuanto al primero objetivo de la unidad didactica que se enfoca fortalecer la
comprension de algunos conceptos propios de la geometria euclidiana, tales como:
rotaciones, traslaciones y homotecias en R?. Se puede decir que, de acuerdo al anexo 12

los alumnos lograron comprender los conceptos subyacentes en las transformaciones
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geométricas, asimismo establecer diferencias entre unos y otros y relacionarlos con
otros tipos de geometria, en este caso, elementos de la geometria fractal.

e Elsegundo objetivo de la unidad se centra en reconocer elementos de la geometria
fractal relacionados al proceso de construccion de objetos fractales de manera iterativa.
Los alumnos en algunas actividades realizaron construcciones de los fractales sugeridos,
siguiendo el conjunto de transformaciones lineales (SIF) propuestas, ademas de sugerir
un grupo de funciones como una posible construccidn fractal. En ese sentido, resaltan la
fuerza que cobra la relaciéon entre el fractal y las transformaciones geométricas en el
plano (SIF).

e El tercer objetivo de unidad didactica que se centra en comprender como los objetos
fractales logran modelar fendmenos de la naturaleza. Se puede apreciar que se efectia
una aproximacion muy somera a las realidades de los fractales y sus factores de
convergencia con fenémenos naturales y otras disciplinas. En vista de que, aunque se
apoya de algunos elementos naturales (brécoli y hoja de helecho) en la propuesta de las
actividades de ensefianza pierde un poco de fuerza esa relacion, ya que esta en funcién
de atender a un proceso iterativo de construccion de objetos fractales para el estudio de
las transformaciones geométricas en el plano precisadas previamente.

e De acuerdo al anexo 2 y su relacion con el Ultimo objetivo de la unidad didactica que se
concreta en identificar la utilidad del recurso digital diddctico de GeoGebra en el
momento de efectuar inferencias o deducciones geométricas. Se puede inferir que no se
logra satisfacer en su totalidad, pues, aunque se hace uso del recurso en el desarrollo de
algunas actividades, se efectua a través de un trabajo colaborativo y orientado por el
docente, y por problemas técnicos y en la manipulacion del recurso se imposibilita a los

alumnos para que ellos exploren las construcciones y desarrollen las mismas de forma
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individual, lo cual hubiera resultado mas significativo para todos en términos de la

comprension y aprendizaje.

En sintesis, en la aplicacion, evaluacidon y valoracién de la propuesta de unidad diddactica se
obtuvo un balance positivo a pesar de las adversidades que se hicieron manifiesto, especialmente en la
gestion de los recursos para su desarrollo. Ademas, esta prueba a modo piloto sirve como punto de
partida para considerar aspectos en una préoxima implementacién, redisefio de la unidad didactica y un

analisis riguroso de los resultados obtenidos.
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CAPITULO V

5. CONCLUSIONES
En este Ultimo capitulo se presentan algunas conclusiones derivados de una investigacién en el

campo de la didactica de las matematicas (DdM) y aportes al mismo.

5.1 Conclusiones y recomendaciones a la investigacion en la didactica de las matematicas
(DdM)

El desarrollo de esta propuesta de trabajo de grado busca ampliar la concepcidn actual de la
didactica de las matematicas (DdM), donde generalmente se limita el papel del profesor de matematicas
a la puesta en acto de diferentes propuestas de ensefianza en el aula, es decir, en una perspectiva mas
curricular y pedagdgica, descuidando su labor investigativa contenida en la actividad practica del
profesor, la cual desempefia un papel crucial en el desarrollo de competencias profesionales del
profesor y en el aprendizaje de los alumnos, pues se promueven ambientes de ensefianza y aprendizaje

mas significativos para todos.

Esta propuesta de innovacidn curricular y diddctica en la ensefianza de la geometria en el aula es
una apuesta interesante, dado que, se propone un disefio de una unidad didactica que: privilegia
fortalecer conocimientos en geometria euclidiana y explorar la geometria fractal con recursos fisicos y
digitales, amplia el panorama en relacién a una forma diferente de ensefar y aprender geometria y
fortalece las bases que se proponen y desarrollan generalmente en el curriculo en media académica. Por
otra parte, se reconoce una realidad en la cual las matematicas y la naturaleza convergen entre si.

Ademas, se estd promoviendo el desarrollo de pensamiento geométrico y al mismo tiempo, su
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capacidad para comprender y apreciar las formas y estructuras en el mundo que los rodea, lo cual es

una experiencia educativa enriquecedora tanto para el profesor como para los alumnos.

Atendiendo a la pregunta central de la investigacidn, la cual es: Tomando como referencias
tedrica y metodoldgica el modelo cognitivo e instruccional de los Van Hiele y el disefio integrado de un
“modelo local de andlisis diddctico del contenido”, ¢ qué elementos conceptuales y procedimentales se
podrian tomar en cuenta para el disefio de una unidad diddctica que articule o integre el estudio de
transformaciones geométricas y la construccion de algunos objetos apropiados de la geometria fractal
utilizando un recurso digital como GeoGebra, con propdsitos de desarrollar pensamiento geométrico en
grado once?. El trabajo me permitié identificar a través de la trayectoria de planificacién, elaboracién y
aplicacion de la unidad didactica (UD), elementos conceptuales tales como: transformaciones
geométricas (rotaciones, traslaciones, homotecias), Sistemas lterados de Funciones (SIF), autosimilitud,
iteraciones, entre otros. En relacién a los elementos de caracter practico y procedimental, que se
lograron reconocer, se asocian a la gestion de la clase y los recursos, y su utilidad para resolver las
actividades. Por otra parte, se logran recuperar elementos de caracter tedrico y practico, pero ya en
funcién de la actividad practica e investigativa del profesor, esto basado en las teorias y modelos en los

cuales se sustenta esta propuesta de trabajo de grado.

En cuanto al objetivo central de la investigacidn, que se concreta en identificar y seleccionar
elementos conceptuales y procedimentales bdsicos para el disefio de un modelo local de andlisis
diddctico del contenido matemdtico y curricular en cuestion, como estrategia de formacion inicial del
profesor de matemadticas, el cual se concreta en la elaboracion de una propuesta de una unidad diddctica
(UD), basada en elementos de la teoria cognitiva e instruccional de los Van Hiele utilizando objetos
fractales y un recurso diddctico digital de mediacion como GeoGebra, con el propdsito de desarrollar
competencias de pensamiento geométrico, en relacion con el estudio de las transformaciones

geométricas en grado once, se puede decir que la integracion de una propuesta de modelo local de
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analisis diddctico, principalmente la categoria de andlisis diddctico del contenido, en conjunto con el
modelo de los Van Hiele permitid estudiar el rol del profesor de matematicas a detalle en las diferentes
facetas en un contexto propiamente de disefio, es decir, revisar como es el proceso de orquestacion
didactica del docente, en su planificacién, elaboracién y aplicacién de una propuesta didactica para la
ensefianza de las transformaciones geométricas a través de los objetos fractales. En primer lugar,
permitio delimitar lo que se esperaba de los alumnos y con ello mismo observar los diferentes roles que
asumia el profesor en su desarrollo, logrando atender las necesidades emergentes en las fases de
planificacion y elaboracion y aplicacion de la propuesta diddactica, desde un punto de vista didactico y
matematico alrededor del contenido mismo, y con ello proponer y movilizar una serie de actividades
acorde a los intereses de aprendizaje. Por otra parte, considerar estos constructos tedricos en el
desarrollo de este trabajo, dio cuenta de la actividad de investigacion como componente de la actividad
practica pedagdgica del profesor. También se logrd una integracion de la teoria y la practica para

desarrollar un contenido matematico escolar en el aula.

Centrando la mirada en el primer objetivo especifico de la investigacion que radica en revisar y
reconocer elementos conceptuales y procedimentales bdsicos de cardcter matemdtico, curricular y
diddctico, con el propdsito de disefiar un modelo local de conocimientos y andlisis diddcticos del
contenido, orientado a la elaboracion de una unidad diddctica para el desarrollo de competencias de
pensamiento geométrico en relacion con transformaciones geométricas, utilizando algunos recursos
diddcticos de mediacion como objetos fractales y tecnologia digital como GeoGebra. En el desarrollo de
esta propuesta de trabajo de grado se puede decir que el modelo local de analisis didactico del
contenido, asumid un papel especial, dado que, permitié inmiscuirse en la esencia de las
transformaciones geométricas, es decir, ahondar sobre su estructura y organizaciéon conceptual,

diferentes representaciones ellas en conjunto con aspectos fenomenolégicos o modos de pensarlas en
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su proceso de ensefianza y aprendizaje, para con ello considerar la forma mas adecuada para

proponerlas, desarrollarlas y fortalecerlas a través de la geometria fractal.

Aludiendo al segundo objetivo especifico de la investigacién, que se fundamenta en base a los
resultados del objetivo anterior y el modelo local de conocimientos y andlisis diddcticos, intentar disefiar
e implementar algunas actividades para el desarrollo de una unidad diddctica en torno al contenido
geométrico considerado, con el propdsito de desarrollar sentidos, y comprensidn al respecto, e identificar
necesidades y dificultades para su elaboracion e implementacion por parte del profesor de grado once.
Se puede decir la planificacidn y elaboracién de la propuesta de unidad didactica se lograron reconocer
algunas dificultades asociadas a la comprension del contenido matematico, y de qué manera aprovechar
contenidos de una geometria analitica y abstracta para desarrollar y fortalecer la geometria plana,
especificamente las transformaciones geométricas (rotaciones, traslaciones y homotecias). Ademas,
dentro de esta propuesta también emergieron dificultades asociadas a la gestion de los recursos (fisicos
y digitales) sobre los cuales estaban sustentadas algunas de las actividades de aprendizaje concretadas

en la unidad didactica.

Como aporte a la investigacidn en la linea de didactica de las matematicas (DdM), se espera que
este trabajo de grado, aporte elementos de caracter tedrico y practico, los cuales puedan ser
considerados por otros profesores en formacion o en ejercicio, para mejorar sus competencias en
términos tanto investigativos como su actividad practica pedagdgica, en la ensefianza de la geometria y

las matematicas a nivel en general.
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ANEXOS
A continuacidn, se recopila evidencia que sustenta todo el proceso de planificacion, elaboracién

y desarrollo de esta propuesta de trabajo de grado.

Anexo 1. Sitio de aplicacion de la prueba piloto de la unidad diddctica (UD).

i ~aaiSEs

OCCIDENTE
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Anexo 2. Aplicacion (prueba piloto) de la propuesta de Unidad Diddctica (UD).

I g
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Anexo 3. Evidencia del desarrollo de algunas actividades de ensefianza (2 y 3).
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Anexo 4. Evidencia del desarrollo de algunas actividades de ensefianza (5 y 6).
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Anexo 5. Evidencia del desarrollo de algunas actividades de ensefianza (1,2 y 3).
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z

z

Evidencia del desarrollo de algunas actividades de ensefianza (4 y 5).

Anexo 6.
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Anexo 7. Evidencia del desarrollo de algunas actividades de ensefianza (1, 2y 3).
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Anexo 8. Evidencia del desarrollo de algunas actividades de ensefianza (5).




ANALISIS DIDACTICO, VAN HIELE Y TRANSFORMACIONES GEOMETRICAS

Anexo 9. Cuestionario de evaluacion (preguntas 1-4)

Examen Transformaciones Geométricas
y Fractales

Determinar la veracidad o falsedad para cada uno de los siguientes enunciados seguin
corresponda.

__________________________________

1. Correo electrénico *

2. La expresion fractal viene del latin fratds, que significa fracturado, roto,  * 1 punte
irreqular.

Marca solo un dvalo.

) Verdadero

) Falso

3. Un objeto fractal muestra detalles de si mismo a cualquier escala. * 1 punto
Marca solo un dvalo.

) Verdadero

| Falso

4. Los fractales se caracterizan por ser autosemejantes con limitacién de  * 1 punto
escalas.

Marca solo un dvalo.

 Verdadero

 Falso

132
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Anexo 10. Cuestionario de evaluacion (preguntas 5-8)

25/6/23, 18:45 Examen Transformaciones Geométricas y Fractales

5. Laautosemejanza se puede definir a partir del siguiente enunciado: Un  * 1 punto
objeto tiene la propiedad de autosimilitud si una pequefia seccién suya
puede ser vista como una replica a menor escala del objeto.

Marca solo un évalo.

() Verdadero

() Falso

6. Los fractales unicamente se ven en el campo de las matematicas. * 1 punto
Marca solo un évalo.

) Verdadero

) Falso

7. El proceso de iteracién sobre un fractal consiste en repetir n veces la * 1 punto
misma figura o patrén.

Marca solo un ovalo.

) Verdadero

[ Falso

8. Una transformacion geométrica es un movimiento aplicado a las figuras  * 1 punto
en el plano.

Marca solo un évalo.

() Verdadero

( JFalso
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Anexo 11.
25/6/23, 18:45

9.

10.

11.

12.

Cuestionario de evaluacion (preguntas 9-12)
Examen Transformaciones Geométricas y Fractales

Las transformaciones geométricas involucradas en la construccién de * 1 punto
fractales mediante un proceso iterativo son: rotacion, traslacion y
simetrias.

Marca solo un évalo.

_ Verdadero

() Falso

La transformacién geométrica llamada homotecia se utiliza para ampliar * 1 punto
o reducir una figura en el plano.

Marca solo un évalo.

() Verdadero

€ Falso

La transformacién geométrica utilizada para cambiar de posicién una  * 1 punte
figura en el plano cambia es: rotacion.

Marca solo un évalo.

() Verdadero

() Falso

La diferencia entre las transformaciones geométricas de traslacién y * 1 punto
rotacién se puede describir en términos de posicion y direccion de una
figura en el plano.

Marca solo un évalo.

[ ) Verdadero

[ Falso
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Anexo 12. Resultados de la evaluacion de algunos alumnos

[l Estadistica

Promedio
10/ 11 puntos

# de vsuarios que
respondieron

Mediana
10/ 171 puntos

Distribucién de puntos totales

Puntuaciones

Correo electronico

williamperea61@gmail.com
sara.trejos.garcia@gmail.com
dannitacdm2006@gmail.com

isabellariascos7@gmail.com

4 5 6 7
Puntuacion lograda

Puntuacion/11

Rango
8- 11 puntos

Mostrar puntuaciones

Se
muestra la
puntuacion

3jun12:35
Jjun16:31
4jun23:37

5jun 07:57
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Anexo 13. Cuestionario de valoracion (indicaciones y preguntas 1-2)

250623, 18:59 Evaluacién de la Unidad Diddctica (UD)

Evaluacion de la Unidad Didactica (UD)

El objetivo de esta encuesta es recoger su opinidn y valorar la satisfaccion de la actividad
realizada.

Por favor, valore cada una de las siguientes prequntas del 1 al 5 marcando la opcién que
considere mas coincidente con su opinion, considerando como:

1- Muy insatisfactorio
2- Insatisfactorio
3-Indiferente
4-Satisfactorio

5 Muy satisfactorio

1. Correo electronico *

2. Nombre *
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Anexo 14. Cuestionario de valoracion (preguntas 3-4)
3. iEl disefio de la actividad de aprendizaje era lo que usted esperaba? *
Marca solo un dvalo.

Muy insatisfactorio

Muy satisfactorio

4. i Ha entendido con claridad el contenido propuesto en toda la unidad didactica? *
Marca solo un dvalo.

Muy insatisfactorio

Muy satisfactorio
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Anexo 15. Cuestionario de valoracion (preguntas 5-7)

25623, 18:59 Evaluacian de la Unidad Didactica (UD)

5. Desde su punto de vista, mencione aquellas fortalezas que se logran resaltar  *
en el marco de toda la unidad didactica.

6. Desde su punto de vista, mencione aquellas debilidades que se logran resaltar *
en el marco de toda la unidad didactica.

7. Realice algun comentario o sugerencia que permita mejorar la unidad didactica *
anteriormente propuesta (tener en cuenta: contenido, presentacion, disefio,
etc.)
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Anexo 16. Respuestas de algunos alumnos acerca de la valoracion de la Unidad Diddctica (UD) (respuestas 3-4)

¢El disefio de la actividad de aprendizaje era lo que usted esperaba? IJ Copiar

5 respuestas

b
4
2
0 (ol %) 0(0%) 0(0%) 0(0%)
0
1 2 3 1 5
¢Ha entendido con claridad el contenido propuesto en toda la unidad didactica? 10 Copiar

5 respuestas

3(60%)

2(40%)
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Anexo 17. Respuestas de algunos alumnos acerca de la valoracion de la Unidad Diddctica (UD) (respuestas 5-6)

Desde su punto de vista, mencione aquellas fortalezas que se logran resaltar en el marco de toda
la unidad didactica.

5 respuestas

Razonamiento e interpretacion de fenomenos geomeétricos

Razonamiento y légica

Hubo interés por si de verdad los estudiantes entendian, preguntandoles que pensaban y cudles eran sus
conclusiones; también hubo explicacion a todas las dudas que se mencionaron.

Las bases de la geometria

Desde su punto de vista, mencione aquellas debilidades que se logran resaltar en el marco de toda
la unidad didactica.

5 respuestias

Construccién de figuras geométricas, uso del espacio
Creacion o dibujo de figuras geométricas y manejo del espacio
Al principio no se entendian bien los videos debido al ruido, aunque esto era algo externo.

Ninguna

Anexo 18. Respuestas de algunos alumnos acerca de la valoracion de la Unidad Diddctica (UD) (respuesta 7)

Realice alglin comentario o sugerencia que permita mejorar la unidad didactica anteriormente
propuesta (tener en cuenta: contenido, presentacion, disefio, etc.)

5 respuestas

Buscar mejor contenido audiovisual, que expligue mejor la tematica
Mejorar el contenido para explicar el tema

Creo que seria mejor exponer la actividad en diapositivas, se puede organizar punto por diapositiva y es mas
llamativo a la vista.

Un poco mas dinamico

140
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Anexo 19.

Permiso para tratamiento de datos e informacion con fines académicos.

Universidad
del Valle

FORMATO DE AUTORIZACION DE TRATAMIENTO PROTECCION DE DATOS PERSONALES

Dando cumplimiento a lo dispuesto en la Ley 1581 de 2012, "Por el cual se dictan disposiciones generales
para la proteccion de datos personales” y de conformidad con lo sefialado en el Decreta 1377 de 2013, con
la firma de este documento manifiesto que he sido informado de lo siguiente:

1

Brayan Andres Stuart Veernaza identificado con cedula 1005876874 actuarad como Responsable del
Tratamiento de datos personales de los cuales soy titular y gue, conjunta o separadamente podra
recolectar, usar y tratar mis datos personales conforme la Politica de Tratamiento de Datos
Personales.

Que me ha sido informada la (s) finalidad (es) de la recoleccién de los datos personales, la cual
consiste en: actividades realizadas con el fin de complementar el trabajo de grade de Brayan
Andres Stuart Vernaza, el cual se realiza en torno a la geometria fractal, recuperando algunos
elementos de la geometria euclidiana, siguiendo la teoria de los Van Hiele junto a una propuesta de
moadelo local de andlisis didactico.

Es de caracter facultativo o voluntario responder preguntas que versen sobre Datos Sensibles o
sobre menores de edad.

Mis derechos como titular de los datos son los previstos en la Constitucion y la ley, especialmente
el derecho a conocer, actualizar, rectificar y suprimir mi informacion personal, asi como el derecho
a revocar el consentimiento otorgado para el tratamiento de datos personales.

Mediante el correo brayan.stuart@correounivalle.edu.co, podré radicar cualquier tipo de
reguerimiento relacionado con el tratamiento de mis datos personales.

Brayan Andres Stuart Vernaza garantizara la confidencialidad, libertad, seguridad, veracidad,
transparencia, acceso y circulacion restringida de mis datos y se reservard el derecho de modificar
su Politica de Tratamiento de Datos Personales en cualguier momento.

Teniendo en cuenta lo anterior, autorizo de manera voluntaria, previa, explicita, informada e
inequivoca a Brayan Andres Stuart Vernaza para tratar mis datos personales, fotografias y videos de
acuerdo con su Politica de Tratamiento de Datos Personales para los fines relacionados con su
objeto.

La informacidn obtenida para el Tratamiento de mis datos personales la he suministrado de forma
voluntaria y es veridica. Se firma en la ciudad de ,alos __ dias del
mesde _ delafio____.

Firma:
Nombre:

Identificacion:

Contacto:
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