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Abstract
In this paper a proof is presented in the setting of generalized Toeplitz kernels, of a version
given by Evans and Lewis (see [1] Theorem 3.2), of a classical result of Naimark [6] on regular
Toeplitz kernels. This result plays an important role in defining a new type of operator-value
kernel, called aproximately generalized Toeplitz kernel.
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Resumen
En este trabajo se presenta una prueba en el ambiente de nicleos de Toeplitz generalizados, de
una versién dada por Evans y Lewis ver ([1] Teorema 3.2 ), de un resultado clésico de Naimark [6]
referente a nicleos Toeplitz ordinarios. Este resultado juega un papel importante en la definicién
de un nuevo tipo de nicleo a valores operadores, denominado ntcleo aproximadamente Toeplitz
generalizado.
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1 Introduccion

En este trabajo se presenta un resultado en el contexto de los nicleos de Toeplitz
generalizados, de una demostracién dada por Evans y Lewis en ([1] Teorema 3.2 ),
de un resultado cldsico de Naimark [6] referente a la descomposicién o factoriza-
cién de nicleos Toeplitz ordinarios, ellos utilizan un teorema de descomposicion
de Kolmogorov ver ([1], [2]) referente a niicleos definidos positivos a valores ope-
radores.

Sean H = {H,},cz una familia de espacios de Hilbert y K : Z x Z —
L(Hj, H;) una aplicacién. Se dice que K es un nicleo definido positivo si

" (K (i )hj hi) = 0, (1)

1,JEL

para toda sucesién {h,} en @,eczH, con soporte finito (esto es , h, = 0 excepto
para un ndmero finito de n), donde como es usual ®,czH, denota la suma de
pares ortogonales de subespacios, esto es, H; 1. H; para i # j.

Sean H un espacio de Hilbert y K : Z x Z — L(H) nicleo definido posi-
tivo. Se dice que K es Toeplitz si existe un operador T : Z — L(H) tal que
K(m,n) = T(m — n), para todo m,n € Z. Existen nucleos definidos positivos
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K, :7Z x7Z — L(H;, H;) que no son Toeplitz, pero su restriccion a los cuadrantes
Zi X Zj, donde i,j = 1,2, Zy ={n:€ Z:n >0}y Zy ={n:€Z:n <0}
si lo son. Estos nucleos reciben el nombre de nicleos de Toeplitz generalizados,
fueron introducidos por Mischa Cotlar y Cora Sadosky en [5], donde se generaliza
el Teorema de Bochner(teorema de Bochner generalizado).

En trabajos subsecuentes Arocena, Sadosky y Cotlar ver([8], [11], [9], [12]),
demostraron que los ntcleos Toeplitz generalizados se pueden utilizar para de-
mostrar varios resultados conocidos sobre problemas de momento, problemas de
interpolacién y problemas de prediccién.

Posteriormente Alegria, Bruzual, Dominguez, Giménez, Leén, Moran y Mar-
cantognini ver([3], [10], [13]), obtienen nuevos resultados utilizando como herra-
mienta principal los nicleos de Toeplitz Generalizados.

El trabajo se encuentra organizado de la siguiente manera, en la seccion 2
se presentan algunas ideas entorno a los nicleos definidos positivos y los ntcleos
Toeplitz, en la seccion 3 se introduce la nocién de espacio de Hilbert inducido por
un operador, la seccién 4 esta dedicada al estudio del teorema de descomposicion
de Kolmogorov y la aplicacién de este al caso del nicleo Toeplitz definido positivo
ordinario, en la seccién 5 se presenta la nocién de nicleo Toeplitz generalizado.
Finalmente, en la seccién 6 se da la demostracion de la extension del teorema de
Naimark en el contexto de los ntcleos de Toeplitz generalizados.

2 Nicleos definidos positivos y nticleos de Toeplitz

Sean H y H; espacios de Hilbert, como es usual L(H, H;) denota el conjunto de
todos los operadores lineales acotados de H a Hy; si H = Hj, escribiremos L(H)
para indicar L(H, Hy).

La norma de un operador 7" en L(H, Hy) se define por

IT|| = sup{[[Th|[ : h € H, |[h]] <1}, (2)

Sea T' € L(H) un operador auto-adjunto. Se dice que T es definido positivo
si (Th,h) > 0 para todo h € H, h # 0.

Sean H = {H,},cz una familia de espacios de Hilbert y K : Z x Z —
L(H;, H;) una aplicacioén. Se dice que K es un nicleo definido positivo si

1,JEL
para toda sucesién {h,} en @,z Hy con soporte finito (esto es , h, = 0 excepto
para un ndmero finito de n), donde como es usual G,czH, denota la suma de
pares ortogonales de subespacios, esto es H; L H; para i # j.
Sea H un espacio de Hilbert y denotemos por R(H) el conjunto de todas las
funciones K : Z x Z — L(H). Un H - nicleo K € R(H) se dice que es H -
Toeplitz definido positivo si existe un operador T': Z — L(H) tal que

K(i,j) =T(i —j), (4)
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para todo 7,5 € Z.

3 Espacio inducido por un operador

Sean A € L(H) un operador positivo y B4 : H x H — C la forma bilineal dada
por

Ba(f,9) =(f,9)a=(Af,9)u,  f,g€H. (5)

Se tiene que B4 satisface todas las propiedades de un producto interior, ex-
cepto que el conjunto

Na={heH:(hh)a=0}

podria ser no trivial.
Utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, es facil probar la siguiente
igualdad
Na={heH:{(hgga=0 Vge H}.

Resulta que N4 es un subespacio lineal de H.

Por lo tanto, el espacio cociente H/N4 es también un espacio lineal. Si [h]
denota la clase en H/N4 de un elemento h entonces, la aplicacién en H/N4 X
H/Ny4 dada por

([h],[g])a = (R, g)a,

estd bien definida. Es facil probar que (.,.)4 es un producto interior en H/Njy.

La completacién del cociente H/N4 con respecto a la norma inducida por
este producto interno es un espacio de Hilbert, el cual se denota por H4 y se
llama el espacio inducido por el operador A.

La idea anterior permite introducir la nocién de espacio de Hilbert inducido
por un nucleo, este concepto jugara un papel importante mas adelante.

Sean K : Z x Z — L(H) nucleo definido positivo y
By : H x H — C la forma bilineal definida por

BK(fa g) = <fa 9>K = Z OmQp, <K(m7n)fm7gn> ) (6)

m,nel

para f,g € H,donde f =) vamfmy 9=>,czngn.
Se tiene que By satisface todas las propiedades de un producto interior,
excepto que el conjunto

Ni ={heH: (hhyx=0} (7)

podria ser no trivial.
Utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, es facil probar la siguiente
igualdad
Nk ={hecH:(hg)xk =0 VgeH}. (8)
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Resulta que N es un subespacio lineal de H. Por lo tanto, el espacio cocien-
te H/Nk es también un espacio lineal. Si [h] denota la clase en H/Ny de un
elemento h entonces, la aplicacién en H/Nx x H/Ny dada por

([h), [y = (h, 9) K,

estd bien definida. Se prueba facilmente que (.,.)x es un producto interior en
H /N . La completacién del cociente H/N con respecto a la norma inducida por
este producto interno es un espacio de Hilbert denotado por Hg y lo llamaremos
el espacio inducido por K.

4 Descomposicion de Kolmogorov

El siguiente teorema es una versién de un resultado clésico de Kolmogorov (para
comentarios de la historia de este resultado ver [6]).

Teorema 1. Sea K un nicleo definido positivo. Entonces existe un espacio de
Hilbert Hx y una aplicacion V : Z — L(H,, Hx) para cada n € Z y ademds se
cumple

1. K(i,7) =V*@&)V(j), i,5 € Z.
2. Hg =\/, 0y V(n)H,.

3. Si existe otro espacio de Hilbert H', una aplicacion V' : Z — L(Hy, H')
para cadan € Z y ademds se satisfacen (1),(2), entonces existe un operador
unitario ® : Hx — H' tal que ®V (n) = V'(n) para todo n € Z.

Este teorema y su demostracién pueden verse en [1, Teorema 3.1]

Una aplicacién V' que satisface la propiedad (1) del teorema anterior se llama
una descomposicién del nicleo K.

Un resultado similar al teorema 1 se tiene para nicleos Toeplitz ordinarios.
El siguiente teorema es un resultado clasico debido a Naimark [7] (ver también
Teorema 3.2 de [1]).

Teorema 2 (Naimark). Sea K un nicleo Toeplitz definido positivo. Entonces
existen un espacio de Hilbert Hy , un operador unitario S en L(H) y un operador
Q en L(H,Hf) tales que

1. K(i,j) = Q*S'7'Q, i,j € Z.
2. Hg =\ ez S"QH.

3. Si existe otro espacio de Hilbert H', un operador unitario S’ en L(H'), un
operador Q' en L(H, H') y ademds se satisfacen (1),(2), entonces existe un
operador unitario ® : Hxg — H' tal que PQh = Q'h para todo h € H vy
ademds S'® = ®S.
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Demostracion. Por el teorema 1, existe un espacio de Hilbert Hx y una aplicacién
V :7Z — L(H, Hk) tal que las siguientes afirmaciones son ciertas:
(1) K(i,j) = V*(i)V (j), para todo i,j € Zy (2') Hx = \/,,cz V(n)H.
Definamos la aplicacion S : Hx — Hp de la siguiente manera

SO V(n)hn) =Y _V(n+1)hy,

nez neL

donde h, € H para todon € Z y h, # 0 solamente para un nimero finito de
indices n € Z. Es facil probar que S esta bien definida y es lineal. Por otra parte,
dado que K es un nucleo Toeplitz definido positivo, utilizando la igualdad 6 y el
teorema 1, se sigue :

HS(% V(n)ha|% = || Z;/(n + D)kl %
- = 'ZH:EZ(V(]' + i), V(i + 1))k
= ”ZE: (V@ + 1)V (5 + 1)hj, hy)
_ Z§:<K(i + 1,5+ 1)hy, )
- §<K<i,j>hj,hi>
P

= (V*(i)V(j)hy, hi)

1,JEL

=Y (V(j)hy, V(i)hi)

1,JEZ

=1 V(n)hallk-

neEL

Por lo tanto, de lo anterior y de la definicién del operador S, se tiene que
SV(n) =V (n+ 1), para todo n € Z. De la ultima igualdad, tomando i,j € Z y
§ > 1, se sigue que STV (0) = V(0 + j — i). Luego

K(i,j) = K(0,j —i) = V*0)V(j — i) = V*(0)S?V(0).

De esta manera, se obtiene la parte (1) tomando @ = V (0).
La parte (2) se sigue inmediatamente de (2’) y del resultado anterior.
(3) se obtiene de un proceso similar al utilizado para demostrar la parte (3)
del teorema 1.
O
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Observacién 1. La primera parte del resultado anterior se puede ilustrar me-
diante el siguiente diagrama conmutativo.

i~
Hry—Hyg
Lo
K (i, j)

H H

5 Niicleos Toeplitz generalizados

5.1 Caso discreto

Consideraremos los conjuntos , Z1 = {n € Z : n > 0}, Za = {n € Z : n < 0},
Zt={n€eZ:n>0}yZqy—Zsg={m—n:mé€Zqyn € Lz}

Definicion 1. Un nicleo Toeplitz generalizado a valores operadores, es un siste-
ma K que consiste de los siguientes objetos:

1. Un par (Hy, Hy) de espacios de Hilbert;

2. Cuatro funciones Kop : Lo — Zg — L(Hqy, Hg), o, = 1,2 con Kzi(n) =
K{5(—n) para todo n < 0.

Observacién 2. Si Hy = Hy, K11(n) = Ka(n) para todo n € Z, y Ki2(n) =

Ki1(n) para todo n € Zy, entonces el nicleo Toeplitz generalizado K puede ser

identificado con el nicleo Toeplitz ordinario K(m,n) € L(Hy), donde K(m,n) =
Kll(m - TL)

Sea S el espacio vectorial de todos los pares, o sumas h = (hi, ha) = hy + ho,
donde h,, : Zo — H,, @ = 1,2, es una funcién de soporte finito. Se dice que el
ntcleo de Toeplitz generalizado K, definido en (1) es definido positivo (pd) si

Z Z <Koz,3(i = J)ha(i), hﬁ(]»Hﬁ > 0. 9)
@,8=1,2 (i,j)ELa X Zg

Si K se reduce a un nucleo Toeplitz ordinario, entonces la definicién anterior se
reduce a la definicién usual.

5.2 Caso continuo

Sean Hy, Hs espacios de Hilbert, 0 < a < oo, I(a) := (—2a,2a), I1(a) := (—2a,0),
Ir(a) := (0,2a) y K : I(a) x I(a) — L(H,, Hg) un nicleo, con «, 8 = 1,2. Se
dice que K es nucleo Toeplitz generalizado a valores operadores si existen cuatro
funciones débilmente continuas

Kog : In(a) — Is(a) — L(Hy, Hp) (10)
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tal que K(s,t) = Kap(s —t) para s € Iy(a), t € Ig(a) y Kia(—t) = K5(t)
para t € (0,4a); esto es, K11 : (—2a,2a) — L(Hy), Ki2 : (—4a,0) — L(Hs, Hy),
K21 : (0,4&) — L(Hl,HQ) y K22 : (—2&, 2&) — L(Hg)

Se dice que K es definido positivo si

> Y. (Ksals = Dha(s), hs(t)) i, = 0, (11)

a,p=1,2 s€l,(a)—telg(a)

para todo par de funciones hy, : I,(a) — H, con soporte finito y o = 1, 2.

6 Descomposicién de nucleos Toeplitz generalizados

El siguiente teorema es una versiéon para nucleos de Toeplitz generalizados del
teorema dado por Naimark (ver Teorema 2) referente a nicleos Toeplitz ordina-
rios. Este resultado es de vital importancia en la definicién e investigacién de un
nuevo tipo de nicleo llamado aproximadamente Toeplitz generalizado (trabajo
en proceso).

Teorema 3. Sean Hi,Hs espacios de Hilbert, o, = 1,2 y
K : ZxZ — L(H,, Hg) nicleo Toeplitz generalizado. Entonces existen un espacio
de Hilbert Hy, un operador unitario S en L(H), operadores Q1 en L(Hy, Hg)
y Q2 en L(Hy, Hg) tales que

1. (a) K(i,j) = Q1S ™'Q1 sii,j € In
(b) K(i,j) = Q357 7'Q2 sii,j € Lo
(c) K(i,j) = Q5577'Q sii €71 y j € Zo
(d) K(i,j) = Q1S 7'Q2 sii €Lz y j € Iy

2. Hx = \/a:1,2 \/nGZa S"QaHa

3. Si existe otro espacio de Hilbert H', un operador unitario S" en L(H') y
operadores Q', con o = 1,2 que satisfacen (1),(2), entonces existe un ope-
rador unitario ® : Hx — H' tal que ®S™Q, = (S")"Q),, para todo h € H,
y ademds S'® = ®S.

Demostracion. Por el teorema 1, existen un espacio de Hilbert Hg, una aplicacién
V:Z — L(H, Hg), tales que Hx = \/,,c, V(n)H y

K(i,j) =V &)V (j), para todo i,j € Z.

Definamos el operador S : Hx — Hg de la siguiente manera

SO DY V) = > > Vin+1)hy

a=1,2n€Zq a=1,2n€Zq
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donde {h$}nez, es una sucesion de elementos en H, con soporte finito, es decir,
h$ # 0 solamente para un ntimero finito de indices.

Por otra parte, dado que K es un nicleo Toeplitz generalizado definido posi-
tivo, por (6) y teorema 1, se tiene

ISCY- Do V)l =1 Y > Vin+Dhgllk

a=1,2neZ, a=1,2n€lq
= > > (VGHDRVGE+ DRk

a,8=1,2 (i,j)€Za x Lg

= > X VEH)VG DR ),

a,8=1,2 (i,j)€Za x Lg

= Y (K(i+ L+ DR,

0,8=1.2 (i) €Zax Ly

=Y > (KGR ),

@,8=1,2 (i,j)€Za xZg

=1 > > Vhlk

Oé:].,2 TLGZOL

Luego S es una isometria, ademds SV (n) = V(n+1) para todo n € Z,, donde
a=1,2
(a) De lo anterior, si i,j € Z1 y j > i, entonces

STV (0) = V(04 —i).
Por lo tanto
K(i,j) = K(0,j —i) = V(O)V(j — i) = V*(0)$7'V(0).

Asi, se cumple que existe @1 € L(Hy, Hi) tomando Q1 = V(0).
(b) De forma similar, si i,j € Zo y j > i, entonces

STTV(0) = V(044 —i).
Por consiguiente
K(i,j) = K(0,j — i) = VX (0)V(j — i) = V*(0)S "'V (0).

Luego se tiene que existe Q2 € L(Ha, Hi) tomando Q2 = V(0).

Las partes (c) y (d) se siguen facilmente de:

Q1 € L(Hl,HK), Q- € L(HQ,HK), Q’f S L(HK,H1>, Q; S L(HK,HQ),

Tm(j—i) S L(Hl,HQ), Tgl(j—i) € L(HQ,Hl), Tu(j—i) S L(Hl), TQQ(j—i) S
L(Hj) y del diagrama conmutativo adjunto
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H1 T11 (j—1)

e 9

Hig—— Hg

AR N

H2 g H2

T

12 (j—1) 12 (G—1) = T21(j—i)

(2) Sea H = Hy + Hs. Por hipétesis Hx =\, 5 V,ez, V(n)Hq, usando las
expresiones para K(i,j) dadas en la parte (1), se tiene que

S"V(0) =V(n)=5"Qa, para a = 1,2.

Por lo tanto se sigue el resultado.
(3) Consideremos el espacio de Hilbert H' y definamos la aplicacién
® : Hix — H' de la siguiente manera

(DD 5"Quahy) =D > () QLhy

a=1,2n€Z, a=1,2n€Zq
Luego
100D D> S"QabIP =1 > > (8)Quhs?
a=1,2n€Zq a=1,2n€lq

=Y X syem.syen)
o,f=1,2 (4,j)€EZaxZg

DD DK CONCOU TN
o,f=1,2 (4,j)€EZaxZg

= Y > (K(i.j)hg.h)

a,8=1,2 (i,j)€Za X Lg

=1 > Y 5"Quhil%,

a=1,2n€Zq,

lo cual muestra que la aplicacién ® puede ser extendida por continuidad a un
operador unitario de Hx en H', ademds ®S™Q, = (5')"Q’, para todo n € Z,.
O

7 Conclusiones

En este trabajo se ha obtenido una extensién del teorema dado por Naimark (ver
Teorema 2) referente a nicleos de Toeplitz ordinarios, en el contexto de los nicleos
de Toeplitz generalizados a valores operadores (Teorema 3). Este teorema juega
un papel importante en el estudio de un nuevo tipo de nitcleo llamado ntcleo
aproximadamente Toeplitz generalizado.
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En trabajos subsecuentes seria interesante investigar la posibilidad de obtener

una nueva version del resultado anterior en el ambiente de los espacios de Krein.
Cabe anotar que para el caso de ntcleos de Toeplitz ordinarios ya existe un
resultado en estos espacios ver [2].
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