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Las nubes no son esferas, las montanas no son
conos, las costas no son circulos, y las cortezas
de los arboles no son lisas, ni los relampagos
viajan en una linea recta.

Benoit Mandelbrot. (The Fractal Geometry of
Nature,1982)
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Resumen

Se propone una metodologia para analizar la actividad sismica entre los anos 1996 y
2016, en los departamentos de Santander, Norte de Santander y Boyacd (Colombia). Se
define la magnitud sismica en escala Richter como variable de estudio, para comprobar que
es una variable aleatoria, se hace uso de la ley de Gutenberg-Richter. Luego se procede
a realizar métodos de interpolacién para analizar la estructura de los datos como una
serie de tiempo del tipo discreto en diferentes escalas (meses, semanas, dias). Una vez
obtenidas las tres series temporales el siguiente paso es hacer el calculo de los principales
indicadores fractales para determinar si los datos presentan autosimilitud, memoria larga,
comportamiento cadtico determinista, entre otras caracteristicas de la geometria fractal y
ademas, darle significado a estos indicadores desde el punto de vista de la sismologia.

Por 1ltimo se model6 con series de tiempo los sismos correspondientes a diferentes escalas
de tiempo (diaria, semanal y mensual) mediante modelos temporales ARFIMA, donde el
parametro de diferenciacién empleado fue el coeficiente fractal de Hurst y se encontrd
que los modelos que mejor describen la dinamica sismica de la region analizada son el
ARFIMA(2,0.7710,2), ARFIMA(0,0.7411,1) y ARFIMA(1,0.7145,1) para las tres ventanas
de tiempo respectivamente.

Con la aplicacién de los indicadores fractales se encontré que el comportamiento de los
sismos analizados se comportan de manera cadtica, lo cual indica que la evolucion del sistema
analizado se comporta de manera muy irregular.

Palabras claves: Geometria, Fractales, Sismos, Magnitud, Determinista, Tiempo,

Memoria , Autosimilitud, Caos, series de tiempo
Abstract

A methodology is proposed to analyze the seismic activity between 1996 and 2016,
in the departments of Santander, Norte de Santander and Boyacd (Colombia). The
magnitude sismic in scale Richter is defined as a study variable, to verify that it is a random
variable, using the Gutenberg-Richter law. Then we proceed to perform interpolation
methods to analyze the structure of the data as a time series of the discrete type in different
scales (months, weeks, days). Once the three time series are obtained, the next step is to
calculate the main fractal indicators to determine if the data present self-similarity, long
memory, deterministic chaotic behavior, among other characteristics of fractal geometry,
and also to give meaning to these indicators from the point of view of seismology.

Finally, the earthquakes corresponding to different time scales (daily, weekly and monthly)
were modeled with time series using ARFIMA temporal models, where the differentiation
parameter used was Hurst’s fractal coefficient and it was found that the models that best

describe the Seismic dynamics of the analyzed region are ARFIMA (2.0.7710,2), ARFIMA
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(0.0.7411,1) and ARFIMA (1.0.7145,1) for the three time windows respectively.
With the application of fractal indicators it was found that the behavior of the analyzed
earthquakes behave in a chaotic manner, which indicates that the evolution of the system

analyzed behaves very irregularly.

Keywords: Geometry, Fractals, Earthquakes, Magnitude, Deterministic, Time,

Memory, Self-similarity, Chaos, Time Series
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1 Introduccion

De acuerdo a los trabajos realizados en las ultimas décadas por autores como Mandelbrot
(1977) creador de la Geometria fractal, se proponen nuevos métodos y elementos que podrian
llegar a influir con cambios sustanciales en la manera de modelar los fenémenos aleatorios
en realidades sociales o naturales las cuales se vienen abordando desde hace un siglo con
métodos considerados tradicionales o cldsicos.

Un ejemplo de los métodos clésicos corresponde a la Geometria euclidiana la cual estudia las
formas regulares, tales como el circulo o el triangulo; el problema radica en que al aplicar este
tipo de Geometria en formas irregulares esto resulta infructuoso. Segin [Mandelbrot| (2000)
esto mismo sucede en el estudio de los fenémenos naturales, y es aqui de donde se requiere
de una Geometria que sea capaz de describir fenémenos mas complicados como los que
usualmente se presentan en la naturaleza, los cuales normalmente no pueden esquematizarse
con las geometrias tradicionales posiblemente por su composicién interna la cual no presenta
comportamientos suaves que son clasicamente tratados con la Geometria euclidiana.

Es por ello que se realizard una aproximacion a la Geometria fractal desde sus aspectos
bésicos (como el determinismo, el caos deterministico, la aleatoriedad, los sistemas dindmicos,
los procesos estocdsticos, las series de tiempo), y sus aplicaciones practicas con series
temporales con datos simologicos.

Ademads se quiere descubrir posibles relaciones del andlisis fractal en contextos aun mas
generales como a los que en las tltimas décadas se les han llamado Complejos desde el punto
de vista de una disciplina del conocimiento, la cual estd en plena construccion tedrica. Surge
entonces la necesidad de considerar nuevas técnicas, puesto que muchos de los sistemas
existentes de interés se basan en dinamicas complicadas, como por ejemplo los modelos
sismoldgicos, el clima, el precio de una accion, entre otros.



2 Planteamiento del Problema

Segun Mandelbrot| (2000) el andlisis fractal en el contexto de complejidad o sistemas
complejos es una teoria en plena construccién con gran potencial en la utilizacién cientifica,
tecnoldgica y social. La estadistica es la disciplina mas adecuada para tratar tal tema, ya que
se han realizado muchos trabajos desde el punto de vista de las series temporales como por
ejemplo el de |Joher & Montoro| (2008)(fractales en los mercados financieros Tesina Méster
mercados financieros), el trabajo de [Pérez Lopez (2006) (Sobre la teorfa del caos aplicada
en sismotecténica: Geometria fractal de fallas y terremotos), entre otros, en donde se le ha
dado sentido a indicadores de la teoria fractal tales como la dimensién fractal, el coeficiente
de Hurts y otros, siempre dentro de los contextos de su campo interés en el que se esta
trabajando y asociando casi en todos los casos con las series de tiempo.

Mirando hacia el campo de la sismologia y sus miltiples vertientes, los terremotos son
de gran interés en el campo cientifico, puesto que estos fenémenos naturales impactan
de diferentes formas la regién perjudicada, dado que ante un fuerte movimiento sismico
existe la posibilidad de pérdidas de vidas humanas, cuantiosas pérdidas econémicas y un
estancamiento en el crecimiento social de la zona afectada.

Gutenberg & Richter| (1954), estudiaron las diferentes propiedades de los terremotos, y
observaron que en ellos se presenta la propiedad de autosemejanza; propiedad intrinseca de
los fractales. Es por esto que se cree que la teoria fractal es aplicable en los sismos. Por lo
anterior se ha planteado una series de retos interesantes a desarrollar, los cuales se especifican
a continuacion:

= Kl estudio, entendimiento y formulacién de las propiedades matemaéaticas de la
Geometria Fractal con la finalidad de encontrar sus relaciones en el marco de
la teoria estadistica y sus respectivas aplicaciones en tematicas como las series
temporales y los procesos estocasticos con la posibilidad de construir modelos que
logren interpretaciones adecuadas de la realidad.

= Construir una sintesis no muy extensa donde se expliquen los temas y conceptos
principales que se abordan en el campo de la sismologia.

En resumen, se tiene una teoria interesante muy asociada a los métodos estadisticos
donde se tiene la oportunidad y necesidad de aplicarla en la practica para modelar la realidad.
La propuesta es abordar el analisis fractal en series de datos sismoldgicos y a partir de ella



estimar e interpretar de manera coherente algunos exponentes o parametros de la teoria
fractal y estadistica y asi encontrar posibles patrones a diferentes escalas que podrian ser de
interés.



3 Justificacion del Problema

Este trabajo tiene como objetivo principal estudiar la actividad sismica de los
departamentos de Boyacd, Norte de Santander y Santander (Colombia) pues segin el
Servicio Geoldgico Colombiano la sismicidad en estos departamentos es de caracter profundo
e intermedio atribuido a una posible antigua subducciéon. Ademas de acuerdo a célculos
realizados dicha zona recoge el 70,38 % de todos los sismos a nivel nacional en los ltimos
20 anos (1996-2016).

Se trabajara con la magnitud sismica maxima registrada a diferente escalas de tiempo
(Mensual, Semanal y Diaria), por ser el méximo un estadistico apropiado y representativo
sismoldgico, y se ajustarda un modelo ARMA fraccionalmente integrado (ARFIMA) en caso
que se compruebe que las series de tiempo presentan memoria larga. La premisa de memoria
larga se debe a que los autores Granger & Joyeux (1980) afirman que es usual que las series
de tiempo asociadas a fenémenos naturales presenten la propiedad de persistencia (memoria
larga).

También se tiene como objetivo el de encontrar posibles patrones a diferentes escalas
que se pudiesen presentar en las series de tiempo bajo estudio. La utilidad en esto radica
en que dichos patrones son de gran interés, pues estos permiten la caracterizacién de la red
sismologica estudiada, y de esta manera obtener conclusiones de gran relevancia. Ademéds
de la busqueda de dichos patrones, también se propone el estudio e implementacion de
diferentes indicadores para el andlisis fractal con el fin de determinar si las series presentan
comportamiento cadtico.

Ademas se propone que este trabajo sea un aporte al campo del analisis fractal y pueda
servir como referencia para posteriores trabajos en este mismo campo de estudio u otros
afines, pues es limitada la produccion bibliografica sobre estas teméticas y escasos los trabajos
de investigacion sobre la aplicacion fractal en los terremotos. De acuerdo a lo expuesto se
plantea la siguiente pregunta de investigacion:

.Cual es la interpretacion y el significado de los principales indicadores de la teoria fractal
en el andlisis de una serie de tiempo de una red sismolégica?



4 Objetivos de la Investigacion

4.1. Objetivo General

Analizar la actividad sismica entre 1996 y 2016 en los departamentos de Santander,
Norte de Santander y Boyacd, empleando técnicas estadisticas y métodos de la geometria
fractal aplicados a las series de tiempo.

4.1.1. Objetivos Especificos

= Describir mediante el analisis exploratorio de datos el comportamiento de los sismos
registrados en cada departamento bajo analisis.

= Calcular e interpretar los indicadores mas importantes de la teoria fractal, tales como
el coeficiente de Hurts, el exponente de Lyapunov, la dimension fractal, entre otros,
dentro del campo de interés, que son las redes sismoldgicas.

= Analizar la estructura de los datos como una serie de tiempo fijando la magnitud de
los sismos en funcién del tiempo, para un posterior analisis fractal y estadistico.

= Estimar o proponer modelos en los cuales se logre encontrar y describir patrones de
acuerdo a la dindmica de la actividad sismica a través del enfoque fractal-estadistico
ademas de posibles modelos dindmicos con todos sus parametros e indicadores
asociados a las interpretaciones respectivas (reconstruccién de una dindmica cadtica).



5 Marco Teodrico y conceptual

Muchos procesos regidos por leyes estrictamente deterministas pueden dar lugar a futuros
impredecibles de los cuales lo 1inico que se sabe es que deambulan aleatoriamente por
regiones geométricas de estructuras muy irregulares. Estos son denominados como Procesos
caoticos de tipo determinista de los cuales se obtienen formas irrequlares y caprichosas.
(De Guzman Ozamiz| (1993)))

Muchas de las formas irrequlares y caprichosas mencionadas anteriormente pueden ser
modeladas mediante el andlisis fractal. La geometria fractal ofrece un modelo alternativo
que busca patrones entre el conjunto completo, y cada una de sus partes. En la Figura 1 se
muestra como se puede recrear una montana a través de los fractales:

Figura 5-1: Algoritmo gréafico para construir una montana fractal. Mandelbr0t| (]2000[)

No obstante, es importante aclarar que no toda forma irregular es un fractal, dado
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que estos objetos deben cumplir con ciertas caracteristicas especificas que se definiran mas
adelante. A continuacién se define que es un fractal:

5.1. Fractal

En la literatura no existe solo una definicion de fractal, y por el contrario son muchas
las definiciones que se encuentran sobre este término, algunas de las mas importantes son:

= Son una forma geométrica rugosa o fragmentada que puede subdividirse en partes,
cada una de las cuales es (al menos aproximadamente) una copia reducida de la forma
original.

= Son conjuntos matematicos con un alto grado de complejidad geométrica que
puede modelar muchos fenémenos naturales. Casi todos los objetos naturales
pueden ser observados como fractales tales como &arboles, montanas, nubes, entre

otros.(Mandelbrot| (1977))

» La geometria fractal busca y estudia los aspectos geométricos que son invariantes con
el cambio de escala. (De Guzman Ozamiz (1993)).

5.1.1. Caracteristicas de los fractales

Los patrones que se observan en la Figura 5-2 a cualquier escala temporal mantienen
una apariencia similar, se parecen entre si. Esta es la propiedad principal de los fractales: la
autoafinidad.

Segun [Mandelbrot| (2000), ejemplos tipicos son las hojas de los helechos, el brécoli, los
caracoles, los copos de nieve, las colmenas de las abejas, las redes fluviales, las costas, los
girasoles o los cristales minerales. Otra caracteristica propia de los fractales es que son
especialmente sensibles a pequenos cambios en las condiciones iniciales.

Pues bien, ésta es la idea que subyace bajo las teorias que relacionan los fractales con
diversos procesos. Numerosos fenomenos de la naturaleza son cadticos e impredecibles, con
patrones que se repiten de forma similar y que pueden alterarse muy facilmente por muy
diversas causas. Las caracteristicas mas importantes son:

= Su proceso de formacién se repite indefinidamente.

= Son objetos cuya longitud es infinita. Esto se debe a que el proceso de formacion anade
mas y mas detalle a cada paso, se extiende su longitud sin limite alguno, haciendo
imposible su medicién (Talanquer| (2002)).

= Estos objetos no son diferenciables: A causa del ntimero incontable de quiebres es
imposible dibujar una recta tangente que tenga una inclinaciéon tnica a lo largo de su
perimetro (Talanquer| (2002)).
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Figura 5-2: Autoafinidad fractal. |Mandelbrot| (]20()0[)

Estos objetos tienen dimensién fraccional, es la extensién real de un cuerpo en el

espacio, la cual estd entre dos dimensiones pero no es ni una ni otra (Talanquer (2002)).

No es simétrico entre si, en otras palabras, no siempre presenta el mismo

comportamiento (Talanquer| (2002))).

Estos objetos cumplen con la propiedad de autosimilaridad, dada parte que lo conforma
es igual al total, es decir, su apariencia es la misma a cualquier escala(Mandelbrot

(1977))-

Un fractal es estrictamente auto-similar. Dicha propiedad se presenta en algunos
objetos clasicos, denominados por algunos autores como monstruos fractales, algunas
de estas son: el tridngulo de Sierpinski, la curva de Koch, el conjunto de cantor,...,etc.).
Esta caracteristica no se presenta muy a menudo en la naturaleza.

En la naturaleza, habitualmente los objetos no son la union de copias exactas reducidas
del conjunto completo. Observar una parte del todo, no reproducird exactamente
todo el objeto, pero tendra la misma apariencia cualitativa. Esta propiedad se llama
auto-similitud estadistica o semi-auto-similitud.

Estas caracteristicas que comparten los fractales contradicen los supuestos de normalidad

e independencia de las hipétesis de los modelos clasicos, y han dado lugar a una medida como

el “coeficiente de Hurst” (que se definird mas adelante) para determinar la autocorrelacién en
las series de tiempo. Esta medida esta estrechamente relacionada con la dimensién fractal.

Los fractales tienen una dimensién no entera, que indica el grado de “rugosidad”del

objeto. Para el caso de las series temporales, la dimensién fractal esta comprendida entre

1y 2, de esta manera si la dimension fractal de la serie tiende a 1 significa que la serie es

menos ‘rugosa”’ (mas irregular), mientras que si la dimensién fractal tiende a 2 seria mas

“rugosa” (menos irregular).
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5.2. Caos

Un proceso es considerado como caotico si tiene tres caracteristicas: impredictibilidad,
imposibilidad de descomposiciéon, méas un elemento de regularidad. Segin [Penrose & Sanz
(1996) los sistemas cadticos son sistemas fisicos en evolucién dindmica en los que el
comportamiento futuro del sistema depende de forma extremadamente critica del estado
inicial exacto del mismo.

Aunque los sistemas cadticos ordinarios son completamente deterministas, en la practica
pueden comportarse como si no fuesen deterministas en absoluto. Esto se debe a que
la precision que se necesita conocer el estado inicial, para una prediccién determinista
de su comportamiento futuro puede estar absolutamente més alla de cualquier cosa que
sea concebiblemente medible, por lo cual los sistemas cadticos tienen un comportamiento

impredecible. (Penrose & Sanz (1996))).

5.2.1. Sistemas dinamicos

Un sistema dindmico es aquel proceso que varia con el tiempo. Segin De Guzman
et al.(1993) en sistemas dindmicos, el valor inicial z, de un estado en el presente se ve
transformado con el tiempo, sometido a una ley fija F', y va tomando los valores futuros, es
decir:

xo, x1 = F(x0), 22 = F(x0)...xp = F(Tp_1)... (5-1)

que bajo ciertas condiciones se van acercando a un conjunto A llamado atractor del
sistema. A veces ocurre que dicho atractor tiene una estructura fractal (atractor extrano),
hecho que suele ir unido a la circunstancia de que dos presentes proximos zp y xf, pueden dar
lugar a futuros que se acercan y se alejan con el tiempo de forma aleatoria, de los que lo tinico
que se sabe es que estan, o se acercan con el tiempo al atractor extrario. (De Guzman Ozamiz

(1993))

Anteriormente se presenté un escenario que aunque es de caracter determinista es de
hecho impredecible. Este tipo de fendmenos pertenecen al caos determinista.

5.2.2. Atractor extrano

Segun un atractor es una regién del espacio de fase (espacio de resultados) a la cual
convergen las trayectorias de un sistema dinamico, entendiéndose por trayectoria la evolucion
temporal del sistema a partir de una condicién inicial especifica. (Strogatz| (2014)))

Un atractor sera extrano si exhibe una dependencia sensible de las condiciones iniciales
del sistema y por lo tanto el comportamiento de la serie bajo andlisis sera cadtico.



10 5 Marco Teorico y conceptual

5.2.3. Reconstruccidon de la dinamica

La orbita de un sistema dindmico es una coleccion de puntos relacionados por la
funcién de evolucién del sistema dindmico. Para comprobar si un proceso presenta un
comportamiento cadtico se debe analizar la evolucion de la érbita del sistema. La 6rbita del
sistema es la coleccién de puntos que describen la funcién de evolucion del sistema dinamico
analizado. Para conocer la 6rbita, se tiene que conocer la evolucion de todos los componentes
del proceso, el problema es que en este caso solo se dispone de una serie temporal de escalares
que se supone que proceden de dicho sistema.(Takens et al.| (1996]))

Sin embargo, gracias a una transformacién propuesta por [Takens et al.|(1981)), es posible
que con los valores de las serie observados se pueda encontrar un vector con m elementos con
los cuales se pueda trabajar y se espera que estos tengan una estructura que presente una
trayectoria similar a la que poseia la 6rbita original. El tamano m del vector se conoce como
Dimensién de insercién y el tiempo 7 que debe pasar entre observacion y observacién
dentro de la misma m- historia se conoce como Rezago optimo. Los valores que toman m y
7 no son aleatorios y se debe aplicar un método éptimo para hallarlos.(Takens et al.| (1981))

5.2.4. Rezago 6ptimo

Los autores Kantz & Schreiber| (2004) proponen utilizar la Funcién de autocorrelacién
para estimar un rezago apropiado para la serie temporal estudiada. No obstante, los autores
denotan que la FAC es una funcién lineal, por lo que no es apropiada para dinamicas no
lineales. Por eso es que para tener en cuenta las correlaciones no lineales se puede utilizar la
funcién de Informacién Mutua Promedio(IMP). (Kantz y Schreiber, 1997)

La informacion mutua mide la informacion que dos variables tienen en comun, es decir,
mide como conociendo una de estas variables se reduce la incertidumbre sobre la otra. Por
ejemplo, en el caso de que ambas variables sean independientes, entonces conocer alguna de
ellas no da ninguna informacién sobre la otra y por lo tanto la informacién mutua es cero.

La informacién mutua promedio se define como:

I(X;Y) =) > Plai,y)I(zi;y)) (5-2)

i=1 j=1

En el contexto del analisis de series de tiempo, la IMP permite cuantificar la cantidad
de conocimiento adquirido sobre el valor de X4,y al observar X, y esta definida como
(Kantz & Schreiber| (2004))):

IMP =3 > piln(pg) = 3 psin(p;) = 3 pidn(pi) (5-3)

Donde p; es la frecuencia relativa de los segmentos recurrentes de determinada longitud.

(Sepulveda/ (2004))).
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Para elegir el tiempo de rezago, el criterio que aplicara sera tomar el primer minimo de
la funciéon de informacién mutua calculado entre las componentes de la misma serie . Este
criterio es el sugerido por los autores Kantz & Schreiber| (2004) pues lo resaltan como el
método mas apropiado en el campo del anélisis no lineal.

5.2.5. Dimension de insercion

La dimension de insercion m es un estimador de la dimensién del sistema original y
su calculo es importante pues con este valor y el rezago dptimo se calculan los indicadores
fractales. El valor de m debe ser calculado de manera 6ptima dado que si se asumen valores
de m demasiado altos se incrementa artificialmente el ruido (puntos originalmente préximos
apareceran aislados) siendo imposible que los indicadores fractales puedan determinar un
comportamiento cadtico de las series temporales, mientras que cuando se asumen valores de
m demasiado bajos no es posible analizar todos los puntos pertenencientes a la orbita del
sistema original. (Sepulveda (2004))).

Para el calculo de dicha dimension se aplicara el algoritmo de Cao propuesto por |Cao

(1997).

El algoritmo de Cao utiliza 2 funciones para estimar el valor m para una determinada
serie de tiempo: las funciones Fi(d) y Fy(d), donde d denota la dimension. Se tiene que E;(d)
deja de variar cuando d es igual que la dimensién de insercién, permaneciendo cerca a 1. La
funcion Fs(d) permite caracterizar la naturaleza del proceso, de tal manera que si Fa(d) es
diferente de 1, el proceso es determinista mientras que si Es(d) es aproximadamente uno el
proceso es estocastico.

5.3. Indicadores fractales

Un atractor es un conjunto hacia el cual el sistema tiende a medida que avanza el tiempo,
segin Sepulveda (2004)). Dado que un sistema determinista con atractor cadtico(extrano)
puede ser confundido con un sistema aleatorio, la idea es implementar medidas de deteccion
que permitan identificar si el sistema es producido por una dependencia cadtica o si por
el contrario fue generado por una dependencia aleatoria y de esta manera determinar si la
dindmica de las series mencionadas sigue un comportamiento complejo.

Para cumplir con este objetivo, se calcularan entonces algunos indicadores fractales no
lineales para estudiar dicha complejidad, segiin [Plazas Nossa et al. (2014) los principales
exponentes y/o coeficientes fractales son: dimensién fractal, el coeficiente de hurst la
dimensién de correlacion, el exponente mayor de Lyapunov, los mapas de Poincaré y la
entropia, con el propdsito de detectar conductas cadticas de las series temporales. En este
trabajo de grado también se calcularan graficos de recurrencia pues estos pueden ser una
potente herramienta visual, aunque se asume el riesgo de que tales no arrojen resultados
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significativos. Se hara especial énfasis en el coeficiente de Hurst, pues es este el que tiene
maés relacién en las series temporales y por ende en el campo estadistico.(Plazas Nossa et al.
(2014))

5.3.1. Dimension fractal

La definicién de dimension fractal surge por el hecho de que la mayoria de los objetos de
la naturaleza no tienen una dimensiéon entera, sino que por el contrario tienen una dimension
fraccional. Esto difiere con parte de la teoria euclidiana clasica, a continuacién se adjuntan
algunas definiciones de dicho término:

= Es el niimero que sirve para cuantificar el grado de irregularidad y fragmentacion de
un conjunto geométrico o de un objeto natural. ((Mandelbrot| (1977))))

= Mide el grado de fragmentacién o irregularidad de los fractales a multiples escalas.
((Mandelbrot| (1977)))

» Determina cémo el fractal difiere de los objetos euclidianos (punto, linea, plano, circulo,
ete.) ((Mandelbrot| (1977))))

En este trabajo se empleara la dimension fractal para medir el grado de caos en
cada una de las series. Es por ello que a medida que la dimensién fractal aumente sera
sintoma de que existe un atractor cadtico mientras que si sucede lo contrario se dird que
el proceso es aleatorio. Para el cédlculo de la dimension fractal se empleard el método
”Boxcounting” . (Sepulvedal (2004)))

El método del recuento de cajas consiste en cubrir el patréon analizado con una cuadricula
y luego contar cuantos cuadros de la cuadricula estan cubriendo parte de la imagen. Después
se realiza de nuevo el proceso anterior, pero esta vez usando una rejilla mas fina con cajas
mas pequenas. Al reducir el tamano de la cuadricula repetidamente, terminamos capturando
con mayor precision la estructura del patrén.

Usando el método del conteo de cajas, la dimension fractal es de nuevo la pendiente de
la linea cuando trazamos el valor de log (N) en el eje Y contra el valor de log (r) en el eje X.
La misma ecuacién se utiliza para definir la dimensién fractal D. Donde N es el nimero de
cajas que cubren el patrén, y r es la ampliacion. Es decir que la dimensién fractal es igual a:

_ log(N)
~ log(r)
De esta manera, una pendiente mas pronunciada significa que el objeto es mas rugoso, es

(5-4)

decir, que gana en complejidad a medida que disminuye el tamano de la caja. Una pendiente
mas plana y de menor valor significa que el objeto estd mas cerca de una linea recta, menos
aspero, y que la cantidad de detalle no crece tan rdpidamente, a medida que se amplia el
tamano de las rejillas.
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Figura 5-3: Medicion de la costa de la Gran bretana usando Box-Counting. Tomado de:
Mandelbrot| (1967)

En el analisis de series temporales la dimension fractal oscila entre 1 y 2, que
corresponde al rango entre una linea recta (dimensién=1) y una linea tan ondulada que

llena completamente un plano bidimensional(dimensién=2). (Liebovitch & Toth| (1989)))

El calculo de la dimension fractal, puede llegar a ser engorroso pues este consiste en
un conteo por iteracién. No obstante en la actualidad existen diversos Software (como el
lenguaje de programacién R con el paquete tseriesChaos) que realizan el célculo de este
coeficiente.

5.3.2. Coeficiente de Hurst

El coeficiente de Hurst (llamado asi en honor al britdnico Harold Edwin Hurst 1880-1978),
es una técnica que se utiliza para medir la rugosidad de un objeto geométrico. Harold
Hurst era un hidrélogo quien cred una metodologia estadistica para determinar si extistian
tendencias o patrones en las series fractales, correspondiente a datos de las fluctuaciones de

las alturas del nivel del Rio Nilo. (1951)))

Durante el estudio de dicha serie, Hurst encontré que con el calculo de este coeficiente
es posible detectar si una serie de tiempo tiene memoria de largo plazo, es decir, que los

eventos actuales de un proceso, influye en los procesos futuros. (Hurst| (1951))

Pérez Lopez| (2006) brinda un ejemplo muy intuitivo sobre la definicién del coeficiente

de Hurst, en el que explica la variacion del caudal de un rio ante la lluvia. Este menciona
que aunque un dia llueva muy fuerte, esto no garantiza que el caudal del rio se valla a
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incrementar dado que el rio es un sistema con memoria a largo plazo el cual puede recordar
sequias anteriores.

Después del aporte de Mandelbrot en 1977 al campo de los fractales, se observé como
ciertos fenomenos naturales presentan correlaciones temporales inesperadas a largo plazo:
memoria a largo plazo o persistencia, siendo ademas muy sensibles a las condiciones iniciales,
como es el caso sismoldgico.(Mandelbrot| (1977))

La principal ventaja de este coeficiente es que no es necesario verificar el supuesto de
estacionariedad para aplicar este criterio, como si hay que hacerlo con otros criterios de
deteccion de memoria a largo plazo.

La interpretacion del coeficiente de Hurst es la siguiente (Plazas Nossa et al.| (2014))):

= Si 0.5 < H <1, la serie es persistente. Esto es, la tendencia se mantendra a largo plazo
y por la tanto la serie tiene memoria larga. Si la serie tiene una tendencia creciente,
continuard siendo creciente, y viceversa.

= Si0< H < 0.5, la serie es antipersistente. Es decir, se alternan continuamente tendencias
alcistas y bajistas. Un valor alto ird muy probablemente seguido de uno bajo, y al revés.

= Si H=0.5, la serie esta caracterizada por ausencia de autocorrelacion y su movimiento
es similar a un paseo aleatorio.

En la Figura 3 se muestra un ejemplo de como seria el comportamiento de la serie en
estudio bajo diferentes valores del coeficiente de Hurst.
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Figura 5-4: Series con diferentes valores del coeficiente de Hurst. Mandelbrot, (1977)

El exponente de Hurst (H) estd relacionado con la dimensién fractal (D) mediante la
férmula:
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D=2-H (5-5)

Es usado el anédlisis R/S (Rango Escalado) para el célculo del coeficiente de Hurts, en
el se calcula la distancia que el sistema recorre en una unidad de tiempo n. Se dice que es
reescalado o normalizado(Joher & Montoro| (2008)). Para el calculo del coeficiente de Hurst
se utiliza la siguiente ley de potencia:

R/S(N)=ax N (5-6)
Donde:

= a: es una constante

= N: es el namero de observaciones

s H: es el coeficiente de Hurst

El estadistico propuesto por Hurst mide el rango de las desviaciones de las sumas
parciales de una serie respecto de su media, lo cual se divide sobre las desviacién tipica
de la serie, el estadistico es el siguiente:

k e . k e
R/S], — Rymazd iy (X = X)) —min )5y (X — Xk) (5.7)

Sn VA (= X

donde [X jgjg“] es una submuestra que cuenta con k observaciones consecutivas de la
serie, X}, es la media de dicha submuestra.(Sepulvedal (2004))

5.3.3. Exponente de Lyapunov

A diferencia de otros exponentes fractales, los de Lyapunov son una funcién de
exponentes y no un indicador puntual, los cuales son indicadores de la sensibilidad a las
pequenas perturbaciones de las érbitas en un sistema, por ende permiten determinar si una
serie presenta comportamiento cadtico. (Sepulvedal (2004)))

Se define el exponente de Lyapunov h como (Lara et al. (2003)):

1 deT

(5-8)

En este trabajo se empleara el método sugerido por |Wolf et al.| (1985)) para el calculo de
este exponente. El cual consiste en tomar puntos cercanos del espacio de fases Xg y Xg + €,
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de tal manera que después de N iteraciones estos dos puntos proximos se han convertido en
IV (X0) v fN(Xo + €).(Wolf et al.| (1985))

El exponente de Lyapunov de una funcién unidimensional estd dada como la tasa
promedio exponencial de divergencia de condiciones iniciales infinitamente cercanas. Esto
es en promedio, el crecimiento exponencial en la medida en que dos puntos zy y xg + dxg
separados por una fraccion infinitesima inicialmente son transformados por una funcion M
que representa una dindmica cadtica. (Lara et al.| (2003)))

5.3.4. Coeficiente de Entropia

El concepto de Entropia fue desarrollado por Shannon| (1948]) en su articulo Mathematical
Theory of comunication, y alli define la Entropfa como una medida de la dispersién y/o
variacion de los datos de una serie. Si los datos son muy uniformes, la Entropia sera alta de
lo contrario sera baja. Coloquialmente hablando, Shannon le dio sentido matematico, desde
la base de la probabilidad, al termino incertidumbre, al cual denominé Entropia.

Boltzmann| (1935]) observé que la entropia de un sistema fisico se puede considerar como
una medida del desorden del mismo (Pardo Llorente| (1993)). El mismo expresé este hecho
matematicamente desde el punto de vista de la probabilidad y la Estadistica. (Bronowski
et al.| (1979))

En un sistema fisico, como por ejemplo un gas, la entropia es el nimero que mide el
desorden del sistema, es decir, el numero de configuraciones posibles de las particulas del gas
en un espacio determinado, ademas mide también la incertidumbre en relacion a los estados
de las particulas en un momento dado.(Pardo Llorente (1993)))

Como la medicién de la entropia estd en terminos de una funcién de distribucion de
probabilidad (discreta o continua), la entropia tendréd valor méximo cuando la distribucién
sea del tipo uniforme (Preckel (2001)). El valor minimo de la entropia se obtiene cuando la
distribucién de probabilidad se concentra en un solo valor. Se puede afirmar finalmente que
a mayor grado de entropia, mayor grado de incertidumbre en la distribucion y entre menor
grado de entropia més deterministico el sistema.(Preckel (2001]))

5.3.5. Grafico de recurrencias

El grafico de recurrencias fue propuesto por |[Eckmann et al| (1987) en el articulo
Recurrence plots of Dynamical Systems(Grafico de recurrencias de sistemas dindmicos), en
dicho escrito el autor lo propone como una nueva herramienta de diagndstico que permiten
identificar érbitas periddicas inestables, que son un signo de comportamiento cadtico, ademas
brinda informacién sobre la estructura del atractor extrano. (Eckmann et al.| (1987))

El grafico de recurrencia es una matriz de puntos en un arreglo N x N (N es el
numero de datos de la serie temporal), donde un punto se coloca en (i, j) siempre que
x(;) sea suficientemente cercano a x(;. Estos graficos permiten identificar érbitas periddicas
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inestables, que son signo de comportamiento cadtico. De esta manera para el analisis de estas
orbitas no es necesario de la construccién de un coeficiente o exponente si no que esto se
puede realizar de forma gréfica con el Grdfico de Recurrencias segin |Gilmore| (1993).

En el ambito de las series temporales, si hay observaciones que se encuentren proximas a
una orbita periédica estas procederan de un atractor extrano, y por lo tanto existira evidencia
de comportamiento caético. (Sepulvedal (2004)))

5.3.6. Mapa de Poincaré

Los mapas de Poincaré permiten examinar la existencia de un atractor extrano, lo cual
indicaria que la serie tiene comportamiento caético. Si en el plano de Poincaré los puntos
se acumulan en un extremo es porque existe un atractor extrano. En caso de que la serie
se comporte Ruido Blanco, las puntos tienden a extenderse sobre todo el plano sin ninguna
tendencia marcada. (Kantz & Schreiber (2004))

Para hablar de mapas de Poincaré, primero se debe abordar lo que son los mapas de
fase, los cuales se definen como configuraciones abstractas comunmente bidimensionales
de dos variables parametrizadas de un sistema dindmico en particular (Gonzalez Obregon
(2002)). Estos mapas tienen la caracteristica grafica de mostrar el conjunto de soluciones
que se puede obtener del sistema en estudio.(Gonzalez Obregon| (2002)).

Si se evidencia en el mapa de fase un atractor extrano, se determina que el sistema es
complejo con dindmica caotica, es decir, estamos hablando sobre un fractal (Prigogine &
Nicolis| (1994)). Algunos ejemplos de dindmicas que no cuentan con atractores extrafios son
los puntos fijos, los ciclos limite y las dindmicas oscilatorias periédicas (Gonzalez Obregon
(2002).

5.4. Sismologia

La sismologia es la ciencia que estudia todo lo referente a los sismos: la fuente que los
produce, las ondas eldsticas que generan y el medio fisico que atraviesan dichas ondas en la
superficie de la Tierra, mientras que un sismo es una serie de moviemientos a consecuencia
de una perturbacién que produce una liberaciéon de energia. Habitualmente a un sismo se le
denomina temblor cuando es un movimiento leve y terremoto cuando se produce un evento
violento que produce victimas. (Nava| (2011)))

Un concepto importante es la falla. Una falla es una estructura tecténica sobre la
cual se ha producido una fractura, o desplazamiento lento. La sismologia se centra en las
fallas activas las cuales son aquellas de las cuales se tiene evidencia de desplazamientos o
sismicidad durante los ultimos 10.000 anos, mientras que las fallas inactivas son aquellas
sobre las cuales no existe evidencia de algun moviemiento en igual periodo de tiempo. (Pérez

& Padillsl (2001))
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Segun el Servicio Gedlogico Colombiano no se conoce con exactitud el origen de los
sismos, aunque existe una teoria la cual es la mas aceptada por la comunidad cientifica
llamada la Deriva Continental, la cual establece que estos obedecen a fuerzas bajo la corteza
terrestre. La teoria enuncia que hace unos 200 millones de anios los continentes estuvieron
unidos formando un tnico continente denominado Pangea el cual gradualmente se separo y
formo los cinco continentes. Dichos continentes estan formados por grandes placas que se
mueven en diferentes direcciones y velocidades, el movimiento a velocidades pequenas de
estas placas del orden de centimetros por ano, hace que se generen en su interior grandes
presiones, lo cual hace que la corteza terrestre se fracture y se desplace subitamente.(S.G.C
(2013))

A nivel mundial, los sismos ocurren en zonas caracterizadas por alta deformacion
tectonica ubicadas en los bordes de las placas tecténicas. Aquellos sismos que ocurren en
dichas zonas se conocen como sismos interplaca. No obstante existen sismos que ocurren en
el interior de estas placas (son poco comunes) y se denominan sismos intraplacas y suelen
ser muy destructores.(Torres (2001)))

Para cuantificar los temblores se utilizan las escalas de magnitud e intensidad. La
intensidad se relaciona con los danos producidos por el sismo. Ambas escalas son necesarias
puesto que miden aspectos diferentes de la ocurrencia de un temblor. La escala de magnitud
es una medida instrumental relativa relacionada con la cantidad deenergia liberada como
ondas sismicas, y la mas utilizada es la de Richter. (Espindolal (1994))

La clasificacién de sismos segin la magnitud (Torres| (2001))):

= Menores a 3: Muy pequeno
= De 3 a 3.9: Pequeno

= De 4 a 4.9: Suaves o ligeros
= De 5 a 5.9: Moderado

= De 6 a 6.9: Fuerte

= De 7 a 7.9: Muy fuerte

= Sobre &: Extremedamente fuerte

Segun el Servicio Geoldgico Colombiano, en la actualidad no es posible predecir la
ocurrencia de un sismo, simplemente se puede hablar de probabilidades de ocurrencia y
que caracteristicas probables puede tener el movimiento. (S.G.C| (2013))

Es posible que la red sismica no detecte todos los sismos, segin Husen & Hardebeck
(2010) existen multiples razones para ello:



5.4 Sismologia 19

= Kl evento es demasiado pequeno y su senal no se distingue del ruido de fondo en el
sismografo.

= Kl evento es demasiado pequeno para ser registrado en un nimero suficientemente
grande de estaciones, esto se debe a que el evento debe ser registrado en un nimero
minimo de estaciones para iniciar el procedimiento de localizacion.

= Los operadores de las estaciones de medicién decidieron que los eventos por debajo de
cierto umbral no son de interés.

= Algunos eventos son demasiado pequenos para ser detectados dentro de otros eventos
mas grandes.

5.4.1. La distribucién de magnitudes

Es l6gico pensar que en una cierta regién y durante un periodo de tiempo, el niimero de
sismos pequenos es mucho mayor que el de grandes. Aunque se desconoce exactamente la
forma en que se libera la energia en una placa tecténica, se ha comprobado que la magnitud
es una variable aleatoria, cuya funcién acumulada de distribucién es (Omori| (1889)):

FM)=1—¢e"  para M>0 (5-9)

Donde el parametro § > 0. La ecuacion (5-4) corresponde a la funcién de distribucién
acumulada exponencial.

La anterior ecuacion fue propuesta mas tarde por (Gutenberg & Richter| (1944), en 1944,
en la forma:

logjo N(M) =a—bx M (5-10)

Donde N es el nimero de sismos con magnitud mayor que M, a es la constante sismica
que representa la interseccion de la recta con el eje de las ordenadas, y b es la constante
sismica que tiene un significado fisico en el analisis que depende de la region de estudio. Las
variaciones del valor de b dan cierta idea del comportamiento sismico de la regién.(Udias &
Mezcual (1986)) )

La constante b suele oscilar entre 0.6 y 1.5. Valores altos de b indican que predominan
sismos de pequena magnitud, y , por tanto la region tiene poca resistencia, mientras que
valores bajos indican que predominan los sismos de magnitud mayor. La variaciéon con el
tiempo del valor de b para una regién en especifico se ha utilizado para la prediccién de
sismos. (Udias & Mezcua| (1986)))
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5.4.2. Premonitores y réplicas

El Servicio Geolégico Colombiano (S.G.C) describe que en una serie de sismos ocurridos
en una zona, al sismo de esta serie con mayor magnitud generalmente se lo conoce como
sismo principal, los sismos precedentes como premonitores y a los menores como réplicas.
Las réplicas son debidas al reajuste de esfuerzos, aunque dependiendo de las caracteristicas
del sismo no necesariamente se van a presentar. Un sismo principal serda premonitorio si el
siguiente sismo de la serie tiene una magnitud mayor.(S.G.C| (2015))

Cuando en una serie de terremotos no se distingue ninguin sismo principal, se denomina
un enjambre de terremotos. Una clasificacién bastante especifica, se encuentra en (Udias &
Mezcua, (1986))), v es la siguiente:

= Tipo 1: No se producen premonitores. Ocurre un sismo principal al cual le siguen una
serie de sismos de menor magnitud. A este le sigue una serie de réplicas.

= Tipo 2: Se dan premonitores cuyo numero aumenta rapidamente, antes del sismo
principal.

= Tipo 3: La secuencia de sismos ocurre en la forma de un enjambre en el que no se
distingue un evento principal.

5.4.3. Interpolacién de observaciones sismoldégicas

La mayoria de la metodologia de series temporales esta disenada para observaciones
que miden variables a intervalos de tiempo uniformemente espaciados. No obstante, cuando
se deben analizar observaciones espaciadas irregularmente, la metodologia estadistica es
limitada.Feigelson & Babu (2012)

Es por ello que surge la necesidad de abordar métodos de interpolaciéon que permitan
convertir una serie con observaciones irregulares a una serie cuyas observaciones sean
equidistantes y de esta manera aplicar los métodos temporales tradicionales. Los autores
Feigelson & Babu| (2012) proponen el uso de estadisticos como el promedio, como método
de interpolacién, sin embargo, el promedio no es adecuado en el estudio de observaciones
sismoldgicas pues con este se estarian combinando eventos que provienen de diversas fuentes,
por lo anterior se propone el Maximo como método de interpolacién en lo que sigue de este
trabajo.

5.4.4. Actividad sismica en Colombia

Segun el Servicio Gedlogico Colombiano la mayor parte de la actividad sismica en
Colombia se encuentra concentrada en el departamento de Santander, en un sitio conocido
como el Nido sismico de Bucaramanga, méas especificamente en el municipio Los Santos, en
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el cual diariamente se registran en promedio 5 sismos. Dicha actividad sismica en esta regién
no ha sido catalogada como destructora. (S.G.C| (2015))

La recurrencia de sismos en el territorio colombiano se debe principalmente por la
convergencia de las placas Nazca, Suramericana y Caribe. Ademas parte de la sismicidad
superficial es producto del proceso de deformacién actual de la corteza, enmarcada
geograficamente dentro de la Zona Andina, contigua a los principales sistemas de fallas

del pais. (S.G.C| (2015))

Es notable tambien la sismicidad al noroccidente del pais (més especificamente en Chocé
y limite con Panamé), donde se observa una sismicidad importante cerca del municipio de
Murindo6-Antioquia, con la presencia de fallas catalogadas como activas. Pérez & Padilla)
(2001))

5.4.5. La magnitud de completitud (Mc)

Los catalogos sismolégicos son uno de los productos més importantes que las redes
sismicas proporcionan, los cuales deben calibrarse antes de cualquier analisis. No obstante
existe incertidumbre desde la deteccién de las primeras ondas sismicas hasta la determinacion
de la ubicacion y la magnitud de un evento. Asi, el catalogo bajo andlisis en este trabajo de
grado tampoco es ajeno a las problematicas anteriormente mencionadas, y parecen existir
algunas incongruencias que son propias de todo catalogo.

Calcular la magnitud de completitud M. del catdlogo de terremotos es un paso esencial
y obligatorio para cualquier analisis de sismicidad. La magnitud de completitud es definida
como la magnitud mds baja a la que se detectan el 100 % de los terremotos (Rydelek & Sacks
(1989)). De esta manera una estimacién correcta de M, es crucial ya que un valor demasiado
alto privaria al conjunto de datos de informacién potencialmente valiosa, mientras que un
valor demasiado bajo conduce a estimaciones errones de los parametros sismicos utilizando
datos que podrian ser ruidoen lugar registros sismicos de importancia. (Mignan & Woessner
(2012))

La ecuacion de Gutenberg y Richter puede ser escrita en términos del M, de la siguiente
manera:

logioN(m; > m) =a —b(m — M,) (5-11)

Donde m; es la magnitud i-ésima observada. Es decir que todos los eventos de magnitud
m < M., se descartan del andlisis. Para el caso en que se trabaje con la relacion:

logioN =a —bxm (5-12)

La ecuacion 5-7 indica que el umbral elegido es cero, y se trabaja entonces con el catalogo
en su totalidad. Existen varios métodos para el calculo del valor de M., no obstante en este
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trabajo se utilizara el método de la curvatura mdxima y sera utilizado para calcular los
valores de la relacion de Gutenberg y Richter.

Método de la curvatura maxima

El método de la curvatura méaxima es un procedimiento que permite estimar el valor de
la Magnitud de completitud, el cual consiste en calcular el punto en que se porduce la maxima
deflexion de una funcién analizada calculando el valor médximo de la primera derivada. La
funcion a analizar en el caso de observaciones sismoldgicas es la trazada en el diagrama de
frecuencias sismicas desacumulado. (Mignan & Woessner| (2012))

El valor obtenido por el método de la curvatura maxima es un estimador que no
subestima a la Magnitud de Completitud (M.) y suele requerir menos observaciones que
otras técnicas para alcanzar un resultado estable. Dada una funcién y = f(z), el valor de la
curvatura maxima de y es (Mignan & Woessner| (2012)):
|y"]

fENmpEa (5-13)

r(r) =

5.5. Modelos de series temporales

En sismologia es usual hablar de ciclos sismicos, pues existen algunos periodos que tienen
una actividad sismica mayor que otros. La distribucién de sismos en el tiempo es variable y no
periédica, con un comportamiento no dinamico que presenta baja predictibilidad, ademas es
de esperarse que sean de memoria a largo plazo (Pérez Lopez| (2006))). Es por ello que si bien
en este trabajo se construiran modelos de series temporales (ARFIMA), esto se realiza con
fines exclusivamente descriptivos y no con el objetivo de predecir futuros eventos sismicos,
en caso de realizarse una prediccion sera solo con fines académicos.

Después de analizar los resultados previos en cuanto al andlisis de los modelos ARMA,
se encontrd que las series bajo andlisis en este trabajo no se pueden modelar bajo estos
modelos puesto que los modelos ajustados no cumplen con ninguno de los supuestos y pruebas
aplicadas (raiz unitaria, entre otros), ademas segtin Castano Velez (2016)) este tipo de modelos
no es apropiado en series asociadas a fenémenos naturales.

Esto se debe a que los modelos ARMA (p, q) son procesos de memoria corta, pues en
este tipo de modelos las autocorrelaciones decrecen exponencialmente a medida que crece el
numero de rezagos. De esta manera esta clase de modelos no se adaptan bien en procesos con
memoria larga los cuales ocurren con frecuencia en la series de datos sismoélogicos. (Chung

(1996)))

En la seccién de Resultados se demostrara mediante el Coeficiente de Hurst que todas
las series son de memoria larga, es por ello que surge la necesidad inmediata de abordar otro
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tipo de procesos estocasticos alternativos como es el caso de los modelos ARFIMA (modelo
ARIMA fraccionalmente integrados), con los cuales se espera obtener un mejor ajuste.

5.5.1. Analisis en el dominio de la frecuencia

Funcion de distribucion espectral

La funcién de distribucién espectral descompone la varianza de la serie en las
contribuciones correspondiente a los distintos ciclos. De esta manera para un nimero de
componentes ciclicos h se tiene que (Arteche| (2008)):

7

—T <A< =\
_)\h <A< _/\h—l

—)\h,1 <A< —)\h,Q

A <A< =)\ (5-14)

A< A< Ay

Ah—1 SA< A

)\hg)\gﬂ'

= Y oeos(y) = /_ " cos(MR)AF(\) + i /0 " senOR)(dF(\) — dF(=))  (5-15)

Funcién de densidad espectral (FDE)

En el caso en que F(A) no presente saltos, se podra obtener dF'(\) = f(A)dA y

Y = /_ ")) = / " cos(M) FN)dA = 2 /0 " cos(M) F(N)dA (5-16)

—T
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donde f(A) es la funcién de densidad espectral(FDE). Como vy = [ f(A)dA, la
FDE nos da la contribucién de cada frecuencia (intervalo de frecuencias) entre —7 y 7 a la
variacion de de la serie analizada. (Arteche| (2008)))

El periodograma

La importancia de cada frecuencia A; en la variacion de z; se determina por el
periodograma. El periodograma es un estimador de la Funcion de densidad espectral. Para
una serie x1, Ta, ..., x7 en la frecuencia A es definido como:

I(A) = |Wz()‘)|2 Wi (A)

\/27T_T Z zpe” M (5-17)

Dado que () es periddico de periodo 27, se tiene que A € (—m, 7).(Arteche (2008))
El periodograma tambien puede ser expresado como:

I(N)=a;+b]  j=01,2.. (5-18)

Donde a y b son los coeficientes de la transformada de Fourier. La descomposicion de
la serie por frecuencias, se puede ver graficamente con el periodograma. Este muestra la
importancia de cada frecuencia de Fourier en la representacion de la serie. Se puede graficar
por periodo o por frecuencia, donde el eje vertical es la suma de los cuadrados del seno y
coseno, por lo que los datos de mayor valor son las frecuencias mas representativas de la
serie.

5.5.2. El modelo ARMA fraccionalmente integrado

En primer lugar se definen los modelos ARIMA como:

6(B)AYY; = 6(B)(1 - B)'Y; = 6(B)a, (5-19)

Donde A%Y; = (1 — B)?%Y; es un proceso estacionario, d es un ntimero entero positivo,
B es el operador de retardo, {a;} es un proceso de ruido blanco con distribucién N(0,02), y
¢(B)=1—¢ B — ... — ¢,BP es el polinomio caracteristico del modelo autorregresivo (AR)
y0(B)=1—6,B—...—0,B9 el polinomio del modelo de media mévil (MA).(Castano Velez
et al.| (2010))

Por otra parte segin |Castano Velez| (2016), se dice que un proceso estocastico {Z;} sigue
un proceso ARFIMA (p,d,q) si es una solucién a la ecuacién:

¢(B)(1—B)'Z, =0y +0(B)at t=1,...,T (5-20)

Ademas 6y es una constante y d, a diferencia del modelo ARIMA, es un nimero real
no entero, al que se denomina usualmente como el parametro de difrenciacion fraccional.
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Analogamente al modelo ARIMA, a; son variables aleatorias i.i.d con media cero y varianza
finita 02 (Castano Velez (2016)) y :

(1—-B)* = i b; B’ (5-21)

= Si los polinomios ¢(B) y 6(B) tienen sus raices fuera del circulo unidad, y los valores
del pardmetro d se encuentran en el intervalo -1/2 < d < 1/2, d # 0 , el proceso
ARFIMA(p,d,q) es estacionario e invertible.(Castano Velez et al.| (2008))

= Sid> |1/2] el proceso en este caso serd no estacionario.

» La componente ARMA(p,q) del modelo ARFIMA es denominada la componente de
corto plazo.

» Finalmente se puede enunciar que los modelos ARFIMA se escriben en forma
semejante a los ARIMA, con la diferencia que en el modelo ARFIMA el parametro
de diferenciacién fraccional varfa entre (-0.5,0.5).
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Una de las propiedades principales de los sismos es que presentan un patron temporal
de ocurrencia, el cual se examina desde un punto de vista estadistico mediante el analisis de
los correspondientes catalogos sismoldgicos. Muchos estudios de estos catalogos en diferentes
zonas han demostrado que la distribucién temporal de los terremotos, en una regiéon por
lo general, sigue una distribucion probabilistica Poisson, lo que indica la independencia
temporal de los eventos sismicos registrados. (Corral (2004))

Dicha independencia temporal es una caracteristica que se presenta principalmente en
grandes terremotos, que se espera que ocurran como un proceso estacionario de Poisson
dentro de una zona determinada. Algunos autores también proponen modelos diferentes al
Poisson, que segun ellos son mas precisos y tienen en cuenta el pasado de la regiéon bajo
andlisis,como lo son los procesos de Markov.(Kosti¢ et al.| (2014)))

A diferencia de los modelos mencionados anteriormente, en los cuales se supone que los
terremotos son eventos independientes, también se ha abordado en diferentes investigaciones
el supuesto de que los terremotos podrian presentar un comportamiento cadtico, como
resultado de extensos andlisis de la teoria del caos. Son importantes los estudios realizados
por los autores Beltrami & Mareschal| (1993), los cuales trataron de encontrar un atractor
extrano de la serie de terremotos registrados entre 1969 y 1987 en Parkfield-California, la
cual es la zona de la tierra donde ocurren el mayor nimero de sismos y es llamado por
muchos como FEl pueblo de los terremotos dada su alta actividad sismica. No obstante los
investigadores no corrieron con suerte pues sus resultados resultaron confusos.

Matcharashvili et al.| (2000)) encontraron evidencia de atractores para los terremotos en
la region caucasica mediante el andlisis de tiempos entre eventos sucesivos. El resultado més
relevante de su estudio fue que la dindmica de los sismos en esta area se caracteriza por
una mezcla de comportamiento estocéstico y cadtico. Otros articulos donde se han abordado
tematicas importantes de sismologia y fractales son:

Siguiendo la linea del comportamiento cadtico y fractal presentes en los temblores,
Matsuzaki (1994)) presenta las principales leyes de potencia que caracterizan a los fenémenos
sismicos; entre ellas estan: La distribucion magnitud-frecuencia, la distribucion de energia
liberada, la distribucion de frecuencia de tamaifio de los sismos, la distribucion espacial de los
hipocentros, la ley de potencia de las réplicas las cuales poseen la caracteristica importante
de invarianza a escala y por ultimo la funciéon de correlaciéon de ocurrencia. Los anteriores
modelos pretendian explicar las caracteristicas fractales de los fenémenos sismicos en Japon.
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Patino Ortiz (2009), determiné que un anédlisis fractal era pertinente para describir la
actividad sismica presentada en la placa de Cocos en México en el periodo de 1988 a 2004;
aplicando diversos analisis a los datos obtenidos por el Instituto de Geofisica de la UNAM,
se logré encontrar varios resultados de interés desde el punto de vista estadistico-fractal:

= Se detectd valores menores a 1 para b y se observo que en cuanto a ocurrencia y
magnitud se presenté una distribucion que obedece a un ajuste de leyes de potencia.

= Se encontré que en cuanto a la energia liberada en forma de ondas sismicas y la
evolucion de este, se puede modelar mediante series de tiempo.

= Se logré determinar resultados importantes de autosemejanza en el proceso sismico,
esto es, la sismicidad esta organizada jerarquicamente presentando la misma estructura
en diferentes escalas de observacién, que es el comportamiento tipico de los fractales.

= Se evidenciaron correlaciones a largo plazo de magnitudes relacionadas con el
escalamiento dindamico de fluctuaciones de actividad sismica, esto permite el uso de
herramientas de la teoria de la rugosidad cinética para modelar y predecir fluctuaciones
de la actividad sismica.

Con el objetivo de combinar los métodos estadisticos y fractalesHough! (1995) elabor6 un
modelo hibrido que permite una distribucién fractal de ruptura de areas, este modelo consiste
en combinar el momento sismico y la magnitud de momento con la distribuciéon log-normal de
sismicidad. Esto con el fin de determinar la tasa esperada de terremotos moderados y grandes
en la regiéon metropolitana de los Angeles. Se espera que la mayor parte de la liberacion de
la energia sea absorbida por eventos poco frecuentes pero extremadamente grandes.

Montanari et al. (1997) plantearon el célculo del coeficiente de Hurst para determinar
si la serie de observaciones diarias, entre 1943 y 1994 correspondiente al afluente del Lago
Mayor ubicado entre los paises Italia y Suiza, presenta corta o larga memoria, en donde se
espera que la serie presente memoria larga dado que dicho proceso hidrolégico podria ser
asociado a un fenémeno natural.

En lo que respecta a la metodologias estadisticas como las series de tiempo, los procesos
de memoria larga son de gran utilidad para explicar fenémenos naturales estudiados en
geofisica, biologia y otras dreas del conocimiento. Uno de estos procesos son los modelos
ARFIMA. Estos modelos de memoria larga van méas alld de la presencia de caminatas
aleatorias o raices unitarias y su principal objetivo es tratar de explicar la correlacién
a largo plazo persistente en los datos de una serie de tiempo natural (Contreras-Reyes
& Palmal (2013)). El parametro d de diferenciacién fraccional de un proceso estocastico
ARFIMA(q,d,p), calculado por medio del algoritmo Whittle, es ademas un indicador de
memoria larga de los datos siempre y cuando d € (—1;0,5) (Contreras-Reyes & Palma

(2013)).
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En el campo de la fracatalidad ciertos fenémemos naturales, como los sismos, presentan
correlaciones o persistencias a largo plazo (Mandelbrot| (1977)), por ende, se cree que es de
vital importancia relacionar los procesos de memoria larga, como los ARFIMA, con la teoria
fractal mediante el calculo del parametro de diferenciacién fraccional d.

Para comparar el desempeno de estimar el pardmetro d bajo diferentes procedimientos,
Reisen et al.| (2001)) se plantearon como objetivo realizar un estudio de simulacién donde se
evaluaron un total de 5 métodos, de los cuales 4 de estos son estimadores semiparamétricos
(periodograma, periodograma suavizado, Robinson, GPH) y uno de ellos paramétrico
(Whittle). Para la identificacién y estimacién de los pardmetros de los diferentes modelos
ARFIMA los autores decidieron simular observaciones asumiendo una distribucion Normal
estandar. Para la aplicacién de cada uno de los procedimientos para el calculo de d, Reisen
et al.| (2001) asumieron un valor fijo para cada uno de los pardmetros involucrados en el
estadistico del procedimiento, esto se realizd puesto que el software BCONF que se utilizd
asi lo exigia.

Para comparar la eficiencia de las estimaciones del parametro d se examiné la desviacion
estandar, el error cuadratico medio, el sesgo y ademas las estimaciones se realizaron para
diferentes tamanos de muestra(n=150, n=300, n=10.000). Reisen et al. (2001)) concluyeron
que cuando se realizan las estimaciones con componentes AR y MA, los estimadores
semiparametricos resultaron ser méas precisos que el método e Whittle. El método Robinson
resulto ser siempre el que presento resultados mas desfavorables pues presentaba siempre
sesgo, error cuadratico medio y desviacion estandar mayor que el resto de procedimientos.
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7.1. Construccion del catalogo

En sismologia es de vital importancia la construcciéon de un conjunto de observaciones
en una area especifica a la que se le denomina catalogo. Estos catalogos se construyen sobre
regiones extendidas que a menudo se eligen como una cuestion de conveniencia, acceso y
representan a menudo fronteras politicas. (Udias & Mezcua (1986)))

El catalogo ha sido extraido de la pagina web de la Red Sismolégica Nacional de Colombia
la cual es de dominio publico. Este ademas de contar con la variable magnitud, tiene otras
variables de interés como fecha, hora exacta, coordenadas geogréficas(latitud y longitud),
profundidad, ubicacién politica(departamento y municipio) para cada uno de los eventos.

7.2. Método interpolacion de los datos

No es posible proceder con el andlisis usual de series temporales puesto que las
observaciones del catalogo no son susceptibles a ser analizados como una serie de tiempo
dado que estas no se encuentran uniformemente espaciadas, por lo cual no es posible aplicar
los modelos tradicionales de ajuste como lo son el ARMA, ARIMA, entre otros. Esto se debe
a que dichos modelos llevan consigo la premisa de que el conjunto de observaciones bajo
analisis deben ser equidistantes.

Aunque en la actualidad, existe un modelo llamado CARFIMA (Proceso de media mévil
fraccionalmente integrado y auto-regresivo en tiempo continuo) bajo el cual la premisa de
equidistancia de las observaciones no es un requisito. No obstante el modelo CARFIMA
lleva consigo calculos y aspectos tedricos con un alto grado de complejidad, el cual no esta
al alcance de este trabajo de grado.

Por suerte en la préactica se puede escoger algin método de interpolacion, que permita
construir nuevos puntos de datos dentro del rango de un conjunto discreto de puntos de
datos, y de esta manera transformar las observaciones en uniformemente espaciadas. Segin
Feigelson & Babu (2012)) se puede escoger algtin estadistico como método de interpolacién
tal como el Maximo, el Minimo, el Promedio.

En este informe se ha decidido trabajar con el Maximo diario, semanal y mensual, dado
que en el contexto del andlisis sismico es de importancia examinar aquellos eventos de gran
magnitud. Y en el contexto del andlisis fractal es importante encontrar algin indicio de
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apariencia similar en diferentes escalas, las cuales pueden ser temporales o de medicién.
Esto es de gran interes ya que Segun Mandelbrot| (2000) la autosimilitud o autoafinidad son
caracteristicas intrinsecas de los objetos fractales. Adicionalmente, con estas tres ventanas
temporales se dispone de un buen numero de datos que permiten el calculo de indicadores
fractales y permiten ver las series temporales en tiempo discreto y equidistante.

No se elige el promedio puesto que no tendria significado en un contexto practico ademas
que se estaria posiblemente cometiendo el error de relacionar sismos provenientes de distintos
origenes, mientra que con el minimo se estaria trabajando quizé con réplicas y no con sismos
importantes.

7.3. Analisis exploratorio de datos

Para cualquier investigaciéon cientifica se necesita una base de informacién resumida que
sirva de punto de partida y que facilite la identificacién de patrones que permitan responder
las cuestiones de interés.

Los datos objeto de andlisis son de naturaleza continua, y pertenecen a la variable de
interés magnitud, medida en la escala de Richter(rango de 0-10). Corresponden a eventos
sismicos registrados desde 1.996 hasta 2.017, en los departamentos de Boyaca, Norte de
Santander y Santander, para un total de 98.653 observaciones.

Se plantea como primer paso un analisis descriptivo de los datos obtenidos, incluyendo un
boxplot, estadisticos (tales como mediana, moda y cuartiles) y una representacién espacial
de los eventos analizados para las tres ventanas de tiempo, esto con el fin de determinar
si se cumple autosemejanza, propiedad esencial de los fractales. Posteriormente se calculara
un histograma del niimero de sismos por ano, el nimero de sismos por profundidad , y se
propone un analisis descriptivo por cada uno de los departamentos analizados con el fin de
determinar si existen diferencias significativas entre estos y asi caracterizar aiin mejor la zona
de estudio.

Como parte final del anélisis exploratorio se calculara el valor éptimo de la Magnitud de
Completitud por el criterio de la curvatura maxima, el histograma de frecuencias para todo
el conjunto de datos, el logaritmo del niimero de eventos desacumulativo y posteriormente
la estimacién de los parametros a y b de la relacion de Gutenberg y Richter para posterior
interpretacion desde el punto de vista sismoldgico.

7.4. Calculo de los indicadores fractales

En este etapa se calculan los principales indicadores de la teoria fractal. Después de
calcular estos coeficientes se interpretaran en el contexto de la sismologia. No es posible
calcular los indicadores fractales sin antes calcular el rezago dptimo y la dimension de
INSETCLON.
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7.4.1. Construccion de la dinamica caédtica

En sistemas dindamicos, el valor inicial del sistema se ve transformado con el tiempo,
y bajo ciertas condiciones se van acercando a un conjunto llamado atractor del sistema.
A veces ocurre que dicho atractor tiene una estructura fractal. Es de interés en esta etapa
encontrar el atractor asociado a la serie de datos.

La existencia y la dimensiéon de un atractor en una serie temporal puede ser tratada
mediante el método de dimensién de recuento por cajas (Box Counting), que se traté en
el marco tedrico. De otro lado, debido a que los atractores son regiones de convergencia en
el espacio de fase y la estabilidad de un sistema depende del comportamiento ulterior, la
serie de datos en el tiempo deberd ser suficientemente grande de tal manera que garantice
dicha convergencia y estabilidad. En este caso se cuenta con un total de 7.670,1.096 y 252
observaciones comprendidas entre los periodos 1.996 y 2.017.

7.4.2. Rezago o6ptimo

Segun |Gallego Valencia et al.| (n.d.) el cdlculo del rezago éptimo es apropiado mediante
la funcién de informaciéon mutua promedio (IMP).

La IMP mide la dependencia entre una variable aleatoria X con posibles valores x;, dado
que se conoce el comportamiento de otra variable Y con posibles valores y; :

P(xily;)

Plan) (7-1)

I(Jiz‘;yj) =

Donde P(xz;ly;) = P(X = X;|Y =y,) y P(x;) = P(X = x;) parai=1,2,...nyj=12,..m.

El procedimiento a seguir para el analisis de series de tiempo sera calcular la informacién
mutua promedio entre las observaciones de la misma serie analizada. Sea la serie diaria,
mensual y/o semanal igual a z,,, su IMP es igual a:

P(;|z;)

I(xg ) = P

(7-2)

Se considerard entonces como valor éptimo aquel valor que minimice la funcién de
Informacién Mutua Promedio(IMP).

7.4.3. Dimension de insercion

Mediante el calculo de la dimensién de insercion se busca determinar un niimero necesario
de coordenadas que permitan analizar el sistema de manera global. Se utiliza el algoritmo
de Caol (1997) para el célculo de esta dimension.
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Algoritmo de Cao ((Cao (1997))

Denominado también como el Método de Fualsos Vecinos Cercanos Promediados, y su
gran ventaja segun |Cao (1997) es que no se requiere més que el tiempo de rezago dptimo
para la implementacién de este.

Para el célculo de la dimensién de insercion de la serie y,, se debe despejar dy de la
ecuacion:

y(n) =1[s(n),s(n+1T),s(n+2T),...,s(n — (dg — 1)79)] (7-3)
Conn=1,....,N —(dg — 1)7p.

Después de despejar dy se procede con el calculo de la cantidad:

’ yn(d) = Yr(m.a)(d)]|

Donde || * || es la norma. Con la cantidad de la ecuacién anterior se calcula la funcién

(7-4)

promediada:
1 N—dry
Ed) = —— d :
@ =§—g 2 alnd) (7-5)
Y posteriormente:
E(d+1)
Ei(d) = ——— 7-6

A medida que el valor de la dimensién de insercién d crece, el valor del pardmetro Fy(d) se

estabiliza en un valor dy en caso de que la serie provenga de algun proceso deterministico.(Cao
(1997))

7.4.4. Calculo de la dimension fractal

Para el calculo de la dimension fractal de un conjunto de datos existen diversos
procedimientos. El mas popular de ellos es el Boz-Counting (conteo de cajas). El método
del recuento de cajas consiste en cubrir la imagen con una cuadricula y luego contar cuantos
cuadros de la cuadricula estan cubriendo parte de la imagen. Después se realiza de nuevo el
proceso anterior, pero esta vez usando una rejilla mas fina con cajas mas pequenas. Al reducir
el tamano de la cuadricula repetidamente, terminamos capturando con mayor precision la
estructura del patron.

Usando el método del conteo de cajas, la dimension fractal es de nuevo la pendiente de
la linea cuando trazamos el valor de log (N) en el eje Y contra el valor de log () en el eje X.
Donde N es el numero de cajas que cubren el patrén, y  es la ampliacion como se ilustra
en la Figura 1.



7.4 Célculo de los indicadores fractales 33

_"-Qe_‘ “__’;L
_-E -
|
[
Té
R
—
=
f
f
==
‘ﬁ’ﬁ

(1)

\ ; P
. J“ B g ] i a b
| i | "j

Figura 7-1: Box-Counting de un movimiento Browniano. Fuente:Breslin & Belward| (1999)

Algoritmo

Se implementa el método Box-Counting para el calculo de la dimension fractal. En primer
lugar se procede a seleccionar cuadros de longitud L que no se superpongan y cubran toda la
grafica, después se procede a contar cuantos (V) cuadros fueron necesarios para esto. Luego
se debe realizar este mismo paso pero con una longitud de cuadro § = L/2 y se repite este
procedimiento sucesivamente hasta llegar a § = L/2™. Donde mvarfa desde 0 hasta un valor
especificado, en este caso va hacer el valor de la dimension de insercion y L tomara el valor
de 7 o rezago 6ptimo. Luego se tabula los valores de la siguiente forma:

N & Ln(N) Ln()
Ny 6 Ln(Ny) Ln(%)
Ny, & Ln(Ny) Ln(L)

gl
N

|~

Np b Ln(N) In()

Tabla 7-1: Numero de cuadros por cada longitud de cuadro con sus respectivos logaritmos

=2

m

El siguiente paso es hacer una regresion lineal simple con Ln(%) como variable regresora
y Ln(N) como variable predictiva. El valor de la pendiente de esta recta serd la dimensién
fractal de la serie de tiempo en estudio.
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7.4.5. Calculo del coeficiente de Hurst

Los autores Plazas Nossa et al. (2014) describen el célculo del exponente de Hurst, y
explican que se realiza por medio del andlisis del Rango Reescalado (R/S),llamado asi por
Benoit Mandelbrot quien generalizé el trabajo de Hurst. Los pasos para calcular el exponente
de Hurst son los siguientes:

1. Dividir la serie de datos (N) en particiones (conjuntos de datos mas pequenos (n)).

2. Calcular los estadisticos de cada particién: la media , la desviacién de la media, la
suma acumulada de las desviaciones y finalmente la desviacién estandar S, para cada
particion.

3. Calcular el rango de cada particion

4. Realizar la tabla y gréfica del logaritmo natural del rango de cada particién (n) contra
el logaritmo natural del rango dividido entre la desviacién estandar (R/S) Reescalado.

5. Determinar la ecuacion o modelo de ajuste para la grafica. La pendiente obtenida en la
ecuacién es, en este caso, el exponente o pardmetro de Hurst (H). El ajuste del modelo
se realiza por medio de la regresion lineal.

In[Reescalado(R/S)] = In(A) + H  In(n) (7-7)

Donde In A es el intercepto y H es la pendiente de la recta de ajuste y es el exponente
de Hurst.

El valor del exponente de Hurst (H) estd delimitado entre 0 y 1, lo que explica que
el fenémeno se produjo debido a una invariancia del cambio de escala, que es una
caracteristica clave en las series de tiempo de tipo fractal.(Plazas Nossa et al. (2014))

7.4.6. Calculo de los exponentes de Lyapunov

El algoritmo propuesto para el calculo de los exponentes de Lyapunov es el propuesto
por Kantz & Schreiber| (2004)) el cual consiste en calcular el mayor exponente de la funcién
de exponentes de Lyapunov buscando todos las observaciones més cercanas, denominadas
vecinos, calculando la distancia promedio entre cada uno de los datos en funcién del tiempo.

El algoritmo calcula los valores de Lyapunov de la siguiente ecuacién:

1 < 1
S<T) = T ; In (m Z |$t+7' - xi+7|> (7_8)

€Uy
Donde x;, es un punto arbitrario de las series de tiempo; U; es un conjunto de
observaciones cercanas (vecinos); x; es un vecino puntual de x;; 7 es el tiempo de rezago
optimo y T es la longitud de las series de tiempo.
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Segun el valor del méximo exponente de Lyapunov, el tipo de movimiento de las érbitas
puede ser dividido en varios grupos (Kantz| (1994))):

Tipo de movimiento | Maximo Exponente de Lyapunov
Caos 0< A<
Ruido A =00
Punto fijo estable A <0
Ciclo de limite estable A=0

Tabla 7-2: Tipo de movimiento de acuerdo al valor del maximo exponente de
Lyapunov.Kantz| (1994)

Si un sistema determinista es perturbado por algiin tipo de ruido, su exponente maximo
de Lyapunov es infnito. En caso de que los exponentes maximos de Lyapunov tomen valores
entre (0, 00) sera evidencia suficiente de que el sistema tiene comportamiento cadtico y por
lo tanto existe un atractor extrano en el sistema.

7.4.7. Coeficiente de Entropia

Para una serie de datos la Entropia de Shannon se podria definir como una medida de
incertidumbre promedio, la cual se obtiene de la siguiente forma (Shannon| (1948))):

E=- ZpilOQQ(pi) (7-9)

Donde p; es la probabilidad de que en la serie se dé el valor 7.

Otra versién de esta medida en forma de una funciéon de densidad continua, podria darse
de la siguiente forma:

E=- / f(@)in [f(z)] dz (7-10)

Donde f(x) es la densidad en x y Q2 es el conjunto de valores que puede tomar z (Preckel
(2001)).

Para los dos casos mencionados se debe hacer una estimaciéon de la probabilidad de que
se dé un evento o valor:

= En el caso discreto se debe obtener una proporcién del evento ¢ en la serie de datos
(Wang et al.| (2015))).

= Para el caso continuo se debe estimar o asumir una funciéon de densidad que puede
tomar x, esto es calcular estimadores de los parametros de una funcién tedrica en
especifico en el conjunto de datos (Wang et al.| (2015)).
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» Esta funcion de probabilidad asumida debe de tratar de cumplir con el principio
maximo de entropia de Jayne el cual establece que cuando se tiene cierta idea
sobre la distribucion desconocida de los datos, pero no lo suficiente para definirla
completamente, se debe seleccionar una unica distribucién que logre conjuntamente,
maximizar la medida de entropia, al mismo tiempo que cumpla con los criterios de la
informacién conocida sobre la distribucién (Preckel (2001).

7.4.8. Mapa de Poincaré

Para el calculo del mapa de Poincaré se supone inicialmente que la serie temporal bajo
andlisis es un conjunto de observaciones resultantes de un muestreo uniforme de S(t), donde
S(t) es una medida (posiblemente ruidosa) de un sistema no lineal determinista.

Por ser los datos en estudio observaciones en el tiempo (magnitud maxima mensual,
semanal y diaria), estamos hablando de un sistema unidimensional. Para este caso los mapas
de fase se pueden generar mediante la representacién de la variable contra si misma, por lo
cual es necesario evaluarla con un retardo (7), es decir, X; contra X;,, (Gonzalez Obregon
(2002)). Por lo cual, se debe utilizar el rezago 6ptimo calculado de la informacién promedio
mutua (IPM).

Un aspecto importante de los mapas de fase es que ellos se ven afectados por la cantidad
de datos analizados que este caso varian de acuerdo a la ventana de tiempo analizada,
es decir, la graficacion es sensible de variar en funcién de las n-obervaciones a trabajar
(Gonzalez Obregén| (2002)). Sin embargo, se espera que al variar la escala de tiempo, los
mapas sean similares con el fin de corroborar la propiedad de autosemejanza.

(Gonzalez Obregén| (2002)) sugiere que para completar la informacién en los mapas de
fase es necesario aplicar los diagramas de Poincaré, los cuales poseen la caracteristica de que
cada érbita del atractor esta representada por un tnico punto.

Estos puntos estan proyectados sobre un plano perpendicular a las trayectorias del mapa
de fases, esto con el objetivo de obtener una visién en dos dimensiones del atractor del sistema
origianal (Gonzélez Obregén| (2002)). Con los maps de Poincaré se podra determinar si existe
un atractor extrano en cada una de las series y por lo tanto concluir que las series tienen
comportamiento cadtico.
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Figura 7-2: Seccién de Poincare del mapa de fases Volumen-Flujo de los registros ciclicos del
patron ventilatorio, normalizado respecto al tiempo. Fuente: Gonzalez Obregon
(2002)

7.5. Distribucion magnitudes sismicas

Para comprobar que la magnitud es una variable aleatoria, cuya funcién acumulada
de distribucion es exponencial se propone la construccién del diagrama de frecuencias.
Dicho diagrama consiste en trazar los datos de magnitudes en funcién del logaritmo de
las frecuencias acumuladas.

Con la ayuda de este histograma se define un umbral minimo, en este caso se utilizara
la magnitud de completitud (Mc). Después de elegir Mc se ajustaran los datos mediante la
relacion exponencial:

logio N(M) =a—bx M (7-11)

De la relacion anterior se estiman los parametros a y b.

7.6. Ajuste modelo ARFIMA

Se ajustarda un modelo ARFIMA para cada una de las series de tiempo (escala diaria,
semanal, mensual) mediante el método de estimacién de Whittle, el cual consiste en que
dado un vector Z = (Zy, ..., Z,)" con media cero y matriz de varianzas covarianzas X, se
calcula la funcién de log-verosimilitud:

L(0) [In|3| - Z2'%71 7] (7-12)

1
2
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El objetivo sera estonces minimizar la anterior funciéon de verosimilitud, aproximando
una parte de la expresién por medio de la funcién de densidad espectral (Artechel (2008))):

Linjs| = 2 /ooz (27 £5(\)]dA (7-13)
—Iin - n|am -
n 27 J_ o

Donde n es el numero de observaciones de la serie temporal, > es la matriz de
varianzas-covarianzas y fy(A) es la funcién de densidad espectral en la frecuencia . El
procedimiento a realizar para cada una de las series serd el siguiente:

1. Calcular la transformacién Box-Cox para estabilizar la varianza de la serie, dicha
transformacién se representa como:

7(z) = 4 (7-14)

De acuerdo al valor de A, se aplicaran las siguientes transformaciones:

Valores de A\ | Transformacion
-1 Z%
_05 squtZt
0 In(Z;)
0.5 sqrtZ,

Tabla 7-3: Tipos de transformacion Box-Cox

2. Identificar si la serie bajo andlisis presenta memoria larga, mediante la estimacion de
los exponentes de Hurst y GPH.

3. Verificar si las series presentan raiz unitaria mediante el calculo de los estadisticos
KPSS y Dick Fuller.

4. Diferenciar las series fraccionalmente con el exponente de Hurst.

5. Ajuste de modelo ARFIMA(p,d,q) para p,q € {0,1,2}, como pardmetro de
diferenciacion se utilizara la estimacién del coeficiente de Hurst y la prueba de memoria
larga GPH, donde p es el orden del polinomio caracteristico autorregresivo y q es el
orden del polinomio de media movil.
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Estimador GPH: Geweke & Porter-Hudak(1983)

El GPH es un estimador semiparamétrico para el parametro de diferencicacién
fraccional d, ademas puede ser empleado para contrastar la hipétesis de memoria larga.

Segun (Castano Velez et al| (2008)) la estimacion del parametro de diferenciacién
fraccional Geweke & Porter-Hudak es la siguiente: se debe empezar con la densidad
espectral del proceso ARFIMA((p,d,q), y tomando su logaritmo natural se obtiene:

Inf.(wj) = din|l — e~ ™|+ In fy (w;) (7-15)

Los autores muestran que para w; cercanas a cero, es decir, j=1,2,..., m <<(n/2) y tal
que m/n— >0, cuando n— > 0o, la estimacién de d se basa en la regresiéon OLS de:

Y;‘ :C+de+€j (7—16)

donde

Vmlnh) i =it (7-17)

y donde:

» Las e; son variables aleatoria i.i.d.
» w; son las frecuencias de Fourier w; = 27 , j=1,2,...,[n/2]

= El nimero de observaciones en la regresion es m = n® con 0 < a < 1.

6. Eleccion del mejor modelo por medio de los criterios de informacion Akaike, Hannan
Quinn y Schwarz. Se seleccionard aquellos modelos con menor valor para los tres
criterios anteriores.

El criterio Akaike para los modelos ARFIMA es igual a:

AIC(&) = —2[logL(&) — (p+ ¢ + 1)] (7-18)

Donde Q = (d, ¢y, ...gbAp, b1, ..., 9;,) y & C . Se incentiva a modelos més parsimoniosos
mediante la penalizacién (p+q+1).

El criterio de informacion Hannan Quinn corresponde a la solucion de la ecuacién:

E
HQC = nlog (%) + 2% (p+q) * loglogn (7-19)
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donde k es igual al nimero de pardmetros (p y ) del modelo, n el nimero de
observaciones y SC'E es la suma de cuadrados del error.

Mientras que el criterio de Schwarz o criterio de informacién bayesiano (BIC) es igual
a:

BIC = —2In(L) + (p + q) * In(n) (7-20)

Donde n es el numero de observaciones, k el nimero de parametros del modelo y L es
el maximo valor de la funcion de maxima verosimilitud.
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8.1. Anadlisis exploratorio

Se procede inicialmente con el calculo de los principales estadisticos descriptivos de la
variable magnitud en la escala de Richter, la cual es una medida que indica la cantidad de
energia liberada en el foco (Espindolal (1994))). Se procede a describir dicha variable en las
tres ventanas de tiempo (maximo diario, méximo semanal, maximo mensual), para descubrir
indicios de autosimilitud o autoafinidad, propiedad intrinseca de los fractales (Mandelbrot
(2000))).

Se observa comparativamente los departamentos de Santanader, Boyaca y Norte de
Santader en las tres escalas de tiempo, esto para describir posibles diferencias entre las
tres regiones de estudio. Adicionalmente se caracteriza la zona de investigacion teniendo en
cuenta la clasificacién de sismos (Torres| (2001))):

Menores a 3: Muy pequeno

De 3 a 3.9: Pequeno

De 4 a 4.9: Suaves o ligeros

De 5 a 5.9: Moderado

De 6 a 6.9: Fuerte

De 7 a 7.9: Muy fuerte

Sobre &: Extremadamente fuerte

En las Tablas 8-1, 8-2 y 8-3 se registran las principales estadisticas descriptivas de la
variable magnitud y en los diagramas de cajas de las grdficas §-1, 8-2 y 8-3 se observa
comparativamente la dispersién de los datos en los departamentos en mencion.
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Santander Boyacda Norte de Santander

Minimo 1.3 2.0 2.1
Cuartil inferior 2.9 2.8 2.9
Mediana 3.3 3.2 3.2
Cuartil Superior 3.7 3.7 3.6
Maéaximo 6.3 5.7 5.2
Tamano de la muestra 7259 224 155

Tabla 8-1: Magnitud Sismica Maxima Diaria

Se puede observar que en la escala diaria el departamento de Santander los movimientos
teliricos varian entre 1.3 y 6.3, es decir, se presentan en esta region sismos desde muy
pequenos hasta fuertes, en comparacion para Boyacd las magnitudes varian entre 2 y 5.7 y
para Norte de Santander varian entre 2.1 y 5.2, lo cual clasifica a estos sismos desde pequenios
hasta moderados para ambas zonas. Esta variabilidad se ve reflejada en los diagramas de
cajas, donde Santander presenta mayor cantidad de datos atipicos con respecto a Boyacd y
Norte de Santander. Cabe destacar que Santander concentra la mayor cantidad de sismos
registrados (95 %), lo que puede incidir en una mayor variabilidad de los datos.

00

Magnitud

00 ©

T T T
Santander Boyaca Norte de Santander

Departamentos

Figura 8-1: Diagramas de cajas Magnitud Maxima Diaria
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Santander Boyacda Norte de Santander

Minimo 2.9 3.3 3.1
Cuartil inferior 3.8 3.75 3.9
Mediana 4.100 3.900 4.2
Cuartil Superior 4.5 4.25 4.4
Maximo 6.2 5.7 5.2
Tamano de la muestra 1033 31 21

Tabla 8-2: Magnitud Sismica Maxima Semanal

Se puede observar que para la escala semanal se presenta la misma clasificacion que
en la escala diaria, se registraron desde sismos muy pequenos hasta sismos fuertes en
el departamento de Santander (magnitudes entre 2.9 y 6.2). Para Boyacd y Norte de
Santander los sismos son clasificados desde pequenos hasta moderados ya que para ambos
las magnitudes minimas son mayores a 3 y sus magnitudes maximas son menores a 6. En
los diagramas de cajas, para esta escala, se puede ver que Santander tiene mayor cantidad
de datos atipicos y mayor variabilidad con respecto los otros dos departamentos. En esta
ventana de tiempo semanal, Santander sigue concentrando la mayor cantidad de sismos
registrados (95 %).
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Figura 8-2: Diagramas de cajas Magnitud Maxima Semanal
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Santander Boyacda Norte de Santander

Minimo 3.8 4.2 4.7
Cuartil inferior 4.4 4.5 4.925
Mediana 4.7 4.8 5.05
Cuartil Superior 5.1 5.45 5.125
Maéaximo 6.3 5.7 5.2
Tamano de la muestra 243 7 4

Tabla 8-3: Magnitud Sismica Maxima Mensual

Para la escala mensual la clasificacién de los sismos cambia un poco para los tres
departamentos, en Santander la clasificacion fue desde temblores pequenos hasta temblores
fuertes (magnitudes entre 3.8 y 6.3). En Boyacd y Norte de Santander la clasificacion fue
la mismas, se registraron desde temblores suaves o ligeros hasta temblores moderados.
Santander sigue registrando la mayorfa de los sismos, con un aproximado del (96 %), la
variabilidad es aparentemente mayor en Boyacd pero esto es enganoso porque en este

departamento se registraron 7 sismos en la escala de tiempo mensual, lo que equivale al
(2,8%) del total de los datos.
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Figura 8-3: Diagramas de cajas Magnitud Maxima Mensual

En la Figura 8-4 se pueden observar los Q-Q plots para la variable magnitud en donde
al parecer la variable no se comporta de manera normal en ninguna de las tres escalas pues
se evidencian colas pesadas, no obstante, esto debe ser comprobado con pruebas formales de
normalidad.
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Escala diaria Escala semanal Escala mensual

Quantiles muestrales
Quartiles muestrales
Quantiles muestrales

Quanties tedricos Quanties tegricos Quanties tedricos

Figura 8-4: Q-Q plots a diferentes escalas de tiempo

Para determinar si la variable magnitud se distribuye de manera normal, se aplica el
test de Jarque Bera para las escalas diaria y semanal mientras que para la escala mensual
se aplicard el test de Shapiro- Wilk, pues segiin Pedrosa et al. (2015)) el test Jarque Bera
es potente para tamanos de muestra grandes mientras que el test Shapiro Wilk lo es para
tamanos de muestra pequenos.

Para las tres series se obtiene un Valor-P=2.2e-16 < 0.05, es decir, que con un nivel de
significancia del 5 % se rechaza la hip6tesis nula de que la variable magnitud en escala diaria,
semanal y mensual sigue un comportamiento normal.

Continuando con el analisis exploratorio, se anade la Figura 8-5 en la que se encuentra
la ubicacién geografica de las observaciones para la variable magnitud de acuerdo a la
intensidad de las observaciones. Esto se realiza con el objetivo de determinar en que lugares
de la zona de estudio se registra una mayor cantidad de sismos.

Graficamente se observa que existe una conglomeracion de eventos en el departamento
de Santander, mas especificamente en las coordenadas Latitud:6.7561 y Longitud: -73.102 la
cual corresponde al municipio de Los Santos, el cual es el mas activo en cuanto a sismicidad
se refiere del territorio Colombiano segin |S.G.C| (2013)). Esto concuerda con las estadisticas
anteriormente presentadas, donde el departamento de Santander fue el que registro mayor
numero de eventos, con un 95 % de las observaciones en las tres ventanas de tiempo.

Ademads se observa que existen observaciones por fuera del territorio Colombiano
(Venezuela), esto se debe a que existen sismégrafos en la frontera con dicho pais. Aquellos
sismos que ocurren en el pais Venezolano son catalogados como si hubieran ocurrido en Norte
de Santander.
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Figura 8-5: Localizacion de los eventos

Se plantea ahora analizar si el niimero de sismos en el pais se incrementa a medida que
pasa el tiempo, para ello se calcula un histograma del nimero de sismos por ano.

En la Figura 8-4 se observa un incremento en el niimero de sismos registrados a medida
que avanza el tiempo(excepto en los anos 2014 y 2015). Este es un resultado enganoso pues
segun el Servicio Geologico Colombiano con el avance de la tecnologia se han podido instalar
nuevos sismografos en zonas donde no los habia con lo cual se incrementa la deteccién del
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numero de sismos y por lo tanto su reporte, es por ello que no es correcto afirmar que se
ha incrementado el niimero de sismos en el pais, tan solo se ha incrementado el poder de
deteccion sismoldgico.S.G.C (2015)). Como no se tiene la informacién de cuantos sismdgrafos
hay por ano, no se puede deducir si se ha incrementado la deteccién mas que el numero de
sismos.
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Figura 8-6: Numero de sismos por ano.

Posteriormente se realiza un histograma para la profundidad, para determinar la
naturaleza de los sismos. Se encuentra que los eventos registrados entre 1996-2017 son
principalmente de gran profundidad, entre 130-160 metros se presenta la mayor cantidad
de estos. Por lo cual se evidencia que la naturaleza de los mismos es de caracter profundo.

Después de revisar el catdlogo, se encuentra que los departamentos de Santander, Norte
de Santander y Boyaca recogen el 70.38 % de toda la informacién sismica, por lo cual se
decide enfocar el andlisis en estos tres departamentos. Ademas segin el Servicio Geoldgico
Colombiano estos departamentos son de especial importancia sismica pues la sismicidad en
estos es de cardcter profundo e intermedio atribuido a una posible antigua subduccion.
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Figura 8-7: Histograma de profundidad

8.2. Relacion Gutenberg y Richter

Con el fin de calcular los parametros a y b de la ya estudiada ecuacién de Gutenberg
y Richter se ha calculado inicialmente el diagrama de frecuencias junto con el diagrama de
frecuencias desacumulado en la Figura 8-6.

El diagrama de frecuencias se analiza mejor en una escala log-lineal como en la siguiente
figura. Se evidencia claramente una relaciéon lineal, entre las magnitudes 3 y 6.2, conocida
como la Ley de Gutenberg-Richter:
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Figura 8-8: Histograma de frecuencias

Dado que los eventos de gran magnitud son poco probables, el diagrama de frecuencias
registra una magnitud méaxima finita y posteriormente las frecuencias caen a cero para altas
magnitudes. Las frecuencias del centro del diagrama son una combinaciéon de datos que
describen un fenémeno real y datos derivados de la combinacién de premonitores/replicas y
eventos reales.

Del diagrama de frecuencias desacumulado, Figura 8-6 (b), se observa una tendencia
lineal. Se dice entonces que la magnitud de completitud es M.=3.1 obtenido por el método
de la maxima curvatura y sera definida como la magnitud més baja a la que se detectan el
100 % de los sismos. Adicionalmente se observa que el diagrama de frecuencias no contiene
recuentos para magnitudes por debajo de la sensibilidad absoluta de la red sismica, dicha
sensibilidad no es uniforme dando como resultado la reduccion gradual de eventos a bajas
magnitudes.

Posteriormente se restan a las magnitudes el valor correspondiente del M, (M; — M.), se
obtiene una relacion que aparenta ser una linea recta sobre la cual se calculan los coeficientes
de Gutenberg y Richter por Minimos cuadrados Ordianarios(MCO):

Los coeficientes de la Ley de Gutenberg y Richter son a=10.566 y b=2.536. Se evidencia
un valor b alto, lo que indica que en estos departamentos la actividad sismica es importante,
destacandose principalmente sismos de bajas magnitudes.

Se debe aclarar que cuando se traza la recta de la ley de Gutenberg y Richter, es
puramente con fines ilustrativos y con el fin decorroborar de que el valor b es razonable
con los datos, no seria correcto realizar una regresion sobre datos desacumulados, puesto que
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la regresiéon nunca debe ser realizada con este tipo de datos ya que estos no son observaciones
independientes entre si, al contrario, estan correlacionados con todos los eventos de mayor
magnitud, esto puede provocar que no se cumplan los supuestos basicos en la regresiéon lineal
estimada por Minimos cuadrados Ordianarios(MCO).

Por dltimo, se calcula el valor b para todos los sismos registrados en el territorio
colombiano entre 1996 y 2017; se obtiene que b=2.347 Se observa que dicho valor es muy
similar para los tres departamentos que se analizaron anteriormente. Esto es un fuerte indicio
de que la actividad sismica del pais parece estar fuertemente influenciada por estos tres
departamentos.

Diagrama de frecuencias acumulado

—— y=-2.536*M+10.568

Log ndmero de sismos acumulado

T T T T
0 1 2 3

Magnitud

Figura 8-9: Diagrama del logaritmo de frecuencias

8.3. Deteccion de caos en series temporales

Se procede al calculo de indicadores fractales para Santander, Norte de Santander y
Boyacé para las tres series a escalas diferentes (Diaria, semanal y mensual). Antes de calcular
cualquier coeficiente es necesaria las estimacion del rezago 6ptimo y la dimension de insercion.
Los diferentes coeficientes han sido calculados con el software [Team et al.| (2013).

8.3.1. Tiempo de retardo

Para el calculo del tiempo de retardo 6ptimo 7 el método a emplear sera seleccionar
el rezago en el que la funcién de autocorrelacion de Informuciéon mutua promedio decae
significativamente a 0. Kantz & Schreiber| (2004])
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En la Figura 8-8 se han adjuntado las funciones de informacién mutua promedio donde
se evidencia que para las tres series después del primer rezago la IMP es menor que el limite
de significancia(linea color verde):

Escala diaria Escala semanal Escala mensual

08
i

06

04

02

T T T T T T T T T
0 1000 2000 3000 0 100 200 00 400 500 0 20 40 60 80 100 120

Rezago Rezago Rezago

Figura 8-10: Calculo tiempo de rezago éptimo

Con la ayuda del software R y el paquete ’fractal’ se implementa dicho método y el
resultado es que el valor optimo de 7 es igual a uno, para las tres series bajo analisis, lo cual
concuerda con la Figura §-8. De la Figura §-8 se evidencia también una baja correlacién que
se mantiene a lo largo del tiempo, lo cual indica posible memoria larga la cual se verificara
con la estimacion de los coeficientes de Hurst y GPH.

8.3.2. Dimension de insercion

Se podria pensar que la mejor decisién seria elegir una dimension alta, sin embargo
esto puede generar algunos problemas como la necesidad de una mayor cantidad de datos
para asegurar un mejor modelado de la trayectoria, ademas de que con cada unidad
aumentada en la dimensién se aumenta la cantidad de ruido introducida. (Velasquez Ceballos
& Restrepo Restrepo| (2012))

Se implement6 el algoritmo de Cao para el calculo de la dimensién de inserciéon m. En
la Figura 8-11 se pueden observar los valores para la funcién Fi(d) y se puede observar que
dichos valores empiezan a estabilizarse para d=12 y por lo tanto se concluye que m=12. Se
observa ademas que los valores de la funcién Fs(d) oscilan siempre alrededor de uno y por
lo tanto la serie diaria es de naturaleza estocéstica.
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Figura 8-11: Célculo dimensién de insercion escala diaria

Realizando un andlisis similar resulta que las series semanal y mensual son de naturaleza
determinista solo que los valores de m difieren un poco pues para la serie semanal m=11
mientras que para la serie mensual m=9.
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Figura 8-12: Célculo dimensién de insercién escala semanal y mensual
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8.3.3. Grafico de recurrencias

En el eje x se representan las ¢ observaciones . En el eje y se representa el retardo 7 entre
las observaciones. Cada par de valores de la grafica corresponde a un par de observaciones
(Xi, Xiyr). Si tiene una valor negativo, el punto (X;, X;,,) correspondiente se representa
en negro. Si tiene un valor positivo, el punto (X;, X;,,) respectivo se representa en blanco.
El comportamiento cadtico se detectara por la presencia de lineas horizontales en la gréfica
para el valor de 7 en el eje de ordenadas.(Sepulveda/ (2004)))

Se calculan ahora los graficos de recurrencia para las series a diferentes escalas de tiempo
y al frente de cada uno de ellos un grafico de recurrencias de una serie de observaciones
Ruido Blanco del tamano respectivo de cada una de las series bajo analisis, esto con el fin
de examinar el comportamiento cadtico y compararlo con un comportamiento aleatorio:

Se observa que existe presencia de lineas blancas horizontales para las tres escalas de
tiempo, lo cual indica que en estas series existe comportamiento cadtico. Asi mismo, se
observa una notable diferencia entre el grafico de recurrencias de las series de magnitudes
y de los Ruido Blanco, pues mientras las lineas horizontales en el grafico de recurrencias
para las series Ruido Blanco se encuentran distribuidas uniforme, para las series de las
magnitudes las lineas horizontales(como las verticales) tienden a conglomerarse en la parte
inferior izquierda.
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Tabla 8-4: Grafico de recurrencias en diferentes escalas de tiempo Vs Ruido Blanco
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8.3.4. Dimension fractal

Se implemento el método de Box-Counting con el cual se encontré que la dimension
fractal aumenta a medida que se reduce la escala de tiempo (entiéndase en reduccién de la
escala de tiempo como en pasar por ejemplo de la escala Mensual a la Semanal y por lo tanto
aumenta el nimero de observaciones).

De la Grdfica 8-13 se puede observar que la serie Diaria presenta un mayor grado de
Complejidad que el resto de las series ya que el D para el maximo diario fue de 1.76, en cambio
para las otras dos series, semanal y mensual, fueron menores, 1.73 y 1.70 respectivamente.
Esto se debe a que la serie Diaria contiene mayor informacién de la Serie Total(n=98.623)
y por lo tanto es capaz de explicarla en mayor proporcién mientras que el resto de las series
son mas generales y por lo tanto menos complejas.
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Figura 8-13: Dimension fractal para el médximo y diferentes escalas de tiempo
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Ademads dado que la dimension fractal disminuye (aunque relativamente poco) a medida
que se incrementa la escala, se evidencia que existe un atractor asociado a una dinamica
cadtica en cada ventana del tiempo (Diario, Semanal y Mensual). Debido a que este cambio
es relativamente pequeno, se puede decir que la dimension fractal no cambia, lo cual indica
autosimilaridad, la cual es una caracteristica propia de los fractales asociada a la invarianza
a diferentes escalas.

La dimension fractal en términos geométricos es expresada como una proporcion entre
dos dimensiones topoldgicas consecutivas, en la que un objeto llena el espacio y que tan
rugoso es este. Por lo tanto se identifica que la serie diaria es mas rugosa que el resto,
seguida de la semanal y posteriormente la mensual. Ademas, la serie diaria presenta mayores
variaciones y por lo tanto en la escala diaria se evidencia mayor amenaza sismica que en el
resto de series.

8.3.5. Coeficiente de Hurst
El coeficiente de Hurst sera empleado para detectar memoria a largo plazo en cada una
de las series.

A continuacién se adjunta el calculo de coeficiente de Hurst para diferentes escalas de
tiempo por el método del rango escalado:

Método Diario Semanal Mensual
HG:aproximacién general de R/S 0.7710  0.7411 0.7145

Tabla 8-5: Calculo del coeficiente de Hurst para diferentes escalas de tiempo

Se observa entonces que a medida que se aumenta la escala de tiempo se produce una
reduccion del coeficiente de Hurst estimado esto se debe a que se reduce el ntmero de
observaciones de las series.

A pesar del anterior fenémeno, todos los coeficientes son superiores a 0.5, lo cual es razén
inequivoca de que las series tienen la propiedad de la persistencia para cualquier lapso de
tiempo las observaciones futuras tienen correlacion en relacion con las pasadas, lo cual indica
que las series no se comportan Ruido Blanco, que existe algtin tipo de dependencia entre los
datos, que los valores tienden a mantenerse en el tiempo y por supuesto que las series tienen
memoria larga.

Ademas, se puede concluir que estas series corresponden a un proceso correlacionado, lo
cual indica que a un proceso de crecimiento le sigue con mayor probabilidad otro proceso de
similar crecimiento, es decir, que si por ejemplo se presenta un periodo de tiempo con fuerte
actividad sismica es mas probable que en el proximo periodo de tiempo también se presente
una alta actividad sismica.
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Puesto que las series presentan un comportamiento persistente, existe un indicio de que
el sistema se comporta de manera cadtica. Esto se debe a que existe alta sensibilidad al
cambio en las condiciones iniciales del proceso generador de la serie de tiempo. Aunque este
es un primer indicio de caos, debe ser evaluado frente el resto de coeficientes para determinar
si al final todos concluyen lo mismo.(Gallego Valencia et al.| (n.d.))

8.3.6. Entropia

A continuacién se han calculado los coeficientes de Entropia para las diferentes escalas:

Diario Semanal Mensual
1.8695 1.6614 1.2825

Tabla 8-6: Calculo del coeficiente de Entropia para el maximo y diferentes escalas de tiempo

Se observa como la serie correspondiente a maximos diarios, sigue presentando un
comportamiento méas cadtico que el resto como ha sucedido con el resto de indicadores
fractales, y a medida que se reduce la escala el coeficiente de entropia como se reduce y por
lo tanto representa que la serie es menos irregular y caotica.(Sepulvedal (2004))

8.3.7. Exponente de Lyapunov

Se procede entonces ahora calcular los exponentes de Lyapunov para cada una de las
series, recordando que este indicador no es un valor puntual si no una funcién, donde se
tendran tantos valores de Lyapunov como nimero de observaciones con las que se trabajen:
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Figura 8-14: Calculo del coeficiente de Lyapunov para el maximo y diferentes escalas de
tiempo

Después de analizar las graficas se puede concluir que para las todas las escalas se
presenta un Maximo valor de Lyapunov que se encuentra en el intervalo (0,00) lo cual indica
que las series presentan comportamiento cadtico. Sin embargo las escalas Diaria y Semanal
son aquellas que presentan mayor comportamiento cadtico, pues en la serie Mensual el valor
del maximo exponente de Lyapunov es apenas mayor a cero.

La presencia de un exponente de Lyapunov positivo indica que orbitas cercanas
divergen exponencialmente en una determinada direccion, lo que constituye un rasgo de
un comportamiento cadtico. Naturalmente, dos trayectorias no pueden separarse mas alla
del tamano del atractor, es suficiente con que el mayor exponente de Lyapunov sea positivo,

para considerar la presencia de un comportamiento cadtico.(Sepulvedal (2004))

De esta manera, si el exponente es negativo existe evidencia suficiente de que el
comportamiento de la serie es regular, mientras que si el exponente es positivo de que el

comportamiento de la serie es caético.(Sepulveda (2004)))

Los exponentes de Lyapunov son una medida cuantitativa de la sensibilidad de un sistema
ante cambios en las condiciones iniciales.

8.3.8. Mapa de Poincaré

Se han calculado los gréaficos de Poincaré en principio para la serie total de los
departamentos de Santander, Norte de Santander y Boyacd con n=98.123, cada una de
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estas serd comparada con un Mapa de Poincaré de un Ruido Blanco con igual nimero de
observaciones a la serie respectiva para determinar si existe un atractor o si por el contrario
los datos son aleatorios.

Los resultados son los siguientes:

Serie total Serie total Ruido blanco

Figura 8-15: Mapa de poincaré para la serie general

Posteriormente se calcula el mapa de Poincaré para las tres escalas de tiempo:

Escala diaria Escala diaria ruido blanco
<
=]

Figura 8-16: Mapa de poincaré serie diaria
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Figura 8-17: Mapa de poincaré serie semanal
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Figura 8-18: Mapa de poincare para el maximo diario

Después de analizar los gréficos, es claro como los mapas de datos Ruido Blanco tienden
a llenar todo el espacio, lo cual indica que su comportamiento no es cadtico, lo cual se debe
a que los datos analizados son aleatorios.

En cuanto a la serie en escala diaria se observa como los puntos de las trayectorias
descritas por el mapa de poincaré convergen a un valor puntual, lo cual es evidencia a favor
de que existe un atractor en esta serie, lo cuan indica que la serie diaria tiene comportamiento
caotico lo cual apunta a que no sea posible la modelacién y prediccién del proceso en el campo
de las series temporales.

Para las series semanal y mensual no se evidencia la existencia de un atractor, esto se
debe posiblemente al numero reducido de observaciones de las series, y por lo tanto no es
posible describir la trayectoria del sistema en plenitud.
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8.4. Aplicacién series de tiempo

Serie diaria

Se procede inicialmente a graficar la serie de tiempo para analizar estacionariedad:

Maximo Diario

Magnitud

0 2000 4000 6000

Dias

Figura 8-19: Serie Méximo diario

Podemos observar que la serie presenta muchos picos, ademas se observa inestabilidad
en su varianza. Por lo anterior existen indicios de que la serie no es estacionaria. Se aplica
la transfomacion Box-Cox con el fin de estabilizar la varianza:

Figura 8-20: Transformacién Box-Cox serie diaria
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Dado que la estimacién del valor A es igual a A=-0.080, la trasformaciéon més adecuada
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es el logaritmo natural de la serie original, de acuerdo con la tabla 7-1 de la seccién de la
Metodologia.

Se plantea ahora si es necesario una o mas diferenciaciones de la serie transformada,
por lo cual se hace uso de las pruebas Dickey-Fuller Aumentada (DFA) y KPSS. La
prueba DFA contrasta las hipdtesis Hp: La serie no es estacionaria en media (necesita
una diferenciacién) X;I(1) vs Hj: La serie es estacionaria en media (no necesita una
diferenciacion)) X;1(0). Lo mismo sucede para la KPSS pero se invierten las hip6tesis nula y
alternativa. A continuacion se presenta los resultados de los contrastes:

Estadisitico KPSS test: 9.917628
Estadisitico DFA test: -0.539743

Niveles DFA KPSS
1% -2.56  0.739
5% -1.94  0.463
10% -1.62 0.347

Tabla 8-7: Valores criticos test DFA y KPSS serie diaria

Como el |[DFA| = 0,539743 es menor que el valor absoluto de todos los valores criticos,
entonces no se rechaza Hy, es decir, la serie no es estacionaria en media, por lo cual se
necesita una diferenciacién, este resultado se respalda con el estadistico KPSS test, donde
KPSS = 9,917628 este es mayor a todos los valores criticos, por lo cual se rechaza Hy, es
decir, hay por lo menos una raiz unitaria en la serie.

Figura 8-21: Serie diaria transformada y Diferenciada
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Se evidencia que la escala de la serie transformada y de la serie diferenciada se
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reducen bastante en comparacién con la de la serie original por lo cual se intuye que la
transformaciones fueron adecuadas.

Se analiza ahora si la serie diaria original presenta memoria larga, para ello se calcula
inicialmente la FAC y la FACP del proceso bajo estudio (Figura 8-22).

Serie diaria

0.10
L

FAC

0.00

Lag

FACP
-0.02 004 0410

T T
0 20 40 60 80

Lag

Figura 8-22: FAC y FACP serie diaria

Se puede observar que la ACF decae muy lentamente a cero y >~ |px| no converge,
segtn |Hosking| (1981)) en este caso se dice que la serie tiene memoria larga. Para comprobar
dicho resultado, se propone la estimacion del coeficiente de Hurst y GPH. En la seccién
anterior se encontré que el coeficiente de Hurst es mayor a 0.5 para la serie diaria, se
concluye que la serie presenta memoria larga y por lo tanto la serie debe ser diferenciada
fraccionalmente.

Para corroborar la presencia de memoria larga en las series, se aplica el criterio Geweke-
Porter Hudak “s; para ello se calcula el estimador GPH para contrastar las hipotesis, donde
Hy:d=0 vs H,:d>0, de donde se obtiene que:

depn desv(cfg rH) t= ddG—”f Valor critico
esv.est(dgpm)
0.53294 0.07505 7.1011 1.644854

Tabla 8-8: Estimacion coeficiente GPH serie diaria

Como el estadistico t es mayor al valor critico, es decir que para un nivel de significancia
a = 5%, se rechaza la hipdtesis nula, es decir, d > 0 y por lo tanto existe evidencia estadistica
suficiente para decir que la serie de escala diaria presenta memoria larga.
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Ahora se procede a diferenciar la serie fraccionalmente mediante el coeficiente de Hurst,
con el objetivo de observar la funcién de autocorrelacién y la funcién de autocorrelacién
parcial para posteriormente ajustar un modelo ARFIMA(p,d,q).

Series df_dZ
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Figura 8-23: FAC y FACP serie diaria transformada y diferenciada fraccionalmente

Se ajusta los modelos ARFIMA(p,d,q) para p,q € {0,1,2} y el d se toma como el

por medio de los criterios de informacién Akaike, Schwarz y Hannan-Quinn:

p q C. Akaike Schwarz Hannan-Quinn
0 1 1.802007 1.803825 1.802631
0 2 1776812  1.779538 1.777747
1 0 1.860881  1.862698 1.861504
1 1 1.767007 1.769734 1.767943
1 2 1762541 1.766177 1.763789
2 0 1.821532  1.824258 1.822467
2 1 1.763884  1.767520 1.765132
2 2 1.760915 1.765460 1.762474

coeficiente de memoria larga para la serie diaria Hurst = 0,7710. Se elige el mejor modelo

Tabla 8-9: Criterio de seleccion Akaike, Schwarz y Hannan-Quinn de la serie diaria

El AR(2) y M A(2) tuvo el valor minimo para los tres criterios de informacién, por lo

cual se escoge el ARFIMA(2,0.7710,2) para describir la serie diaria. Ahora se procede a
mostrar los paramentos estimados para este modelo, sus respectivas desviaciones estandar y
sus niveles de significancia (P-valores).
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Variable Coefficient Std. Error t-Statistic  Prob.
AR(1) 1,046328 0,077024 13,58449 00,0000
AR(2) —0,185485 0,043051 —4,308506 0,0000
MA(1) —1,495210 0,074700 —20,01627 0,0000
MA(2) 0,525146 0,066316 7,918784 0,0000

Tabla 8-10: Parametros estimados, desviacién estandar y nivel de significancia

Como se puede observar en la tabla 8-10 todos los coeficientes estimados fueron

significativos a un nivel de significancia o = 5%. Ahora se procede analizar si este modelo

cumple con los supuestos bésicos de los errores tales como normalidad (Prueba Jarque-Bera),

homocedasticidad (prueba Arch) e independencia (prueba Q-Ljung Box).

Figura 8-24: Analisis normalidad serie diaria
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Series: Residuals
Sample 1 7637
Observations 7637

Mean 0.008055
Median -0.060662
Maximum 3.159745
Minimum -1.894869
Std. Dev. 0.583212
Skewness  0.712904
Kurtosis 3.806009

Jarque-Bera 9023619
Probability  0.000000

Se evidencia que el modelo estimado no cumple con el supuesto de normalidad, ya que

el P-valor para la prueba Jarque-Bera dio cero, es decir, a un nivel de significancia o = 5 %

se rechaza Hy : los residuales se distribuyen de forma normal. Ahora se analiza si las raices

de los polinomios autorregresivos y de media mévil estan dentro del circulo unitario inverso:
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Figura 8-25: Raiz unitaria serie diaria
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ARMA model is invertible.

Se comprueba que las raices estan por dentro del circulo unitario inverso, lo que indica
que el modelo estimado cumple con la propiedad de estacionariedad e invertibilidad. Ahora
se analizan los residuales del modelo:

I S ————, S

T T T T T T
1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000

— Residual —— Actual — Fitted

Figura 8-26: Residuales serie diaria

En la figura 8-26 se observa una variacion de los residuos de -2 a 2 con una mayor
concentracion alrededor de 0, y una ligera cola hacia valores positivos como se muestra
también en la figura §8-24. Esto podria indicar el porque no se cumple el supuesto de

normalidad.
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Q-Ljung Box ARCH
0.5041 0.3473

Tabla 8-11: Independencia y homocedasticidad de los residuales

En la figura 8-26 se muestra como los residuales, aparentemente, presentan varianza
constante pero esto se comprueba mediante la prueba ARCH la cual arrojo un p-valor de
34,73 % el cual, contrastandolo con un nivel de significancia o = 5 %, hace que no se rechace
Hy : los residuales son homocedasticos. Por ultimo se observa el supuesto de independencia
de los residuales mediante la prueba Q-Ljung Box la cual arroja un p-valor mayor que el
5%, lo cual indica que estadisticamente los residuales son independientes entre si.

Como conclusion se puede decir que el modelo es bueno en casi todo pero falla en un
supuesto clave, el de normalidad de los residuales, el cual puede ser por la gran cantidad
de datos (7638) o porque la distribucién de los errores es diferente a la normal, por lo cual
se podria utilizar una distribucién de valores extremos, dado que se esta trabajando con el
maximo diario, pero esto se dejara para investigaciones posteriores porque la idea en esta
parte del trabajo es contrastar los supuestos clasicos de los residuales.

Serie semanal

Se procede inicialmente a graficar la serie de tiempo para analizar estacionariedad:
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Figura 8-27: Serie Maximo semanal

Analogamente como se hizo con la serie maximo diario se aplica la transfomacion
Box-Cox para estabilizar la varianza:
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Figura 8-28: Transformacién Box-Cox serie semanal

Dado que A=-0.404, la trasformacién mas adecuada es 1/y/z

Posteriormente se verifica si es necesario una o mas diferenciaciones de la serie
transformada, por lo cual se utilizan de nuevo las pruebas Dickey-Fuller Aumentada (DFA)
y KPSS. Las hipétesis de investigacion son las siguientes; Hy: La serie no es estacionaria
en media (necesita una diferenciacién)X;I(1) vs Hy: La serie es estacionaria en media (no
necesita una diferenciacion))X;1(0). Para la prueba KPSS se invierten las hipétesis:

Estadisitico KPSS test: 3.654445
Estadisitico DFA test: -0.004190

Niveles DFA KPSS
1% -3.43  0.739
5% -2.86  0.463
10%  -2.57 0.347

Tabla 8-12: Valores criticos test DFA y KPSS serie semanal

El Estadistico KPSS test es mayor para los valores criticos de significancia 1%, 5% y
10 % se rechaza Hy, es decir, la serie no es estacionaria en media a niveles de significancia
1%, 5% y 10 % por lo cual se necesita diferenciacion, este resultado se respalda con la prueba
DFA donde no se rechazo H, para los tres niveles de significancia.
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Figura 8-29: Serie semanal transformada
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Se evidencia que la escala de la serie transformada y de la serie diferenciada se reduce
en comparacién con la de la serie original, lo que intuye que las transformaciones fueron
pertinentes.

Se analiza ahora si la serie semanal presenta memoria larga, para ello se calcula
inicialmente la FAC y la FACP del proceso bajo estudio (Figura 8-31).
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Figura 8-30: FAC y FACP serie semanal

La ACF decae muy lentamente a cero y » .- |px| no converge, segin Hosking (1981)
la serie tiene memoria larga. Para comprobar dicho resultado, se propone la estimacién del
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coeficiente de Hurst y GPH. El coeficiente de Hurst para la escala Semanal es igual a 0.7411
por lo cual la serie tiene memoria larga.

Se aplica ahora el criterio GPH para contrastar las hipotesis Hy:d=0 vs H;:d>0, de
donde se obtiene que:

depn desv(aig pH) t= ddG—P’? Valor critico
esv.est(dgpr)
0.4558 0.1321 3.4505 1.644854

Tabla 8-13: Estimacion coeficiente GPH serie semanal

Como el estadistico ¢t es mayor al valor critico, es decir que para un nivel de significancia
a = 5%, se rechaza la hipétesis nula y por lo tanto existe evidencia suficiente de que la serie
de escala semanal presenta memoria larga.

Ahora se procede a diferenciar la serie fraccionalmente mediante el coeficiente de Hurst,
con el objetivo de observar la funcién de autocorrelacién y la funcién de autocorrelacién
parcial para posteriormente ajustar un modelo ARFIMA(p,d,q).
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Figura 8-31: FAC y FACP serie semanal transformada y diferenciada fraccionalmente

Ajuste de modelo ARFIMA (p,d,q) para p,q € {0,1,2} y el d = 0,7411 (coeficiente de
Hurst). Se realiza la eleccién del mejor modelo por medio de los criterios de informacion
Akaike, Schwarz y Hannan-Quinn:
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p q C. Akaike Schwarz ~ Hannan-Quinn
0 1 -4.221901 -4.212771 -4.218446
0 2 -4.220655  -4.206961 -4.215474
1 0 -4.221863 -4.212733 -4.218408
1 1 -4.220952 -4.207257 -4.215770
1 2 -4.218959  -4.200700 -4.212050
2 0 -4.220596  -4.206901 -4.215414
2 1 -4.218947  -4.200688 -4.212038
2 2 -4.217505  -4.194680 -4.208868

Tabla 8-14: Criterio de seleccion Akaike, Schwarz y Hannan-Quinn de la serie semanal

El MA(1) tuvo el valor minimo para los tres criterios de informacién, por lo cual
se escoge el ARFIMA(0,0.7411,1) para describir la serie semanal. Ahora se calcula los
paramentos estimados para este modelo, sus respectivas desviaciones estandar y sus niveles
de significancia (P-valores).

Variable Coefficient Std. Error t-Statistic  Prob.

MA(1) 0,029340  0,027167  1,079982 0,0000

Tabla 8-15: Pardmetros estimados, desviacion estandar y nivel de significancia

Como se puede observar en la tabla 8-15 el coeficiente estimados para el M(1) fue
significativo a un nivel de significancia a = 5%. Ahora se procede analizar si este modelo
cumple con los supuestos bésicos de los errores tales como normalidad (Prueba Jarque-Bera),
homocedasticidad (prueba Arch) e independencia (prueba Q-Ljung Box).
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Maximum 0.081645
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30 Skewness -0.170761
Kurtosis 2916950

Jarque-Bera 5.636282
10 Probability ~ 0.059717
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Figura 8-32: Serie semanal transformada
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Se evidencia que el modelo estimado cumple con el supuesto de normalidad, ya que el
P-valor para la prueba Jarque-Bera dio 0.0597, es decir, a un nivel de significancia o = 5 %
no se rechaza Hy : los residuales se distribuyen de forma mormal. Ahora se analiza si las
raices de los polinomios autorregresivos y de media movil estan dentro del circulo unitario
inverso:

Inverse Roots of AR/MA Polynomial(s)

054 1A Root(s) Modulus Cycle
@
§ -0.029340 0.029340
Z 0.0 4 .
= Mo root lies outside the unit circle
05 ARMA model is invertible.

Figura 8-33: Raiz unitaria serie semanal

Se comprueba que la raiz esta por dentro del circulo unitario inverso, lo que indica que
el modelo estimado cumple con la propiedad de estacionariedad e invertibilidad. Ahora se
analizan los residuales del modelo:

Figura 8-34: Residuales serie semanal
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En la figura 8-34 se observa una variaciéon de los residuos de -1 a 1 con una mayor
concentracion alrededor de 0 como se muestra también en la figura 8-32. Esto podria indicar
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el porque se cumple el supuesto de normalidad.

Q-Ljung Box ARCH
0.3041 % 0.1473

Tabla 8-16: Independencia y homocedasticidad de los residuales

En la figura 8-34 se muestra como los residuales, aparentemente, presentan varianza
constante pero esto se comprueba mediante la prueba ARCH la cual arrojo un p-valor de
14,73 % el cual, contrastandolo con un nivel de significancia o = 5 %, hace que no se rechace
Hy : los residuales son homocedasticos. Por ultimo se observa el supuesto de independencia
de los residuales mediante la prueba Q-Ljung Box la cual arroja un p-valor mayor que el
5%, lo cual indica que estadisticamente los residuales son independientes entre si.

Como conclusion se puede decir que el modelo estimado es bueno ya que cumple con
todos los supuestos clasicos y también con la propiedad de estacionariedad e invertibilidad.
Es curioso como el supuesto de normalidad no se cumplié en la serie diaria con 7638 datos
pero con la semanal si, 1096 observaciones, pero solo con niveles de significancia menores al

5%.

Serie mensual

Para la serie mensual se evidencia gréaficamente (Figura 8-35) que la serie en principio
no es estacionaria en media, pero la tendencia puede ser estocéastica o deterministica debido
a otras variables no consideradas en el analisis:
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Figura 8-35: Serie escala mensual
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Se aplica la transfomacién Box-Cox con el fin de estabilizar la varianza:

95%.
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Figura 8-36: Transformacién Box-Cox serie mensual

Dado que A=-1.373737, la trasformacién mas adecuada es 1/z.

Se verifica ahora si es necesario una o mas diferenciaciones de la serie transformada,
por lo cual se utilizan nuevamente las pruebas Dickey-Fuller Aumentada (DFA) y KPSS,

trabajadas anteriormente en el maximo diario y semanal.

Estadisitico KPSS test: 1.6988
Estadisitico DFA test: -0.006834

Niveles DFA KPSS
1% -3.46 0.739
5% -2.88 0.463
10% -2.57 0.347

Tabla 8-17: Valores criticos test DFA y KPSS serie mensual

Se evidencia que la serie no es estacionaria en media a niveles de significancia 1% , 5%

y 10 % por lo cual se necesita diferenciacién.
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Figura 8-37: Serie semanal transformada
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En la figura 8-37 se puede observar a la serie transformada con Box-Cox donde se
evidencia que la escala de la serie se ha reducido notablemente pero la tendencia se mantiene.
En la misma figura 8-37 se puede observar la serie ya diferenciada donde ya la tendencia
desaparecié.

Se analiza ahora si la serie mensual presenta memoria larga, para ello se calcula
inicialmente la FAC y la FACP del proceso bajo estudio (Figura 8-33).
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Figura 8-38: FAC y FACP serie mensual

De acuerdo con la ACF la serie parece tener memoria larga. En la seccién anterior se
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comprobd que los coeficientes de Hurst son mayores que 0.5, por lo cual la serie mensual es
persistente (memoria larga),se comprueba tal afirmacién con la estimacién de GPH:

depn desv(cZG rH) t= ddG—P’? Valor critico
esv.est(dgpm)
0.66977 0.2196 3.049 -1.644854

Tabla 8-18: Estimacion coeficiente GPH serie mensual

A un nivel de significancia del a=0.05 se rechaza la hipdtesis nula y por lo tanto existe
evidencia suficiente de que la serie de escala diaria presenta memoria larga. Ademds se
comprueba que la serie no es estacionaria en media pues dgpy > 0.

Ahora se procede a diferenciar la serie fraccionalmente mediante el coeficiente de Hurst,
con el objetivo de observar la funcién de autocorrelacién y la funcién de autocorrelacion
parcial para posteriormente ajustar un modelo ARFIMA(p,d,q).
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Figura 8-39: FAC y FACP Serie Mensual transformada y diferenciada

Se ajusta los modelos ARFIMA(p,d,q) para p,q € {0,1,2} y el d se toma como el
coeficiente de memoria larga para la serie diaria Hurst = 0,7145. Se elige el mejor modelo
por medio de los criterios de informacion Akaike, Schwarz y Hannan-Quinn:
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p q C. Akaike Schwarz ~ Hannan-Quinn
0 1 -4.890217 -4.862285 -4.878979

0 2 -4.888933 -4.847035 -4.872076

1 0 -4.892593  -4.864662 -4.881356

1 1 -5.006523 -4.964626 -4.989667

1 2 -4999116  -4.943253 -4.976641

2 0 -4.804386  -4.852488 -4.877529

2 1 -4.999085  -4.943221 -4.976609

2 2 -4.993873  -4.924043 -4.965778

Tabla 8-19: Criterio de seleccion Akaike, Schwarz y Hannan-Quinn de la serie semanal

El AR(1) y MA(1) tuvo el valor minimo para los tres criterios de informacién, por lo
cual se escoge el ARFIMA(1,0.7145,1) para describir la serie mensual. Ahora se procede a
calcular los paramentos estimados para este modelo, sus respectivas desviaciones estandar y
sus niveles de significancia (P-valores).

Variable Coefficient Std. Error t-Statistic  Prob.

AR(1) 1,000000  0,090094 11,09947  0,0000
MA(1) —1,000000  0,002071 —482,8213 0,0000

Tabla 8-20: Parametros estimados, desviacion estandar y p-valor

Después de ajustar el modelo se encuentra que todos los parametros de diferencicacion
resultaron significativos. Ahora se procede analizar si este modelo cumple con los supuestos
béasicos de los errores tales como normalidad (Prueba Jarque-Bera), homocedasticidad
(prueba Arch) e independencia (prueba Q-Ljung Box).

Figura 8-40: Normalidad serie mensual transformada
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Se evidencia que el modelo estimado no cumple con el supuesto de normalidad, ya que el
P-valor para la prueba Jarque-Bera dio 0.2264, es decir, a un nivel de significancia o = 5 %
No se rechaza Hy : los residuales se distribuyen de forma normal.

Ahora se analiza si las raices de los polinomios autorregresivos y de media movil estan
dentro del circulo unitario inverso:

Figura 8-41: Raiz unitaria serie semanal

Inverse Roots of AR/MA Polynomial(s)

1.0
AR Root(s) Modulus Cycle
054 1.000000 1.000000
No root lies outside the unit circle.
0.0+ . ARMA model is stationary
* MA roots
MA Root(s) Modulus Cycle
054
1.000000 1.000000
1.0 Nao root lies outside the unit circle.
ARMA model is invertible

Se comprueba que las raices estan por dentro del circulo unitario inverso, lo que indica
que el modelo estimado cumple con la propiedad de estacionariedad e invertibilidad.

Ahora se analizan los residuales del modelo:

Figura 8-42: Residuales serie semanal
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En la figura 8-42 se observa una concentracién de los residuos alrededor de 0. Ademas, se
observa que los residuales presentan varianza constante pero esto se comprueba mediante la
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prueba ARCH, de la tabla 8-20, la cual arrojo un p-valor de 47,21 % el cual, contrastandolo
con un nivel de significancia @ = 5%, hace que no se rechace Hy : los residuales son
homocedasticos. Por ultimo se observa el supuesto de independencia de los residuales
mediante la prueba Q-Ljung Box la cual arroja un p-valor mayor que el 5%, lo cual indica
que estadisticamente los residuales son independientes entre si.

Q-Ljung Box ARCH
0.4721 % 0.3129

Tabla 8-21: Pruebas sobre los residuales

Como conclusién para esta escala de tiempo mensual se puede decir que el modelo
ajustado es bueno porque cumple con todos los supuestos clasicos y también con la propiedad
de estacionariedad e invertibilidad. El supuesto de normalidad se cumplio a cabalidad en este
caso para cualquier nivel de significancia (1%, 5% o 10 %). Cabe destacar que el numero de
observaciones disminuyo en esta serie (254 datos).



9 Conclusiones y recomendaciones

9.1. Conclusiones

Las series bajo andlisis diaria, semanal y mensual, de acuerdo a los exponentes de lyapunov
se comportan de manera cadtica pues bajo las tres series existe al menos un exponente
positivo. Por medio del grafico de recurrencias se pudo corroborar que las series se comportan
de manera cadtica pues se observan lineas horizontales principalmente en la serie diaria.
Dicho comportamiento cadtico es un indicio de la existencia de un atractor extrano lo cual
indica la existencia de una componente deterministica (cadtica) conjuntamente con posibles
componentes aleatorias. Ademés este comportamiento cadtico en las serie representa que los
sistemas asociados a observaciones sismolégicos presentan alta sensibilidad a las condiciones
iniciales, y por lo tanto es inviable realizar predicciones sobre la evoluciéon temporal del
sistema.

Para las tres escalas de tiempo(Diaria, Semanal, Mensual), la dimensién
fractal(1.76,1.73,1.70), el  coeficiente = de  Hurst(0.7710,0.7411,0.7145) y la
Entropia(1.8695,1.6614,1.2825), se puede concluir que la serie diaria es mas rugosa(irregular),
mas persistente y con més variabilidad entre sus observaciones que las series semanal y
mensual. A medida que se reduce la escala y por tanto el nimero de observaciones, se
reduce el valor de estos coeficientes.

En el desarrollo de este trabajo se evidencié que la magnitud de completitud M, esta
fuertemente relacionada con el b-valor del modelo Gutenberg-Richter, en el sentido en que
a menor valor del M., menor valor del b-valor y viceversa. De aqui la importancia de haber
calculado un valor éptimo del M..

Las tres series en estudio (serie diaria, mensual y semanal) presentan memoria larga de
acuerdo al coeficiente fractal de Hurst pues los valores de este exponente fueron superiores
a 0.5, y significativo para el estimador Geweke-Porter Hudak s bajo niveles de significancia
del 1%, 5% y 10 % respectivamente.

Los modelos ARFIMA resultaron ser una muy buena opciéon puesto que para las series
estudiadas se intentd en principio aplicar solo la diferenciacién entera, pero esto no era
suficiente ya que las series presentaban memoria, como se comprobd con los coeficientes
Hurts y el GPH, por lo cual la diferenciacién fraccional resulto ser necesaria.

Para la serie diaria se encontré que el mejor modelo que describe el proceso fue el
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ARFIMA(2,0.7710,2), aunque falla en el supuesto de normalidad, para la serie semanal fue
el ARFIMA(0,0.7411,1) y para la serie mensual el mejor modelo fue el ARFIMA(1,0.7145,1),
para ambos casos los modelos cumplieron con todos los supuestos y criterios de
estacionariedad e invertibilidad.

Después de calcular los coeficiente de la relacién de Gutenberg-Richter se puede concluir que
en la zona de estudio se presenta una gran cantidad de sismos de pequena magnitud pues el
valor a es atipicamente grande (a = 10,568) (Udias & Mezcua (1986))). Ademds, también se
encontro que el valor b, el cual representa la pendiente en el modelo lineal Gutenberg-Richter,
es considerablemente grande (b = 2,536), lo cual se debe a que la zona de estudio es demasiado
grande e incluye varias zonas sismoactivas que pueden activarse en tiempos cortos pero muy
recurrentes, asociados a diferentes zonas que no guardan relacién entre ellas (Udias & Mezcua
(1986)).

Se sugiere en proximas investigaciones enfocar el andlisis en un solo departamento, esto con
el fin de reducir la heterogeneidad del medio y por lo tanto reducir el ruido inducido por
diversas fuentes distintas a las de la zona analizada.

Para el supuesto de normalidad se sugiere para proximos estudios contrastar la distribucion
de los residuales con distribuciones de valores extremos, ya que la naturaleza de los datos
(méximos) no garantiza el cumplimiento de este supuesto.

9.2. Recomendaciones

En este trabajo de grado se utilizo el maximo como valor representativo para diferentes
escalas de tiempo, esto con el fin de garantizar que las series fuesen equidistantes entre
observaciones y por lo tanto poder aplicar los modelo clasico de series temporales. No
obstante se podria aplicar un modelo CARFIMA (Modelo ARMA continuo fraccionalmente
integrado) en el cual las series bajo andlisis no necesariamente debe ser equidistantes entre
observaciones y por lo tanto no se produce perdida de informacién aplicando un método de
interpolacion.

Se sugiere incursionar bajo el ajuste de modelos de series temporales para distribuciones
diferentes a la normal, pues se evidencio durante esta investigacion que las distribuciones de
la magnitud sismica parece tener una distribucién asimétrica como la pareto o similares.

En posteriores trabajos se recomienda la aplicacién de mas indicadores asociados a los
sistemas dindmicos deterministicos, (como por ejemplo el mapa de fase, la entropia
cruzada entre otros), para asi poder derterminar con mas exactitud, si los datos presentan
comportamientos caéticos, ademds de caracterizar mejor el atractor extrano (en caso de que
exista) de las series de tiempo en estudio.



10 Anexos

10.1. Anexo A

Se adjunta la ubicacién gedgrafica de las estaciones de monitoreo de la actividad sismica

en el territorio colombiano:
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Figura 10-1: Mapa de estaciones de la Red Sismoélogica Colombiana

10.2. Anexo B

Se adicionan las librerias del paquete estadistico R, las cuales se utilizaron para el calculo
de los indicadores fractales y el modelamiento de las series temporales, ademés de otros

paquetes estadisticos utilizados para el andlisis.
tseriesChaos.

fractal.

afmtools.

fracdiff.

TSA
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