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Resumen

En el presente trabajo de grado se desarrolla un analisis historico de la nocion de
cercania en espacios abstractos, identificando elementos de orden epistemologico, que
permiten reflexionar en torno al trabajo con los conceptos de limite, continuidad y completitud
en la formacion de profesores de matematicas. Inicialmente se analiza la génesis de los espacios
abstractos, en donde se identifican principalmente los trabajos de Fréchet y Hausdorff; ademas,
se reconoce el trabajo de otros matematicos que aportaron en este sentido. Posteriormente, se
estudia la nocién de cercania en relacion con la convergencia, para esto se considera el trabajo
del grupo Bourbaki con el desarrollo del concepto de filtro, su convergencia y los espacios
uniformes; por otro lado, se considera los desarrollos de Moore y Smith sobre la convergencia
de redes. Finalmente, teniendo como foco la convergencia, se realiza una comparacion de los
conceptos antes mencionados en los espacios métricos y en espacios mas generales, lo cual
permite hacer algunas reflexiones de orden epistemologico alrededor de estos conceptos en el
marco de la formacidn de profesores de matematicas, destacando las potencialidades que puede
ofrecer el estudio del limite, la continuidad y la completitud en espacios abstractos.
Palabras claves: Espacios abstractos, cercania, vecindades, filtros, convergencia,

continuidad, completitud.



Abstract

In this thesis, develops a historical analysis of the notion of nearness in abstract spaces,
identifying elements of epistemological order, which allow reflecting on the work with the
concepts of limit, continuity and completeness in the training of mathematics teachers.
Initially, the genesis of abstract spaces is analyzed, where the works of Fréchet and Hausdorff
are mainly identified; in addition, the work of other mathematicians who contributed in this
regard is recognized. Subsequently, the notion of nearness is studied in relation to
convergence, considering the work of the Bourbaki group with the development of the
concept of filter, its convergence and uniform spaces; On the other hand, the developments of
Moore and Smith on net convergence are considered. Finally, having convergence as a focus,
a comparison of the above mentioned concepts in metric spaces and in more general spaces is
made, which allows for some epistemological reflections around these concepts in the
framework of the training of mathematics teachers, highlighting the potentialities that the
study of the limit, continuity and completeness in abstract spaces can offer.

Keywords: Abstract spaces, nearness, neighborhoods, filters, convergence, continuity,

completeness.
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0. Introduccién

Uno de los intereses de la educacion matematica se ha posicionado en comprender
cémo influye el pensamiento del profesor en la gestion de las practicas educativas; como lo
mencionan Rico & Gil (2003) la literatura muestra que se ha estudiado el impacto que tienen
los conocimientos, las creencias y las concepciones que poseen los profesores de matematicas,
en sus acciones dentro del aula. Ahora, esos conocimientos que construye un profesor son
permeados por la formacién que este reciba. En el marco de estas ideas, Guacaneme & Mora
(2012) afirman que uno de los objetos de estudio en los que se ha interesado la investigacion
relacionada con la educacion del profesor de matematicas, tiene que ver con los conocimientos
y competencias que este debe adquirir y desarrollar para su practica profesional, los cuales
tienen dos vertientes: el conocimiento matematico y el conocimiento didactico.

En este sentido, una parte de la investigacion se ha ocupado de estudiar los
conocimientos del profesor en términos del saber matematico y de los problemas que le dieron
origen a este saber, el cual segiin Guacaneme (2018) debe ser un plato fuerte en la formacion
del profesor de matematicas. De ahi que, se hace necesario pensar en la conceptualizacién de
los elementos matematicos que adquiere un docente en su formacién y que entraran en juego
en sus futuras préacticas profesionales. En relacidn con estas ideas, es preciso sefialar algunas
cuestiones:

En primera instancia, es necesario reconocer que el saber matematico de un profesor de
matematicas debe ser amplio y complejo, pues si bien los conceptos que son trabajados en la
escolaridad son los més elementales de la ciencia en cuestion, el docente debe tener total
dominio y comprensién de estos conceptos y de los fundamentos que se encuentran en la base
de los mismos. En palabras de Shulman (1986), los profesores no sélo deben ser capaces de
definir para los estudiantes las verdades aceptadas en un dominio. También deben poder

explicar por qué una proposicion particular se considera justificada, por qué vale la pena



conocerlay cémo se relaciona con otras proposiciones, tanto dentro como fuera de la disciplina,
tanto en la teoria como en la practica... Esperamos que la comprension del contenido de la
materia por parte del profesor sea al menos igual a la de su colega lego, el mero especialista en
la materia (p.9).

Adicionalmente, es importante reconocer la existencia de algunos conceptos
fundamentales de las matematicas que atraviesan la formacion profesional del docente de
matematicas. En particular, el interés es considerar los conceptos de limite, y a su vez
continuidad y completitud, que son centrales en la comprension del célculo, del analisis y de
la topologia, cursos que se enmarcan en la estructura curricular de la Licenciatura en
Matematicas de la Universidad del Valle.

Ahora, la investigacion en educacion matematica ha documentado que se presentan
algunas dificultades asociadas al aprendizaje de los conceptos anteriormente mencionados, por
ejemplo, Artigue (1998) y Tall (1978) se han ocupado de estudiar algunas de las dificultades
ligadas a la comprensién de los conceptos de limite y continuidad. Adicionalmente, Anacona
& Ortiz (2011) afirman que “la completitud es un concepto que involucra claramente en la
logica de su edificacion teorica, las nociones de limite y convergencia”, por ello se puede
entender que las dificultades asociadas a la comprension de la idea de limite son heredadas a
la conceptualizacién de la completitud en R.

Conforme aello, Artigue (1998) reflexiona sobre la relevancia de los analisis historicos
en la comprensién de los obstaculos epistemoldgicos, en el sentido de que, dichos obstaculos
se encuentran tanto en el aprendizaje del concepto como en el desarrollo histérico del mismo,
es decir, como si estos obstaculos estuvieran presentes en la génesis del concepto (pp. 45). Es
asi que, en el intento por comprender los obstaculos epistemoldgicos que subyacen a los

conceptos de limite, continuidad y completitud, se pretende focalizar la atencién en la nocion



de “cercania”; la cual se constituye en un elemento esencial para el proposito en cuestion, pues
es comun y esta en la base de estos conceptos.

En relacion con el contexto en el que se da la emergencia de la nocion de cercania en
espacios abstractos, la historia de las matematicas muestra que en los inicios del siglo XIX
habia una preocupacion importante por fundamentar los conceptos basicos del analisis desde
la aritmética; en este sentido, algunos matematicos de la época realizaron distintos aportes en
miras de contribuir a esta cuestion. Por un lado, hacia 1817 Bernhard Bolzano definio la
continuidad sin hacer uso de referencias geomeétricas y/o intuitivas; por otra parte, en 1821
Augustin Cauchy definio el limite y la continuidad en un sentido puramente numérico, y en
esta misma década realizé otros aportes a los fundamentos del analisis.

Si bien todo esto fue importante para dicha fundamentacién, se necesitaron algunas
décadas mas para precisar estas definiciones y eliminar cualquier error en las mismas. Fue hasta
1859 que Karl Weierstrass logré solventar dichas imprecisiones para los conceptos de limite y
continuidad, lo cual lo ubicé en la cima de estos procesos de rigorizacion. Ademas, estas
definiciones presentadas por Weierstrass, son clasicas en el estudio del calculo y del analisis
matematico y siguen teniendo vigencia.

Segun Weierstrass,
Una funcién f: R — R es continua en un punto x = a si y solo si ve > 0, 35 > 0 tal que
vx(0 < |x —a| < § implicaque |f(x) — f(a)] < ¢).
Por otro lado, la nocion de limite es caracterizada del siguiente modo,

Seaf:R—> R.Ellim f(x) =L siys6losi ve >035§>0talque0 < |x —a| <& implica
x—-a

que [f(x) — Ll <e
Aqui es preciso resaltar que, en el intento por fundamentar numéricamente el limite y
la continuidad, la nocion de distancia tuvo una incidencia importante; pues como se puede ver

en las definiciones citadas, fue preciso recurrir a la distancia entre puntos para definir estos
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conceptos. Ademas, es importante mencionar que, a partir de esa idea de limite y continuidad,
se define la derivada y la integral, conceptos que estan en la base del calculo y del analisis
matematico. Teniendo esto en cuenta, la nocion de distancia atraviesa los conceptos
fundamentales de estas areas del conocimiento matematico, y en este sentido, se puede
considerar que esta nocion fue esencial para los desarrollos matematicos de la época.

Ahora bien, con estos desarrollos y el gran auge a finales del siglo XI1X de la teoria de
conjuntos de Cantor-Dedekind, se empieza a generar un interés especial por generalizar, a
espacios de naturaleza cualquiera, los resultados que ya se tenian con dicha teoria; hasta el
momento se trabajaba con operadores como la diferenciacion o la integracion que actuaban
sobre espacios de funciones, por lo cual, para generalizar el trabajo con estos, surge la
necesidad de caracterizar una nocion de cercania en espacios abstractos. En este sentido, se
trata de definir una relacién de cercania entre dos puntos cualesquiera del espacio. Esta relacion
nos dice si dos puntos estan cerca o no. Sin embargo, no hay una forma Unica de establecer si
dos puntos son cercanos.

Teniendo en cuenta la necesidad de caracterizar una nocion de cercania para trabajar en
espacios abstractos, a lo largo de la historia se pueden ubicar algunos trabajos que abordaron
este proposito, por ejemplo, la tesis de 1906 de Marice Fréchet, el texto de 1914 de Felix
Hausdorff, y algunos resultados presentados en el marco del grupo Bourbaki. Asi, el presente
trabajo de grado pretende dar cuenta de algunos elementos de orden epistemoldgico, que ofrece
un estudio historico sobre la nocion de “cercania” en espacios abstractos, que permiten
contribuir a una caracterizacion profunda de conceptos fundamentales, como limite,
continuidad y completitud, en la formacion matematica de los profesores de matematicas.

Para esto, se pretende emplear algunos textos originales de los autores anteriormente
mencionados, en los cuales fueron presentados los desarrollos matematicos que se gestaron en

la ultima parte del siglo XIX y se consolidaron en el siglo XX, en relacién con la nocion de
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cercania en espacios abstractos; esto permitird reflexionar sobre algunas potencialidades y
limitaciones de estudiar en términos generales los conceptos asociados a la convergencia. Asi,
el presente estudio se divide en tres fases en las que se intenta rastrear, a partir de distintas
perspectivas, la evolucion de dicha nocion; cada una de estas fases correspondera con un
capitulo de este trabajo.

En la Fase 1 se estudiara el surgimiento de los primeros espacios abstractos, para esto,
por un lado se analizara la tesis doctoral Sur quelques points du calcul fonctionnel* de Maurice
Fréchet de 1906 donde define los espacios (L), los espacios (V) y los espacios (E), y por otro
lado, se estudiara el desarrollo de los espacios abstractos en términos de vecindades, aqui sera
central el trabajo adelantado por Hausdorff en 1914 titulado Grundziige der Mengenlehre?, en
el cual define los espacios topoldgicos en términos de vecindades. En la Fase 2 se estudiara la
propuesta del grupo Bourbaki donde se presentan los espacios uniformes y la convergencia de
filtros, para esto se consideraré principalmente el texto Topologie générale 3de los Eléments de
Mathématique “de 1965. Ahora bien, aunque los documentos anteriormente mencionados son
centrales en el presente trabajo, a lo largo de este se consideraran otros autores o trabajos que
se hacen pertinentes en una contextualizacion histérica y matematica mas detallada.

En la Fase 3 nos centraremos en el limite como concepto transversal de la continuidad
y la completitud, asi, desde este foco se realizara un analisis comparativo de la caracterizacion
de dichos conceptos en los espacios métricos y en los espacios abstractos, para identificar
posibles elementos epistemoldgicos que permitan reflexionar sobre las potencialidades de
considerar el desarrollo de estos conceptos en los espacios abstractos, en el marco de la

formacion de profesores de matematicas.

1 Sobre algunos puntos del calculo funcional.
2 Elementos de la teoria de conjuntos.

3 Topologia general.

4 Elementos de matematicas.
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Capitulo 1
La Nocion de Cercania en el Surgimiento de los Primeros Espacios

Abstractos

En los inicios del siglo XX, matematicos como Veblen, Riesz, Hedrick, Root, Fréchet
y Hausdorff realizaron investigaciones que aportaron a la caracterizacion de una nocion de
cercania, esto en el marco de la generalizacion a espacios abstractos de los resultados que se
tenian para el analisis.

En primera instancia, de acuerdo con Cullinane (1997), el matematico estadounidense
Oswald Veblen en Definition in terms of order alone in the linear continuum and in well-
ordered sets °de 1905, introduce el término segmento para referirse al conjunto de todos los
elementos en un conjunto linealmente ordenado, que se encuentran entre dos elementos dados;
estos segmentos pueden percibirse como vecindad de cada uno de sus puntos. Ademas, se
reconoce el trabajo del matematico hingaro Frederic Riesz® sobre el continuo matematico,
quien en Die Genesis des Raumbegriffes’ de1907, guiado por su idea de que la concepcion
abstracta del espacio no deberia depender de la distancia, captura la cercania a través de su
definicién de vecindad:

Definicion: Sea X un continuo matematico®. Un subconjunto U < X es una vecindad

deunelementox € Xsix € Uy x ¢ (X\U)'° (Riesz, 1906, como se citd en Rodriguez, 2014).

5 Definicidn en términos de orden sélo en el continuo lineal y en conjuntos bien ordenados.
6 Riesz es conocido actualmente por los denominados Espacios de Riesz.
7 La génesis del concepto de espacio.
8 Continuo matematico X es un continuo matematico si para cada elemento x € X y para cada subconjunto M c X, se tiene
que x € M' 0 x € M'y entonces se cumplen las siguientes condiciones:
1. M={xy,..,x,J(n€EN) =M =¢;
2. McN=M cN/;
3. M=PuQ=M cP'uqQ;
4, x€eMyy=+x= 3P c Mtalquex € P’ peroy € P’ (Riesz, 1906, como se cit6 en Rodriguez, 2014).
9x € U’ si x es un elemento limite de U. El conjunto U’ se denomina el derivado de U.
La expresion (X\U)' simboliza el derivado del complemento de U.
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En cuanto a esta definicion, Riesz, por un lado, afirma que si x € M', con M c X,
entonces cada vecindad de x contiene infinitos elementos de M, el elemento x se denomina
punto de acumulacion, de la misma forma, menciona que la proposicion inversa también es
verdadera; y por otro lado, sefiala el hecho de que la interseccion de un nimero finito de
vecindades de x también es una vecindad de x (Rodriguez, 2014, p. 80). Asi, de acuerdo con
Anacona (2011), sus desarrollos en términos de los puntos de acumulacion son “una forma de
generalizar la nocion de limite de una sucesién, pues se pasa de considerar un infinito
numerable a uno no numerable” (p. 200).

En este mismo sentido, de acuerdo con Cullinane (1997), se reconocen los desarrollos
de los matematicos estadounidenses Earle Hedrick y Ralph Root en relacién con una teoria
abstracta de puntos; Hedrick en On properties of a domain for which any derived set is closed
de 1911, considera espacios en los que existe una nocion de elemento limite de una secuencia,
y Root en 1914 propone axiomas en los que la nocion de vecindad es protagonista, este pensaba
que las definiciones de limite se fundamentaban en nociones anélogas a la de vecindad; asi,
propone un sistema en el que considera una clase P de elementos, una clase U de elementos
ideales'® y una relacion binaria entre subclases de P y elementos de P U U que se puede ver
como una descripcién de vecindades. De lo anterior surgen los siguientes axiomas:

1. SiNesunavecindaddep € P,luegop € N
2. Cada vecindad de un elemento ideal contiene un elemento de P .
3. Para cualquier p € P hay una secuencia (4,,) de vecindades de p tal que

para cualquier vecindad N de p existe k tal que A,, S N paracadan = k.

10 Se define elemento ideal como una clase v de subclases R que satisface las siguientes condiciones:

Si R pertenece a v y R, contiene R, entonces R, pertenece a v.

Si R pertenece a v y consta de dos subclases R, y R, entonces R, 0 R, pertenece a v.

Cada dos clases R, y R, de v tienen la relacion V(donde V es una relacion entre subclases).

La clase v no esta contenida en ninguna clase v, diferente que cumpla las condiciones a, by c.

Ningln elemento p esta contenido en cada R de v o tiene la relacion V para cada R de v (Root, 1914, pp. 99-100).

Poo0 o
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4. Para cada vecindad N de p € P hay una vecindad My, de p para la cual cada
elemento de My tiene una vecindad que es un subconjunto de N

Los distintos elementos de P tienen vecindades disjuntas (p. 8).

Ahora, si bien los trabajos realizados por estos matematicos constituyen un aporte
significativo en relacion con la caracterizacion de la nocion de cercania, en particular en
términos de vecindades; se reconoce como central los trabajos realizados por los matematicos
Fréchet y Hausdorff, pues fueron quienes al capturar la cercania en términos generales lograron
contribuir al proposito de generalizar los resultados que se tenian para el analisis, a conjuntos
con elementos de naturaleza cualquiera, lo cual dio paso al estudio de los primeros espacios
abstractos.

Por un lado, Maurice René Fréchet!! desarroll6 sus investigaciones en el campo de la
topologia, la teoria de la probabilidad y la estadistica, su tesis doctoral fue dirigida por Jacques
Hadamard y en este punto se desarrollan sus trabajos en analisis funcional, que buscaban
presentar un marco mas general de los resultados ya obtenidos en el mismo campo. Este
matematico es reconocido por Dugac (1984) como el “creador de la topologia general”, pues
es el primero en considerar conjuntos de elementos de naturaleza cualquiera y en plantear el
problema de la generalizacion de la nocién de funcién continua, lo cual es central en esta rama
de las matematicas.

Por otro lado, Felix Hausdorff 12 desarroll6 sus investigaciones en algebra, analisis,
teoria de conjuntos y topologia, es reconocido como uno de los fundadores de la topologia
general en los términos que se conoce actualmente (Bourbaki, 1974, como se cito en Arboleda,

2017). En su libro Grundziige der Mengenlehre de 1914 incluye un capitulo en el que toma los

11 Matemético francés (1878 Maligny - 1973 Paris).
12 \Matematico aleman (1868 Breslavia - 1942 Bonn).
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axiomas de las vecindades presentadas por Hilbert en el espacio euclidiano, para presentar una

nueva teoria que los generaliza.

1.1 Los Espacios Abstractos de Fréchet

Inicialmente, es preciso sefialar que el interés de Fréchet estaba centrado en establecer
los principios fundamentales del célculo funcional, pues de manera introductoria en su tesis
doctoral, este matematico presenta el panorama que se tenia con Volterra, Arzela y Hadamard,
en relacién con lo que se entendia por funcion y con lo que se debia tomar como variable en
esta, para presentar una perspectiva que abarcara y generalizara dichos resultados, por ejemplo
presenta definiciones generales de conceptos como continuidad, limite, adherencia, etc.

Asi, Fréchet adopta un punto de vista en el que los elementos variables serian de
naturaleza cualquiera y para ello presenta la definicion de operacién funcional:

Definicién: Una operacion funcional U esta definida en un conjunto E de elementos de
cualquier naturaleza (nimeros, curvas, puntos, etc.) cuando a cualquier elemento A de E le
corresponde un determinado valor numérico de U: U(A) (Fréchet, 1906, p. 1).

Es posible ver en esta definicion, que Fréchet se libera de considerar tipos particulares
de variables en su concepcidn de funcién y propone una caracterizacion que abarque cualquier
cosa, sin embargo, también es preciso sefialar que en esta misma concepcion sigue atado a los
valores numéricos, pues las imagenes de los elementos transformados seguiran siendo
numeros. A pesar de lo anterior, dada la generalidad que se empieza a gestar en la concepcion
de funcion, esto es un avance fundamental en la consolidacion de los espacios abstractos.

Pensando en el proposito de establecer los principios fundamentales del célculo
funcional, Fréchet reconoce la necesidad de que inicialmente se generalice la teoria de
conjuntos lineales, y para esto, la primera accion es definir la funcién continua; es en este punto,

en el que empieza a jugar un papel importante caracterizar la cercania entre elementos de
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cualquier naturaleza, pues no era posible definir la continuidad en una funcién sin saber qué se
entiende por ser cercano a. Es asi que, con la intencion de capturar dicha cercania en conjuntos

abstractos, Fréchet presenta las clases (L), (V) y (E).

1.1.1 Los Espacios (L)

Fréchet en el intento por presentar una definicion de limite, que retina las propiedades
esenciales de las definiciones de limite que se tenian para tipos particulares de elementos, como
curvas, puntos, niimeros, etc., presenta en su tesis doctoral la clase (L)*3.

Definicion: Se le denomina clase (L) a un conjunto de elementos A de naturaleza
cualquiera que satisface las siguientes condiciones:

i) Si cada uno de los elementos de la sucesion infinita A;,A4,, ..., A, , ... €s idéntico al
mismo elemento A, la sucesion ciertamente tiene un limite que es A.

ii) Si una sucesion infinita 4;,4,, ..., 4, ,...tiene limite A, cualquier sucesion de

elementos de la primera sucesion tomados en el mismo orden: Ay, ,A4,,, ..., Ay, , ... (0

nimeros enteros n;, n,, ..., n,, aumentaran por tanto) tiene un limite que también es A.**

De la anterior definicion es posible realizar algunas observaciones, por un lado, se
puede notar que la cercania es capturada en este tipo de espacios a través de la idea de limite,
en la medida en que, entre mayor sea el n, mas cerca estan los términos de la sucesion al
elemento A, por lo cual, A es el limite de la sucesion. Ademas, con esta definicion, se tiene un

avance importante en cuanto al propdsito de generalizar los resultados matematicos que se

13 Aunque presenta en su tesis doctoral de 1906 este espacio, “Fréchet introdujo la nocion de espacio (L) en su nota (28 bis),
presentada a los Comptes-rendus de la Academia de Ciencias de Paris, el 21 de Noviembre de 1904. Su objeto era generalizar
el teorema bien conocido de Weierstrass sobre la existencia de las cotas superior e inferior de toda funcion continua en un
intervalo cerrado y acotado” (Arboleda,1980, p. 7).

14 1) Si chacun des éléments de la suite infinie A;,A,, ..., Ay, ... est identique a un méme élément A, la suite a certainement
une limite qui est A.

I1) Si une suite infinie A; ,A,, ..., A,, ... aune limite A, toute suite d'éléments de la premiére suite pris dans le méme ordre:
An Any s Anp, e (les hombres entier ny, ny, ..., n, iront donc en croissant) a une limite qui est aussi A.
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tenian en la época, pues esta clase se define para elementos de naturaleza cualquiera; sin
embargo, al caracterizarse a través de sucesiones, sigue estando atada a los nimeros naturales.

Ahora, teniendo la caracterizacion de los espacios (L), Fréchet generaliza algunas
definiciones de la teoria de conjuntos a estos espacios abstractos; para esto define el limite de
un conjunto.

Definicion: En un conjunto E de elementos de la clase (L), A es limite de E cuando
existe una secuencia infinita de elementos de E: A;, 4,, ..., Ay, ... que son distintos y tienden a
A.

Asi, a partir de esta definicién de limite de un conjunto E, se presentan otras
definiciones: por un lado, la de conjunto derivado (E") de un conjunto E, como el conjunto de
elementos limites de E; por otro lado, la de conjunto cerrado, como un conjunto que contiene
su conjunto derivado, es decir, que el conjunto E es cerrado si los elementos limites de este,
pertenecen a él; asi mismo, define conjunto perfecto como un conjunto que coincide con su
derivado, es decir, que todos los elementos de E son elementos limites de él mismo. Ademas,
presenta la definicion de interior afirmando que dado un conjunto fundamental H y un
conjunto E formado con elementos de H, un elemento A que pertenece a E es interior a este
cuando no existe una secuencia de elementos distintos 4, , 4., ..., A, , ... ,que pertenecen a H
y que no pertenecen a E, de la cual A es el limite.

Adicionalmente, en su tesis Fréchet define elemento de condensacion de un conjunto E
como un elemento A limite de E, tal que al quitar de E una infinidad contable de elementos, A
continue siendo el elemento limite. También define conjunto compacto como un conjunto que
solo incluye un namero finito de elementos o que cualquier infinidad de sus elementos da lugar
a por lo menos un elemento limite; y presenta la definicion de conjunto extremo como un

conjunto que es compacto y cerrado.
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De lo anterior, es importante mencionar que, el haber capturado la nocién de cercania
através de la idea de limite fue trascendental en el desarrollo que realiza Fréchet en los espacios
abstractos, pues es a traves de dicha caracterizacion que puede definir, en estos espacios mas
generales, los distintos resultados que ya se tenian para conjuntos lineales, y ademas logra
definir otros conceptos importantes para su propdésito. En este sentido, para trabajar con las
definiciones presentadas, es necesario comprender la cercania que hay implicita en la
definicion de limite.

Es asi que, después de haber capturado la cercania a través de la idea de limite y haber
generalizado estas definiciones de los conjuntos lineales a espacios abstractos, Fréchet presenta
una definicion de funcion continua:

Definicion: Una operacion funcional uniforme® V en un conjunto E de elementos de
una clase (L) es continua en E, si cualquiera que sea el elemento A de E, limite de una

secuencia de elementos A;,4,,...,4,, ... de E, siempre tenemos V(A) = lim V(4,).
n—-oo

Ademas, propone algunos teoremas y corolarios relacionados con esta definicion y
asociados a conceptos como convergencia uniforme y cuasi uniforme, limite superior, etc. Aqui
de nuevo vale hacer mencién del papel de la cercania en todo su desarrollo, pues como se
puede observar, este concepto esta en la base de cada uno de sus resultados en este tipo
particular de espacios.

En este punto Fréchet explicita las limitaciones que tiene el trabajar con la clase (L)
definida, pues dada su generalidad no permite continuar extendiendo a estos espacios otros

conceptos de la teoria de conjuntos lineales y de funciones continuas'®, por ejemplo, no fue

15 Consideremos un conjunto E formado por elementos cualesquiera (ndmeros, puntos, funciones, rectas, superficies, etc.)
pero tal que podamos discernir los distintos elementos. A cualquier elemento A de este conjunto le corresponda un nimero
determinado U (A); definimos asi lo que llamaremos una operacion funcional uniforme.

16 Nous avons vu dans ce qui précede comment on peut arriver a généraliser certains théoremes connus dans les classes si
étendues que nous avons appelées classes (L). Néanmoins le petit nombre des hypotheses que nous avons faites sur les classes
(L) ne nous permettra pas de poursuivre cette extension. On s'apercoit bien vite que certaines propositions fondamentales de
la théorie des ensembles linéaires et des fonctions continues, dont I'énoncé mis sous forme convenable peut garder un sens
pour les classes (L), que ces propositions, dis-je, ne sont plus vraies pour toute classe (L). Par la-méme échoue toute tentative
de généralisation des propositions ultérieures auxquelles elles servent de base (Fréchet, 1906, p.15).
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posible generalizar la nocién de continuidad uniforme. Adicionalmente, muestra que en la clase
(L) no se verifica la propiedad que afirma que el conjunto derivado de un conjunto lineal es
cerrado, es decir, se pueden encontrar clases que cumplen las condiciones necesarias para ser
clase (L), pero en las cuales no se verifica que el conjunto de los elementos limites de un
conjunto sea cerrado.

Para ilustrar esto, Fréchet propone un ejemplo en el cual considera la clase de funciones
de una variable definidas en el intervalo [0,1] y verifica que satisface las condiciones para ser
clase (L); ademas, considera un conjunto de elementos de la clase definida: el conjunto E de
funciones continuas en el intervalo. En este punto se retoma la clasificacion de las funciones
realizada por Baire (1905) en la que las funciones continuas forman parte de la clase 0 y las
funciones limite de funciones continuas forman parte de la clase 1 (p.126). Ahora, Fréchet
sefiala que el conjunto de los elementos limites de E, es decir, el conjunto derivado E’ est4
compuesto por funciones de la clase 0 o 1, pero se tienen funciones limites de funciones en E’
gue no pertenece a ninguna de estas clases, esto implica que hay elementos en el conjunto
derivado de E’ que no pertenecen a E’, por tanto no se verifica que el derivado de E’ esté
contenido en E’, es decir E' no es cerrado.

Con el desarrollo que se tiene hasta este punto, se logra capturar la nocion de cercania
en términos especificos, y con esto se consiguio generalizar unos resultados y obtener algunos
nuevos; sin embargo, como se pudo observar, esta clase era demasiado general, lo cual producia
algunas limitaciones, es asi que, se hace necesario definir una nueva clase en la que estas se

puedan superar.

1.1.2 Los Espacios (V)

Teniendo en cuenta lo anterior, Fréchet presenta una nueva clase con algunas

restricciones, las cuales deben seguir considerando elementos de cualquier naturaleza, deben
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satisfacerse mediante las clases de elementos que aparecen con mayor frecuencia en las
aplicaciones, y deben permitir generalizar los teoremas que se tienen para la teoria de conjuntos
lineales y funciones continuas. Es asi que, presenta una clase cuya definicion incluye una
condicion, que tiene como consecuencia la propiedad de que el conjunto derivado de un
conjunto de elementos de la clase sea cerrado. Asi, Fréchet afirma que:

Definicion: Una clase (V) es una clase de elementos de naturaleza cualquiera en la que
se puede distinguir cuando dos elementos son iguales o no, ademas en esta clase se hace
corresponder a cualquier par de elementos A y B un numero (4,B) = (B,A) = 0, el cual
cumple las siguientes condiciones:
1° La condicion necesaria y suficiente para que (A4, B) sea cero es que A y B sean idénticos.
2° Existe una funcién positiva bien determinada f(€) que tiende a cero con ¢, tal que las
desigualdades (4,B) < ¢,(B,C) < € conducen a (4,C) < f(e), cualesquiera que sean los
elementos A, B, C. En otras palabras, basta que (4, B) y (B, C) sean pequefios para que ocurra
lo mismo con (4, C). A la vecindad de A y B la llamaremos niimero (4, B). *’

Considerando estas condiciones, define limite de una secuencia en los siguientes
términos:

Definicion: EI numero A es limite de una secuencia de elementos de la clase

V:A;,A,, ..., A, , esdecir, que los elementos tienden a 4, si la vecindad (4,,, A) tiende a cero

1
con _ 18

n
Ceci étant, nous pourrons dire qu’une suite d’¢léments de la classe (7): 4,, 4,, ...

. . ) .
tend vers un ¢lément 4, si le voisinage (4,, A4) tend vers zéro avec — . Si une suite
n

171° La condition nécessaire et suffisante pour que (4, B) soit nul est que A et B soient identiques.

2° 1l existe une fonction positive bien déterminée f (&) tendant vers zéro avec ¢ telle que les inégalités (4,B) < ¢, (B,C) < ¢
entrainent (4, C) < f(¢), quels que soient les éléments 4, B, C. Autrement dit, il suffit que (4, B) et (B, C) soient petits pour
qu'il en soit de méme de (4, C). Nous appellerons voisinage de A et de B le nombre (4, B) (Fréchet, 1906, p. 18).

18 Ceci étan, nous pourrons dire qu’une suite d"elements de la classe (V): 44, A5, ... tend vers un élément A4, si lo voisinage
(An, A) tend vers zéro avec % (Fréchet, 1906, P. 18)
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Ademas, se puede muestra que el limite es Unico, pues si B fuera limite de la misma
secuencia se tendria, por la definicion de limite, que los numeros (4,4,)y (B, A;) serian
infinitamente pequefios, lo cual implica que (4, B) también es infinitamente pequefio, esto por
la condicidn 2°, asi (A, B) es cero; ahora, por la condicién 1° se tiene que si el nimero (4, B)
es cero, Ay B son iguales.

En cuanto a la definicion de la clase (1), es posible observar que la nocién de cercania
se captura a través de la idea de vecindad, pues dos elementos A y B son mas cercanos entre
menor sea el nimero (vecindad) correspondiente. Ahora, es importante resaltar dos aspectos:
en primer lugar, Fréchet define vecindad como una funcion distancia que asigna a dos
elementos un nimero positivo; se puede ver entonces que no se entiende vecindad en los
términos topoldgicos que hoy se conoce, como un conjunto de elementos, sino que aqui se esta
caracterizando como una distancia, y en este sentido, aln estos espacios estan ligados a los
nameros reales. En segundo lugar, en cuanto a la condicién 2° se puede observar que en esencia
se refiere a lo que hoy se conoce como desigualdad triangular, pero cabe resaltar que esta se
define en términos de funciones. Asi, la definicién de vecindad esta dada en relacion con
objetos particulares, funciones y nimeros reales, por lo que ain carece de una total generalidad.

Posteriormente, con el siguiente teorema se presenta una segunda caracterizacion de
continuidad de una funcion, esta vez en términos de vecindades:

Teorema: Sea U una operacion definida en un conjunto E de elementos de V. Asi, U es
continua en E si para cualquier elemento A que pertenece tanto al conjunto E como a su
conjunto derivado, se puede hacer corresponder con cualquier nimero € > 0 un nimero ny, tal
que la desigualdad (4, B) < ny conduce a |U(A) — U(B)| < € para cualquier elemento B de
E.

Ahora, resulta importante mencionar que esta Gltima definicion de la continuidad es

menos general que la que se dio anteriormente en términos del limite, pues solo tiene sentido
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cuando es posible definir una vecindad. Adicionalmente, cabe hacer referencia a la definicion
de operacion uniformemente continua que presenta Fréchet, para la cual también resulta
necesario introducir una vecindad.

Definicion: Una operacion U es uniformemente continua en un conjunto E formado
por elementos de una clase (V) si dado un numero positivo &, podemos elegir un nimero
positivo n tal que, para dos elementos A, B cualesquiera de E la desigualdad (4,B) <n
conduce a |U(A) — U(B)| < € (Fréchet, 1906, p. 28).

De esta definicidn se tiene que toda operacion uniformemente continua en un conjunto
E es también continua en el conjunto E y que toda operacion continua en un conjunto extremo
conjunto E es uniformemente continua en el conjunto E.

Ademas, vale la pena mencionar que estas definiciones presentadas por Fréchet, en
cierta medida, coinciden con las definiciones de continuidad y continuidad uniforme que se
trabajan en la actualidad en los cursos de Analisis y Célculo, con la clara diferencia de que
Fréchet esta trabajando con una operacién definida en un conjunto con elementos de cualquier
naturaleza, mientras que en las definiciones trabajadas en la actualidad se trata de funciones
definidas de R en R. Para observar las similitudes entre estas definiciones, es posible remitirse
a la definicion dada por Weierstrass de continuidad (ver pagina 9), se puede ver que en esta
definicion se da una relacion entre el € y el §, en la cual el segundo depende del primero; de
manera analoga se puede interpretar en la definicidn presentada por Fréchet para este concepto,
aqui el n, (que en esta comparacion se corresponde con el delta) depende del épsilon propuesto.

Posteriormente Fréchet precisa que no todas las clases (L) son clases (V), pues para
estas Ultimas se cumple el teorema que garantiza que: el conjunto derivado de un conjunto de
elementos de una clase () es un conjunto cerrado, el cual, como se mostro anteriormente, no
se cumple para las clases (L). Ahora, si bien no todas las clases (L) son clases (V), si se tiene

que las clases (V) son clases (L), pues estas cumplen las condiciones definidas para estos
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espacios. Es asi que, Fréchet, con el propdsito de obtener nuevas generalizaciones, afirma que
se consideraran solo las clases () entre las clases (L).

Una vez establecidas las restricciones que permitieron definir la clase (V), se logra
generalizar otros teoremas ademas de los que se extendieron para la clase (L), por ejemplo,
teoremas relacionados con la condensacion, como el que afirma que el conjunto de los
elementos de condensacion de un conjunto condensado®® es perfecto o nulo, o el que afirma
que el conjunto de los elementos de un conjunto, que no son elementos de condensacién del
mismo, es contable; ademas, se generalizan teoremas relacionados con la compacidad,
elemento interior, conjunto extremo, etc.

Asi, como se ha venido mencionando, se definieron condiciones para restringir las
clases (L), lo que permitio definir las clases (V'), ahora con la misma pretensién de avanzar en
los procesos de generalizacion, se establecen otras restricciones para la clase en cuestion, las
cuales condujeron al estudio de las clases (V) normales. Estas clases tienen como
caracteristicas ser perfectas, separables y admitir la generalizacion del teorema de Cauchy. De
acuerdo con Arboleda (2017) estas ultimas dos caracteristicas, “van a permitirle a Fréchet desde
muy temprano (1906), introducir en estos espacios de vecindades la técnica de recubrimientos
de un conjunto por una familia de conjuntos” (p. 531).

En este sentido se definen las clases (V) perfectas como aquellas en las que, cerca a un
elemento dado existen elementos cuya vecindad con €l es tan pequefia como se quiera sin llegar
a ser cero, es decir, cualquier elemento de la clase es un elemento limite. Ademas, se definen
las clases (V) separables como aquellas que pueden considerarse como el conjunto derivado
de un conjunto contable de elementos de la clase; aqui, se puede observar de manera implicita

la nocidn de cercania, pues se define separabilidad a traves del conjunto derivado, es decir, del

19 Un conjunto condensado es un conjunto en el que una infinidad no contable de sus elementos da lugar a al menos un
elemento de condensacion.
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conjunto de los elementos limites, los cuales estdn dados por vecindades, que son las que
capturan la cercania en las clases (V). En cuanto a esta ultima definicion, cabe aclarar que:

En una publicacion de 1921 Fréchet modificara esta definicion, y el requerimiento para

la separabilidad en la clase serad Unicamente que existan a lo sumo conjuntos infinitos

numerables que constituyan, junto con sus respectivos derivados, la clase en su

totalidad (Taylor, 1982, como se cito en Arboleda, 2017).

Adicionalmente, de acuerdo con Arboleda (2017) “Luego se define la propiedad de
completez de una clase V sin apelar todavia a la palabra con la que habitualmente designamos
el concepto” (p. 531); esta definicion se da a través de la generalizacion del teorema de Cauchy,
del cual Fréchet (1906) afirma que: una secuencia de elementos A4, 4,, ... de una clase (V)
satisface las condiciones de Cauchy cuando a cualquier nimero ¢ >0 le podemos

corresponder un nimero entero n tal que la desigualdad (4,, A,.,) < € se verifica sea cual

sea p. Es evidente que, si una secuencia tiende hacia un limite, satisface las condiciones de
Cauchy. Por otro lado, si una secuencia satisface las condiciones de Cauchy y es parte de un
conjunto compacto, tiene un elemento limite evidentemente Unico; pero si s6lo sabemos que la
secuencia verifica las condiciones de Cauchy, no podemos afirmar que tiende a un limite, lo
Unico que podemos decir es que, si tiene un elemento limitante, sélo tiene uno: Diremos
entonces que una clase (V) admite una generalizacion del teorema de Cauchy si cualquier
secuencia de elementos de esta clase, que satisface las condiciones de Cauchy, tiene un
elemento limite (necesariamente Gnico) (p. 23)%.

Aqui la nocién de cercania se manifiesta en la medida en que, para satisfacer las
condiciones de Cauchy, se debe cumplir que para cualquier par de elementos que se tomen en
la secuencia, estos sean muy cercanos. Como se menciono anteriormente, el trabajo ahora se

limitara al estudio de las clases (V) normales, esto no es caprichoso, sino que segun Fréchet

20 Traducido de la tesis doctoral de Maurice Fréchet (1906).
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(1906) es consecuencia de la comparacion entre las clases (V) y los conjuntos lineales?!; es
importante mencionar que no todas las clases (V) son clases (V) normales, para mostrar esto
Fréchet propone dos ejemplos?? en donde se verifica que son clases (V) pero no cumplen con
algunas condiciones para ser clases normales.

Ahora, una vez establecidas estas nuevas restricciones, se proponen algunas nuevas
definiciones y teoremas, por ejemplo, define que para una clase () se pueden formar conjuntos
k. que contenga al menos un elemento y cumpla 1° que cada elemento de la clase pertenezca
auno de los conjuntos y 2° que dos elementos en un mismo conjunto tenga una vecindad menor
que . Asi, R, es el conjunto de los conjuntos k. y numera a la clase considerada; ademas, para
cualquiera que sea ¢ se pueden elegir los conjuntos k. de manera que R, sea contable.

Adicionalmente, en relacion con esta definicion, Fréchet (1906) enuncia algunos
teoremas:

e Para que el conjunto R, [correspondiente a un conjunto E tomado de una clase normal
()] pueda ser elegido, sea cual sea ¢, de manera que incluya solo un numero finito de
elementos, es necesario y basta con que E sea compacto.

e Sea E un conjunto de elementos de una clase normal (V). De modo que de cualquier
familia H, (contable o no) de conjuntos I tales que cualquier elemento de E sea interior
en sentido estricto a al menos uno de ellos, podemos extraer un ndmero finito de
conjuntos I que formen una familia G que disfrute de la misma propiedad como H, es
necesario y suficiente que E sea extremo.

e Todo conjunto no contable E formado por elementos de una clase normal (V) esta

condensado.

21 Conjuntos lineales o de la recta.
22 Estos ejemplos estan en la pagina 24 de su escrito de 1906.
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e Sea E cualquier conjunto formado por elementos de una clase separable (V); existe un
conjunto contable de elementos de E tal que cada elemento de E pertenece a este
conjunto D o a su derivada D’. Cuando E es cerrado, tenemos: E = D + D’. Cuando E
es perfecto, E = D’ (pp. 25-27).

De todo lo anterior se puede observar como haber capturado la idea de cercania a partir
de espacios menos generales y con mas restricciones, le permitio a Fréchet la obtencion de
nuevos resultados que se configuran fundamentales en lo que posteriormente se denominaria
topologia, por ejemplo, se introduce la técnica de recubrimiento de un conjunto a través de una
familia de conjuntos, lo que permite hablar de lo que se conoce como compacidad;
adicionalmente se desarrollan nociones relacionadas con la uniformidad y la continuidad,
generalizando los resultados que ya se habian conseguido en espacios lineales.

Si bien la introduccion de esta nueva clase permitié algunos desarrollos, Fréchet ve la
necesidad de introducir un nuevo espacio mas particular que el (1), al igual que en su momento
sucedi6 con este. Dicho espacio lo denomino clase (E) de Ecart (distancia) y de acuerdo con
Arboleda (2017) “La introduccién del Ecart resulta de una forma estructural de pensamiento
que busca preservar intuiciones euclidianas en los espacios abstractos” (p. 531), podria
pensarse que esa preservacion de las intuiciones euclidianas se da, en la medida en que, se
conserva la idea de desigualdad triangular, procedente del trabajo de Euclides, para caracterizar

el espacio definido.

1.1.3 Los Espacios (E)

La introduccion de la clase (E) en la tesis doctoral de Fréchet es uno de sus mas

importantes resultados y sigue teniendo vigencia en la actualidad:
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Definicion: Se define una clase (E) como una clase en la que a dos elementos A4, B se
les hace corresponder un ndmero (4,B) > 0 al que se denomina distancia y cumple las
siguientes propiedades:

a) La distancia (4, B) = 0si Ay B son idénticos
b) Si A, B, C son tres elementos cualesquiera, se tiene que (4,B) < (4,C) + (C,B)?®

En cuanto a esta definicion, a simple vista se podria pensar que es analoga a la clase
(V), sin embargo, se puede observar que en los espacios (E) se define explicitamente la funcion
distancia, a diferencia de lo que sucede en la clase (V'), que no se define una funcion particular;
ademas, al seguir ligados a una distancia en los nimeros reales, aun queda un camino por
recorrer hacia las mismas pretensiones de generalidad.

Ahora, es importante mencionar, que si bien estas dos clases no son equivalentes, toda
clase (E) es a su vez una clase (), pues cumple las condiciones necesarias: en el caso de la
condicion a) en los espacios (E), si se tiene una clase que la cumple, se puede verificar que
también cumplira la condicion 1° de los espacios (V); ademads, en cuanto a la condicion b) de
los espacios (E), al tomar un f(&) conveniente, también es posible verificar que se cumple la
condicion 2° de los espacios (V), por ejemplo Fréchet menciona que se podria tomar f(¢) =
2e. Veamos que si (A,C) < ey (C,B) < ¢ setiene que (4,C) + (C,B) < 2¢; ademas, por la
propiedad b) sabemos que (4,B) < (4,C) + (C, B), por tanto también se tiene que (4, B) <
(A,C) + (C,B) < 2¢,esdecir, (4,B) < f(e).

Es preciso mencionar que, gracias a la definicion de los espacios (E), Fréchet se
considera como el primero en definir lo que hoy se conoce como espacio métrico, aunque hasta
este punto, aun no se incluye la propiedad de simetria; es posteriormente que la definicion de

dicho espacio evoluciona, hasta obtenerla en los términos actuales, lo anterior, gracias a los

23a) L'écart (4, B) n'est nul que si A et B sont identiques.
b) Si 4, B, C sont trois éléments quelconques, on a toujours (4, B) < (4, C) + (C, B) (Fréchet, 1906, p. 30).
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aportes de distintos matematicos, entre ellos Felix Hausdorff. La definicion de espacio métrico
es muy conocida y trabajada en el andlisis funcional, de hecho, gracias a la conceptualizacion
de una distancia, que en términos actuales corresponde con lo que se denomina métrica, se
pueden definir conceptos como continuidad y convergencia.

Finalmente, como se pudo observar, las clases (E) son a su vez clases (V), pues la
distancia puede ser vista como una vecindad, y las clases (V) son también clases (L); con esto
en mente, es posible observar que los espacios con menos restricciones son los denominados
clases (L).

Figura 1

Los espacios de Fréchet en términos de inclusion

Espacios (L)

Espacios (V)

Espacios (E)

Cabe reiterar la fuerte importancia de la nocién de cercania en el desarrollo de los
espacios abstractos, pues segiin Anacona & Ortiz (2011) estos se entienden como el conjunto
de puntos en el que se ha definido una relacién de cercania entre los mismos; es asi que, no se
puede hablar de espacios abstractos sin que se tenga caracterizada una cercania. Lo anterior se
evidencia en cada uno de los desarrollos obtenidos en las clases que Fréchet define, en
particular, en el contexto de las clases (L) se captura la cercania a través de la idea de limite,
en las clases (V) atraves de la idea de vecindad, y en las clases (E) a partir de la distancia; y
es esta conceptualizacion de la cercania, a través de cada una de las clases, la que permitid

alcanzar, en espacios abstractos, los desarrollos expuestos a lo largo de su tesis.
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Esto fue fundamental en la época, ya que dio paso a los estudios en espacios generales
y con esto se gesto el camino hacia una nueva rama de las matematicas, que hoy en dia se
conoce como topologia general. De acuerdo con Dugac (1984) Fréchet con su tesis abrié una
nueva era en el analisis, caracterizada por la profusion de nuevos espacios y por la busqueda
de propiedades caracteristicas de estos espacios que conducen a “estructuras de cercania” a la
vez flexibles y suficientemente ricas para responder a las aplicaciones mas importantes del

analisis.?

1.2 El surgimiento de los espacios abstractos en términos de vecindades.

Felix Hausdorff en 1914 presenta su libro Grundziige der Mengenlehre, donde expone
los elementos principales de la teoria de conjuntos y algunas pruebas de estos. En los primeros
tres capitulos del libro, los conjuntos son vistos como sistemas de elementos, en los cuales no
se consideran las relaciones que se dan entre estos mismos; en los tres capitulos siguientes ya
se tienen en cuenta dichas relaciones y se desarrolla la teoria de conjuntos ordenados. Ahora,
en este apartado del presente trabajo, el interés estd posicionado en el capitulo siete sobre
Conjuntos de Puntos en Espacios Generales, pues es en este donde se introduce la axiomatica
de vecindades en espacios abstractos.

Adicionalmente, es importante considerar los aportes que otros matematicos han
realizado en relacion con el surgimiento de la nocién de vecindad, en particular, cabe resaltar
que para comprender el contexto en el que Hausdorff desarrolla sus ideas, que van a
conceptualizar la topologia general como rama de las matematicas, es preciso revisar en esta

génesis de los espacios abstractos, los aportes que David Hilbert realizo.

24 Eréchet va ouvrir avec sa thése une nouvelle époque en analyse, caractérisée par un foisonnement d'espaces nouveaux et
par la recherche des propriétés caractéristiques de ces espaces conduisant a des «structures» a la fois assez souples et assez
riches pour répondre aux applications les plus importantes en analyse (Dugac, 1984, p. 18).
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1.2.1 Los aportes de Hilbert en relacion con la nocion de vecindad

David Hilbert® se reconoce especialmente por la axiomatizacion de la geometria
euclidiana en su libro de 1899 Grundlagen der Geometrie? y la axiomatizacion de los nimeros
reales en su libro Uber den Zahlbegriff?’ de 1900, de este texto posteriormente se presentan
nuevas ediciones con algunas correcciones. Aunque Hilbert es reconocido por sus aportes a los
fundamentos de la geometria, se pueden reconocer algunos desarrollos que realiza en relacion
con la nocién de vecindad, la cual es fundamental en lo que hoy dia se conoce como topologia
general, y en este sentido, también vale la pena rescatarlo en el presente estudio sobre la
cercania en los espacios abstractos.

Adicionalmente, en términos de temporalidad, es posible observar que Hilbert antecede
a Hausdorff y Fréchet, ahora bien, aunque Fréchet también caracteriza la nocion de vecindad,
no lo hace en términos de subconjuntos como lo realiza Hilbert, en cambio, como se vera mas
adelante, Hausdorff parece retomar estas ideas, pues de acuerdo con Bourbaki, Hausdorff
“retomando la nocidn de vecindad, supo escoger entre los axiomas de Hilbert para vecindades
del plano aquellos que podian dar a su teoria toda la precision y al mismo tiempo toda la
generalidad deseable” (Bourbaki, 1974, p. 180).

Ahora, en cuanto a la nocion de vecindad en Hilbert (1903), en el apéndice 4 de su libro
Grundlagen der Geometrie presenta una definicion del plano y algunos axiomas para este,
ademas, retoma en una nota al pie la siguiente definicion del plano que habia presentado en
1902.

Definicion: El plano es un sistema de cosas Ilamadas puntos y cumple los siguientes

axiomas:

25 Matematico aleman (Ko6nigsberg, Prusia Oriental 1862 - Gotinga, Alemania 1943).
% Fundamentos de la Geometria.
27 Sobre el concepto de nimero.
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1. Cada punto A determina ciertos subsistemas de puntos a los que €l mismo pertenece
y que se denominan vecindades del punto A.

2. Los puntos de un entorno siempre se pueden asignar de forma reversible e
inequivoca a los puntos de una determinada region de Jordan®® en el plano
numérico. La region de Jordan se denomina imagen de esa vecindad.

3. Cada regioén de Jordan contenida en una imagen, dentro de la cual se encuentra el
punto A, es a su vez una imagen de una vecindad de A. Si existen diferentes
imagenes de una vecindad, la transformacion reversiblemente Unica de las regiones
de Jordan en cuestion es continua.

4. Si B es un punto cualquiera de una vecindad de A, entonces esta vecindad es
también una vecindad de B.

5. Para dos vecindades cualesquiera de un punto A, siempre hay una vecindad del
punto A que es comun a ambas vecindades.

6. Si Ay B son dos puntos cualesquiera en nuestro plano, entonces siempre hay una

vecindad de A que también contiene el punto B (p. 123)%.

28 Una curva continua que se encuentra en el plano numérico y que esta libre de puntos dobles e incluye sus puntos finales se
llama curva de Jordan. Si la curva de Jordan es cerrada, el interior de la region del plano numérico delimitada por ella se llama
region de Jordan (Hilbert, 1903).

2%Dje Ebene ist ein System von Dingen, welche Punkte heilen. Jeder Punkt A bestimmt gewisse Teilsysteme von Punkten, zu
denen er selbst gehdrt und welche Umgebungen des Punktes A heiflen.

Die Punkte einer Umgebung lassen sich stets umkehrbar eindeutig auf die Punkte eines gewissen Jordanschen Gebietes in der
Zahlenebene abbilden. Das Jordansche Gebiet wird ein Bild jener Umgebung genannt.

Jedes in einem Bilde enthaltene Jordansche Gebiet, innerhalb dessen der Punkt A liegt, ist wiederum ein Bild einer Umgebung
von A. Liegen verschiedene Bilder einer Umgebung vor, so ist die dadurch vermittelte umkehrbar eindeutige Transformation
der betreffenden Jordanschen Gebiete aufeinander eine stetige.

Ist B irgend ein Punkt in einer Umgebung von A4, so ist diese Umgebung auch zugleich eine Umgebung von B.

Zu irgend zieei Umgebungen eines Punktes A gibt es stets eine solche Umgebung des Punktes A, die beiden Umgebungen
gemeinsam ist.

Wenn A und B irgend zwei Punkte unserer Ebene sind, so gibt es stets eine Umgebung von A4, die zugleich den Punkt B enthalt
(Hilbert, 1903, p.123).
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Como se puede observar, si bien Hilbert no define el concepto de vecindad de manera
explicita, emplea una nocion de esta para establecer la lista de axiomas propuestos para el
plano. Aqui, vale la pena mencionar que mientras los desarrollos de los matematicos que se
abordan en el presente trabajo tienen una clara pretension de extender ciertas ideas a espacios
abstractos, el trabajo de Hilbert se concentra en la axiomatizacion del espacio euclidiano, en
este sentido se puede observar que generalizar no era su interés principal. Ahora, si bien su
pretension no era la generalizacion, logra capturar la cercania para el espacio euclidiano en
términos de la nocion de vecindad, la cual luego va a tener un papel importante en la topologia
general. De acuerdo con Cullinane (1997) es evidente que el sistema axiomatico de Hilbert
documenta varias ideas que mas tarde surgirdn como piedras angulares en la formulacién de
una nocién abstracta de vecindad y, en un nivel mas amplio, el desarrollo de la teoria de los

espacios topologicos (p. 4).

1.2.2 El desarrollo de la nocién de vecindad en Hausdorff.

En el capitulo 7 Punktmengen in allgemeinen Raumen® de sus Grundziige, Hausdorff
presenta por primera vez la definicion de espacio topoldgico y todo este desarrollo lo hace en
términos de la idea de vecindad. Asi, en el primer apartado denominado Umgebungen®! realiza
una introduccion a las ideas que ira desarrollando.

En primer lugar, resulta importante mencionar el protagonismo que tiene la teoria de
conjuntos en los desarrollos alcanzados por Hausdorff, pues esto se puede evidenciar en
distintos sentidos: por un lado, se puede observar que los primeros seis capitulos estan
dedicados a definir y caracterizar una teoria de conjuntos, y teniendo en cuenta lo presentado
en estos, propone el camino hacia una teoria general de conjuntos o lo que conocemos hoy

como topologia general; por otro lado, el mismo Hausdorff (1914) destaca la riqueza que ofrece

30 Conjuntos de puntos en espacios generales.
81 «yecindad”.
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la teoria de conjuntos y la importancia que tendrad en los desarrollos que esta a punto de
explicitar, cuando menciona que: la teoria de conjuntos ha celebrado sus mas bellos triunfos,
en su aplicacion a los conjuntos de puntos en el espacio, en la clarificacion y agudizacion de
los conceptos geométricos basicos... Primero debemos tener clara la posicion de la teoria de
conjuntos de puntos en el sistema de la teoria general de conjuntos (p. 209). En relacion con
esto Arboleda (2017) destaca que “Hausdorff aclara asi uno de los rasgos caracteristicos de la
formalizacién de las estructuras topoldgicas, el hecho de fundamentarse en lenguaje
conjuntista” (p. 533).

Hausdorff contintia desarrollando su apartado sobre “vecindades”, en el cual reflexiona
sobre la cuestion de la generalizacion de la teoria de conjuntos, en este punto explicita que su
pretension esta puesta en proponer una teoria general que pueda ser aplicable a conjuntos de
distintos tipos de objetos matematicos (puntos, rectas, planos, superficies, funciones, conjuntos
de curvas, etc.); con dicha generalizacion , el interés no es complicar la teoria, sino obtener una
simplificacion de esta y otorgarle practicidad, lo anterior, en el sentido de que no seria necesario
desarrollar teorias especificas para cada conjunto de elementos, pues la teoria definida seria
aplicable para cualquier tipo de objeto matematico con el que se pretenda trabajar. Para lograr
este objetivo, presentara una lista de “supuestos simples” conocidos como axiomas, que reunen
los principios basicos de la teoria propuesta, procediendo de manera l6gico-deductiva; con esto,
seglin Hausdorff (1914) logramos protegernos de los errores a los que la llamada “intuicion”®?
quisiera llevarnos (p. 211).

Aqui, es preciso hacer mencion sobre el proceder analogo que presenta Hausdorff en
relacién con Fréchet, tanto uno como el otro pretenden, a partir de la conocida teoria de
conjuntos, desarrollar una teoria unificadora que se pueda aplicar a los diferentes conjuntos sin

que se requiera tener en cuenta la naturaleza de los elementos de estos mismos, ademas ambos

32 Anschauung.
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en este intento por generalizar los resultados que se tienen para conjuntos particulares,
seleccionan los principios fundamentales de las teorias que estan considerando. Esto puede
estar influenciado por las practicas matematicas estructuralistas del momento, pues en el siglo
XX, se fue gestando la filosofia estructuralista, la cual fue determinante en las investigaciones
matematicas desarrolladas en la época.

Desde esta perspectiva, el interés esta puesto en las relaciones que se dan entre los
elementos y no en la naturaleza de los mismos; esto se puede evidenciar en los desarrollos
propuestos por estos matematicos, en la medida en que, las definiciones presentadas por ellos
son aplicables a un conjunto cualquiera, es decir, no se considera la naturaleza de sus objetos,
sino que, como se pudo observar en Fréchet y como lo veremos a continuacion en Hausdorff,
lo fundamental es la relacion de cercania que permite caracterizar estos conjuntos.

En relacion con la nocion de cercania capturada en los desarrollos de Hausdorff, se
puede evidenciar que este reflexiona sobre las posibles maneras de conseguir su proposito de
generalizacion, en primera instancia afirma que una de estas puede estar dada al considerar
conjuntos de puntos en el espacio y una relacion distancia definida entre pares de elementos.
Continua sus reflexiones explicitando que esta no es la Unica posible generalizacion de la teoria
de conjuntos, pues también se pueden definir las sucesiones de puntos convergentes y su limite,
y asi, el concepto de limite pasa a estar en la base de la teoria de conjuntos de puntos. Ademas,
menciona que es posible asignar a los puntos del espacio un subconjunto que denomind
“vecindad del punto”; de manera analoga, el sistema de vecindades se convertiria en la base de
la teoria.

Lo anterior permite observar que Hausdorff reconoce tres maneras distintas de alcanzar
sus propositos de generalizacion, y en estas es posible percibir que se hace explicita la
necesidad de trabajar con una nocién de cercania, pues para cada alternativa menciona que

puede posicionarse un concepto, que de alguna manera captura esta nocion, en la base de la
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teoria a desarrollar; en este sentido, se puede ver la cercania, por un lado en términos de la
distancia, por otro lado en la idea de limite de una secuencia, y finalmente a través de la
definicion de vecindad. Pensando en esta primera observacion realizada por Hausdorff, es
posible evidenciar que estas tres formas de generalizar la teoria de conjuntos son las mismas
que Fréchet ya habia mencionado, sin embargo, mas adelante se podrd ver que, aungue
nominalmente son equivalentes, presentan grandes diferencias conceptuales.

En relacién con estos tres conceptos, Hausdorff (1914) afirma que con la ayuda de las
distancias se pueden definir entornos y limites, con la ayuda de los entornos se pueden definir
limites, pero generalmente no distancias, y con la ayuda de los limites, en general, ni entornos
ni distancias (p. 211). En este punto, si bien afirma que la eleccion es cuestion de gustos,
considera los conceptos de distancia y limite para realizar algunas observaciones en relacion
con la eleccion que él realizard; en primer lugar menciona que las distancias corresponden al
caso mas particular de los tres conceptos, podria intuirse que explicita esto dado que
considerando su pretension, este seria el caso que ofrece un menor grado de generalizacion; en
segundo lugar, contempla el concepto de limite, y aunque lo reconoce como el caso mas
general, afirma que el considerarlo implica una relacion con lo contable, lo que nuevamente
podria significar una limitacion en relacion con su proposito de generalizacion. Con esto en
mente, Hausdorff menciona que, en este capitulo, sus desarrollos se realizaran considerando el
concepto de vecindad.

Ahora, “antes de presentar la forma general del sistema de axiomas sobre las vecindades
para un espacio abstracto, Hausdorff lo interpreta para un espacio métrico siguiendo la idea
originaria de Hilbert” (Arboleda, 2017, p. 533), asi, este mateméatico empieza presentando el
caso en el que las vecindades estan dadas por las distancias, para esto presenta la definicion de

espacio métrico.
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Definicion: Un espacio métrico es un conjunto E en el que a dos elementos (puntos)
x,y se les asigna un namero real no negativo, el cual corresponde con la distancia xy = 0, y
cumple con lo siguientes axiomas de distancia:

a (Axioma de simetria). Siempre se da que xy = yx

B (Axioma de coincidencia). Esxy = 0siysolosix =y

¥ (Axioma del triangulo). Siempre se da que Xy + yz > xz. >

En relacion con esta definicidn, es preciso mencionar que ya Fréchet habia definido
espacio metrico por primera vez cuando definio la clase (E') en su tesis doctoral de 1906; como
se vio anteriormente, este matematico presentd dos axiomas que deberian cumplirse para dicha
clase, los cuales corresponden con los axiomas de coincidencia y del triangulo que presenta
Hausdorff en su definicion, asi, es posible observar que en la definicion de espacio métrico
ofrecida por el matematico aleman, se incluye una nueva propiedad que denomin axioma de
simetria.

Como se menciond anteriormente, los espacios métricos son un caso particular de

espacio topolégico, en estos espacios, segin Hausdorff, se define vecindad como:

Definicion: Una vecindad (U,) de un punto x es el conjunto de puntos y cuya distancia

a x es menor que un determinado niimero positivo ¢.>*

Estas vecindades estan dadas por el punto x que es el centro y el nUmero positivo ¢ que

es el radio, por lo que, se pueden tener infinitas vecindades del punto x haciendo variar el radio.

33Unter einem metrischen Raume verstehen wir eine Menge E, in der je zwei Elementen (Punkten) x, y eine reelle nichtnegative
Zahl, ihre Entfernung xy > 0 zugeordnet ist; und zwar verlangen wir Uberdies die Gltigkeit der folgenden
Entfernungsaxiome

a) (Symmetrieaxiom). Es ist stets xy = yx.

B) (Koinzidenzaxiom). Es ist Xy = 0 dann und nur dann, wenna x = y.

y) (Dreiecksaxiom). Es ist stets xy + yz > xz (Hausdorff, 1914, p. 211).

34 In einem metrischen Raume E verstehen wir unter einer Umgebung U, des Punktes x die Menge der Punkte y, deren
Entfernung von x kleiner als eine bestimmte positive Zahl ¢ (Hausdorff, 1914, p. 212).
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Asi, la idea que se tiene de vecindad va a depender del espacio en el que se esté trabajando, de
esta manera, en los espacios unidimensionales las vecindades son segmentos que no incluyen
sus extremos, en los espacios bidimensionales una vecindad corresponde con el interior de una
circunferencia, en los tridimensionales sera el interior de una esfera, etc.

Figura 2

Ejemplos de vecindades en diferentes espacios

X=R3 X =R2

S )

En este punto, se inicia la transicion a los axiomas generales de vecindad, en los cuales
se desliga del concepto de distancia; asi, se presenta la siguiente definicion:

Definicion: Un espacio topoldgico es un conjunto E en el que a los elementos (puntos)
x se les asignan ciertos subconjuntos U,., que Ilamamos vecindad de x, estos cumplen con los
siguientes axiomas®>:

(A) Cada punto x corresponde al menos a una vecindad U,.; cada vecindad U, contiene

el punto x.

3SUnter einem topologischen Raum verstehen wir eine Menge E, worin den Elementen (Punkten) x gewisse
Teilmengen U, zugeordnet sind, die wir Umgebungen von x nennen, und zwar nach Mal3gabe der folgenden
Umgebungsaxiome:

(A) Jedem Punkt x entspricht mindestens eine Umgebung U,; jede Umgebung U, enthdlt den Punkt x.

(B) Sind U,, V. zwei Umgebungen desselben Punktes x, so gibt es eine Umgebung Wy, die Teilmenge von beiden ist (W, <
D(Ux, V)

(C) Liegt der Punkt Y in Uy, so gibt es eine Umgebung U,, die Teilmenge von U, ist (Uy c Ux).

(D) Fiir zwei verschiedene Punkte x, y gibt es zwei Umgebungen Uy, U,,, TJy ohne gemeinsamen Punkt (D(U,, U,)) = 0.
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(B) Si U,, V, son dos vecindades del mismo punto x, entonces existe una vecindad W,
que es un subconjunto de ambos (W, € D(U,, V;))*®

(C) Si el punto y se encuentra en U,, entonces existe una vecindad U, que es un
subconjunto de U, (U,, € Uy)

(D) Para dos puntos diferentes x, y existen dos vecindades U,, U,, sin un punto comun
(D(Uy, Uy)) = 0

Figura 3

llustracion de las propiedades de Hausdorff para las vecindades

En una nota al pie, Hausdorff aclara lo que esta entendiendo por ser topoldgico, cuando
menciona que es todo aquello que se puede expresar sin medida ni nimero®’, y posteriormente,
demuestra que los espacios métricos presentados previamente, cumplen con los axiomas de
vecindad, por lo cual concluye que estos espacios son un caso particular de espacios
topoldgicos.

En cuanto a la definicion de vecindad presentada por Hausdorff se pueden realizar
algunas observaciones; en primer lugar, es posible visualizar que es hasta este punto que se

logra un mayor grado de generalidad, dado que por primera vez la nocion de “cercania” en el

%610 primero que se puede notar en estos axiomas, es su diferencia con la notacion que se emplea en la actualidad, por eso es
importante aclarar que (D(Uy, Uy)) es equivalente con U, N U,, (Hausdorff, 1914, p. 213).

37 Der Ausdruck ist in einem verwandten Sinne bereits Gblich; wir wollen damit andeuten, daR es sich um Dinge handelt, die
ohne Mal3 und Zahl aus- driickbar sind (Hausdorff, 1914, p. 213, nota a pie 1).
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surgimiento de los espacios abstractos, se desliga de los numeros reales, las funciones o la
distancia, y en cambio se caracteriza en términos conjuntistas. En segundo lugar, es importante
mencionar que el axioma D de vecindades caracteriza un tipo de espacio separable, el cual hoy
se conoce como T, 0 espacio de Hausdorff. Ademas, se reconoce que, aunque su definicion de
vecindades esta dada en terminos generales, los ejemplos con los que ilustra su teoria estan en
el marco del espacio euclidiano.

Finalmente, vale la pena mencionar que Hausdorff en sus conferencias de Bonn en
1912, habia presentado una lista de axiomas para las vecindades que es equivalentes a los que
presenta en 1914, excepto por el axioma (B): “dadas dos vecindades de un punto U, y U, ,
U, c U obienU, 2 U’,” (Arboleda, 2017, p. 533); este axioma parece indicar que Hausdorff
tenia la idea de que las vecindades son bolas concéntricas (ver figura 4), esto porque el axioma
implica que al haber dos vecindades de un mismo elemento, necesariamente una debia estar
contenida en la otra, ahora, con el axioma B propuesto en 1914 se logra un mayor grado de
generalidad, pues parece abandonar esta idea.

Figura 4

llustracion de bolas concéntricas en el espacio euclidiano bidimensional

Y

X

Por otra parte, como ya se ha mencionado, otros matematicos habian presentado antes
la nocion de vecindad para hablar de cercania en un determinado espacio. Por un lado, Fréchet

lo habia realizado en ese propdsito de generalizar los resultados de la teoria de conjuntos, y por
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otro lado, Hilbert se habia remitido a esta nocion en desarrollos propios de la geometria
euclidiana.

En cuanto a lo presentado por Fréchet, es posible evidenciar que la conceptualizacion
que se realiza de la idea de vecindad no es analoga, de hecho para este matematico la vecindad
aparece ligada a los nameros reales, pues esta es entendida como una distancia; en cambio,
como se pudo notar en este apartado, Hausdorff caracteriza el concepto de vecindad en
términos mas abstractos, como conjuntos, donde no aparecen relaciones con lo numérico; en
este sentido, Hausdorff es pionero en definir la cercania en los términos topoldgicos actuales.

Ahora, en relacion con el matematico Hilbert, como ya se menciond, hay algunas
razones que permiten intuir que este tuvo cierta influencia en el trabajo realizado por Hausdorff.
De manera general se reconoce que ambos matematicos desarrollaron sus trabajos en la misma
época y lugar, lo que permitié que Hausdorff conociera el trabajo de Hilbert y se inspirara en
este; en particular, se pueden observar algunas relaciones, en cuanto a las vecindades, entre los
axiomas que presentan estos matematicos. Asi, al realizar una comparacion entre estos, se
pueden establecer las siguientes relaciones:

Tabla 1

Relaciones entre los axiomas de vecindades y los axiomas del plano

Axiomas de vecindades Axiomas del plano

| | 1
(A) Cada punto x corresponde al menosa 1. Cada punto A determina ciertos

una vecindad U,; cada vecindad U, subsistemas de puntos a los que él mismo
contiene el punto x pertenece y que se denominan vecindades
del punto A

| 1
(B) Si U,,V, son dos vecindades del 5. Para dos vecindades cualesquiera de un

mismo punto x, entonces existe una
vecindad W, que es un subconjunto de
ambos (W, < D(Uy, Vy))

punto A, siempre hay una vecindad del

punto A que es comun a ambas vecindades.
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(C) Si el punto y se encuentra en U,, 4. Si B es un punto cualquiera de una
entonces existe una vecindad U, que es

un subconjunto de U, (U,, € Uy)

vecindad de A, entonces esta vecindad es

también una vecindad de B.

| ] 1
(D) Para dos puntos diferentes x,y

existen dos vecindades U,,U, sin un
punto comudn (D(Uy, Uy)) = 0

De la tabla anterior se puede observar que, aunque los axiomas de Hausdorff y de
Hilbert se presentan en términos diferentes, se puede reconocer que los axiomas Ay B del
primero son equivalentes, respectivamente, a los axiomas 1 y 5 del segundo. En este sentido,
el axioma A es equivalente al axioma 1 porque en esencia ambos afirman que cada punto en
un espacio tiene al menos una vecindad a la cual el punto pertenece, y el axioma B es
equivalente al axioma 5 porque establecen que, si se tienen dos vecindades de un punto, se
puede encontrar otra vecindad que esté contenida en la interseccidn de estas, es decir, que los
puntos en la interseccion son también cercanos al punto dado.

Por otro lado, se puede establecer una relacion entre el axioma C y el axioma 4, pues
en ambos se considera que si se tiene un punto y contenido en U, , esta va a ser también
vecindad de y; sin embargo, en el axioma C, ademas de esto, se considera que no solo U, sera
vecindad de y sino que también puede existir un subconjunto de esta que también sea vecindad
de y; de acuerdo con esto, se puede intuir que el axioma C es una generalizacion del 4, en la
medida en que, este Gltimo axioma sélo considera que U, es vecindad de y, mientras que el
axioma C considera que es vecindad de y y de todos sus puntos cercanos.

Ahora, en cuanto al axioma D no se evidencia una relacion sustancial con los que
presenta Hilbert, pues como ya se menciono, este caracteriza una propiedad de separabilidad
que se le atribuye a Hausdorff. En relacion con esta Gltima propiedad, vale la pena mencionar

que actualmente en topologia se estudian otras definiciones de espacio topoldgico en las que
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esta no se incluye, es asi que, se reconoce gque hay espacios que no cumplen con la propiedad
de separabilidad de Hausdorff, teniendo esto en cuenta los espacios de Hausdorff son un tipo
particular de espacio topoldgico.

Posteriormente, en el segundo apartado del capitulo 7, Hausdorff presenta algunas
definiciones asociadas al concepto de vecindad, por ejemplo caracteriza los puntos interiores
(A;)de A (A c E) como los x que pertenecen a A tal que existe una vecindad de x que pertenece
a A,y los puntos borde (4,.) de A como los puntos que no son interiores de A. Asi, se tiene que

A=A +A,

Adicionalmente, menciona que un conjunto sin puntos borde se denomina region, esta
esta dada por A, = 0 0 4; = A, mientras que un conjunto sin puntos interiores se denomina
conjunto basico y esta dado por A; = 0o A, = A. Seguidamente, Hausdorff presenta algunas
propiedades del conjunto interior y borde y propone ejemplos respectivos.

En el tercer apartado del capitulo, Hausdorff define los puntos de contacto a de A
como los x tales que en cada vecindad U, hay al menos un punto de A; los puntos de
acumulacion g de A como los x tales que en cada vecindad U, hay un nimero infinito de puntos
de A; los puntos de condensacion y de A como los x tales que en cada vecindad U, hay un
numero infinito e incontable de puntos de A. ElI mismo Hausdorff sefiala que Cantor Ilama a
los puntos B la derivada de A. Ademas, a lo largo del apartado presenta algunos ejemplos de
conjuntos en los que muestra cuales serian los puntos «, fyy, Yy menciona algunas
propiedades de estos puntos.

En el cuarto apartado, se definen tres conceptos y se desarrollan propiedades alrededor
de estos; por un lado, conjunto divergente se define como un conjunto infinito sin puntos de

acumulacion, por otro lado, conjunto compacto®® como un conjunto sin subconjunto

38 Hausdorff para definir conjunto compacto cita a Fréchet, aunque reinterpreta esta definicion en sus términos. En este sentido,
se puede observar, por esta y otras menciones, que el matematico aleman conocid el trabajo del francés:

“Eine Menge ohne divergente Teilmenge nennen wir (nach M. Fréchet) kompakt” (Hausdorff, 1914, p.230)
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divergente, adicionalmente, conjunto convergente como un conjunto que tiene un unico limite.
Ademas, presenta el teorema que afirma que si un conjunto es convergente entonces es
compacto y que si un conjunto es compacto y tiene un Gnico punto de acumulacién entonces
es convergente. Posteriormente, continta desarrollando los apartados del capitulo 7, y en
general los demas capitulos, alrededor de una teoria abstracta de conjuntos, que luego todo este
compendio de desarrollos matematicos se conoceria como topologia general.

Finalmente, es importante destacar que la nocion de cercania en Hausdorff se captura a
través del concepto de vecindad, el cual se presenta como un conjunto de puntos cercanos a un
punto dado; se puede observar que este concepto es el que le permite al matematico aleman
realizar los desarrollos que establecieron los cimientos de esta nueva rama de las matematicas,
pues como se presentd anteriormente, a partir de las vecindades se lograron definir conceptos,

establecer propiedades y demostrar teoremas.

1.2.3 La nocion de vecindad en Bourbaki

Posterior a los desarrollos de los matematicos presentados en el capitulo anterior, es
posible reconocer los trabajos de otros matematicos a través de los cuales también se ha logrado
capturar de alguna manera la nocién de cercania en espacios generales, entre estos se reconoce
el trabajo realizado por Nicolas Bourbaki, un grupo de matematicos franceses que tuvo sus
inicios hacia el afio de 1935. Este grupo se ocupd de estudiar los fundamentos de las
matematicas, en particular, inicié con el propdsito de construir un nuevo tratado de analisis
para emplearlo en el sector educativo; sin embargo, este interés se fue nutriendo y terminaron
abordando diferentes campos de las matematicas en sus producciones.

Uno de los aportes matematicos que realizd este grupo, fue el trabajo realizado
alrededor de la nocién de vecindad, el cual se presenta en el libro Topologie générale de 1965;
esta nocién es definida en el marco de los espacios topoldgicos, los cuales se entienden de la

siguiente manera:
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Definicion: Un espacio topoldgico es un conjunto dotado de una estructura topoldgica,
la cual se entiende como una estructura constituida por los conjuntos abiertos o que son partes
del conjunto X, estos poseen las siguientes propiedades:

(0,) Toda union de conjuntos abiertos, es un conjunto abierto.

(0;;) Toda interseccion finita de conjuntos de conjuntos abiertos, es un conjunto
abierto. %

En relacion con esta definicion, es posible notar que se diferencia de la ofrecida por
Hausdorff, en la medida en que, esta dada en términos de abiertos y no de vecindades; ademas
se puede resaltar que esta definicion de espacio topoldgico es mas general que la presentada
por Hausdorff, pues de acuerdo con esta, un espacio topolégico no necesariamente debe
cumplir con ser separable.

Ahora, en cuanto a la definicion de vecindad, Bourbaki la presenta en los siguientes
términos:

Definicidon: En un espacio topoldgico X, llamamos vecindad de un elemento A (con A
que pertenece al conjunto partes de X) a cualquier conjunto que contenga un conjunto abierto
que contenga a A. Las vecindades de una parte {x} reducida a un solo punto también se llaman

vecindades del punto x. 4°

39 DEFINITION 1. — On appelle structure topologique (ou plus briévement topologie) sur un ensemble X une structure
constituée par la donnée d'un ensemble D de parties de X possédant propriétés suivantes (dites axiomes des structures
topologiques):

(OI) Toute réunion d'ensembles de D est un ensemble de D.

(Oll) Toute intersection finie d'ensembles de D est un ensemble de D.

Les ensembles de D sont appelés ensembles ouverts de la structure topologique définie par D sur X (Bourbaki, 1965, TG 1.1).
40 DEFINITION 4. — Dans un espace topologique X, on appelle voisinage d'une partie A de X tout ensemble qui contient un
ensemble ouvert contenant A. Les voisinages d'une partie {x} réduite a un seul point s'appellent aussi voisinages du point x
(Bourbaki, 1965, TG 1.2)
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Figura 5

Representacion gréafica-intuitiva de una vecindad

QY

En relacién con esta definicion, es posible notar que Bourbaki define las vecindades
inicialmente para un conjunto y posteriormente para un elemento en particular; esto se
diferencia de lo presentado por Hausdorff, en la medida en que, este matematico presentd las
vecindades de un elemento x y no de un conjunto de elementos.

Ademas, Bourbaki (1965) presenta cuatro axiomas que cumple el conjunto de
vecindades V (x) de x:

(V) Cualquier conjunto de X que contenga un conjunto de V(x) pertenece a V (x).

(V;1) Cualquier interseccion finita de conjuntos de V (x) pertenece a V (x).

(V1) El elemento x pertenece a cualquier conjunto de V' (x).

(V) Si V pertenece a V(x), existe un conjunto W que pertenece a V(x), tal que para
todo y € W, V pertenece a V(y). Segun la prop. 1 es suficiente tomar por W un conjunto

abierto que contiene a x y esta contenido en V.4

41 Désignons par B(x) I'ensemble des voisinages de x. Les ensembles de parties jouissent des propriétés suivantes :

V;) Toute partie de X qui contient un ensemble de B (x) appartient a B (x).

V1) Toute intersection finie d'ensembles de B (x) appartient a B(x).

Vi) L'élément x appartient a tout ensemble de B (x).

Viy) Si V appartient @ B(x), il existe un ensemble W appartenant a B(x) et tel que, tout y € W, V appartienne a B(y)
(Bourbaki, 1965, TG 1.3).
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Figura 6

llustracion de las propiedades de Bourbaki para las vecindades

De acuerdo con estas propiedades para las vecindades, es posible realizar algunas
observaciones en relacion con la comprension de estas a partir de la caracterizacion de la
cercania; en primer lugar, la propiedad (V,) permite pensar que si el barrio de una persona es
vecindad de ella, también lo sera la ciudad en la que se encuentra el barrio, incluso el pais o
cualquier espacio en el que el barrio esté incluido. Aqui es posible ver la caracterizacion de la
cercania, en la medida en que, si tengo una vecindad de un punto, los puntos cercanos a esta
vecindad, también seran cercanos (vecinos) al punto dado; con esto se tiene la posibilidad de
extender las vecindades, mientras que con la propiedad (V) se tiene la posibilidad de encontrar
vecindades mas reducidas, es decir, acercarse cada vez mas al punto dado, pues entre mas
vecindades se tomen para interceptar, se obtendran vecindades mas pequefias.

En relacion con la propiedad (V;;;), esta garantiza que para que algo sea vecindad de
un punto, el punto debe estar alli; asi, no puedo hablar de lo que es cercano a “algo” sin que el
“algo” haga parte. Finalmente, la propiedad (V};,) garantiza que una vecindad de un punto, es
también vecindad de los puntos que estan cerca al punto dado, de acuerdo con dicha vecindad;
en términos intuitivos, si la vecindad de una persona es su barrio, este es también vecindad de

las personas que viven cerca.
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Ademas, en términos generales se puede decir que las definiciones de vecindad
ofrecidas por Hausdorff y el grupo Bourbaki, si bien no iguales, tampoco son contrarias; por
un lado, se puede establecer una correspondencia entre las propiedad A y B de Hausdorff y las
propiedades (V;;;) y (V;;) de Bourbaki, respectivamente, ademas, aunque las propiedades C de
Hausdorff y (V;;) de Bourbaki no son iguales, se podria identificar una relacion entre estas,
pues en ambas propiedades se estan estableciendo, de maneras diferentes, condiciones para
que la vecindad de un elemento dado, sea también vecindad de otro elemento que pertenece a

la vecindad inicial. Estas relaciones se pueden observar en la siguiente tabla:

Tabla 2

Relaciones entre los axiomas de vecindades presentados por Bourbaki y por Hausdorff

Axiomas de vecindades en Bourbaki Axiomas de vecindades de Hausdorff
| ] 1
(V;) Cualquier conjunto de X que

contenga un conjunto de V' (x) pertenece
av(x).

| | 1
(Vi) Cualquier interseccion finita de (B) Si U,,V, son dos vecindades del

conjuntos de V (x) pertenece a V (x). mismo punto x, entonces existe una
vecindad W, que es un subconjunto de
ambos (W, € D(U,, V,))

| | 1
(Vy;1) El elemento x pertenece a cualquier (A) Cada punto x corresponde al menos a

conjunto de V (x). una vecindad U,; cada vecindad U,
contiene el punto x

| | 1
(V) Si V pertenece a V(x), existe un (C) Si el punto y se encuentra en U,,

conjunto W que pertenece a V (x), tal que entonces existe una vecindad U,, que es un
para todo y € W, V pertenece a V(y). subconjunto de U, (U, € Uy)

Segun la prop. 1 es suficiente tomar por

W un conjunto abierto que contiene a x y

esta contenido en V.

Ahora, también es posible identificar algunas diferencias entre los axiomas presentados

por Bourbaki y por Hausdorff para las vecindades, por un lado la propiedad de que un conjunto
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que contenga a una vecindad de un elemento dado es también vecindad de ese elemento,
enunciada en el axioma (V;) de Bourbaki, no fue considerada entre los axiomas de Hausdorff;
y por otro lado, entre los axiomas presentados por Bourbaki no se considera el axioma D de
Hausdorff, pues como se mencioné esta caracteriza una propiedad de separabilidad que se
cumple solo para algunos casos.

Adicionalmente, vale la pena mencionar que, como se vio, Hausdorff propone estos
axiomas para definir espacio topoldgico, mientras que, Bourbaki presenta los axiomas después
de haber ofrecido una definicion de estos espacios, para la cual no recurre a las vecindades,
sino que lo hace en términos de conjuntos abiertos; ahora, se podria demostrar que la topologia
en términos de abiertos es equivalente a la topologia definida a través de vecindades. Estos
axiomas de vecindades presentados por Bourbaki se siguen trabajando en la actualidad y
representa un avance importante en términos de generalidad, lo cual se continuara evidenciando
en el siguiente capitulo. En relacién con la nocion de vecindad, como se ha podido observar,
diferentes matematicos han presentado diferentes axiomas, como se muestra a continuacion:

Tabla 3

Axiomas de vecindades propuestos por distintos matematicos

Riez Root Hilbert Hausdorff Bourbaki

Un a) Si N es una 1. Cada punto A (A)Cadapuntox (V;)  Cualquier
subconjunto vecindad de p € determina ciertos corresponde al conjunto de X que
UcX es P,luegop e P. subsistemas de menos a una contenga un
una b) Cada puntos a los que él vecindad Uy; conjunto de V(x)
vecindad de vecindad de un mismopertenecey cada vecindad perteneceaV(x).
un elemento elemento ideal que se denominan U, contiene el (V) Cualquier
X € X si: contiene un vecindades  del punto x. interseccion finita
-x€eU elemento de P.  punto A. (B) Si Uy, V,, son de conjuntos de
-x € c)Para cualquier 2.SiBesunpunto dos vecindades V(x) pertenece a
XIuy’ p € P hay una cualquiera de una del mismo punto V(x).

Ademas: secuencia (A,) vecindad de A, «x, entonces (V) El
- La de vecindades de entonces esta existe una elemento X
interseccion p tal que para Vvecindad es vecindad W, que pertenece a
de un cualquier también una es un cualquier
ndmero vecindad N de p vecindad de B. subconjunto de

finito de
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vecindades existe k tal que 3. Para  dos ambos conjunto de

de x A, SN para vecindades W, V(x).

también es cada n > k. cualesquierade un DU, V,)) V) Si |4

una d) Para cada punto A4, siempre (C) Siel puntoy pertenece a V(x),

vecindad de vecindad N de hay una vecindad se encuentra en existe un conjunto

X. p € P hay una delpunto Aquees U,, entonces W que pertenece
vecindad My de comin a ambas existe una a V(x), tal que
P para la cual Vvecindades. vecindad U, que para todoy €
cadaelementode 4.SiAyBsondos es un W,V
My tiene wuna puntos subconjunto de pertenece a
vecindad que es cualesquiera en y (U, cU,). V(y).. Segin la
un subconjunto nuestro  plano, p) para dos Prop. 1 es
de N. entonces siempre  nntos diferentes Suficiente  tomar
e) Los distintos hay una vecindad y ) existen dos POr W un

elementos de P

de A que también

vecindades U,,

conjunto abierto

tienen contiene el punto 7 sin yn punto due contiene a
vgc_lndades B. comdn X y esta
disjuntas . DU, V,) = 0 contenidoen V.

En sintesis, en los desarrollos presentados en el capitulo 1 se logra ver algunos
momentos histéricos que evidencian los elementos mas relevantes del surgimiento de los
espacios abstractos en las matematicas hacia el siglo XX, en estos se logré describir y analizar
cdémo algunos matematicos de la época interesados en generalizar los resultados que ya Cantor
habia consolidado para la teoria de conjuntos, aportaron en la caracterizacion de la cercania en
estos espacios; en este sentido, se logrd estudiar algunos espacios generales que surgieron en
estas propuestas, primero, los espacios de Fréchet, y en particular el espacio métrico, el cual es
indispensable hoy dia para el trabajo en analisis matematico, luego se logro estudiar un espacio
mas general con el que se introduce la idea de espacio topoldgico, el espacio de Hausdorff, y
posteriormente, aparecen los espacios topoldgicos en otros términos, lo cuales permiten hacer
matematicas con un mayor grado de generalidad. Asi, se logra consolidar el estudio de una
nueva rama de las matematicas, la topologia, en la cual es central el estudio de la cercania. Esta

jerarquia en términos de la generalizacion, se puede observar en la siguiente imagen:



Figura 7

Comparacion de los espacios en términos de inclusion

Espacios topoldgicos

Espacios topoldgicos de Hausdorff

Espacios Métricos
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Capitulo 2

La Nocion de Cercania a traves de la Convergencia.

Como se menciond anteriormente, los aportes del grupo Bourbaki constituyen otro
momento significativo en la historia, en relacion con la generalizacion y la caracterizacion de
la nocién de cercania en espacios abstractos; asi, en este capitulo, se estudiard como se logra
capturar la cercania a través de otros desarrollos dados en el marco de este grupo, en particular
se revisara el concepto de convergencia de filtro introducido por el matemaético francés Henri
Cartan (8 de julio de 1904 - 13 de agosto del 2008) y el concepto de espacio uniforme
introducido por el matematico francés André Weil (6 de mayo de 1906 - 6 de agosto de 1998).
De acuerdo con Anacona (2017), es preciso estudiar estos aportes en la historia, en la medida
en que, “con los filtros y filtros de Cauchy se generalizo la nocion de convergencia y con los
espacios uniformes se generalizd la nocion de espacio métrico” (p. 188). Vale la pena
mencionar que en el trabajo con la convergencia de filtros se recurre a la definicion de vecindad
presentada en el capitulo anterior.

Por otro lado, se reconoce que otros matematicos también capturaron la cercania en
espacios abstractos a partir de otras teorias, este es el caso de los matematicos estadounidenses
Eliakim Moore y Herman Smith, quienes de manera previa al grupo Bourbaki introdujeron la
teoria de redes. Con estos desarrollos, se obtuvieron resultados similares a los alcanzados por

Bourbaki y Cartan con los filtros.

2.1 La convergencia de sucesiones

La aparicién del concepto de red y de filtro se produce en el marco de una necesidad
por extender el estudio de la convergencia a espacios mas generales, en este punto es importante
mencionar que este concepto se estudiaba en espacios métricos a través de la idea de sucesion,

en este sentido, es importante remitirse a este concepto.
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Definicion: Una sucesion sobre un conjunto X es una funcion f: N — X donde N € N
es un subconjunto infinito.

Sea f: N — X una sucesion, esto significa que f(n) € X para cada n € N. Como un

elemento genérico de X se simboliza usualmente con x, entonces el valor de n por medio de la
sucesion se identifica como x, = f(n). Por tanto, una sucesion sobre X se denota con
frecuencia por {x, },en 0 por {x, },; en la mayoria de las situaciones es irrelevante conocer el
subconjunto N de N, es decir, el dominio de la sucesion.
Se sigue de la definicién que si X # @, el rango f(N) de una sucesion f: N — X es numerable.
Notese que si el rango de una sucesion f sobre X es finito, entonces existe x € X tal que
{n € N: f(n) = x } es infinito.

Asi, se presenta la convergencia de una sucesion:

Definicion: Sea {x,},ey Una sucesion de nimeros reales y £ € R, decimos que la

sucesion converge a £, simboélicamente lim x,, = €6 {x,} — ¢ si al avanzar suficientemente
n—-oo

en la sucesion podemos asegurar que la distancia entre el limite £ y los puntos x,, de la sucesién
es tan pequefia como se desee. Formalmente,

limx,=+¢ & Ve>0,3keNvVn=>kl|x,—?|<e

n—-oo

Conviene sefialar que, en la convergencia de los espacios métricos, la idea que se tiene
de cercania esta dada por una métrica que, como se visualiza en la definicion, es introducida

por el valor absoluto, el cual remite directamente a pensar en el concepto de distancia.
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Figura 8

Ejemplo de limite de una sucesion
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La definicion anterior se puede reescribir de la siguiente manera en términos de colas
de la sucesion y bolas alrededor del punto limite, esto aludiendo a la idea de que una sucesion
converge a un punto ¢ siempre que las colas de la sucesion estén contenidas en las bolas con
centro en el punto limite y radio muy pequefio. Formalmente se puede ver asi:

lim x, =¢ & Ve > 0,3k € N, {a, }nsx € B(%,¢)

n—-oo

Esta caracterizacion de la convergencia en espacios métricos permite estudiar
conceptos fundamentales del calculo y el analisis como lo es la continuidad de funciones (ver
seccion 3.1). Por otro lado, en los espacios topoldgicos, de manera analoga a como sucede en
los métricos, es posible definir la convergencia a través de sucesiones, como se presenta a
continuacion:

Definicion: Diremos que una sucesion {x, },—o €n un espacio topoldgico X converge a
un limite [ € X si para toda vecindad U de [ existe un nimero natural n, tal que si n > n,
entonces x,, € U.

Ahora, para trabajar con la convergencia en espacios mas generales, como lo son los
espacios topoldgicos, se debe reconocer que, si bien es posible definir la convergencia en

términos de sucesiones, el estudio que permite hacer de algunos conceptos es limitado; esto en



54

la medida en que, se debe restringir el espacio de manera que cada elemento tenga una base de
vecindades numerable. En palabras de Willard (2004) la convergencia secuencial podra
describir solo aquellas topologias en las que el nimero de vecindades (basicas) alrededor de
cada punto no es mayor que el nimero de términos en las secuencias (p.71). Estas ideas se
estudiaran con mas detenimiento en el capitulo siguiente (ver seccion 3.2)

Asi, con la necesidad de caracterizar la convergencia en espacios mas generales se
generaliza la nocion de sucesion a través de la definicidn de red y de filtro, estos conceptos se

estudian en los siguientes apartados.

2.2 La convergencia a través del concepto de redes

Como se ha mencionado, en el siglo XX se tenia el interés de generalizar la nocion de
convergencia a espacios abstractos, uno de los primeros desarrollos en este sentido, fue dado
por Fréchet con los denominados espacios (L) , ademas, se reconoce el trabajo de Cartan en
relacion con los filtros; ahora bien, otro de los resultados que se da en este contexto, es el
concepto de redes*? y los desarrollos en relacion con este.

La definicion de redes se presenta por primera vez en 1922 por los matematicos
estadounidenses Eliakim Moore en Definition of Limit in General Integral Analysis*® y Herman
Smith en A General Theory of Limits*, sin embargo, de acuerdo con Cochran (1966), la
aparicion de este concepto en el marco de los espacios topoldgicos, no se da sino hasta 1937
en el articulo de Birkhoff denominado Moore—Smith convergence in General Topology *°, en
el cual se considera por primera vez la relacion entre espacios topoldgicos y teoria de la

convergencia (p. 3).

42 Nets.

43 Definicion de limite en analisis integral general.
44 Una teoria general de limite.

45 Convergencia Moore-Smith en topologia general.
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El concepto de convergencia en esta teoria se generaliza teniendo en cuenta que, en una
sucesion, una coleccion de puntos se ordena a partir de los nimeros naturales, en ese sentido,
para trabajar en espacios topologicos la convergencia, se transforma la idea de ordenar la
coleccidn de puntos de un conjunto X, por la idea de realizar un mapeo con conjuntos ordenados
en X. Con esto se prescinde de la linealidad que proporciona el orden de los nimeros naturales,
pues la pretension es definir una orientacién positiva en los conjuntos ordenados con los que
se trabaja. A continuacion, se presentan los conceptos bésicos, siguiendo el texto de Willard

General Topology #6(2004).

2.2.1 Conjunto dirigido

Inicialmente se presenta la definicion de conjunto dirigido, la cual permite hablar de
orientacion positiva.

Definicion: Un conjunto dirigido es un conjunto A en el cuél hay una relacién < que
satisface las siguientes condiciones:

A-a) A < A, paracada e A

A-D)SiA; <A,y A, < A3luego A; < A3,

A-C) Si A;,A, € Aentonces existe algin A; € Acon A; < 43,1, < ;.

De la anterior definicion se tiene que las dos primeras propiedades son propias de una
relacion de orden, sin embargo, no se tiene la propiedad de simetria en los conjuntos dirigidos,
pues estos no necesitan tener una relacion de orden parcial. Ademas, la propiedad (4-c) es la
que le proporciona al conjunto la orientacion positiva que se requiere para describir la

convergencia en espacios topoldgicos generales.

46 Topologia general
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2.2.2 El concepto de red y de convergencia de una red

Teniendo la definicion anterior, es posible definir el concepto de red de la siguiente
manera:

Definicion: Una red (x;) en un conjunto X es una funcion P: A — X, donde A es un
conjunto dirigido. El punto P(A) es usualmente denotado por x;.

Es posible observar que este concepto guarda relacion con el concepto de filtro que se
desarrollara mas adelante, en particular se habla de la posibilidad de reemplazar una red por un
prefiltro y viceversa. Ademas, dado que el concepto de red generaliza el concepto de sucesion,
las sucesiones constituyen un caso particular de red.

Otro concepto que se puede definir en el marco de la teoria de redes es la idea de subred
deunared P: 1 - X:

Definicion: Una subred es la composicién P o ¢, donde ¢: M — A es una funcion
creciente cofinal de un conjunto dirigido M al conjunto A. Esto es:

a) @(u;) < @(u,) siempre que u, < u, (¢ es creciente).
b) Paracada 1 € 4, existe algtin u € M tal que 1 < ¢(u) (¢ es cofinal en A)

Con lo anterior, se puede definir la convergencia en el marco de la teoria de redes de la
siguiente manera:

Definicion: Sea (x;) una red en un espacio X. Entonces (x;) convergea x € X
(simbolizado x; — x) siempre que para cada vecindad U de x, existe algin 1, € A tal que
A= 1, implicaque x; € U.

Es este punto vale la pena destacar un ejemplo historico en el surgimiento de la
convergencia de redes, pues segun Willard (2004) los desarrollos de Moore y Smith
estuvieron motivados por este.

Ejemplo de red. Sea la coleccion g de todas las particiones finitas del intervalo

cerrado [a, b] en subintervalos cerrados con la relacion A; < A,, siempre que A, sea mas
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fino que A;.%" Se puede probar que g con la relacion ser mas fino es un conjunto dirigido,
veamos:
A-a) A < A pues A es igual de fino que él mismo para cada 4; € o
A-b)SiA; < A,y A, < Az luego A; < A;. Esto porque el que A, sea mas fino que 4;,
implica que A; € A,, y de manera anéloga, dado que A5 es mas fino que A, se tiene
que A, € A, por lo tanto A; € A, es decir, A; es mas fino que A;.
A-c) Sean A,,A, € p
Si A; y A, son igual de finas, se tiene que A; € A, y A, € A, entonces A; = A,, es
decir, son la misma particion. Asi, se puede encontrar un A; de manera que A; < As
y A, < A, por ejemplo cuando A; = A; = A4,
Si A, y A, son dos particiones en las que una es mas fina que la otra, se puede encontrar
un A5 que cumplacon A; < A; y A, < As, por ejemplo cuando A; = A; U A,
Por lo tanto, dadas dos particiones se pueden encontrar una tercera que sea mas fina o
igual de fina que cada una.
Ahora, si f es una funcién de variable real en el intervalo [a, b], podemos definir una
red P;: o — R, en donde P;(A) es la suma inferior de Riemann sobre la particion A; de
manera analoga se puede definir Ps: o — R, en donde Ps(A) es la suma superior de Riemann

sobre la particion A. Ambas redes convergen a un c, este valor comun es lo que Illamamos la
. .. ., . . Ly- b . .
integral definida de la funcion en el intervalo, simbolicamente fa f(x)dx = c. Esto significa

que, a medida que las particiones son mas finas, las sumas de Riemann se aproximan al area
bajo la curva.
En este sentido, es posible visualizar la importancia del presente ejemplo en el

desarrollo del concepto de red, pues muestra como las redes pueden utilizarse para formalizar

47 Una particion A, es mas fina que una particion A; cuando A4, es un subconjunto de 4,.
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conceptos del célculo; en particular conecta la idea de estimar un area usando rectangulos,
con un concepto matematico mas abstracto, las redes.

De manera general, es preciso considerar la teoria de redes en este trabajo porque
presenta una nueva forma de capturar la cercania en espacios abstractos, pues como se logra
evidenciar, con el concepto de red se puede definir la convergencia, la cual captura una nocion
de cercania en términos generales; esto en la medida en que, como se puede observar en la
definicion x, — x si cada vecindad de x contiene una cola de (x;), esto es, los elementos x;
de la red son cada vez mas cercanos a x, pues a partir de un A, siempre se va a encontrar una
vecindad de x que contenga una cola de la red. Como se puede observar, la idea de vecindad
también juega un papel fundamental en la caracterizacion de lo cercano en el desarrollo de la
teoria de redes, y en particular, en la conceptualizacion de la convergencia.

Ademas, cabe mencionar que la generalizacion que se hace de este concepto esta en un
nivel mayor a la presentada por Fréchet, dado que, mientras que este matematico en los
espacios (L) hace uso de la nocién de sucesion, que esta ligada a los nimeros naturales, en esta
teoria la nocién de convergencia se desliga del orden numérico y se reemplaza por el concepto
de conjunto dirigido, una nocion mas abstracta que en lugar de necesitar la numerabilidad,

establece la idea de orientacion positiva.

2.3 La Convergencia de Filtros en Bourbaki

Siguiendo con los propoésitos de generalizacién que se venian desarrollando desde
inicios del siglo XX, como ya se menciond, otro matematico que se enmarca en esta
perspectiva, es Henri Cartan, uno de los fundadores del grupo Bourbaki, pues como se explicita
en Eléments d histoire des mathématiques*®, su introduccion del concepto de filtro, ademas de

aportar un valioso instrumento para toda clase de aplicaciones, ha contribuido a simplificar la

48 Elementos de Historia de las Matematicas.
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teoria (Bourbaki, 1974, p. 180). En este sentido, segin Anacona (2017), con la necesidad de
tener en espacios generales conceptos andlogos a los de sucesion y convergencia, en los que no
fuera necesario recurrir a la numerabilidad, Cartan propone la nocion de filtro, la cual introduce
por primera vez en un congreso realizado en Chancay en 1937 (p. 188).

Inicialmente, en el apartado Théorie des filtres®® de la revista Comptes rendus de
[’Académie des Sciences de Paris, publicada en 1937, Cartan afirma que las sucesiones no
permiten el estudio de los espacios generales, por lo cual propone un concepto que permitira

reemplazarlo.

2.3.1 La nocién de filtro

Definicion: Sea un conjunto ¢ dado. Una familia F de subconjuntos de ¢ toma el
nombre de filtro (construido por &) si cumple las siguientes tres condiciones:

F-I: La familia F no esta vacia y no contiene el subconjunto vacio,

F-11: La interseccién de dos conjuntos de F pertenece a F,

F-111: Cualquier conjunto que contenga un conjunto de F pertenece a F (Cartan, 1937,
p. 595). 50

Ademas, Cartan precisa que el filtro F contiene el subconjunto formado por todos los
elementos del conjunto é.

Posteriormente, en 1938 Bourbaki en Topologie: Structures Topologiques (etat 2)
presenta nuevamente esta definicion de filtro, y mas adelante en 1965 presenta en el primer
capitulo de Topologie générale de Eléments de Mathématique esta misma definicion, pero en

lenguaje simbolico:

49 Teorfa de Filtros.

50F-1: la famille F n'est pas vide et ne contient pas le sous-ensemble vide;

F-11: I'intersection de deux ensembles de F appartient & F;

F-111: tout ensemble qui contient un ensemble de F appartient & F (Cartan, 1937, p. 595).
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Definicion: Un filtro F sobre un conjunto X es una coleccion de subconjuntos de X,
que posee las siguientes propiedades:

(F) SiF eFyF C GentoncesG € F;y

(F;)) Si F;,F, € F entonces F; N F, € F,

(Fy) © ¢ F. (Bourbaki, 1965, TG 1.36)

Figura 9
Ejemplo de filtro

Si X ={1,2,3} setiene que 2(X) = {0, {1},{2},{3},{1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}}
F = {{1},{1,2},{1,3},{1,2,3}} ¢s un filtro sobre X

{1l213}
/ \ -

N/

{1}

{1,2}

Siguiendo con estas consideraciones, es preciso mencionar que para construir un filtro
se parte de algunos subconjuntos y para obtener los deméas elementos se consideran todos los
conjuntos donde estos subconjuntos estén contenidos (propiedad F;); asi, el filtro recibe el
nombre de filtro generado por la base y los elementos considerados inicialmente, conforman
una base de filtro, la cual es definida por Cartan (1937) en los siguientes términos:

Definicion: Consideremos una familia B de subconjuntos de ¢, esta es base de filtro si
satisface las dos condiciones siguientes:

B-I: La familia B no esta vacia y no contiene el subconjunto vacio;

B-II: La interseccion de dos conjuntos de 8B contiene un conjunto de B (p. 595).%*

51 B.1: comme F-I;
B-I1I: I'intersection de deux ensembles de B contient un ensemble de B.
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En cuanto a esta definicion, Cartan (1937) establece, por un lado, que dado un filtro,
una subfamilia B de F es una base para este si cada elemento de F contiene un elemento de
B. De otra parte, que para que By B sean bases de un mismo filtro, se debe dar que todo
conjunto de B contenga un conjunto de By viceversa, es decir,que B<S B’y B’ < B.

Ejemplo de base de filtro. Sea A € X. B = {4} es una base de filtro. El filtro generado
recibe el nombre de filtro principal asociado a A: F = {B € X|A < B}.

Asi mismo, Cartan en su articulo define para los filtros la relacion ser mas fino que.

Definicion: Un filtro F’es mas fino que el filtro F (simbolizado como F' > F) si la
familia F esta contenida en la familia F' (F < F"), esto es equivalente a decir que F es mas
grueso que F'.

En este sentido, si se cumple que F <F' o F'< F, se dice que los filtros son
comparables.

Ahora, a partir de la idea de “ser mas fino que” se define que un filtro es un ultrafiltro
si no existe ningun filtro estrictamente mas fino que él.

Cabe sefialar, de acuerdo con Anacona (2017) que en sus inicios la teoria de los filtros
fue denominada por Cartan como Boumologia, esto porque otorg6 al concepto de filtro el
nombre de Boum®? (p. 189) Ademas, se menciona que:

La originalidad de Cartan consiste fundamentalmente en la reorganizacion de
ideas ya presentes en la literatura matematica de la época. Como se sabe, la nocién de
filtro es dual de la nocion de ideal, la cual fue propuesta por primera vez por Dedekind
en 1871 (Anacona, 2017, p.189).

En este punto, Cartan muestra que la teoria de filtros generaliza la teoria de sucesiones,

para esto presenta la definicion de filtro elemental:

52 Un “boum” B es una familia de subconjuntos de un conjunto fundamental que verifica los siguientes axiomas:
1) Todo conjunto que contiene un conjunto de B pertenece a B,

I1) Toda interseccion finita de conjuntos de B pertenece a B,

111) El conjunto vacio no pertenece a B (Bourbaki, 1937, como se cit en Anacona, 2017).
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Definicion: Sea S una secuencia de elementos a;, a,, a3, ..., a,, ... (finita o infinita) en
cualquier conjunto ¢. Se designa E,, al conjunto de elementos de S cuyo indice es > p. La
familia de E,(cuando p recorre todos los indices de la secuencia S) es la base de un filtro F, el
cual esta dado por los superconjuntos de E,, y es llamado filtro asociado a la secuencia S. Ahora,
cualquier filtro obtenido de esta manera se denomina filtro elemental.

En otros términos, dada la sucesion S < &, consideremos, para cada indice de la
sucesion, las colas E, = {a,,a,41,...}. El conjunto de las colas E, es la base del filtro
asociado a la sucesion S; este filtro se define como: F(S) := {E € ¢|E, € E paraalginp €
N3.

Ejemplo de filtro elemental. Sea B < 2N el conjunto de las colas de N, esto es
B:={S,|neN} con S, :={nn+1,..}.El filtro generado por B estd dado por los
superconjuntos de S,,.

En relacion con esta definicién, Cartan menciona que los filtros elementales son de dos
especies: por un lado los asociados a una sucesion finita, los cuales estaran dados por los
subconjuntos de ¢ que contienen al ultimo término a,, de la sucesién; y por otro, los asociados
a una sucesion infinita, los cuales estaran dados por los subconjuntos de ¢ cuyo complemento
contiene un namero finito o nulo de elementos de S, como es el caso del ejemplo anterior. En
este sentido, teniendo este concepto de filtro asociado a la sucesion, se puede observar que es
posible trabajar en espacios generales la idea de sucesion desligada de lo numerable, esto va a
permitir una generalidad mayor en los desarrollos, en particular, en lo referente al concepto de
convergencia.

De manera general, de las definiciones de filtro y base se puede observar que, no toda
base es un filtro, pues aungue se tengan garantizadas las propiedades F;; y F;;;, no siempre

sucede que los conjuntos que contengan a los elementos de la base, estén también en la base.
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Por el contrario, en el caso de los filtros, como todo filtro cumple las condiciones B-I y B-lI,
siempre se tiene que es una base de filtro.

En este mismo sentido, se puede notar en relacion con estas definiciones, que las
vecindades definidas por Hausdorff (ver seccidn 1.2.2) cumplen con ser una base de filtro, pues
el axioma A, por un lado, al afirmar que para el punto x se tiene al menos una vecindad U,,
garantiza que la base de las vecindades no es vacia, y por otro lado, al afirmar que x € U,
garantiza que no hay vecindades vacias, por lo que el vacio no pertenece a la base de las
vecindades. Ademas, el axioma B afirma que para dos vecindades de un punto x, su
interseccion es también vecindad del punto, lo cual garantiza que la interseccion de dos
conjuntos de la base, contiene un conjunto de la base. Ahora, si bien en la definicion de espacio
topoldgico de Hausdorff la familia de vecindades cumple con ser una base de filtro, en la
definicidn (ver seccion 1.2.3) que ofrece el grupo Bourbaki en 1965 en Topologie générale de
este mismo concepto, la familia de vecindades de x V(x) posee ciertas propiedades que la
hacen cumplir con ser un filtro, pues en esta se considera que si una vecindad de x esta
contenida en otro conjunto, este conjunto es también vecindad de x, lo cual garantiza la

propiedad (F;) de filtro.

2.3.2 La convergencia de filtros

Alrededor de estos conceptos de filtro, base de filtro, filtro elemental y ultrafiltro, se
logran otros desarrollos a través de los cuales se captura la nocion de cercania; estos son
presentados en principio por Cartan en un articulo y se retoman en el marco del grupo Bourbaki
en el libro Topologie Générale. En este libro, se presenta inicialmente la definicion de limite
de un filtro.

Definicidén: Sea X un espacio topolégico, F un filtro sobre X. Decimos que un punto

x € X es punto limite (o simplemente limite) de F, si F es mas fino que el filtro V(x) de las
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vecindades de x; entonces también decimos que F converge a x. Decimos que x es limite de
una base de filtro B sobre X (0 que B converge a x) si el filtro generado por la base B converge
ax.>

Asi, la cercania a través de la convergencia de filtros se puede percibir en la medida en
que, el filtro F converge a x si la familia de vecindades de x pertenece a este, lo cual indica
que en el filtro se encuentran todos aquellos conjuntos de elementos que son vecinos (cercanos)
de x.

Posteriormente, Bourbaki define punto adherente a una base de filtro.

Definicion: Dado un espacio topoldgico X, diremos que un punto x es adherente a una
base de filtro B sobre X, si es adherente a todos los conjuntos de 8B.>

Ademas, si x es adherente a una base de filtro B, el también es adherente a toda base
de filtro equivalente a B, en particular a un filtro generado por la base 8.

La convergencia de filtros permite estudiar conceptos clasicos de la topologia, por
ejemplo, compacidad, adherencia, espacios de Hausdorff y continuidad, lo cual permite afirmar
que esta forma de capturar la cercania en términos generales, se integra muy bien en el estudio
de los espacios topoldgicos.

En este sentido, se define espacio cuasi-compacto como un espacio topoldgico X en el
que cada filtro en X tiene al menos un punto adherente. A partir de esta definicion, se define
un espacio compacto como un espacio cuasi-compacto y separable®®. Ademas, se define la
adherencia de un conjunto afirmando que en un espacio topologico (X,7),enelquex e Xy

A C X, se tiene que x pertenece a la adherencia de A si y solo si existe un filtro F tal que F -

53 Soient X un espace topologique, F un fltre sur X. On dit qu'un point x € X est point limite (ou simplement limite) de F, si
F est plus fin que filltre B(x) des voisinages de x; on dit aussi alors que F converge (ou est convergent) vers x. On dit que x
est limite d'une base de filtre B sur X (ou que B converge vers X) si le filtre de base B converge vers x (Bourbaki, 1965, TG
1. 46).

54 Dans un espace topologique X, on dit qu'un point x est adhérent a une base de filtre B sur X, s'il est adhérent a tous les
ensembles de B (Bourbaki, 1965, TG 1. 47).

55 Cualesquiera que sean los puntos distintos x y v de X, existe una vecindad de x y una vecindad de y sin un punto en comun.
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xy A € F. Porotro lado, se presentan los espacios de Hausdorff afirmando que en un espacio
topologico (X,7), X es un espacio de Hausdorff si y solo si todo filtro convergente en X
converge a un unico punto.

En cuanto a estas definiciones, en primer lugar, se puede observar que la definicién de
adherencia presentada es una generalizacion de la adherencia en los espacios métricos, en la
medida en que, son anélogas, pero al trabajar con filtros se estan desligando de las sucesiones,
teniendo asi un mayor nivel de abstraccion. Ademas, la definicion de los espacios de Hausdorff
muestra un tipo particular de espacio, en el que se tiene garantizado que el punto al cual
converge es unico.

En sintesis, de los desarrollos presentados anteriormente, es posible percibir el
protagonismo que tiene la nocién de cercania, pues esta permitid trabajar con conceptos que se
tenian para espacios particulares en espacios mas abstractos; en especial, estos desarrollos del
grupo Bourbaki permitieron trabajar los espacios topoldgicos a través de la convergencia de
filtros; asi, la nocion de cercania en dichos espacios, ademas de capturarse, como se ha
observado anteriormente, a través de las vecindades, también se puede capturar a través de la
convergencia de filtros; sin embargo, se puede reconocer que para el estudio de esta Ultima se
necesita de la primera.

En este sentido, se puede observar que, al igual que en los espacios (L) presentados
por Fréchet en su tesis de 1906, se captura la cercania a través del concepto de limite, con la
diferencia de que, al generalizar la nocion de sucesion a través de los filtros, Bourbaki se desliga
de lo numerable, logrando capturar la cercania en términos mas generales. Es posible intuir que
el trabajo realizado por estos matematicos respalda lo propuesto en las clases (L), ademas, lleva
la convergencia a un mayor grado de generalidad y la posiciona como concepto central en el
estudio de la topologia. De acuerdo con Clark (2016), cdmo se pudo evidenciar anteriormente,

a través del concepto de redes también se logrd este proposito de generalizacion de la
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convergencia. Asi, se puede observar que ambas teorias funcionan de manera analoga, pues
segun Cochran (1966) Bruns y Schmidt demostraron que los filtros y las redes producen teorias

de convergencia “equivalentes” (p. 3).

2.3.3 Correspondencia entre redes y filtros

En cuanto a la relacion entre redes y filtros, Willard (2004) destaca su similitud,
afirmando que cualquiera de estas teorias permite describir la topologia de un espacio
topologico, esto a partir de la idea de que los “filtros méas finos” proporciona un filtro analogo
a las subredes. Ademaés, Willard menciona que la relacion entre redes y filtros fue trabajada
inicialmente por Bartle en Nets and Filtres in Topology>®de 1955.

Una presentacion mas reciente sobre esta correspondencia se puede encontrar en el
articulo Convergence®’ de Clark (2016), en el cual demuestra que dada una red en un conjunto
se puede construir una base de filtro, y de manera analoga, que a partir de una base de filtro en
un conjunto, se puede definir una red:

Proposicion: Sea x:I — X una red en el conjunto X. Luego la coleccion P(x): =
{i*}ie; €s un prefiltro® en X, el prefiltro de colas de x.

Donde, si < es una relacién en un conjunto I, parai € I setoma it = {i'e Ii < i}.

Proposicion: Sea F un prefiltro en X. Sea I(F) el conjunto de parejas (x, A) tal que
x € A€ F. Dotamos I(F) con la relacion (x;,A;) < (x,,A,) si y solo si A; D A,. Luego
(I1(F), <) es un conjunto dirigido, y la asignacion (x, A) — x define unared x(F):1 - X.

En consecuencia, hasta este punto se ha podido evidenciar que la convergencia de redes

y filtros constituye otro momento historico importante en relacion con la caracterizacion de la

56 Redes y Filtros en Topologia.
57 Convergencia.
58 Asi se denomina base de filtro en Clark (2016).
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nocion de cercania en espacios abstractos y en general con los propdésitos de generalizacion en

matematicas.

2.4 Los Filtros de Cauchy y los Espacios Uniformes

Como se pudo observar en el apartado anterior, con los filtros se generalizo la nocion
de sucesion, lo cual permitié capturar la cercania en espacios generales a través de la
convergencia de filtros. Ahora bien, las sucesiones de Cauchy son un caso particular de
sucesion, en estas la convergencia no se estudia en términos de “qué tanto se acercan los
elementos de la sucesion a un punto dado”, sino que se hace “dos a dos”, es decir, se revisa que
dado un nimero muy pequefio &, se puede encontrar un nimero positivo, a partir del cual los
elementos de la sucesion estan a una distancia menor que . En este sentido, la convergencia
de filtros no logra generalizar la convergencia en estas sucesiones, por lo cual, André Weil
introduce los espacios uniformes, en los que se captura una cercania que formaliza la idea de
que “x; esta tan cerca de x, como y; lo esta de y,”.

Esta introduccién, es realizada por el matematico francés en su articulo Les
recouvrements des espaces topologiques: espaces complets, espaces bicompacts® en los
Comptes rendus de I’Académie des Sciences de Paris en 1936; ademas continud desarrollando
la teoria de estos espacios en su libro Sur les espaces a structure uniforme et sur la topologie
générale®, el cual fue publicado en 1937. En cuanto al desarrollo de esta teoria en relacion con

la teoria de filtros, se puede notar que estas se gestaron casi en paralelo.

2.4.1 La nocién de cercania en espacios uniformes

La teoria de espacios uniformes es retomada en el marco del grupo Bourbaki en el

capitulo I1 libro Topologie générale de Eléments de Mathématique publicado en 1965. En este

59 Revestimientos de espacios topoldgicos: espacios completos, espacios compactos.
80 Sobre espacios con estructura uniforme y sobre topologia general.
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se presenta la definicion de espacios uniformes como un conjunto dotado de una estructura
uniforme.

Definicion: Llamamos estructura uniforme®® sobre un conjunto X a una estructura
constituida por los elementos de un conjunto U de partes de X X X que satisface los axiomas
(Fp) y (Fyp) de filtros y los siguientes:

(Up) Todo conjunto de U contiene la diagonal 4s2,

(U;p) LarelacionV € U implicaV~' € 1 %3

(Uy;;) Cualquieraque seaV € U, existe W € Utalque W oW c V.5

Figura 10

llustracion de entornos

Los conjuntos de U son los entornos de la estructura uniforme definida sobre X.
En este sentido, el que se cumpla la propiedad (F;) garantiza que dado un entorno
contenido en un subconjunto de X X X, este subconjunto sera también un entorno, es decir, se

puede ampliar un entorno y obtener uno nuevo; asi mismo, la propiedad (F;;) garantiza que la

61 On appelle structure uniforme sur un ensemble X une structure constituée par la donnée d'un ensemble U de parties de X x X
qui satisfait aux axiomes (F;) et (F;;) del, p. 36, et aux axiomes suivants:

(U;) Tout ensemble de U contient la diagonale 4.

(U;p) LarelationV € Wentraine V=1 € .

(Upp) Quel que soit V € U, il existe W € U tel que W o W < V (Bourbaki, 1965, TG 11.1).

62 A= {(x,x)/Vx € X}

B Elconjunto V"1 ={(x,y) EX X X: (y,x) EV

S Elconjunto VoW =VW = {(x,y) EX X X:3z € X tal que (x,z) EW y (z,y) EV.



69

interseccion de dos entornos me permite obtener un nuevo entorno. Ademas, dado que por la
propiedad (U;) cada entorno contiene la diagonal, es decir las parejas (x,x), se tiene
garantizado que cada punto es cercano a si mismo, y se asegura que el conjunto U no sera
vacio ni contendrd al conjunto vacio. Hasta este punto, las tres propiedades mencionadas
garantizan que el conjunto U de entornos es un filtro.

Por otro lado, la propiedad (U,;) postula que dado un entorno en la estructura uniforme,
con parejas (x, ), se tiene que también pertenece a la estructura el entorno de las parejas (y, x),
es decir, que si x es cercano a y, y también es cercano a x; aqui vale la pena mencionar que en
el caso en el que se tenga todas las parejas (x,y) y (v, x) en un mismo entorno, este entorno
es simétrico. Adicionalmente, la propiedad (U,;;) enuncia que dado un entorno V se puede
encontrar un entorno W en el que siempre que x Sea cercano a y y y sea cercano a z, Se tenga
gue x es alin mas cercano a z en el entorno V. Con estas propiedades, se tiene que las estructuras
uniformes cumplen la simetria y un tipo de desigualdad triangular, asi las propiedades (U,),
(U, y (Uy;) corresponden con las propiedades que se tienen para los espacios métricos, en
este sentido, los espacios uniformes generalizan la nocion de espacio métrico.

Con esto en mente, la cercania en los espacios uniformes tiene una estructura diferente
a la que se define para las vecindades, en estos la cercania se captura a través de los entornos,
los cuales permiten dar cuenta de qué tan cercanos son dos elementos cualesquiera de un
espacio, sin fijar alguno para realizar esta revision. Ademas es posible ver que las vecindades
se definen sobre el conjunto partes de X, en cambio en los espacios uniformes se definen a

partir del conjunto partes de X X X, es decir, a partir del producto cartesiano.

2.4.2 Filtros de Cauchy

Posterior a la definicion de espacio uniforme, se presentan algunas definiciones como

la de sistema fundamental de entornos, topologia de un espacio uniforme, funciones
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uniformemente continuas, etc. Ademas, de manera previa a la definicion de filtros de Cauchy,
se define un subconjunto pequefio como un conjunto en el que todos los puntos son muy
cercanos dos a dos.

Definicion: Dado un espacio uniforme X, y un entorno V de X, diremos que una parte
A de X es un conjunto pequefio de orden IV cuando dos puntos cualesquiera de A son cercanos
de orden V, es decir, AX A c V.%°
Con esto, se define filtro de Cauchy como:

Definicion: Un filtro F en un espacio uniforme X es un filtro de Cauchy si para cada
entorno V de X, existe un conjunto pequefio de orden V que pertenece a F.5

Ademas, se tiene que todo filtro convergente en un espacio uniforme X es un filtro de
Cauchy y que todo filtro de Cauchy menos fino que un filtro convergente, también es
convergente. En este sentido, los espacios en los que todo filtro de Cauchy converge se
conocerdn como espacios completos.

En pocas palabras, a través de los desarrollos presentados anteriormente se logra
visualizar que con los filtros se generalizaron las sucesiones, esto se pudo observar mediante
la definicion de filtro elemental presentada por Cartan, y con los filtros de Cauchy se
generalizaron las sucesiones de Cauchy, lo cual se logra gracias a la introduccion de los
espacios uniformes que permiten capturar una cercania dos a dos. El desarrollo de estas teorias
permitio extender el estudio de cualquier tipo de sucesion a espacios generales; lo cual se

traduce en la posibilidad de estudiar la convergencia en espacios abstractos.

65 Etant donné un espace uniforme X, et un entourage V de X, on dit qu'unepartie A de X est un ensemble petit d'ordre V
lorsque deux quelconques des points de A sont voisins d'ordre V (ce qui revient a dire que A x A € V) (Bourbaki, 1965, TG
11, 12).

66 On dit qu'un filtre F sur un espace uniforme X est un filtre de Cauchy si, pour tout entourage V de X, il existe un ensemble
petit d'ordre V et appartenant a F (Bourbaki, 1965, TG II, 13).
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Capitulo 3

El Concepto de Limite: Andlisis Comparativo

En los capitulos anteriores se logra evidenciar que gracias a la necesidad de extender
las propiedades que se tenian para los conjuntos lineales a espacios méas generales, se
desarrollaron teorias en las cuales se fue capturando la nocion de cercania a partir de las
necesidades de cada espacio. Asi, con la consolidacion de la topologia como una nueva rama
de las matematicas, fue posible generalizar los conceptos de limite, continuidad y completitud,
los cuales son fundamentales en la formacion de profesores de matematicas. En particular, este
capitulo estara centrado en el concepto de limite, pues de alguna manera es este el que permite
la conceptualizacién de la continuidad y la completitud.

Por tal motivo, vale la pena revisar el desarrollo de la nocién de convergencia a lo largo
de los procesos de generalizacidn que se gestaron en los inicios del siglo XXy la presentacion

moderna de los mismos.

3.1 Convergencia en espacios métricos

Los espacios meétricos son uno de los primeros espacios generales que se
conceptualizan, como ya se menciond, Fréchet fue pionero en abordarlos en su clase (E), sin
embargo, es con Hausdorff que estos se presentan con las tres propiedades que se trabajan en
la actualidad (ver seccion 1.2.2). La convergencia en los espacios métricos se captura a través
de la idea de limite de sucesiones, en los elementos historicos presentados en el primer capitulo
se logro ver que Frechet conceptualiza una idea de limite para sucesiones en las clases (L) y
en las clases (V) y por lo tanto, esto se tiene para los espacios métricos, denominados por él

como clase (E).
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3.1.1 Limite de una sucesion

Como se observo en la seccion 2.1, la convergencia en espacios métricos se define a
través del concepto de sucesion, y como se verd a continuacion, esta permite una
caracterizacion en estos espacios de conceptos como adherencia, espacios de Hausdorff y
funcién continua:

Tabla 4

Caracterizacion de adherencia, espacio de Hausdorff y continuidad en espacios métricos a

través de la convergencia de sucesiones

Punto adherente Espacio de Hausdorff Funcion continua

Sea X un espacio métrico, Sea X un espacio métrico. Sea f:R — R. Decimos que
A C Xyx € X.Decimosque Decimosque X esunespacio f es continua en R siy solo
x es un punto adherente a A de Hausdorff si y sélo si toda si paratoda sucesion {x, },en
(x € A)siysolosiexisteuna sucesion convergente en X en R se tiene que
sucesion  {x,},ey € A tal converge aun dnico punto.  {f(x,)} — f(x) siempre
que {x,} — x. que {x,} — x

Vale la pena mencionar que el concepto de limite en espacios métricos también se puede
trabajar a partir de las familias de subconjuntos, aqui es preciso recurrir al concepto de vecindad
presentado por Hausdorff, que, en particular para el caso de los espacios métricos, se formulan
en términos de bolas concéntricas.

Definicion: Se tiene que una sucesion {x,} converge a £ si y s6lo si para cualquier intervalo
con centro en £ y radio € > 0, s6lo un namero finito de elementos de la sucesién quedan por
fuera de dicho intervalo. Es decir, la sucesion {x,},cy converge a £ siempre que el
complemento de las pre-imagenes (de la sucesion) de todo intervalo con centro en £ sea un
conjunto finito.

Asi, la convergencia de sucesiones se puede reescribir en los siguientes términos:

limx,=4¢ & Ve>0,{neN:x, & ?—¢t+¢)}

n—-oo
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Figura 11

Ilustracion de la convergencia de sucesiones

El caracterizar la convergencia en términos de conjuntos permite liberarse del orden del
dominio de la sucesion, pues lo que importa son los subconjuntos cofinitos del conjunto de
indices; por lo cual el limite no cambia al alterar el orden de los elementos de la sucesion.

Con esto en mente, es posible definir la convergencia de sucesiones en términos de
colas y bolas. Se entiende por cola de una sucesion {x,, },en la imagen por medio de la sucesion
de los elementos de N mayores que un nimero natural dado. El conjunto de todas las colas de
la sucesion es X = {{x,}n>k: k € N}.

Usando esta definicion, se puede decir que una sucesion {x,,} converge a ¢ si y s6lo si para
toda bola B(#,¢), con centro en ¢ y radio € > 0, existe una cola {x,},>, de la sucesion
completamente contenida en dicha bola.

Figura 12

llustracion de la convergencia de sucesiones en términos de colas y bolas
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z X 5 e " l \\
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Asi, se puede reformular la definicion de convergencia como lim x, = ¢ & Ve > 0,
n—>0o

3k € Ntal que {x,,},>x € B(¥,¢€), y si denominamos B = {B(#,¢): € > 0} al conjunto de
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todas las bolas con centro en £, podemos reescribirla en los siguientes términos

limx,=+¢ ©VBe€B,AA € X, A S B, lacual se puede entender a traves de la relacion

n—-oo
ser mas fino que, asi:

limx,=¢ & X=B8B

n—-oo

3.1.2 Sucesiones de Cauchy y espacios completos

Ahora, es importante considerar un caso de sucesion en un espacio métrico, que cumple
una caracteristica particular de convergencia, las sucesiones de Cauchy; en estas los términos
se acercan entre si a medida que se avanza en la sucesion.

Definicion: Una sucesion es de Cauchy si dado un & > 0, existe un entero positivo N
tal que |x,, — x,| < e cuandom,n > N.

Este tipo de sucesiones tienen algunas particularidades en relacion con la convergencia,
. . . - 1
pues no todas convergen en todos los espacios, por ejemplo, si tenemos la sucesion (1 + 5)”

en el conjunto de los nimeros racionales, esta cumple la condicion necesaria para ser de
Cauchy, pero se puede ver que no converge, pues su limite es un namero irracional, asi, si esta
se define en el conjunto de los nimeros reales, si se tendré su convergencia. Es esta definicion,
la que permite caracterizar los espacios completos, los cuales se definen como un espacio en el
que toda sucesion de Cauchy es convergente.

Por todo lo anterior, es posible observar que se puede trabajar la convergencia en
espacios métricos a partir de las sucesiones, sin embargo, como se logro visualizar en la
conceptualizacion histérica de los espacios generales, este concepto esta amarrado a los
naturales, lo cual hace que carezca de generalidad; ademas, como se estudiara mas adelante,
aunque en espacios métricos se logra caracterizar conceptos como adherencia, espacios de
Hausdorff y continuidad en términos de sucesiones, en espacios topol6gicos estas no son

suficientes para definir los mismos conceptos.
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3.2 Convergencia en espacios topoldgicos

Como se logro observar, en ese interés por generalizar la teoria de conjuntos surgen los
espacios topologicos, que es donde se posicionara el foco en este apartado. En estos, también
es posible estudiar la convergencia, aqui fue central caracterizar este concepto, pues permitid
generalizar la idea de limite y definir la continuidad funcional; en este tipo de espacios la

convergencia se puede estudiar mediante las sucesiones o a través del concepto de filtro.

3.2.1 A través de sucesiones

En los espacios topoldgicos, al igual que en los métricos, es posible definir la
convergencia a través de sucesiones como se presento en la seccion 2.1. En relacion con esta
definicion se puede mencionar que Hausdorff es el primero en presentarla en el apartado 85.
Punkt und Mengenfolgen®” del capitulo 7 Punktmengen in allgemeinen Raumen de su libro
Grundzuge der Mengenlehre, lo hace en el marco de sus desarrollos entorno a la nocion de
vecindad, y en este sentido es posible observar que es gracias a que se captura la cercania en
dichos términos que se logra definir la convergencia en estos espacios.

Ahora, si bien la aproximacion a la convergencia a través de sucesiones en espacios
topoldgicos permite, de manera analoga que en los espacios métricos, caracterizar punto de
adherencia, funcion continua y espacios de Hausdorff, se tienen algunas limitaciones; en
particular, como se presentd previamente, las definiciones de estos conceptos en los espacios
métricos se dan a partir de una doble implicacion, mientras que, en los espacios topoldgicos la

implicacion solo se da en un sentido.%®

67 Secuencias de puntos y conjuntos.
68 |_as demostraciones de estos conceptos se pueden encontrar en el capitulo 5 del texto Topologia general (2010) de
Gustavo Rubiano.
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Caracterizacion de adherencia, espacio de Hausdorff y continuidad en espacios métricos y

topoldgicos a traves de la convergencia de sucesiones

Conceptos en espacios métricos

Conceptos en espacios topoldgicos

Sea X un espacio métrico, AS Xy x € X.
Decimos que x es un punto adherente a A
(x € A) si_y sblo si existe una sucesion
{x, nen € Atal que {x,} — x.

Sea X un espacio, A € Xy {x,,} una sucesién
en A, asi {x,} es una sucesion en X. Si
{x,} — x, entonces x € A.

Sea X un espacio métrico. Decimos que X es
un espacio de Hausdorff si y sélo si toda
sucesion convergente en X converge a un
unico punto.

Si X es un espacio de Hausdorff, entonces las
sucesiones en X tienen a lo mas un limite.

Sea f: R — R. Decimos que f es continua en
R si y s6lo si para toda sucesion {x,},cy €n
R se tiene que {f (x,)} — f(x) siempre que
{xn} — x

Sea f: X — Y continua y {x,} una sucesién
en X. Entonces {f(x,)} — f(x) siempre
que {x,} — x

En este punto es preciso mencionar que se requiere tener ciertas condiciones para que

los reciprocos de estos conceptos en espacios topoldgicos se cumplan; en particular se debe

garantizar que el espacio sea primero numerable o N1. Pues, de acuerdo con Rubiano (2010):

La razon por la cual las sucesiones no son adecuadas es que, al tomar un punto x; por

cada vecindad U de x, estamos en general forzados a hacer un nimero no contable de

escogencias. Esto no seria necesario si el espacio fuera 1-contable. (p. 85)

Definicidén: Sea X un espacio. Decimos que X es N1 si cada x € X tiene una base de

vecindades numerable.

A partir de esta definicion se puede demostrar la doble implicacion para los conceptos de

adherencia, funcion continua y espacios de Hausdorff, estas demostraciones se pueden
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encontrar en el texto Topology (1978) de James Dugundji y Topologia general (2010) de
Gustavo Rubiano.

Dada la necesidad de restringir el espacio para mantener la doble implicacion en la
definicion de estos conceptos en espacios topologicos, se puede ver entonces la insuficiencia
de trabajar la convergencia en términos de sucesiones en estos espacios; asi, para liberarse de
estas limitaciones, es posible estudiar la convergencia en espacios abstractos a través del

concepto de filtro, lo que permite una mejor caracterizacién del espacio.

3.2.2 A través de filtros

En este sentido, como se pudo observar en el capitulo anterior, una vez generalizada la
idea de sucesion a través del concepto de filtro, se presenta el concepto de limite en los
siguientes términos:

Definicidn: Sea X un espacio topoldgico y F un filtro sobre X. Decimos que un punto
x € X es punto limite (o simplemente limite) de F, si F es mas fino que el filtro V(x) de las
vecindades de x; entonces también decimos que F converge a x. Ademas, se tiene que x es
limite de una base de filtro B sobre X (0 que B converge a x) si el filtro de base B converge a
X.

Asi, con esta conceptualizacion mas general de convergencia en espacios topologicos,
se logra también una conceptualizacion mas general de la adherencia, la continuidad y espacios

de Hausdorff.

69 Adherencia: ver teorema 6.2, capitulo X. Convergence, Topology (1978)
Funcidn continua: ver teorema 6.3, capitulo X.Convergence, Topology (1978)
Espacio de Hausdorff: ver proposicién 5.13, Topologia general (2010)
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Caracterizacion de adherencia, espacio de Hausdorff y continuidad en espacios topoldgicos

a traves de la convergencia de filtros

Punto adherente

Espacio de Hausdorff

Funcién continua

Sean (X,7) un espacio
topoldgico, x e X y A € X.
Entonces x € A si y s6lo si
existe un filtro F tal que A €
FyF —x.

Sea (X,T) un espacio
topoldgico. Entonces X es un
espacio de Hausdorff si y
solo Si todo filtro
convergente en X converge a
un dnico punto.

Sean X y Y dos espacios
topologicos y f: X — Y una
funcion. La funcién f es
continuaen x € X siysolosi
Fox= f(F) - fk)

para todo filtro F sobre X.

A continuacion se presentan las demostraciones de las proposiciones presentadas en la tabla 6:

= Punto adherente: Sean (X, 7) un espacio topologico, x e Xy A € X.

(=)Seax €Ay {Vn A}yey, una base para un filtro 7. Ahora, como X € V;

setieneque X N A=A € {V N A}yey,, portanto, A € F.SeaV € V, entonces VN A €

{VNnA}yey,,asiVnAeF.ComoV nACV,porpropiedad de filtro V € F, por tanto

F — x.

(<) Sea F un filtro en X que converge a x y contiene a A. Entonces V(x) € F,

por tanto para toda VV € V(x) se tiene que V € F. Ademas, como A € F entonces V' N

A€eF,porlocual VNA+0@. Asi,x EA m

= Espacio de Hausdorff: Sea (X, T) un espacio topoldgico.

(=) Sea X un espacio de Hausdorff y F un filtro en X que converge a dos

elementos x y y diferentes. Dado que X es de Hausdorff existen U,V vecindades

7 Veamos que {V N A}ycy, es una base para un filtro F.
i) {V n A}yey, # @ porque siempre es posible intersecar el conjunto A € X con una vecindad V de x € X. De otra parte,
como x € A se tiene que V N A # @ paratoda V € Vypor tanto @ & {V N A}yey, .
i) Sean By, B, € {V N A}yey,, entonces B; = Vy N Ay B, =V, nAparaVy,V, € V. Por teoria de conjunto B; N B, =
(V, nVy) N A. Como V3 NV, € V, entonces existe B; € B; N By.
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disjuntas de x y y respectivamente, asi U NV = @; ademaés, por convergencia de F
tenemos que U,V € F, lo cual es una contradiccion.

(<) Sea F un filtro en X que converge a un Unico punto y X no es de Hausdorff.
Entonces existen x, y € X diferentes, tal que para toda vecindad UyV de x y y
respectivamente se tiene que U N V # @. Ahora, como U(x) y V(y) son filtros, se
tiene que {U N V:con U € U(x) yV € V(y)} es una base para un filtro F, asi, por
convergencia de filtros F - x y F — y, lo cual es una contradiccion. m

» Funcion continua

(=) Sea f una funcion continua en x y F un filtro que converge a x. Se debe
probar que f(F) = f(x), lo cual es equivalente a probar que V(f(x)) S f(F). Sea
V' € V(f(x)) entonces, por definicion de continuidad en términos de vecindades,”
existe una vecindad V € V(x) tal que f(V) < V'. Dado que el filtro F converge a x
y V es vecindad de x, se tieneque V € F,asi f(V) € f(F). Entonces por propiedad
de filtro V' € f(F), esdecirque V(f(x)) € f(F).Portanto, f(F) = f(x).

(<) Supongase que para todo filtro F que converge a x, se tiene que f(F) —
f(x).Sea F = V(x) el cual sabemos que converge a x, entonces f (V(x)) - f(x),
es decir, se tiene que V(f(x)) € f(V(x)). Por tanto, para cada vecindad V' €
V(f(x)) existe una vecindad V € V(x) tal que f(V) < V'. Esto significa que f es
continuaen x.m
Los resultados presentados anteriormente permiten ver la importancia, en particular, de

los procesos de generalizacion que se realizaron en cuanto al concepto de sucesion en términos

de filtro, y en general, de haber capturado una nocion de cercania de una manera mas abstracta,

71 Ver definicion en pag. 80.
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pues esto permitio la generalizacion de estos tres conceptos, los cuales son propios de los
espacios topologicos.

En estos espacios un concepto importante es el de continuidad, pues la topologia se
centra en el estudio de las transformaciones continuas, y alrededor de este concepto se han
realizado varios aportes, por ejemplo, Bourbaki gracias al desarrollo del concepto de filtro,
define continuidad en estos términos como se pudo observar en la tabla 6.

Por otro lado, la continuidad también se ha definido en términos de vecindades, esta
fue presentada por Hausdorff de la siguiente manera:

Definicion: Sean X, Y espacios topologicos a € Z 'y f: X — Y una funcion. La funcion
f escontinuaen x = a siparatoda U € V(f(a)), existe V € V(a) tal que f(V) <€ U.

Se puede visualizar la correspondencia que existe entre esta presentacion y la definicion
de continuidad puntual en términos de épsilon y delta (ver pagina 9), pues todo U € V(f(a))
corresponde en términos de las relaciones con Ve > 0 y laexistenciade V € V(a) corresponde
con 34 > 0.

Hasta este punto se ha podido observar lo que permitié la generalizacidn de sucesiones
en relacion con la nocion de limite, sin embargo, como se ha estudiado, las sucesiones de
Cauchy tienen un tratamiento diferente y con su generalizacion también se obtuvieron algunos
resultados importantes en matematicas, asi, con los filtros de Cauchy en el marco de los
espacios uniformes, se logré caracterizar los espacios completos como los espacios en los que
todo filtro de Cauchy es convergente.

En sintesis, se ha logrado hacer una revision del impacto que tiene en el concepto de
limite, y a su vez en los conceptos de continuidad y completitud, el desarrollo historico de la
nocion de cercania, estudiado en el primer y segundo capitulo. En este sentido, se revisé cémo
estos conceptos pueden ser interpretados y trabajados a la luz de los distintos desarrollos

realizados en el marco de dicha generalizacion.
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3.3 Reflexiones de orden epistemologico en el marco de la formacion de

profesores

Vale la pena resaltar que, si bien la generalizacion de los conceptos en matematicas
recoge potencialidades en términos puramente matematicos (por ejemplo, como se vio, la
generalizacion del concepto de sucesion permitid solventar el problema de la insuficiencia de
estas para definir en espacios topologicos ciertos conceptos), también la generalizacion trae
consigo potencialidades que se pueden pensar en el marco de la formacion de profesores de
matematicas.

En esta medida, estudiar los conceptos de limite, continuidad y completitud en espacios
mas generales, permite ver que no necesariamente lo general es mas complicado, pues por
ejemplo la definicion de continuidad estudiada en términos de vecindades y de filtros, se
desliga del trabajo con épsilon-delta, y con esto de los calculos tediosos que se pueden llegar a
presentar.

Graficamente y apelando un poco a la intuicién, se puede ver la continuidad puntual de
una funcién en términos de vecindades de la siguiente manera:

Figura 13

llustracion de la continuidad puntual en términos de vecindades
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En este sentido, a diferencia de lo que puede pensarse con las vecindades, las cuales
son un concepto mas abstracto de cercania que el de distancia, el trabajo no necesariamente
estd desligado de la intuicion y por tanto, no necesariamente es mas complejo comprender o
estudiar un concepto, pues como se presento, la continuidad puntual en términos de vecindades
no es mas que el verificar que las imagenes de los puntos cercanos a un punto, son cercanos a
las imagenes del mismo punto; en otras palabras, la funcion es continua en a si las imagenes
de los puntos vecinos de a, son puntos vecinos de f(a). Asi, aunque esta definicion esta en
términos mas abstractos, se puede percibir en su ilustracion e interpretacion que, al estar libre
de célculos de distancias, la idea de fondo apela a la intuicion.

Sin embargo, las ventajas de estudiar en un marco mas general las definiciones, no solo
se pueden pensar en términos de la posibilidad de tener una perspectiva intuitiva del concepto,
también es posible pensarse, por ejemplo, en las potencialidades que permite el tener un
panorama general de los mismos. Las definiciones mas generales se despojan de elementos
particulares, los cuales no definen puramente el concepto, sino que son auxiliares en su
presentacion; en cambio, mientras se gana generalidad, la definicidn del concepto se queda con
los elementos que son esenciales para caracterizar lo que se esta definiendo, en otras palabras,
avanzar en generalidad es capturar el concepto de una manera mas pura.

En este caso se puede ver, en las distintas definiciones del concepto de continuidad, que
la cercania es uno de esos elementos esenciales al que recurren, pues independientemente de
que se haga con épsilon y delta en espacios menos generales o el que se defina en espacios
topoldgicos con vecindades, siempre se establece que, existira la continuidad en el punto si los
demaés puntos de la funcion son infinitamente cercanos a este.

Ahora, en el marco de la formacion docente, es trascendental que un profesor que esta
comprendiendo estos conceptos, pueda desligarse de los elementos que acomparian la

definicion y quedarse con esos que son intrinsecamente caracteristicos de la misma, pues esto
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puede producir en el futuro maestro de matematicas, una comprension mas completa, global,
abstracta y esencial del concepto, a diferencia de cuando este se queda solamente en la
comprension del mismo en un espacio menos general, como lo es el métrico por ejemplo. No
quiere decir que el docente se deba quedar con esa conceptualizacion mas general y no estudiar
las particularidades, mucho menos se esta diciendo que este deba llevar estas reflexiones al
aula, lo que si se esta afirmando, es la necesidad de que un docente en formacion construya una
perspectiva mas completa del objeto matematico que trabajara en sus futuras practicas
educativas.

En esta misma linea, se encuentra la definicion de continuidad puntual en términos de
filtros, en la cual se tiene que, si el filtro converge a un punto x en el espacio de partida,
entonces en el espacio de llegada las imagenes del filtro convergen a la imagen de ese punto,
graficamente se puede bosquejar asi:

Figura 14

llustracion de la continuidad puntual en términos de filtros

X Y

Como ya se ha mencionado, al ser esta otra presentacion abstracta del concepto, la
continuidad en términos filtros se queda con los elementos centrales; en este caso, se puede ver
el protagonismo de la nocidn de convergencia de filtros, la cual como se estudié en el capitulo
anterior, captura la cercania cuando se trabaja con estos en espacios topoldgicos. En este
sentido, la presente caracterizacion de la continuidad se puede interpretar como que, siempre

que los elementos del filtro sean cercanos a un punto, las imagenes de esos elementos deben
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ser cercanas a la imagen del punto, para que la funcidn sea continua en este. Asi, de la misma
manera que se da en la presentacion de continuidad en términos de vecindades, en esta
presentacion, la cercania es un elemento intrinseco.

Ademas, en el marco de estas ideas, se puede mencionar que esa nocion de cercania
que se esta retomando en la presentacion del concepto de continuidad puntual, en esencia esta
dada a través de la idea de limite, lo cual permite destacar que este concepto es un elemento
constitutivo del concepto de continuidad y esto se hace explicito, sobre todo, en estas
definiciones en términos generales. Estas ideas son supremamente valiosas en términos de la
formacion de profesores, pues la continuidad puntual es un concepto que es importante trabajar
en la escolaridad, y por ende, cabe ahondar en sus elementos epistemolégicos.

Por lo general, la presentacion que se hace de esta continuidad a un nivel basico, se
trabaja en términos de que una funcién es continua en un punto, si la imagen del punto es igual
al limite de la funcién en el mismo punto; asi, teniendo en cuenta las reflexiones anteriormente
presentadas sobre las potencialidades que tiene estudiar los conceptos en su forma mas
abstracta, si un docente tiene la oportunidad de estudiar el concepto de continuidad en espacios
generales, nos atrevemos a decir que le permitira tener una conciencia mayor del concepto de
continuidad, mas alla del simple algoritmo que permite reconocer si una funcién es continua,
y esa misma comprension profunda del concepto incidird directamente en sus practicas
educativas, pues le dara un mejor dominio, por lo menos en términos conceptuales, de la
presentacion que haga del objeto matematico en su clase y a las mismas orientaciones en la
construccion del conocimiento de los estudiantes.

Ahora, de manera analoga al analisis que se puede realizar de la continuidad en espacios
generales, en relacion con sus potencialidades para el desarrollo mismo de las matematicas y
la formacion de profesores de matematicas, se podria realizar para el concepto de limite; este

concepto, como se ha mostrado a lo largo del trabajo, ha tenido algunas transformaciones y
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desarrollos en estos espacios generales, lo cual deja ver que es posible trabajar con los limites
a partir de sucesiones, filtros o que incluso es posible tener una reinterpretacion de la definicion
usual de este en términos de vecindades, en la cual de manera similar a como sucede con la
continuidad, es posible liberarse de los calculos tediosos con épsilon y delta.

Adicionalmente, a prop6sito de que se centra la atencion sobre los conceptos de limite
y continuidad, otra reflexion que vale la pena suscitar en el marco de la formacidn de profesores
de matematicas, es la del problema de la completitud, pues esta propiedad esta ligada a la
convergencia de las sucesiones fundamentales, y por lo tanto a la nocion de cercania.

Es posible ver que la completitud no se verifica en los nimeros racionales Q, pues esta
propiedad es caracteristica de los nimeros reales IR, a pesar de esto, en la escuela se trabaja una
caracterizacion del conjunto de los nimeros reales muy superficial, pues se queda en el mero
trabajo con las propiedades de R, las cuales son heredadas de @Q; en este sentido no hay una
diferenciacion conceptual sustancial entre ambos conjuntos numéricos, y teniendo esto en
cuenta, no hay una conceptualizacion completa, veraz y mas apropiada de los nimeros reales.

Ahora, aunque el propdsito de esta reflexion no es realizar una critica de orden
curricular, pues no se esta diciendo que en los colegios la presentacién del conjunto de los
nameros reales deberia hacerse de una manera formal y rigurosa, si se reitera la necesidad de
que un profesor de matematicas sepa matematicas, en este sentido, que tenga una comprension
amplia de los objetos matematicos con los que a diario va a trabajar, que pueda comprender
que la caracteristica principal de los numeros reales es que son un conjunto completo, y que
por esto, conceptos como el de limite y convergencia estan en la base de su construccion, que
sepa que la propiedad de la completitud recurre necesariamente a la nocién de cercania, pues
estudia lo que sucede en el limite de un punto; en sintesis, es preciso que el futuro docente de
matematicas logre construir todos los distintos matices que intervengan en la definicion de los

conceptos.
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Finalmente, si bien es posible identificar en el trabajo con estos conceptos en espacios
abstractos las potencialidades antes mencionadas, también es pertinente mencionar algunos
aspectos que no resultan tan beneficiosos, pues no significar que el estudiar los conceptos
matematicos en espacios generales sea simple y se produzca de manera natural, para lograr
hacer el trabajo en estos espacios, se requiere de un nivel mayor de abstraccion y la
comprension de otros conceptos asociados, por ejemplo, para poder trabajar con la definicion
de continuidad en términos generales, se requiere o bien estudiar la idea de vecindad o los
desarrollos ligados al concepto de filtro, y este camino no es precisamente el mas corto o

simple.
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4. Conclusiones

A modo de cierre, cabe suscitar algunos comentarios generales que permiten visualizar
los distintos resultados que se obtuvieron a lo largo del presente estudio historico. Por un lado,
este trabajo permitio evidenciar el rol que tuvo el caracterizar una nocién de cercania en la
conceptualizacién de los distintos espacios abstractos, pues dicha nocién posibilito generalizar
una serie de conceptos que se tenian para espacios particulares y desarrollar una nueva
disciplina desde una perspectiva en la que todo estaba despojado del trabajo con la medida y el
numero, la cual posteriormente tomaria el nombre de topologia general o topologia conjuntista.

En relacion con el surgimiento de los primeros espacios abstractos, es posible
evidenciar que fue Fréchet el que marco el camino inicial hacia los propositos de
generalizacion, al proponer capturar la cercania a través de las ideas de limite, vecindad y
distancia; sin embargo, su presentacion de estos primeros espacios continta siendo limitada,
pues esta ligada a algun tipo de objeto particular, como funciones o nimeros reales. Es hasta
que se presenta una definicion conjuntista de las vecindades, como lo hace Hausdorff, que se
logra liberar la caracterizacién de la cercania de objetos particulares, y se entiende la vecindad
como el lugar constituido por los puntos cercanos a un punto dado.

El protagonismo de la nocion de cercania en la conceptualizacion de espacios
abstractos, no solo se da en el surgimiento de los primeros, sino también en el desarrollo de los
mismos, por ejemplo con las vecindades ya se tenian caracterizados los espacios topoldgicos,
sin embargo, Bourbaki desarrollé toda una teoria sobre filtros en la que captur6 la cercania a
través de la convergencia de filtros, y con esto permitié seguir estudiando estos mismos
espacios abstractos desde un nuevo lugar y a partir de otros conceptos. Ademas, en el desarrollo
de nuevos espacios abstractos la cercania también juega un papel fundamental, por ejemplo, en
la caracterizacion de los espacios uniformes, fue preciso también capturar una cercania, que en

su estructura no necesitara de un referente para hablar de lo cercano, sino que esta se diera entre
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dos elementos cualesquiera; asi, es posible afirmar que capturar una nocion de cercania en
términos generales es fundamental para el desarrollo de todos los elementos teéricos de los
diferentes espacios abstractos en particular y de las matematicas en general.

De todo lo anterior, posible afirmar que Fréchet marcé la pauta del camino hacia la
generalizacion, pues como se pudo estudiar, por un lado Hausdorff elabora la idea de vecindad
que ya Fréchet habia presentado, en otros términos, en su clase (V), y a partir de esto desarrolla
la teoria que lo conduce a hablar de espacio topoldgico; por otro lado, con las redes y filtros
se logra generalizar las ideas asociadas a la convergencia de sucesiones, concepto que Fréchet
propuso al definir la clase (L); finalmente, con los espacios uniformes de Bourbaki se
generalizan los espacios métricos o la denominada clase (E) en Fréchet. Ademas, como se
logré visualizar, capturar la nocién de cercania en los espacios abstractos a través de estos
diferentes conceptos, permitio que se obtuvieran distintos enfoques teéricos que hoy son muy
potentes.

Finalmente, vemos como todos estos analisis historicos de la nocion de cercania cabe
hacerlos presentes en el marco de una reflexion sobre la formacion de profesores de
matematicas, pues como se logré visualizar, conceptos como el de limite, continuidad y
completitud, por un lado, requieren de una cercania para definirse, y por otro lado, su
caracterizacion general permite reconocer aspectos que son fundamentales cuando se
reflexiona sobre los conocimientos que deberia poder construir un futuro profesor de
matematicas. En este sentido, los primeros capitulos permitieron reconocer elementos
epistemoldgicos en la caracterizacion de la cercania a través de conceptos como vecindades o
filtros, y como se reflexiono en el tercer capitulo, el considerar estos elementos en el trabajo
con los conceptos de limite, continuidad y completitud, resulta fundamental en el

reconocimiento de los elementos constitutivos de estos conceptos.
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