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Resumen

En este articulo se presenta un método de elementos de frontera BEM basado en la
técnica de subdominios para la solucién de problemas de flujo de fluidos no newtonia-
nos incluyendo los efectos térmicos y de disipacién viscosa. Las integrales de volumen
que surgen a partir de los términos no lineales se convierten en integrales de fron-
tera equivalentes mediante el método de reciprocidad dual multi-dominio MD-DRM
en cada subregion. Para la aproximacion de las variables se utilizan splines de placa
plana aumentados como funciones de interpolacion. La formulacién numeérica iterati-
va se logra considerando el material como dividido en pequefios elementos y en cada
uno de ellos se aplica una férmula de representacion integral para las velocidades y
temperaturas, la cual se discretiza mediante elementos de frontera lineales. El sistema
final de ecuaciones algebraicas no lineales se soluciona mediante un método de Newton
modificado. Los ejemplos numéricos presentados incluyen problemas no newtonianos
con disipacién viscosa y viscosidad dependiente de la temperatura.

Palabras y frases claves: Elementos de frontera, fluidos no newtonianos, fluidos no
isotérmicos

1. Introduccion

El objetivo principal de este trabajo es presentar el uso del método de
reciprocidad dual multi-dominio (MD-DRM) para la solucién numérica
de problemas de flujo no newtoniano con efectos de disipacion viscosa
y con una viscosidad dependiente de la rapidez de deformaciéon y de la
temperatura. Para los liquidos con alta viscosidad y baja conductividad
térmica tales como la mayoria de los polimeros, la disipacion viscosa no
puede despreciarse debido a que esta tiene una fuerte influencia sobre el
campo de temperatura el cual a su vez afecta las propiedades termofisicas
del fluido. Este fenomeno es especialmente relevante en la industria de
polimeros. Por ejemplo en los procesos de extrusion e inyeccion el fluido
es forzado a través de canales donde se observa una alta generacion de
calor cerca de las paredes.

El comportamiento de los fluidos no newtonianos es altamente dependi-
ente de las variaciones de viscosidad en el dominio, las cuales son cau-
sadas por la rapidez de deformacién y la temperatura. La mayoria de los
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polimeros tienen una viscosidad que es una funcién decreciente de la rapi-
dez de deformacion, caracteristica que se conoce como adelgazamiento por
corte (shear thinning)[1]. La viscosidad de un fluido no newtoniano inelés-
tico puede calcularse en términos de la rapidez de deformacién mediante
varios modelos matematicos tales como el modelo de ley de potencias o el
modelo de Carreau. De otro lado, la viscosidad de los polimeros fundidos
cambia drésticamente con la temperatura. Por ejemplo un cambio de 1%
en la temperatura puede causar un cambio de al menos 25% en la vis-
cosidad. Este efecto puede calcularse ya sea mediante la ley de Andrade
[1], o la ecuacién WLF [1, 17]. Debido a que la viscosidad de los fluidos
no newtonianos depende tanto de la rapidez de deformacién como de la
temperatura, se concluye que los modelos mateméticos que gobiernan el
flujo del fluido son no-lineales atn en el caso cuando se desprecian los
efectos de inercia i.e. nimero de Reynolds bajo. Este tipo de procesos de
flujo requiere técnicas de solucién sofisticadas.

La aplicacién del método de elementos de frontera BEM a problemas no
newtonianos y no lineales requiere encontrar una soluciéon fundamental del
sistema de ecuaciones que gobiernan el fenémeno. Sin embargo, debido
a que no es posible conocer tal solucién fundamental para un modelo
general, se hace necesario agrupar todos los términos no lineales en un
término de pseudo-fuerza de cuerpo lo cual conlleva a ciertas integrales de
dominio o volumen que pueden evaluarse usando integracion por celdas
(Cell-BEM) [3]. Aunque este método es efectivo y general, hace que el
BEM pierda su caracter de frontera tinicamente y es un esquema que
consume mucho mas tiempo de computo que otras técnicas de dominio
como las diferencias finitas FDM y los elementos finitos FEM. El costo
computacional de la integracion por celdas depende principalmente del
hecho que la solucion en cada punto interno y en cada punto de frontera
requiere la evaluacion de todas las integrales de frontera lo cual origina a
su vez un sistema matricial denso.

Se han desarrollado unos cuantos métodos para convertir las integrales de
dominio en integrales de frontera equivalentes. Entre estos, el método de
Reciprocidad Dual DRM [18] y el método de las soluciones particulares
PIT [4] son los més populares. Ambas de estas técnicas se han vuelto muy
atractivas en afios recientes debido a los avances en interpolacion multidi-
mensional con funciones radiales RBF utilizadas en estas técnicas. Tanto
el DRM como PIT aproximan los términos no lineales y no homogéneos
de una ecuacién diferencial parcial como una serie de funciones vectoriales
de interpolacidn, las cuales se definen sobre un conjunto de nodos internos
y nodos de superficie. Estas funciones de interpolacién conducen a una
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solucion particular del problema la cual puede usarse conjuntamente con
las identidades de Green para transformar las integrales de dominio en
integrales de frontera. Como en el método de la integracion por celdas,
en los dos métodos tinicamente de frontera mencionados anteriormente,
la evaluacion de las funciones en cada nodo necesita el valor de todas las
integrales de frontera lo cual produce nuevamente un sistema matricial
muy denso.

Recientemente, Popov y Power [20] encontraron que la aproximacion
DRM del potencial interno de un problema no lineal de conveccion di-
fusién, puede ser mejorado sustancialmente mediante el esquema de des-
composicion del dominio. La idea de Popov y Power de usar particion del
dominio para mejorar la precision del DRM, fue inspirada por el trabajo
de Kansa y Carlson [12] sobre aproximacion de datos con funciones radi-
ales. Kansa y Carlson observaron que la mejor aproximacién se obtiene
cuando el dominio original se parte en subdominios conectados. Popov
y Power [20] notaron que la aproximacién DRM en los problemas no li-
neales puede también mejorarse cuando el dominio original se divide en
subdominios mas pequenos. En cada subregion la formulacion BEM del
problema se aplica por separado. Las integrales de dominio correspondi-
entes, que resultan de la aplicacion de la formulacion BEM, se transfor-
man en integrales de frontera a lo largo del contorno de las subregiones
mediante el método DRM. El nivel de precision deseado de este esque-
ma se logra refinando el tamario de los subdominios. Cuando el namero
de subdominios es grande esta técnica se denomina método de reciproci-
dad dual multidominio MD-DRM, y la forma discreta de las ecuaciones
integrales del problema esta dada por un sistema matricial por bandas.

El método MD-DRM ha sido aplicado recientemente con éxito por Flérez
y Power [10] a la solucién de problemas no newtonianos isotérmicos y a las
ecuaciones de Navier-Stokes para un fluido incompresible con namero de
Reynolds moderadamente altos (Re = 1000) [11]. En el presente trabajo
se mostrara como el método MD-DRM puede extenderse a problemas no
isotérmicos més generales que incluyen términos de disipacién viscosa y
con la solucion acoplada del balance de masa, las ecuaciones de momen-
tum y la ecuacién de conservacién de energia.

Solo unos cuantos trabajos aparecen en la literatura acerca de la solucion
BEM de problemas de flujo non newtoniano. Phan-Thien [19] propuso una
solucion BEM de las ecuaciones de momentum no homogéneas, basado en
el método de soluciones particulares y funciones de interpolacién radiales
para los términos no lineales. Davies [5] us6 la técnica de pseudo-fuerza
de cuerpo e integracion por celdas para modelar polimeros y optimizar
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equipos de mezclado. Davies también sefialé que la aplicacién del DRM en
el dominio completo no produce resultado precisos especialmente cuando
hay altos gradientes de velocidad.

La integracion por celdas en el BEM combinada con técnicas de sub-
dominios, tales como el método del elemento de Green [26], han sido
aplicadas conjuntamente con una formulacién velocidad-vorticidad para
modelar flujos no newtonianos en cavidades cerradas (Skerget y Samec
[25]). Asi como en otros trabajos previos realizados por Skerget [24] para
las ecuaciones de Navier-Stokes, la formulacion integral conserva las inte-
grales de dominio sin ninguna simplificacién adicional. Ademas, Skerget y
colaboradores nunca consideraron el caso de condiciones de frontera con
presion conocida el cual ocurre frecuentemente en procesos de dindmi-
ca de fluidos y que puede resolverse facilmente mediante el uso de una
formulacion integral directa en términos de velocidades y tracciones tal
como la formulacién que se presenta en esta investigacion.

En las secciones siguientes, se introduce la solucion MD-DRM de la ecua-
ciones acopladas de continuidad, momentum y energia para fluidos no
newtonianos con efectos de disipacién viscosa de calor. Ademads de la efi-
ciencia y precision del método numérico propuesto, el MD-DRM tiene
la ventaja de una interpolacion robusta con las funciones radiales prove-
nientes del DRM. Estas funciones, debido a su cardcter de suavidad o
minimizacién del ruido, garantizan una alta precision al aproximar las
derivadas de las variables [15]. Esta propiedad de la interpolacién del
DRM permite una evaluaciéon muy precisa de las derivadas de la veloci-
dad y la temperatura en forma directa y a partir de la solucion del sistema
matricial, sin ninguna complicacion o esfuerzo adicional.

Los resultados que se presentan en esta investigacion sugieren que la for-
mulacién multidominio del método de elementos de frontera para proble-
ma no newtonianos y no isotérmicos, produce resultados muy precisos aun
para aquellos casos con elevado gradiente de viscosidad que son dificiles
de resolver mediante otros métodos numéricos convencionales.

2. Modelo matematico para fluidos no newtonianos y no iso-
térmicos

El sistema de ecuaciones de conservacion de masa, momentum y energia
para estado estacionario, de un flujo no isotérmico de un fluido incom-
presible, incluyendo disipacion viscosa, esta dado en notacién tensorial
por
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donde g;; = % (%}1 + %f) es el tensor de rapidez de deformacién; o;; es
el tensor de esfuerzos total; u; es el vector velocidad; ¢; es el vector de
traccion; n;es el vector unitario normal a la frontera I' = 'y +T'y = I'r+T'
del volumen Q; T es la temperatura del fluido en cualquier punto; p
la presién y g el flujo de calor. Las propiedades termofisicas son: p la
densidad del fluido, n la viscosidad la cual es funcion de la temperatura y
de la rapidez de deformacion generalizada, k es la conductividad térmica,
Cp la capacidad calorifica y 3 es el coeficiente de expansién térmica. El
término o5 en la ec.(3) es el incremento irreversible de energia por
unidad de volumen debido a la disipacion viscosa o en otras palabras, la
degradacion de la energia mecanica en energfa térmica.

Para expresar este problema en términos de una perturbacién a un flujo
newtoniano base, el tensor de esfuerzo total se descompone en una parte
newtoniana y un componente no lineal como sigue,

oij = —Pdij + ey + Ti(;) (8)

donde ny es una viscosidad constante arbitraria que puede ser la vis-
cosidad correspondiente a una rapidez de deformacién muy baja; y TSB)
representa los efectos no newtonianos en el tensor de deformaciéon. Para
fluidos newtonianos generalizados los términos no lineales son:

-8

ij (F}() = (7}' - '-'?N)gt'j (9)
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donde la viscosidad real i es funcién de la magnitud del tensor de defor-

macién § dado por
Y = \/2€55€4i (10)

y de la temperatura. Con la formulacién presentada en la ec.(8) la ecua-
ci6n de momentum ec.(2) puede escribirse como

r (e) ;
dp 0%u; 3‘?}3- du;
—_ 7 = pu;j—0 T € Q) 11
ox; I Ox;0x; & 0x; P Ox; o 1

La viscosidad de la mayoria de los fluidos no newtonianos como los
polimeros usualmente decrece con la rapidez de deformacién generaliza-
da %, fenomeno conocido como adelgazamiento por corte. Para un fluido
newtoniano la viscosidad toma un valor constante, yu i.e.

7(¥) = ¢ = constante (12)

De otro lado, las expresién mas comiinmente usada para la viscosidad de
un fluido no newtoniano es la ley de potencias o el modelo de

Ostwald-de-Waele [1],
n(y) = Ky"! (13)

donde K es el indice de consistencia y n € [0, 1]es el indice de ley de
potencias.

Existen otros modelos semi-empiricos para describir el comportamiento
de los fluidos no newtonianos. A continuacién mencionamos dos de ellos.
El modelo de Carreau [1]

o — Tl
[1+ ()22

n(¥) = o + (14)

con cuatro parametros que pueden ajustarse a datos experimentales: el
tiempo caracteristico A, una viscosidad constante 75, correspondiente a
una alta rapidez de deformacién, la viscosidad 7y correspondiente a una
rapidez de deformacién muy baja y el indice n de la ley de potencias.
El modelo de tangente hiperbélica [1]

ol ol = Bl (%)n (15)

donde los parametros A, B,k y n se obtienen mediante ajuste de datos
experimentales.
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Los modelos anteriores dan cuenta del efecto de la rapidez de deformacion
sobre la viscosidad. Sin embargo la viscosidad real también depende de
la temperatura a través de la ley de Andrade [17] de la forma

s Rt (16)

donde F es la energia de activacion del fluido, R es la constante universal
del gas y n(7)es la viscosidad evaluada a la temperatura de referencia Tp.

2.1. Formulacion integral multi-dominio

En el método BEM multfi-dominio, el dominio original se divide en subre-
giones mas pequenas o elementos de dominio, cada uno de ellos encerrado
por un cierto niimero de elementos de frontera. La solucién de las ecua-
ciones diferenciales parciales (1)-(3) en cada subdominio esta dada en tér-
minos de la formula de representacion integral correspondiente. Ademas,
los elementos de dominio adyacentes tienen que acoplarse de acuerdo con
unas condiciones de compatibilidad o continuidad para todas las variables
como velocidad, tracciones, temperaturas y flujos de calor.

A partir de la representacion integral de la ec.(2) deducida en [13], se
encuentra que la i-ésima componente del campo de velocidad en un punto
x de la n-ésima subregion €2, limitada por el contorno T';, es

(@) = Jo, Kes@ )iy = fr, UF@,n)t} ()T
—Jo, Uf (@, 9)gi(y)d9y

paran=1,2,..., M donde M es el ntimero total de subregiones.

En las ecuaciones anteriores ¢’ es la componente i de la traccién New-
toniana base asociada con el campo de flujo (i, p), i.e. tN(y) = (—pdi; +
nweij)n;(y). El nicleo UF(z,y) es la componente i del campo de veloci-
dad de la solucion fundamental para las ecuaciones de Stokes (stokestlet),
localizado en el punto y y orientado en la direccién k,

Uk (z,y) = l [ln (l) S + (zi — i) (2k — yk)] (18)

drnn r P2

(17)

donde r es la distancia desde cualquier punto y a otro punto de campo
z,ie.r=lz—yly

Kkj(:csy) = O-;j (uk(xa y)!qk (’.L', y)]nj(y)
AU* (z, Uk (=,
= (qk(ﬂ?;y]%‘ + 1N ( ;31(: oy e y))) n;j(y) (19)

_ _L($€_9€)($k_yk){$j_yj)n,
- ar r3 J
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es la traccion correspondiente al campo de flujo. Los coeficientes ¢;; toman
valores entre d;z y 0, siendo igual a ¢z = 1/26; para fronteras suaves, e
igual a ¢ = d; para puntos en el interior de €2,,.

De manera similar, la representacion integral para la ecuaciéon de conser-
vacion la energia (ec.(3)) puede obtenerse aplicando el segundo teorema
de Green para una funcién escalar [22], y dicha representacién es:

cT(z) = [, H(z,y)T(y)dly — [, G(z,y)q(y)dly

—Ja, G(@,y)h(y)dSy, (20)
donde "
q(z) = k% (1)

vy G, H son la solucién fundamental y su derivada normal a lo largo de la
trayectoria de integracion [22], i.e.

1
G(z,y) = mlog T (22)
1 Ologr
H(o,y) = 55 (23)
Y

El sistema final de ecuaciones se completa ensamblando las ecuaciones
integrales ec.(17) para cada elemento de dominio, usando el criterio de

equilibrio de tracciones y la condicién de compatibilidad para las ve-
[ —|

locidades en las interfaces comunes entre subregiones. i.e u;'' =, "y

Jg)nj + J§;)nj =0 [11].

De manera similar, las ecuaciones integrales ec.(20) deben ser ensam-

bladas usando el criterio de continuidad del campo de temperatura y la

condicion de balance de flujo de calor en las interfaces i.e. T}(H = Ti(_) y
(+) )

Las integrales de dominio en las expresiones (17) y (20) dan cuenta de

todos los términos no lineales en las ecuaciones diferenciales parciales

originales (3) y (11), i.e.

(e)
auz 67',53;
;= pu; = 24
gi =Pl Oxj Oz 29
ar
h= pCpuj%j — O0ij€ji (25)

Tal como se explicd en nuestros articulos previos [9, 10, 7, 8], los tér-
minos no lineales que aparecen dentro de las integrales de dominio en
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las ecuaciones (17) y (20) pueden ser aproximados mediante una serie de
soluciones particulares y funciones de interpolacién especiales. Para ex-
presar la integral de dominio en la ecuacién (17) en términos de integrales
de frontera equivalentes, se presenta la aproximacion de reciprocidad dual
DRM.

La idea basica consiste en expandir el término g;(r) mediante funciones
de interpolacién en cada subregion i.e.

N+A

gi(@) = Y f™(x)af by (26)

m=1

Los coeficientes o™ son incognitas que deben determinarse mediante colo-
cacién en un conjunto de N nodos. En esta investigacion se utilizaran
A = 3 funcion globales adicionales del conjunto {1,z,z2}.
Un spline radial aumentado (RBF) consiste de una serie de funciones
radiales mas algunas funciones de interpolacién globales adicionales [16].
El RBF usado en este trabajo es el spline de placa plana (thin-plate
spline):

™z) = flr(z,y™) =r’logr m=1,...,N (27)

donde r = |z — y™| es la distancia euclidiana entre el punto de campo z y
el punto de colocacion y¥™. Aunque muchas funciones RBF diferentes son
presentadas y discutidas en la literatura [6], el spline de placa plana tiene
caracteristicas optimas que lo convierten en la opcién mas recomendada
[6].

La ecuacion (26) se aplica en cada uno de los N nodos para generar 2N
ecuaciones lineales con 2(N + A) incognitas, y por lo tanto se necesitan 24
condiciones adicionales las cuales basicamente garantizan un interpolante
6ptimo [6]. Estas relaciones adicionales son:

N N N
D afty=) lafdy=>_ zja]by (28)
i PR |

i=1

donde z? representa el vector posicion del nodo de colocaciéon j-ésimo.
En forma similar, en la ecuacién de energfa ec.(20) el término convectivo
y el término de disipacion viscosa puede aproximarse como

N+A

h(z) =Y f™(z)8™ (29)

m=1
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A continuacién se define un campo de flujo auxiliar(U/™ (z), p'™ (z)) [21]
el cual es solucién de las siguientes ecuaciones:

azugm(xj aptm m
n§ i Oz f ( )
autm (g

i J_
Ax; =0

(30)

y ademds un campo de temperatura auxiliar que satisface la siguiente
ecuacién de Poisson,
dQTm( )
8:1:3 Oz

En este punto podemos aplicar las identidades de Green a ambos campos
auxiliares, el de velocidad y el de temperatura, para obtener unas formulas
de representacion integral solo en términos de integrales de frontera [22],
asi

= i) (31)

ek (T)u(@)— [1 trj (@9)u; (¥)dTy + [ ul (z,9)t; (y)dTy =
N4L+A R R ) (32)
> ot {eki (@)U (@)~ [r tej (@9) U™ (9)dTy + [ uf (o,9) 8™ (y)dTy }

m=1

e(z)T(x)— [ T*(z,9)q(y)dly + [ ¢* (z,y) T (y)dTy =
E B™{ e() T (x)— Jp w* (2,9)dm (¥)dTy + J1 ¢* (2,9) T (y)dTy }

m=1

donde §™ = 1™ /dn.

Por razones de brevedad no se presentan aqui las soluciones particulares
de las ecuaciones (30)-(31) las han sido presentadas en publicaciones an-
teriores [16].

(33)

2.2. Discretizacion de las ecuaciones integrales

Para la solucién numérica del problema, la superficie I';, de cada subregion
o elemento de dominio puede discretizarse mediante elementos de frontera
lineales isoparamétricos. A lo largo de cada elemento las integrales se
calculan en términos de los valores nodales de la velocidad y las tracciones
y usando funciones lineales de interpolacion. De esta forma las ecuaciones
(32) v (33) se pueden escribir en forma matricial como:

N+P
(cu); — Kipug + Lty = Z o (Kiktr; — Ligly; + (cliyj))  (34)

m=1

N+P
(cT)i — HyTr + Gipar = Y Bi(HuyTx; — Gipdixj + (cT);)  (35)

m=1
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donde Hj, G, Ky L, son las matrices de influencia estandar que re-
sultan de la integracion en los elementos de frontera, el indice ¢ representa
los nodos de colocacion, k los nodos en los elementos de integracién y j
los puntos de colocacién para el DRM. En el caso presente, estas matri-
ces resultan de la integracion sobre los cuatro elementos de frontera que
forman cada uno de los subdominios.

Para encontrar el valor de los coeficientes of* y f;de las ecuaciones (34)
v (35), podemos aplicar las ecuaciones (26) y (29) en cada uno de los
N nodos de colocacién seleccionados. En esta forma se obtiene los dos
sistemas de ecuaciones siguientes:

Fa=g (36)

FB=h (37)

las cuales pueden invertirse para obtener los valores de las incognitas, es
decir,
a=F1g (38)

B=Fln (39)

Michelli [15] demostré que para el caso cuando todos los nodos son dis-
tintos, la matriz resultante de cualquier interpolaciéon radial como la ex-
plicada anteriormente es siempre regular y tiene inversa.

Cuando las ecuaciones integrales discretas para cada elemento de dominio
(34) y (35) se juntan, el sistema final de ecuaciones escrito en notacion

matricial es:
Ku — Lt = (K — Lt)a (40)

HT — Gq = (HT - G§)8 (41)

Como se explicod en la seccién los coeficientes desconocidos v y 3 se deter-
minan por colocacion en los elementos de frontera de cada subdominio.
De acuerdo con las aproximaciones explicadas en Sec.1.1, el vector « se
expresa en términos de velocidades y temperaturas en los nodos de colo-
cacion, y el vector 8 puede expresarse en términos de las temperaturas
nodales tinicamente. Por lo tanto, las ecuaciones (40) v (41) son sistemas
no lineales acoplados a través de varios términos que dependen de la
temperatura. Cada uno de los sistemas de ecuaciones (40) y (41)para el
dominio completo puede resolverse usando el método de Newton-Raphson
combinado con un algoritmo de minimizaciéon global con el propésito de
reducir el error en cada iteracién |23].

Para dar cuenta del acoplamiento entre las ecuaciones de momentum y
energia se ha usado iteracién directa. La velocidad en el término advectivo
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de la ecuacion de energia se considera como una variable conocida de una
solucion previa de las ecuaciones de momentum obtenida mediante el
método de Newton. De la misma forma, en cada iteracién los términos
dependientes de la temperatura en las ecuaciones de momentum pueden
ser conocidos a partir de una soluciéon previa de la ecuaciéon de energfa.
Mayores detalles del algoritmo iterativo se muestran en la figural.

Para fluidos con viscosidad variable, existe un problema adicional en la
iteracién numérica. En la solucién multidominio de problemas no new-
tonianos existiran subdominios donde la viscosidad permanece casi con-
stante y otras regiones con gradientes mayores donde la viscosidad cambia,
ostensiblemente. Estas diferencias entre subregiones pueden hacer que la
funcién residual del método iterativo tenga regiones planas de minimos
locales o valles donde el proceso de iteraciéon se estanca. Adicionalmente,
el método de reciprocidad dual para el caso no newtoniano se basa en
la formulacion de perturbacion dada en ec.(11), de modo que cuando la
viscosidad constante ny que se asume estd muy lejos del valor real 7,
el método de Newton no progresa adecuadamente a menocs que la solu-
cion inicial para las iteraciones esté muy cerca de la solucion verdadera.
Para mejorar estos problemas, se disené un algoritmo predictor corrector
en el cual se resuelve una secuencia de problemas lineales para obtener
un mejor valor inicial para comenzar las iteraciones no lineales. En la
etapa predictoria se asume una viscosidad constante en cada subdominio
igual a la viscosidad promedio de los nodos de la frontera del subdominio.
Este valor valor promedio se corrige posteriormente en la etapa correc-
tora del proceso, cuando el sistema original de ecuaciones no lineales se
resuelve mediante el método de Newton hasta alcanzar convergencia. Si
el método de Newton se detiene en un minimo local, el paso predictor
puede realizarse una vez mas pero empezando en el minimo local, y asi
sucesivamente. Para mas detalles acerca del método predictor corrector
desarrollado en esta investigacion se recomienda revisar la referencia [27].

2.3. Resultados numéricos

Varios problemas no isotérmicos con disipacién viscosa han sido resueltos
mediante el método MD-DRM. Los resultados muestran la eficiencia del
método de elementos de frontera multidominio para modelar flujos no
newtonianos y no isotérmicos muy complejos considerando con efectos de
disipacion viscosa de calor.
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Flujo de Couette no isotérmico con disipacion viscosa

En este ejemplo consideramos el flujo de un fluido no Newtoniano in-
compresible confinado entre dos cilindros concéntricos como se ilustra en
la figura2. A medida que el cilindro interior rota, cada celda de fluido
fricciona las celdas adyacentes. La friccién de capas adyacentes de fluido
produce calor, es decir, la energia mecéanica se degrada y se convierte en
energia térmica. La magnitud del efecto de disipacién viscosa depende
del gradiente de velocidad local. Las superficies de ambos cilindros se
mantienen a una misma temperatural = Tp. La geometria es definida
por los radios By = 1 m;Rs = 5m.

Para la solucién numérica mediante MD-DRM se utilizo la malla de 400
clementos de dominio que se muestra en la figura3. El modelo matematico
para este ejemplo consiste de la ecuacién de continuidad, las ecuaciones
de momentum y la ecuacién de energia i.e.

8?1.1:
9z; 0 (42)
dp 0 B
_?.E?; ¥ ar—%("?gtj) =0 (43)
i A (44)
0z;0x it =

Hay tres casos posibles dependiendo de si la viscosidad cambia con la
temperatura solamente, con la rapidez de deformacién, o si la viscosidad
cambia con ambas variables.

Caso 1. La viscosidad no cambia con la temperatura n = n(7y).
Para un fluido de ley de potencias cuya viscosidad solo cambia con la
rapidez de deformacion, el modelo reologico estd dado en la ec.(13) en
términos de dos constantes K = 1Pa.s™(el coeficiente de consistencia)
v n(el indice de ley de potencias). Los resultados numéricos de la tem-
peratura para algunos valores del parametro n pueden observarse en la
figurad. Estos resultados han sido comparados con la solucién analiti-
ca obtenida segin [2] mediante integracion directa de las ecuaciones de
momentum y energia. En todos los casos el error numeérico es menor de
0,5%. Las figuras 5 y 6 muestran el perfil de velocidad y de viscosidad
respectivamente. Observe que la viscosidad aumenta rapidamente en la
regién donde la rapidez de deformacion es baja, es decir en la regién cerca
al cilindro externo donde existe un bajo gradiente de velocidad especial-
mente cuando el indice de ley de potencias n es pequeno. También es
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importante resaltar la alta precision del método MD-DRM para prede-
cir las derivadas de la velocidad, debido a que la viscosidad depende en
forma no trivial de estas derivadas (ec.(13)), una buena aproximacion de
estas se manifiesta en un valor bastante exacto de la viscosidad como se
observa en la figura6. Por esta razén puede concluirse que el método MD-
DRM puede aproximar con alta precision no solo los valores del potencial
(velocidad) sino también los flujos (gradientes de velocidad) y cualquier
otra variable que dependa de ellos, lo cual es una ventaja frente a los
métodos numéricos convencionales como elementos finitos y volimenes
finitos que necesitarian mallas mucho mas densas que las utilizadas en
esta investigacién para alcanzar el mismo nivel de precisién.

Caso Il. La viscosidad depende solo de la temperatura n = n(T).
En este caso hemos considerado que la viscosidad es constante (fluido
newtoniano) y que el aumento de temperatura en el fluido ocasiona varia-
ciones de la viscosidad las cuales a su vez afectan el perfil de velocidad.
Las ecuaciones de momentum y energia estan acopladas v deben resol-
verse iterativamente para cada punto del sistema. La expresiéon para la
viscosidad en este caso es la siguiente (ver ec.(16))

|t

s (45)

con 19 = 1Pa.s. El perfil de temperatura para valores diferentes de la
energia de activacion F se presentan en la figura7, y las variaciones de
viscosidad y velocidad a través del dominio pueden observarse en las fig-
uras 8 y 9. Debido al acoplamiento entre las ecuaciones de momentum
v energia las cuales son ecuaciones diferenciales no lineales, los resulta-
dos MD-DRM que se presentan aqui solo pueden compararse con una
solucién numérica mediante diferencias finitas y el método de tres etapas
de Lobatto el cual es basicamente un método de colocacién (Para mayor
detalle ver [14][23]).

Caso IIl. La viscosidad depende tanto de le rapidez de defor-
macion y la temperatura 1 = n(%,T). Este es el caso mas complejo
donde los efectos de la rapidez de deformacion y la temperatura afectan
el valor de la viscosidad, i.e.

n= K,}{n—le%(%_%o) (46)

En este caso, las ecuaciones acopladas de momentum y energia son ex-
tremadamente no lineales, por lo tanto la solucién numérica obtenida
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mediante MD-DRM sera comparada con una soluciéon numérica obtenida
mediante diferencias finitas [14]. La figural0 muestra el perfil de tempe-
ratura para dos valores diferentes del indice de ley de potencias n de un
fluido no newtoniano con una energia de activacién E = 107 ] / mol.Tal
como puede observarse en esta figura, los resultados del MD-DRM estéan
muy cercanos a la solucién de prueba con una diferencia menor que 1 %.
Las figuras 11 y 12 muestran los perfiles de viscosidad y velocidad para
este ejemplo.

2.4. Conclusiones

En este articulo se ha explicado un método nuevo de elementos de fron-
tera con reciprocidad dual y multi-dominios, el cual se ha aplicado por
primera vez para la solucion de problemas no newtonianos y no isotérmi-
cos inluyendo los efectos de disipacién viscosa. La técnica multi-dominio
es esencialmente un método de particiéon en el cual el dominio completo
se divide en subregiones més pequenas. En cada subregion o elemento de
dominio se aplican féormulas integrales para el campo de flujo ¥ la tempe-
ratura, y entre subregiones adyacentes tambien se imponen condiciones
de continuidad o compatibilidad adicionales. Las integrales de dominio se
transforman en integrales de frontera mediante el método de reciprocidad
dual DRM en términos de las funciones de interpolacién mas eficientes
reportadas en la literatura matematica. A pesar de las mallas relativa-
mente poco densas usadas en este trabajo y de los elementos de forntera
lineales simples, los resultados muestran convergencia y alta precisién.

A pesar de que en el métod numérico propuesto de reciprocidad dual
multi dominio MD-DRM existen elementos internos y una malla, no debe
considerarse como un método de dominio ya que todas las integrales de
volumen se convierten en integrales de frontera en cada celda o elemento
y por lo tanto el método multi-dominio preserva el caracter de frontera
anico del método de elementos de frontera BEM.

Los diferentes ejemplo numéricos presentados prueban la versatilidad y
eficiencia del esquema numeérico propuesto para la solucion de problemas
de flujo no lineales. En el presente articulo también se ha extendido la
capacidad del método MD-DRM para el caso de problemas no isotérmi-
cos y no newtonianos los cuales no habian sido resueltos anteriormente
usando la técnica de reciprocidad dual tradicional.
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PARTICION DELDOMINIO EN
ELEMENTOS O SUBREGIONES

ASUMIR UNA DISTRIBUCION INICIAL
DE TEMPERATURA, O RESOLVER LA
ECUACION DE ENERGIA
DESPRECIANDO LOS TERMINCS
CONVECTIVOS,

RESOLVER LAS ECUACIONES DE
MOMENTUM MEDIANTE UN

SOLUCIONADOR NO LINEAL

REPETIR ESTE CICLO HASTA
ALCANZAR CONVERGENCIA EN LAS
VELOCIDADES Y TEMPERATURAS.

RESOLVER LA ECUACION DE
ENERGIA INCLUYENDO TERMINOS
CONVECTIVOS OBTENIDOS CON EL

PERFIL DE VELOCIDAD CALCULADO

Figura 1: Algoritmo iterativo para el acople de las ecuaciones de mo-
mentum y nergia.
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/

Figura 2: Flujo de Couette con generacion viscosa de calor.

Figura 3: Malla uniforme 20 x 20 de elementos para la solucién MD-
DRM del problema de Couette
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Figura 4: Variacién de la temperatura con el radio para el flujo de Cou-
ette de un fluido de ley de potencias con viscosidad dependiente solamente
de la deformacion.
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Figura 5: Perfil de velocidad para el flujo de Couette de un fluido de ley
de potencias con viscosidad dependiente solamente de la deformacion
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Figura 6: Perfil de viscosidad para el flujo de Couette de un fluido de
ley de potencias con viscosidad dependiente solamente de la deformacién.
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Figura T7: Resultados para el flujo de Couette con viscosidad dependiente
solamente de la temperatura.
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Figura 8: Perfiles de viscosidad para el problema de Couette con una
viscosidad que solo depende de la temperatura.
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Figura 9: Perfiles de velocidad para el problema de Couette con una
viscosidad que solo depende de la temperatura.
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Figura 10: Perfiles de temperatura para diferentes valores del indice de
ley de potencias , y para el caso en el que la viscosidad depende de la

temperatura y de la rapidez de deformacion.



MD-DRM no newtoniano 29

o MD-DRM
- BVPAC

Figura 11: Perfiles de viscosidad para diferentes valores del indice de
ley de potencias, y para el caso en el que la viscosidad depende de la
temperatura y de la rapidez de deformaci6
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Figura 12: Perfiles de velocidad para diferentes valores del indice de
ley de potencias, y para el caso en el que la viscosidad depende de la
temperatura y de la rapidez de deformacion



