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Resumen

Se abordan en este articulo dos nociones fundamentales en el desarrol-
lo de las matematicas como lo son nimero e infinito. Especificamente, se
intenta establecer el estatuto ontoldgico de los llamados nimeros infinitos:
los infinitesimales y los transfinitos. ;Merecen estos entes la categoria de
nimeros? Para abordar este interrogante se hace una revisién de los cam-
bios conceptuales que histéricamente se fueron dando en el concepto de
ndmero. Para ello se rememoran las definiciones de Euclides, se especifi-
can los tratamientos infinitesimales en Newton y Leibniz, se describen los
transfinitos de Cantor y, finalmente, se estudia la importancia histérica del
andlisis no estdndar planteado por Abraham Robinson. El objetivo central
del documento es mostrar que si bien la fundamentaciéon de los nimeros
reales, base de la fundamentacién del andlisis clésico, se dio a partir de
la legalizacién del concepto de limite, la fundamentacién del andlisis no
estandar se soporta sobre la l6gica de primer orden.

1. El concepto de nimero para los antiguos

Desde la antigliedad clasica se discute reiteradamente el estatuto de los
nimeros y la legitimidad del infinito actual, controversia en la cual Aristételes
constituye la primera autoridad histérica. Para este fil6sofo griego el infinito no
es algo acabado, sino aquello por fuera de lo cual siempre hay algo: una especie
de despensa inagotable de la que se pueda extraer sin cesar nuevas cosas. Es
un infinito potencial. “Una cantidad es infinita si siempre se puede tomar una
parte fuera de la que ya ha sido tomada”, dice Aristételes en la Fisica ([2],
p. 138), al mismo tiempo que plantea dos tipos de infinito: por adicién y por
divisibilidad. El primero se presenta en el proceso de contar, pues aunque para
él no existe un conjunto infinito de niimeros como un todo, siempre se puede
obtener un nimero mas grande que otro agregandole una unidad. El segundo
tipo de infinito aparece en el proceso de division de magnitudes. Por ejemplo se
puede dividir un segmento en subsegmentos que a su vez se pueden dividir en
otros mas pequenos y asi sucesivamente.

Euclides, plegado a la concepcién de Aristételes, incorpora la definicién de
numero en el libro VII de los Elementos:



1. Unidad es aquello en virtud de lo cual cada cosa que existe se
llama uno.
2. Ndmero es una pluralidad compuesta de unidades. ([13], p. 829)

Definicién que no da lugar al conjunto infinito de los niimeros [naturales] tomado
como un todo, y que nosotros representamos por N. Los niimeros [naturales],
para Euclides, son infinitos en el sentido potencial aristotélico.

Por més de veinte siglos los matematicos intentaron eludir la autoridad de
Euclides, quien habia establecido abismos insalvables entre los nimeros y las
magnitudes. Los objetos de cada una de estas teorias tenian diferencias ontologi-
cas que impedian presentarlos unificadamente. Mientras el concepto de ntimero
se desarrollaba en el proceso de contar, las magnitudes cobraban sentido en el
establecimiento de una teoria de la medida, especialmente en lo concerniente a
las cuadraturas (dada una figura rectilinea, encontrar un cuadrado equivalente)
y cubaturas (dada una figura volumétrica, encontrar un cubo equivalente). Sin
embargo, la resoluciéon de ecuaciones y la extensién de la multiplicacién a los
segmentos iba imponiendo un acercamiento entre nimero y magnitud; conjun-
cién que sélo fue posible hasta el siglo XIX con la construcciéon del cuerpo de
numeros reales por parte de Cantor y Dedekind.

Durante el periodo que va de Euclides a Cantor se dan cambios conceptuales
que permiten extender cada vez mas el universo de los niimeros aunque de una
manera informal. Las transformaciones se dan no sélo atendiendo a la operativi-
dad, sino también a la representacién geométrica. En este sentido es significativo
el aporte de Descartes al definir, en su Geometria, la multiplicacion, la divisién y
la raiz cuadrada de segmentos. Las cantidades adquieren la categoria de ntimero
en la medida que se incorporen algoritmos que permitan sumarlas, multiplicar-
las y representarlas geométricamente. Estos son los aspectos por los cuales, las
cantidades negativas, las fracciones y las raices inexactas empiezan a tener un
comportamiento numérico. Pero estos procesos se aceptan a condiciéon de que
respeten el principio regulador de las magnitudes incorporado por Euclides en
el libro V de los Elementos:

Definicién 4: se dice que dos magnitudes tienen razén cuando se
puede multiplicar una de ellas de modo que una supere la otra. ([13],
p. 787)

A través de este enunciado, Euclides excluye las magnitudes infinitamente grandes
y las magnitudes infinitamente pequenas. Se conoce también como “principio de
Eudoxo”, pues habria sido este matemético de Cnido, quien primero lo usé de
manera similar en sus tratados. En el libro X de los Elementos Euclides presenta
un versién equivalente pero en forma de proposicion.

Proposicion 1: dadas dos magnitudes desiguales, si de la mayor
se resta una magnitud mayor que su mitad y de lo que queda otra
magnitud mayor que su mitad y se repite continuamente este pro-
ceso, quedara una magnitud menor que la menor de las magnitud
dadas. ([13], p. 861)



Enunciado incorporado por Arquimedes en De la cuadratura de la pardbola co-
mo postulado y que constituye la base fundamental de su famoso método ex-
haustivo. El método exhaustivo se reconoce como una de las raices del calculo
moderno; en él se prefigura el concepto del limite como salida conceptual que
permite encapsular los procesos infinitos para obtener resultados especificos. El
método exhaustivo involucra, de manera soterrada, un tratamiento infinitesimal,
constituyéndose en el primer paso hacia la adopcién del infinito como concepto
matematico.

La definicién V. 4 o, su equivalente, la proposicién X.1, se conoce como
el “principio de Arquimedes”. Histéricamente se le consideré como soporte on-
tolégico de cualquier sistema ntimerico. Justamente, se apelaba a este principio
para no concederles el estatuto numérico a las cantidades infinitamente grandes
v a los infinitesimales.

2. Lo infinitamente pequeno en Newton y Leib-
niz

Durante més de 1500 anos los matematicos trataron de fundamentar el uso
de indivisibles, infinitesimales o de cantidades infinitamente pequenas. Con-
tradicciones aparecian por doquier. Especificamente se discutia el uso de las
cantidades evanescentes por parte de Newton y el uso de los diferenciales por
parte de Leibniz.

A pesar de que las cantidades infinitamente pequenas, usadas por parte de
Newton y Leibniz, involucraban el infinito actual, ninguno de los dos intentaba
revelarse; todo lo contrario, ellos buscaron ser congruentes con la tradiciéon del
infinito aristotélico. La salida de Newton fue a través del método de las primeras
y ultimas razones, que expuso en su libro Elementos matemdticos de la filosofia
natural. Leibniz, a su vez, intenta una fundamentacién tedrica sélida a través
de la nocién de tridngulo caracteristico, retomado de los trabajos de Pascal.

Ninguna de estas dos salidas resolvia los problemas de fundamentacién. La
critica mas fuerte provenia de Berkeley. En su libro El Analista, publicado en
1734, Berkeley desnudaba los problemas de rigor del cédlculo. En este texto
plantea serios reparos al uso de aquellos aspectos ligados a la palabra infini-
to, especificamente al infinito en acto. Para Berkeley los infinitesimales y los
infinitesimales de los infinitesimales llevaban a inconsistencia.

La contradiccién a la que se refiere Berkeley tiene relacion con el “principio
de Arquimedes”, el cual no se cumple para los infinitesimales. Para Berkeley
los matematicos no eran coherentes, pues al comienzo usaban los infinitesimales
en los denominadores por ser diferentes de cero, pero al final, cuando aparecian
como sumandos, simplemente los hacian iguales a cero por tener un valor despre-
ciable. Berkeley los denominaba jocosamente “los fantasmas de las cantidades
evanescentes” .

Al respecto, son famosos los debates, acaecidos entre 1700 y 1706, en la
Académie des Sciences de Paris sobre la validez de los procesos del nuevo célcu-
lo. El debate se torné candente con la aparicién del libro Andlisis de los in-



finitamente pequerios para el estudio de las lineas curvas, en el cual el Marqués
de "'Hospital intentaba formalizar el concepto intuitivo y la operatividad de los
infinitesimales.

;Cudl era la posicién de Leibniz en torno a este debate? Sabemos que a
pesar de la confianza que ponia en los resultados, dudaba de su rigurosidad. En
sus manuscritos se deja entrever sus esfuerzos por encontrar una salida: a veces
trata los infinitesimales como magnitudes no arquimedianas, en ocasiones los
utiliza intuitivamente como entes potenciales; alude reiteradamente al método
exhaustivo e intenta postular la sustitucién de las relaciones entre infinitesimales
y cantidades finitas; introduce nociones cercanas al concepto de limite incorpo-
rando una manera propia de ver lo continuo. Su testamento intelectual, escrito
en septiembre de 1716, poco antes de morir, resume su posicién:

En cuanto al célculo de los infinitesimales yo no estoy del todo
satisfecho con las expresiones del senor Herman en su respuesta al
senor Nieuwentijt, ni de otros amigos. También M. Naudé tiene razén
de hacer oposicién. Cuando discutia en Francia con el Abat Gallois,
el padre Gouge y otros, les manifesté que no creia que hubiera mag-
nitudes verdaderamente infinitas ni verdaderamente infinitesimales:
que soélo eran ficciones, pero ficciones ttiles para abreviar y hablar
universalmente. Pero como el senor Marqués de L’Hospital creia que
por ello yo traicionaba la causa, me rogaron que no dijera nada,
aparte de lo que habfa dicho en un lugar de las Actas de Lepzing;
con placer accedi a ese ruego. (Tomado de [22], p. 263)

De esta forma, para Leibniz los esfuerzos se debian redoblar en asegurar la
confiabilidad del uso de las cantidades infinitesimales y no en demostrar su
existencia.

3. Cauchy y las cantidades infinitas

La primera salida conceptual propiamente dicha a los infinitesimales aparece
en el Curso de Andlisis de Augustin-Louis Cauchy de 1821, mediante la insti-
tucionalizacién del concepto de limite.

Desde el punto de vista de la bisqueda de rigor, el aporte mas importante
de Cauchy consistiéo en haber escogido las definiciones y los procesos de de-
mostracién que libraran al anélisis de todo referente geométrico. Cauchy cimen-
ta su programa fundamentador sobre los conceptos de nuimero, cantidad, limite
y funcién. A través del limite incorpora las cantidades infinitamente pequenas e
infinitamente grandes, el concepto de funcién continua y la convergencia de se-
ries. Fue precisamente Cauchy el primero en introducir una definicién de limite
que prefigura su tratamiento en términos de inecuaciones; lo acertado de esta
escogencia de lenguaje en el célculo, se pondria luego de presente en lo que se ha
denominado el movimiento de aritmetizacién del andlisis del siglo XIX. En este
sentido los trabajos de Cauchy son muy importantes, pues conforman el marco
necesario para la completa rigorizacién del analisis por la escuela de Weierstrass.



En los preliminares del Curso de Andlisis, Cauchy presenta los presupuestos
tedricos que le serviran de base a su programa tedrico. En primer lugar, establece
diferencias entre nimero y cantidad. Cauchy aclara que tomara los ntmeros
en el sentido empleado en aritmética, como referentes de la medida absoluta
de las magnitudes, los cuales cumplen el “principio de Arquimedes”. Aplica
el apelativo cantidad a los reales positivos o megativos, en otras palabras, los
numeros precedidos de signos. A continuacién, Cauchy define cantidad variable,
uno de los conceptos para entonces mas problematicos: una cantidad variable,
para Cauchy, es aquella que recibe sucesivamente varios valores diferentes los
unos de los otros. El concepto de cantidad variable le permite introducir su
definicién de limite:

Cuando los valores que va tomando sucesivamente una variable
particular, se aproximan indefinidamente a un valor fijo, de tal man-
era que acaban por diferir de él tan poco como queramos, entonces
este 1ultimo valor, recibe el nombre de limite de todos los anteriores.

([8], p- 76)

Al igual que Euler, Cauchy inicia su Curso de Andlisis presentando su definicion
de funcién:

Cuando las cantidades variables estan de tal modo relacionadas
entre si que, dado el valor de una de ellas, es posible concluir los
valores de todas las demas, expresamos ordinariamente diversas can-
tidades por medio de una de ellas, la cual toma entonces el nombre
de variable independiente, y a las otras cantidades expresadas por
medio de la variable las llamamos funciones de esta variable ([8], p.
77)

En seguida, Cauchy entiende que debe relacionar las nociones de limite e in-
finito. Para ello su trabajo de fundamentacién debe pasar por darle ciudadania
matematica al infinito. En este sentido, el capitulo 2 inicia con la incorporacion
de definiciones para lo infinitamente pequeno y lo infinitamente grande.

Cuando los valores numeéricos sucesivos de una misma variable
decrecen indefinidamente, de manera que desciende por debajo de
cualquier niimero dado, esta variable deviene lo que suele llamar un
infinitamente pequeno o una cantidad infinitamente pequena. Una
variable de esta especie tiene al cero por limite. ([8], p. 76)

Cuando los valores numeéricos sucesivos de una misma variable
crecen mas y mas, de manera que ascienden por encima de cualquier
nimero dado, esta variable tiene por limite al infinito positivo, indi-
cado por el signo oo, si se trata de una variable positiva, y al infinito
negativo, indicado por la notacion —oo, si se trata de una variable
negativa. ([8], p. 76)

La aplicacion de estos conceptos en la definicién de las funciones continuas
produjeron algunas contradicciones, las cuales fueron contrarrestadas en la es-
cuela de Weierstrass con la definiciéon de limite que evitaba la nocién confusa



de “aproximacién indefinida” a través del uso de los epsilon-delta (e — ), como
la conocemos actualmente:

Definicion: la funcién f tiende al limite L en xzo si para todo € > 0 existe
algin § > 0 tal que, para todo z, si 0 < |z — xg| < J, entonces | f(z) — L| < e.

Esta definiciéon di6é lugar a una nueva perspectiva respecto a la naturaleza
del continuo que renia con la tradicién aristotélica; a través de ella se partia
del presupuesto de que la constitucién intima del continuo eran los indivisibles
puntos sin la presencia de las cantidades infinitamente pequenas. Los corrosivos
infinitesimales parecian haber sido expulsados del reino de las matematicas hacia
los confines de la metafisica. Justo de esta época datan los primeros trabajos de
Georg Cantor, quien adopta el continuo weierstrassiano.

4. La fundamentacion de los niimeros reales

Tanto Cantor como Dedekind entendieron que los racionales constituian la
materia prima indispensable para la construccién de la totalidad del conjunto de
los niimeros reales. Dado que los racionales se podian establecer rigurosamente a
partir de los naturales, la dificultad provenia de los irracionales, cuya identidad
numérica estaba en entredicho. La gran idea de Cantor y Dedekind fue formalizar
y generalizar el proceso de aproximacién de algunos irracionales tipicos a partir
de los racionales. Dedekind lo hace a partir del concepto de cortadura, mientras
Cantor hace lo propio a través de la nocién de sucesién fundamental.

Dedekind entiende que para fundamentar el dominio de ntimeros reales era
menester producir una teoria rigurosa del continuo. Para ello, parte de un pre-
supuesto conceptual que rine con la tradicién aristotélica, al visualizar la recta
como un agregado de puntos.

El hecho de tomar la linea recta como formada por puntos, al igual que
Bolzano, le permite a Dedekind identificar cualquier “cortadura” producida en
ésta por un punto particular, el cual se anexa a una de las partes. Desde esta
vision no hay ninguin problema, pero si no se toma la recta formada por puntos
como postulado primario, no se puede realizar directamente esta “operacién”,
porque sencillamente tales entes (los puntos) no constituyen la naturaleza intima
de la recta.

Para Dedekind los niimeros reales forman un dominio de una sola dimensién,
que cumple las siguientes leyes ([11]):

1. Si a>py B >r7,entonces a > 7; en este caso se dird que el nimero 3
estd entre o y 7.

2. Si a y 7 son numeros diferentes cualesquiera, entonces existen infinitos
nimeros entre o y 7.

3. Si a es un numero cualquiera, entonces todos los nimeros del sistema
R son de dos clases U; y Us, cada una de las cuales contiene infinitos
ndmeros individuales. La primera clase U; comprende los nimeros aj,
que son menores que «. La segunda U comprende todos los nimeros o



que son mayores que «. El niimero puede asignarse a la primera o a la
segunda clase y es respectivamente el mayor o el menor. En cada caso la
separacion del sistema R en dos clases Uy y Us, es tal que, cada nimero
de la primera clase U; es menor que cada niimero de la segunda clase U,
y decimos que esta separacion es producida por el namero.

El dominio R posee también continuidad, lo cual significa que cumple el
siguiente teorema:

4. Si el sistema R de todos los ntimeros reales se divide en dos clases Uy y
Us tal que cada ntimero a7, de la clase U; es menor que cada nimero oo
de la clase Us, entonces existe uno y sélo un ntimero que puede producir
esta separacion.

La propiedad (4) es la que realmente caracteriza el dominio de los reales y mues-
tra la diferencia fundamental entre este conjunto y el conjunto de los racionales
que satisface las tres primeras propiedades pero no la tltima.

Para Cantor lo mas importante era desarrollar una teoria satisfactoria de los
numeros irracionales, evitando caer en el circulo vicioso de definir los ntimeros
reales como limites de sucesiones convergentes sin haber definido de antemano
un conjunto al cual pertenezcan dichos limites.

Cantor senala de manera explicita las objeciones a los intentos previos de
definir nimeros irracionales en términos de series infinitas. En este sentido, se
propone desarrollar una teoria de los irracionales sin presuponer su existencia.
Para ello toma como punto de partida los niimeros racionales. Cantor empieza
por definir una sucesiéon fundamental:

La sucesién infinita aj asz,...,ay,,... se llama una sucesién fundamental si
existe un entero N tal que para cualquier valor positivo real €, se cumple que:

|a, +m — an| < €, para todo m y todo n mayores que N.

Si una sucesion {a, } satisface la anterior condicién, Cantor dice que que la
“sucesion infinita {a,} tiene un limite definido b”. Esta era estrictamente una
convencion para significar, no que la sucesién alcanza el limite actual b, o que se
presumia que b fuese el limite, sino inicamente que cada una de tales sucesiones
{an} tenia asociado un simbolo definido b. Cantor fue bien explicito en usar la
palabra “simbolo” para describir el papel de b.

Luego definié relaciones de orden entre sucesiones. Sean las sucesiones {a,,}
asociada con by, {b,} asociada con bs.

i. by = by, si para todo nimero racional ¢ > 0, existe un niimero natural N,
tal que |a, — by| < €, para todo n > N

1. by > ba, si existe un numero racional € > 0 y un nimero natural N, tal
que a, — b, > €, para todon > M.

Un nimero racional p se identifica con la sucesién constante {p} y ademéds, como
se puede comparar esta sucesién con cualquier otra sucesién {a,} la cual tiene
asociada el simbolo b, se tendrd que p=>b, p<b 6 p > b.

El conjunto de estos simbolos es un nuevo sistema B, que al ser dotado
de una estructura de cuerpo ordenado constituye el conjunto de los ntimeros



reales. Los simbolos de B sélo adquieren sentido numérico cuando son puestos
en correspondencia uno a uno con los puntos de la linea recta A. Ello no ofrece
dificultades para los nimeros racionales. En el caso de los irracionales, Cantor
sabia que dado un punto sobre la linea, si éste no tiene una relacién racional con
la unidad entonces podria ser aproximado por una sucesién de puntos racionales

1,42, ...,0n, .-,

cada uno de los cuales corresponde a un elemento en A. La sucesién {a,} es
una sucesion fundamental que se aproxima tanto como se quiera al punto dado.
Cantor expresaba esta condiciéon como sigue: “la distancia del punto a ser de-
terminado al origen “0” es igual a b, donde b es el nimero correspondiente a la
sucesién {a,}”. Dado que cada elemento de A tiene un dnico correspondiente
en B, la unicidad de la representacion de los puntos de la recta en B estaba
garantizada. Pero Cantor no pudo garantizar la correspondencia inversa: que a
cada elemento b de B le correspondiera un punto de la recta. Para esto tuvo

que invocar el siguiente axioma:

A cada nimero le corresponde un punto en la linea recta, cuya
coordenada es igual al nimero. (tomado de [14], p. 238)

Tomadas como conjuntos numéricos, se puede demostrar que las construcciones
de Dedekind y Cantor son equivalentes; ademds cumplen con el “principio de
Arquimedes”. Modernamente decimos que el conjunto de niimeros reales forman
un campo arquimediano, totalmente ordenado.

5. Los nuameros infinitamente grandes: transfini-
tos

Durante el periodo que va de 1879 a 1897, Cantor establece los elementos
conceptuales basicos que le permitiran la instauracién de los ordinales y cardi-
nales transfinitos. Estos aspectos giran alrededor de las nociones de conjunto
derivado y de potencia.

En primer lugar, Cantor aprovecha el teorema de Bolzano-Weierstrass para
clasificar los conjuntos infinitos de puntos en intervalos acotados. De hecho, el
teorema como tal ya establece una aceptacion del infinito actual, al tomar un
conjunto infinito de puntos como un todo en un intervalo finito. El concepto de
punto de acumulacién constituye el soporte de la teoria de conjuntos de Cantor.
Con base en él, Cantor define los conjuntos derivados.

Dado un conjunto arbitrario P, Cantor establece las siguientes convenciones:

1. Se denomina P’ el conjunto de puntos de acumulacién de P o primer
derivado;

2. Se denomina P” el conjunto de puntos de acumulacién de P’ o segundo
derivado; y asi sucesivamente ...



3. P" es el conjunto de puntos de acumulaciéon de P"~! o enésimo derivado.

En seguida, Cantor define los conjuntos de puntos de primera especie, como
aquellos para los cuales existe un n tal que P™ = (). En el caso que P™ # () para
todo n, los denominé de segunda especie.

A continuacién Cantor define el concepto de potencia como medio para com-
parar conjuntos de acuerdo con el nimero de elementos.

Se dice que dos conjuntos M y N son de la misma potencia si
a todo elemento de M corresponde un elemento de N, y recipro-
camente, a todo elemento de N corresponde un elemento de M. (
tomada de [14], p. 246)

Cantor denomina conjuntos numerables a los conjuntos cuya potencia es igual
a la potencia del conjunto N de los nimeros naturales. Los continuos, conjuntos
no numerables, tendrian la potencia de los ntimeros reales.

El terreno estaba preparado para que en 1882, en su manuscrito Grundlagen
einer allgemeinen Mannigfaltigkeitslehre, Cantor le diera carta de legitimidad a
los nimeros transfinitos.

Sin embargo, los ntimeros transfinitos aparecen por primera vez en un corto
articulo de 1880 en el cual Cantor enuncia el transfondo de la construccién de
los ntimeros infinitos a través de los conjuntos derivados de segunda especie.
Alli expresa que su teoria es:

[...] una generacién dialéctica de conceptos que continua siempre
adelante, y estd asf libre de cualquier ambigiiedad. (Tomado de [14],
p. 247)

Esa generacién dialéctica partia de la propiedad de los conjuntos P de segunda
especie mediante el siguiente planteamiento:

Si P™ # (), para todo n, se puede definir P> = (°_, P™. Si P> # () es
infinito se puede definir la cadena:

[e’) oco+1 oco+2 oo+00
poo, peotl peot2 o p

A estas alturas los simbolos infinitos eran tomados por Cantor sélo como “simbo-
los de referencia” que le servian para el estudio de conjuntos de segunda especie.
Sin embargo, no tardé mucho tiempo en comprender que la designacién de los
conjuntos a partir de P> exigia la ampliacion el universo de los ntimeros de
contar mas alld de los naturales. La mesa estaba servida para la incorporacion
de los niimeros infinitos.

Los transfinitos con una identidad numérica aparecen por primera vez en
1882 en su manuscrito Grundlagen o Fundamentos de una teoria general de
conjuntos. Los Grundlagen estructuraban la teoria sobre la nocién de infinito
actual. Desde el comienzo Cantor plantea las diferencias entre el infinito actual
y el infinito potencial.

Cantor era consciente de que la incorporacién préactica del infinito actual
en sus trabajos le permitia extender el concepto de nimero mas alld de los



niveles existentes. Ahora se trataba de formalizarlos: “definiré a continuacién los
nimeros enteros reales infinitos, a los que me vi conducido durante los tltimos
anos sin caer en la cuenta de que eran niimeros concretos con un significado real”
(tomado de [14], p. 251). Cantor entonces, define dos principios de generacién

Primer principio: Este principio consiste en producir nuevos ordinales me-
diante la adicién sucesiva de unidades.

Segundo principio: Cuando se tenga una sucesién ilimitada de nimeros, se
define un nuevo nimero como el minimo nimero mayor que cualquier compo-
nente de la sucesion.

El segundo principio permite definir el niimero transfinito w como el primer
nimero que sigue a la sucesion completa de los ntimeros naturales {n}. Teniendo
este nimero w, Cantor aplica el primer principio y obtiene la secuencia:

ww+lLw+2,---.

Luego, el segundo principio le permite definir el elemento maximo de esta suce-
sién 2w. Al continuar de esta forma combinando los dos principios, obtiene
cadenas como:

w2+ 1, w24+2,Ww2+3,--- ,wW24+n,---,

Tomando los naturales como la primera clase de ntimeros y a partir del trans-
finito w la segunda clase, Cantor se dio cuenta que debia poner cierto tipo de
cotas que permitieran diferenciar las distintas clases. A este respecto escribe:

Definimos por tanto la segunda clase de nimeros (II) como la
coleccién de todos los nimeros (en una sucesién creciente deter-
minada) que pueden formarse por medio de los dos principios de
generacion:

-1
w,w+ 1. vt Fowt T 4 o, e

con la condicién de que todos los niimeros que preceden a « (del 1
en adelante) constituyen un conjunto de potencia equivalente a la
de la primera clase de nimeros (I). (tomado de [14], p. 253)

El concepto fundamental empleado para diferenciar las clases, es el de potencia.
Cantor probé incluso no solo que las potencias de las clases de nimeros I y II
son diferentes, sino que la potencia de los nimeros de clase II es precisamente
la que sigue a la potencia de los nimeros de clase L.

En una extensa carta del 5 de noviembre de 1882 a Dedekind, Cantor le
plantea la necesidad del principio de limitaciéon a través del concepto de po-
tencia. Ademds le explica algo que resulta muy importante para entender el
procedimiento mental utilizado: ha decidido darle el tratamiento de ntimeros
reales de segunda especie a los objetos w, w+ 1, ... que habia llamado simple-
mente simbolos de infinidad, porque entre ellos se podia establecer una cierta
extension de los nimeros finitos.

10



Sin embargo, estos nimeros no cumplian las mismas propiedades de los
nimeros finitos; por ejemplo no cumplian la ley conmutativa: sea

w = (a17a27"'7an7a’n+17"')7
1+w = (1,a1,a9,...,a4n,0p41,...)
diferente a la secuencia
w+1l = (a1,a2,...,0n,0ns1,---,1),
2w = (al,ag,...,bl,bg,...)
diferente a la secuencia
(CLl, bl, as, bg, ey Qpy, bn, .. ) = w?2.

El hecho de que w y w + 1 fueran dos numeros ordinales distintos, pero con
igual cardinalidad llevé a Cantor a establecer una diferencia importante entre
los nuimeros finitos y los transfinitos. En los niimeros finitos no hay diferencia
entre su ordinal y su cardinal, mientras que en los transfinitos hay diferencias
sustanciales. Esta distincién proviene para Cantor de la diferencia conceptual
entre “Zahl” y “Anzahl”. El término Zahl se refiere a un conjunto sin importar
el orden. Anzahl toma en cuenta el orden.

Partiendo de esta diferencia, Cantor define en su trabajo Beitrdige zur Be-
grindung der transfiniten Mengenlehre (Contribuciones a la fundamentacion
de la teoria de conjuntos transfinitos), los cardinales transfinitos. Los Beitrage
es un libro en el cual Cantor busca sistematizar y fundamentar su teoria de
nimeros transfinitos. Es alli donde introduce por primera vez el simbolo alef
para la representacion de los cardinales transfinitos.

En el apartado §1 de los Beitrdge, después de su bien conocida definicién,
segtn la cual un conjunto (Menge) es una “coleccién cualquiera M de objetos
definidos y distinguidos de nuestra percepcién o nuestro pensamiento” ([7], p.
85), Cantor introduce la definicién de nidmero cardinal:

Damos el nombre de “potencia” o “nimero cardinal” de M a
aquel concepto general, que surge de la facultad activa de nuestro
pensamiento, acerca del conjunto M cuando hacemos abstraccién de
la naturaleza de sus diversos elementos m y del orden en el cual son

dados. ([7], p. 86)

En el apartado §2 de los Beitrdge, Cantor relaciona los cardinales de acuerdo
a su tamano: Los conjuntos A y B tienen la misma cardinalidad o el mismo
nimero cardinal, que modernamente se designa como |A| = |B|, si existe una

biseccion de A a B (Cantor escribe A en lugar de |A|; las dos barras denotan
el doble proceso de abstraccién implicito en los cardinales). En este sentido,
todo conjunto infinito numerable tiene la cardinalidad del conjunto N, de todos
los ordinales de la primera clase (I), que Cantor denota como Ry (alef cero).
Para Cantor, |A| < |B] si existe una inyeccién de A en B, pero no existe una
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inyeccién de B en A. Para probar que |A| = | B| se demuestra que |A| < |B| y
|B| < |Al; enunciado conocido como “teorema de Cantor-Schroder-Bernstein”
pues fue demostrado también, de manera independiente, por Felix Bernstein y
E. Schroder.

A partir del teorema de Cantor-Schréder-Bernstein no es complicado de-
mostrar que el conjunto 2V, de infinitas sucesiones de ceros y unos, tiene la mis-
ma cardinalidad |R| de los niimeros reales. Ello significa que |R| = 2% = |P(N)|,
donde P(N) es el conjunto de partes de N. Como Cantor ya ha demostrado antes
que el conjunto de los niimeros reales no es numerable, se tiene la desigualdad:
Ry < 2%, Por otro lado, Cantor retoma el hecho (demostrado por ¢l mismo en
1882, como se dijo antes) de que el conjunto de nimeros ordinales de la primera
clase (I) tiene una potencia menor que el conjunto de ordinales de la segunda
clase (II). Denotando por Xi, a la potencia del conjunto de ordinales de la se-
gunda clase (II) se tendrd que Ry < Nj; ademds Cantor ha demostrado que Ny
es el cardinal transfinito siguiente a Ry.

Aunque Cantor no lo desarrolla en los Beitrdge, establece los elementos tedri-
cos necesarios para el establecimiento de la secuencia inagotable de los cardinales
transfinitos:

No, Ny, Voo Ny, N1y oo, Ry -

Uno de los aspectos que mas atormenté a Cantor fue determinar el cardinal
transfinito que correspondia a la potencia del continuo. Cantor conjeturd que
correspondia a N;. En este sentido enuncié dos versiones de la denominada
Hipdtesis del Continuo que se detallan a continuacion.

Versiéon de 1878: todo conjunto no numerable de niimeros reales tiene cardi-
nalidad 2%,

Versién de 1883: 280 = N;.

Concretamente, la Hipétesis del Continuo indica que si X C R, entonces,
|X| es finito, 6 |X| = |N| = Ny 6 |X| = |R| = 2%, La determinacién de |R|
corresponde al primero de los famosos problemas planteados en 1900 por David
Hilbert a la comunidad matematica del siglo XX. En 1939, Kurt Goédel de-
mostré que la Hipdtesis del Continuo no puede ser refutada en ZFF, es decir
en la axiomatica de Zermelo-Fraenkel (ZF) més el axioma de eleccién. En 1963,
Paul Cohen, demostré la independencia de la Hipétesis del Continuo en ZFE.
Mediante el método del “forcing”, Cohen muestra la existencia de un modelo
para ZF'E, en el cual se puede admitir cualquier valor Ry, No, ... R, N1, Ny
para 280,

6. Cantor y los niimeros infinitamente pequenos

Hacia 1891, Cantor se dio cuenta que su definicién de conjunto como una
coleccion arbitraria de elementos discernibles por nuestra intuicién, daba lugar
a contradicciones. La principal paradoja aparecia al tomar el conjunto C' de
todos los conjuntos como un conjunto, y asignarle un nimero cardinal «. Si
tomamos partes de C, P(C), y designamos por 3 a su respectivo cardinal, por
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la inecuacién fundamental de la teoria de conjuntos tenemos que
a<f

Por otro lado, P(C) C C, entonces:
a>f,

que contradice lo anterior.

En 1895, Cantor se anticipa a la paradoja de Burali-Forti, planteando el
siguiente razonamiento: Sea {2 la coleccion de todos los nimeros ordinales. El
conjunto bien ordenado ) tiene asociado un numero ordinal §, el cual debe ser
mayor que cualquier ordinal en §2; pero § € 2 y por lo tanto, § < 4.

Estas inconsistencias obligaron a una revisién conceptual por parte de Can-
tor. Empezd negandole estatus de conjunto a colecciones arbitrariamente grandes
como las anteriores. Para ello introdujo los dos siguientes teoremas:

Teorema 1: El sistema de todos los niimeros ordinales es una
coleccién absolutamente infinita e inconsistente.

Teorema 2: El sistema de los alephs es absolutamente infinito e
inconsistente.

Uno de los problemas centrales de la teoria de Cantor era demostrar que la
potencia de cualquier conjunto tenia que ser un alef. La coleccién de todos los
conjuntos mostraria que el apelativo de conjunto exigia una regulacién especial.
No bastaba la definicién ingenua incorporada, en primera instancia, por Cantor.
Para evitar contradicciones, Cantor excluye aquellas agrupaciones portadoras
de inconsistencia. En primer lugar, define una multitud consistente si no lleva a
contradicciones. Las colecciones inconsistentes las caracterizaba de la siguiente
manera:

A una coleccién constituida de tal forma que la “unificaciéon” de todos sus
elementos en un todo lleva a contradiccion, Cantor la llamé infinito absoluto o
“coleccion inconsistente”.

En este sentido, Cantor intentaba eludir el impase diferenciando multitudes
consistentes e inconsistentes, restringiendo la palabra conjunto para las consis-
tentes. Su nocién de multitud inconsistente, ligada al infinito absoluto era poco
precisa y ademds, tenia connotaciones misticas que nada tenian que ver con
estructuras y teorias matemaéticas rigurosas.

Un aspecto que llama la atencién de la teoria de Cantor es su rechazo a las
cantidades infinitamente pequenas, pues parecia contradecir su concepcién mis-
ma del infinito actual. ; Cudl era la razdn para aceptar la existencia mateméatica
del infinito actual en lo grande y rechazarla en lo pequeno? En carta a Weier-
strass comenta:

Los ntmeros lineales, no cero (resumiendo, nimeros los cuales
pueden ser pensados como longitudes de una linea recta, acotados
y continuos), los cuales serdn més pequefios que cualquier nimero
arbitrario no existen, esto es, ellos contradicen el concepto de niimero
lineal.
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Segin Cantor, los infinitesimales no tenfan mucha importancia tedrica pues
carecian de una estructura propia como cuerpo teérico matematico. Los trabajos
de Abraham Robinson, poco después de mediados del siglo XX, demostrarian
otra cosa.

7. La légica de primer orden y los niimeros in-
finitos

En 1960, el matemé&tico Abraham Robinson, usando la teoria de modelos, le
abre paso a la fundamentacién de los infinitesimales en lo que se ha llamado el
andlisis no estdndar.

En otono de 1960 se me ocurrié que los conceptos y métodos de
la Logica Matematica contemporanea eran capaces de proveer un
marco adecuado para el desarrollo del Calculo Diferencial e Inte-
gral por medio de los niimeros infinitamente grandes e infinitamente
pequetios. ([22], p. vii)

Sin embargo, la teoria de modelos no estandar no es un invento de Robinson. El
primero en introducir modelos no estandar fue el 16gico noruego Thoralf Skolem.
El proceso seguido por Skolem se nos antoja hoy en dia natural: sea una teoria
matematica determinada, por ejemplo los nimeros naturales ordinarios y su
aritmética, que llamaremos “universo estdndar” y lo designaremos por N. Sea
L un lenguaje en el cual hablaremos de A/. Cualquier enunciado en £ es una
proposicién concerniente a N, la cual es falsa o verdadera. Denominemos Teo N,
al conjunto de todos los enunciados verdaderos en . Se dice que N es un modelo
para Teo N, es decir N es una estructura matemdtica, tal que todo enunciado
de Teo N, al ser interpretado como una proposicién de N es verdadera. El
asunto es que Skolem demostré que existen otros modelos para Teo A, es decir
estructuras */, esencialmente diferentes de N, y que son modelos para Teo N,
son los llamados “modelos no estandar”.

El transfondo de la constitucién de modelos no estdndar tiene que ver con
la domesticacion del infinito. En particular, se necesita controlar el crecimiento
y decrecimiento de los cardinales transfinitos. Para ello Leopold Lowenheim,
Thoralf Skolem y Alfred Tarski incorporan dos teoremas bésicos. El primer
teorema permite atrapar cardinalidades descendentes:

Teorema 1. Sea I' un conjunto satisfactible de formulas en un lenguaje de
cardinalidad ». Entonces I' es satisfactible en alguna estructura de cardinalidad
< .

Los primeros resultados en este sentido, fueron publicados por Léwenheim
en 1915, para el caso finito. En 1920, Skolem lo extendié para lo numerable, en
los que se contituyé el teorema de Lowenheim—Skolem (LS). (Versién tomada
de [12], p. 197)

La forma del teorema para cardinalidades ascendentes se debe a Tarski,
denominado el teorema de Léwenheim—Skolem—Tarski (LST):
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Teorema 2. Sea I' un conjunto satisfactible de formulas en un lenguaje de
cardinalidad ». Si T es satisfactible en alguna estructura de cardinalidad infinita.
Entonces para todo cardinal A > 3 existe una estructura de cardinalidad \ en
la que se satisface T'. (Version tomada de [12], p. 199)

Desde la éptica que nos interesa, los teoremas de LS y LST, capturan el
infinito en todos sus érdenes, constituyéndose en la salida légica al problema
ontolégico del infinito. La aceptacién de los infinitesimales y los transfinitos
como numeros propiamente dichos empezaba a hacerse efectiva.

El libro Non-Standard Analysis (1966) de Abraham Robinson constituye el
punto culminante de este itinerario. La herramienta légica usada por Robinson
fue el teorema de “compacidad”, el cual, en una versién para lenguajes nu-
merables, aparece como un corolario del “teorema de completitud” en la tesis
doctoral de Godel en 1930. Lo profundo del teorema de compacidad es que si se
tiene una coleccion de enunciados formulados en el lenguaje £, y en el universo
estandar toda subcoleccién finita es verdadera, existe un universo no estdndar,
en el cual la coleccién entera es verdadera. En versién moderna:

Teorema 3. (b) Si todo subconjunto 'y de T' es satisfactible, entonces I' es
satisfactible. (Versién tomada de [12], p. 190)

El teorema de compacidad permite la entrada de los infinitésimos medi-
ante procesos como el siguiente. Sea £ un lenguaje del universo estandar de
los niimeros reales, y sea el niimero 4, sobre el cual se establece la siguientes
coleccién infinita de enunciados:

P = 0<i<l1/2
P = 0<i<1/3
P = 0<i<l1/4

Cada uno de estos enunciados pueden ser expresado en el lenguaje L£. Con
referencia al universo estandar de los numero reales, cada coleccién finita de
los enunciados anteriores es verdadera. Entonces, por el axioma de compacidad,
serd verdadera para todos los enunciados. Sin embargo, ningin ntmero real
cumple con esta propiedad, pues para cualquier real € > 0, existe n tal que
€ > % Por lo tanto, el niimero i pertenece a un universo mucho mas amplio
que R. Robinson simboliza al nuevo campo numérico, denominado universo no
estandar de los reales, por *R. Este universo contiene a los niimeros reales
estdndar y a los elementos infinitesimales i, que pueden ser usados de manera
consistente. Mas adn, también acoge a los nimeros infinitamente grandes. De
esta manera, si un nimero a €* R puede suceder que sea un nimero finito, un
infinitesimal o un ndmero infinito:

1. a es un numero finito si a € R.

2. a es un infinitesimal si |a| < m, para todo m perteneciente a los reales
estdndar positivos (cero, por ejemplo es un infinitesimal).
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3. Sia es un infinitesimal, a # 0, entonces ¢~ es un ndmero infinito.

De esta forma el universo *R del andlisis no estdndar involucra a los niimeros
finitos (pertenecientes a R), los niimeros infinitamente pequefios y los nimeros
infinitamente grandes (inversos de los infinitesimales).

8. El universo numérico no estandar y el contin-
uo

No es nuestro propdsito aqui analizar a fondo el modelo no estandar de los
numeros reales. Tenemos un objetivo modesto. Se trata de brindar una idea
intuitiva de los cambios que se darfian a nivel de las concepciones del continuo y
de los sistemas numeéricos, todo esto en relacién con el infinito. En este sentido,
es pertinente recordar que la estructura de los nimeros reales, caracterizada
como campo ordenado y completo, es un producto moderno que nos permite vi-
sualizar el continuo geométrico como un agregado de puntos. Asi lo entendieron
matematicos como Weierstrass, Cantor y Dedekind, quienes se propusieron la
construccién del continuo aritmético. La idea fundamental se basaba en partir
de los niimeros racionales y, a través de ellos, construir los irracionales. Hay que
entender que esa necesidad se torna perentoria al comprobar que los infinitos
racionales no llenan la totalidad de la recta geométrica.

La idea general, entonces, consiste en construir un conjunto numérico de
tal suerte que sus elementos “llenen” completamente los puntos de la linea rec-
ta, prototipo de continuo. Sin embargo sabemos que este paso resulté ser una
quimera; tanto Cantor como Dedekind, al final, debieron acudir a la autoridad
de un axioma para establecer esta correspondencia.

Como vemos, los presupuestos tedricos, las técnicas utilizadas y finalmente
la axiomatica, llevan a un copamiento total de la recta por los elementos del
conjunto numérico. Pero éste es, en el fondo, un acto discriminatorio; es una
manera de expulsar los infinitesimales y los transfinitos por una via juridica.

Para entender un poco la extensiéon de Robinson analicemos un ejemplo
esclarecedor. Es un hecho elemental para nosotros que el nimero 0.999999... y
el 1, coinciden. La demostracién nos parece sencilla: tomemos = = 0,999999...,
10z = 9,999999... y restémolos

10z = 9,999999...
-z = —0,999999...
9z = 9,0000000000...

obteniendo z =9/9 = 1.
En el fondo para lograr el resultado estamos utilizando el concepto de con-
vergencia de una serie, que es una nocién del continuo estdndar, es decir, la

serie:
9.9 9
10 100 1000 " °°
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converge al limite 1, lo cual significa que la sucesion de sumas parciales { g
T

{ <1 — 10%) } tiene como limite 1, cuando n tiende a infinito, o si queremos ex-

presarlo en lenguaje de inecuaciones:
(Ve >0)AN eN)(Vn>N) (1 - (1 - 1&=)| <¢).

Observemos que el paso fundamental, que finalmente nos permite establecer la
identificacién del nimero 0.99999... y el nimero 1, es la aplicacién del limite.
Pero esto es un ardid tedrico; el limite permite “ver” como “acabado” un pro-
ceso potencial. No hay ninguna razén ontolégica para ello. Usando el mismo
argumento del apartado anterior tenemos que el teorema de compacidad le abre
paso a la existencia de un ntimero ¢, para el cual seran verdaderos los siguientes
enunciados:

P = 0<i<0)9
P = 0<:<0,99
P = 0<19<0,999

De esta forma i seria tal que estaria entre 0.99999... y 1. De la misma manera
se podrian obtener infinitos términos que cumplen con la misma propiedad.

Para Imre Lakatos , los resultados de Robinson tienen implicaciones filosofi-
cas profundas en cuanto a la conceptualizacién del continuo. Segiun Lakatos,
histéricamente se pueden reconocer dos teorias rivales: el continuo Weierstrasiano
y el continuo Leibniziano. El continuo de Leibniz es mas “rico”, pues contiene
los reales weierstrassianos, los infinitesimales y los infinitamente grandes. Este
también es el caso del continuo de Robinson.

Sin embargo, para Robinson la totalidades infinitas s6lo tenian un caracter
referencial, eran carentes de significado. Los infinitesimales se incorporan a las
matematicas porque constituyen una herramienta 1itil que permite abreviar pro-
cesos abstrusos:

Me siento totalmente incapaz de captar la idea de una totalidad
infinita en acto. A mi me parece que hay un abismo insalvable entre
conjuntos o estructuras de uno, dos o cinco elementos, por una parte
y estructuras infinitas por la otra... (tomado de [23])

De esta forma, la posicion de Robinson es radical frente al infinito actual;
su idea es aferrarse a la tradicion aristotélica, y usar los infinitesimales sin un
soporte ontolégico. Al respecto, el mismo Robinson declara:

Una vez maés, este criterio no implica que los términos de la teoria
hayan de interpretarse directamente y en detalle. Basta que teng-
amos unas reglas que nos digan como aplicar al mundo empirico
ciertas partes relevantes de nuestra teorfa. (tomado de [23])
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Tenemos pues, que con la construccién de modelos no estandar, Skolem
demostré algo muy profundo epistemoldgica y filoséficamente hablando; de-
mostré que los modelos matematicos no tienen naturaleza categdrica y que en
ultimas, la escogencia de tal o cual teoria es cuestion de gustos, tradicién, como-
didad o requerimientos técnicos. Por supuesto que existen modelos oficiales que
los matematicos nos esforzamos por resguardar, eso es innegable, pero eso no
significa que sean absolutos. De hecho, el mismo Gdédel en 1973, le pronosticaria
al andlisis no estdndar un camino promisorio, senalandolo como el analisis del
futuro.

Nuestra exploracién inicié con la pregunta sobre la ontologia de los ntimeros.
Vemos que histéricamente esta nocién ha ido variando de acuerdo a los cambios
conceptuales que se han ido dando histéricamente. Hoy nuestra conceptual-
izacion sobre el nimero es mucho més fina, que aquella de Euclides, segun la
cual el niimero era una colecciéon de unidades. También hemos superado aquella
definicién en la que muestra al niimero como una clase de equivalencia. La logica
nos ha mostrado un universo, que a pesar de ser mucho més rico respeta la tradi-
cién y se muestra generoso con algunos objetos que en un momento historico
fueron desechados como patologias. Al ampararse en la teoria de modelos de la
légica matematica para construir su modelo no estdndar de los niimeros reales,
donde los nimeros infinitos tienen sentido, Robinson estd siguiendo el juego
de la legalidad matemdtica. Nos estd insinuando que la forma de legislar en lo
matematico no es de ninguna manera absoluta.

Referencias

[1] Arbeldez, G. Una aprozimacion histérico-filosdfica a la demostracion y el
rigor matemdtico, Universidad del Valle, Tesis de Maestria, Cali, 1995.

[2] Aristételes. Fisica, Gredos, Madrid, 1998.
[3] Aristételes. Metafisica, Gredos, madrid, 1998.

[4] Becker, O. Las magnitudes y lémites del pensamiento matemdtico, Ediciones
Rialp, Madrid, 1966.

[5] Berkeley, G. El Analista. Discurso dirigido a un matemdtico infiel. En: El
Mundo de las Mateméticas, Coleccién Sigma, Grijalbo, Barcelona, 1994.

[6] Bolzano, B. Las Paradojas del infinito, Servicios Editoriales de la Facultad
de Ciencias, UNAM, México, coleccion MATHEMA, 1991 (Primera versién
en alemdn: Leipzig, 1851).

[7] Cantor, G. Contributions to the founding of the theory of transfinite num-
bers, Dover Publications, New York, 1955 (primera versién en alemén 1895)

[8] Cauchy, A. L. Curso de Andlisis, Servicios Editoriales de la Facultad de
Ciencias, UNAM, Meéxico, coleccion MATHEMA, 1994 (Primera versién
en francés, 1821).

18



[9]
[10]

[11]

[12]

=
L

Cavailles, J. Philosophie Mathématique, Hermann, Paris, 1962.

Dauben, J. W. Georg Cantor, His mathematics and Philosophy on the in-
finite, Harvard University Press, Cambridge, 1979.

Dedekind, R. ;Qué son y para qué sirven los numeros?, Alianza editorial,
Madrid, 1998 (Primera edicién en 1872).

Enderton, H. Una introduccion matemdtica a la légica, Direccién general
de publicaciones, Universidad Auténoma de México, México, 1987. (traduc-
cién del original: A Mathematical Introduction to Logic, Academic Press,
New york, 1972).

Euclides. Elementos. En: Cientificos griegos, recopilacién de Francisco Vera,
Aguilar, Madrid, 1970.

Grattan-Guinness, 1. Del cdlculo a la teoria de conjuntos 1630-1910, Una
introduccion historica, Alianza editorial, Madrid, 1982.

Lakatos, 1. Matemdticas, ciencia vy epistemologia, Alianza Editorial,
Madrid, 1978.

Leibniz, G. W. Andlisis Infinitesimal: Un nuevo método para los mdximos
y los minimos, asi como para las tangentes, que no se detiene ante las
cantidades fraccionarias o irracionales, y es un singular género de cdlculo
para estos problemas, Editorial Tecnos, S. A., 1987.

Marqués de L’Hospital. Andlisis de los infinitamente pequenios para el es-
tudio de Lineas curvas, Servicios Editoriales de la Facultad de Ciencias,
UNAM, México, coleccion MATHEMA, 1998 (Primera versién anénima:
1696)

Moore, A. W. The infinite, Routledge, London and New York, 1990.

Moore, G. H. Zermelo’s Aziom of Choice, its Origins, Development, and
Influence, Springer-Verlag, New York, 1982.

Pinter, Ch. Set theory, Addison Wesley, Massachusetts, 1971.

Recalde, L. C. El papel del infinito en el surgimiento de la topologia con-
juntista, Universidad del Valle, Tesis de maestria, Cali, 1994.

Robinson, A. Non-Standard Analysis, North-Holland Publishing, Amster-
dam, 1974. (primera edicién, 1966).

Robles, J. A. Las ideas matemdticas de George Berkeley, Universidad
Auténoma de México, México, 1993.

Rucker, R. Infinity and the mind, Birkhduser, Boston, 1982.

Weyl, H. Nimero y continuo, el infinito. En: Mathesis, Filosofia e Historia
de las matematicas, México, vol.I, N°3, agosto de 1985.

19



