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Resumen

Sea (9, g) una superficie Riemanniana compacta con frontera. En este trabajo discu-
timos el problema de la curvatura gaussiana v la curvatura geodésica prescritas sobre
S y su frontera 08, respectivamente. Si la caracteristica de Euler y(S) de S es no
positiva, encontramos condiciones sobre las funciones k definida sobre S y h definida
sobre 0S5 para que exista una métrica g, conforme a la métrica g, con curvatura de
Gauss k sobre S v curvatura geodésica h sobre la frontera de S.

Palabras y frases claves: Superficie riemanniana compacta con frontera, curvatura
gaussiana y curvatura geodésica, métrica conforme,

1 Introduccion

Consideremos una superficie riemanniana compacta (.S, g) con frontera
suave 5 tal que la curvatura gaussiana sobre S es £k y la curvatura
geodésica sobre dS es h. Un problema interesante de geometria diferencial
consiste en caracterizar las parejas de funciones k definida sobre S y h
definida sobre S para las cuales existe una métrica ¢ conforme a la
métrica g( § = e?“g para alguna funcion v € (C°°(S)) con curvatura
gaussiana prescrita k definida sobre S y curvatura geodésica prescrita h
definida sobre 95.

Observamos que la existencia de §, dadas las funciones k y h, es
equivalente a mostrar la existencia de una funcion v € C°°(S5) que
satistaga el problema siguiente.

Au—k+ke* =0 en S (1)
g—;;' + h = he¥ sobre 05,
donde g = e?Yy.
La primera ecuacidén nos dice que la curvatura gaussiana de S con
la métrica g es kz = k, v la segunda ecuacion nos dice que la curvatura
geodésica de la frontera dS con la métrica g es hgz = h.
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Para que la ecuacion (1) tenga solucion, las funciones k y h deben
satisfacer la condicion de Gauss-Bonnet

/ k(z)e* dv + / h(z)edo = 2mx(S),
S Jas
donde x(S) es la caracteristica de Euler de la superficie S.

En el caso de superficies con caracteristica de Euler positiva se han en-
contrado otras obstrucciones para la solucion del problema (1). Si S es el
disco unitario B2, y las funciones x;, i=1,2 son las restricciones de las dos
primeras funciones coordenadas a la esfera S?, Hamza 7] demostr6 que
si el problema (1) tiene solucion entonces la condicion integral siguiente
es valida:

(1+ | Yy |E)2 2u (/!
1 eV (2597).Vkdvg+2 [ Vi Vhdog, =0, (2)
B2 0B?

donde 7 es la inversa de la proyeccién estereografica con polo en s =
(0,0,—1). Mas ain, Escudero y Garcia encontraron en [5| una familia de
parejas de funciones k y h que satisfacen esta condicion integral y que
no son curvatura gaussiana o curvatura geodésica, respectivamente, de
una métrica g conforme a la métrica usual del disco unitario. Aunque
en este caso varios autores (Ver [1], [8], [10]) han encontrado condiciones
suficientes sobre las funciones £ v h para la existencia de g, atn existe un
gran salto entre las condiciones suficientes y las condiciones necesarias.

El caso de superficies con frontera y caracteristica de Euler no positiva
es mas claro. Cherrier en |2| encontré condiciones generales sobre la
superficie S, y las funciones k y h para la existencia de la métrica g. En
efecto, si k es la curvatura gaussiana de S y h es la curvatura geodésica
de 98, respecto de la métrica g, si al menos una de las funciones k y h
es no nula, y f es una soluciéon del problema

Af=k enb (3)
%g — —h sobre 98, ‘

Cherrier encontro el resultado siguiente para superficies de caracteristica
de Euler cero.

Teorema 1.1. Sean [ k(x)dv =0y [yoh(x)do = 0y f la solucién de
(3).

1. Si k = 0 el problema (1) tiene una soluciéon suave si y so6lo si h
cambia de signo y satisface [, hel ds < 0.
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2. Si h = 0 el problema (1) tiene una soluciéon suave si y sélo si k
cambia de signo y satisface f g ke*ldv < 0.

En el caso de superficies con caracteristica de Euler negativa, Cherrier
demostro el teorema siguiente.

Teorema 1.2. Supongamos que fs z)dv <0, [,oh(z)de < 0,y al menos

una de ellas distinta de cero. Si k, h son ambas 1o 1dn:*1:1t1ca111entc* cero y
no positivas, entonces el pmblema (1) tiene una solucién suave wu.

El proposito del presente trabajo es aeﬁalar que las hipotesis sobre
cada una de las integrales [¢k(xz)dv y [qh(z)dv se pueden debilitar y
reemplazar por hipotesis sobre la car ELEt[?IlStII;EL de Euler de la superficie.
Nuestros resultados que apareceran en la Seccidon 3 son los siguientes:
Teorema 3.1 Supongamos que x(S) < 0. Si k<0, h<0yuna de las
dos no es idénticamente cero entonces el problema (1) tiene una solucion
suave .

Teorema 3.2 Sean x(S) = 0, h = 0 y f es la solucion de (3). El problema
(1) tiene una solucion suave si y solo si si se satisface una de las siguientes
condiciones

k cambia de signo y satisface [ ke?/dv < 0.

Teorema 3.3 Sean x(S5) =0, k = 0y f es la solucién de (3). El problema
(1) tiene una solucién suave si y sélo si se satisface una de las siguientes
condiciones

0.

i. h

—

ii. h cambia de signo y satisface [, helds < 0.

Este articulo esta organizado como sigue. En la segunda seccién enun-
ciamos algunos resultados debidos a Cherrier los cuales son béasicos en
geometria diferencial y ecuaciones diterenciales parciales elipticas, y fun-
damentales en el presente trabajo. La tercera seccién esta dedicada a la
demostracion de los resultados de existencia de soluciones del problema

(1).

2 Preliminares

En esta seccidon presentamos en su orden un refinamiento de Cherrier
de una desigualdad clasica de Trudinger, el teorema de regularidad de
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Cherrier, y el principio de sub y super soluciones. La demostracion del
primer teorema aparece en [3], el teorema de regularidad en |2, y el
principio de sub y super soluciones se puede consultar tanto en |2| como
en [4].

Teorema 2.1. Sea (5, g) una variedad riemanniana, compacta, suave, con
frontera S suave. Para todo £ > (), existe una constante C(g) tal que,
si ¢ € Hy, se tiene:

il

1
[ etdv < Ceear ( > sl + m))
el

. ik r
/ e’dv < C(s)exp ( t5 E||'?q5||§ + ﬂff(qﬁ')) :
59 47

donde M (¢) designa indiferentemente la media de ¢ sobre S o sobre 05.

Definicion 2.1. Sea (5, g) una variedad riemanniana, compacta, suave,
con frontera dS suave. Sean h € C*(Rx S), r € CC(RxdS)y ¢ €
L3(S). Diremos que ¢ es una solucién débil del problema

(4)

e

A+ h(¢,x) =0 en S
oy T7(@,y) =0 sobre S,

Si existe un real ¢ > 1 tal que h(¢,x) € LYS), r(¢,y) € LY(IS) y
para todo £ € L3(S)

A(—Vévﬁ + h(¢, z)§)dv(z) + [ “T(cﬁ:j y)éds(y) = 0.

J S

Teorema 2.2. Sea (.5, g) una variedad riemanniana, compacta, suave, con
frontera A5 suave. Si ¢ € L7(S) es una soluciéon débil del problema (4)
entonces es una solucién suave.

Consideremos ahora el problema

{aw f(z,u)=0 en S

g—}; + g(x,u) =0 sobre 98

Definicion 2.2. Diremos que u € C?(S) es una super-soluciéon del pro-
blema (5) si

AT+ f(z,7) <0 en S o
%% + g(x,W) >0 sobre JS.
Si u € C?(9) satisface las desigualdades opuestas, diremos que es una

subsolucion de (5).
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Teorema 2.3. Sea f € C(SxXR)y g e C®(0Sx R). Siexiste una super-
soluciéon @ y una sub-solucion u del problema (5), con u < %, entonces
existe una solucion suave de (5) tal que u < u < .

3 Existencia de métricas conformes

Aunque el problema (1) no ha sido completamente resuelto, entendemos
relativamente bien el caso de caracteristica de Euler no positiva. De la
formula de Gauss-Bonnet tenemos que en el caso de caracteristica de
Euler negativa una de las funciones k v h tiene que ser negativa en algtin
punto. Logramos demostrar en este caso( teorema 3.1) que la condicion
k y h no positivas y al menos una no identicamente cero es suficiente
para resolver el problema (1). El lema siguiente y el principio de sub y
supersoluciones son fundamentales para la obtencion de este resultado.

Lema 3.1. Sea 2mx(S) = [qkdv + [;4hds < 0. Si el problema (1) tiene
una super-solucion @ € C*(S), entonces tiene una solucién suave.

Demostracion. Supongamos que existe una supersolucion suave @ del pro-
blema (1). De acuerdo con el teorema (2.3) basta con encontrar una
sub-solucién u del problema (1) con u < @w. Sea ¢ una una solucién del
problema

&@zk—hk—m en S

v +v2
(7)
dp 2rx(S) 3
B — h + ey sobre .5

donde vy = [odv y va = [;ods.
Sea u = ¢ — ¢, donde ¢ es un nimero positivo. Escogiendo ¢ suficien-
temente grande tenemos

N 2 _
Au—k + ket = — mx(5) + ke2l9—0) 5 0,

v + U2
ou - 27y (S -
— 4+ h — het = 2mx(5) — he® ¢ <0,
on v + U2
y u < . Esto concluye la demostracion del lema. ]

Teorema 3.1. Supongamos que x(S) < 0. Si k <0, h <0 y una de las
dos no es idénticamente cero entonces el problema (1) tiene una solucion
suave .
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Demostracion. En virtud del lema anterior, necesitamos solamente en-
contrar una super solucion de (1). Sea ©w = a¢ + b, donde a y b son
constantes positivas v ¢ es una solucion del problema

._ﬁt;EIJ':RU—JE‘- en S
g;e = —Ro+h sobre S,

o kdv+ [, ¢ hds |

_J
donde Ry = TPE=T
Sea a > 0 tal que

alRlg <k paratodoxz € S
aRy < h paratodo x € 05

Dado a. tomemos b tal que

e2laotb) _ 4 5 ) U
eladot+d) _ 4 5 (.

Se sigue que

AT — k + ke®® = (aRp — k) + k(e2@H0) —_g) <0y
g—:_;' + h — he® = (—aRg + h) + h(a — e2*1?) > 0.

Esto demuestra que u es una super-solucion, lo cual concluye la de-
mostracion del teorema. L]

Ahora discutimos el caso de caracteristica de Euler cero. Bajo la
suposiciéon de que una de las dos funciones k 6 h es idénticamente cero,
tenemos condiciones necesarias y suficientes (teoremas 3.2 y 3.3) para la
solucion del problema (1).

Teorema 3.2. Sean x(5) =0, h =0y f es lasolucion de (3). El problema
(1) tiene una solucion suave si y solo si se satisface una de las siguientes
condiciones

i k=0.

ii. k cambia de signo y satisface [, ke*/dv < 0.

Demostracion. Supongamos primero que u es una solucion suave de (1),
y demostremos la validez de las condiciones i) y ii) del teorema. Sea f
una soluciéon de (3). Si v = u — f., entonces v satisface el problema

Av+ke?t2f =0 en S

8
g—; = sobre 05, (8)
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y por lo tanto ke2f = —e=2v Ay, Integrando la igualdad anterior, usando
la identidad de Green y el hecho que v satisface el problema (8) encon-
tramos que

fﬁ:egfdv = — / e *' Avdv = —Qf e~ % |Vwv|?dv < 0.
S S S

Si la integral es igual a cero, se sigue que |Vv| = 0 lo cual implica que
ke2vt2f = (), v por lo tanto k = 0. De otro lado, si la integral es estricta-
mente menor que cero, como x(S) =0 = f g ke?“dv entonces k tiene que
cambiar de signo.

Demostremos ahora que cada una de las condiciones i) y ii) es sufi-
ciente para la existencia de una solucion suave del problema (1). Sik =0
entonces la funcién f es una solucion del problema (1). Supongamos
entonces que la funcién k es no nula. Consideremos el conjunto

M = {u e L3(S) : /

udv = [L/ ke2ut2 gy = 0}.
e S

Puesto que k cambia de signo, el conjunto M es un subconjunto no vacio
de L3(S). Consideremos el problema de minimizacion de la funcional

1 ¥ ‘
Jta) = 5 / IVu|*dv.
J S

sobre el conjunto M. Supongamos que existe ug € M tal que J(up) =
infuesJ(u). Por la teoria de los multiplicadores de Lagrange existen
constantes o y 3 tales que

Vuo.Vodv = a [.odv + 8 [ ke?®ot2f pdv  para toda ¢ € L2(S).
g Vug.Vod S odv+ 3 [ ke* ™t pdv  p d Li(S

Tomando ¢ = 1 en la igualdad anterior tenemos que

ﬂ:/ dv = —,tfi'/ ke?wot2l gy = 0,
S s

dado que up € M. Por lo tantoa =01y
[s Vuo.Vodv = B [ ke*0t2 pdv para toda ¢ € L3(S),
es decir ug es una solucion débil del problema

Aug + Bke?w0t2f = en S

dug _ . '
oy =0 sobre 05S.
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La primera desigualdad del teorema (2.1) implica que e"> € LP(S) para
todo p > 1. Se sigue del teorema de regularidad de Cherrier (2.2) que
u, es una solucion suave de (9). Por consiguiente Bke?f = —e=2u0 Ay,
Integrando esta tiltima igualdad, usando la identidad de Green, y el hecho
que %ﬂ = 0, obtenemos que

,3/ ke dv = —f e 20 Augdv = —2/ e %0 |Vug|?dv < 0.
S s S

Esta desigualdad, y el hecho que [, ke*/dv < 0, implican que 3 > 0.
Definamos ahora la funcion vg = ug + %fﬂgﬁ. Entonces vy es una
solucion suave del problema

Av+ ke2*2f =0 en S

r 10
frg =f sobre 05, Q)

y por lo tanto u = vy + f es una solucion suave de (1).

A continuacién demostraremos la existencia de ug. Sea {u;} € M
una sucesion minimizante, esto es J(u;) — c¢o = infuepJ(u). Puesto
que [guidv =0, la desigualdad de Poincaré implica que uill3 < eJ(u;).
Asf {u;} es acotada en L#(S), y por lo tanto existe una subsucesion, que
denotaremos también por {u;}, que converge debilmente a ug € L3(S)
y fuertemente en LP(S). Por la semicontinuidad débil inferior de J(u)
(Ver [6]), J(ug) < co. En lo que sigue mostraremos que ug € M. De la
convergencia débil de {u;} se deduce que f ugdv = 0. Reemplazando ¢
por p¢ en la primera desigualdad del teorema (2.1)., observamos que si
¢ € L#(S) entonces e € LP(S). En particular tenemos que e y €% son
acotadas en LP(S). Por lo tanto la desigualdad de Holder, la convergencia
fuerte de w; en LP, y la primera desigualdad del teorema (2.1) implican
que la integral

1
f ke (e2ti — e240)dy = ﬁ:;*egf/ Eeguﬁﬁ{“i_“‘ﬂdtdv
S g 0 dﬁ

] .
=2 / / ke e2uot2tui—vo) (4. 40 )dvdt.
0o Js
tiende a cero cuando i — oo. Asi

.-T-imi_,m/ ke®it2l gy = [keju‘]J“Efdv:{J.
S J S

Se sigue de esta igualdad junto con [wupdv = 0 que ug € M. De la
definicion de ¢y también tenemos J(ug) > ¢g, y por lo tanto J(ug) = ¢p.
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Como se explico en el pardgrafo anterior, esto implica que el problema
(1) tiene una soluciéon suave. []

Teorema 3.3. Sean x(S) =0,k =0y f eslasolucion de (3). El problema
(1) tiene una solucién suave si y solo si se satisface una de las siguientes
condiciones

i h=0.
ii. h cambia de signo y satisface de helds < 0.

Demostracion. Supongamos primero que u es una solucion suave de (1),
y demostremos la validéz de las condiciones i) y ii) del teorema. Sea f
una soluciéon de (3). Si v = u — f, entonces v satisface el problema

Ap =10 en S
%:; = he'tf sobre 089,

(11)

y por lo tanto he! = E_i’g—i’;. Integrando la igualdad anterior, usando la

identidad de Green y el hecho que v satisface el problema (11) encon-
tramos que

helds = — / e V|Vu|?dv < 0.
a8 S

Si la integral es igual a cero, se sigue que |Vv| = 0 en S, de donde tenemos

que g;] =0 en 95, lo cual junto con (11) implican h = 0. De otro lado, si

la integral es estrictamente menor que cero, como x(S) = 0 = [, ; he?“ds,
entonces h tiene que cambiar de signo.

Demostremos ahora que cada una de las condiciones 1) y ii) es sufi-
ciente para la existencia de una soluciéon suave del problema (1). Si h=0
entonces la funcién f es una solucion del problema (1). Supongamos
ahora que h es no nula. Consideremos el conjunto

M = {ue L{5): / ?..ﬂdtr:D,f het T ds = 0}.
S a5

Puesto que h cambia de signo, el conjunto M es un subconjunto no vacio
de L3(S).
Consideremos el problema de minimizacion de la funcional

J(u) = § [¢|Vul*dv.

sobre el conjunto M. Un razonamiento similar al del teorema anterior,
usando la segunda desigualdad del teorema (2.1) en vez de la primera,
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demuestra que existe ug € M tal que J(up) = infyesJ(u). Por la teoria
de los multiplicadores de Lagrange existen constantes o y 3 tales que wuyg
es una soluciom débil de

Aug+a =0 en S (12)
C:?i};} — Bhevtf =0 sobre 9S.

Lo anterior, unido a que ug € M, implican que

/ adv = —ﬁ/ he'otlds = 0,
S a5

y a = (. Usando las ecuaciones (12) de nuevo tenemos

B Jog helds = [pge"0G0ds = — [se™"|Vug[*dv < 0.

Puesto que tambien [ helds < 0, entonces 8 > 0. Las ecuaciones (3) y
(12) implican que u = ug + log3 + f es solucion débil de (1). El teorema
de regularidad de Cherrier (2.2) asegura la suavidad de la solucién. [
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