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Resumen
Este trabajo de grado caracteriza el aprendizaje de estudiantes de grado 6° de una
Institucion Educativa Oficial de Cali, cuando resuelven problemas de area en un ambiente que
integra tecnologias digitales. Lo anterior se realiza a partir de consideraciones didacticas,
cognitivas, matematicas y curriculares, las cuales fundamentaron la adaptacion de las tareas, a
través de una Investigacion de disefio, particularmente un experimento de ensefianza. Esto
permitio determinar las estrategias heuristicas y el dominio de conocimientos que los estudiantes

emplean cuando resuelven problemas.

Palabras clave: Aprendizaje del &rea, Resolucion de Problemas, Experimento de

ensefianza, Ambiente Digital.
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Introduccion
El siguiente trabajo de investigacion se inscribe en la linea de investigacion de Practicas y
Tecnologias de la Informacién y la Comunicacién en Educacién Matematica del programa
Licenciatura en Matematicas y Fisica, de la Facultad de Educacién y Pedagogia de la
Universidad del Valle, y tiene como propésito la adaptacion, implementacion y analisis de unas

tareas de aprendizaje sobre la conservacion del area dirigido a estudiantes de grado sexto.

El primer capitulo esta conformado por tres apartados; en el primer apartado se presentan
los estudios que se han llevado a cabo a nivel nacional e internacional en relacion con el
aprendizaje de las magnitudes, particularmente la nocion de &rea como magnitud. En el segundo
apartado se expone la justificacion del problema, se mencionan argumentos respecto a la
importancia del aprendizaje de las medidas y sus magnitudes considerando la resolucion de
problemas y la integracidn de tecnologias digitales. Ademas, se presentan resultados de las
pruebas nacionales de una Institucion Oficial de Cali donde se llevo a cabo el estudio y se hace
referencia a los aspectos curriculares que intervienen en este trabajo. En el tercer apartado se

hacen explicitos los objetivos de investigacion.

El segundo capitulo corresponde al marco tedrico de este estudio, conformado por cuatro
dimensiones: dimension didactica, cognitiva, matematica y curricular, donde se contemplan
procesos relacionados con la ensefianza y aprendizaje de la nocién de area como magnitud. En la
dimension didactica se presentan algunos aspectos sobre la ensefianza y aprendizaje del area, se
consideran algunas sugerencias de diversos autores, las cuales se tuvieron en cuenta para la
adaptacion de las tareas. Ademas, se toma como referentes los trabajos de Schoenfeld (1985) y
Santos- Trigo (2000; 2014; 2020), dado que, proponen un marco para el aprendizaje de las

matematicas, mediante la resolucion de problemas y el uso de tecnologias digitales. En la
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dimension cognitiva se presentan los posibles obstaculos, errores o dificultades que se presentan
en el aprendizaje de la nocion de area como magnitud. En la dimension matematica se exponen
elementos conceptuales asociados con la nocion de area (nimero, medida y magnitud) donde se
consideraran los trabajos de (Corberan, 1996; Garcia, 2013) para el aprendizaje de la nocién de
area como magnitud. Finalmente se revisan los documentos curriculares propuestos por el MEN
Lineamientos Curriculares (1998) y Estandares Basicos de Competencias de Matematicas
(2006), de los cuales se consideran aspectos que contribuyen en el desarrollo del pensamiento

métrico.

En el cuarto capitulo se expone la metodologia de investigacion, la cual es de caracter
cualitativo bajo el paradigma de Investigacion Basada en el Disefio (IBD), contemplando un
experimento de ensefianza. Donde se describe cada una de las fases del experimento:
experimentacion, intervencién y analisis retrospectivo. En la fase de experimentacion se presenta
la adaptacion de las tareas a un ambiente digital, particularmente GeoGebra; en la segunda fase,
se describen las intervenciones que se realizaron con los estudiantes y las fuentes de recoleccion
de datos; en la tercera fase se presentan el analisis retrospectivo de la implementacion de las

tareas adaptadas a los estudiantes.

En el Quinto capitulo se exponen los resultados de investigacion obtenidos a partir del

desarrollo del experimento de ensefianza.

En el ultimo capitulo se presentan las conclusiones y recomendaciones obtenidas de los

objetivos planteados y el proceso de investigacion.

Por ultimo, se presenta el listado de referencias que fundamentaron y contribuyeron este

estudio de investigacion.
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Capitulo I: Planteamiento del Problema
En el capitulo | se presentan tres apartados. En el primero, se presentan estudios que se
han llevado a cabo sobre el aprendizaje de la nocion de area. En el segundo, se presenta el
planteamiento y justificacion del problema de investigacion. Finalmente, se exponen los

objetivos de investigacion.

Antecedentes
A continuacion, se presentan algunos estudios relacionados con el aprendizaje de las
magnitudes y su medida, especialmente el de area como magnitud, considerando la resolucion de

problemas y la integracién de las tecnologias digitales.

Nagles y Rivera (2021) disefiaron un Recurso Educativo Abierto (REA) empleando
tecnologias digitales para construir el concepto de area como magnitud en estudiantes de 5°, este
disefio que integro tecnologias digitales permitio que los estudiantes por medio de la estimacion,
comparacion, ordenacion y el calculo de medidas de superficies movilizaran el concepto de area

como magnitud.

Por otro lado, Garcia y Zufiga (2014) realizaron un estudio acerca del planteamiento y
resolucion de problemas de areas en el laboratorio de educacién matematica de la Universidad
del Valle. La implementacion se llevo a cabo con estudiantes de sexto y se empleé material
manipulativo como el geoplano, monomind y figuras en fomi para su desarrollo. Los resultados
de este estudio mostraron que el desarrollo de los problemas de areas les permitio a los
estudiantes comprender el area como magnitud, mediante diferentes procedimientos geométricos
(traslacién y rotacion, superposicion, descomposicion y composicion). Ademas, la interaccion

con los materiales manipulativos al resolver problemas les permiti6 a los estudiantes pasar de un
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conocimiento informal integrado por procedimientos intuitivos, ludicos, colaborativos, empiricos

a un conocimiento formal, que se da a partir de construcciones, deducciones y abstracciones.

Alvarez y Escorcia (2017) realizaron un estudio para determinar el efecto de la resolucion
de problemas sobre la conservacion de perimetro y area para estudiantes de grado 8°. El estudio
se llevé a cabo con 37 estudiantes, divididos en dos grupos (15 experimental y 22 control) a los
cuales se les aplico un cuestionario de entrada. Luego, se tomd una muestra de 16 estudiantes
quienes participaron de una entrevista flexible semiestructurada, la cual permiti6 observar los
procesos cognitivos que utilizan los estudiantes para resolver problemas geométricos. Los
resultados de este estudio mostraron que la resolucion de problemas aumento los procesos de
comprension, visualizacion, conocimiento geométrico-métrico e implementacion de estrategias

de solucioén.

En general, la consideracion de estos trabajos de investigacion que integran tecnologias
digitales y consideran la resolucion de problemas en la ensefianza y aprendizaje del &rea como

magnitud constituyen un referente y apoyo para el presente trabajo.

Planteamiento y Justificacion del Problema

Histéricamente en la educacion, la ensefianza de la geometria ha presentado una serie de
dificultades, pues durante mucho tiempo el curriculo colombiano le dio prioridad a la teoria de
conjuntos, convirtiendo la geometria en algo abstracto, dificil de comprender por los estudiantes.
Poco después con el nuevo curriculo de matematicas, propuesto por el Ministerio de Educacion
Nacional (MEN, 1998) se optd por volver a recuperar el sentido intuitivo de la geometria, pero
no se obtuvo los resultados esperados, pues al parecer su ensefianza tradicional se enfoca hacia el

uso de formulas o algoritmos sin sentido, haciéndola ver como una disciplina dificil de
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comprender y poco Util para los estudiantes, en este sentido Gamboa y Ballestero (2009) afirman

que:

Los contenidos de geometria son presentados a los estudiantes como un producto acabado
de la actividad matemaética, que deja en segundo plano los procesos implicitos de
razonamiento y construccion de este conocimiento. La ensefianza tradicional se enfatiza
hacia el estudio memoristico de areas, voliumenes, definiciones geométricas, teoremas y

propiedades, apoyadas en construcciones mecanicistas y descontextualizadas (p. 2).

Uno de los contenidos de gran importancia en la ensefianza y aprendizaje de la geometria
elemental, son las magnitudes y su medida, dado que es uno de los conceptos que tiene un origen
muy antiguo en la historia y es usado universalmente. Su uso en la vida cotidiana, es el puente
entre la aritmética y el mundo fisico. Ya que, permiten explorar el mundo fisico y describirlo por
medio de las magnitudes area, longitud, volumen, etc. (Dickson, 1991 como se cit6 en Caggiani
etal., s.f.). Ademas, “la medida constituye una de las principales actividades humanas, presente
en todas las culturas desde las mas antiguas, pues permite comparar, estimar, o calcular con méas

0 menos precision distintas magnitudes™ (Bishop, 1999, como se cité en Luelmo, 2001, pp 727).

En mdltiples investigaciones se ha podido evidenciar algunas de las dificultades que
muestran los estudiantes en los procesos de medida, por ejemplo, el manejo incorrecto de las
unidades de medida, el no reconocimiento del area como magnitud, confusiones entre area y

perimetro, etc. como lo afirma Chamorro (1995).

Por otro lado, Marmolejo (2016) afirma que los estudiantes muestran bajos niveles de
logros alcanzados en los sistemas de medidas, esto se debe en gran parte al tratamiento de los

sistemas métricos desde concepciones didacticas y epistemologicas sesgadas, la introduccion a la
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medida bajo el empleo de instrumentos complejos y refinados (descuidando la construccién de la
magnitud y el desarrollo de los procesos de medicion) asi como el desconocimiento del

desarrollo historico de la medida.

En Colombia una de las herramientas que se emplean para conocer y evidenciar los
niveles de desempefio del desarrollo del pensamiento matematico de los estudiantes son las
pruebas SABER. Estas pruebas brindan informacion a las instituciones educativas, padres de
familia y al MEN sobre el desarrollo de competencias de los estudiantes, con el fin de crear

nuevas estrategias para el mejoramiento de los procesos de ensefianza y aprendizaje.

Las competencias y componentes que son evaluadas en estas pruebas, se establecen
tomando como referencia los Lineamientos Curriculares de Matemaéticas (1998) y Los
Estandares Basicos de Competencias en Matematicas (2006). Por tal razén se considera
necesario conocer los resultados de una Institucién Educativa Oficial de Cali donde se llevo a
cabo el presente estudio. En este sentido se reconocen los niveles de desempefio que se presentan
los estudiantes de la institucién mediante los resultados de las pruebas Saber 9°, como se puede

observar en la figura 1.
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Figura 1

Resultados Pruebas Saber I. E. O de Cali

Matematicas

@ 3%

0 1% B 3% e
O21% O 24% O19% D16%
@ 59% Be1% We3% B 59%
B 18% B 14% 8 5% 822
2014 2015 2016 2017

W Insuficiente  ® Minimo Satisfactorio Avanzado

Nota. Tomado del Informe de resultados histéricos (2020) pruebas Saber de una Institucion

Educativa Oficial de Cali.

Con relacion a los resultados del plantel educativo en el area de matematicas durante los
afios 2014-2017, no se observan cambios significativos, dado que, durante los afios 2014, 2016 y
2017, solamente el 3% de los estudiantes se encuentran en el nivel de desempefio avanzado y se
mantiene durante estos afios, y para el 2015 Unicamente se encuentra el 1% del total de
estudiantes. En cuanto al nivel satisfactorio se puede evidenciar que para el afio 2015 hubo un
mayor porcentaje de estudiantes ubicados en este nivel en relacién con los demas afios. Es decir,

el mayor porcentaje de estudiantes se encuentra en el nivel minimo e insuficiente.

De acuerdo al rendimiento que presentan los estudiantes en el area de matematicas, en el
componente geométrico-métrico, el cual esta relacionado con estimacion y descripcion de
magnitudes (longitud, area, capacidad, volumen, masa, etc.) y la solucién de problemas de

medicidn, se deduce que los estudiantes presentan dificultades con el pensamiento métrico.
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Teniendo en cuenta lo anterior y considerando lo planteado en los Estandares Basicos de
Competencias en Matematicas (2006) para grado sexto, se aborda uno de los contenidos del
pensamiento métrico: la nocion de area. Este estudio tiene como propdésito aproximar a los
estudiantes a la nocion de area y describir su aprendizaje a traves de la resolucion de problemas

como estrategia didactica.

Para la aproximacion a la nocién de area, se considera el uso de ambientes que integran
tecnologias digitales para el desarrollo de las tareas, debido a que las tecnologias digitales
permiten nuevas formas de representacion e interaccion de la informacién, ofreciendo una
comprension conceptual mas amplia y profunda de los conocimientos geométricos (Hegedus y
Moreno-Armella, 2020). En virtud de esto, las investigaciones sobre la ensefianza y aprendizaje

de la geometria se centran cada vez mas en las formas de usar software de geometria dinamica.

El software de geometria dindmica permite a los estudiantes superar algunas dificultades
en el aprendizaje de la geometria. Dado que, las funciones dindmicas del software de geometria
dinamica, por ejemplo, GeoGebra, permite a los estudiantes manipular de manera flexible,
duplicar, mover y rotar objetos geométricos (Aydin y Monaghan, 2011; Hohenwarter J.,
Hohenwarter M. y Lavicza, 2008; Taylor, Guzman, Martin, Hall, Micolich, Jonas y Marlow,

2007).

Por otro lado, se considera la resolucion de problemas, dado que favorece la comprension
de conceptos matematicos, promueve los desarrollos de investigaciones, disefio curricular,

educacion matematica e intrusion en el aula de clases (Santos-Trigo y Moreno Armella 2013).

En este sentido, las tareas vinculadas con la resolucion de problemas que pueden ser

exploradas en ambientes ricos en tecnologia, favorecen el aprendizaje de los estudiantes, dado
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que, los ambientes de geometria dinamica permiten su experimentacion, conjeturacion y

validacion. (Camacho-Machin et al., 2018).

Dentro de la facultad de educacién se han llevado a cabo maltiples propuestas sobre la
ensefianza del 4&rea como magnitud y existen muy pocos trabajos cuyo interés sea el aprendizaje
de esta nocion. Es asi, como este estudio es relevante, dado que busca describir el aprendizaje de
los estudiantes cuando resuelven tareas de conservacion de area, implementando como estrategia

la resolucién de problemas y considerando ademas la integracion de tecnologias digitales.

Con base a los elementos anteriormente descritos, la presente investigacion se centra en

responder a la siguiente pregunta:

¢ Qué caracteriza el aprendizaje de la conservacion del area de los estudiantes de 6°

cuando resuelven problemas en un ambiente que integra tecnologias digitales?

Objetivo general
Caracterizar el aprendizaje de la conservacion de area de los estudiantes de 6° cuando

resuelven problemas en un ambiente que integra tecnologias digitales.

Objetivos especificos
1. Adaptar tareas fundamentadas en la resolucion de problemas para el aprendizaje
de la nocion de area en un ambiente digital, dirigidas a estudiantes de grado 6°.
2. Describir las estrategias heuristicas que usan los estudiantes de 6° cuando
resuelven problemas de conservacion del area en un ambiente que integra

tecnologias digitales.
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3. Identificar el dominio de conocimiento de los estudiantes de 6° cuando resuelven
problemas de conservacion del area en un ambiente que integra tecnologias

digitales.
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Capitulo I1: Marco teorico

En este capitulo se presentan las bases teodricas que fundamentan la elaboracién de este
trabajo de investigacion, considerando la dimensidn didactica, cognitiva, matematica y
curricular. A continuacién, se amplia cada una de ellas.
Dimension didéactica

En esta dimension se presentan algunos aspectos sobre la ensefianza y aprendizaje del
area como magnitud, los diferentes enfoques de la resolucion de problemas, la resolucién de
problemas en la educacién matematica y la resolucién de problemas y el uso de las tecnologias

digitales.

Aspectos sobre la Ensefianza y Aprendizaje del Area
Algunos autores determinan aspectos importantes relacionados con la ensefianza y el
aprendizaje del area. En este apartado se mencionan algunos de ellos, junto con sus

consideraciones mas relevantes.

Del Olmo et al. (1993) considera los diferentes enfoques propuestos por Freudenthal en
1983y los describe mediante tres tipos de aproximaciones que permiten iniciar la construccion

de la nocion de area como magnitud, estas son:

e Repartir equitativamente: el cual se da por el aprovechamiento de regularidades,
estimacion y medicién. Este procedimiento se refiere al reparto equitativo. Por ejemplo,
una trota circular puede partirse mediante un trazado de diametros imaginarios; a su vez
se puede estimar cuando se quiere partir una hoja en partes iguales y se requiere de la
superposicion para obtener la igualdad. Por Gltimo, se miden cuando se divide entre

cierto nimero de partes y luego se mide cada una de ellas.
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e Comparacion y reproduccion: Dadas por inclusion, transformaciones de romper y
rehacer, por estimacion, por medicion y por medio de funciones.

Se da cuando nos enfrentamos a situaciones en las que hay que comparar dos superficies
0 cuando se pretende reproducir una superficie de forma diferente a otra. Por ejemplo,
trazar un rectangulo que tenga la misma medida de &rea de un cuadrado.

e Medicion: por el agotamiento con unidades de medida que corresponden a unidades mas
finas. Este proceso de medida puede darse por medio de las siguientes formas:
recubrimiento con unidades, acotacion entre un valor superior e inferior,
transformaciones de romper y rehacer y por medio de relaciones geometrias generales.

(pp. 19-21).

Las aproximaciones mencionadas anteriormente cuentan con ciertos procesos asociados
que se encuentran relacionados transversalmente, los cuales son: percepcion, comparacion,

medida y estimacion.

Por otra parte, Hershkowitz et al. concluyeron que para que se dé un aprendizaje
significativo de la medida se deberian seguir considerar tres etapas; la conservacion del area,
significado de la unidad de medida y formulas para calcular el area (Hershkowitz et al, 1990
como se citd en Corberan, 1996, pp. 31). Ademas, Corberéan (1996) afirma que, tras el analisis de
diversas investigaciones, los investigadores concuerdan que estas tres etapas son fundamentales
para el aprendizaje de la medida del area, luego expone las orientaciones que se han considerado

mas importantes para la ensefianza del area estas son:

En un primer momento se insiste en la necesidad que los estudiantes realicen

experiencias que les ayuden a desarrollar y reforzar la conservacion del area, es decir que
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comprendan que el area de una figura se conserva cuando esta se parte y reagrupa para formar

una figura diferente (el area no cambia por desplazamiento).

En un segundo momento que los estudiantes comprendan el significado de unidad de
medida, pero para ello los estudiantes deben comprender que la unidad de medida puede ser rota
en partes para facilitar la medida de una cantidad, y la relacion entre el tamafio de la unidad y el
numero de unidades medidas, ademas que el estudiante comprenda el caracter iterativo y de
recubrimiento de la unidad de area. También sugiere comenzar la medida de area empleando

unidades de area con variedad de formas.

Seguidamente, la autora recopila las recomendaciones realizadas por investigadores sobre
el célculo de areas, concluyendo que las diversas investigaciones consideran necesario que los
estudiantes estén familiarizados con otras técnicas de medida y tareas de estimacion, y no
solamente con el uso de férmulas, ademas critican inadecuado el modo y momento que las
férmulas son presentadas a los estudiantes, finalmente recomiendan proponer a los estudiantes el
célculo de &reas, no sélo de figuras poligonales sencillas, sino de figuras irregulares. (Corberéan,

1996, pp. 31- 32)

También, Corberan (1996) considera algunos aspectos del trabajo de Freudenthal (1983)
en relacion con los diferentes enfoques del objeto mental area y los expone como diferentes
tratamientos, que conducen a distintas interpretaciones del area, como se presenta a

continuacion:

La autora considera el tratamiento cuantitativo y cualitativo que puede recibir el area,
afirma que este concepto se puede concebir de diversas formas dependiendo de los

procedimientos necesarios para el calculo, bien sean numéricos o geométricos, de esta manera se
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pueden clasificar en: El &rea como cantidad de plano ocupado por una superficie, el a&rea como
magnitud autbnoma, el area como unidades que recubren la superficie y el area como producto

de dos dimensiones lineales.

Enfoques de la resolucion de problemas
La resolucion de problemas, en la formacién matematica de los estudiantes, comienza a
adquirir importancia a finales de los afios setenta en diferentes paises, ante la necesidad de los

cambios curriculares y metodoldgicos que se dieron en la época.

En la educacion matematica, la resolucion de problemas es un area de conocimiento y de
investigacion que ha estado en constante evolucién. De acuerdo con Santos-Trigo (2020) existen
comunidades que han aportado significativamente en la caracterizacion y desarrollo de la
resolucion de problemas. Por un lado estan los matematicos, quienes consideran que el proceso
de formular, resolver y representar problemas es primordial en el desarrollo del conocimiento
matematico (Polya 1945; Hadamard 1945; Halmos 1980) y por el otro lado se encuentran los
educadores y profesores de matematicas, cuyo interés es explicar, comprender y caracterizar los
procesos cognitivos, sociales y afectivos de las personas que solucionan los problemas
(Schoenfeld 1985, 1992; Lester y Kehle 1994, 2003; Lesh y Zawojewski 2007; English y

Gainsburg 2016; Liljedahl y Santos-Trigo 2019).

Inicialmente Polya (1965) analiza y caracteriza su experiencia como matematico y como
profesor, e identifica cuatro etapas en el proceso de resolver problemas: Comprension del
problema, construccion de un plan, ejecucion de un plan y vision retrospectiva. Durante la
segunda etapa hace alusién a las estrategias heuristicas como aquellas que por si mismas no
garantizan éxito, pero resultan de gran ayuda cuando se utilizan. Por otra parte, Schoenfeld

(1985) reconoce el potencial de las estrategias heuristicas propuestas por Polya (1965) y propone



24

un programa de investigacion donde se integra la implementacion sistematica de diferentes

estrategias de resolucion de problemas en el aula de clases.

La Resolucion de Problemas en la Educacion Matematica

Un enfoque ampliamente usado en la educacién matematica es el propuesto por
Schoenfeld (1985), se trata de la implementacion de un programa de investigacion centrado en el
andlisis de las formas de pensamiento matematico de los estudiantes, cuyo fin fue caracterizar
como los estudiantes llegan a tener éxito o desarrollan competencias en la resolucion de tareas
matematicas. Como resultado, propuso un marco para analizar el proceso de resolucién de

problemas a partir de cuatro dimensiones:

Dominio del Conocimiento o Recursos. De acuerdo con Barrantes (2006) son los
conocimientos previos que posee el individuo, las férmulas, conceptos, algoritmos, de manera
general, todas las nociones que se considere son necesarias para abordar un determinado

problema.

Por otro lado, Santos-Trigo (2014) plantea que los recursos representan un inventario de
lo que el individuo sabe y como adquiere ese conocimiento. Ademas, afirma que existen varios
factores que determinan el uso de recursos ante situaciones problematicas, de esta forma
Schoenfeld (1985) identifico una serie de acciones y respuestas que los estudiantes exhiben en su
interaccion con el problema. Por ejemplo: los estudiantes categorizan sus experiencias en tipos o
clases, ademas, los estudiantes tienden a clasificar sus nuevas experiencias en formas que son
consistentes con sus conocimientos anteriores, también los estudiantes cuentan con herramientas

y técnicas que les han sido Utiles en el pasado y las emplean para tratar con la nueva experiencia.



25

Santos-Trigo (2014) describe cinco tipos de conocimientos identificados por Schoenfeld

(1985) que influyen en el empleo de recursos:

1) Conocimiento informal e intuitivo acerca del problema por resolver: Las matemaéticas
se les identifica como un cuerpo de conocimientos donde existe un conjunto de
significados y un lenguaje codificado que el estudiante debe aprender. Durante este
proceso, el estudiante desarrolla intuiciones acerca de las matematicas y la forma de
aprender esta disciplina. Estas intuiciones, o conocimiento informal, se relaciona con las
ideas que los estudiantes tienen acerca del uso de conceptos del mundo real. Schoenfeld
afirma que muchas veces este conocimiento informal les impide entender el concepto

matematico a los estudiantes.

2) Hechos y definiciones: En el transcurso de la resolucion de un problema, el
estudiante debe emplear algunos hechos necesarios para plantear o elegir algin camino
de solucion. Por ejemplo, en un problema de construccion de un cuadrado, “sus lados
deben ser iguales y sus cuatro angulos interiores rectos” es un hecho con informacion
esencial para resolver el problema. Por ejemplo, esta informacion puede ser
completamente desconocida para el estudiante, pues este puede sospechar que el hecho es
valido, pero no estar seguro, y no encuentra la forma de probarlo; sospecha que la
informacion es verdadera y busca alguna prueba geométrica, o piensa que la informacion
es verdadera y la utiliza con confianza en la resolucion del problema. En otras palabras,
un inventario de recursos no solamente incluye definiciones basicas, conocimientos y
hechos, sino la forma en que el estudiante recuerda ese conocimiento y tiene acceso a él

para resolver el problema.
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3) Procedimientos rutinarios: Se identifican técnicas no algoritmicas que se
utilizan para resolver ciertos tipos de problemas. Schoenfeld (1985) menciona que
cuando el estudiante tiene acceso a un procedimiento rutinario, cominmente no incluye

decisiones estratégicas.

4) Conocimiento acerca del discurso de la disciplina: La percepcion que el
estudiante tenga acerca de las reglas al resolver un problema, determina la direccion y los

recursos que utiliza en el proceso de solucion.

5) Errores consistentes o recursos débiles: Se puede pensar que el resultado de un
mal aprendizaje se da cuando el estudiante comete un gran numero de errores en

procedimientos simples. (pp. 64-65)

Estrategias Cognitivas. También conocidos como métodos heuristicos. Schoenfeld
(1985) considera los métodos heuristicos como acciones, estrategias o técnicas que ayudan a la
solucion de problemas. Entre estas se tienen: descomponer el problema en casos especiales,
considerar las hipdtesis, buscar un problema analogo, invertir el problema, establecer subtemas y

relajar las condiciones del problema.

Por su parte Santos-Trigo (2014) describe las estrategias heuristicas y cognitivas como
“las formas de representar y explorar los problemas con la intencion de comprender los

enunciados y plantear caminos de solucion” (p.23)

Estrategias Metacognitivas. Los componentes de la metacognicion, se basan en el
analisis del proceso, siendo este un papel central. EI monitoreo y el control del progreso de la
solucion. Este tipo de estrategias se refieren a las decisiones globales respecto a la seleccion e

implementacion de recursos y estrategias, otras acciones que hacen parte de las estrategias son
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planear, evaluar y decidir. Las estrategias metacognitivas establecen un monitoreo del proceso y
ayudan a tomar decisiones en momentos claves; seleccion de estrategias y cambio de direccion

cuando sea necesario.

Sistema de Creencias. En esta dimension se incluyen las ideas que los estudiantes
tienen de las matematicas, transferidas por medios culturales y sociales. Las creencias
determinan la manera como aborda una persona el problema; por ejemplo, las técnicas que
emplea o evita. De lo anterior se puede afirmar que “las creencias establecen el marco bajo el

cual se utilizan los recursos, las heuristicas y el control” (Schoenfeld, 1985, pp. 45).

A partir de estas cuatro dimensiones que se encuentran interconectadas se puede
promover y caracterizar el desarrollo del pensamiento matematico de los estudiantes cuando

resuelven problemas.

Schoenfeld (1985) considera que en el proceso de aprender matematicas los estudiantes
deben estar inmersos en un microcosmos de la cultura matematica, ya que, en este medio pueden
desarrollar estrategias y habilidades que les permitan identificar, usar y seleccionar estrategias
generalmente usadas por los matematicos cuando resuelven problemas. Schoenfeld plantea la
necesidad de detallar el significado al usar el término “resolucion de problemas” en las
propuestas curriculares (Schoenfeld ,1992 como se citd en Santos Trigo, 2008). En este sentido
(Santos Trigo, 2008) considera “la resolucion de problemas como una forma de pensar, donde
alumnos y profesores resuelven, contrastan diferentes formas de representacion, reconocen y
justifican sus respuestas, formulan conjeturas, desarrollan estrategias, recursos y la constante

necesidad de reflexionar sobre el propio proceso de construccion del conocimiento”.(p.3)
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Por otra parte, Santos-Trigo (2020) considera que, en un enfoque de resolucion de
problemas, lo mas importante son las tareas y la forma de interactuar con ellas. Ademas, afirma
que las tareas matematicas son elementos esenciales para que los estudiantes representen objetos,

los identifiquen y exploren detectando relaciones o invariantes

El aporte de los distintos enfoques de la resolucion de problemas en la educacion
matematica, han permitido que se desarrollen propuestas como la de Santos- Trigo (2007; 2014)
que caracteriza 'y promueve la utilizacion de herramientas tecnoldgicas en la resolucion de

problemas.

Resolucidén de problemas y el uso de las tecnologias digitales

Los masivos desarrollos tecnoldgicos que han surgido desde hace algln tiempo han
provocado que se planteen cambios en los sistemas educativos (Santos-trigo, 2014). Algunas de
estas modificaciones guardan relacion con las estrategias, habilidades y contenidos que deben
aprender los estudiantes con la implementacion de las diferentes tecnologias. En este sentido,
Santos-trigo (2014) sugiere que se promuevan el empleo de herramientas tecnolégicas, en lugar
del l&piz y papel en el proceso de resolucién de problemas, puesto que, “el uso de herramientas
digitales no solo facilita la implementacion de estrategias heuristicas, sino que también potencia

o extiende el repertorio de heuristicas y formas de exploracion” (p. 24). Ademas:

El uso de las tecnologias digitales amplia las formas de representar, explorar, resolver los
problemas y por lo tanto demanda una revisién de los marcos conceptuales que se
generaron a partir de analizar procesos de resolucion que esencialmente involucran el uso

de lapiz y papel (Santos-Trigo, 2014b; Liljedahl et al., 2016 citado en Santos, 2019, ,

p.6).
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Santos (2016) define las tecnologias digitales, como aquellas tecnologias que tienen
propdsitos multiples, para fines de comunicacion (pizarrones interactivos, PowerPoint, etc.) y
también aquellas que son disefiadas para realizar tareas matematicas como son los sistemas de
geometria dindmica (GeoGebra), sistemas de algebra computacional, etc. Las cuales ayudan en

la construccion del conocimiento de los estudiantes.

GeoGebra. Se trata de un software dindmico potente que permite explorar y trabajar de
manera interactiva y dindmica las diferentes areas de las matematicas (geometria, algebra,
calculo, etc.). Sin embargo, GeoGebra también representa un conjunto de herramientas para la
creacion y gestion de recursos educativos en ambientes digitales denominadas Herramientas de
Autor que permiten crear recursos de aprendizaje interactivos como: Libros, Actividades, Notas
y Classroom (Rubio-Pizzorno y Montiel-Espinosa, 2021). Ademas, estas herramientas de autor
se integran y articulan configurando un ambiente virtual de aprendizaje. Este ambiente interviene
directamente en la conceptualizacion y manera de abordar los problemas por parte de los

estudiantes.

Santos-Trigo (2020) afirma que el uso de un sistema dindmico como GeoGebra le
proporciona un conjunto de posibilidades para que los estudiantes puedan conceptualizar,
representar objetos matematicos y tareas dinamicamente. Algunas de las posibilidades son
movimiento de objetos (arrastre), encontrar lugares geométricos, cuantificar atributos de los

objetos (longitudes, areas, angulos, etc.).

Dimensién Cognitiva
En esta dimension se presentan algunas dificultades y obstaculos relacionados con el

aprendizaje de la nocion de éarea.
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Algunas Dificultades y Obstaculos en el Aprendizaje de la Nocion de Area como Magnitud
Teniendo en cuenta las diversas investigaciones relacionadas con el area como magnitud,
se han considerado algunas dificultades, errores y obstaculos que se presentan en el proceso de

aprendizaje de los estudiantes, como se expone a continuacion:

Corberan (1996) afirma que la mayoria de estudiantes desarrolla casi exclusivamente una
concepcion numeérica del area, por ello reducen la comparacion de superficies a la comparacion
de numeros. “Esta concepcion del area como un niimero que se puede calcular se manifiesta
como un obstaculo para el desarrollo del &rea como una propiedad que se conserva por recorte y

pegado”. (Perrin-Glorian, 1992 como se cit6 en Corberan (1996).

Ademas, Corberan (1996) sefiala que al inicio de la ensefianza del concepto de area, es
importante introducir a los estudiantes en situaciones donde se estudie de forma conjunta el area
y el perimetro de algunas figuras, dado que uno de los errores mas comunes es la falsa relacion

que se establece entre estos dos objetos matematicos.

En el mismo sentido, D’amore y Fandifio (2007) mencionan que una de las dificultades
de los estudiantes, para apropiarse de la idea de superficie, son las falsas relaciones entre area y
perimetro. Puesto que, “al variar la forma, el joven estudiante tiende a no ser capaz de aceptar la
posible inmutabilidad de la medida de la superficie” (p. 41). Ademads, la confusion del area con
el perimetro por parte de los estudiantes, puede generar dificultades relacionadas con la
manipulacion de formulas y unidades estandarizadas de manera mecénica y por ende poco utiles

ante situaciones reales (Corberan, 1996).

Posteriormente, (Rogalski, 1979 como se citd en D’amore y Fandifio (2007) sefiala que

uno de los grandes problemas en el aprendizaje de las superficies, “son los cambios en las
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dimensiones, el estatuto especifico de las unidades de medida, sus relaciones con las unidades de
longitud y las medidas espaciales” (p. 41). Al respecto (Chamorro, 1997 como se citd en
D’amore y Fandifio 2007) manifiesta que algunas de las dificultades relacionadas con el
concepto de area, son el no reconocimiento por parte del estudiante de la superficie como
magnitud, el manejo incorrecto de las unidades de medida, ademas, la relacion que las unidades
de superficie conservan con las unidades de longitud, siendo estas ultimas la base de las

primeras.

Dimension matematica
En el siguiente apartado se presentan algunos aspectos que fundamentan el concepto de

area como magnitud.

Conceptos asociados al &rea como magnitud: numero, medida y magnitud
A continuacion, se presentan los aspectos matematicos relacionados con el area como

magnitud como son: numero, medida y magnitud.

Numero. Desde hace afios el ser humano ha utilizado la nocion de nimero tanto a nivel
practico como teorico. Desde el principio el hombre primitivo sinti6 la necesidad de usar la idea
de cantidad y cuantificar todo lo que en ese entonces lo rodeaba, con el paso del tiempo

surgieron varias escuelas y matematicos que desarrollaron teorias de nimeros.

De acuerdo con (Recalde, 2017) se incide que los primeros que desarrollaron una teoria
sistematica de nimeros fueron los pitagoricos, su teoria se basaba en arreglos geométricos
puntuales. Asimismo, planteaban la unién indisoluble entre los nimeros y las cosas, llegando a

creer gue el principio de todos los seres eran los nimeros.
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Unos de los aportes mas valiosos de los pitagoricos tienen relacion con el método de
demaostracién por reduccién al absurdo, este método va dando cavidad a los procesos infinitos, lo
cual conlleva a la demostracion de la existencia de magnitudes inconmensurables, lo que generd
la gran crisis en la escuela pitagorica. Ya que para ellos “un nimero era discreto, y la unidad que
lo constituia era indivisible y constituia la esencia del universo” Gutiérrez y Vanegas (2005).

Ademas, destacan que:

La ausencia de argumentos a favor de un continuo numeérico obligé a los matematicos
griegos a pensar un continuo fisico, sugerido por las magnitudes geométricas; siendo
Eudoxo quien introduce la idea de magnitud continua; no se trataba de un nimero, sino
de entidades geométricas (longitud, area, volumen, etc.), las cuales eran continuas,

contrariamente a los numeros, que eran discretos. (p. 61)

Existen multiples definiciones dirigidas a diferentes atributos y aspectos relacionados con

la definicion de nimero. Por ejemplo, Piaget (1991) define el nimero como:

Un namero entero es, en efecto, una coleccion de unidades iguales entre si y, por tanto,
una clase cuyas subclases se hacen equivalentes mediante la supresion de cualidades; pero es
también al mismo tiempo una serie ordenada y, por tanto, una seriacion de las relaciones de

orden” (pp. 73)

Ademas, el nimero se caracteriza por su doble naturaleza ser cardinal y ordinal. En este

sentido Collado (2014) afirma que el nimero posee dos significados:

Cardinal cuando responde a la necesidad de saber cuantos hay en las tareas de calculo 0 a
las indicaciones de traer tantos objetos como se indique en las tareas de construccion y

Ordinal cuando manifiesta qué lugar ocupa un elemento dentro de una coleccion



33

ordenada en las tareas de calculo o cuando se demanda colocar un objeto en el lugar que

se indique en las tareas de construccion. (p. 69)

Medida. La génesis de la medida parte de la constitucion de la magnitud como algo
cuantificable, medible, que surge de la nocion de igualdad al comparar el tamafio, el valor, entre
las cosas, en situaciones comerciales o de trueque, ademas su desarrollo esta unido al desarrollo
de nociones numéricas, la construccion y adaptacion de los sistemas y unidades de medida, estas
ultimas entendidas como una cantidad estandarizada de una magnitud fisica establecida (Garcia y

Zuhiga, 2014).

La palabra medida tiene multiples significados, en matematica y en el marco de este
trabajo adoptamos la propuesta de (Pizarro, 2015), quien considera tres definiciones del
diccionario de la lengua espafiola de la RAE, y define la medida como: “Accion y efecto de
medir”, “Cada una de las unidades que se emplean para medir longitudes, area o volimenes de
liquidos o aridos” y “Expresion del resultado de una medicion”. Se deduce entonces que “para la
RAE la medida puede ser usada en el acto de medir, en el resultado de la medicion y en las

unidades utilizadas para medir” (p. 15).

Por lo anterior, se hace necesario definir los siguientes términos: medir, medicion y

unidad de medida.

Medir. En su forma primigenia, “el proceso de medir dos magnitudes consisten en
compararlas cuantitativamente” (Recalde, 2017). Por otro lado, desde el punto de vista cognitivo
se considera el proceso de medir como “la accion de asignar un codigo identificativo a las

distintas modalidades o grados de una caracteristica de un objeto o fendmeno perceptible, que
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puede variar de un objeto a otro, o ser coincidente en dos 0 méas objetos” (Godino et al., 2002, p.
615).

En el mismo sentido, (Segovia y Rico, 2011) definen el termino medir como: la
asignacion de un numero a una cantidad de magnitud. Dicho numero es su medida e indica las
veces que esa cantidad de magnitud contiene a la unidad de medida, es decir, a la cantidad que se
toma como referencia o patron.

Medicion. Es el proceso mediante el cual se asigna el valor numérico a la anterior
comparacion, ademas considera los instrumentos utilizados en el proceso, las estrategias y la
interpretacion de datos que se requieren para la medida de las diferentes magnitudes (Garcia y
Zuiiga, 2014).

Unidades de Medida. Es una cantidad preestablecida, convencional o no, de una
determinada propiedad o magnitud de objetos o eventos. Una unidad de medida convencional
toma su valor a partir de un patrén inmodificable bajo ciertas condiciones o surgido como una
composicién de otras unidades definidas previamente (Galina, 2008).

Definicién Formal del Concepto de Medida. Godino et al. (2002) afirman que las ideas
intuitivas que surgen de la definicion de medida se pueden formalizar mediante las siguientes
definiciones y proposiciones:

Definicion: se llama medida de la cantidad m de una magnitud escalar, respecto de la

unidad u, al nimero q € S(M), tal que m = qu.

Proposicion: La aplicacion u,,: M------ S(M) que asocia a cada cantidad de una magnitud

escalar su medida respecto de u, es un isomorfismo de (M, +) en [S(M), +]

Proposicion (cambio de unidad de medida): Si u y w son dos unidades de medida de una

magnitud escalar, tales que u,,. (u) = k, entonces u,,. (m) = k p,,(m)
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El isomorfismo entre magnitud escalar y nimero permite asignar a cada magnitud
un namero y reciprocamente, con lo que su enejo puede reducirse al de los numeros.
Ademas, de este modo podemos extender el campo de operaciones posibles con
cantidades (multiplicacion y cociente de cantidades), incluso de cantidades distintas. (p.
632)

Magnitud. Existen diferentes significados cuando se habla de magnitud, desde el punto
de vista cognitivo (Godino et al., 2002) definen el termino magnitud, como: “Los atributos o
rasgos que varian de manera cuantitativa y continua (longitud, area, peso, etc.) o también de

manera discreta (nUmero de personas); las cantidades son los valores de dichas variables.”

Ademas, afirma que, en la vida cotidiana y las ciencias experimentales, se habla de
magnitudes, para referirse a propiedades o cualidades de los objetos o0 fendmenos susceptibles de
tomar diferentes valores numéricos. Es decir “Magnitud es cualquier aspecto de las cosas que

pueden expresare cuantitativamente, como la longitud, el peso, la velocidad o luminosidad”.
Tipos de Magnitudes. (Godino et al., 2002) plantea que existen dos tipos de magnitudes:

magnitudes intensivas y extensivas. Los autores definen las magnitudes intensivas como
las magnitudes donde “existen rasgos para los que tiene sentido agregar los objetos que los
soportan, pero la cantidad del rasgo en el objeto agregado no es proporcionalmente aditiva” y
definen las magnitudes extensivas como “la longitud, el peso, el area, etc.; estas magnitudes se
pueden describir como “proporcionalmente agregables”, y la escala de medida correspondiente

se dice que es la razon.” (p. 618)
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Nuestro interés para este estudio son las magnitudes extensivas, las cuales se pueden
sumar, es decir, “la cantidad de magnitud de un objeto compuesto de partes se obtiene agregando

las cantidades de cada parte” (Godino et al., 2002, p. 618).

Definicion Formal del Concepto de Magnitud. Desde una perspectiva matemaética Fiol y

Fortuny (1990) definen la magnitud como:

un conjunto no vacio M, con relaciones de orden (<) y una operacion interna (+) tal que

a, b, c € M cumplen las siguientes propiedades:

1. Ordenacion:a < b,6 a=b,6b<a

2. Transitiva: Sia <byb < c,entoncesbh < c¢

3. Propiedad Asociativa: (a +b) +c=a+ (b +c)

4. Simplificacion: Sia 4+ c = b + c,entoncesa = b

5. Propiedad conmutativa: a+b =b + a

6. Diferencia: a < b, siy sblosiexistectalquea+c =»b

7. Divisibilidad: Para cada a en M y n un nimero natural existe b en M, tal que a = n. b,
donde n.b = b + --- + b con n-sumandos.

8. Postulado de Arquimedes: para cada c y d en M existe un nimero natural n tal que d <
n.c. A los elementos de M los llamaremos cantidades. Elegimos en M un elemento e al

que llamaremos unidad. (p. 29)

Godino et al. (2002) definen matematicamente el concepto de magnitud como: “Un
semigrupo conmutativo y ordenado, formado por clases de equivalencia que son sus cantidades”
(p. 624). En este sentido, Luengo (1990) define algebraicamente la magnitud de la siguiente

manera:
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Se considera un conjunto de entes (&) que cumplen las siguientes condiciones:

(1) Entre ellos se puede definir una relacion de igualdad (=)

(2) La relacion anterior constituye una relacion de equivalencia porque:

(@) EsreflexivaVe € e 5 e=c¢e

(b) EssimétricaV e;,e, Ec > e, =e, > e, =€,

(c) EstransitivaV e ,e,,e3s Ec > e; =e,Ye, =e3 = e = e

(3) En el conjunto E (e/=) definimos una operacién interna Ilamada Suma de elementos:
Ve,e, EE=>3e;+e, €EE

(4) La operacion interna Suma (+) en E tiene las propiedades:

(@) Uniforme: Ve, e, EcAVd,d, Ec>e;=e, ANdy=d, >e;+d;, =e,+d,

(b) Conmutativa: Ve,,e, EE e +e, =e;, +e;

(c) Asociativa: V e, e5,e3 EE - (e; +e,) +e3 =e; + (e, +e3)

(d) Modular: 30 e%eE—>0+e=e+0=e

Si en el conjunto ¢ se ha definido la relacion de equivalencia (=) y la operacién
suma (+) con sus propiedades, los elementos del conjunto E definen una magnitud,
entendiendo por tal la cualidad comin que hace que los elementos de E sean igualables y

sumables. (p. 48)

En sintesis, a partir de las anteriores definiciones se puede ver la relacion entre
numero, medida y magnitud, por cuanto la magnitud es una caracteristica o cualidad, de la cual
su cantidad es susceptible de medicidn, la cual se realiza mediante el proceso de medida tomando

una unidad arbitraria y que finalmente se expresa a través de la pareja nimero-unidad de medida.
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Propiedades del Area
El area considerada como una funcion que permite determinar la medida del area de
superficies planas, a través de diferentes procedimientos cumple las siguientes propiedades

(O'Daffer y Clemens, 1977 como se cito en Corberan, 1996, p. 37):

Propiedad Aditiva: Si una region R se puede descomponer en un namero finito de

regiones, el area de la region completa es la suma de las areas de las regiones separadas.
A(R) = A(S) + A(T) + A(D)

Figura 2

Propiedad Aditiva

Fuente: Tomado de Corberan (1996)

Propiedad de Invarianza: Si dos regiones R y S son congruentes, entonces A(R) = A(S).

Propiedad de Unidad: El &rea del cuadrado unidad es 1.

Propiedad de Diseccion: Si una region puede ser diseccionada en partes y esas partes

reorganizadas para formar otra region, entonces las dos regiones tienen areas iguales.



Figura 3

Propiedad de Diseccion

Fuente: Tomado de Corberan (1996)

Se consideraron estas propiedades, puesto que estas propiedades hacen referencia a la

conservacion del area de una superficie cuando es sometida a determinadas transformaciones.

Aproximacion a los Conceptos de Area y Superficie
Se considera importante reconocer la diferencia entre los conceptos area y superficie
pues la literatura que se ha revisado hace dar cuenta que se trata de términos diferentes que

generalmente se presentan asociados, tal vez por su uso en la vida cotidiana (Corberan, 1996).

Asi pues, (Corberan, 1996) afirma que “el area es una propiedad mas de una superficie
que puede ser medible, y por tanto se le puede asociar un nimero resultado de su medida” (p.
40). Ademas, adopta las siguientes definiciones propuestas por Perrin-Glorian (1992):
“Superficie: designa la parte de un plano, Area: designa una magnitud fisica, cualidad o
propiedad de la superficie y Medida: designa el nimero que representa el lugar ocupado por la

superficie del plano” (Corberan, 1996, p.20).

De acuerdo con Godino et al. (2002) “La palabra superficie se deberia reservar para
desigar la forma del cuerpo o figura (superficie plana, alabeada, triangular), mientras que la

palabra area deberia desiganr la extension de la superficie.” (p. 623).
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Respecto a lo anterior, al considerar el area de una superficie, es necesario diferenciar

dicha nocion del namero que la mide. Para ello se integran tres representaciones propuestas por

(Douady, 1996; Fioriti, 1998, como se citd en Garcia, 2013, pp, 41-45): la geométrica, de las

magnitudes y la numérica como se presenta a continuacion:

1)

2)

Desde la representacion geométrica: nos referimos a una superficie como una regién del
plano limitada por una curva cerrada.
Desde la representacion de las magnitudes: se deben tener en cuenta algunos conceptos

preliminares como los que se mencionan a continuacion:

a). Una superficie S se puede descomponer en Sy, S5, ....S,, superficies convexas,
de maneraque S =S; US,US; US, U ..... U S, y cada S;, no se encuentran

superpuestos con los restantes, es decir la interseccion entre ellos en vacia.

b). Sean Sy F dos superficies:

Las superficies S y F son congruentes si existe un movimiento del plano que transforma
una en otra, es decir, F en S.
La congruencia de superficies cumple con las propiedades reflexiva, simétrica y

transitiva.

Por tanto, las superficies que cumplen con ambas condiciones se denominan

homogéneas, en consecuencia, las superficies congruentes son homogeneas.

c). Dos superficies F y S son equivalentes si mediante una descomposicion
conveniente se puede transformar una en la otra. Es decir, si dividimos una superficie (S)

en un numero finito de partes y con ellas, las componemos de tal forma que resulte
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superpuesta con la otra superficie (F). De esta manera se dice que las superficies

equivalentes son homogéneas.

d). Magnitudes medibles

El area es una magnitud que admite comparar superficies en funcion del espacio ocupado.
Se puede decir que: “la superficie F tiene la misma area que S si es posible cambiar una

en otra a través de una descomposicion conveniente”.

Si clasificamos las superficies de acuerdo con la relacion de equivalencia
enunciada, se obtienen subconjuntos (clases de equivalencia) a los cuales les corresponde
una cantidad que se denomina “area”. De esta forma se deduce que el rea no es una

superficie, ni un nimero, es una caracteristica de la superficie.

Consideremos también la relacion “tiene menos o igual que” al igual que: “La superficie
F tiene area menor o igual que la superficie S” si al descomponer la superficie F no es
posible cubrir totalmente la otra superficie (S). Por consiguiente, siempre es posible
comparar dos superficies mediante esta relacion.

Con esta magnitud se puede definir la adicion de la siguiente manera:

Si se designa con r el area de la superficie S y con p el area de la superficie F,
entonces, r + p es el &rea de la superficie que obtiene componiendo ambas superficies

(S U F) consecutivas y no solapadas.

Esta operacion adicién cumple las propiedades, asociativa, conmutativa y

cancelativa.
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Se puede definir el producto de un natural por el area: sea r el area de una superficie S y
n €S un numero natural, entonces n X r es el area de la superficie obtenida uniendo “n”
veces la superficie S, de forma continua y no solapada. Esta propiedad también se cumple
si “n” es un numero real positivo. Asi:

Como se menciond anteriormente; La relacion de equivalencia establecida y la operacion
“+” como ley interna asociada a las propiedades anunciadas de una familia de superficies

homogéneas definen una magnitud.

Por lo tanto:

A la caracteristica de las superficies, susceptible de variacion de una superficie en

otra, que las hace igualables y sumables, se le denomina magnitud area.

Se dice que la magnitud es continua medible, cuando en la familia de superficies se ha
establecido una relacion de equivalencia “tienen igual area a”, una relacion de orden
“tiene un area menor o igual que”, una ley interna “la operacion adicion” y una ley
externa, “la operacion multiplicacion” compatibles con las relaciones mencionadas.
Tienen la misma cantidad de magnitud, todas las superficies que pertenecen a una misma
clase de equivalencia.

La cantidad de area es lo que tiene en comun las superficies equivalentes entre si, en
tanto que la magnitud “area” es la caracteristica comun a todas las superficies.

Desde la representacion numérica: Medida del area, como ya se habia mencionado,
entendemos la medicion, como el proceso por medio del cual asignamos un numero a

elementos de una misma magnitud con el propésito de compararlos.
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A partir de la eleccion de la unidad, la medida es el niUmero de unidades

necesarias para recubrir exactamente y sin superposicion la superficie.

€, ,%

Fijamos una unidad de area “u” y a la medida del area de una superficie le
asignamos un numero por comparacion con esa unidad “u”, es decir, establecemos una

aplicacién que notaremos

med,(p) =r siysolosip=r.u

r es el nimero de veces que hay que iterar u para obtener p. Ademas, se puede

decir que:

Medir el area de superficies; es establecer una correspondencia entre las areas
mencionadas y un nimero real positivo denominado medida, tal que a areas iguales le
corresponden medidas iguales, a areas ordenadas le corresponden areas ordenadas y a la
medida de una suma de areas le corresponden la suma de las medidas de cada una de las

areas.

- Si p=q = medu(p) = medu(q)
- Si p<q = med,(p) <med,(q)

- medy(p + q) = med,(p) + med,(q)

En conclusién, los elementos conceptuales anteriormente mencionados se consideraron

fundamentales para las tareas de aprendizaje, de la nocion de area como magnitud.

Dimension Curricular
Con el propdsito de orientar y respaldar el presente estudio, se consideraron los

documentos curriculares propuestos por el MEN para el area de matematicas, principalmente los
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Lineamientos Curriculares de Matematicas (1998) y los Estandares Béasicos de Competencias en

Matematicas (2006) relacionados con la nocion de area como magnitud.

Lineamientos Curriculares y Estdndares Basicos de Competencias en Matematicas

Los Lineamientos Curriculares de Matematicas MEN (1998) constituyen puntos de apoyo
y orientacion para organizar el curriculo de matematicas en las Instituciones Educativas, donde
se contempla que se debe tener tres aspectos como son: procesos generales, conocimientos

bésicos y el contexto.

La formulacién de los Estandares Basicos de Competencias (EBC) (MEN, 2006) se dio a
partir de los Lineamientos curriculares. Los EBC son unos referentes que permiten evaluar los
niveles de desarrollo de las competencias que van alcanzando los estudiantes en el transcurrir de
la vida escolar” (p. 12). “Siendo una guia sobre lo que los estudiantes deben saber y saben hacer

con lo que aprenden” (MEN, 2006, p. 1)

Teniendo en cuenta lo anterior y el interés de este estudio, se pretende trabajar una serie
de tareas que permitan fortalecer el pensamiento métrico y los sistemas métricos o de medidas en
los estudiantes de grado sexto, dado que en este pensamiento se busca que el estudiante

desarrolle los siguientes procesos y conceptos (MEN, 1998, pp 42-46):

La construccion de conceptos de cada magnitud.

- La comprensién de los procesos de conservacion de magnitudes.

- La estimacion de magnitudes y los aspectos de los procesos de “capturar lo continuo con
lo discreto”.

- Laapreciacion del rango de las magnitudes.

- Laseleccion de unidades de medida, de patrones y de instrumentos.



45

- Ladiferencia entre la unidad y el patron de medicion.
- Laasignacion numérica

- El papel del trasfondo social de la medicion

“Los conceptos y procedimientos propios de este pensamiento hacen referencia a la
comprension general que tiene una persona sobre las magnitudes y las cantidades, su medicion y

el uso flexible de los sistemas métricos o de medidas en diferentes situaciones” (MEN, 2006, p.

63).

Desde lo planteado por el MEN en los Lineamientos Curriculares (1998) y en los EBC en
Matematicas (2006), los estudiantes en los grados 6° a 7°deben calcular areas a través de la
composicién y descomposicion de figuras y cuerpos, ademas deben reconocer en los objetos
propiedades o atributos que se puedan medir (longitud, area volumen, capacidad, masa y peso) y,
en los eventos su duracion (Grado 3°) empleando diferentes procedimientos de calculo para
hallar el area de la superficie exterior y el volumen de algunos cuerpos solidos (Grado 5°).

Finalmente deben resolver y formular problemas que requieran técnicas de estimacion.

Asimismo, se toma en consideracion los Derechos Basicos de Aprendizaje DBA (2016)
los cuales “en su conjunto, explicitan los conocimientos, actitudes y habilidades que otorgan un
contexto cultural e historico a quien aprende” para grado sexto, en relacion con las evidencias de
aprendizaje a desarrollar y proponer estrategias de medicion, estimacién y calculo de diferentes

cantidades (areas, longitudes, volimenes, etc.) para resolver problemas.

Por lo anterior, para el desarrollo de la propuesta de aprendizaje o proceso de ensefianza
se trata de abordar algunos procesos y conceptos relacionados con la nocién de area como

magnitud.
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Capitulo I11: Metodologia
La metodologia que se empled para desarrollar este estudio, tiene un carécter cualitativo,
bajo el paradigma de la Investigacion Basada en el Disefio (IBD), de acuerdo con Molina et al.,
(2011), “su objetivo es analizar el aprendizaje en contexto mediante el disefio y estudio
sistematico de maneras particulares de aprendizaje, estrategias y herramientas de ensefianza, de
una forma sensible a la naturaleza sistematica del aprendizaje, la ensefianza y la evaluacion” (p.

76).

Segun Molina et al., (2011) la IBD se caracteriza por cinco aspectos fundamentales que
son: (i) Se centran en la caracterizacion de una situacion de aprendizaje en toda su complejidad,;
(ii) Persiguen el desarrollo de modelos tedricos empiricamente fundamentados, relativos a un
dominio de aprendizaje especifico; (iii) tiene lugar a traves de ciclos continuos de puesta en
practica, analisis y redisefio; (iv) Dada la complejidad de las situaciones de aprendizaje, es
necesario recoger extensos registros para capturar todo el proceso: lo que los alumnos, docentes
e investigadores aprenden a lo largo del desarrollo del experimento; (v) Por su caracter ciclico,
estos estudios implican dos tipos de andlisis de datos: analisis continuados que se realizan
durante los diferentes ciclos y un analisis final retrospectivo de todos los datos recogidos en el

proceso de investigacién (pp. 77-78).

Dentro de la IBD se contemplan los experimentos de ensefianza, que consiste en una serie
de episodios de ensefianza en los que los participantes son uno o mas alumnos, un investigador-
docente y uno 0 mas investigadores-observadores (Steffe y Thompson como se citdé en Molina et
al., 2011). La caracteristica principal de este estudio es la ruptura de la diferenciacion entre
docente e investigador, motivada por el propésito de los investigadores de experimentar de

primera mano el razonamiento y aprendizaje de los alumnos. Por lo general, se espera que el
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alumnado construya conocimiento, que el investigador-docente construya conocimiento sobre la
construccién de conocimiento por parte de los alumnos, y que los demas investigadores

construyan conocimiento sobre ambos y sobre sus interacciones.

Fases del Experimento de Ensefianza

De acuerdo con Cobb y Gravemeijer (2008) en la ejecucion de los experimentos de
ensefianza se distinguen tres fases: preparacion del experimento, experimentacion y analisis
retrospectivo. En la segunda fase tienen lugar las intervenciones en el aula y las sucesivas

iteraciones del ciclo. A continuacion, se describe cada fase que se desarroll en este estudio.

Fase 1. Preparacion del experimento

En esta fase se realizd una revision de la literatura considerando trabajos enfocados en el
aprendizaje mediante la resolucion de problemas, especialmente propuestas para el aprendizaje
del area. En este sentido, se considerd el trabajo de Garcia (2013) el cual propone el desarrollo
de una secuencia de aprendizaje para la construccién del concepto de area fundamentado en la
resolucion de problemas, de este trabajo se seleccionaron tareas de aprendizaje que permitieran
un acercamiento a la nocion de area. Se adaptaron siete tareas de aprendizaje teniendo en cuenta

que se pudieran explorar en un ambiente digital.

La Tarea 1 se selecciond de un cuestionario de conocimientos matematicos primitivos;
las Tareas 2, 3y 4 se tomaron del cuestionario de ideas previas. Estas tareas se seleccionaron en
el mismo sentido, identificar las ideas previas y conocimientos matematicos vinculados al campo
conceptual de estudio. Las Tareas 5, 6 y 7 fueron seleccionadas de la secuencia de aprendizaje
propuesta por Garcia (2013). Estas Tareas estaban propuestas para trabajar a lapiz y papel, para

este estudio fueron adaptadas a un ambiente digital, donde se disefiaron applets de GeoGebra que
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fueron empleados para crear una leccion en GeoGebra Classroom denominada “la finca de don

pedro y sus piscinas”. A continuacion, se presentan las tareas de aprendizaje adaptadas:

La Tarea 1 (Figura 4) tenia por objetivo que los estudiantes establecieran relaciones entre
figuras geométricas. Es decir, componer figuras a partir de otras para poder establecer
afirmaciones sobre ellas. Por tanto, en esta tarea se les presentaba a los estudiantes varios
triangulos etiquetados con algunas letras del abecedario y se les pedia que unieran parejas de

triangulos para formar piscinas cuadradas y rectangulares.

La adaptacion que se le hizo a esta tarea, consistio en la construccion de tridngulos
rectangulos que se pudieran mover, de tal manera que los estudiantes emplearan el arrastre y

rotacion para formar piscinas cuadradas y rectangulares.

Tareal

A continuacion, encontraras varios tipos de tridngulos, con los cuales don Pedro quiere armar

planos de piscinas cuadradas y rectangulares.

Une parejas de tridangulos y ayuda a don Pedro a formar planos de piscinas cuadradas y
rectangulares. Indicacién: Puedes desplazar los triangulos mediante la pantalla, y girarlos a través

del punto rojo.
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Figura 4

Tarea 1 (https://www.geogebra.org/material/edit/id/twuj4vju)

e

1. ¢Cudles parejas de triangulos te permiten formar planos de piscinas cuadradas?

2. ¢Como verificas que son cuadradas?

3. ¢Cuales parejas de triangulos te permiten formar planos de piscinas rectangulares?
4

¢Como verificas que son rectangulares?

La Tarea 2 (Figura 5) tenia por objetivo que los estudiantes identificaran la conservacion
de la magnitud area. En este sentido, la Tarea 2 consistio en la representacion de dos piscinas
Figura A y Figura B (las figuras que componen la piscina B se podian movilizar), las cuales se
iban a pintar y se requeria saber, si se necesitaba diferente cantidad de pintura o la misma, y
ademas saber si las piscinas tenian o no la misma superficie. Para el desarrollo de esta actividad,
en primer lugar, se pretendia que el estudiante moviera las figuras de la piscina B teniendo en
cuenta la nota de la segunda pregunta, y diera cuenta de la cantidad de pintura que se necesitaba
para pintar ambas figuras. Luego, que el estudiante empleara el arrastre para descomponer y

recomponer la Figura B y comprobara que las dos piscinas tienen la misma area.


https://www.geogebra.org/material/edit/id/twuj4vju
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La Tarea inicial propuesta por Garcia (2013) consistia en la representacion de dos Figuras
Ay B, donde se especificaba que la Figura B se habia formado con las piezas de la Figura A y se
preguntaba a los estudiantes si se requeria diferente cantidad de pintura para cada una de ellas,
con la intencién de detectar si los estudiantes manifestaban la conservacion de la magnitud area
cuando es sometida a transformaciones. La adaptacion que se le hizo a esta tarea consistio en que
las figuras que conforman la Figura B se pudiesen mover, para que los estudiantes emplearan el

arrastre como componente didactico que moviliza la conservacion del area.
Tarea 2
Las figuras A 'y B representan el piso de dos piscinas de la finca de don Pedro.

Figura 5

Tarea 2 (https://www.geogebra.org/m/wcdvymv)

1. Situvieras que pintar ambas figuras. ¢Utilizarias diferente cantidad de pintura para cada
una de ellas? ;Por qué?

2. Lafigura Ay la figura B tienen igual area. ;Cémo lo comprobarias? Nota: Las piezas de la
figura B se pueden desplazar a través de la pantalla.


https://www.geogebra.org/m/wcdvymv
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La Tarea 3 (Figura 6) tenia por objetivo que los estudiantes midieran la superficie
mediante recubrimiento o pavimentacién, tomando como unidad de medida baldosas. En
consecuencia, la Tarea 3 consistio en la representacion de una piscina rectangular, la cual don
Pedro desea embaldosar y se dispone de un numero de baldosas que el estudiante debe tomar
para cubrir completamente la piscina. Esta tarea, fue propuesta para que los estudiantes la
trabajen con lapiz y papel. Para este estudio se adapt6 a un applet de GeoGebra donde se
construyeron un rectangulo (piscina) y varios cuadrados (baldosas). Los cuadrados se disefiaron
de tal manera que el estudiante los pudiera desplazar y reacomodar en la piscina, y asi determinar

la cantidad de baldosas que se necesitaba para cubrir completamente la piscina.

Tarea 3

La finca de Pedro tiene una piscina rectangular. El desea embaldosar la piscina con baldosas
cuadradas, como se indican a continuacion.

Figura 6

Tarea 3 (https://www.geogebra.org/m/tvgh3m8n)

Piscina

SRR,

1. ¢Cuéntas baldosas necesita don Pedro para cubrir completamente la piscina? Indicacion:
iPuedes tomar cuantas baldosas necesites!


https://www.geogebra.org/m/tvgh3m8n
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2. ¢Describe como calculaste la cantidad de baldosas que necesitaba don Pedro para cubrir
su piscina?

La Tarea 4 (Figura 7) tenia por objetivo que los estudiantes identificaran la conservacion
del area cuando una figura se descompone y recompone en otra diferente. En este sentido, la
Tarea 4 estaba conformada por la representacion de dos piscinas (Figura A y Figura B) donde se
precisaba a los estudiantes que don Pedro queria formar el modelo de la piscina B a partir de la
figura A. Asimismo, en el modelo de la piscina A se presentaba una linea punteada en la esquina
de la figura, con el proposito de que el estudiante recortara esa parte de la figura y la reubicara
como se muestra en la figura B. Esta tarea, propuesta en Garcia (2013) se adapt6 a un applet de
GeoGebra donde se construyeron las Figuras A 'y B, permitiendo que el tridngulo que se
encuentra en la parte inferior de la Figura B se pudiera mover para que el estudiante identificara
que es el mismo triangulo que se forma en la Figura A, y que al recortarlo por las lineas

punteadas y reacomodarlo permite construir el modelo requerido.

Tarea 4

Don Pedro quiere hacer un disefio de piscina, como se muestra en la figura B, a partir del disefio
de la figura A.
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Figura7

Tarea 4 (https://www.geogebra.org/m/bkwnvkbz)
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1. ¢Como don Pedro obtiene el disefio de la piscina B, a partir del disefio de la piscina A?

2. Don Pedro afirma que el area de la figura A es igual al area de la figura B. ;Cémo lo
comprobarias?

Indicacion: puedes mover el triangulo que se forma en la figura B y girarlo mediante el

punto rojo.

La Tarea 5 (Figura 8) tenia por objetivo que los estudiantes comparan las figuras segun
su area, a través de la descomposicion y superposicion. En este aspecto, la tarea 5 consistio en la
representacion de cuatro planos de piscinas (Figuras A, B, C y D) donde el estudiante debia

determinar cudl de los planos ocupaba mayor o menor superficie.

La tarea inicial propuesta por Garcia (2013) consistia, en que sobre una hoja de papel se
dibujaron disefios de escudos para un club y se preguntaba por cuél de los disefios necesitaba la
menor cantidad de tela para su confeccion, se pretendia que los estudiantes compararan y
ordenaran las figuras segun su area, por inclusion o por romper y rehacer. Esta tarea, hacia parte

de la secuencia de aprendizaje y fue propuesta para que los estudiantes la trabajen con lapiz y


https://www.geogebra.org/m/bkwnvkbz
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papel. Para este estudio, se cambi0 el contexto por planos de piscinas y se elaboraron algunas de
las figuras en GeoGebra, de tal forma que los estudiantes pudieran emplear el arrastre para
descomponer, recomponer y superponer las figuras, con el fin de que ellos compararan los planos
mediante procedimientos directos e indirectos y establecieran cul de los planos tenia mayor o

menor superficie.
Tarea 5

A don Pedro le sugirieron que disefiara planos de piscinas como los que se muestran a
continuacion.

Figura 8

Tarea 5(https://www.geogebra.org/m/tag7pwnx)

Don Pedro desea saber cuél de los planos ocupa menor y mayor superficie.
1. ¢Cual de los planos crees tu que ocupa menor superficie? Justifica tu respuesta.

Indicacion: Puedes desplazar cada una de las figuras, y girarlas mediante los puntos
amarillos que se encuentran en sus bordes.

2. ¢Cual de los disefios crees tu que ocupa mayor superficie? Justifica tu respuesta.


https://www.geogebra.org/m/tqg7pwnx
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La Tarea 6 (Figuras 9, 10 y 11) tenian por objetivo que los estudiantes identificaran la
conservacion del area mediante la superposicion de figuras y ademas describieran los métodos
que utilizaron para resolver las tareas. En este sentido, la tarea 6 estd conformada por tres
applets: en el primero y segundo se presentaba a los estudiantes siete fichas del tangram y una
figura que representa el piso de una piscina que se quiere construir, se pide a los estudiantes
determinar con cuales piezas del tangram fue construido el piso de la figura 1y 2. En el tercer
applet el estudiante dispone de catorce fichas del tangram y la representacion del piso de las
piscinas (Figuras 1y 2), don Pedro afirma que las dos figuras tienen igual area, en este caso el
estudiante debia emplear las fichas del tangram para determinar si la afirmacion de don Pedro es

correcta.

Tarea 6

Con las siguientes figuras se desean construir pisos de piscinas.
La figura 1 representa el piso de una piscina, que don Pedro desea construir.

Figura 9

Tarea 6 (https://www.geogebra.org/m/rkpgxtyp#material/vwkytacq)

- ¥R Piezas del Tangram
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https://www.geogebra.org/m/rkpqxtyp#material/vwkytacq
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Teniendo en cuenta que se necesitan algunas piezas del Tangram para construir los pisos de las
piscinas, Responde.

1. ¢Cuéles piezas del tangram te permiten construir el piso de la piscina 1? Justifica tu
respuesta.

Indicacion: Las piezas del tangram se pueden movilizar a través de la pantalla, y rotar mediante
el punto azul.

La figura 2 representa el piso de otra piscina que don Pedro quiere hacer.

Figura 10

Continuacion de la Tarea 6

RS [ —
| Piezas del Tangram

AR BT
[ A 5

2. Don pedro desea saber ¢Con cuéles piezas del tangram se puede formar el piso de la
Figura 2? Justifica tu respuesta.

Indicacion: Las piezas del tangram se pueden movilizar a través de la pantalla, y rotar mediante

el punto azul.

Don pedro afirma que el piso de la piscina 1y la piscina 2 son iguales.
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Figura 11

Finalizacion de la Tarea 6

- » Figura 1 Figura 2
memien W o o .

La afirmacion de Don Pedro es correcta (Si 0 No?

kW

¢Cémo comprobarias que los pisos de las dos piscinas son iguales, o no? Justifica tu

respuesta. jRecuerda que puedes mover las piezas del Tangram!

La Tarea 7 (Figuras 12, 13 y 14) tenian por objetivo que los estudiantes identificaran la
conservacion del area mediante la superposicion de figuras y realizaran comparaciones que les
permitieran determinar cudl figura ocupa mayor superficie. En este sentido, la Tarea 7 esta
conformada por tres applets: en el primero y segundo se presenta a los estudiantes siete fichas del
tangram y una figura que representa el piso de una piscina que se quiere construir, se pide a los
estudiantes determinar con cuales piezas del tangram fue construido el piso de la figura 3y 4. En
el tercer applet el estudiante dispone de catorce fichas del tangram y la representacion del piso de
las piscinas (figuras 3 y 4), en este caso el estudiante debe emplear las fichas del tangram para

determinar cudl de los planos ocupa mayor superficie.

Las Tareas 6 y 7, propuestas en Garcia (2013) consistia en averiguar con cuales piezas
del tangram se habian construido las figuras que se presentaban a los estudiantes en material

impreso y ademas se les proporcionaba fichas del tangram en goma Eva. La adaptacion que se le
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hizo a estas tareas, en un primer momento fue cambiar el contexto por planos de piscinas, luego
se adaptaron a un ambiente digital mediante la elaboracion de varios applets, donde se
elaboraron las fichas del tangram y las figuras que representaban el piso de las piscinas, de tal
manera que las fichas se pudieran arrastrar y rotar, para que los estudiantes emplearan la
superposicién y comparacion. Y de esta manera determinaran las fichas que necesitaban para
formar los pisos de las piscinas, comparar su area y establecer cual de las figuras tenia mayor

superficie.
Tarea 7

La hija de don Pedro le ha propuesto las figuras 3 y 4 para que construya los pisos de las
piscinas.

Figura 12

Tarea 7(https://www.geogebra.org/m/rkpgxtyp#material/nk9kyfpj)

1. Don pedro quiere saber, ¢Cuéles piezas del Tangram se usaron para construir el piso de la
figura 3? Justifica tu respuesta.

Indicacion: Las piezas del tangram se pueden movilizar a través de la pantalla, y rotar mediante el
punto azul.

La figura 4 representa otro disefio, para hacer el piso de la piscina.


https://www.geogebra.org/m/rkpqxtyp#material/nk9kyfpj

Figura 13

Continuacion de la Tarea 7
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2. Don pedro quiere saber ;Con cudles piezas del tangram, su hija formo el plano de la
figura 4? Justifica tu respuesta.

Indicacion: Las piezas del tangram se pueden movilizar a través de la pantalla, y rotar mediante el

punto azul.

Figura 14

Finalizacién de la Tarea 7

Q)
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Don Pedro y su hija necesitan saber:

3. ¢Cual de los dos planos ocupa mayor superficie? Justifica tu respuesta.

Las tareas presentadas anteriormente fueron el resultado del proceso de validacion por

parte de los profesores y la implementacion piloto con el estudiante de grado 6°.

Fase 2. Experimento

La fase 2 consisti6 inicialmente en una implementacién piloto con estudiante de grado
sexto, de esta intervencion, surgieron cambios respecto al discurso empleado en las tareas. Del
mismo modo, las tareas fueron revisadas y validadas por dos profesores expertos. De estos
procedimientos fue necesario realizar modificaciones a las tareas con el fin de atender algunas

observaciones.

Posteriormente se realizd la intervencidn de las tareas, con estudiantes de sexto grado de
una Institucion Oficial de Cali. Durante su desarrollo se realizaron: videograbaciones, fotografias
notas de audios, hojas de trabajo online de las respuestas que los estudiantes iban registrando a

cada tarea propuesta y una entrevista semiestructura.

El estudio se llevo a cabo en una Institucion Educativa Oficial, ubicada en la comuna 3
de la ciudad de Cali, Valle del Cauca. Su modalidad es formar maestros para nivel preescolar y
basica primaria. Los participantes con los cuales se realiz6 el estudio, fueron 14 estudiantes de

sexto grado con edad promedio de 12 afios, que pertenecen a los estratos 1, 2 'y 3.

En cuanto a la descripcion fisica del entorno donde se hizo la implementacion. Se habilito
una sala de sistemas, donde los estudiantes tenian acceso a tabletas y estaban dispuestos en filas.

Ademas, se contd con un equipo de proyeccion para que los estudiantes pudieran seguir las
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indicaciones. En la Figura 15 se puede observar la distribucion de los recursos fisicos en el salén

de clases.

Figura 15

Disposicion de los Recursos Fisicos en la Sala de Sistemas
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Fuente: Elaboracion Propia

La sesidn tuvo una duracion de 2 horas. Posteriormente se realizé una entrevista

semiestructurada con tres estudiantes del grupo, la cual tuvo una duracion de 1 hora.

Para este trabajo se utilizaron principalmente cuatro fuentes de datos: hojas de trabajo de
los estudiantes, notas de audio, videograbacidn de la sesion de clase y una entrevista

semiestructurada.

Se utilizaron hojas de trabajo online como instrumento de recoleccion, se disefiaron con

el objetivo de caracterizar el aprendizaje de los estudiantes cuando resuelven problemas. Las
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hojas de trabajo se obtuvieron de la leccion que fue elaborada en GeoGebra Classroom, la cual
estaba formada por siete tareas con sus respectivas preguntas. Las preguntas fueron construidas o
adaptadas teniendo en cuenta el trabajo de Garcia (2013), este estudio esta relacionado con la
construccién del concepto de area mediante la resolucion de problemas. Cada pregunta de las
tareas tenia un espacio, para que los estudiantes registraran sus respuestas, las cuales se iban

guardando automaticamente, ver (Figura 16).

Figura 16

Entrada donde el Estudiante Registrd sus Respuestas

Tarea 2
1. Situvieras que pintar ambas figuras. ;Utilizarias diferente cantidad de pintura para cada una de ellas? ;Porque?

. no utilizaria diferente cantidad porgue tienen las mismas figuras solo que estan en diferente orden

Aa

Tarea 3

2. La figura A vy la figura B tienen la misma superficie. ;Como lo comprobarias?
Mota: Las piezas de la figura B se pueden desplazar a través de |a pantalla.

- porque las formas son as mismas de mismo tamario solo que estan en diferente posicion

Aa

La videograbacién tuvo una duracion aproximada de 60 minutos y se hizo con el fin de
complementar la informacion que los estudiantes registraron en las hojas de trabajo y capturar

momentos del proceso que llevan a cabo los estudiantes cuando resuelven problemas.

Las notas de audio fueron intervenciones por parte de los estudiantes a algunas

inquietudes que surgieron, durante el desarrollo de las tareas.

La entrevista semiestructurada tuvo una duracion de 60 minutos, se disefié con el fin de

obtener mas informacion de las respuestas que los estudiantes registraron en las hojas de trabajo.
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La entrevista fue disefiada teniendo en cuenta las respuestas de los estudiantes en cada una de las

tareas.

Fase 3. Analisis retrospectivo

El andlisis de los datos se desarrollé en tres etapas. En la primera etapa, se realizo la
transcripcion en un documento de Excel de las respuestas de los estudiantes, escritas en las hojas
de trabajo, la videograbacion y notas de audios. Estas respuestas se segmentaron y se codificaron
en diferentes hojas de Excel con su respectiva tarea. Posteriormente, se transcribid la entrevista
semiestructurada en una hoja de Excel y se codificaron las respuestas de los estudiantes. En una
segunda etapa, se realiz6 un proceso de categorizacion y construccion de categorias. Finalmente,
en la tercera etapa se utilizaron las dimensiones de la resolucion de problemas propuesta por
Schoenfeld, para analizar el proceso de aprendizaje de los estudiantes teniendo en cuenta las
categorias que emergieron de la segunda etapa. A continuacion, se describe cada una de estas

etapas.

Etapa 1: Transcripcién Hojas de Trabajo, Videograbacién y Notas de Audio.
Inicialmente se transcribieron las hojas de trabajo online, videograbacion de la sesion y notas de
audio. De las hojas de trabajo online surgieron las respuestas de los estudiantes a cada tarea,
estas fueron colocadas en hojas de Excel (cada grupo de respuestas con su respectiva tarea)
donde se hizo una tabla que contenia; las preguntas formuladas a los estudiantes, numero de
estudiante y las respuestas que ellos registraron en cada una de las tareas. A cada hoja se le

asigno el nombre de tarea 1, tarea 2, tarea 3, etc.

De la videograbacién y notas de audio se obtuvieron intervenciones de los estudiantes

durante el desarrollo de las tareas, estas fueron colocadas en una columna de las hojas de Excel
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teniendo en cuenta que correspondiera con el estudiante. Para lo cual se asignaron las etiquetas E

(E1, E2, E3, etc.) para referirse al estudiante y “P” para referirse a la profesora en formacion.

Posteriormente se realizé una lectura de las transcripciones de los datos (hojas de trabajo,

videograbacion y audios), lo que permitié tener una idea global de los datos obtenidos y el

reconocimiento de particularidades, acerca de las respuestas e intervenciones de los estudiantes.

Luego se llevo acabo la codificacion abierta del cuerpo de datos, donde se tuvo en cuenta

las afirmaciones y acciones de los estudiantes al desarrollar cada una de las tareas. De este

proceso surgieron 123 codigos alusivos a las afirmaciones del estudiante. La descripcién de cada

afirmacion de los estudiantes se realizé dando respuesta a tres cuestionamientos: ¢Qué hizo el

estudiante?, ;cémo lo hizo? y ¢Para qué lo hizo? A cada afirmacion o accién se le asigno un

cddigo que representaba la afirmacién de los estudiantes respecto a tema que se estaba

trabajando. En la Tabla 1 se presenta un ejemplo de la forma cdmo se codificaron las

afirmaciones del estudiante.

Tabla 1

Ejemplo de la Codificacion de algunas Afirmaciones de los Estudiantes Registradas en las Hojas

de Trabajo
N° Tarea Pregunta Afirmacion del Cddigo
estudiante

Lafigura Ay lafiguraB E3: “Porque se puede Afirma que, al descomponer
tienen la misma mover la de la figurab las figuras, se puede

Tarea 2 superficie. ¢Como lo y la pongo igual que la  comprobar que tienen la
comprobarias? a” misma superficie

Tarea 3 ¢Describe como E7: “abajo hay 7y Determind que se

calculaste la cantidad de
baldosas que necesitaba
don Pedro para cubrir su
piscina?

arriba 4, los
multiplique ”

necesitaban 28 baldosas
para cubrir completamente
multiplicando la primera fila
por la primera columna.




65

Tarea 4

¢ Como don Pedro
obtiene el disefio de la
piscina B, a partir del

disefio de la piscina A? ~ abajo”

E10: “Solo tiene que
quitar una esquina de
la piscina y ponerla

Afirma que, al recortar una
parte de la figura Ay
moverla, se puede formar la
figura B

Fuente: Elaboracion propia

Una vez codificadas las hojas de trabajo, videograbacion y notas de audio fue necesario

realizar una entrevista semiestructurada con el fin de obtener més informacién acerca de las

respuestas dadas por los estudiantes. Para la entrevista se seleccionaron tres estudiantes teniendo

en cuenta que fueron los que avanzaron en las tareas. La entrevista semiestructurada fue grabada

en notas de audio y transcrita. Luego de la transcripcion, se codificaron las afirmaciones de los

estudiantes ver Tabla 2.

Tabla 2

Ejemplo de la codificacion de las Afirmaciones de E3 Tomando un Segmento de la Entrevista

Semiestructurada

N° Tarea  Segmento de Entrevista Semiestructurada Cadigos
P: ¢La cinco es esta, la recuerdas? Compara los modelos
E3:” Si, si ya me acuerdo, esa me parece que de piscinas, mediante la
Tarea 5 eran los tamafios, cuél era la mas chiquita me sobreposicién de

parece”

P: Si, entonces la pregunta es: ;Cémo hiciste
para determinar que el plano D ocupaba
menor superficie?

E3: “Porque saque las fichitas que estaban
ahi y las trate de acomodar en las demas y no
daba porque quedaba mucho espacio, y
entonces, es decir que era la mas chiquita. ”
P: ¢Qué procedimiento empleaste para decir
que el plano A ocupa mayor superficie?

E3: “Igual, el mismo proceso y quedaba
restando, 6sea quedaba figuras por fueray
asl.”

figuras.

Establece cual de las
superficies es la mas
pequefia y cudl es la
mas grande.

Observa que, si al
sobreponer una figuray
le sobra espacio, la otra
tiene mayor superficie.
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Fuente: Elaboracion propia

Etapa 2: Construccidn de Categorias. A partir de los codigos que emergieron de la
Etapa 1, se realiz6 el proceso de construccion de categorias. Los cddigos se clasificaron y
marcaron con colores con el fin de construir categorias que expresaran los elementos comunes
entre ellos. Asimismo, se definian las categorias, se comparaban entre si para refinarlas y
hacerlas mas fiables. De este proceso surgieron 10 categorias que enmarcaban las acciones y
afirmaciones de los estudiantes. En la Tabla 3 se presentan las categorias que emergieron

teniendo en cuenta el interés de esta investigacion y su definicion.

Tabla 3

Principales Categorias Emergentes de las Afirmaciones de los Estudiantes

Categoria Definicidn de la Categoria

Afirmaciones sobre la congruencia de figuras en relacion con la descomposicion: En esta
categoria se agruparon las afirmaciones de los estudiantes, donde daban cuenta de la
congruencia de figuras bidimensionales. Por ejemplo, los estudiantes determinaban que la
descomposicion, al mover o arrastrar las figuras, les permitia comprobar que las figuras eran

iguales.

2 Afirmaciones sobre la congruencia en relacion a la posicion de las figuras: en esta categoria
se agruparon las afirmaciones donde los estudiantes expresaban que la posicién de las figuras
no afectaba su forma o tamafio. Por ejemplo, los estudiantes determinaban que dos figuras

colocadas en diferente posicion pueden ser iguales.

Afirmaciones sobre la forma y tamafio de las figuras: En esta categoria se agruparon las
3 afirmaciones de los estudiantes, donde daban cuenta que la forma y tamafio de las figuras les
permitia establecer la congruencia de las figuras, ademas de la identificacién de las figuras

geométricas triangulo o cuadrado.

Reconocimiento de la composicion de figuras: En esta categoria se agruparon las afirmaciones

de los estudiantes, donde daban cuenta del reconocimiento de la composicion de figuras
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4 bidimensionales. Por ejemplo, los estudiantes tomaban dos triangulos congruentes y los unian

para formar superficies cuadradas o rectangulares.

Afirmaciones sobre el recubrimiento de una superficie: En esta categoria se agruparon las
afirmaciones en las cuales los estudiantes, daban cuenta del recubrimiento de una figura

mediante baldosas que se tomaron como unidades de medida.

Reconocimiento de la descomposicion de figuras: En esta categoria se agruparon las
6 afirmaciones de los estudiantes sobre la descomposicion de figuras. Por ejemplo, los
estudiantes identificaban que al recortar una parte de una figura y ubicarla en otro lado, se

formaba la figura deseada.

Afirmaciones sobre el area de una figura empleando la descomposicion y superposicion: En
7 esta categoria se agruparon las afirmaciones de los estudiantes en relacion con la

superposicion y descomposicion de figuras para comparar las superficies y determinar si

tenian mayor o menor area. Por ejemplo, los estudiantes sobreponian las figuras y observaban

que, si sobraba superficie, la otra figura tenia menor area.

Afirmaciones sobre las propiedades del rectangulo: En esta categoria se agruparon las
afirmaciones en las cuales los estudiantes daban cuenta de las propiedades (lados y angulos)

8 del rectangulo y cuadrado. Por ejemplo, los estudiantes afirmaban que una de las propiedades
del cuadrado es que todos sus lados son iguales. También identificaban que el rectangulo tiene

dos de sus lados mas largos.

Afirmaciones sobre la medida del area: En esta categoria se agruparon las afirmaciones de los
estudiantes sobre los métodos que emplearon para medir la cantidad de superficie en una
figura. Por ejemplo, algunos emplearon técnicas de conteo como, la multiplicacion y adicion
para determinar el namero de baldosas que se necesitan para cubrir una superficie

completamente.

Percepcion en la comparacion de areas: En esta categoria se agruparon las afirmaciones
10 donde los estudiantes comparaban e identificaban las figuras a través de la percepcion visual,

para determinar si una figura tenia menor o mayor area.

Fuente: Elaboracion propia

Etapa 3: Relacion de las Categorias con el Marco Tedrico. Durante esta etapa, se

operativizaron las dimensiones propuestas por Schoenfeld (1985 ver Marco Tedrico) para
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interpretar el proceso de resolucion de problemas por parte de los estudiantes. En seguida, se

presentan las dimensiones definidas.

Estrategias Cognitivas. Se entienden las estrategias cognitivas como métodos heuristicos
que resultan de utilidad para resolver problemas, las heuristicas son acciones, estrategias o
técnicas que ayudan en el proceso de solucion. A partir de esta definicidn, se establecié que las

categorias 1, 4, 5, 6, 7, 9 y 10 estan relacionadas con la dimension Cognitiva.

Dominio de un conocimiento. Se entiende el dominio de un conocimiento como las
definiciones, hechos y procedimientos usados en un dominio matematico, a partir de esta

definicidn se establecio que las categorias 3, 8, 9, 10 se relacionan con esta dimension.

Estrategias metacognitivas. Se relacionan con el monitoreo empleado al resolver el
problema, por ejemplo; el proceso de seleccion de una estrategia y la necesidad de cambiar de
direccion como resultado de una evaluacién permanente del proceso. Cabe sefialar que esta

estrategia no se relaciond con ninguna de las categorias.

Sistema de creencias. Ideas que los estudiantes tiene acerca de la matematica y como
resuelven problemas. A partir de esta definicion, se establecid que la categoria Afirmaciones
sobre la congruencia en relacion a la posicion de las figuras se relacioné con esta dimension
porque algunos estudiantes consideran que dos figuras colocadas en diferente posicion siguen
siendo las mismas. Por ejemplo, en la Tarea 2 se le pregunto al estudiante: La figura Ay la
figura B tienen la misma superficie. ; Como lo comprobarias? La estudiante E11 respondié: E11:
“las figuras son iguales y del mismo tamafio solo que en diferente lugar” Asimismo en la
entrevista semiestructurada la profesora preguntd: ““¢ Por qué utilizarias la misma cantidad de

pintura, para pintar las figuras A y B?” el estudiante E3 respondid: “Porque, es exactamente la
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misma figura, simplemente en distinto &ngulo.” Luego ¢l profesor contintio preguntando ““¢Qué
quieres decir, cuando dices que una figura esta en distinta posicion?” a lo que ¢l estudiante E3
respondid: “Angulo, por ejemplo, esto, ¢digamos que esto esta asi cierto? y si lo voltean asi, es
lo mismo exactamente, simplemente que esta en distinto angulo, en distinta posicién.” Los
estudiantes consideraban que al descomponer parte de una figura y reubicarla, su nueva posicion
no afectaba su congruencia. Estas son creencias de los estudiantes que determinan como ellos

dan solucion a un problema.

Posteriormente se elabord una rejilla de andlisis (Tabla 4) que permitio relacionar las
categorias emergentes que se definieron en la Etapa 2 con las dimensiones de la resolucion de

problemas.



Tabla 4

Rejilla de Analisis Relacion entre las Categorias de la Etapa 2 con las Dimensiones de la RP

70
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Categorias

Estrategias cognitivas/
Heuristicas

Dominio de un
Conocimiento

Estrategias
Metacognitivas

Sistema de Creencias

Los estudiantes empleaban como
estrategia la descomposicion y

1 como accion el arrastre de figuras
para determinar la congruencia de
dos figuras.
Los estudiantes determinaban
9 que dos figuras colocadas en
diferente posicion seguian
siendo las mismas.
Los estudiantes consideraban
la forma y tamafio de las
3 figuras, para establecer su
congruencia y semejanza.
Los estudiantes empleaban como
estrategia la composicion de
4 figuras para determinar el area de
una superficie, ademas para
formar cuadrados y rectangulos.
Los estudiantes emplearon como
procedimiento el recubrimiento,
5 mediante unidades de medida
(baldosas) para medir una
superficie.
Los estudiantes consideraban que,
al mover, recortar, rotar una parte
de la figura y reubicarla se podia
6 obtener la figura que habia sufrido
transformaciones y su magnitud
area se conservaba en ambas
superficies
Los estudiantes emplearon como
estrategias la descomposicion y
7 superposicion para comparar y
establecer el area de una
superficie
Los estudiantes consideraban
propiedades de las figuras
8 geométricas tales como: los
angulos, medida de sus lados
y numero de lados.
Los estudiantes empleaban Los estudiantes,
técnicas de conteo como la consideraban conceptos
9 adicion y multiplicacion para matematicos como la suma y
resolver el problema de multiplicacion para resolver
recubrimiento. problemas.
Los estudiantes usaron la Los estudiantes usaban la
percepcidn visual para establecer |comparacion para determinar
inferencias sobre las superficies  |si las superficies tenian mayor
10 0 menor area, ademas para

establecer si el rea de las
superficies se conserva.
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Las categorias que emergieron de las afirmaciones y acciones por parte de los estudiantes
al resolver las tareas, se relacionaron teniendo en cuenta las definiciones de las dimensiones. Es
importante mencionar que las casillas en blanco indican que no hubo relacion alguna entre las

categorias y las dimensiones propuestas por Schoenfeld.
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Capitulo 1V: Resultados de Investigacion
Los resultados de este estudio fueron principalmente tres. En el primer resultado, se
adaptaron tareas de aprendizaje en un ambiente digital fundamentadas en la resolucién de
problemas para que los estudiantes de grado 6° se aproximaran a la nocion de area. El segundo
resultado mostro las estrategias heuristicas que empleaban los estudiantes de grado 6° en la
resolucion de problemas de conservacion del area. Finalmente, el tercer resultado establecio el
dominio de conocimiento de los estudiantes de grado 6° cuando resolvieron las tareas. A

continuacion, se amplia cada uno de los resultados.

Adaptacion de las Tareas a un Ambiente que Integra Tecnologias Digitales

En relacion con el primer objetivo especifico de este estudio, se adaptaron una secuencia
de tareas para que los estudiantes tuvieran una aproximacion a la nocion de area como magnitud.
En la elaboracidn de estas tareas, se tuvo en cuenta algunos procedimientos para hallar el area.
En este sentido, se propusieron tareas de area como cantidad de plano ocupado por una superficie

y como nimero de unidades que recubren una superficie.

Respecto a la Tarea 1, se construyeron las figuras (triangulos) de tal manera que se
pudieran mover, rotar y trasladar. Estas configuraciones que se hicieron a las figuras, permitieron
que los estudiantes emplearan la composicion para formar los tridngulos y rectangulos que se

pedian en la Tarea 1.

En la Tarea 2 se construyeron las Figuras Ay B, estas figuras se formaron con figuras
geomeétricas, un rectangulo y dos cuadrados respectivamente. Las figuras que integraban la
Figura B se disefiaron de tal forma que el estudiante pudiera moverlas y trasladarlas. Fue asi
como el disefio de las figuras, les permitié a los estudiantes emplear la descomposicion para

comprobar que el area de las Figuras A y B se conservaba.
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Respecto a la Tarea 3, se disefid un rectangulo que representaba una piscina y cuadrados
que representaban baldosas. Los cuadrados se elaboraron de modo que, el estudiante los pudiera
arrastrar y reubicar en el rectangulo. Esto permitio que los estudiantes recubrieran el rectangulo

empleando las baldosas cuadradas y determinaran el area de la piscina rectangular.

En relacién con la Tarea 4 se construyeron la Figura A'y B, en la Figura A se dibujo una
linea punteada en una esquina para dar a entender al estudiante que debia recortar esa parte de la
figura y acomodarla como en la Figura B, la parte que se recortaba correspondia a un triangulo.
En la Figura B se presentaba el triangulo que se habia recortado de la Figura A en la parte
inferior formando un trapecio recto, el tridangulo que hacia parte de la Figura B se construyé
permitiendo el arrastre, rotacion y traslacion. Estas acciones puestas al triangulo, permitieron que
el estudiante comprobara que era el mismo que se formaba al recortar la linea punteada de la
Figura A. En esta tarea fueron pocos los estudiantes que hicieron uso del arrastre para resolver

las preguntas.

En la Tarea 5 se construyeron cuatro figuras: Figura A, Figura B, Figura C y Figura D,
las cuales estaban formadas por otras figuras geométricas en su interior. En la Figura A se
construyeron tres tridangulos y un rectangulo que se podian mover, rotar y trasladar; en las
Figuras B y C se elaboraron rectangulos que se podian arrastrar, rotar y trasladar; finalmente en
la Figura D se construyeron un trapecio y un triangulo que permitian el arrastre, rotaciéon y
traslacion. La configuracion de estas acciones en las figuras permitio que los estudiantes
emplearan la descomposicion, superposicion y comparacion de las figuras para hacer

afirmaciones acerca del area de cada figura.

En las Tareas 6 y 7 se construyeron las piezas del tangram y varias figuras irregulares

(Figura 1, Figura 2, Figura 3 y Figura 4). Las piezas del tangram fueron disefiadas para que el
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estudiante las pudiera arrastrar, rotar y trasladar. Estas configuraciones en las figuras permitieron
que los estudiantes emplearan la superposicion para comparar y determinar el area de las figuras

irregulares. Cabe resaltar que las Tareas 6 y 7 fueron desarrolladas por muy pocos estudiantes.

En todas las tareas se movilizo el arrastre como componente didactico fundamental, ya
que los estudiantes hicieron uso de este, para avanzar en solucion de los problemas. Las tareas
destacaron ser Utiles para el aprendizaje del area, dado que al ser adaptadas a un AGD

promovieron en los estudiantes la exploracion y explotacion en su desarrollo.

Estrategias Heuristicas Empleadas por los Estudiantes
En coherencia con el segundo objetivo especifico de este estudio, se puede afirmar que
las estrategias heuristicas que emplearon los estudiantes de grado 6° al resolver las tareas de area

fueron las siguientes:

Los estudiantes resolvieron las tareas descomponiendo las figuras para poder determinar
si las areas eran iguales. En este sentido, los estudiantes afirmaron que dos figuras tenian la
misma area si al descomponer una figura, podian componer la otra, ademas, para esto los
estudiantes arrastraban y comprobaban la congruencia de las figuras. Por ejemplo, en la Tarea 4
el profesor le pregunto al estudiante en la hoja de trabajo “Don Pedro afirma que el area de la
figura A es igual al area de la figura B. ¢ Como lo comprobarias?” El estudiante E12 respondid
“porque son el mismo disefio, solo es que teniamos que mover la figura de la b para que quedara
como la de laa” (Figura 17). Cuando el estudiante se referia a que se debia “mover la figura”
hizo uso del arrastre para configurar de nuevo la figura y determinar que las dos figuras son
congruentes. También, los estudiantes emplearon el arrastre para descomponer las figuras y

reacomodarlas, y establecer que su area se conservaba.
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Figura 17
Ejemplo del Empleo del Arrastre por parte del Estudiante para descomponer y Reacomodar la

Figura B

Ademas, los estudiantes utilizaban la composicion de las figuras para formar cuadrados y
rectangulos tomando como figuras base tridngulos rectangulos, también para determinar el area
de una superficie. Por ejemplo, en la entrevista semiestructurada el profesor pregunté: ¢ Cémo
hiciste para establecer que los triangulos L- F, D- Ky A-H te permiten formar planos de
piscinas cuadradas? Luego el profesor continto preguntando “Osea, ;qué proceso hiciste para
formarlos? Y el estudiante E7 respondi6 “Coger los triangulos que eran iguales y formarlos, y si
me daba un lugar asi (sefiala un cuadrado que estaba formado en la Tarea 1) que me quedara
bien formadito, queria decir que esos eran cada uno su pareja. Entonces asi formaba un
cuadrado o un rectangulo ” (Figura 18). Cuando los estudiantes se referian a que se debian unir
los triangulos estaban haciendo uso de la composicion de figuras para formar cuadrados y
rectangulos, y ademas describir las propiedades de estas figuras geométricas. En este sentido la
composicién de figuras permitié que los estudiantes relacionaran los cuadrados y rectangulos con

sus propiedades.
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Figura 18

Ejemplo del Uso del Arrastre por parte del Estudiante para Componer Figuras Geométricas
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Por otro lado, los estudiantes empleaban el arrastre, recorte, rotacion y reacomodacion de
una figura para reconocer que dos figuras tenian diferente forma, pero igual superficie. Por
ejemplo, cuando se le pregunto al estudiante en la hoja de trabajo: “¢Cémo don Pedro obtiene el
disefio de la piscina B, a partir del disefio de la piscina A?” El estudiante E10 respondio: “solo
tiene que quitar una esquina de la piscina y ponerla abajo” asimismo el estudiante E7 escribid
que: “Que este pedacito que estuviera recortado estuviera también aca (sefiala las figuras de la
Tarea 4) ” (Figura 19). Cuando los estudiantes mencionaron que se debia quitar una esquina y
reubicarla, hicieron uso del arrastre, descomposicién y reacomodacion como estrategias para dar
solucion a la Tarea 4. Ademas, los estudiantes reconocieron la propiedad de diseccion (ver marco

tedrico), referente a la conservacién del area de una superficie cuando sufre transformaciones.



Figura 19

Ejemplo del Reconocimiento de la Propiedad de Diseccion por parte del Estudiante
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También los estudiantes emplearon como estrategia la descomposicién y superposicion,
para comparar y establecer cual de las figuras ocupaba mayor o menor superficie respecto a la
Tarea 5. Por ejemplo, en la entrevista semiestructurada el profesor pregunto: “;Como hiciste
para determinar que el plano D ocupaba menor superficie?” El estudiante E3 respondio:
“Porque saque las fichitas que estaban ahi y las trate de acomodar en las demas y no daba

porque quedaba mucho espacio, y entonces, es decir que era la mas chiquita.” (Figura 20).
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Figura 20

Ejemplo del Uso del Arrastre para Descomponer y Superponer Figuras para Comparar

Superficies
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Ademas, hicieron uso de la superposicion de figuras del tangram para resolver las Tareas
6y 7. Por ejemplo, cuando se le pregunto al estudiante en la hoja de trabajo: “Don pedro quiere
saber, ¢ Cuales piezas del Tangram se usaron para construir el piso de la figura 3?” el

estudiante E10 respondi6: “UTILIZE LAS FIGURAS E A B C” (Figura 21).
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Figura 21
Ejemplo del Empleo del Arrastre por parte del Estudiante para Superponer Figuras y Formar

Superficies
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De la misma forma en la revision del desarrollo de las tareas, se evidencia que los
estudiantes hicieron uso del arrastre para emplear como estrategia la superposicion y
descomposicion de superficies para comparar y determinar el area de las figuras. Por ejemplo,
cuando se le pregunt6 al estudiante en la hoja de trabajo: “¢ Cudl de los dos planos ocupa mayor

superficie? ” el estudiante E10 respondio: “LA FIGURA 4~ (Figura 22).
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Figura 22

Ejemplo del Empleo del Arrastre para Superponer Figuras y Comparar Superficies

Por otra parte, los estudiantes emplearon el arrastre y superposicién para recubrir
completamente una superficie, a través de unidades de medida (baldosas). Por ejemplo, en la
entrevista semiestructurada el profesor le pregunto sobre la Tarea 3 al estudiante E3: ““; Qué
procedimiento empleaste para establecer que se necesitaban 28 baldosas para cubrir
completamente la piscina?” El estudiante E3 respondio: “Pues, empezando a llenar las baldosas
y colocarlas y ahi se. Porque acéa decia, porque aca empiezas a contar y ya (sefiala las baldosas
que se encuentran ubicadas dentro de la piscina)” (Figura 23). Cuando el estudiante se refirid
que empez6 a “llenar las baldosas y colocarlas ahi” estaba empleando el arrastre y
superposicién para determinar en nimero de unidades que recubren completamente una

superficie.
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Figura 23
Ejemplo del Empleo del Arrastre para Recubrir Completamente una Superficie
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Asimismo, los estudiantes emplearon técnicas de conteo como la adicion y multiplicacion
para avanzar en proceso de solucion de la Tarea 3. Por ejemplo, en la entrevista semiestructurada
el profesor pregunto: “;Qué procedimiento empleaste para establecer que se necesitaban 28
baldosas para cubrir completamente la piscina?” El estudiante E7 respondi6: “Tenia cuatro asi
de lado (sefiala las baldosas que se encontraban dentro de la piscina) y siete mas hacia abajo.
Entonces simplemente dije; cuatro por siete pues me da veintiocho. Entonces veintiocho es el
total de las que tienen que haber.” En un primer momento los estudiantes usaron el arrastre para

recubrir la superficie, luego hicieron uso de la multiplicacién y adicién para medir la superficie.

Otra de las estrategias que emplearon los estudiantes fue la percepcion visual para emitir
juicios en tareas de comparacién de areas, especialmente de en las Tareas 1y 5. Por ejemplo en
la entrevista semiestructurada el profesor pregunté: “¢ Como hiciste para determinar que el plano
D ocupaba menor superficie?” El estudiante E7 respondio: “Porque se veia que era mds chiquito

que los demas, ya que tenia un solo triangulo y mas era largo, pero no tenia tanto grosor, para
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ocupar mas que estas dos y esta (compara las figuras de la situacion 5) esta, por lo menos la By
la C tiene igual superficie” (Figura 24). Los estudiantes emplearon la percepcion visual para
comparar y determinar si dos superficies eran congruentes, también para establecer cual de los

planos de la Tarea 5 ocupaba mayor o menor superficie.

Figura 24

Ejemplo del Reconocimiento de Superficies Congruentes por parte del Estudiante
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Teniendo en cuenta lo anterior, las estrategias heuristicas que emplearon los estudiantes
en el desarrollo de las tareas fueron: la comparacion directa (superposicion) e indirecta

(descomposicidn), composicion y recubrimiento de superficies.

Dominio del Conocimiento en la Resolucién de Tareas
En coherencia con el tercer objetivo especifico de investigacion, se reconoce que los
conocimientos previos (conceptos, algoritmos y formulas) que tuvieron en cuenta los estudiantes

para resolver las tareas fueron los siguientes:

Los estudiantes tuvieron en cuenta algunas de las propiedades de las figuras geométricas

tales como: los angulos, la medida y numero de lados de los cuadrados y rectangulos para hacer
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afirmaciones de las tareas. Por ejemplo, en la entrevista semiestructura el profesor pregunto:

“¢ Que otra propiedad, nos permitira ver qué se trata de un rectangulo, y no de un cuadrado y
no de otra figura?” El estudiante E7 respondié: “Un cuadrado tiene que tener todos los lados
iguales, un rectangulo tiene que tener dos iguales; dos mas largos y dos mas pequefios.” Cuando
el estudiante se refirié que “un cuadrado tiene que tener todos los lados iguales” tuvo en cuenta
una de las propiedades del cuadrado. Asimismo, los estudiantes consideraron que un cuadrado
tenia sus cuatros lados iguales, la longitud de sus lados era la misma y sus angulos internos eran
iguales. Para el caso del rectangulo identificaban que sus lados opuestos tienen la misma

longitud. A partir de estos conceptos de las figuras geométricas resolvieron la Tarea 1.

Por otro lado, los estudiantes emplearon conceptos matematicos como la sumay
multiplicacion para avanzar en el proceso de solucion de la Tarea 3. Por ejemplo, cuando se le
pregunta al estudiante en la hoja de trabajo: “¢ Describe como calculaste la cantidad de baldosas
que necesitaba Pedro para cubrir su piscina? ” El estudiante E4 respondio:” Primero conté
cuantas baldosas necesito la primera fila y como todas necesitan lo mismo ésea 4 las
multiplique ”. Cuando los estudiantes se referian que habian “contado y multiplicado” estaban
empleando procedimientos cuantitativos para determinar el area de una superficie, ademas,

implicitamente se deduce que usaron la formula b x h para calcular el area del rectangulo.

Ademas, los estudiantes consideraron la forma, tamafio y semejanza de las figuras para
establecer su congruencia y ademas diferenciar las figuras geométricas cuadrado y rectangulo.
Por ejemplo, en la entrevista semiestructurada el profesor preguntd: “;A qué te refieres cuando
dices acomodandolo a su semejanza?” El estudiante E4 respondio: “Pues la semejanza es de
igual forma, 0sea si yo lo tengo esta asi y me esta diciendo acomodarlo de forma que quede

igual. Entonces pues lo acomodo viéndolo a la semejanza del que ya esta hecho.” Otro ejemplo



se dio cuando el profesor pregunto: “;Cudndo dos figuras crees que son las mismas?” 'y el
estudiante E3 respondio: “Que sean del mismo tamafio, que sean iguales, y si no estoy muy
segura que traten de ser de la misma forma y ya.” En las respuestas de los estudiantes se
evidencia que consideraron conceptos como la congruencia y semejanza. A partir de estas

concepciones los estudiantes resolvieron algunas de las tareas.
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Conclusiones
En este estudio se planted como objetivo general caracterizar el aprendizaje de la nocién
de area de los estudiantes de 6° cuando resuelven problemas en un ambiente que integra
tecnologias digitales, lo cual se logré mediante la adaptacion de las tareas a un ambiente digital,
las categorias que emergieron del desarrollo de las tareas por parte de los estudiantes y las
dimensiones propuestas por Schoenfeld (1985) para analizar el proceso de resolucion de

problemas en los estudiantes.

Asimismo, lo anterior fue posible gracias al disefio metodoldgico empleado para
desarrollar este estudio, dado que un experimento de ensefianza, ademas de ser un disefio
metodoldgico ampliamente usado para estudiar la ensefianza, también se puede emplear para

estudiar el aprendizaje.

En primer lugar, para la adaptacion de las tareas de aprendizaje a un ambiente que integra
tecnologias digitales, se consider6 que las tareas propuestas por Garcia (2013) pudieran ser
disefiadas y explotadas en el software GeoGebra, permitiendo emplear aspectos didacticos como

el arrastre, para que los estudiantes resolvieran los problemas de area.

En segundo lugar, a partir de la implementacion piloto y la intervencion con los
estudiantes, se obtuvieron resultados que dan cuenta de las estrategias heuristicas que emplean
los estudiantes 6° para resolver las tareas propuestas, los principales procedimientos que los
estudiantes emplearon fueron: la comparacion directa (superposicion) e indirecta
(descomposicidn), composicién, percepcion visual y medida de superficies por medio del

recubrimiento.
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De igual manera los resultados de la intervencion, permitieron describir el dominio de
conocimiento que los estudiantes de 6° consideraron para el desarrollo de las tareas, estos fueron:
propiedades de las figuras geométricas sobre la forma y tamafo; uso intuitivo del arrastre de las

figuras; empleo de la suma y multiplicacién para medir superficies.

Limitaciones y Recomendaciones

Como en la mayoria de los procesos, se encontraron limitaciones en el desarrollo de la
investigacion, algunas sujetas al trabajo propio en el salon de clases y otras externas pero que
tenian incidencia en el alcance de los propositos. Una de las limitaciones de este estudio se
evidencio en el disefio de las tareas pues este, estaba propuesto para trabajar la conservacion del
area. Sin embargo, los datos recogidos de la implementacion y el analisis de los mismos, se
enfatizaron en las concepciones que los estudiantes tenian sobre los objetos geométricos, y muy

poco sobre las propiedades métricas del area, las cuales no dependen de las formas de las figuras.

Por otro lado, se presentaron dificultades en el desarrollo de las tareas por parte de los
estudiantes, dado que en algunos dispositivos electronicos no funcionaba algunas teclas del
teclado, lo cual no les permiti6 registrar con claridad sus respuestas. Asimismo, no se cont6 con

mouses, de modo que se les dificulto el arrastre de las figuras.

En este trabajo de investigacion se pusieron en juego el desarrollo de un experimento de
ensefianza, las dimensiones de la resolucion de problemas y el empleo de un ambiente que
integrara tecnologias digitales para caracterizar el aprendizaje de los estudiantes. En este sentido,
la leccién desarrollada en un ambiente digital, permitid registrar las respuestas de los estudiantes
a cada tarea, sin embargo, no posibilito interacciones entre los estudiantes. Se sugiere que para

proximos trabajos se organicen grupos de trabajo para que los estudiantes discutan las tareas y se
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haga una prueba diagnostica para determinar los saberes previos de ellos estudiantes, ya que en

este estudio no se realizo.

Aportes a mi Formacion como Licenciada y Proyecciones a Futuro
En primer lugar, es importante mencionar que el haber elegido el objeto matematico area
como magnitud para estudiar el aprendizaje de los estudiantes permitio dar cuenta de la

importancia de las magnitudes y su medida.

Ademas, esta experiencia me permitié conocer aspectos importantes sobre el area como
magnitud. Pues inicialmente asociaba el area al resultado de aplicar una formula. Después de
haber realizado este estudio, me queda claro que la magnitud es todo aquello que podemos
medir, en este sentido un fenémeno que se puede medir es la cantidad de superficie, la cual se le
denomina area. También me posibilito reconocer los diferentes procedimientos que permiten
medir y compara areas de superficies planas. Lo anterior me permitio reconocer la importancia

de estudiar un objeto matematico, antes de llevarlo a las aulas de clase.

Finalmente, se pretende que este trabajo pueda ser empleado por docentes como punto de
apoyo para ir mas alla de esta propuesta de aprendizaje del area como magnitud. Como
consideraciones futuras, se espera poder direccionar esta investigacion, mas a fondo
contemplando elementos relacionados con la ensefianza y aprendizaje de los estudiantes,

intentando dar respuesta a la siguiente pregunta:

¢ Qué caracteriza la ensefianza y el aprendizaje de estudiantes de grado 6°, cuando
resuelven problemas de conservacion de area, haciendo uso de materiales manipulativos y

tecnologias digitales?
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