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Abstract

In this thesis we study late-time cosmological solutions for a scalar field model with
kinetic coupling to curvature and the scalar field coupled to the Gauss-Bonnet inva-
riant, in order to explain the late-time accelerated expansion of the universe. Initially,
exact cosmological solutions that show the phases of decelerated expansion, accelera-
ted expansion and transition to the phantom phase have been found. These phases are
necessary for the satisfactory explanation of the early inflation, and the current acce-
lerated (super accelerated) expansion of the universe. These solutions have been found
by imposing appropriate restrictions on the Gauss-Bonnet and kinetic couplings, ba-
sed on the asimptotic limits of the Friedmann equations. Solutions with Big Rip and
without Big Rip singularities have been studied. An especific choice of the Gauss-
Bonnet coupling, where the squared of the Hubble parameter is proportional to the
kinetic term, allows the reconstruction of the model for an appropriate cosmological
evolution. The new found solution can describe the three cosmological phases that
go from the power-law expansion, that describes a matter dominated universe, to the
scalar field dominated phantom phase. For this solution and according to the values
of the equation of state parameter during different epochs, the parameters of the
solution can be adjusted in order to obtain different scenarios with and without Big
Rip singularities. Little Rip solutions, that give simmilar to Big Rip phenomenology
but without finite time singularities, have been also considered. Finally, an analysis
based on the autonomus system formalism have been performed in order to find the
critical points of the system and analyse their properties of stability. There were found
attractor solutions with scalar field dominance corresponding to late time accelerated
expansion. Two new scaling solutions, related with the kinetic coupling to the cur-
vature, have been found. There have been obtained trajectories in the phase space
connecting unstable or saddle critical points with a late time attractor dominated by

the scalar field. The behavior of the obtained solutions is consistent with the current
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observational data comming from different sourses, WMAP and PLANCK among

others.
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Resumen

En esta tesis se estudian las soluciones de tiempo tardio para un modelo de campo
escalar con acoplamientos cinético a la curvatura y del campo escalar al invariante de
Gauss-Bonnet, con el fin explicar el fenémeno de la expansion acelerada del Universo.
Inicialmente se hallan varias soluciones cosmoldgicas exactas que muestran las fases
de desaceleracién, aceleracion e incluso la fase fantasma. Estas fases son necesarias
para la explicacién satisfactoria de la inflacion temprana, asi como la fase actualmen-
te observada de la aceleracién (super-aceleracién) en el universo de tardio. Dichas
soluciones son posibles dadas las restricciones que se impone a los acoples de Gauss-
Bonnet y cinético no-minimo, basados en los limites asintoticos de las ecuaciones de
Friedmann generalizadas. Se estudia un escenario quitom con y sin singularidades
Big RIP. Una eleccion especifica del acople de Gauss-Bonnet, donde el cuadrado del
parametro de Hubble proporcional al término cinético, permite la reconstruccién del
modelo para una evolucion cosmologica adecuada. Para una nueva solucion hallada, se
pueden describir tres fases de expansién del universo que van desde ley de potencias,
que describe un universo dominado por materia, hasta expansion tipo phantom con
super aceleracién. Para esta misma solucion, y acuerdo con los valores de la ecuacién
de estado durante diferentes épocas, se pueden ajustar los valores de los parametros
para obtener escenarios con o sin las singularidades Big RIP. Adema&s se conside-
ran soluciones tipo Little RIP, las cuales producen una fenomenologia similar a Big
Rip, pero sin singularidades en tiempo finito. Finalmente se realiza un estudio de
las ecuaciones dinamicas del modelo considerando el potencial, los acoples cinético y
de Gauss-Bonnet de forma exponencial los cuales dan lugar a escenarios cosmoldgi-
cos muy atractivos, entre ellos soluciones tipo scaling. Se realiza una estudio de las
ecuaciones dinamicas y se hace un analisis de los puntos criticos determinando las pro-
piedades de estabilidad del sistema dindmico. Se observan soluciones que terminan en

puntos estables con dominancia de campo escalar que corresponden a expansion acele-
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rada con tiempo tardio. Se encuentran dos nuevas soluciones tipo scaling relacionadas
con el acoplamiento cinético a la curvatura. Se determinan trayectorias que parten
de puntos de silla o inestables y terminan en un punto critico estable (atractor) con
dominancia del campo escalar. Las soluciones obtenidos presentan un comportamien-
to acorde con los datos observacionales provenientes de diferentes fuentes, WMAP y

Planck entre otras.
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Capitulo 1

Introduccion

Hace casi 90 anos Edwin Hubble reporté el descubrimiento que abrié el camino
a la Cosmologia moderna. En 1929, informé el descubrimiento de una correlacion
entre la distancia de las Galaxias a la Tierra y sus velocidades [1]. Mas tarde dicha
relacién fue denominada ley de Hubble! v = Hy D, la correlacién muestra que cuanto
mas lejos estd una Galaxia, su luz cambia y se desplaza hacia el extremo rojo del
espectro. Este corrimiento al rojo implica que las Galaxias se estan alejando de la
Tierra. Posteriormente los astronomos interpretaron esto como una evidencia de que

el Universo parece estar expandiéndose?.

Pero, finalizando el siglo XX, aquel hallazgo revolucionario fue sucedido por otro més
asombroso aun: la expansion cosmica del Universo se estaba acelerando. Durante
muchos anos los Cientificos supusieron que la atraccién gravitacional frenaria la
expansion del Universo. Pero en 1998, dos equipos independientes de astrénomos
que estaban estudiando supernovas tipo Ia (Las SNIa son explosiones estelares

que sirven como eventos césmicos que permiten medir distancias) constataron justo

1La constante de proporcionalidad Hy es denominada constante de Hubble, D y v son la distancia
y velocidad “propias”. En el SI Hy es s~ pero es méas frecuente presentarla en km/s/Mpc

2 Recientemente Mario Livio [2], astrénomo del Space Telescope Science Institute presenté argu-
mentos que sostienen que Hubble no fue el primero en descubrir, en 1929, la expansién del Universo,
sino el astrénomo y sacerdote Belga Georges Lemaitre en 1927 [3]
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lo contrario: La expansion del Universo es acelerada (High-Z Supernova Search
Team [4, 5] y Supernova Cosmology Project[5]?). Este descubrimiento singular,
corroborado por observaciones posteriores [7, 8, 9, 10|, fue galardonado en 2011 con
el premio Nobel de Fisica para Adam Riess, Brian P. Schmidt y Saul Perlmutter por

el descubrimiento de la expansion acelerada del Universo.

La pregunta que surge es ;Qué causa que el Universo se esté expandiendo cada vez
mas rapido?. Al respecto se plantean dos alternativas: La primera, es que tal vez ni
Newton ni Einstein tienen la tultima palabra acerca de la gravedad. Y pese a que esta
fuerza parece ser siempre atractiva, como ocurre en la Tierra y en el Sistema Solar,

tal vez en las vastas distancias del espacio intergalactico se comporte de otro modo.

La segunda hipotesis postula que el universo podria estar lleno de una sustancia
desconocida, a la que se le ha dado el nombre de energia oscura, la cual contrarres-
taria la fuerza de la gravedad y provocaria que las galaxias se repeliesen en lugar de
atraerse, este agente seria el responsable de la fuerza repulsiva que, aparentemente,

esta desgarrando el universo.

La expresién “energia oscura” puede resultar confusa o incluso desafortunada, dado
que un término similar y que no guarda relaciéon con ella, la “materia oscura”, se
ha utilizado para describir la materia sin presién (materia no relativista). Este tipo
de materia interactiia muy débilmente con las particulas de materia estandar y su
existencia fue indicada por Zwicky en los anos 30 al comparar las velocidades de
dispersién con la masa observada de las estrellas de las galaxias en el cimulo de
Coma. Puesto que la materia oscura no interactia con la fuerza electromagnética, su

existencia se infiere de sus efectos con la materia visible y es la responsable de forma-

3El primer articulo, que hizo uso de los datos observados para afirmar la existencia de un término
lambda positivo fue el de Padl, G. et al. en 1992 [6]
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cion de estructuras locales en el Universo. De hecho, las evidencias observacionales
establecen que la materia oscura ha jugado un papel crucial para el crecimiento de
la estructura a gran escala, tales como galaxias y cumulos de galaxias. Un recuento
muy intereeante del descubrimiento y desarrollo de las ideas de la materia oscura se

presentan en A brief history of dark matter [11].

Las observaciones cosmoldgicas indican que, en caso de existir, la energia oscura daria
hoy cuenta del 69 % de toda la masa y energia del Universo actual. La materia oscura,
representa un 26 %. La materia ordinaria, que incluye los dtomos de los que estdn
compuestas las Estrellas, los Planetas y los seres Humanos, apenas representaria el
5% de todo lo que existe. La radiacién, que dominé sobre las otros componentes
de la materia en el pasado, cuenta sélo con alrededor de 0,005 % de la densidad de

energia actual total [12, 13].

La hipétesis de la energia oscura ha cautivado mas la atencién que la posibilidad
de cambios en el comportamiento de la Gravitacion a grandes escalas, pues permite
explicar de forma simple y elegante el proceso de formacion de grandes estructu-

ras cosmicas, ademas de no entrar en contradiccion con los datos disponible a la fecha.

De otro lado, en la cosmologia moderna se postula la ocurrencia de otro tipo de
aceleracion cosmica llamada “Inflacién”, la cual se produjo en el Universo temprano
antes de la época en la que la radiacién dominara. La teoria de la “Inflacion” fue
propuesta para resolver varios problemas cosmoldgicos tales como la planitud y el
horizonte [14, 15, 16]. La inflacién ademés propone un mecanismo causal que permite

explicar el origen de la estructura a gran escala en el Universo.



La anisotropia de la temperatura del Fondo Césmico de Microondas (FCM) obser-
vada por el Cosmic Background Explorer (COBE) en 1992 [17], permitié comprobar
que el espectro de fluctuaciones es casi invariante ante la escala. Estos resultados
son consistentes con las predicciones tedricas de las perturbaciones en el espectro
de potencias de la densidad, originados de las fluctuaciones cudnticas de un campo
escalar generado durante la inflacion. Desde el ano 2003, el equipo de la Wilkinson
Microwave Anisotropy Probe (WMAP) ha proporcionado datos observacionales
de alta precisién en las anisotropia del FCM [18, 19, 9, 20]. El satélite Planck,
puesto en orbita desde el 2009, tiene como misiéon medir con mayor precision las
anisotropias espaciales en la temperatura del FCM [21]. Estos resultados no sélo han
proporcionado un fuerte apoyo a la existencia de un periodo de inflacién, sino que
al ser analizados junto con los datos de otras fuentes, sugieren la existencia de la

energia oscura.

Con el proposito de estudiar la naturaleza de la energia oscura y garantizar que es la
responsable de la expansion acelerada del Universo, diversos equipos internacionales
de Cientificos adelantan proyectos encaminados a estudiar la energia oscura (ver més
adelante una lista detallada). Por ejemplo, uno de estos, es el proyecto: Sondeo de la
Energia Oscura (Dark Energy Survey) el cual permitira entender por que el Universo
se esta desgarrando. El instrumento principal de DES es la Camara de Energia
Oscura (DECam)[22] montada en telescopio de cuatro metros de didmetro ubicado
en el Observatorio Interamericano de Cerro Tololo Chile. Desde agosto de 2013 y
durante 5 anos estara tomando imagenes de una vasta franja del cielo del hemisferio
sur, produciendo un mapa detallado de alta resolucién de unos 200 millones de
galaxias y un catélogo de explosiones estelares que permitiran tener un trazado de la

expansion coésmica [23].



Luego del periodo de inflacién, el Universo entr6 en una era de dominancia de
radiacion en la cual se formaron elementos livianos como el Deuterio y el Helio. A
partir de alli, la densidad de energia de la radiacién decayé mas rapidamente que la
de la materia no relativista, tal como los Bariones o la Materia Oscura. La época de

dominacia de la radiacion fue sucedida por la era de dominancia de materia.

La anisotropia observadas por el COBE, WMAP y Planck ocurrieron en la tltima
superficie de dispersion, cuando lo electrones fueron atrapados por el Hidrégeno para
formar atomos. Después de esta época de desacople, los fotones se pudieron mover sin
experimentar dispersion de Thomsom. De acuerdo a los datos proporcionados por el
WMAP [9], los componentes del Universo en esta época eran: materia oscura 63 %,
radiacién 25 %(fotones 15% y neutrinos 10%) y bariones 12%, con una cantidad

muy pequena de energia oscura.

La formacién de estructuras (Galaxias y Cumulos) tuvo su principio en la era de
dominancia de materia, cuando la materia sin presién inicio su dominio en la densidad
de energia total del Universo. La contribucion de los Bariones en la formacién de
estas estructuras fue importante en alguna medida. Durante esta era de dominancia
de Materia oscura, la densidad de energia oscura debe ser insignificante a fin de
lograr la formacion de grandes estructuras. Si la Energia y Materia oscura se acoplan
en alguna medida, en un escenario como la quintaesencia [24, 25|, entonces es posible
que la energia oscura contribuya tanto en la formacién de estructuras a gran escala
como la expansion del Universo. Las observaciones de Cumulos de Galaxias y el

FCM, permiten establecer limites a tales acoples.

A la pregunta sobre la causa de la expansion acelerada, consideramos la posibilidades

de o bien no conocemos suficientemente el comportamiento de la gravedad o postu-



lamos la existencia de la energia oscura. Si partimos de la existencia de la Energia
Oscura, es necesario dar respuesta a la pregunta: ;Qué es la Energia Oscura?. Se han
planteado dos tipos de alternativas: La energia del espacio vacio y la quintaesencia?.

Esta ultima implica modificaciones a la Teoria General de la Relatividad.

La idea de la energia del vacid, resulta equivalente a la Constante Cosmoldgica [26],
la cual fue introducida por Albert Einstein [27], en sus ecuaciones del campo gravi-
tacional buscando que estas tuvieran una solucion finita, estdtica y compatible con
el principio de Mach®. El término Cosmoldgico pese a no ser observable a escala del
Sistema Solar, producia a escalas mayores una repulsién césmica que compensaba la
atraccion gravitacional sobre objetos distantes. Es importante aclarar que el modelo
de Universo que resultaba de las observaciones de la época era muy limitado, pues se

consideraba que el Universo se reducia a la via lactea.

Si embargo el entusiasmo de Einstein duré muy poco, pues en 1917 Willem de Sitter
demostré que las ecuaciones de Einstein con Constante Cosmoldgica, contenian una
solucién sin materia [28], lo cual no estaba precisamente acorde con principio de
Mach. M4ds tarde se llegd a la conclusion que este modelo no era estatico [29]. En
1930 Arthur Eddington demostré que el Universo que emerge de las ecuaciones de
Einstein no era realmente estatico y ademas resultaba muy inestable pues bastaban
una pequenas perturbaciones para que se desencadenara un colapso o una expansion

gravitacional desbocadas [30].

En 1931 Hubble confirmé la expansién del Universo, ya para este tiempo Eins-

tein habia abandonado el término Cosmoldgico y habia considerado un error su

4Particula atin si descubrir, pariente lejana del Boson de Higgs, pero 44 ordenes de magnitud més
ligera.
SPara H. Mach la distribucién de materia en el Universo definfa los sistemas de referencia inerciales



inclusion en las ecuaciones del campo gravitatorio. Si bien el descubrimiento de
Hubble, acabd con la necesidad de una constante cosmolégica, cabe preguntarse si la
gravedad puede adquirir la intensidad suficiente para detener la expansion del Uni-

verso y obligar a contraerse o si por el contrario, el cosmos se expandiria para siempre.

La constante cosmoldgica desaparecié casi completamente de la cosmologia durante
60 anos. Si bien Einstein intenté justificar la presencia desde la relatividad general,
la presencia de este término resulta ineludible desde el punto de vista de la teoria
cuantica de campos (TCC). En su concepcién actual [26], la constante cosmoldgica
difiere bastante de la propuesta de Einstein. En las ecuaciones del campo gravitatorio,

G, =87 GT,,, en las que se relacionan la curvatura G, con el contenido de materia

T,

w, cuando Einstein introduce el término cosmolégico lo colocé en el lado izquierdo,

dando a entender que era una propiedad del espacio. Si se traslada al lado derecho,
adquiere un sentido radicalmente diferente: una nueva y extrana forma de densidad
de energia que permanece constante, incluso cuando el Universo se expande y cuya

gravedad no es atractiva sino repulsiva.

De acuerdo a las leyes de la TCC, el vacio no es la nada, sino un hervidero de
particulas y antiparticulas wvirtuales que, continuamente, aparecen de manera es-
pontanea para aniquilarse una fraccion de segundo después. Este mar de particulas
efimeras tiene energia. Y la energia, al igual que la masa, es responsable de la
gravedad. Sin embargo, a diferencia de la masa, la energia puede dar lugar a
una fuerza de la gravedad tanto atractiva como repulsiva, dependiendo de si la
presion que ejerce es positiva o negativa. De acuerdo con las teorias actuales, la
energia asociada al espacio vacio deberia producir una presién negativa, por lo que

podria actuar como fuente de la gravedad repulsiva que acelera la expansién del



Universo. Para una revisién del tema de la Constante Cosmoldgica ver [26, 31, 32, 33].

Desde el punto de vista de la fisica de particulas, la Constante Cosmoldgica aparece
como la densidad de energia del vacio. Si sumamos energias de punto-cero de todos los
modos normales de un campo y tomamos la escala cut-off del impulso en la escala de
Planck, se estima que la densidad de energia del vacio es del orden py4. » 107 GeV'4.
Este valor es mucho mayor al observado para la energia oscura: ppg ~ 10747 GeV4.
Una energia de vacio con una densidad de energia del orden de py,. » 10 GeV*
en el pasado habria llevado al Universo a una fase de aceleracién césmica eterna,
incluso en el Universo primitivo. Lo anterior representa un problema, pues el éxito del
modelo cosmologico del Big Bang se basa en la existencia de épocas de dominancia
de radiacién y materia. El problema de la gran densidad de energia del vacio era

conocida mucho antes del descubrimiento de expansién acelerada en 1998 [26, 34].

Si la constante cosmoldgica es responsable de la actual aceleraciéon césmica, es
necesario encontrar un mecanismo para obtener un valor lo suficientemente pequeno
que resulte consistente con las observaciones. Se ha realizado una gran cantidad de
esfuerzos el marco de la fisica de particulas. Por ejemplo, en los desarrollos recientes
de la teoria de cuerdas, se muestra que es posible construir un vacio de Sitter a partir

de la compactificacién de dimensiones adicionales [35].

Si la constante cosmoldgica no es la respuesta a la energia oscura, se deben plantear
modelos alternativos. Tales modelos suelen presentarse como modificaciones de
la ecuacién de Einstein ya sea por modificaciones del Tensor de Energia-Impulso
T,, con una presién negativa (modificando el lado derecho de las ecuaciones)

o modificando el lado izquierdo de las ecuaciones o gravitacién modificada. Los

modelos representativos del primer enfoque son: el Cosmén o Quintaesencia



(36, 37, 38, 39, 40, 41, 42, 43, 44, 45, 46, 47, 48, 49, 50, 51, 52|, k-Escencia
[53, 54, 55, 56|, campos escalares fundamentales de la teoria de cuerdas como el Tach-
yon [57], campos escalares con energia cinética negativa o campos Phantom [58, 59],

los modelos de fluidos perfectos como el gas de Chapligyn [60] y su generalizacién

61, 62, 63, 64, 65]

El segundo enfoque para la construccion de modelos de energia oscura, consiste
en la modificaciéon del lado izquierdo de las ecuaciones de Einstein. En el marco
de los modelos de “gravitacion modificada”, se incluyen gravedad f(R), teorias
Escalar-Tensoriales, Gravitacion Gauss-Bonnet y modelos de branas de energia
oscura. En estas teorias, se modifica la ley de gravitacion Universal de tal forma que
se obtenga la expansion acelerada del Universo en tiempo tardio sin recurrir a un
término de energia explicito. Se debe aclarar que las modificaciones a la ley de Gra-

vitacion estan seriamente restringidas por las observaciones ya sean locales o globales.

Es importante tener en cuenta, que los dos enfoques, que se designan como “materia
modificada” y la “gravedad modificada”, no son fundamentalmente diferentes, a
menos que se tengan en cuenta sus implicaciones desde la TCC. Desde el punto de
vista cldsico de la relatividad general (que es todo lo que importa para la mayor
parte de la cosmologia), siempre se puede reformular una en en términos de la otra
mediante la redefinicién de un tensor de energia-impulso adecuado que se iguale al

tensor de Einstein.

En su expresién més simple la gravitacion f(R) se expresa en la accién 4-dimensional

S=53 [ Ao f(R) + Sulgu, bn) (1.1)



Donde k2 =87 G y S, es la accién con campos de materia ¢,,. El escenario de Cons-
tante Cosmoldgica o ACDM (Lambda Cold Dar Matter) corresponde a la densidad
lagrangiana f(R) = R - 2A. Se tienen dos formalismos para derivar las ecuaciones de

campo a partir de esta accién: El formalismo de la métrica y el formalismo de Palatini®

Ya en los anios 80, se conocia que el modelo f(R) = R+ a R? podia se responsable de
inflacién en el Universo temprano, esto resulta del hecho que el término cuadratico
a R? da lugar a una solucién de Sitter asintéticamente exacta. La inflacién termina
cuando el término o R? es despreciable frente a R, de la misma forma es despre-
ciable en la época actual y no es responsable de la expansion acelerada. Puesto
que la expansion acelerada requiere modificaciones para valores pequenos de R,
los modelos que se proponen para explicar la expansién acelerada son del tipo:
f(R)=R-a/R"(a>0y n>0) [66]. Pese a que la expansién acelerada es posible en
este modelo, se presentan problemas relacionados con las restricciones locales [67, 68].
Ademads no se presenta una época de dominancia de materia dado el fuerte acople
entre la materia estandar y la curvatura escalar. En la literatura han sido propuestos
diferentes tipos de modelos para la funciéon f(R) [69, 70]. Un aspecto importante
del estudio de las teorias f(R) es la posibilidad de realizar un analisis dindmico en

el formalismo de la métrica, sin recurrir a una forma especifica del la funcién f(R) [71].

Al igual que el formalismo de la métrica, la viabilidad del formalismo de Palatini
ha sido discutido por diversos autores [72, 73, 74] y tambien se han estudiado las
restricciones [75, 76, 77]. Una de las ventajas del formalismo de Palatini, es el orden
de las ecuaciones de campo que se generan, ademés de otras razones por las que el

estudio de las soluciones dinamicas se hace menos complejo.

6En le formalismo de la métrico las conexiones I'3, se definen en términos de la métrica g,,, en
el formalismo de Palatini g,,, y I'g, son tratadas como variables independientes.

10



La teoria general de la relatividad de Einstein es una teoria geométrica del espacio-
tiempo cuyo punto fundamental es la métrica (un tensor). Es por ello que se considera
una teoria tensorial. Luego del descubrimiento de la aceleracion césmica varios autores
han recurrido a generalizar la constante cosmolégica [78, 79], por la inclusién de un
campo escalar, buscando explicar problemas como el ajuste fino y el problema de la

coincidencia. La forma general de la accion de las teorias Escalar-Tensoriales es:

S= [ a5 16.R) - 560 (V67 ]+ Sl V) (12)

Donde f es una funciéon general del campo escalar ¢ y el escalar de Ricci R, ( es
una funcién de ¢ y S, es el lagrangiano de materia que depende de la métrica
g v del campo de materia W,,. Se ha tomado % = 1. La accién (1.2) incluye una
amplia variedad de teorias como gravitaciéon f(R), Brans-Dicke [80] y la gravedad

con dilatén que surgen de la teoria efectiva de cuerdas de baja energia [81]

Estas teorias no agotan todas las posibilidades de modificaciéon de la gravedad.
Otra posibilidad es anadir al lagrangiano de Einstein funciones generales de los
tensores de Ricci y Riemann f(R, Ry, Ruv, RyasR*e8,...) [82]. Si embargo estos
lagrangianos estan plagados de problemas como los estados de energia negativos
[83, 84, 85]. Pero una combinacién adecuada de los tensores de Ricci y Riemann
que mantiene las ecuaciones de la métrica de segundo orden y no conlleva inestabi-

lidades, es el término de Gauss-Bonnet (GB) acoplado a un campo escalar [86, 87, 88].

La combinacién de GB es una cantidad invariante topoldgico que contribuye a la
dindmica 4-dimensional dado que esté acoplado al campo escalar. El término de GB
es el inico invariante para el cual las derivadas de orden superior aparecen linealmente

en las ecuaciones de movimiento, asegurando la unicidad de las soluciones. El término
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de GB aparece de forma natural como una correccion a la accién efectiva de baja

energia de la teoria de cuerdas [89, 90]. El modelo general estéd dado por:

s= [ doymi3R-5 (V) -V(0) - (O REs] + Sulg W) (13)

Donde V(¢) y f(¢) son funciones de ¢ y R% es el término de Gauss-Bonnet definido
como:

R, = R4 Ry, Rjw + R R (1.4)

Este modelo ha sido estudiado en por diferentes autores [91, 88, 92].

La presente tesis se centra en el estudio de un modelo Escalar-Tensorial de la forma

5= [ doTgl iR+ Fi(0)Cud 006 - 10,600~ V(6) - FA9)G] + S
(1.5)
donde G, = R, — % guwR, G es el invariante 4-dimensional de GB, G = R?-4R,,, R* +
R, ,cR*Po. El acople Fi(¢) tiene dimensiones de (length)? y el acople Fh(¢) es

adimensional.

Inicialmente en [93] se considera la posibilidad de un acoplamiento explicito entre
el campo escalar, el término cinético y la curvatura, como fuente de energia oscu-
ra, analizando el papel de este nuevo acoplamiento en un escenario de evolucién
con la expansion acelerada en tiempo tardio. El acoplamiento no-minimo entre el
campo escalar y la curvatura ha sido considerado ampliamente para explicar la
expansién acelerada del universo [94, 95, 96]. La motivacién bésica para considerar
modelos escalares con acoplamientos a la curvatura tiene que ver con el hecho
de que estos acoplamientos aparecen en el limite de bajas energias de teorias de
gravitacién en altas dimensiones como la teoria de supercuerdas [97] o aparecen

como parte de la anomalia de Weyl en supergravitacién conforme N =4 [98, 99]. Los
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acoplamientos cinéticos a la curvatura han sido considerados como modelos infla-

cionarios en [100, 101, 102, 103], donde se han hecho restricciones a los acoplamientos.

En [104] se estudia el modelo con campo escalar no minimamente acoplado a la
curvatura como una fuente de energia oscura, pero ahora se estudia la ecuacién
de estado en dos casos: con término cinético y sin término cinético, los resultados

mostraron una correspondencia con la fenomenologia de la energia oscura.

Posteriormente en [105] se obtienen soluciones cosmoldgicas aceptables fenomeno-
logicamente con las evidencias de energia oscura. Las soluciones que se obtienen al
restringir el potencial son del tipo ley de potencia. La generalidad del acople cinético
no-minimo se lleva al escenario de la inflacién en [106] donde se hallan condiciones
slow-rolling, al considerar potenciales del tipo cuadratico y de Higgs, ademas se
hallan los valores de los campos al final de la inflacién. Esto permite recuperar la

conexién con la teoria de particulas.

En [107] se establece la conexién entre el acoplamiento cinético no-minimo y el
gas Chaplygin, al obtener soluciones de las ecuaciones de campo que reproducen la
evolucién cosmoldgica propuesta por el fluido perfecto con ecuacion de estado del
gas de Chaplygin [60]. Se encuentran expresiones analiticas para el campo escalar y
los potenciales reconstruidos, que describen los modelos de gas Chaplygin estandar,
generalizado y modificado. Estos describen la unificacién de la energia oscura y la

materia oscura.

El paso siguiente en el estudio del modelo consistié en la inclusiéon del término de
GB. En [108] se estudian los posibles efectos del acoplamiento de GB combinado con

el acoplamiento cinético, en cosmologias de energia oscura, con el fin de aclarar si son
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compatibles con la fenomenologia actual. Se encuentran dos soluciones: la primera
unifica el comportamiento de ley de potencia en con la dominancia de la constante
cosmoldgica en tiempos tardios; la segunda describe un universo en la fase fantasma
y dependiendo de los parametros puede describir el comportamiento de la energia

oscura o puede contener las fases desaceleradas y aceleradas.

En [109] se hallan soluciones del modelo con acople de GB y acoplamiento cinético no
minimo, las cuales unifican la dominancia de materia (radiacién) en etapas tempranas
con transiciones a fases de quintaesencia y fantasmas en tiempo tardio. Ademas se

reconstruyen la cosmologia del gas Chaplygin y del gas Chaplygin generalizado.

Finalmente, los modelos de Branas son motivados en las Teorfas de Supercuer-
das/Teorfa M. En una teoria de Kaluza-Kein convencional, la dimensiones extra son
son compactificadas a fin de obtener una teoria gravitacional efectiva en 4 dimensiones
[110]. En los modelos estandar de Branas las particulas estdn confinadas a un espacio
3 dimensional incrustado en un espacio-tiempo 5 dimensional con dimensiones extra
muy grandes. Entre las propuestas de mundos brana estan la de Randall y Sundrum
[111, 112] y la de Dvali, Gabadadze, y Porrati (DGP) [113]. En estos modelos, es
posible alcanzar la aceleraciéon césmica en tiempo tardio sin recurrir a una fuente de

materia exdtica. En este sentido estas soluciones son Universos auto acelerados.

Para discernir entre las posibles causas de la aceleracién césmica, los cientificos
investigan cuatro fenémenos especialmente sensibles a las distintas hipétesis. Puesto
que cada uno se halla asociado a un tipo diferente de observacion, no se ven afectados
por el mismo tipo de error. Los cuatro fendmenos que se estudian son: La supernovas
SNIa, las anisotropia del Fondo Cosmolégico de Microondas (CMB), los ctimulos

de Galaxias, la deteccién de picos en las ondas acusticas primordiales también
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llamadas Oscilaciones Acusticas Bariénicas (Barionic Acoustic Oscilations) y las

lentes gravitacionales.

Con el fin de analizar la viabilidad de los diferentes modelos de energia oscura,
es importante establecer restricciones mediante el uso de los datos observacionales
provenientes de diferentes fuentes SNIa, CMB y LSS (Large Scale Structures).
Generalmente, la ecuacién de estado de la energia oscura wpg = Ppg/ppE, (donde
rhopg es la densidad de energia oscura y Ppg es la presién) es una buena cantidad
para describir el comportamiento de la energia oscura a nivel fundamental. En el caso
de constante cosmoldgica se tiene que wpp = -1y por lo tanto ppgp = —Ppg. En otros
modelos de energia oscura wpg varia con el tiempo. En la determinacion de la energia
oscura, el punto de partida es detectar las desviaciones del valor wpg = -1 a fin de

encontrar si la energia oscura puede ser identificada con la constante cosmoldgica.

La observacion de Super Novas SNIa, permite obtener informacion de la historia de
la expansion cosmica por el corrimiento al rojo. Son varios los grupos dedicados a
realizar medidas de energia oscura usando como principio las Super Novas tipo a:
High-Z- SN Search [4], Super Nova Cosmology Project (SNCP) [5], Space Telescope
Science Instiitute(STSI) [114], Super Nova Legacy Survey (SNLS) [115], ESSENCE
Supernova Survey [116], Carnegie Supernova Project (CSP) [117, 118], Sloan Digital
Sky Survey-II [119], DES (Dark Energy Survey) [120], Sloan Digital Sky Survey-III
(121, 122, 123, 124], Cosmic Assembly Near-infrared Deep Extragalactic Legacy

Survey (CANDELS) y LSST(Large Synoptic Survey Telescope) en construccién.

En 1990,el satélite Explorador del Fondo Césmico COBE (Cosmic Background explo-
rer) midi6 el espectro del Fondo Césmico de Microondas, los resultados confirmaron

en parte los postulados bésicos de la Teoria del Big Bang. La presencia de la energia
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oscura produce un efecto de desplazamiento de la posicién de los picos acusticos en
la anisotropia del FCM, asi como una modificaciéon a gran escala espectro FCM a
través del llamado efecto Sachs-Wolfe. Aunque los datos del FCM por si solos no
son suficientes para poner fuertes restricciones sobre la energia oscura, el analisis
combinado de SNIa y FCM puede proporcionar limites para la Ecuacién de Estado

(EoS) wpg vy la fraccién de energfa oscura Q9 ,. en momento actual [13, 9, 20].

La distribucién de la agrupacién a gran escala de las galaxias en el cielo también
proporciona informacién adicional sobre las propiedades de la energia oscura. Com-
binando las observaciones del Observatorio de rayos X, Chandra de la NASA, la
luz 6ptica del telescopio espacial Hubble y el Sloan Digital Sky Survey (SDSSS),
se ha obtenido informacién adicional sobre las propiedades de la energia oscura
[125, 126, 127]. En 2005 fue reportado por Eisenstein et al [128] un pico de las
oscilaciones actsticas de bariones (BAO) en el desplazamiento al rojo z = 0.35,
promediando las observaciones de galaxias rojas luminosas en el Sloan Digital Sky
Survey. Esto también nos ha dado otra prueba independiente la Energia Oscura
[128]. El grupo del HETDEX (Hobby-Eberly Telescope Dark Energy Experiment)
estudia las BAO y el efecto de lente gravitacional para entender la naturaleza de la

Energfa oscura [129].

En el presente trabajo se estudia un modelo Escalar-Tensorial con acoplamientos de
GB y cinético no-minimo (1.5), en tres fases: Soluciones exactas, soluciones Big RIP
y Little RIP y finalmente se hace un analisis de sistemas dindmicos para el modelo.

La estructura del documentos es la siguiente.

En el capitulo 2, se presenta una breve introduccién a la Cosmologia Estandar que

tiene como fin introducir los conceptos basicos del trabajo.
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En el capitulo 3, se estudian soluciones cosmolégicas exactas del modelo que pueden
explicar la aceleracién césmica tardia y que pueden contener las fases de des-
aceleracion aceleracién y también una fase phantom que no esta descartada por
las observaciones actuales [130]. Para logra estas soluciones se parte de los limites
asintoticos de las ecuaciones de Friedmann generalizadas para imponer restricciones a
los acoplamientos tanto de GB como el cinético no-minimo. Estas restricciones simpli-
fican considerablemente las ecuaciones permitiendo determinar soluciones exactas que
unifican dominancia de materia en etapas tempranas con transiciones de fase a quin-
taesencia o phantom en etapas tardias. Las soluciones halladas resultan compatibles
con la gran cantidad de datos existentes que apoyan la expansién acelerada tardia del

universo. Se estudia ademas la estabilidad bajo perturbaciones escalares y tensoriales.

En el capitulo 4, se estudia un escenario quintom, con y sin singularidades tipo Big
RIP y Little RIP [131]. Una eleccién adecuada del acople de GB simplifica conside-
rablemente el modelo permitiendo soluciones en la que el cuadrado del parametro
de Hubble es proporcional al término cinético, y a partir de este resultado se realiza
la reconstruccién del modelo para evoluciones cosmolégicas acorde con las observa-
ciones. Se considerd una soluciéon que se ajusta al comportamiento observado de la
ecuaciéon de estado, donde, la singularidad Big RIP puede estar presente o ausente,
dependiendo de los pardmetros de la solucion. También se consideran soluciones tipo
Little RIP, las cuales reproducen una fenomenologia similar al Big RIP pero sin la

singularidad de tiempo finito.

En el capitulo 5, se se utiliza la técnica de los sistemas dindmicos autonomos para
estudiar las soluciones de puntos criticos del modelo y hacer un andlisis de la estabi-
lidad del modelo en estos puntos criticos. También se estudian las trayectorias en el

espacio de fase que conectan soluciones de tiempo temprano con soluciones de tiempo
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tardio, dominadas por el campo escalar, en el caso en que las soluciones de tiempo
tardio son estables. Los puntos criticos hallados describen una amplia variedad de
escenarios cosmologicos que van desde Universos dominados por materia o radiacion,

a Universos dominados por energia oscura.

La conclusiones del trabajo son presentadas en el capitulo 6. En el apéndice se discuten
los aspectos técnicos para aplicar el método de variedad central en el estudio de la
estabilidad de un sistema dinamico en puntos criticos con autovalores de parte real

nula.
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Capitulo 2

Cosmologia Estandar

La Cosmologia estandar de Gran Expansiéon Caliente (Standard Hot Big Bang Cos-
mology) estd basada en el principio Cosmoldgico que establece que: El Universo es
homogéneo e Isotrépico, por lo menos a gran escala. Este principio esta sustentado en
una serie de observaciones astronémicas tales como los fotones del FCM provenientes
de diferentes direcciones y que tienen casi la misma temperatura. La historia del
Universo se reconstruye a partir de la solucién de las ecuaciones de Einstein en un
Universo homogéneo e isétropo. Es claro que existen irregularidades y anisotropia a
nivel local, tales como Estrellas y Galaxias, estas son el resultado de la inestabilidad
de la gravedad actuando sobre una distribucién de materia que fue méas homogénea

en el pasado, en el inicio del Universo.

En este capitulo se presentaran los conceptos basicos para abordar el modelo estandar

del Universo y su relaciéon con los datos observacionales.

2.1. Ecuaciones de Friedmann

El elemento de linea que describe un espacio 4-Dimensional homogéneo e isotropico,

llamado Espacio-tiempo de Friedmann-Lemaitre-Roberson-Walker (FLRW) estd dado
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por:
dr?

d$2 =G d" dz¥ = —dtz + aQ(t) (m

+ TQdQQ) (2.1)

Donde g,, es la métrica y a(t) es el factor de escala que depende del tiempo
cosmolégico t. La curvatura constante del espacio tridimensional K = +1,0,-1,
corresponde a una geometria cerrada, abierta o plana, respectivamente. Esta métrica

puede se deducida de un espacio méaximalmente simétrico ( ver deduccién en [132])

Las ecuaciones de dinamicas pueden ser obtenidas a partir de la las Ecuaciones de
Einstein

Gy =87 GTY (2.2)

Donde G, = R, — % guv R es el tensor de Einstein, T}, es el tensor de Energia-Impulso
y G es la constante de gravitacion universal. El lado izquierdo de (2.2) caracteriza la
geometria del espacio-tiempo, en tanto que el lado derecho caracteriza la energia y el

momento de las componentes de materia.

En términos cosmoldgicos la tasa de expansién césmica se determina mediante la
especificacion de las propiedades de la materia en el Universo. En el espacio de FLRW

el tensor de energia impulso de la materia se restringe a la forma de fluido perfecto:
T" = (p+ P)u"u, + Po¥ (2.3)

Donde u* = (-1,0,0,0) es la velocidad del fluido en coordenadas coomoviles, p y
P son las funciones del tiempo densidad de energia y presion respectivamente. Las
componentes 00 y ij de T}, son T9 = —p y T/ = P§. De las componentes (00) y (i4)

de las ecuaciones de Einstein (2.2), se obtiene:

8tG K
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. K
3H?+2H =87 G -~ (2.5)
a

Donde H = a/a y el punto representa la derivada con respecto al tiempo. Eliminando

K se obtiene

a 8nG

(p+3P) (2.6)

De las Ecuaciones de Einstein (2.2) se tiene que V,1} = V,,G% = 0, lo que reproduce

de nuevo la ecuacién (2.6) en la métrica de FLRW.

p+3H(p+P)=0 (2.7)

La ecuacién (2.7) es llamada la ecuacidn de continuidad.

De otro lado la ecuacién (2.4), se puede escribir de la forma:

Donde
87tGp K
Q= ———— S — 2.9
M= 32 K= (aH)? (2.9)
A menudo se denominan los valores actuales de los pardametros de densidad:
0 0 0 0
ano):S?Tpr(") 0 _87GAY L _87Gpy oo _ 87Gpy (2.10)

sz T amg et T am UK T (g )

para particulas relativistas pﬁo), materia no relativista pSS’, energia oscura pg% y

0 . . . . ., .
curvatura p%). Cuando es necesario identificar la radiacién electromagnética, en lugar
de todas las particulas relativistas, se utiliza el subindice . Cuando es necesario
distinguir entre la materia oscura (cold) y bariones que usan los subindices ¢ y b,

respectivamente. Cuando nos referimos a la constante cosmoldgica, también se usa el
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subindice A en lugar de DE. La M denomina un componente de materia genérico.

Si la expansién del Universo es acelerada (a > 0) entonces el termino de curvatura
|Q§?) | decrece ( puesto que a H = @ crece). Los datos de los 5 anos del WMAP limitan

la curvatura del Universo en la actualidad a Q&?) =-0.0027+3:9039 [133, 134].

Considerando el caso en el que el Universo es dominado por una tnica componente

la Ecuacién de Estado (EoS) toma la forma:
w=Plp (2.11)

Si w es constante , es posible determinar analiticamente la evolucion de p y a para el
Universo plano K = 0. Solucionando las ecuaciones (2.4,2.7) en este caso se obtienen

las soluciones:

p o q-3(1+w) a o< (t _ ti)2/(3(1+w)) (2.12)

Donde ¢; es una constante. Las etapas tempranas del universo se pueden caracterizar
con una ecuacién de estado constante. La radiacién corresponde a w = 1/3, por lo
tanto la evolucién de la densidad de energia y el parametro de escala durante la
era de dominancia de la radiacién estan dados por p o< a* y a o« (¢t -t;)'/2. La
materia no relativista corresponde al caso de una presion despreciable con respecto a
su densidad de energia w ~ 0, la densidad de energia y el parametro de escala durante
la dominancia de materia se comportan como p o< a3 y a o< (t —t;)?/%. Para que la

aceleracion cosmica tenga lugar a > 0, es necesario que:

P<-p/3 w<-1/3 (2.13)
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asumiendo que p > 0. El hecho de que la presiéon negativa conlleve una aceleracién
césmica, puede resultar contra intuitivo. En la gravedad newtoniana la presién esta
relacionada con una fuerza asociada a un potencial local que depende de la posicién
en el espacio. En el Universo homogéneo e isoétropo tal potencial local no esta
presente, lo que significa que no hay presion en la analogia Newtoniana. En otras
palabras, la presién P en funcién del tiempo (¢) en el espacio-tiempo FLRW sélo
aparece en la relatividad general. Los mecanismos que generan esta presion negativa

y la aceleracion cosmica son el tema principal de este trabajo.

Cuando w = -1, es decir, P = —p, se deduce de la ecuacién (2.7) que p es constante.
Este caso corresponde de hecho a la llamada constante cosmolégica. Considerando H
es constante en el Universo plano (K =0), el factor de escala se comporta de manera
exponencial: a o< e~ (1) La constante cosmolégica no puede ser responsable de la
expansion acelerada en la etapa de inflacion en el universo temprano puesto que esta
expansion no habria terminado. Sin embargo, es posible que la constante cosmologica
sea la responsable de la energia oscura y por tanto de la aceleracién cosmica actual

pues esta podria continuar indefinidamente.

La ley de Hubble, establece la proporcionalidad entre la velocidad recesional v y la

distancia propia de una Galaxia D.

v~ Hy D (2.14)

Recientemente el equipo liderado por Adam G. Riess usando la Camara Gran
Angular 3 (WFC3) en el telescopio espacial Hubble (HST) han determinado el valor
de la constante de Hubble en Hy = 73.24 + 1.24km s~ Mpc~! con una precisién de

2.3% [135]. La constante de Hubble H, medida localmente y en el horizonte de
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sonido observado del Fondo Césmico de Microondas (CMB) proporcionan eviden-
cias en los extremos opuestos de la historia de la expansion visible del Universo. Al

comparar los dos resultados se obtiene una prueba rigurosa de la expansion acelerada.

El parametro de Hubble generalmente se escribe:
Hy =100 hkm seg™ Mpc™ =2.1332h x 1072 GeV (2.15)
Se definen el tiempo y el radio de Hubble :

1
ty=—=9.78 x 10° h Lafios Dy = £ = 92998 171 Mpc (2.16)
H() HO

que corresponden con medida aproximadas de la edad del Universo y la mayor escala

observada en la actualidad.

Adems3s es 1til introducir la densidad critica

) _ 3HJ

preie 1.88h% x 1072 gm/em? (2.17)

esta densidad representa la densidad promedio del Universo en la actualidad. Esta
densidad critica es muy pequena comparada con las densidades locales del Universo
(la Tierra p » 5gm/cm? y la densidad homogénea bariones/Materia oscura de nues-
tra Galaxia p ~ 10724 gm/em3 ). A pesar de ser una cantidad muy pequena, es la

responsable de la expansiéon acelerada del Universo.
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Capitulo 3

Soluciones exactas

En el presente capitulo consideramos un modelo de campo escalar con acoples cinético
no minimo y de Gauss-Bonnet como fuente de energia oscura y discutiremos algunos
casos de soluciones exactas de Universo tardio. Partiendo de los limites asintéticos de
la ecuacion de Friedmann generalizada, se pueden imponer restricciones a los acoples.
Estas restricciones simplifican considerablemente las ecuaciones, permitiendo obtener
soluciones exactas, que pueden describir tanto la dominancia temprana de materia
como las transiciones de fase en tiempo tardio a quintaesencia y phantom. Asimismo,

se estudia la estabilidad de las soluciones en ausencia de materia.

3.1. Ecuaciones de campo

El punto de partida e la acciéon que contiene el campo escalar con un acople cinético
a la curvatura y un acople de Gauss-Bonnet (GB)
5= [ doy =gl R F(0)Gud 000~ 50,006 - V(6) - F(6)G] + S,
(3.1)
donde G, = R, — % guwR, G es el invariante 4-dimensional de GB, G = R?-4R,,, R* +
R0 R*Po . El acople Fi(¢) tiene dimensiones de (longitud)? y el acople Fy(¢) es

adimensional.
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Se espera que tanto el acoplamiento de la curvatura con el término cinético como el
acoplamiento GB, sean relevantes para la explicacion de los fenémenos de energia
oscura. El acoplamiento de GB tiene la ventaja de no contribuir con términos de
orden superior al segundo a las ecuaciones de movimiento y por lo tanto no introduce
términos fantasma en la teoria. Asi que las ecuaciones derivadas de esta accién
contienen unicamente segundas derivadas de la métrica y del campo escalar, evitando

los problemas que provienen de las derivadas de orden superior [136].

Realizando la variacién de la ecuacién (3.1) con respecto a la métrica, se obtiene la
expresion general:

1
R, - igwR = k*T,, (3.2)

donde k* =8 wG', T2 es el tensor de energfa-impulso para la componente de materia.
El tensor T}, representa la variacion de los términos que dependen del campo escalar

¢ y puede escribirse como:
Ty =Ty + T, + T30 (3.3)

donde T, ,‘fy, corresponde a las variaciones de los términos estandar minimamente aco-
plados, Tlff, proviene del término cinético y TfVB proviene de la variacién del acople
GB. Dada la presencia de los acoples cinético con la curvatura y de Gauss-Bonnet,
las cantidades derivadas de este tensor de energia-impulso pueden ser consideradas

como cantidades efectivas.

Las variaciones estan dadas por:

T, = 9,096~ 502690 - 0V (6) (34)

26



T = (RW - %QWR) Fi(@)VadV D + g, VAV (FL(¢) V19V 9)
- S50+ 09, (F()V269°6) + RE(6)V,09,6
~2F1(6) (RinV 0V, + RV OV,10) + g Ra Fi ()W ov7g  (3)
+ VY, (FU(0)V6V,0) + VoV, (F1(9) V0V ,10)

- VAV)\ (F1(¢)vu¢vu¢) - gw/vAv'y (F1(¢)VA¢V’Y¢)

TSE =4([V,uV, Fa(0)1R = g [V, Y Fa(9) 1R = 2[VV uF3(6)] R - 2[ V9V, Fa(6) ] Ry
+2[V, VI F2(9) 1 R + 29, [V V7 Fa(6) [ Rpo = 2[V’JV"F2(¢)]RW)
(3.6)
En esta expresion han sido aplicadas las propiedades del invariante 4-dimensional de
Gauss-Bonnet (ver [137, 138]). La variacién con respecto al campo escalar, genera la

ecuacion de movimiento

L0, (VG (RE(6)06 ~ 2R Fy(0)0,0 + °6)] + 0+
de iR “w (3.7)
T (BOL00"6 = 2R, 060 9) - 26 =0

Considerando la métrica plana de Friedman-Lemaitre-Robertson-Walker(FLRW)
(2.1) con K =0,
ds® = —dt?* + a(t)* (dr? + r2dQ?) (3.8)

Asumiendo un campo escalar ¢ homogéneo dependiente del tiempo, las componentes
(00) y (11) de la ecuacién (3.2), especificadas en (3.3)-(3.6), toman la forma (H es el

parametro de Hubble H = a/a)

H? = (ppE + Pm) (3.9)
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por = (507 4V (9) + O Fy(0)? - 24172

—2H - 3H? = k> (ppp + Pm) (3.10)

PoE =H2(%¢2 ~V(¢) - (3H* +2H) Fy(¢)&” - 2H(2F1() 69
dF: dF: d?F: dF: dF:
o T S B AGH I+ 16H 2 0)

En adelante se asume la dominancia del campo escalar (el término de materia no estd

¢3) +8H?

presente en la accién). La ecuacién de movimiento para el campo escalar (3.7) toma

la forma: iV IF
b+3Ho+ @ +3H? (2F1(¢)¢' + —(;q'ﬁ) +18H3Fy(¢)o
+12HHFy(¢)d - 24 (HH? + H*) Cill;z =0

Asumiendo un comportamiento asintotico del campo escalar ¢ = ¢y = const, inde-

(3.11)

pendiente de Fi(¢) y para Fy(¢) = const se llega a una solucién de Sitter, como
puede ser observado de las ecuaciones (3.9) y (3.11). Para ¢ = const a partir de las

ecuaciones (3.9) y (3.11) se sigue que V =V, = const y H = Hy = k\/V/3.

En las secciones siguientes se estudiarén soluciones a las ecuaciones (3.9) a (3.11) que

dan lugar a expansién acelerada.

3.2. Dominancia de campo escalar

Iniciamos estudiando soluciones de las ecuaciones (3.9)-(3.11), en un caso muy im-
portante, cuando potencial del campo escalar y la contribucién de la materia estan
ausentes (V' =0, p,, = 0). En ausencia de potencial evadimos el problema del ajuste
fino en el potencial y en ausencia de materia estamos considerando solo la descripcion

de la componente de energia oscura. Esto deja los acoples F1(¢) y Fz(¢) como grados
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de libertad que caracterizan la dindmica cosmolégica tardia. Considerando el limite
de dominancia de energia oscura (p,, - 0) y energia oscura dominada por el acople
cinético, podemos despreciar el término cinético libre y el acople de Gauss-Bonnet,

partiendo de (3.9), (3.11) y llegando a:

H? - 3F ¢*H? (3.12)

Este limite sugiere la siguiente restriccion para el acople cinético:

Fi¢* =k (3.13)

donde k es una constante. Si dividimos la ecuacién (3.9) entre H? tomando en cuenta
la ecuacion (3.11) se puede escribir la ecuacién (3.9) en términos de los pardmetros

de densidad de energia oscura y materia, de la siguiente forma

QDE+Qm=Q¢+Qk+QGB+Qm=]- (314)
donde
Po
0, =
¢T3 H?
Qi = 3F1 02
3.15)
dF, - dF, (
Qop=8H —2¢$=8H —=
GB d¢¢ 7
Q,, = Pm
3 H?

ademds se a tomado k? =1y p, = $?/2+V; Qi v Qi son los pardmetros de densidad
asociados con el término cinético y GB respectivamente. Considerando el limite de
dominancia de energia oscura por el acople GB (i.e. b — 0), entonces de las ecuaciones
(3.9) y (3.11) se sigue

dF, .

H? > 8 HS%gb (3.16)
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Lo cual motiva una restricciéon al acople de GB

aF _ g

55D (3.17)

Por lo tanto, considerando las definiciones de (3.15), podemos interpretar las restric-
ciones en los acoples cinético y GB como las condiciones bajo las cuales los pardmetros

de densidad 2, v Qgp se hacen constantes.
Qk=3k’, QGB=8g (318)

donde k y g son valores constantes. Habiendo fijado los acoples F; y Fy podemos

resolver las ecuaciones. (3.9)-(3.11).

Una consecuencia importante de los acoples de la forma (3.13) y (3.17) proviene de
la ecuacién de Friedmann generalizada (3.9), (3.11). Partiendo de esta ecuacién y
haciendo V' =0, p,, =0, se llega a

52

H2=%(5+9kH2+249H2) (3.19)

Lo que impone un comportamiento al término cinético
¢* = \2 H? (3.20)

donde A2 =6 (1-3k-8g), que debe ser positivo, i.e. 1 -3 k-8 g > 0. Esto también
indica que el término cinético escala de la misma forma que ppg. Observe que si
tomamos 1 -3 k-8 g =1, entonces se llega a un limite importante #? = 6H?2, el cual
en ausencia de acoples cinético y GB corresponderia al modelo puramente cinético

que describe Stiff matter o materia rigida, con ecuacién de estado w = 1. Pero el
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campo escalar debe satisfacer adicionalmente la ecuacién de movimiento (3.9), la

cual depende de los acoples.

Multiplicando la ecuacién (3.9) por ¢ es posible reducir el orden de la ecuacién a una

de primer orden en funcién funcién de: ¢2, de la siguiente forma (haciendo V =0)

2 . . .
lw +3 Hq§2 +3H2%(F1 ¢2) +18 H3 F1¢2

2 dt (3.21)
+12 HOF,¢* +24 (H H? + H*) % =0
Reemplazando Fy¢? de (3.13) y dFy/dt de (3.17) hallamos
1d(¢?) 92 3 ' ' 2
5 g T3HO +18kH +12k HH +24 g H (H + H?) =0 (3.22)
tomando en cuenta la ecuacién (3.20), se obtiene
(1-k-4g)H+(3-6k-209)H*=0 (3.23)
esta ecuacion tiene una solucion power-law

la cual conduce a expansion acelerada si p > 1. Considerando la constante de in-
tegracién, entonces esta solucién podria describir el comportamiento phantom con
singularidad futura Big RIP. Observe que al hacer 3 -6 k£ —-20 g = 0, se llega a una
solucién de Sitter H = const.. Usando (3.24) en la ecuacién (3.20) se determina el

campo escalar

¢ =Aplnt (3.25)
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y los acoples cinético y de GB de(3.20) y (3.22) respectivamente

_k_ 20w

1= )\2 p2 F2 = i62(;5/()\}7) (326)

Y 2 p

Donde se ha usado (3.25) para t.

Es necesario enfatizar que este comportamiento es exactamente lo que se espera desde
la teorfa de cuerdas para los acoples cinéticos y GB (reescalando apropiadamente el

campo escalar)[139, 140].

Un resultado importante de la ecuacién (3.23) es que esta se puede satisfacer cuando
los dos coeficientes constantes son cero. Esto lleva dos ecuaciones lineales para k y ¢

con soluciones: k = -2, g = 3/4.

Para estos valores concretos las ecuaciones (3.22) y (3.23) se satisfacen automética-
mente para cualquier H(t). Este hecho puede ser utilizado para reconstruir el modelo

para cualquier evolucién cosmolégica codificada en H (t).

En cualquier caso, si el parametro de Hubble difiere de una solucién power-law, los
acoples reconstruidos F} y Fy pueden ser diferentes de simples funciones exponen-
ciales. Como hemos visto, las restricciones (3.18) son aproximaciones razonables de

cosmologia de tiempo tardio.

También podemos encontrar soluciones exactas de las ecuaciones (3.9) y (3.11) con-

siderando las restricciones
Qp=cra™, Qagp=cya® (3.27)
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donde ¢; and ¢4 son constantes numéricas. Esta restriccién para el acople de GB ha
sido considerada en [141]. Usando la variable e-folding N = Ina, las ecuaciones (3.9)

y (3.11) toman la forma

171 dF.
H? = [2H20 +V +9H'F160 + 24H* d]\?] (3.28)
' 1d dv dH?
—(H?*0)+3 H?*0+ — +9H? (F, 9)—+3H4—(F19)
dH? dF, sz ‘
18 H*(F6) + 12 H*—— +24 H*—= =0
i (F10) + AN dN AN

donde se ha usado la propiedad d/dt = Hd/dN. Se ha multiplicado la ecuacién (3.22)
por ¢ y se ha reemplazado (d¢/dN)2 = (N). Usando las restricciones (3.27), adicio-
nalmente se ha considerado que el campo escalar evoluciona como 6 = const = A\? (i.e.

¢ = AN + ¢y), entonces de la ecuacién (3.28) se tiene que
V=H?(3-X/2-3(cx +cy)e™N) (3.30)

Tomando A% = 6a fin de simplificar la expresién para el potencial (i.e. V = =3(¢ +
cg)H?e=*N) y reemplazando en la ecuacién (3.29), se tiene que la ecuacién para H?

se transforma en

dH? 3 . dH?
3—— + 18H? - (ck+§cg)e NdN

i + (2B + ) +3(1+a)c,) e ™ H? =0 (3.31)

Resolviendo esta ecuaciéon se halla

H? = CemV [3c, +2¢, — 62N ]™ (3.32)
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donde C' es una constante de integracién

3cq+6 24
=2 (—Cg %, a) R . TR O (3.33)

3¢y + 2¢4, - (3cy +2¢4)a

De las ecuaciones (3.27) y (3.32) se hallan las expresiones para los acoplamientos

cinético y GB

Ck  _(a aN1™"
Fi=25¢ ()N [3¢, + 2¢; — 6e*N] ™ (3.34)
y
cge(erm)N a+m nm  6eN

F2:

(3.35)

T2, —

_ nl-—" VA
8C (a+m1)(3cy + 2¢,)m 2 a a’ 3¢, + 2¢,
Obsérvese que 1, = 0 produce una solucién del tipo Stiff matter: H?> o< ¢ 6N ~ q76.

Otras soluciones cosmoldgicas interesantes se pueden hallar fijando la potencia 1y = 1,

o 2. Solucionando la ecuacion 7, = 1 con respecto a a se halla

5cg+2c 8(cg+tcy)
92897 =% N _2C*Ck) N
H? = Ce "3 (309 +2¢), — 6e 3ot ) (3.36)

Observe que todas la soluciones halladas pueden escribirse en términos del campo
escalar, reemplazando N = ¢/+/6. Para que esta solucién tenga sentido, la constante
de integracién C' debe ser negativa y 3¢, + 2¢; < 0. Combinando esta tltima ecuacién
con ¢, + ¢ < 0 (que proviene de la condicién de que el potencial es positivo (3.30)
para A2 = 6) lleva a las restricciones (¢, < 0y ¢, < —¢4) 0 (¢g > 0y ¢ < =3¢,/2).
En estas condiciones, el argumento de la segunda exponente en la ecuacién (3.36) se
hace negativo y el signo en el argumento del primer exponente depende de los valores
particulares de ¢, y ¢,. Asi que la solucién (3.36) permite explicar la aceleracién

césmica tardia. En términos del campo escalar, el potencial toma la forma

V =18C (¢, + c1)e™? = 3C (¢, + ) (3¢y + 21, ) e™? (3.37)
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donde
2(cy = 2¢;)
V6(3c, +2¢;)

Scg + 2¢y,

Pr=-2 V6(3¢y +2¢1)

Ba =

Tomando 7y = 2, y solucionado esta condicién con respecto a « se tiene

__Veeg P _\/6(Cg+€k)¢ 2
H? = Ce 39727 | 3¢, + 2c; — 6 0 2% (3.38)

donde C' > 0. La tnica restriccién sobre las constantes ¢, y ¢ es ¢4 + ¢, < 0, para
garantizar que el potencial sea positivo. Por lo tanto, la presente solucion puede
explicar la aceleracién césmica para tiempo tardio, incluyendo la super aceleracion
(wepy < —1) si uno de los argumentos en la potencia (3.39) es positivo. El potencial

escalar toma la forma

V = Voe"? (3¢, + 2¢k - 66724’)2 (3.39)

donde Vp = =3C (¢, +cp), 11 = 0%y = —Y0lata)

3cg+2cy’ 3cg+2cy

3.2.1. Estabilidad de las soluciones

Para abordar el tema de la estabilidad de las soluciones correspondientes a las res-
tricciones (3.18) y (3.27) vamos a introducir el sistema auténomo para las ecuaciones
(3.9)-(3.11) en ausencia de materia. Sobre las generalidades del sistemas dindmicos y

la teoria de la estabilidad lineal, se hard una breve introduccion en el capitulo 5.

Se utilizé este enfoque debido a la naturaleza de las restricciones que hemos consi-
derado, que tienen conexién directa con las variables dindmicas definidas para este
modelo. El andlisis de estabilidad basandose en perturbaciones, de soluciones infla-

cionarias en la teoria Escalar-Tensorial de segundo orden mas general, se ha realizado
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en [142]. Vamos a considerar las siguientes variables dindmicas

/igzg K2V 91 9
T = , y=—=, k=3rk"Fi¢°,
V2H H?
) 3.40
TR | o
g_ d¢7 _H2

Los términos con derivadas en (3.9)-(3.11) transforman bajo el cambio de variable de

la siguiente forma

§ V2H?(ze + 2')
K
v H?(2ye+y')
"
¢ V2ra (3.41)
d?F  xg' —g(2we+ ')
de? 16H2a3
dFy  ak' - kk(we + ')
de 3V2H?2!

donde la “prima” denota derivada con respecto a la variable e-folding N. En el

analisis posterior estableceremos x2 = 1.

En términos de las variables (3.40) y haciendo uso de (3.41), las ecuaciones (3.9)-

(3.11) pueden ser transformadas en el siguiente sistema auténomo de primer orden

2> +y+3k+3g-3=0=0
200" +2(3+€)x? +y' +2ey + k' +2(3+26)k +3(1+€)g =0 (3.42)
2€+3+x2—y—§k’—%(3+26)k—g'—(2+6)g20
Debemos tener en cuenta que la solucién (3.24)-(3.26) se obtuvo sin potencial (i.e.
V' =0) en (3.40) y por lo tanto no hay variable y asociada con el potencial. Ademas

hay que tener en cuenta las restricciones de las variables dindmicas k y ¢ (3.18), que

conducen a la solucién (3.24)-(3.26). Todo esto contribuye a complementar el sistema
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dindmico(3.42) con las siguientes ecuaciones

y=0, ¢'=0, k'=0 (3.43)

Y por lo tanto, el sistema se reduce al siguiente sistema dinamico unidimensional para

x
3g+3k+2°-3=0 (3.44)
39(e+1) +2e(2k +2?) + 6k + 20(3x +2') = 0 (3.45)
donde
2 -z?-
6:_3(g+l<: z? - 3) (3.46)

3g+2k-6
Tenga en cuenta que las constantes k y g no son arbitrarias, ya que debe satisfacer la

restriccion (3.44). A partir de (3.45) y (3.46) se sigue

3(g-222)(3(g+k—-1)+2?)
2x(3g + 2k - 6)

' = f(x) = (3.47)

Los puntos criticos de (3.47) son: 15 = +\/g/2 v w34 = £\/3(1 —g—k). Es facil
comprobar que la solucién (3.24), (3.25)es un punto critico cuando A = /215 o
A = V2234 Tomando la derivada de (3.47) con respecto a z y evaluando en los

puntos criticos, nos encontramos con las ecuaciones de valores propios

1\ = ﬁ| _ _ 3(7g+6k-6)
AL T gglr=rie T T T 3g42k—6

. La estabilidad del punto critico z » exige que A\; < 0,lo
que lleva a una de las siguientes condiciones: (g > 6, k > £(6 - 7g)), (g < 6,
k> 3(6-3g)), (9 <6,k<3(6-T7g)) o0 (9>06,k<3(6-3g)).Siuna de estas

condiciones se cumple, entonces el punto fijo z; 2 es un atractor.
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2. g = %h:x“ = %. For Ay < 0 este punto fijo es un atractor, que conduce
a las condiciones: (g < 6, $(6-7g) <k < 3(6-3g)) or (g9 >6, 2(6-3g) <k <

16-1T9)).

Teniendo en cuenta que la solucién es un punto fijo z = xg = \/ V2, entonces \ toma los
siguientes valores: A = +,/g para los puntos fijos 12 y A = £,/6(1 -k - g) para x3 4.
Usando este resultado en la ecuacién (3.44), a continuacién, las desigualdades ante-
riores se traducen en las siguientes condiciones para ¢ a fin de conseguir la estabilidad

de la solucién de (3.24)-(3.26):

A <0: 0<g<12 (3.48)

A <0: g<0 or g>12 (3.49)

Para la segunda soluciéon hemos utilizado las restricciones (3.27) en los pardmetros
de densidad, los acoplamientos cinéticos y Gauss-Bonnet como se define en (3.15).
Tenga en cuenta que estos parametros de densidad coinciden con los definidas como
las variables dindmicas correspondientes en (3.40) (i.e. k = Q; y g = €, tomando

k? =1). Ademds, para obtener la solucién (3.32) hemos considerado el ansatz:
0= @2 =)\2 (3.50)
donde nos hemos limitado al caso A% = 6, lo que le da al potencial la forma
V=VoH?*e N, Vy=-3(cr+c,) (3.51)
De la ecuacion (3.50) se sigue que

¢ = o+ V6N (3.52)
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Y por lo tanto la variable x se hace constante como se deduce de la definicién
T = ﬁ = % = /3 = zy. Esto permite establecer que z/ = 0. Haciendo ¢y =
0,podemos volver a expresar la variable N en términos de ¢ y el potencial de la
forma: V = VyH2e-2¢/v6_ que de acuerdo con (3.40) produce y = Voe2®/V6 y de (3.27):

k=cpe@¢IVE g = cge=9! V6 Haciendo uso de estos resultados, el sistema dindmico se

reduce a las ecuaciones

! !/ «Q !/ Q
y = _—I‘y g = ——xg7 k = ——Z‘k (353)
V3 V3 V3
A partir de estas ecuaciones se deduce que el inico punto critico es (0,0,0) y la matriz
de valores propios se convierte en una matriz diagonal con todos los valores propios
iguales
«

)\1 = )\2 = )\3 = —ﬁﬁo = - (354)

de lo que se deduce que el punto(0,0,0) es un punto critico estable (atractor) si o > 0.
Esto tiene sentido si vemos que en t — oo (0 @ - o) (como se desprende de la solucién
(3.33) de las restricciones discutidas en ¢ y ¢,), entonces g - 0, k - 0 y y — 0 para

valores positivos de «, como se sigue de (3.27) y (3.51).

3.2.2. Estabilidad bajo perturbaciones escalares y tensoriales

El modelo presentado es un caso particular de la teoria Galileén generalizada
(142, 143, 144, 145]. En [142] se presentan las condiciones para evitar las inesta-
bilidades fantasma y de gradiente en la teoria generalizada del Galileén. Aqui nos
basaremos en el andlisis general de estabilidad presentado en [142] y lo aplicaremos

al modelo (3.1), como caso especial en ausencia de materia.
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El modelo generalizado del Galileén se puede escribir como [142] (setting k2 = 1)

S = fd4x\/_ K(¢,X) - Gs(¢, X)Op + Ga(, X)R+0G4((D )% = (V,V,0)?)
- Go(6, )G9 - 25 [(06) - B(O0)(V,9u0)° +29,9.6)"]

(3.55)
donde X = -V,0VH0/2 y (V,V,0)? = (V,.V,0)(V'V0)(V,VF¢) . Para obtener el

modelo (3.1) (con S, = 0) utilizamos la siguiente correspondencia:

d4F2 d3F2

K0, X) =-V(@)+ X =857 X (3 -InX), Gy= 475 X(T-3In%) (3.56)
1 dF oF () I |
Gi=3 =4 X@-X), Gry=— "y + 4, X

do

donde el primer término en la expresién para G5 da (hasta una derivada total) el
acoplamiento cinético no minimo como aparece en el tercer término de (3.1) (tenga
en cuenta que Fy =1 con lleva a G5 = —¢) y todos los términos dependiendo de F;, en

(3.56) reproducen el acople GB de (3.1).

3.2.3. Perturbaciones tensoriales

La accién cuadrética para las perturbaciones tensoriales h;; estan dadas por (ver

[142])
525y = [ dtdza? (gThfj F (@ hlj)Q) (3.57)
- o2, ax s (12 060)]
S 0X oxX 0o )1 (3.59)
oo (i)
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a partir de (3.57) se deduce que las condiciones para evitar inestabilidades fantasmas

y de gradiente bajo perturbaciones tensoriales se reducen a

Gr>0, Fr>0 (3.59)

Sustituyendo las soluciones (3.24)-(3.26) en (3.58), teniendo en cuenta las definiciones

(3.56), podemos analizar las condiciones (3.59). La condicién Gr > 0 toma la forma

k(A2p? + 2\po + 4¢?)
(Ap +2¢)?

Gr=1-8g- >0 (3.60)

Entonces el tensor fantasma desaparece si se satisface la desigualdad anterior, o si
g<0y k<0 (siempre que ¢ = Aplnt > 0). Tenga en cuenta que para tiempos grandes
Gr se comporta como

Gr=1-8g-k (3.61)

que es también el limite de Sitter que tiene lugar en p — oo (en este limite el pardmetro

2
EoS w=-1+ 3 toma el valorw = —1). Asi que la condicién k < 1 — 8¢ garantiza la
P

ausencia de inestabilidades fantasmas para tiempos grandes y en el limite de Sitter.

La condicién para Fr estd dada por

8g  k(N2p? +2\po + 4¢?)
Fr=1-—= 0 3.62
g p (Ap +2¢)? g (3.62)

para tiempos grandes y en el limite de Sitter Fr se comporta respectivamente como
8g
Frlimo =1- " +k, Frlpow=1+k (3.63)

Al combinar las condiciones anteriores, evitar inestabilidades fantasmas y de gradien-

te bajo perturbaciones tensoriales impone las siguientes restricciones para tiempos
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grandes:
D 8g-p
4+ 4p’ P

p>0, g< <k<1-8¢g (3.64)

y en el limite de Sitter nos encontramos con las siguientes restricciones
1
9<7 -1<k<1-8g (3.65)

Otro resultado interesante se obtiene cuando despreciamos el acoplamiento cinético.
Haciendo k£ =0 en (3.60) y (3.62) de esto se sigue Gy y Fr se hacen constante iguales
a

8
Gr=1-8¢, Fr=1--2 (3.66)

p
Asi, en el caso particular sin acoplamiento cinético, el modelo esta libre de inestabili-
dades fantasmas y de gradiente (independientemente del tiempo) bajo perturbaciones
tensoriales, para la evolucion de ley de potencia, siempre que g cumpla las restriccio-
nes

O<p<l, g<p/8, or, p>1, g<1/8 (3.67)

Vamos a considerar la segunda solucién dada por las ecuaciones (3.30) (con A? = 6),
(3.32)-(3.35) en la variable N. Para evaluar las condiciones(3.59) de esta solucion,
hacemos uso d/dt = Hd/dN en las ecuaciones (3.56) y (3.58). En este caso las
expresiones Gr vy Fr estan mas involucradas, pero asumiendo « > 0 se ha encontrado
que para tiempos grandes (futuro infinito)Gr — 1 y Fr - 1 (independientemente
de ¢, and ¢;), lo que indica que podemos esperar estabilidad bajo perturbaciones

tensoriales en el futuro.

Por otro lado, si consideramos « < 0 las condiciones de estabilidad tienen lugar en los
primeros instantes. Sin embargo, estas apreciaciones corresponden a un comporta-

miento asintético. Para dar un ejemplo numérico se analiza el modelo viable especifico
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de energia oscura (3.38), (3.39) que corresponde a 7y = 2. Para simplificar el andlisis
numérico utilizamos las unidades 2 = 1, H? = 1. Como condicién inicial vamos a
suponer que el valor actual de la EOS es w = —1 y las constantes ¢4, ¢ y C' estdn su-

jetos a la condicién de planitud (aqui las constantes C' se presenta en unidades de Hg).

Ademads podemos restringir las constantes ¢, y ¢ de tal forma quel término de Stiff

matter (< a™%) en la expresién para H desaparezca. Esto produce la relacién

_3(g*-89)
Cp=-——— -t
2(g-6)
El andlisis numérico para los valores especificos de ¢, = 10712 y ¢, = =2 x 10712 se

resume en la figura (3.1) Para estos valores el modelo energia oscura describe con

gran precisiéon un universo de Sitter, con EoS practicamente constante, w = —1.

Vemos que la solucion es estable bajo perturbaciones tensoriales durante diferentes
épocas cosmoldgicas, incluyendo tiempos tardios y la evolucion futura, que van desde
los z ~ —0.98, Fr tiende a valores negativos, indicando inestabilidades en el futuro

lejano, cuando el Eos tiende a w|,__; = -3.

3.2.4. Perturbaciones escalares

Una expresion similar para la accién cuadratica de las perturbaciones escalares ¢ esta

dada por
o Fe .
528 = [ dt &z a® (QSC2 - a—QS(VC)Q) (3.68)
donde
I
gs = @QT +3Gr
2 2 (3.69)
.7:5' = i % + % - -7:T
dt\ © e
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Figura 3.1: Gr y Fr versus In(1+2), para ¢, = 10712 y ¢, = —2x 10712, Tenga en cuenta
que Gr y Fr son practicamente constantes e iguales a 1, durante todas las épocas
cosmologicas. El grafico interior muestra el comportamiento futuro de Gr y Fr para
el corrimiento al rojo z en la regién (-0.99,-0.94). Tenga en cuenta que a partir de
z ~—=0.97 los valores de Gy, Fr comienzan a diferir de 1. Esta solucién es estable bajo
perturbaciones tensoriales para una amplia gama de desplazamientos al rojo

con X y © dados por

5 :X?—i +2X221£ +6H)X (2% +X%2§§) ‘QX(a(‘i3 +X§;§;()
—6HQG4+6[H2X(7%+16X?9§; +4X2§§;) (3.70)
- Hé(aa% : 5X§;g;< ' QXQa?ﬁ;i??) |« meox (o v2ox gy
+4X2%)—6H2X (6%—%+9X§%+2X2%)
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- 0G3 0G4 282G4) -0Gy
O=-90X e +2H(G4 4X e 4X e +¢ 9 sy
. 02Gy . 0Gs 0%Gs 0G’ 9*Gs '
2X - H? (5X— 2X2—) 2HX (3— 2X )
v2Xog oy T HOPA Gy TP ke ) 96 " 000X
Las inestabilidades fantasmas y de gradiente estan ausentes siempre que
Gs>0, Fs>0 (3.72)

En el caso de la solucién de (3.24)-(3.26), y haciendo uso de (3.56) y (3.69)-(3.71), se
halla

Gs =[3(4(8g+ k= 1) n*(t) + 2(16g + k - 2) In(t)
+8g+ k- 1)(16(64g2 +8g(4k — 1) — 6k + 3k — 1) In'(¢) + 8(256¢ + 8g(9k — 4)
— 15k2 + 12k — 4) In®(t) + 4(3849% + 80gk — 48¢ — 21k? + 18k — 6) In*(t)
+2(2569° + 8g(9k — 4) — 15k% + 12k - 4) In(t) + 649> + 8g(4k = 1) - 6k* + 3k~ 1)

/[(2In(t) + 1)2(4(3k - 1) In®(¢) + (6k — 4) In(t) + 3k — 1)?]
(3.73)

3(-64g%(p+1) +8g(—2kp+k+2p+1) - k(4kp+k-2)-1) dkp + k
- 3p(3k - 1) T3 + 1)
_ k(4p+3) 8(1-129)%k((p+1)In(t) - 1)
3p(2In(t) +1)2  3p(3k-1)[2In(¢)((6k - 2)In(t) + 3k —2) + 3k — 1]
4k (16(1 - 129)2k((3k —2) In(t) + 3k - 1)
’ 3p(2In(t) + 1) 3p(3k — )[21n()((6k — 2) In(t) + 3k — 2) + 3k — 1]2 @74)
3.74

Fs

Para tiempo grandes, tomando el limite ¢ - oo en (3.73) y (3.74) hallamos

3(8g+k—-1)(64¢g>+8g(4k-1)-6k%+3k—-1)
gS|t—><x> = 2
(1-3k)

(3.75)
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-1+2k-64¢g%(1+p) - k(1 +4p) + 8g(1 + k + 2p — 2kp)
(-1+3k)p

Fsltooo = (3.76)

Asi que la estabilidad bajo perturbaciones escalares para tiempos grandes es posible,
con la condicién de que Gglinoo > 0¥ Fslinoo > 0. Tenga en cuenta que los mismos
limites que se describen por las ecuaciones. (3.75) y (3.76) tienen lugar en los tiempos
primitivos ¢ — 0, y por lo tanto las mismas condiciones garantizan la estabilidad en

tiempos tempranos y tardios.

Tomando el limite p - oo en (3.76), se encuentra el limite de Sitter

4(16g2 — 4g + 4gk + k?)
1-3k

Fslas = (3.77)

Tenga en cuenta que Gsli—. no depende de p. Por lo tanto la solucién es estable bajo

perturbaciones escalares en el limite de Sitter si g y k satisfacen las restricciones
(8g+k—-1)(64g°+8g(4k—1)-6k*+3k-1) >0, 16¢g>°-4g+dgk+k*>0, 1-3k>0 (3.78)

Si despreciamos el acoplamiento cinético (k = 0), asi que de (3.73) y (3.74) se halla

que Gs y Fs son constantes dadas por

_ 1+64¢%(1 +p) - 8g(1 +2p)
p

Gs =3 -384¢% + 1536¢°, Fg

(3.79)

Por lo tanto, en este caso, el modelo esta libre de inestabilidades fantasmas y de
gradiente (independientemente del tiempo) bajo perturbaciones escalares, por la evo-

lucion en ley de potencia, siempre que g satisfaga las restricciones de p > 0

3-384¢% +1536¢° > 0, 1+64¢*(1+p)-8g(1+2p)>0 (3.80)
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La expansion acelerada ocurre para p > 1, la cual junto como (3.80) conduce a las

restricciones:

Para 1<p<1++5

(1 V5)<g< 1(131?) 116,/?f+_)3’,o, g>—(1+\/_) (3.81)

Para p>1+5

(1-vB) < g< —2P_ 1+2p 1 4p? -3 1+2p - 1 4p% -3 (3.82)
- ——— 0 — :
6(1+p) 16V (T+p)2 @ 97 16(1+p) (1+p)2

-0.995 -0.990 -0.985 -0.980 -0.975 -0.970 1

Fs Z

0 5 10 15 20

Ln(1+2z)

Figura 3.2: Gg and Fg versus In(1+2), para ¢, = 10712 y ¢}, = -2 x 10712, Se determiné
que Gs = 3y Fg =0 con una alta precisién durante una amplia gama de desplazamien-
tos al rojo que cubre las épocas relevantes para la energia oscura. La gréfica interna
muestra el comportamiento futuro de de Gr y Fr para el corrimiento al rojo z en la
regién (—0.99,-0.97). Tenga en cuenta que a partir de z ~ —0.99 los valores de Gg, Fg
comenzaran a cambiar

En cuanto a la segunda solucién (3.32), consideramos el caso 7y = 2, pero las expresio-
nes de Gs y Fg son expresiones demasiado extensas para presentarlas aqui. Se realizo
el andlisis numérico para el mismo caso particular considerado en las perturbaciones
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tensoriales. En la figura (3.2) se resumen los resultados numéricos obtenidos para el

estudio de estabilidad bajo perturbaciones escalares.

Los resultados numéricos demuestran que después de z ~ —0.998 la cantidad Gg se hace
negativa y Fg comienza a aumentar a valores grandes positivos. En resumen, hemos
encontrado que la solucién estéa libre de inestabilidades fantasmas y de gradiente bajo
perturbaciones escalares en un amplio rango de desplazamientos al rojo, que abarca
diferentes épocas cosmoldgicas, incluyendo aquellas que son relevantes para la energia

oscura.

3.3. Campo escalar y materia

Vamos a considerar el modelo completo con la contribuciéon de sector de la materia.
Combinando la ecuacién de estado p,, = wp,, con la ecuacién de continuidad p,, +
3H(pm + pm) = 0, se obtiene la densidad de energfa de la materia p,, = pyo e 30N,
Por lo general se supone que el sector de la materia esta compuesto en su mayoria de
materia no relativista con w = 0. En la variable e-folding N, la ecuacién (3.3) toma
la forma

111 dF.
H =3 [§H20 +V +9H 0+ 24H4d_N2 + Pmo 63(““’)N] (3.83)

y la ecuacién de movimiento (3.11) permanece como la ecuacién (3.29). Definiendo
los mismos limites como se hizo antes, para determinar los acoplamientos cinéticos y

GB, en la variable e-folding toman la forma

k dFQ_ g

W v we

— (3.84)

Usando la definiciéon de los parametros de densidad, esto corresponde a limites cos-

mologicamente viables para los parametros de densidad € = const = 3k y Qgp =
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const = 8 ¢g. Queda por determinar el potencial a fin de integrar las ecuaciones(3.83)
y (3.29). Si exigimos que €y = const, entonces {dpg = const e independientemente del
potencial, las soluciones corresponden a un régimen de scaling en el que la densidad
de energia de la Energia Oscura imita la densidad de la materia p,,. De hecho, la
condicién 2, = const se puede lograr haciendo $? o< H2 y V oc H?. Pero para tener
una transiciéon a expansion acelerada, podemos optar por restringir el potencial de
tal manera que el término cinético en la ecuacién de Friedmann (3.83) se comporte

como ¢? o< H?. La restriccién

V + poe 20N = 30 2 (3.85)

reduce la ecuacién (3.83) a la forma

0=6(1-a-3k-8g)=>6 (3.86)

donde 1-a -3k -8g > 0. La integracién de esta ecuacién se obtiene el campo escalar
como ¢ = /Oy N + ¢y. La presencia del término de materia (3.85) marca la diferencia
con el comportamiento de scaling. El limite V' — 0 da lugar a soluciones de escala,
y deberiamos esperar que en los tiempos primitivos el potencial escalar sea insigni-
ficante o sea proporcional a p,,. Si introducimos la densidad relativa de potencial
Qy = V/(3H?), entonces la restriccién (3.85) es equivalente a Qy + €, = a.. Por el
contrario, podemos considerar (3.86) como un ansatz para el término cinético libre
(i.e ¢2/(6H?) = const.) (ver [141]) y se llega a la forma del potencial(3.85) para la
ecuacién de Friedmann(3.83). Como se verd, las restricciones (3.84) y (3.85) (o (3.84)
y (3.86)) son buenas aproximaciones cosmologia de tiempo tardio. Reemplazando

(3.84)-(3.86) en la ecuacién de movimiento (3.11) se obtiene

H2
(1-Fk-4g) C;—N +2(3-3a -6k —20g) H? + (1 + w) pmoe 2N = 0 (3.87)
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El cumplimiento de una de las dos condiciones 1 -k —-4g =0 0 3 - 3a -6k —20g =0,
da lugar a la solucién H? o< e=3(1+¥)N que de acuerdo con (3.14) implicarfa compor-

tamiento de escala de la energia oscura. Solucionando (3.87) se obtiene

H? = H3 (n Qo e 3N 1 Qg e ) (3.88)
B 3 _ ,3a+6k+20g-3
77_60z+9]€+28g+3w(1—k—élg)—S’ 7 k+4g-1

donde € es la constante de integracién y Q0 = pmo/(3HZ) (Hy es el valor actual del
pardmetro de Hubble). Tenga en cuenta que el término 72,0 puede ser interpretado
como un parametro efectivo de materia. La restriccién(3.14) implica que 1 €2,,0+$2 = 1.

De (3.85) el potencial escalar toma la forma

V = (an = 1) pmee TN 1 30 H2Qpe N (3.89)

Reemplazando la solucién(3.88) en las ecuaciones (3.84), se encuentran las expresiones

para los acoplamientos cinético y GB

k -1
Fy = 0o H? (UQmoefs(Hw)N + QoewN) (3.90)
0
donde 6 estda dado por (3.86).
e’ N Jw-2v+3 9, e Buwr)N
F2: J 2 2F1 - 1 5 Ly J 7_n ‘ (391)
v Qo Hj 3w—-v+3 3w-v+3 Qo

Un caso interesante tiene lugar en la ecuacién(3.89) cuando anp = 1. En este caso,

el término de materia en los potenciales desaparece, dando lugar al comportamiento
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exponencial simple

V=3aH2Qye "N =3a H3Qye?V% (3.92)

donde -3ar=9k+28 g+3w (1-k-4g) -3y se utilizé la solucién para el campo escalar
con ¢p = 0. Segin la solucién(3.88) y la ecuacién de Friedmann (3.3) la densidad de

energia oscura estd dada por

ppE = (N =1) pmo e TN L300 H2 e N = (1= 1) po(1 + 2)3E) £ 3Q0 HE (1 + 2)?

(3.93)
donde utilizamos la relacién de corrimiento al rojo: N = —1In(1 + z). Es evidente
que el campo escalar realiza un seguimiento de la materia oscura en los tiempos
tempranos si 7 < 3(1 + w) (o més puntualmente si v < 0, ya que en este caso el
segundo término se vuelve insignificante para z >> 1). Esta solucién concuerda con
el hecho de que durante la época de dominancia de materia wpg ~ w. El primer
término en (3.88) es un ajuste del parametro inicial que aparece en la densidad
lagrangiana de la materia debido a los términos de interaccion, que interpreta-
mos como un parametro de la materia efectivo. Por lo tanto, es la cantidad 7 {2,

la que tiene que ser ajustada con los datos de observacién y debe ser alrededor de 0.27.

Sin =1, la energia oscura presenta un comportamiento power-law con EoS constante
wpp = -1+7/3. La condicién vy < 0 en (3.93) da lugar a un comportamiento quintom,
ya que permite la transicion a la fase fantasma. En el caso importante de componente
de materia oscura no relativista con w = 0, la ecuacién de estado de la Energia Oscura

que se deriva de(3.93) es

(1-nQno)(3-7y)e ™V
= - 3.94
e 3(1-1nQmo)e ™ +3(n-1)Qpe 3N ( )
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el valor actual wpg(0) = wy se puede escribir como

(1 =10 ’y)
wO_(l—QmO)( 1+3 (395)

El primer factor en esta ecuacion clasifica la diferencia con respecto a una EoS cons-

tante, que es el caso para n = 1. De acuerdo con las observaciones actuales wpg podria

estar muy cerca de —1; por lo que al establecer wy = -1 en (3.95) obtenemos la relacién
_3(1=1) Qo

_ 2\ 7)) 2emo 3.96
Lo (3.96)

De otro lado, la transicién de desaceleracion a aceleracién se produce en un corrimiento
al rojo zr cuando w.rs = —1/3. Evaluando wesr = -1 - 32% de (3.88), y haciendo
werf(2r) = —1/3 nos encontramos con otra relacién

_ 3(2-7)
3(2=7) + (1 +2p)3

1 (3.97)

Donde hemos usado (3.96). Asi, por ejemplo, teniendo zp = 0.7 y v = 0.1, se obtiene
n~1.09 y de (3.96), Q0 ~ 0.26. Asi, que las restricciones (3.84) y (3.85) permiten

describir un escenario cosmolégico viable.

Podemos considerar otra opcién interesante para los acoplamientos cinéticos y GB,

es decir, consideramos el ansatz de los pardametros de densidad

AN

Qk =cpe s QG’B =Cq G_AN (398)

esto significa que €, Qgp escala como a™, donde A debe tomar un valor tal que
garantice el dominio en tiempo temprano del sector de la materia y la mas baja tasa

de decaimiento de la energia oscura durante la expansion en el tiempo tardio. Con
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esta eleccion la ecuacién de Friedmann (3.83) se convierte en
3H? = %H2 0+V +3(ck +c,) H2e M + ppge oIV (3.99)
y restringiendo el potencial a la forma
V +3(cp+cg) H2 e + g e 307N = 30 (2 (3.100)

reduce la ecuacion (3.99) a: 6 = 0y = 6(1 — ), where 0 < @ < 1. Reemplazando (3.98),

(3.100) y 0 en la ecuacién de movimiento (3.11) se obtiene

2
(3 (e +3cy/2)e™Y) @ +(18(1 - a) + [2(3+ A)eg, + 3(1+ Ayl e ™) H?
N (3.101)
+3(1 + w) pee IV =

24(cg+cp)+3cgA+2c, A

A fin de simplificar la integracién de esta ecuaciéon tomamos o = G
cg+2c) )

teniendo en cuenta el importante caso de la materia no relativista sin presién w = 0,

hallamos
3 —203/01+A
Il 601 pmo(1 + 2) +C(1+z) 3/o1 (3.102)
(6-01(1+2))os  6-01(1+2)*
Donde hemos usado la relacién N = —In(1+ 2), y 01 = 3¢y + 2¢x, 02 = 3¢,(A+5) +

2¢(A+9) and o3 = 3cy(A+ 1) + 2¢, (A + 3). Usando este resultado y la ecuacién(3.84)

nos encontramos con las siguientes expresiones para los acoplamientos cinéticos y GB

k _ -AN
F = (—) 60 (3.103)

)
0o %pmof?’N + Ce(203/o1-\)N

donde 0y =6(1 - ),y

o 6pmoe (3~ VN A-3 o 3 6] Ce203N/o1 2073 - 203 6eMN
2 (3—)\)0'2 2t ’ A ’ )\7 01 20'3 2 7)\0'1’ )\0'1 g1
(3.104)
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Tenga en cuenta que la solucién (3.102) tiene sentido sélo si A < 0. En este caso,
en los primeros instantes (z — o0), el parametro de Hubble se comporta como
H? ~ (01/02) pm (1 + 2)3 + (C]6) (1 + 2)*~293/72 El primer término es el término usual
de materia y el segundo término se comporta como (1 + 2)*~203/72. Asi que para
mantener el dominio en cuestion en los primeros tiempos es suficiente la condicién
A —203/09 < 2, que satisface la restriccién de nicleo sintesis (con constante apropiada

(') sobre la energia oscura en la cosmologia temprana.

Un hecho interesante de la solucién (3.102) es la existencia de una singularidad
a futuro en el corrimiento al rojo z, = (6/01)"* — 1, donde oy debe satisfacer la
desigualdad 0 < (6/01)"* < 1 con el fin de tener la singularidad en el futuro. Es
facil de ver desde (3.102) que en este punto H > oo, que junto con la singularidad
en el parametro Hubble significan que la densidad de energia y la presién tienden a
infinito en z,. Por definicién, en este punto a = 1/(zs + 1) es infinito, asi que tenemos

una singularidad de tipo III ([137], [146]).

Tenga en cuenta también que a partir de las ecuaciones. (3.103) y (3.104), se deduce
que el acoplamiento cinético desaparece (F; — 0) y el acople de GB diverge en el
punto singular z;. De la ecuacién (3.102), la ecuacién de estado de la energfa oscura
estd dada por (asumiendo la materia sin presion)

(1+2)42 372

wpp = — 3.105
PE T B < 30,0(1 4 2)? (8:105)

Donde H = H [/Hy and Hy es el valor actual del pardametro de Hubble. Como ejem-
plo, un conjunto de parametros que satisfacen todas las restricciones discutidas an-
teriormente es: 01 = 4,09 = 18,03 = 1, A = =1/4, Q0 = 0.27, C = 0.92, y la cons-

tante C se relaciona con los otros parametros a través de la condicién de planitud:
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C = C[H = 6-01-1801$0/02. Para este conjunto de pardmetros, en etapas tempra-
nas wpel.-. = 0, lo que significa que en los tiempos iniciales la energia oscura imita el
comportamiento de la materia usual (dominancia de materia en tiempos tempranos)
como se sigue a partir de (3.102). El valor actual de la EoS de la Energia Oscura es
wpp(0) » —1.02, y el valor asintdtico en un futuro lejano es wpgl,~0 = —1 — 1/6. La
singularidad futura de tipo III tiene lugar para z, ~ —0.8. Tenga en cuenta que si bien
la singularidades de tipo III son mas débiles que las singularidades Big RIP, en algu-
nos casos se puede extender la evolucién més alla de esta singularidad [147, 147, 148],
en el caso concreto examinado aqui, aunque la densidad se convierte en finita después
de la singularidad, también llega a ser negativa (i.e H? <0 para t > t,), lo cual hace
que sea imposible para el Universo evolucionar mas alld de esta singularidad. Por
lo tanto, se puede distinguir un escenario de la singularidad de tipo III, que es mas

fuerte en el sentido de que la evolucién méas alla de ella, no es fisicamente permitida.

3.4. Discusion

Hemos estudiado el problema de la energia oscura en el contexto del modelo
escalar-tensorial, con acoplamientos cinético y GB que contribuyen a la densidad
total de energia. Mediante la imposicion de restricciones motivadas fisicamente
sobre los parametros de densidad que implican los términos de interaccién, hemos
simplificado significativamente las ecuaciones cosmolédgicas y se han obtenido so-

luciones viables exactas, compatibles con la fenomenologia actual de la energia oscura.
Como criterio para fijar los acoplamientos se han tomado los limites asintéticos del

modelo. Asi, en ausencia de potencial, en el limite de la anulacién de la derivada

temporal del campo escalar (¢ ~ 0) sugiere la restriccién (3.13) impuesta sobre el
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acoplamiento GB.

Despreciando el término cinético (F» - 0, V' — 0) sugiere una restricciéon cosmoldgi-
camente viable para el acoplamiento cinético (3.20). El limite (F} - 0, F5 - 0, V - 0)
propone un comportamiento del término cinético (3.18) que es suficientemente

general para obtener escenarios cosmoldgicos interesantes.

Las restricciones en los términos de interaccién son también equivalentes a tomar
constantes los respectivos parametros de densidad, i.e. )y = const y Qgp = const
( ver (3.15)), que son limites razonables para un universo de tiempo tardio. Estas
restricciones en el caso de dominancia de campo escalar, conducen a acoplamientos
exponenciales caracteristicos de la expansion a baja energia o/ de la teoria de cuerdas

[139, 140, 149).

En el caso mas realista con la presencia de la materia, las restricciones (3.15) (o
(3.84)) conduce a soluciones (3.88) con la energia oscura que mantiene un registro
de la dominancia de materia temprana y que contiene fases tardias de dominancia
de quintaesencia y fantasmas. En este caso, para mantener el comportamiento del
término cinético de la forma qb o< H?, se restringe el potencial escalar de acuerdo con

la expresién (3.85), que conduce a un comportamiento exponencial (3.91)-(3.92).

Otra de las expresiones cosmoldgicamente viables para los acoplamientos cinético y
GB se obtienen mediante la imposiciéon comportamiento del tipo scaling a™ a los
parametros de densidad correspondientes, i.e. Q) o« a™* and Qpg o« a*, donde se
consideré la misma potencia a fin de encontrar soluciones analiticas exactas.

En todas las soluciones consideradas en el capitulo 3, el comportamiento de escala de

la energia cinética es el mismo que el de la densidad total de energia, i.e. #? o< H?,
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que en ausencia de interacciones corresponde a un limite conforme del modelo (un

modelo escalar cinético puramente libre es conforme invariante).
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Capitulo 4

Soluciones Big RIP y Little RIP

Uno de los aspectos interesantes de los modelos escalar-tensoriales es el hecho de
que pueden contener soluciones tipo quintom, es decir que pueden describir la fase
de quintaesencia (w > —1) y la consiguiente transicién a la fase phantom (w < -1).
Los datos observacionales actuales no descartan una ecuacion de estado de la energia
oscura por debajo del limite de la constante cosmolégica, lo cual hace importante
el estudio de modelos que reproduzcan una fase phantom. Cuando el universo es
dominado por la componente de energia phantom, el factor de escala comienza a crecer
hasta que diverge en un tiempo finito, lo cual es conocido como singularidad. En este
capitulo analizaremos escenarios cosmoldgicos tipo quintom, tanto con singularidades
como sin singularidades Big RIP. Hallamos que bajo una eleccion especifica del acople
de Gauss-Bonnet el modelo se simplifica considerablemente, dando lugar a soluciones
donde el término cinético es proporcional al cuadrado del parametro de Hubble. Esto
permite la reconstruccién del modelo para una solucion cosmoldgica adecuada. Se
considera una solucion de la ecuacién de estado, acorde el comportamiento de las
observaciones, en la que la singularidad del tipo Big RIP puede o no estar presente,

dependiendo de la eleccién de los parametros de la solucién. También se estudian
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otros escenarios de evolucion conocidos como Little RIP, donde se tiene expansion

tipo phantom pero no hay singularidades en tiempo finito.

4.1. Singularidades futuras

Cuando la ecuacion de estado de la Energia Oscura toma un valor menor que —1, el
Universo puede alcanzar una singularidad en tiempo finito conocida como Big RIP.
Esto corresponde a la violacion de la condicién de energia conocida como energia
nula, dada por p+ P > 0. De acuerdo a la referencia [137], existen varios tipos de
singularidades en tiempo finito que se clasifican de acuerdo al comportamiento de la
presion, la densidad y el parametro de escala. La singularidad Big RIP, es llamada

de tipo I y tiene el siguiente comportamiento:
(I) Tipo I: @ — o0, p— o0, |P|— oo, cuando, t — ¢, (4.1)

Se han estudiado singularidades considerando p y p+ 3P >0 [150, 151], con ecuacién
de estado P = —pg— A p® [152], suponiendo una viscosidad mayor en el fluido césmico
[153], considerando el pardmetro de desaceleracién, derivadas de orden superior del
factor de escala [154] y para un gas de Chaplygin phantom generalizado [155]; todos
estos para un tiempo finito, incluso cuando no se viole la condicién de energia nula.
Barrow en [151], halla una singularidad futura sibita (sudden future singularity )

caracterizada por:

(I1) Tipo II: a — ag, p = ps, |P|— oo, cuando, t — ¢ (4.2)

59



Otros tipos de singularidades futuras son:

(IT) Tipo III: a - as, p > o0, |P|— oo, cuando, t — t (4.3)

(IV) Tipo IV: a— as, p—> 0, |P| -0, cuando, t — t, (4.4)

En la singularidad de tipo IV, ademas las derivadas de orden superior de H divergen.

Considerando un fluido para el que la presion y la densidad estén relacionados por:

P=-p-f(p) (4.5)

Donde f(p) es un funcién de la densidad p, se pueden asumir diferentes formas para
f(p). Por ejemplo en [156] se tomé f(p) o< p* en el contexto de una cosmologia
inflacionaria. Al sustituir la ecuacién (4.5) en la ecuacién de continuidad (2.7), se

determina el factor de escala:

1 d
a = agexp |§ ?,ﬁ)] donde @ es una constante (4.6)

Si el fluido es dominante en un Universo FLRW, entonces de la ecuacion (2.4) se tiene

que H? = k? p asi que el tiempo se puede expresar como:

_ 1Y
- | 770 (4.7)

Como ejemplo de una singularidad de tipo II, consideremos la siguiente funcién

fp)=A(po-p)" (4.8)

Donde A, py y v son constantes positivas. Tomando el limite p - pg, se tiene que

|P| - oo, dado que f(p) diverge. Asi que de la ecuacién (4.6), se tiene que el factor
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de escala toma la forma:

_ (po-p) 7
a = a [—m] (4.9)

De donde se puede ver que: si p - pg, a - ag. Puesto que el pardmetro de Hubble
H = afa o< \/p es finito, la cantidad @ es finita. En tanto que la segunda derivada d
es divergente cuando p — pgy, dado que la presién P diverge, como se puede observar

en la ecuacién (2.6). La relacién (4.7) se determina la siguiente relacién, en el caso en

que p ~ po
(po—p)7*!

kAN3po(y+1)

Donde t; es una constante de integraciéon, se tiene que t — t, cuando p — py. De

et - (4.10)

acuero a (4.2), la funcién (4.8) genera una singularidad tipo II. La ecuacién de estado
estd dada por
A

p
w=—=-1-A—>"—_ 4.11
p p(p=po) (1)

Por lo tanto w > —1 para A <0y p < pg, lo cual indica que la singularidad subita esta

presente incluso para energfa oscura no phantom (w > -1).

En la referencia [137], se encontr6 que las correcciones cuénticas procedentes de ano-

malia conforme pueden moderar las singularidades en tiempo finito.

4.2. Soluciones con y sin singularidades Big RIP

Continuamos estudiando las soluciones de las ecuaciones (3.9) y (3.11), en un caso
muy importante en el cual el potencial estd ausente. (i.e. V' = 0), lo cual conlleva a
que los dos acoples Fi(¢) y Fy(¢) sean grados de libertad que describen la dindmica

cosmoldgica. Tomando &2 = 1), de la ecuacién (3.9) con V =0, se sigue que:

1 ¢ 8 _dFR
Fap==— Y Syl 412
Wes g 3y (4.12)
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reemplazando en (3.11) y luego de realizar las simplificaciones adecuadas, se obtiene:

H% 6 H2)— ¢— +A8H3 =~

dH dF, dF, d2F, dH
+T72H? —=2424H* +12H?>—+18H* =0 (4.13
dt dt dt dt? dt (4.13)

aqui se ha tomado k2 = 1. Considerando el acople de Gauss-Bonnet propuesto en [109]

dF5(t) g
= 4.14
dt H(t) (4.14)
Reemplazando (4.14) en (4.13) se obtiene
H%%H%—wi—fjnz(zw 1)H2dd—]j+ 18(4g+1)H* =0 (4.15)

Una solucién cosmoldégica viable de tiempo tardio, muy interesante es la siguiente:

at + 3
Yt+n

H(t) = %’ + (4.16)

donde p, 3, n son constantes adimensionales y «, v son constantes con dimensién de

inverso del tiempo.

En etapas temprana del Universo, el primer término domina, dando lugar a un
comportamiento tipo power law: H ~ p[t. En etapas tardias del Universo, el segundo
término ofrece una alternativa interesante a la constante cosmoldgica puesto que
se comporta como «/7, lo cual se corresponde con el comportamiento cosmoldgico

actual. Dependiendo de los signos de v y 1 se pueden presentar singularidades del

tipo Big RIP.
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Integrando con respecto al tiempo, se determina el parametro de escala:

B_«
R

=

|

a(t) =t? e (vt + 1) (4.17)

Obsérvese que en t = 0, a = 0 lo cual indica que la solucién puede contener la época
de inflacién. La ecuacién (4.15) se simplifica sustancialmente si elegimos el valor de la
constante g = —3/4, obteniéndose que la funcién ¢(t) = 6 H%(t) satisface la ecuacién
para cualquier H(t) dado. Por tanto, para H(t) dado por la ecuacién (4.16) se obtiene

la solucién

(P Ozt+52
o) =6(%+ 7“n) (4.18)

Donde se ha simplificado la solucién haciendo la constante de integracion igual a cero.

Integrando la raiz cuadrada de 1 se obtiene el campo escalar

t - In(~t
o(t) = \/6(0‘_ +pln(t) + (By = am) 2“” i ”)) (4.19)
Y Y
Si los parametros en (4.16) estan relacionados por v — an = 0, entonces el campo

escalar se simplifica y la funcién de Hubble toma la forma H = p/t + 3/n, lo cual ya

ha sido considerado en [146]. El acople de Gauss-Bonnet se obtiene de (4.14)

A- - 2
Fy(t) = - 3ot (yA-afn-3payn) . (20t+3p+ )
4| « a?\/4dpan — A Viapan - A (4.20)
3
- gz(an=py* = py)In (at” + (B + py)t + pn)
donde A = %2+ 2p S~ +p?~2. El término cinético que se obtiene de (4.12) es
1 72
() =3 (73 L B 5) (4.21)
t t+n
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La ecuacién de estado (EoS) efectiva se obtiene de la solucién (4.16)

[(py2 + By — an)t? + 2pynt + pn?]

2
e = —1 —+ 422
Helt 3(at? + (py + B)t +pn)? “22)
Esta EoS tiene dos limites importantes:
Ii =-1 2 4.23
tl_r)%weff(z)__ +3p ( ° )

En particular el valor p = 2/3 produce el conocido régimen de dominancia de materia.
En etapas tardias(t — o0), de acuerdo a la ecuacién (4.16) el Universo tiende a

estar dominado por la constante cosmoldgica y termina en una fase de Sitter wess = 1.

Podemos usar los parametros que aparecen en (4.16) para alcanzar un comportamien-
to acorde con las observaciones astrofisicas. Normalizando el tiempo cosmologico con
el tiempo actual, lo cual corresponde t =ty = 1 y tomando el valor actual de la EoS
Wesr(1) =wp = -1 (la cual de acuerdo a las observaciones actuales es muy cercana a

-1) se llega a las siguientes restricciones para los parametros

p(y+n)*+B8y-an=0 (4.24)

De igual forma se puede normalizar el pardmetro de escala a(t) de tal forma que

a(1) = 1. Lo cual produce la restriccion:

N U N
_ (7 ln(n+7)) (4.25)
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Estas dos restricciones permite expresar la EoS en términos de los tres parametros p,

1y 7, de la siguiente forma

29 n((2y+m)t+n)(t-1)
3p [(v+m)2 (vt +n) tlog(y+n) +yn (v - (27 +n) )]’

Wepp=—1- (4.26)

La transicién desde la fase con desaceleracion a la fase acelerada tiene lugar cuando
Werf(ty) = —1/3, la cual genera la siguiente expresiéon para determinar el tiempo de

transicion ¢, para valores dados de p, vy n

p[n7? =0 2y + )t + (v 40>y +0) (Vo + Mt =740 (27 + )t + 1) (1-t1r)

(4.27)
Aqui se han reemplazado a y § de (4.24) y (4.25). Existe una fase mds, presente en
la solucién, la cual de acuerdo con la restriccién (4.24) tiene lugar en la actualidad:
la transicién a fase phantom, delimitada por wy = —1. Podemos esperar que para t > 1
la EoS tome valores w.ss < —1. Una caracteristica importante de la EoS es que no

decrece mondtonamente con el tiempo, pero tiene un minimo en t,,;, que satisface:

In(y+n) (Y27 +m)td 0, = 37 2n = 3V Ntmin — 1) + Y0 =0 (4.28)

Como se puede observar en el ejemplo numérico, este minimo ocurre por debajo de
la barrera phantom, es alli cuando la EoS inicia su aumento hacia el valor wg = -1 a

medida que t - oo.

En la solucién (4.16) se pueden diferenciar dos casos interesantes: (i) si consideramos
que v y n son positivos, la evolucién de la constante cosmolégica evita las singula-
ridades Big RIP y por el contrario,(ii) si se considera v < 0, la evolucién de tiempo

tardio produce singularidades Big RIP.
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Figura 4.1: La EoS efectiva para p = 2/3,v = 0.93,n7 = 0.8. Obsérvese la presencia
de las tres fases: dominancia de materia (fase desacelerada) por encima de la linea
wesr = —1/3, la fase acelerada-quintaesencia entre las werr = —=1/3 y wepp = -1, y la
fase phantom por debajo de la linea wesf = -1

Tomando por ejemplo p = 2/3 y usando (4.24) y (4.25), se determina el valor de la
EoS de tal forma que en ¢ = 1 cruce la barrera phantom, donde v y n se ajustan

apropiadamente para determinar el tiempo de transicion desaceleracién-aceleracion,

de acuerdo a la ecuacion (4.26).

Tomando por ejemplo los valores v = 0.93 y n = 0.8, usando las ecuaciones (4.24)-

(4.28) se halla t;,. ~ 0.64 y t,,, ~ 1.5. En la figura (4.1) se observa el comportamiento

de la EoS en este caso.

Un aspecto importante de esta solucion es que a pesar de que el Universo entra en una
fase phantom, sin embargo la densidad de energia permanece finita como se puede
observar en el comportamiento de la funcién de Hubble (4.16). Un comportamiento

similar de la EoS en un modelo quintom con campo espinorial ha sido reportado en

[157].
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- - (n7)=(12,-086)

-4
my=(1.-065)

:7)=(1.-0.66)

-3 d

Figura 4.2: La EoS efectiva para p = 2/3 y diferentes valores de (n,v):(1.2,-0,6),
(1,-065), (1,-0.66). A pesar de la singularidad Big Rip, la EOS tiene un comporta-
miento suave. La curva (1,-0.66) regresa de nuevo a la fase acelerada, entrando de
nuevo en la fase acelerada-quintaesencia en el futuro lejano. Tenga en cuenta que la
singularidad Big Rip puede retrasarse haciendo t, = -1/ mayor.

4.2.1. Singularidades Big RIP

De acuerdo a la solucién (4.16) la singularidad futura Big RIP ocurre siempre que
v < 0. Asi que, definimos t, = -1/ como el tiempo en el que la singularidad Big RIP
es alcanzada. De la ecuacion (4.16) se tiene que cuando t - t,, H - oo y H - o0, lo

que significa que pess = 00, pesr = o0, y de la ecuacion (4.17) a — oo.

En la figura (4.2) se muestra la EoS para diferentes casos con singularidad Big RIP,
mostrando diferentes comportamientos de la EoS dependiendo de los valores de v y n
Asi que, el pardmetro de Hubble dado por (4.26) conlleva singularidad (4.2), depen-
diendo de los valor de v y n. Si n = -3+, entonces la singularidad Big RIP ocurre en

ts = 3, i.e. aproximadamente 28 Gys. a partir de ahora.

Vale la pena sefialar que la tnica singularidad futura en a, H y H ocurre simultdnea-
mente en t - t, = -n/v (7 < 0), cuando p - oo y |[p| - oo, lo cual excluye las

singularidades de tipo III de acuerdo a la clasificacién dada por [137] la cual requiere
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que as # 0 finito cuando t — t,. La singularidad tipo II, requiere a y p finitos, mientras

que |p| = oo lo cual no puede ser alcanzado en la presente solucién.

De otro lado, resolviendo simultdneamente las ecuaciones H = 0 y H = 0(manteniendo
v < 0 se puede hallar un tiempo finito ¢, ( en términos de los parametros «, 3, 7y
n) cuando p — 0 y |p| = 0 y la EoS diverge. Sin embargo, en este tiempo (¢,) las
derivadas de orden superior de H permanecen finitas, no hay singularidad de tipo IV

tal como se describe en [137]

4.3. Soluciones Little RIP

En las nuevas soluciones conocidas como Little RIP, ni el factor de escala ni la
densidad de energia se hacen infinitas en un tiempo finito. Como en la singularidad
Big RIP, tales soluciones tienen como efecto la desintegracion de la estructura en un

tiempo finito, el cual puede ser anterior o posterior que en el modelo con Big RIP

158, 159, 160].

Consideremos el comportamiento de parametro de Hubble
H(t) = HyeM (4.29)

donde h es una constante positiva. Integrando esta ecuacion hallamos el parametro
de escala:

a(t) = age”

(4.30)

El cual conlleva a un comportamiento de la densidad como p o< (Ina)?, este aumenta

con el aumento de a.
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De la ecuacién (4.29) se sigue que H > 0, lo cual reproduce una fase super acelerada
libre de singularidades futuras. Las propiedades de disolucién de las estructuras de

este tipo de soluciones se presenta en [160].

En el marco del presente modelo podemos reconstruir los acoples y el campo escalar,
de acuerdo con la solucién (4.28). Reemplazando esta solucién en (4.15) se obtiene

(en el caso de g = -3/4)
Y(t) =6 HZ e + Cem—ntht (4.31)
Donde C' es la constante de integracién. El campo escalar esta dado por:
2 _2ht et Ly e
¢(t):/(6HOe £ O gy (4.32)

Haciendo C' = 0, el campo escalar toma la forma simplificada ¢ = /6 Hy elt/h. El

acople de GB, como se sigue de (4.14) esta dado por:

3 -ht
433
AH.h (4.33)

Fg(t) =
El acople cinético se toma de (4.12) y en el caso que C =0, se tiene
Fu(t) = —— ¢2ht (4.34)
3H}

En términos del campo escalar los acoples cinético y de GB estan dados por las

expresiones:
Fi(9) :_% E (4.35)
3vV6 '
Fy(9) = 4\£;¢_1
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Retomando el acople Newtoniano (k2 = 8w (), hallamos el modelo reconstruido

1 , 0 1 ) 3 1
S = f d4x\/—_g[mﬁ)— B L POH ¢ — WEGW(?I%& o-V(o)+ /13h2§_bg

] (4.36)

De acuerdo a las referencias [158] y[160], la solucién Little RIP (4.29) reconstruye
el modelo ACDM a bajo corrimiento al rojo y es consistente con las observaciones
actuales de las supernovas (las cuales restringen el valor del pardmetro /). De hecho,
podemos dar un interpretacién dindmica a una clase de soluciones que satisfacen los
requerimientos de BR o de LR (ver referencias [158, 159]) en el marco del presente

modelo con acople cinético y GB.

Obsérvese que la ecuacién (4.15) para el valor g = -3/4 toma la forma

H— +(6H?- — )¢ -6H?*— -36H" =0 (4.37)

i ( dH) dH
dt dt dt

Asi que, para un valor dado del H(t), la solucién particular
P(t) = 6H(t)* (4.38)
satisface la ecuacion automéaticamente. El campo escalar correspondiente
8(t) =6 [ H(t)dt (4.39)

El acople GB se determina por integracion de la ecuacién (4.14) y el acople cinético

de la ecuacion (4.12) toma la forma

1

B0 = 358 (4.40)
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Por lo tanto, para esta eleccién particular del acople de GB dado por (4.31) con g =
-3/4, podemos dar una interpretacién dindmica a unos valores dados del pardmetro
de Hubble, en el marco del campo escalar actual con términos cinético y GB. De hecho
una solucion Little RIP estd caracterizada por una densidad de energia no singular p
la cual incrementa con el aumento del factor de escala a. Asi que, tomando el factor

de escala de la forma [160]

a(t) = e*® (4.41)

donde «(t) es una funcién no singular del tiempo, el parametro de Hubble toma
la forma H(t) = &(t). Asi que la densidad de energia se expresa como p = 3&(t)?
y la condicion para una densidad creciente es H =& > 0, la cual automdticamente

reproduce comportamiento super acelerado.

De la ecuacion(4.38-4.40) se obtiene la expresién para el campo escalar

o(t) = V6a(t) (4.42)

El acople de GB toma la forma:

3 dt
Et)=— | —/< 4.43
y el acople cinético (4.12) es
1
Fi(t) =- 4.44

Claramente, a partir de este tipo de soluciones LR podemos seleccionar aquellas que
satisfacen las restricciones impuestas por los datos de las observaciones astrofisicas.
Particularmente, en la época actual, tales modelos pueden presentar un comporta-

miento cercano al ACDM.
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La reconstruccion considerada aqui, esta basada en la solucién particular de la ecua-
cién (4.37) dada por la ecuacién (4.38). Asi que para una «a(t) adecuada, hallamos
el campo escalar y los acoples F y Fy de las ecuaciones (4.42-4.44). Dicha recons-
truccién es aplicada a la evolucion cosmologica tardia. Consideremos la dependencia
tardia del factor de escala:

a(t) = e (4.45)

donde A es un pardmetro positivo y n > 1. Entonces a(t) = At", H = & =nAt" !y

¢ =/6Xt". De la ecuacién (4.43) y (4.44) se sigue que:
4 t2—n

An(n-2)

1 -2n
FQ(¢):_3)\2n2t2 2n)

F1(¢) =
(4.46)

expresados en términos de el campo escalar, los acoples toman la forma:

4 o\
R = e (¢6A)

1 gb 2(1-n)/n
F2(¢) = _3/\271,2 (m)

(4.47)

esto completa la reconstruccion.

De la ecuacién (4.45) y la expresién para el pardmetro de Hubble se sigue que la den-
sidad efectiva se comporta p o< (Ina)?1-1/7) ¢l cual para n > 1 evita la singularidad
BR vy satisface la condicién para la singularidad LR [159],[158] (i.e. & = H > 0, que
produce super aceleracion, pero el Universo requiere un tiempo infinito para alcanzar
p — o0). Obsérvese que n = 1 produce un Universo de Sitter (¢ = const), y cuando
n > 1 el acople se comporta como Fy ~ ¢2 y Fy ~ ¢~1, como los acoples dados en

(4.35)
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4.4. Discusion

En el marco del modelo de campo escalar (3.1), se plantean soluciones al problema
de la energia oscura que describen un comportamiento tipo quintom, con y sin

singularidades tipo BR.

De acuerdo con esta solucion, es posible entrar en la fase phantom sin llegar a
singularidades futuras del tipo BR como en el caso descrito en la (4.1); pero también
existe la posibilidad de entrar en una singularidad BR, dependiendo de los valores

tomados por los pardmetros, como se muestra en la figura (4.2).

La nueva solucién (4.16) para el parametro de Hubble evoluciona a lo largo de tres
fases: Expansion desacelerada, expansién acelerada y fase phantom con expansién

super acelerada.

Es interesante notar que se encontré una solucién donde a pesar de que la ecuacién
de estado cae en la fase phantom, sin embargo la densidad de energia oscura perma-
nece finita todo el tiempo, evitando la singularidad Big RIP. También se hallaron
soluciones donde la ecuacién de estado tienen un minimo por debajo de -1, como

la descrita en la figura (4.2), pero retorna a valores en la fase de aceleraciéon con w > —1.

También se ha estudiado otro tipo de solucién llamada Little RIP, que causa igual-
mente las disociaciones de estructuras en el Universo, debido al comportamiento
creciente de la densidad de Energia oscura. Este es el mismo efecto causado por las

soluciones BR, pero sin singularidades en tiempo finito.
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Capitulo 5

Analisis del espacio de fase

Estudiamos el espacio de las fases de un modelo escalar-tensorial de energia oscura
con acoplamientos no-minimos cinético y Gauss-Bonnet (3.1). La forma del potencial
escalar y de los términos de acoplamiento es del tipo exponencial, lo cual origina
soluciones cosmologicamente interesantes, y en el caso del campo escalar sin acopla-
miento da lugar a soluciones tipo scaling. Los puntos criticos describen una variedad
de escenarios cosmolégicos que van desde un Universo dominado por materia o ra-
diaciéon a un Universo dominado por la energia oscura. Encontramos trayectorias en
el espacio de fase saliendo desde puntos fijos inestables o de silla que llegan a punto
estables dominados por el campo escalar y que corresponden a expansion acelerada

en tiempos tardios.

5.1. Teoria de estabilidad lineal

La idea basica de la teoria de la estabilidad lineal puede ser entendida a partir de un

sistema mecdnico unidimensional
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Asumiendo que existe un punto fijo zy donde la fuerza se anula F(zg) = 0, se
puede analizar el comportamiento de una particula cerca de este punto. Tomando

x(t) = xo+dx(t) y considerando que d x(t) es muy pequeno. Se realizan las siguientes

aproximaciones:
2(t) =02(t)
(5.2)
F(x)=F(xg+dx)~ F(x) + F'(xg)dx+--=F'(x9)0x + ...
Por lo tanto la ecuacién dindmica en las proximidades del punto xq es
mi(t) = F'(xg)02(t) Donde F'(x¢) es una constante (5.3)

El signo de F'(zg) determina la estabilidad del punto zq. Si F’(zq) < 0, la solucién
de la ecuacién involucra funciones trigonométricas y podemos hablar de un punto
estable. Pero si F’(xy) > 0 la solucién debe involucrar exponenciales y nos referimos

a este como un punto inestable estable.

Esta idea aplica exactamente para el caso de un sistema dindmico multidimensional.

Dado un sistema dindmico n—dimensional:

@ = f(x) (5.4)

donde x = (z1,x2,...,2,) v f(x) = (fi(x), fa(x),..., fn(x)). Si 2y es un punto fijo
(es decir f(xy) =0), entonces podemos realizar una expansion en series de Taylor de

cada f;(z1,x9,...,x,) en las proximidades del punto x

1) = d@) s g ot g 8 g (59)
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Donde y = & — xy. En adelante sélo estaremos interesados en las primeras deriva-
das parciales. Particularmente 0 f;/Jz; se interpreta como la matriz Jacobiana de la

funcién f, definida como

3 fi 9 f1

af Oxy Oxn
J==2=] . 5.6
Je, : S (5.6)

0 fn Ofn

Ox1 Oxn

Los autovalores de la matriz Jacobiana .J, evaluadaos en el puntos critico &y, con-
tienen la informacién acerca de la estabilidad del sistema dinamico. Puesto que J es
una matriz n x n autovalores complejos (los autovalores iguales deben ser contados de
la forma correcta). Del ejemplo (5.3) es claro que la aproximacién tiene dificultades
si uno o mas autovalores son cero. Un punto fijo @y es hiperbdlico, si uno de los
autovalores de la matriz jacobiana J(xg) tiene parte real cero, de otra forma es un

punto no hiperbdélico.

Se distinguen tres casos: todos los autovalores tienen parte real negativa y por lo
tanto podemos establecer que el punto es estable. Si al menos uno de los auto valores
tiene parte real positiva, el punto correspondiente no es estable y corresponde a un
punto de silla el cual atrae trayectorias en unas direcciones pero las repele a lo largo
de otras. Finalmente, todos los autovalores tiene parte real positiva, asi que todas las

trayectorias son repelidas y el punto es inestable.
Puesto que en méas de 3 dimensiones es dificil clasificar todos los posibles puntos

criticos a partir de sus auto valores, presentaremos todos los casos posibles para un

sistema dindamico bidimensional. Consideremos el sistema auténomo bidimensional,
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dado por

y=9(z,y)

Donde son funciones de x y y. Asumimos que existe un punto critico hiperbdlico en

(zo,yo) tal que f(zo,y0) =0y g(xo,%0) = 0. La matriz jacobiana del sistema esta dada

por:
of of
J=|0" % (5.8)
99 Og
0799/ (w,0)
Los auto valores A; o estan dados por:
1
Ar = 5[(f,$+g,y) +\/(f,w_g,y)2+4f,yg,$:| 59)
5.9
1
Ag = 5 [(f,m + g,y) - \/(f,ac - g,y)2 + 4f,y g,r]

Donde f, significa derivada con respecto a x. Todas derivadas estdn evaluadas
en el punto (xg,y0). En la tabla (5.1) se especifican las condiciones y el tipo de
punto critico para los diferentes casos de valores propios en un sistema dinamico

bidimensional.

Determinar la estabilidad den un punto critico para el cual la parte real de algunos
de los autovalores de la matriz Jacobiana es cero y el resto son negativos, requiere el
uso de un método como el de la Variedad Central. Este método permite simplificar
las ecuaciones dinamicas reduciendo la dimensién del sistema cerca del punto fijo y
determinar la estabilidad del sistema inicial a partir de la estabilidad del sistema
reducido, dado que el sistema reducido contiene la informacién de la estabilidad
del sistema inicial. A continuacién se presentaran los elementos basicos del método

de variedad central, una presentacién completa del método se encuentra [161, 162].
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Tabla 5.1: Estabilidad e inestabilidad del punto critico (xg,yo) a partir de los auto-
valores A1 v \s.

Autovalores  Descripcion

A1 <0, Ay <0 Punto critico asintéticamente estable, las trayectorias que inician
cerca del punto se acercan al punto limy_ . (z(t),y(t)) = (zo,%0)

A1 >0, A2 >0 Punto critico asintéticamente inestable, las trayectorias que ini-
cian cerca del punto se alejan del punto, son repelidas. Pero
limy oo (2(t),y(t)) = (x0,y0), por esto el punto se puede decir que
es un atractor de tiempo pasado.

A1 <0, Ao >0 Punto critico de silla, la trayectorias cerca del punto en la direccion
del auto vector correspondiente al auto valor A, se acerccan al punto
y las que estan en la direccion del autovector correspondiente a Ao

se alejand del punto.

A1 =0, A2 >0 El punto es inestable. El autovalor positivo garantiza que existe una
direccion inestable.

A =0, Ay <0 La teoria de estabilidad lineal falla en la determinacion del caracter
del punto.El punto es hiperbdlico y es necesario usar un método
como la variedad central para determinar la estabilidad.

AMg=axif, Sia>0y [+#0,el punto es una espiral inestable.

Mao=azxif, Sia<0y S +0,el punto es una espiral estable.

A2 ==+i [ Son soluciones oscilatorias. El punto es un centro de rotacién.

En el apéndice se presentan los elementos basicos de la teorai de la variedad central....

5.2. Ecuaciones dinamicas

A continuacion se estudian las soluciones de la accién (3.1), se asume que el sector

de la materia se modela mediante un fluido ideal que cumple la ecuaciéon de estado
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(EoS) pm = Wy pm con pardmetro w,, constante (principalmente materia no rela-
tivista con p,, = 0), cuya densidad de energia satisface la ecuacién de continuidad

Pm +3H (pm + pm) = 0.

Considerando los limites efectivos de las teorias fundamentales como la stuper gravedad
o la teorfa de cuerdas, los acoplamientos cinético y GB se proponen como funciones
exponenciales del campo escalar (principalmente correcciones o’ en el caso de la
teoria de cuerdas), pero si se tienen en cuenta las correcciones de orden mayor en la

expansion o/ en la teoria de cuerdas efectiva, los acoplamientos deben ser modificados.

En general los acoples Fi(¢) y F»(¢) pueden ser funciones arbitrarias del campo
escalar, lo que le darfa un cardcter més general al modelo (3.1) donde los acopla-
mientos deben ser restringidas por los limites observacionales actuales. Esto permite
incrementar el nimero de soluciones fenomenoldgicamente viables al problema de la
energia oscura, en comparacién con los exponenciales simples. En el presente trabajo

vamos a adoptar la siguiente forma exponencial para los acoplamientos y el potencial

Fi(¢) = Floea”¢/\/§
Fy(o) = oneﬁ'ﬂb/\/5 (5.10)
V() = Voe oV
En el caso del modelo (3.1) sin potencial, los acoplamientos exponenciales producen
una evolucién en la siempre interesante ley de potencias como se muestra [109],

pero en este caso el comportamiento exponencial aparecié de las restricciones razo-

nables en las densidades relativas correspondientes a los acoplamientos cinético y GB.

79



Con el fin de realizar el anélisis del sistema dindamico, vamos a introducir las siguientes

variables adimensionales:

Ko K2V

x = Y= — k = 3k2F ¢
H2
V2H . - ; (5.11)
= 2H '—2 Q = m = —
g=8wHo ™ 3 SRE

De hecho, estas variables estan relacionadas con los parametros de densidad relativa

definidos para los diferentes sectores del modelo

3H2 3
K> i
0. =—"_FL 5.12
GB 3H2
donde .
Py = §(¢2 + V)a
ok = 92 H?F¢?, (5.13)
dF
pap = 24kK2 Hgd_tQ

La ecuacién (3.9) implica las siguientes restricciones sobre los pardmetros de densidad

Qp+ QU+ Qep+ Q=1 (5.14)

De acuerdo a la expresiéon de p, podemos definir la ecuacién de estado de los términos
desacoplados del campo escalar (que satisface la ecuacién de continuidad en el limite

de F1, F» - 0) como

2 _

S (5.15)
2 +y

We
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y en general la EoS efectiva se puede escribir como

Weff = We Q¢ + Wy Qk + WaB QGB + W, Qm

2
=-1--¢

3

(5.16)

Haciendo uso de la variable e-folding N =loga, en términos de las variables (5.11) las
ecuaciones (3.9)-(3.11) pueden ser transformadas en el siguiente sistema auténomo

de primer orden

22 +y+3k+3g+3Q,-3=0 (5.17)

202" +2(3+e)a? +y +2ey+ k' + 2(3+26)k+3(1+€)g=0 (5.18)
2 1

26+3+x2—y—gk’—§(3+2e)k—g’—(2+e)g+wm(3—x2—y—3k—39):0

(5.19)
Pariendo de la definicién de las variable dindmica (5.11), usando la relacién ﬁ =

1 d

% 7; ¥ la ecuacion de continuidad para pp,, se hallan las derivadas de las variables

dindmicas:

Yy =-(A\r+2€)y (5.20)
k:’:(aa:+26)k:+2%,k (5.21)
g’z(,@x+2€)g+%g (5.22)
Q' =Q,, (3w, —2¢-3) (5.23)

donde ’ denota la derivada con respecto a N. Las tres primeras ecuaciones dependen

de la forma explicita del potencial y de los acoplamientos definidos en (5.10).
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Para hallar las ecuaciones del sistema dindmico, partimos de la ecuacién (5.17) des-
pejando €2,,,, luego se deriva con respecto a N, con este resultado y haciendo uso de

las derivadas (5.20) a(5.23) se determina la z’

!

B 3g+62+2x2 (39(3wm+0‘“4€+3) + 3k (3w, + B + 4e +3) + 3a wy,+

3ywm — Wy, + 3 (2?2 +y — 26 - 3) + 22%€ - )\xy)
(5.24)

Reemplazando (5.24) en (5.18) se despeja €

1
B ~9¢2 + 3g(k (6wy, + 20z — Bz - 6
‘ 992—4x2(39+/<:—3)+1zgk+1zk(k+1)( g%+ 3g(k (6w + 207 - B - 6) +

z (22 (3w, + ax = 1) + Ay) ) + 2(9K? (W — 1) + k(3w (422 +y - 3) +3(y - 3) )+

22(x(Bx - 6) + \y) + 322 (wm (x2+y—3) -2 +Z/_3)))
(5.25)

Reemplazando de nuevo (5.25) en (5.24) se llega a una expresién para x’ en términos

de las variables dindmicas (z, y, k, g)

, T

Y T 4239+ k- 3) - 3(3¢% + gk + 4k(k + 1))

(9g2 (Bw, +ax —1)+

39 (k: (27w, + 6ax — Sz —9) + 3w, (3m2 +y— 3) + 2013 — 1722 + 3\ay + 3y - 3) +

2(3k2 (Ywp, + B = 3) + k (9w, (227 +y - 3) + 2(22(Bz - 12) + 3(B+ Ay)) +9(y - 1)) +

3z (7 (2 = 3) (Wi — 1) + 2y (wim + 1) + A(-y)) ))
(5.26)
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Realizando la misma operacién con cada una de las ecuaciones (5.20), (5.21) y (5.22)

se obtiene las expresiones para las derivadas de las variables dindamicas

I _ y ~ ~ ) )
Y _992—4x2(39+k—3)+12g/{;+12k(k+1)( 6( 39 +29(k(3wm+a:v 3)+
$2(3wm+Oé£l§'—1))+2(k’+aj2)(3k‘(wm—1)+wm($2+y_3)_x2+y_3))_
Az (9g% + 6g (2k = 222 +y) + 4 (k (3k - 2% + 2y + 8) + 32%)) + 28ka (3¢ - 42?) )
(5.27)
r_ q )
g = 992_4x2(39+k—3)+129k+12k(k+1)(9g (3w, +1) +

39(k(15wm—2ax+ﬁx+3) —3wm(x2—y+3)+204:E3—13a:2+)\xy+3y—3)+
2(3K? (3w, + (B - 2a) + 3) + k(3wy, (—222 + y - 3) + 22°(a = B) + 32 (B - 2a)+

y(3—/\a7)+9) —sz(wm(m2+y—3) —x2+2am+y—9)—3)\my))
(5.28)

! _ k (_6(
9g% —422(3g + k - 3) + 12gk + 12k(k + 1)

392 (3w, + ax) + 3g(k (Twp, — 1)+

Wi (22 +y - 3) =527 +y - 1) + daghz + 4k (w,, (3k + 2% +y - 3) 222 + y) +
1222) + Bz (39(3g + 4k) — 422 (3g + k- 3)) — AAzy (39 + k - 3))
(5.29)
El sistema de ecuaciones (5.26)-(5.29), es un sistema auténomo de la forma (5.4) para
el cual realizamos el analisis de estabilidad lineal. El resultado de puntos criticos y
autovalores se resume en las tablas (5.2) y (5.3). Abajo se muestran las expresiones
completas para los puntos J, y J3, las cuales resultan extensas para ser presentadas
en este punto. La tabla (5.2) contiene informacién adicional que serd discutida en la

seccion siguiente.

En la tabla (5.2) se observa que algunos puntos C e I (para valores especificos de

los pardametros), tiene autovalores con parte real cero y los restantes autovalores son
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positivos. Estos puntos seran sometidos al método de variedad central para determinar

su estabilidad. Estos resultados son presentados en el Apéndice.

Tabla 5.2: Resumen de puntos criticos y cantidades fundamentales.

T y k g Wepf Q Qy Qe Q
A 0 0 1 0 0 1 0 1 0
B 0 0 0 1 -1/3 0 0 0 1
C 0 3(1+k) k -2k -1 0 1+k k -2kk
D. /3 0 0 0 1 0 1 0 0
E 0 0 -1 2 -1 0 0 -1 2
3(wm 9(1-wpm) (wm+1)? 3(wm=3) (wm+1)*+20%wm 3(wm+1)? I(wm—1) (wm+1)*
F X “+l) 0 (1 Q“gfmn +1) 0 Wert 3( ;)(%an) +2 3( u+l) 9( 225‘ +1) 0
3(1+wm) 18(1=wm) (1+wm, )° 3(3wm—T) (wm+1)*+2(Bwm+1)  3(wm+1)? 18(wim—1) (wm+1)?
G B 0 0 A (1+3wm) W P Bwn+l) 72 0 ] )
3(L+wm) 9(1-w?) A2-6(wm+1) 6(wm+1)
H 0% X2 0 0 Wi b o, 0 0
I 3 1232 0 0 Xt 0 1 0 0
2 1 6
2(a?-a3 a 3a2a3-4(a?-a3)?+a 4(a?-a3)?* a
Ja ((mz i 0 73(\2403 0 - : :s(ozag L (:mzag) Ziofag 0
3(8°-03) b 38262-9(822)2+by 3(57-12)? b
Js Bba : 0 0 311242)3 - 36202 : 5%55 0 _SH;bﬁ
Tabla 5.3: Resumen de autovalores en los puntos criticos

A A2 A3 A\
A 3 -3/2 3/2 3wy,
B 2 2 2 =3(wp, +1)
C 0 0 -3 =3(1 + wy,)
D. 3(1-wy) -6+V3a -6+/36 6% /3\
E -3 0 0 =3(1+wy,)
F o 3Emi) 3y 14 ) Y(wm-1-Ap)  2eAmdd)
G S3(1+wy) 2wa-1+yM) 2(wn-1-y%) 73“7“)&”'"*1)
H S(dfk)/(\wm+l) 3(a-A)(wm+l) %(lﬂyn 14 Q) %(wm _1- Q)
I M )\(Hzf)\) )\TZ _3 (V*ﬁ:hrﬁ)
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Los puntos fijos J (J,, Js) los cuales tiene expresiones complicadas en oy 3, se

expresan de la siguiente forma:

Ja=(2(&2_a§),0,— ay 270)
2

oas 3a2a

donde
a1 =\/a? (8a* - 183a2 + 1152)
as =v/-3a2 +ay + 64
[a3+4ay + 16
az =\ ——
2
ay =4a’ — (ag (Tay +19) + 88) a? + 96a32 + by (ag + 8)
3(82 - b3 b
Jﬁ — (ﬁ 3) ’ O7 07 4 5
6172 35262
donde:

by =\/ 32 (98* — 26432 + 2000)

by =/-54/3% + 9b; + 1000

bs =\/b2 + 10by + 100/3

by =62 (=982 + by (5ba + 26) +320) — 30002 — by (b + 20)

5.3. Puntos criticos

(5.30)

(5.31)

(5.32)

(5.33)

A continuacién vamos considerar el modelo con cada uno de los acoplamientos por

separado (secciones (5.3.1) y (5.3.2)), con el fin de entender y comparar el papel de los

acoplamientos, especialmente en la cosmologia de tiempo tardio y luego en la seccién

(5.3.3) estudiaremos el modelo con todos los acoplamientos. En las tablas (5.2) y (5.3),

se resumen las coordenadas de los puntos criticos y los autovalores correspondientes.
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5.3.1. Acople de Gauss-Bonnet (limite k=0)

Este limite tiene lugar cuando el acoplamiento cinético estd ausente, esta situaciéon
va ha sido considerada en [91, 163]. Este caso se obtiene del sistema (5.26)-(5.29)
tomando k = 0 y « = 0. Hay dos puntos fijos correspondientes a soluciones scaling,

una de ellas correspondiente a una espiral estable. Los puntos criticos son:

GB1: (x,y,9) = (0,0,1), con auto valores

[2,2,-(1 + 3wp)] (5.34)

Los parametros de densidad toman los valores: €2,, = 0, Qgp = 1, este punto critico
estd dominado por el acople de Gauss-Bonnet w,fs = —1/3 el cual corresponde a la
division entre la desaceleracién y expansion acelerada. Este es un punto fijo de silla

para w,, > —1/3.

GB2: (z,y,9) = (+1/3,0,0), con autovalores

[3(1—wp),—6 = V33,6 %3] (5.35)

Las densidades principales y la EoS son (2, =0, Q4 = 0, wess = 1. Este punto critico
estd dominado por el término cinético y conduce a la ecuacién de estado caracteristica
de la Stiff matter. La solucién con gb > 0 es punto de silla cuando w,, < 1, 8 < 2v/3,
A>2/3opara X, B<2V3 0\, B> 2V3.

GB3: (z,y,9) = (0,3,0), €, =0, wess=—1. Este punto satisface las condiciones
para el punto critico, de acuerdo con las ecuaciones (5.17)-(5.19). El punto esta do-

minado por el potencial del campo escalar y corresponde a una solucién de Sitter. De
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acuerdo con el andlisis numérico, como se muestra en la muestra en la figura (5.1),
el punto es un punto de silla que atrae a partir de algunas trayectorias y repele las
trayectorias que se aproximan hacia el punto atractor GB4. En el apéndice se ilustra

el uso del método de variedad central para determinar la estabilidad delpunto.

Figura 5.1: Retrato de fase del modelo para los valores de los pardmetros (f = %,

A= %, Wy, = 0) que muestra el comportamiento del punto critico GB3. Este punto de
silla corresponde a una solucién de Sitter.

GB4: (z,y,9) = (%,3 - )‘72,0), con autovalores
1 1., 1,
[§(B—A)A,Z(A -12),5 —6wm—6)] (5.36)

Los parametros de densidad y la EoS son 2, = 0, Qg=1, wesr = -1 + %2. Este punto
critico se caracteriza por la dominancia del campo escalar. El punto presenta las

siguientes caracteristicas:

» El potencial es positivo cuando A < 2v/3, lo que permite que -1 < Wepp <1
» Es estable para A> 8y A </6(1 +wy,) (cuando 0 < w,, < 1).

= Es desillasi A< 3,\/6(1+wy,) 0 A>By \/6(1+wn)<A<2V3
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En la gréafica (5.2) se muestra el retrato de fase del sistema con un conjunto de
parametros para los que este punto fijo es un atractor estable y todas las trayectorias

divergen de los otros puntos criticos. En el lado derecho de la figura (5.2) se muestra

—_—

; a —n
10 'GB
Weff
RY
0
. -1.0

Figura 5.2: Retrato de fase del modelo para los pardmetros (8 = 1—16, A= %, Wy =

0). La gréfica muestra las trayectorias procedentes de diferentes puntos criticos que
evolucionan hacia el atractor GB4. La regién sombreada corresponde a la regién
entre las superficies €2, = 0 y ,, = 1, i.e. delimita la regiéon permitida fisicamente
que satisface la restricciéon 0 < 0, < 1. En el lado derecho aparecen las graficas de
la evolucién de los pardmetros de densidad €2,,, (4, €, ¥y la EoS w.¢s a lo largo de
la trayectoria (en color rojo) que va desde el punto dominado por la materia (0,0,0)
hasta el punto fijo dominado por el campo escalar GB4 .

la evolucién de €, Qp, Q, ¥ wesr para X = 1/8, f = 1/16, w,, = 0, donde se han
ajustado las condiciones iniciales para satisfacer €2,,,0 ~ 0.3 y wespo # —0.7. La solucién

se aproxima al punto fijo GB4 dominada por el del campo escalar.

GB5: (z,y,9) = (3(“/\1”7"), 9(1;"3”),0), con autovalores

3(1+wp)(B-A) 3(-1+wy,) ~ 3Vt 3(-1+wy) . 3V
A ’ 4 4\ 4 4\

(5.37)

donde
Y1 = (W = 1) (A2 (9w, +7) = 48 (w0, +1)?)
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6(1;;Um) Qm — 1 _ 6(1+wm)

Los pardmetros principales €24 = =, Wepf = W El compor-

Y

tamiento del punto tiene lassiguientes caracteristicas

= Para 0 < ), < 1, el punto critico tiene significado fisico sélo en el caso A >

VO(1+wy,).

Corresponde a una solucion scaling y es un punto fijo estable para § < A\ y

V(1 +wp) <A<\ /mg— (1 +wy,) (siempre que 0 < w,, <1).

Es una espiral estable para 0 <w,, <1, <Ay A >/ 7+gim (1+wy,).

Es un punto de silla cuando > A.

En la figura (5.3) se muestra el retrato de fase del modelo con un conjunto de

parametros para los que este punto es un atractor estable.

Figura 5.3: Retrato de fase del modelo para el conjunto de parametros (8 =1, A = %,
Wy, = 0) mostrando el cardcter atractor del punto GB5 y el cardcter del punto de
de silla del punto GB4 (V6 < A < 2¢/3). El gréfico muestra la proyeccién sobre el
plano zy en la que todas las trayectorias dentro de la regién 0 < €2, < 1 tienden

al punto GB5. La solucién se aproxima a la solucion scalingGB5 con €, = 6/A? y
Q, =1-6/X2.
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GB6: (,y,9) = (3(1?’”) .0, 18(1/5?2“(”1”3;;;“;’”)2 ), con autovalores

3(-1+wp) s 372 3(1+wy,)(B-N)
4 4 3

(5.38)

Donde

_ (1 = wp) (B(1 + Wy, )2 (=53 + Wy, (=233 + 15wy, (=1 + 3w,y,))) + (9 + Tw,, ) (B + 3w, 6)?)

7 (=1 +wp) (1 + wy)2(=1+9wy,) + (6 + 3w, 5)?
Los pardmetros principales son (4 = 3(1%“;’")2, Q,=1- 3(1?11"1"3527)_ ;2wm)7 Weff = Wpn.

El punto presenta el siguiente comportamiento:

= Esta es una solucion scaling sin potencial, de las coordenadas de este punto se

3(1+wm )2 (3wm—7)
1+3wm,

deduce que existe cuando 42 > (asumiendo 0 < wy, < 1).

= A partir de las expresiones de los valores propios hemos encontrado que no es

posible satisfacer las condiciones de estabilidad con 0 < €2, < 1.

» Es un unto de silla para A > /21 y \/3(7+11wm+w’2”_3w%) <B<ANoA>V21y

1+3wm

5> A

Los puntos GB5 y GB6 tienen en comiun que la materia y del campo escalar

contribuyen con un fracciéon no nula a la densidad de energia total.

GBY7. Este punto estd dominado por el campo escalar (el término cinético y el aco-
plamiento GB), dado que €2, = 0. La expresién de este punto es demasiado compleja
y estd dada por la ecuacién (5.30) que aparece junto a la tabla (5.2), ver seccién

((5.3.3). Consideremos dos casos especiales

» Para = 101/5/27 este punto critico toma la forma (x,y,g) = (%,O7 %), la cual
nos lleva a €2, =0, Qy = 1/5 y wers = 1/9, que es estable cuando w,, > 1/9 y

A >10+/5/27, y para w,, = 0 es un punto de silla.
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» En el limite de § grande (8 — oo) se obtiene que Q; — 0 y la solucién es
dominada por el acoplamiento GB, (), — 1. Para valores grandes de 3, el punto
critico toma el valor (0,0, 1) con autovalores [2,2,-1 - 3w,,], y la EoS efectiva
tiende a w.s; - —1/3. Por tanto, el punto se convierte en un punto de silla que

describe el limite entre la aceleracion y la expansion acelerada.

5.3.2. Acople cinético (Limite g=0)

Este limite corresponde a un acoplamiento puramente cinético que ha sido considerado
en [93] y [104]. Haciendo g = 0y 8 = 0 en el sistema (5.26)-(5.29) y resolviendo el siste-

ma resultante para ' = 0,4y’ = 0, kK’ = 0, encontramos con los siguientes puntos criticos:

K1: (z,y,k)=(0,0,1), con autovalores

[3,3/2, -3w,,] (5.39)

Los pardmetros principales toman los valores: Q4 = €2, = 0, €, = 1 y wess = 0. Este
es un punto fijo inestable y corresponde a una evolucién dominado por el término de
acoplamiento cinético. Se espera que esta soluciéon con dominancia cinética resulte

relevante en las etapas tempranas.

K2: (z,y,k)=(xV3,0,0), con autovalores

[-3(=1+wn),—(6 FV3a),6 %3] (5.40)

Los parametros de densidad toman los valores 2, =0, €4 =1,y la EoS wesr =1
corresponde a Stiff matter, la evolucion es gobernada por el término cinético. La

solucién con ¢ > 0 es un punto de silla siempre que w,, < 1, & < 2v/3, A > 2¢/3 o para
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)\,a<2\/§o )\,a>2\/§.

K3: (z,y,k)=(21em) o, 9(“’”;”:’;2 “wn)) con autovalores

3(-1+wm) 373 3(=1+wn) . 373 3(1+wy,)(a—-N)
4 4 4 4 7 «@

(5.41)

Donde

(1 -wp)(9-24w?, + 33wk + 2w, (a?-84) + 6w?, (5a? - 39))
(9-9w2, + 15w3, + w,, (202 - 15))

V3=

Este punto critico es una nueva solucion scaling dominada por el campo escalar con
el acoplamiento cinético, y es un punto fijo finito para w,, # 0. La ecuacién de estado

es efectiva es Wefp = Wy, =, =

Q¢:3(1 +;1)m)2
@ 5.42)
O 3wy, +2a? wy, —3w2, ~ 15w, -9 (5

2w,y 02

Este punto existe siempre que 0< €2, <1, lo que lleva a la restriccién

9 + 15wy, + 3w?2, — 3w3 _
a? > d 5 Wi — Win siempre que (0 < w,, < 1)
W

Sin embargo, en este caso, no es posible satisfacer simultdaneamente las condiciones

de estabilidad para el punto critico y la restriccion de €2,,. El punto es de silla para

1 2 _ 33
<12y \/9+ 5wm2+3wm wg _
W,

K4: (z,y,k)= (3(1+w’”),9(1/\w’”) 0), con autovalores

31+ wa)(a=)) 3(-1+wy) 37 3(-1+wn) 3y
A ’ 4 ax -’ 4 4\

(5.43)
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Donde
Y= (1 +wy,) ((7 + 9wy, )A? - 48(1 + wm)Q)

Este punto critico es una solucion scaling dado que el campo escalar tiene un potencial

exponencial. Los pardmetros principales son: weyss = wy,, g = w, Q= 1-Q4.
Este punto es fisico (0 < €, < 1) siempre que A >/6(1 + w,,). El punto es una espiral

estable para
N 4\/§(1 + Wy,
7+ 9w,

Es punto fijo estable cuando

A a<A O<w,<l

4/3(1 +w,y,)
\/6(1 m) <AL ————= A
(1 wn) <A< = yoooas

Cuando a > X tenemos un punto critico de silla. Tenga en cuenta que para los puntos
K3 y K4, la materia y el campo escalar contribuyen a la vez con una fraccién no
nula a la densidad de energia total.

K5: (z,y,k)=(3,1(12 - X?),0), con autovalores

A2 A1
[—3+Z,—3(1+wm)+ 7,§>\(Cl’—>\):| (544)

Este punto fijo corresponde a la dominancia del campo escalar, con wesr = -1 + A

6
Qy =1, Q,, =0. Es un atractor estable para A </6(1 + w,,), siempre que 0 < w,, <1,
y a < A. Es un punto de silla si A> 12y a <X o A<+y/6(1+w,)y a> A Elretrato

de fase del modelo, que muestra el caracter atractor del punto K5 se muestra en la

figura (5.4).

Las condiciones iniciales para los pardmetros de densidad y la EOS( w.sr) en la
figura (5.4) se han elegido de tal manera que en el presente wy,o 0,3 ¥ weysso » —0,7.

Tenga en cuenta que la solucién tracking de la quintaesencia estandar tiene lugar
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Figura 5.4: Retrato de fase del modelo para los pardmetros (a =2, A = 4\/5, Wy, = 0)
que muestra la solucion scaling atractora K4. El grafico muestra las trayectorias que
salen desde el punto K1 y los puntos de silla K2,, K2_ para finalmente terminar en
el punto fijo K4. El comportamiento a lo largo del eje k refleja el hecho de que cuando
x =y =0 (siempre que w,, = 0), la ecuacién de k’ = 0 se cumple automéaticamente para
cualquier k.

cuando el acoplamiento cinético desaparece.

K6: este punto estd dominado por el campo escalar (el término cinético y el acopla-
miento cinético). La expresién de este punto es demasiado compleja y esta dada por

la ecuacién (5.30), pero podemos considerar un caso especial fijando el parametro «.

= Si o = 8/V/3 este punto fijo toma el valor (z,y,k) = (@,0, 2), dando Q,, =0,
Qg =1/4, wess = 1/3, y es estable siempre que w,, > 1/3 y A > 8/3. Para w,, = 0
es un punto de silla. Por lo tanto, este punto es un atractor estable para el

universo dominado por un campo escalar imitando la radiacion.

» Para el limite o grande, el punto critico toma el valor (0,0,1) con autovalo-

res [3,3/2,-3w,,]. En este limite la solucién es dominada por el acoplamiento
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— Qn

- Qg

Weff

Figura 5.5: Retrato fase del modelo para el conjunto (a = %, A= i, Wy, = 0) que muestra
las trayectorias que convergen para punto fijo K5 bf con dominancia de campo escalar
que es una solucién atractor de tiempo tardio correspondientes a expansion acelerada.
El grafico de la derecha muestra la evolucién de los pardmetros de densidad €2,,, 2y,
Q, v la EoS wess a lo largo de la trayectoria (en color rojo) que comienza en un
punto que repele desde el eje k y termina en el punto fijo con dominancia del campo
escalarK5.

cinético y el punto es de silla. La EoS efectiva tiende a wess — 0, lo que indica

que el campo escalar imita un Universo dominado por materia sin presion.

5.3.3. Acoples de Gauss-Bonnet y Cinético

El modelo presenta 11 puntos criticos, dos de ellos estan ubicados en el plano zy,
dos en el plano xk, dos en el plano xg, uno en el plano kg, dos en el eje eje z, uno
a lo largo del eje j y uno a lo largo de el eje g. Hay tres puntos fijos, en los planos
xy, xk v xg, que presentan comportamiento de escala y son atractores estables o se
comportan como puntos de silla, dependiendo de las regiones en las que se encuentren
los parametros « , 5, A\. También hay un punto en el plano zy que es una solucion

quintaesencia con propiedades de estabilidad en funcién de la correlacion entre los
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pardmetros «, [, .

A: (z,y,k,9)=(0,0,1,0) con autovalores

[3,-3/2,3/2,-3wpn] (5.45)

Las densidades principales €, = €, = 0, Q; = 1 y wess = 0. Este es un punto fijo
inestable y corresponde a una evolucién dominada por el término de acoplamiento

cinético. Se espera que esta solucién cinética sea relevante en etapas tempranas.

B: (z,y,k,9) =(0,0,0,1) con autovalores

[2,2,2,-1 - 3w,,] (5.46)

Los valores de las densidades €2, =0, Qg =1 y la EoS w.sr = —1/3, en este caso, la
evolucién estd dominado por el término de Gauss-Bonnet, y wess corresponde a la
divisién entre la desaceleracion y expansion acelerada. Este punto fijo es inestable de

silla w,, > -1/3.

C: (x,y,k,9) = (0,3(1 + k), k,—2k) con autovalores

[0,0,-3,-3(1 + wp,)] (5.47)

Este punto critico estd dominado por el potencial escalar y los término de acopla-
miento, pero k es arbitrario, lo que indica que cualquier punto sobre el eje k es un
punto critico. El hecho de que los valores propios no dependen de k sugiere que
todos los puntos sobre el eje k tienen las mismas propiedades de estabilidad, pero la

presencia de dos valores propios cero indica que con el fin de evaluar la estabilidad
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de estos puntos, se debe usar un método como el de variedad central.

Los parametros de densidad toman los valores €2, = 0, Qg =1+ £k, Q, = -2k, Q) = k,
en el que el hecho de que €24 > 1 se compensa con el signo opuesto de la componente
de acoplamiento 2,. La EoS de este punto fijo corresponde a una solucién de Sitter
wesr = —1, que es marginalmente estable, ya que tiene dos autovalores negativos y

dos autovalores cero. En el apéndice se presenta el andlisis de estabilidad de este punto.

D: (z,y,k, 9)=(x13,0,0,0), con autovalores

[3(1 = wpm), 6 £ V3,6 £ V33,6 F /3] (5.48)

Los parametros principales toman los valores 2, = 0, 24 = 1, wess = 1, la evolucion
es del tipo Stiff matter, gobernada por el término cinético. La soluciéon con qb >0 es
un punto fijo inestable cuando w,, < 1, @, > 23 v A < V/2, es un punto de silla

siempre que w,, < 1 <y si al menos una de las desigualdades anteriores no se satisface.

E: (z,y,k,9)=(0,0,-1,2), con autovalores

[-3,0,0,-3(1 + wp,)] (5.49)

Con densidad Q,,, = Q4 = 0 y EoS wess = —1. En este punto critico la evolucién
esta dominada por los acoplamientos cinético y Gauss-Bonnet, y corresponde a una
solucion de Sitter. Debido a los valores propios cero es complicado el andlisis de la
estabilidad de este punto (para w,, > -1, el punto es marginalmente estable), y exige
un analisis mas detallado utilizando técnicas de variedad central. Las propiedades de

estabilidad de este punto se muestran en la figura (5.6).
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F: (z,y,k,g9)= (3(1+wm) 0, 9(“1;:2_5 —u?) ,0), con autovalores

3(-1+wp) dE3\/’% _3(1+wm)(a—5) 3(1+wp)(a=N)
4 4 7 a ’ o

(5.50)

Los parametros de densidad y la EoS son

3(1 + wy,)?
Y=
3w?, — 3w2, + 2aw,, — 15w, — 9
Q=
202w,y
Weff =Wm

Este punto critico es una solucion scaling dominada por el término cinético y es finito

9+15wm +3w?, —3ws, (

2Wm

para w,, # 0. De 0 < Q,, < 1 sigue la restricciéon o? > siempre que
0 < wy, < 1). En este caso no es posible satisfacer las condiciones de estabilidad para

0<Q,, <1. Este punto es siempre de silla para

9 + 15wy, + 3w?, - 3w3,
a> " y b<ao >«

G: (z,y,k,g9)= (3(1+wm) 0,0, 18(16218133(110“;’”) ), con autovalores

(5.51)

|:3(1+wm)(a—ﬁ) 3(—1+wm)i3\/’% 3(1+wpy)(B-N)
B ’ 4 4 7’ B

Los parametros de densidad y la EoS toman los valores

Q, _3(1+wn)?
32
B2(1 + 3wy, ) — 33w, — 3w2, + w3 — 21
Q=
B2(1 + 3w,,)
Weff =W

98



La condicién 0 < €2, <1 para 0 < w,, < 1 se satisface si

21 + 33wy, + 3w2, — w3,
1+ 3w,

B>

como en el punto GB6, en este caso el punto es inestable bajo la condicién 0 < 2, < 1.

Esta solucion scaling es un punto fijo de silla para

21 + 33w,, + 3w?, — w3,
5>\/ 1130 y a<fof<A

H: (z,y, k,g):(3(1+;”m), 9(1;”2),0,0), con auto valores

(5.52)

|:3(1+wm)(a—)\) 3(1+wn)(B-N) 3(-1+wy,) . 3/
A ’ A ’ 4 4\

Los parametros de densidad y la EoS vienen dados por

6(1+w,y,)
==

A2 = 6(1 +w,,)
0, = >

Qy

Weff =W
El punto presenta las siguientes caracteristicas:

» Esta es una solucion scaling con €2, # 0, definida por A > 1/6(1 +w,,), y se com-

porta completamente dominada por el campo escalar cuando A = \/6(1 + w,,).

s FEs un atractor estable cuando

a, <Ay \/6(1+wm)<)\§\/7+4§ (1+wpy,)
W

para 0 < w,, < 1.
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Figura 5.6: Retrato de fase del modelo para el conjunto(a = 68/39, A = 4\/3/_7, 5 =2,
wy, = 0) que muestra las trayectorias que convergen al campo dominado punto escalar
atractor H en el sistema de coordenada (x,y, k). El gréifico de la derecha muestra los
retrato de fase en el sistema de coordenadas(z,y, g).

48
T+9wWp,

= Es una espiral estable para A > (1+w,,) y es un punto de silla estable

paraa>Ao 5> A\

El retrato de fase del sistema que muestra el punto G como un atractor se ilustra en

la Figura (5.5).

I (z,v, k,g):(%,B - ’\;,0,0), con autovalores

1 1 1 1
[5(5 S DA =3 N B(L ) + 5N (- )\)A] (5.53)

Los pardmetros principales son Qg =1, €, =0y weps = -1+ %2. El caréacter positivo

del potencial requiere \ < 2v/3.

Este punto critico dominado por la parte desacoplada del campo escalar conduce a

una solucién de energia oscura estable cuando 5 < A\, @ < Ay A <+/6(1 +w,,) (para
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Figura 5.7: Retrato de fase del modelo para el conjunto de pardametros (a = 1/8,
A=1/2, B =1/4, w, =0) que muestra las trayectorias que convergen a un punto fijo
con dominancia del campo escalar I que es una solucién atractor de tiempo tardio
correspondiente a expansion acelerada. El grafico de la derecha muestra los retrato
de fase en el sistema de coordenada (z,y,g).

0<w,y,<1).

Es un punto de silla cuando o > A o 8 > A. Observe que cuando A2 = 6(1 + w,,), la
Weff = Wy, ¥ la solucion se convierte en solucion scaling, pero uno de los valores propios

se convierte en cero. Esto significa que el punto es marginalmente estable en este caso.

En la Figura (5.8) se muestra la evolucion de los pardmetros de densidad
Qpy Qg, U,y v la EoS efectiva wess. Las condiciones iniciales para los pardmetros
de densidad y wess han sido elegidos de tal manera que en el presente €2,,,0 ~ 0.3 y

Weyfro N -0.7.

J: Hay dos puntos fijos adicionales que tienen una dependencia complicada con «
(Ja), donde sélo el término cinético permanece y 5 (Jg), donde sélo el término de

GB permanece, dado por las ecuaciones (5.30) y (5.32) respectivamente, pero no
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\’ Q4
x \ QK
— a

— QgB

Q.5 — Wt

-1.0

Figura 5.8: Evoluciéon de los pardmetros de densidad €2,,, 0y, (2%, €25 v la EoS w.ss a
lo largo de la trayectoria que pasan cerca del origen (la curva roja en la figura 5.7) y
termina en el del campo escalar dominada punto fijo I.

conducen a escenarios de evolucion de tiempo tardio interesantes. Sin embargo, las
expresiones de estos puntos criticos se simplifican sustancialmente para a = 8/\/3,
(v/3/2,0,3/4,0) y B = 10\/5/_27, (\/%,0,0,4/5), como se mostré en los casos GB7
y K6.

Para la solucion scaling K4 (o GB5) podemos analizar cualitativamente el compor-
tamiento del término cinético no acoplado minimamente en comparaciéon con la de

los otros términos en el modelo. En general, para la solucion scaling tenemos

H? o 30+ wm)
y de la ecuacion para el punto critico

x=3(1+wy,)/A
se sigue que (usando la ecuacién (5.11) para x)

¢~ (1+wy)na
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La densidad de energia asociada a la componente de acoplamiento cinético, se con-
vierte en
pp =9 K2 H? 1 ¢?
=9 /{2 H4 ¢12 Fl
(5.54)

Na—6(1+wm) e‘%"(lﬂum)lna
- a—3(1+wm) 2-5)

A partir de esta expresién es claro que la contribucion a la densidad de energia pro-
cedente del acoplamiento cinético se diluye mas rapido que la densidad de energia de
materia, siempre que « < A, y también es una condicién necesaria para la estabilidad

de la solucion scaling K4.

La contribucion GB a la densidad energia para la misma solucion scaling se comporta
de manera similar a

_ _8
PGB ~ 3(1+wm)(2-5

y también diluye mas rapido que la densidad de energia de la materia, en el caso 8 < A,
que es una condicién necesaria para la estabilidad para GB5. Esta solucion scaling
también tiene lugar cuando los dos acoplamientos estan presentes y corresponden al
punto G (para los acoplamientos exponencial y el potencial como se indica en la
ecuacién(5.23)). En este caso, bajo las condiciones aw < A y 5 < A, los acoplamientos
cinético y GB se convierten en subdominantes con respecto a la parte desacoplada

del campo escalar en la época actual.

5.4. Discussion

Se estudi6 el sistema auténomo para el modelo dado por la eq. (3.1), donde se ha
considerado el potencial y los acoplamientos dados por funciones exponenciales del

campo escalar. El acoplamiento GB que ya ha sido considerado en[91] contiene dos
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soluciones scaling: la primera dada por GB5 que es un punto fijo estable para § < A

yA/6(1+w,) <A</ 7+‘;im (1+w,,). El punto GB6 es una solucién scaling asociada

con el acople de GB, pero no se puede alcanzar fisicamente para w,, en la regién

0<w,<1.

Para el caso de acoplamiento cinético hemos encontrado dos soluciones scaling: la
dada por el punto K4, que tiene las mismas caracteristicas que el punto GB5 (ver
K4) y la nueva solucién scaling asociada con el acoplamiento cinético dada por
el punto K3. Pero como en el caso del punto GB6, en el escenario cosmologico
descrito por este punto no es posible satisfacer las condiciones de estabilidad para la
region fisica 0 < €2, < 1. Sin embargo, para K3 las condiciones fisicas son satisfechas
para A% < 12, dando lugar a un punto de silla . También hay un punto critico con
dominancia de campo escalar K5, que conduce a una solucién de energia oscura con

las mismas propiedades del punto GB4.

Un punto adicional conectado con el acoplamiento GB estd dado por GB7, el cual
es dificil de analizar dada la compleja dependencia del pardmetro (5. Analizandolo
en el limite de grandes f este punto se convierte en un punto de silla (0,0,1) (que
reproduce el punto GB1), dado que w,ss = —1/3 que es el limite entre la desacelera-

cién y la expansion acelerada.

Igualmente hay otro punto critico conectado con el acoplamiento cinético dado
por K6 con dependencia complicada de «, pero puede ser analizada para valores
especificos. Asi que si tomamos, o = 8/ V/3, produce werr = 1/3 y es atractor estable,
imitando un Universo dominado por radiacién. En el limite de « grande, el punto
critico toma el valor (0,0,1) con autovalores [3,3/2,-3w,,], que coinciden con el

punto K1. La EoS efectiva tiende a w.ss = 0, lo que indica que el campo escalar en
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este limite imita un Universo con dominancia de la materia sin presion.

Cuando consideramos el efecto de ambos acoplamientos, se obtienen dos nuevos
puntos criticos dados por los puntos C y E. Cabe resaltar que el punto E coincide
con el punto C para k = -1, y los dos puntos tienen las mismas propiedades de
estabilidad, y ademas conducen a un universo de Sitter. De acuerdo con los valores
propios, los puntos son marginalmente estables, pero el andlisis de variedad central

muestra que los puntos son de silla.

En el presente trabajo hemos considerado una EoS para el componente de materia
solo en el rango de 0 < w,, < 1, ya que nos interesa en el papel de los acoplamientos
cinético y GB en el modelado de la energia oscura. Sin embargo, el mismo analisis

podria extenderse a densidades de energia mas exéticos con valores negativos de w,,.
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Capitulo 6

Conclusiones

Los modelos de campos escalares con acoplamientos a la curvatura han sido amplia-
mente estudiados en diferentes aspectos de la cosmologia que abarcan desde inflacion
hasta el Universo tardio. Acoplamientos como el del termino cinético a la curvatura
y el del campo escalar al invariante de GB encuentran su justificacién tanto en el
contexto de cuantizacion de campos sobre espacios curvos como en limites efectivos

de teorias de supergravitacion y supercuerdas.

En el presente trabajo se considera un modelo de campo escalar con acoplamientos
cinético y de GB con el fin de hacer un estudio de soluciones cosmoldgicas de tiempo
tardio para explicar el fenémeno de la expansion acelerada del Universo. El estudio
de estos modelos podria demostrar que es muy plausible que los acoplamientos
escalar-tensoriales predichos por teorias fundamentales pueden ser importantes en el

actual universo de curvatura pequena.

En la primera parte del trabajo se estudiaron soluciones cosmologicas de tiempo
tardio para un modelo escalar-tensorial inspirado en la teoria de cuerdas que in-

cluye el acoplamiento del invariante Gauss-Bonnet y un acoplamiento cinético a la
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curvatura. Hemos presentado varias soluciones cosmolégicas exactas que muestran
las fases de desaceleracién, aceleracién e incluso la fase fantasma. Estas fases son
necesarias para la explicacion satisfactoria de la inflacién temprana, asi como la fase

actualmente observada de la aceleracion (super-aceleracién) en el universo de tardio.

En el caso de la dominancia del campo escalar, encontramos una soluciéon cosmolégi-
ca (3.32) capaz de explicar en tiempo tardio la expansién acelerada e incluso una
transicién a la fase fantasma. Se considerd el sistema auténomo para el modelo en
ausencia de materia y hemos encontrado las condiciones para la estabilidad de las

soluciones (3.24) y (3.32).

También hemos estudiado las propiedades de estabilidad de las soluciones (3.24) y
(3.32) bajo perturbaciones tensoriales y escalares de la métrica. Para la solucién
de ley de potencia hemos encontrado las restricciones en los parametros con el fin
de evitar las inestabilidades fantasma y de gradiente en los siguientes casos: en
tiempos grandes, en el limite de Sitter y en ausencia del acoplamiento cinético, para

la solucién (3.32)

Consideramos un escenario Energfa Oscura muy cerca (con una alta precisién) a la
solucion de Sitter y se demostré que la solucién estd libre de inestabilidades fantas-
mas y de gradiente bajo perturbaciones tensoriales y escalares, desde los tiempos

tempranos hasta la actualidad y en el futuro z ~ —0.99.

En el modelo con contenido de materia se puede encontrar una variedad de soluciones
exactas en funcién de la correlacién entre los pardmetros de la ecuacién (3.101).
De hecho, la solucién general de la ecuacién cosmolégica (3.101) se da a través

de una funciéon hiper-geométrica, pero usando los limites cuando esta funcién se
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simplifica a exponenciales elementales, encontramos relaciones entre los parametros.
Para una eleccién particular de los pardmetros, encontramos la solucién(3.102),
que reine dominancia de materia en etapas tempranas con expansion acelerada en
etapas tardias, incluyendo la transicién a la fase fantasma. Esta solucion también
presenta una singularidad futura de tipo III, siempre que o; en (3.102) satisfaga

0 < (6/00) 1 < 1.

Una caracteristica especifica de la singularidad que aparece en la solucién (3.102)
es que la densidad se vuelve negativa para los tiempos ¢ > t; haciendo imposible
que el universo evolucione mas alld de esta singularidad. Citamos un ejemplo, pero
hay otras relaciones entre los pardmetros de la ecuacién. (3.101) que podrian darnos

cuenta de escenarios cosmologicos fenomenolégicamente aceptables.

En todas las soluciones consideradas en el capitulo 3, el comportamiento de escala de
la energia cinética es el mismo que el de la densidad total de energia, i.e. ¢? o< H?,
que en ausencia de interacciones corresponde a un limite conforme del modelo (un

modelo escalar cinético puramente libre es conforme invariante).

Dado que los datos observacionales no descartan una ecuacion de estado por debajo
de la barrera de la constante cosmoldgica (w < —1), en el capitulo 4 se estudian
soluciones que contienen una fase pantom o de super aceleraciéon. Las soluciones
tipo phantom tienen como particularidad que la densidad de la energia oscura se
incrementa con en incremento del factor de escala, y ambos se pueden hacer infinitos

en un tiempo finito, dando lugar a lo que se conoce como una singularidad tipo Big

RIP.
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También se consideraron soluciones que producen el mismo efecto fisico que las de

Big RIP, pero que no tienen singularidad futura, conocidas como Little Rip.

Se encontré una nueva solucién dada por la ecuacién (4.16) donde el pardmetro de
Hubble evoluciona a lo largo de las fases de desaceleracion, expansién acelerada y
de super aceleracién (phantom). El tiempo de las transiciones puede ser establecido
ajustando los pardmetros de la solucién. Particularmente en los ejemplos considera-
dos, en la época presente del Universo estd ocurriendo la transicion a la fase phantom.
El resultado presentado en las figuras (4.1) y (4.2) indica que el conocimiento del
comportamiento asintético de w(t)(cuando ¢ — o) es insuficiente para distinguir

modelos con Big RIP de modelos asintéticamente de Sitter.

Un aspecto notable del presente modelo es que en virtud de la eleccién del acopla-
miento GB, F» = g/H con g = -3/4, la ecuacién de movimiento automéaticamente se
satisface para la forma particular de término cinético 1) = 6 H2. Para esta solucion
particular, la ecuacion de Friedmann da lugar a un acoplamiento cinético de la forma
Fy =-1/(3 H?). Lo anterior permite reconstruir una clase de escenarios cosmolégicos

viables que explican la energia oscura el en marco del presente modelo.

El tiempo de las transiciones puede ser establecido ajustando los parametros de
la solucion. Particularmente en los ejemplos considerados, en la época presente del
Universo estd ocurriendo la transicion a la fase phantom. El resultado presentado en
las figuras (4.1) y (4.2) indica que el conocimiento del comportamiento asintético
de w(t)(cuando ¢ — o0) es insuficiente para distinguir modelos con Big RIP de

modelos asintéticamente de Sitter.
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Un aspecto notable del presente modelo es que en virtud de la eleccion del acopla-
miento GB F; = g/H con g = -3/4, la ecuacién de movimiento automaticamente se
satisface para la forma particular de término cinético ¢ = 6H?2. Para esta solucién
particular, la ecuacién de Friedmann produce un acoplamiento cinético de la forma
Fy =-1/(3H?). Lo anterior permite reconstruir una clase de escenarios cosmoldgicos

que explican la energia oscura el en marco del presente modelo.

En la tercera parte del trabajo se hizo un estudio del sistema auténomo para el
modelo (3.1) con potencial y acoplamientos de forma exponencial, donde se hizo un
andlisis de los puntos criticos y sus caracteristicas. El acoplamiento GB contiene las
dos soluciones conocidas tipo scaling [91] : la primera dada por GB5 que es un punto

fijo estable para 5 < Ay \/6(1 +w,,) <A</ 7+g§um (1+wy,), v la segunda dada por el

punto GB6, para la cual se encontré que no se puede alcanzar fisicamente para w,,

en la region 0 < w,, < 1.

Para el caso de acoplamiento cinético hemos encontrado dos nuevas soluciones scaling:
la dada por el punto K4, que tiene las mismas caracteristicas que el punto GB5 (ver
K4) y la nueva solucién scaling asociada con el acoplamiento cinético dada por el
punto K3. Pero como en el caso del punto GBG6, en el escenario cosmoldgico descrito
por este punto no es posible satisfacer las condiciones de estabilidad para la region
fisica 0 < €2, < 1. Sin embargo, las condiciones fisicas son satisfechas, y el punto es

punto de silla para \? < 12.

También hay un punto critico con dominancia de campo escalar K5, que conduce
a una solucion de energia oscura con las mismas propiedades del punto GB4. El
analisis muestra que no es posible satisfacer simultaneamente la condicion 0 < €2, <1

y las condiciones de estabilidad para éste punto fijo. Sin embargo, si relajamos las
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condiciones de estabilidad, el punto puede ser fisico y de silla, para algunas regiones
de los parametros como se muestra para GB6. Para ambos puntos fisicos GB5 y
GB6, la densidad de la materia contribuye con una fraccion no nula a la densidad

de energia total.

El sistema también contiene el punto fijo con dominancia de campo escalar GB4 que

conduce a la solucién de energia oscura, que es estable para f <Ay A <+/6(1+w,,).

Un punto adicional conectado con el acoplamiento GB estda dado por GB7, el cual
es dificil de analizar dada la compleja dependencia del pardmetro 5. Analizandolo
en el limite de grandes ( este punto se convierte en un punto de silla (0,0,1) (que
reproduce el punto GB1), dado que w,ss = —1/3 que es el limite entre la desacelera-

cién y la expansion acelerada.

También hay un punto critico con dominancia de campo escalar K5, que conduce a
una solucién de energia oscura con las mismas propiedades del punto GB4. Es impor-
tante notar que cuando A = \/m , 1la EoS efectiva toma la forma w.ys = wyy,, que
conduce de esta manera a una solucién scaling. Sin embargo, para A = \/m
uno de los valores propios se hace cero, y el andlisis utilizando técnicas variedad
central (en el caso w,, =0) muestra que el punto fijo es inestable. En cualquier caso,
el punto es de silla, ya que dos valores propios se convierte en negativos (siempre que
0 < w,y, < 1). Tenga en cuenta también que el valor A =0 en GB4 y K5 reproduce el
punto critico al punto (0, 3,0) y lleva a una solucién tipo de Sitter. Los valores propios
correspondientes toman los valores [0,-3,-3(1 + w,,)], lo que indica que el punto
critico es de silla, y el valor propio cero requiere un analisis adicional para estudiar la

estabilidad. El anélisis posterior de variedad central muestra que el punto es inestable.
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El punto critico dado por K6 tiene una dependencia complicada en «, pero puede ser
analizado para valores especificos. Asi que si tomamos, o = 8/v/3, produce w, fr=1/3
y es atractor estable, imitando un Universo dominado por radiacién. En el limite de
a grande, el punto critico toma el valor (0,0,1) con autovalores [3,3/2,-3w,,], que
coinciden con el punto K1. La EoS efectiva tiende a w.ss — 0, lo que indica que el
campo escalar en este limite imita un Universo con dominancia de la materia sin

presion.

En le caso del modelo completo cuando se tienen ambos acoplamientos, ademas de
los puntos criticos anteriores se obtienen los dos nuevos puntos criticos C y E. Es de
notar que el punto E coincide con el punto C para k = -1, y los dos puntos tienen las
mismas propiedades de estabilidad y conducen a un universo de Sitter. De acuerdo
con los valores propios, los puntos son marginalmente estables, pero el andlisis de

variedad central muestra que los puntos son de silla.

En el estudio de este sistema auténomo hemos considerado una EoS para la compo-
nente de materia solo en el rango de 0 < w,, < 1, ya que nos interesa el papel de los
acoplamientos cinético y GB en el modelado de la energia oscura. Sin embargo, el
mismo analisis podria extenderse a densidades de energia més exodticos con valores
negativos de w,,. También se recurrié a una representacién exponencial para los
acoplamientos cinético y de Gauss-Bonnet, los cuales muestran una estructura de
fase muy interesante. Sin embargo este estudio se podria ampliar a potenciales y
acoplamientos diferentes, que como se ha mostrado en otros capitulos dan lugar a

escenarios cosmologicos viables.

Hemos mostrado que el efecto combinado del acoplamiento cinético no-minimo a la

curvatura y del acoplamiento del campo escalar al invariante de Gauss-Bonnet, podria
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constituir una fuente importante de energia oscura y jugaria un papel importante en

el estado actual de expansion del universo.
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Apéndice A

Método de la Variedad central

El método de variedad central permite simplificar un sistema dinamico, al reducir la
dimensién del sistema cerca de los puntos con autovalores de la matriz Jacobiana con
parte real nula y con otros autovalores con parte real negativa. Otro métodos utilizado
son el método de las bifurcaciones y el de las formas normales. En este apéndice
se presentan los conceptos esenciales del método de variedad central siguiendo lo

presentado en [161]. Considerando un sistema dindmico:
z=F(z) (A.1)

con z € R, z = (21,22,...,2n) ¥ f(2) = (F1(2), F5(2),...,F,(2)). Ademads se tiene
un punto fijo zy tal que F'(zo) = 0. Cerca del punto se puede linealizar el sistema

usando (5.6). Tomando « = z — 2, la ecuacién (A.1) se puede escribir como!:
z=Jx (A.2)

Donde J es una matriz de coeficientes constantes de orden n x n. Se deben hacer las

siguientes consideraciones: El espacio R™ es la suma directa de tres espacios: F*, E

ICabe senalar que esta transformacién traslada el punto critico al origen del nuevo sistema de
referencia
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y Ec. El espacio E* es el espacio generado por los autovectores de J con parte real
negativa. El espacio E* es el espacio generado por los autovectores de J con parte
real positiva. El espacio E¢ es el espacio generado por los autovectores de J con parte

real cero.

La teoria de estabilidad lineal es suficiente para determinar, las trayectorias en los
sub espacios ¢y E*. El método de variedad central permite determinar la dinami-
ca en el sub espacio y E*, en adelante consideraremos tnicamente estos espacios.

Reescribiendo el sistema (A.1) de la siguiente forma:

t=Ax+ f(x,y)
(A.3)
y=By+g(z.y)
Expresado en componentes tiene la forma:
xz:Asz"fz(x?y) i?j:1727"'7c
T (A.4)
ya:Baﬁya+ga(x7y) Oéaﬂ:1727"'75

Donde A es una matriz ¢ x ¢ con autovalores de parte real cero y B es una matriz sx s

con autovalores de parte real negativa y (x,y) € ¢ x R%. Ademds se asume que:

£(0,00=0 Vv £(0,0)=0
(A.5)

9(0,0)=0  vg(0,0)=0

El método de variedad central esta soportado en tres teorema principales: El teorema
de existencia de la variedad central, las condiciones de estabilidad y el ultimo que
permite construir la variedad central. En este apéndice omitimos la presentacion de

los teoremas o su demostracion, en su lugar presentamos la estrategia para usar el
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método (ver [161] para detalles y demostraciones).

Para el sistema dindmico (A.1), expresado en la forma (A.3) o (A.4), que cumpla las

condiciones (A.5) existe una variedad M, ¢ dimensional tal que:
» Tiene una funcién y = h(x) en las cercanias del origen.
» La funcién h cumple: A(0) =0y Vh(0,0) =0
» M es una superficie invariante de (A.3)

Ademéds, la restriccion del sistema (A.3) al espacio M que se representa como una

sistema dinamico reducido:

t=Ax+ f(x,h(x)) (A.6)

contiene toda la informacion necesaria para determinar las propiedades de estabili-
dad del origen. Esto significa que si el origen es estable, asintéticamente estable o
inestable para el sistema (A.6), el origen es respectivamente estable, asintéticamente

estable o inestable para el sistema de (A.3).

El objetivo es obtener una expresion aproximada de la variedad central. Para ello la
funcién y = h(x) se propone como un expansion de las componentes y, en términos

de las coordenadas g

_ _ 2-iy | in—is i 3—iy  ig—is i
Yo = ha(T1, 22, .., Te) =0aiy i, T 2T T + by i, T PG T 4
(A.7)
De aqui se puede obtener la derivada de h, con respecto a x;
. Ohg .
Yo = T (AS)
8@-
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Sustituyendo estas derivada en (A.4) en ¢, se obtiene

O hq
aﬂfi

&; = Baghg(x) + go(z, h(x)) (A.9)

Usando de nuevo la condicién (A.4) tomando en &, se obtiene el siguiente sistema de

ecuaciones
O hg _
Fre (Aijaj + fi(w,h(2))) = Baghp(x) + gal(a, h(x)) (A.10)
Esta expresién nos permite determinar los coeficientes de la expansion (A.7) y

obtener la parametrizacién de la variedad, la cual contiene la informacion de la

estabilidad del punto con la ventaja de tener una dimensién menor.

Dependiendo de la complejidad del sistema dinamico la implementacién del método
puede resultar muy extensa, por esto es necesario utilizar un CAS (Computer Algebra
System) como Mathematica 10.4 para solucionar el problema. En la referencia [164]
se presentan los elementos basicos para la implementacion de método de variedad

central usando Mathematica.

Para determinar la estabilidad del punto C: xg = (x,y,k,9) = (0,3(1 + k), k,—-2k),
el cual genera una soluciéon de Sitter, es necesario realizar una transformacién de
coordenadas y = (z,u, k,v) = (0,y —3(1 + k), k,g + 2k). En este sistema de referencia

las coordenadas del punto son (z,u,v,k) = (0,0,0,0).

La estructura de las ecuaciones (5.26)-(5.29), permite hacer una consideracién adi-
cional, puesto que la ecuacién para k' se anula automaticamente para cualquier valor

de k, esta variable puede ser tomada como constante. Realizando el analisis de esta-

3(k+1)
7 2k+1 0

bilidad lineal, los nuevos auto valores son: [0 -3]. Para que las condiciones de

3(k+1)

s < 0. En el caso critico que

existencia de la variedad se cumpla, es necesario que:
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k = -1 hay dos auto valores cero y un autovalor negativo. Luego de aplicar el método,

la parametrizacion de la variedad central (h(z) en la ecuacién A.5) toma la forma:

3 2
26? + 4% +O(z") (A.11)

v =

El sistema dindmico reducido en la variedad central tiene la forma:

3
uzx
x =323 - —

2 (A.12)

u = u? +uz?
El cual es un punto critico inestable o més precisamente, un punto de silla.
Otro caso interesante aparece en el punto I cuando \ = /6, esta condicién genera un

autovalor cero (considerando w,, = 0). Realizando la transformacién de coordenadas

(u,v,k,9) = (x=\2,(12=)X?)/4,k, g), la parametrizacién de la variedad central, toma

la forma:
v = u?
k=0 (A.13)
g=0
Y es sistema reducido,
u' = 6u? (A.14)

Dado el signo del coeficiente, el sistema es inestable. Hay otros casos que no se consi-
deran, puesto que son puntos criticos que estan fuera de la regién de interés fisico o

no cumplen la condicién de existencia de la variedad.
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