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Resumen

El objetivo principal de este documento es presentar una formulacién del problema
de Christoffel en el espacio hiperbélico, H"+!. Este problema es bien conocido en el
espacio euclidiano, R?, y consiste en determinar una superficie convexa una vez se
ha predeterminado su aplicaciéon de Gauss y el promedio de los radios de curvatura
en cada uno de sus puntos. Para hacer un planteamiento similar se presentan dos
modelos del espacio hiperbdlico, a saber, el modelo de la bola de Poincaré y el
modelo Lorentziano, y una nocién de convexidad basada en horoesferas; ademas,
se define la aplicacién hiperbdlica de Gauss, la cual tendrd un papel similar a la
aplicacion de Gauss para hipersuperficies en R™. Como resultado de la formulacién
del problema de Christoffel se obtiene una relacién con el problema de Nirenberg
sobre $". El presente trabajo se presenta como una descripcién de los resultados
obtenidos por J. Espinar, J. Galvez y P. Mira en el articulo «Hypersurfaces in "1
and conformally invariant equations: the generalized Christoffel and Nirenberg
problems».

Abstract

The aim of this work is to present a formulation of the Christoffel problem in the
hyperbolic space, H"*!. This problem is well known in the Euclidean space, R?,
and consists in determining a convex surface predetermining its Gauss map and
the average of the radii of curvature at each point. In order to have a similiar
approaching we present two models of the hyperbolic space, the Poincaré disk model
and the Lorentzian model, and a notion of convexity based on horospheres; besides,
the hyperbolic Gauss map is defined, which have a role similar to the Gauss map for
hypersurfaces in R". As a consequence of the formulation of the Christoffel problem
a relation with the Nirenberg problem on $" is obtained. This paper is presented
as a description of the results obtained by J. Espinar, J. Galvez and P. Mira in the
article «Hypersurfaces in H**! and conformally invariant equations: the generalized
Christoffel and Nirenberg problems».
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Introduccion

La geometria existe en todas partes. Pero se
necesitan ojos para verlo, inteligencia para
comprenderlo y alma para admirarlo.

— Johannes Kepler

El problema de Christoffel en R"*!, bastante conocido en geometria diferencial,
consiste en encontrar una hipersuperficie estrictamente convexa f : §" — R"*!
con aplicacion de Gauss preestablecida por un difeomorfismo G : $" — $" y cuyo
promedio de los radios de curvatura en un punto esté dado también por una funcién
preestablecida F' : $” — R, definida como,

donde k4, ..., k, son las curvaturas principales de la hipersuperficie f.

La existencia y unicidad de la solucién a dicho problema en R? fue tratada por
primera vez por E. Christoffel [Chr65]. Los argumentos de Christoffel reposan
dando condiciones necesarias y suficientes para F' de tal manera que el problema
tenga solucion, concluyendo que F' debe satisfacer ciertas ecuaciones diferenciales
parciales, ademas Christoffel logra construir la superficie a partir de F. Sin embargo,
A. Alexandrov en [Ale37] sefiala que las condiciones dadas por Christoffel no son
suficientes para asegurar que F' corresponde con una funciéon que promedia los
radios de curvatura para una superficie cerrada y convexa, asi la discusiéon dada
por Christoffel queda incompleta. Después de Christoffel el problema fue tratado de
nuevo por A. Hurtwiz [Hur02], D. Hilberth [Hil06], T. Kubota [Tad25], entre otros,
también de forma incompleta, siendo finalmente resuelto en forma general en 1967
por W. Firey [Fir67; Fir68].

Resulta natural preguntarse por una extensién del problema de Christoffel a otros
espacios ambiente, en especial al espacio hiperbdlico; en este caso, el problema no
se puede plantear de la misma manera, puesto que algunos conceptos pierden su
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sentido geométrico, haciendo sutil una posible formulacion. La aplicacién de Gauss,
los radios de curvatura y la convexidad requieren ser sustituidos para tal objetivo.
Para el caso de la aplicacién de Gauss de una hipersuperficie M" ¢ H"*! la dificultad
radica en que ésta no tiene codominio identificable con $"; en consecuencia, se
sustituira la aplicaciéon de Gauss por lo que llamaremos la aplicacién hiperbdlica
de Gauss, denotada como G : M™ — S donde S7, es la frontera ideal del espacio
hiperbélico n + 1-dimensional. La convexidad en R"*! la sustituiremos por una
nocién de convexidad en H"t! determinada a través de horoesferas, tratando de
emular la convexidad determinada con planos en R"*!. Los radios de curvatura
seran sustituidos por los radios de curvatura hiperbdlica, resulta natural hacer dicho
cambio, pues en el caso de R"*! los radios de curvatura estdn relacionados con la
aplicacidn de Gauss, la cual serd sustituida. Los elementos anteriores permitiran un
enunciado del problema en H"*! andlogo a su versién de R"*!, donde tiene sentido
preestablecer a través de un difeomorfismo la aplicacién hiperbdlica de Gauss como
seria de esperarse.

Una vez planteado el problema de Christoffel para hipersuperficies hiperbdlicas, se
puede demostrar, que éste se relaciona con el también conocido problema de Niren-
berg, el cual consiste en determinar para la n-esfera $” una métrica, g, conforme
a la euclidea, gy. Especificamente, determinar p : $" — R tal que la curvatura
escalar de la variedad riemanianna ($", €2’gg) es una aplicacién preestablecida S,
lo que resulta siendo equivalente a la existencia de una solucion p sobre $" para la
siguiente ecuacion diferencial parcial eliptica no lineal

—A%p+1= 627’)5’(3:) si n=2,
(0.1)

n+2

4
— A9y + "("472)u = 4&__21)5’(;U)uﬁ si n > 2, donde un—2 := 2",

El problema de Nirenberg ha sido uno de los principales temas en ecuaciones
diferenciales parciales elipticas, para solucionar la ecuacién anterior necesariamente
S(z) > 0, sin embargo J. Kazdan y F. Warner [KW75] dan ejemplos de funciones
positivas S(x) tal que (0.1) no tiene solucién, mostrando que el problema anterior
rara vez es soluble. La determinacion del conjunto de todas las funciones S de modo
que el problema (0.1) tenga una solucién atin estd abierta, aunque se han dedicado
estudios intensivos a este problema tratando de entender bajo qué condiciones este
problema tiene solucién, ver [AMO1; Bia96; BC91].

El presente documento se encuentra organizado en la siguiente manera, en el ca-
pitulo 1 se presentan algunas definiciones y resultados basicos de la geometria
riemanianna, especificamente introduciremos los conceptos de variedad riemanian-
na, conexion Levi-Civita, tensor de curvatura, curvatura de Ricci, ecuacion de Gauss
y gradiente, hessiano y laplaciano de una funcién de valor real sobre una variedad

indice general



riemanianna, los cuales usaremos a lo largo del trabajo. En el capitulo 2, intro-
duciremos el espacio hiperbdlico H"*! y definiremos el modelo Lorentziano del
espacio hiperbdlico en el cual describiremos elementos como conexion riemanianna
y geodésicas. A partir de dicho modelo construiremos el modelo de la bola de Poin-
caré. En el capitulo 3, se definiran las horoesferas, las cuales caracterizaremos en el
modelo Lorentziano con el fin de definir la aplicacién hiperbdlica de Gauss; también
estudiaremos el espacio de horoesferas dotandolo de una estructura de variedad
semirriemanianna. Por tltimo daremos una nocién de convexidad en H"*! basada
en horoesferas en lugar de planos como se hace R"*!. En el capitulo 4 se realiza un
planteamiento del problema de Christoffel en H"*! y se muestra que este plantea-
miento estd relacionado con el problema de Nirenberg en $", todo esto gracias a
una férmula de representacion para hipersuperficies hiperbélicas, en términos de la
aplicacién de Gauss hiperbdlica y la funcion de soporte horoesférico.

indice general






1.1

Preliminares

La geometria es el arte de pensar bien y dibujar
mal.

— Henri Poincaré.

En este capitulo fijaremos la notacion que vamos a seguir a lo largo del documento y
recogemos algunos resultados y conceptos basicos de la geometria riemanianna.

Variedad riemanianna

El objetivo de esta seccién es presentar la definicién de variedad riemanianna y
algunos resultados concernientes a dicho concepto.

Definicion 1.1 (Variedad diferenciable) Una variedad diferenciable de dimension
n es un conjunto M y una familia de aplicaciones inyectivas x,, : U, C R"™ — M de
conjuntos abiertos U, de R™ en M tales que

s J,Us =M.

» Para cualquier pareja «, B3, con z4(Us) Nag(Ug) = W # 0, los conjuntos ' (W)
y :ngl(W) son abiertos de R™ y las aplicaciones xgl o x4 son diferenciables.

» La familia {(Uy,xq)} es maximal respecto a las dos condiciones anteriores.

El par (U,,zs) (o laaplicacién z,) con p € z,(U,) es llamado parametrizacion,
carta o sistema de coordenadas de M en p y el conjunto x,(U,) es llamado una ve-
cindad coordenada en p. Cualquier familia {(U,, z»)} que satisfaga las dos primeras
condiciones de la definicién anterior es llamada una estructura diferenciable para la
variedad diferenciable M.

Observacion 1.2 Una estructura diferenciable sobre M induce una topologia natural
sobre M. Es suficiente con definir A C M abierto en M siy solo si z;1(ANxo(Uy)) es
abierto en R para toda «.
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Dadas M"™ y N™ variedades diferenciables consideremos una aplicaciéon
¢ : M™ — N™, decimos ¢ que es diferenciable en p € M si dada una parame-
trizacién y : V. C R™ — M en ¢(p), existe una parametrizacion z : U C R — M
en p tal que ¢(x(U)) C y(V) y la aplicacién

y_logbox:UCRn—)Rm,

es diferenciable en z~!(p); cuando ¢ es diferenciable en todo punto de su dominio
diremos solamente que la funcion es diferenciable sin discriminar el punto.

Sea e > 0, una aplicacién diferenciable o : (—¢,€) — M serd llamada curva sobre M.
Suponga que «(0) = p € M y sea D el conjunto de funciones diferenciables sobre M,

el vector tangente a la curva o en t = 0 es la aplicacién «(0) : D — R dada por

a{0)(f) = 5 (f o) o

El conjunto de todos los vectores tangentes a M en p € M sera indicado por
T,M; un resultado conocido acerca de este conjunto es que tiene estructura de
espacio vectorial (ver [DC92, pag 8]). Si ¢ = (x1,...,x,) €S Una parametrizacion
alrededor de p € M para la variedad M", definimos los elementos {0;}!" ; como
8; = ¢(te; + ¢—1(p))(0), donde {e;}™_, representa la base canénica de R". Note que
para e > 0 lo suficientemente pequefio ¢(te; + ¢~ *(p)) : (—¢,€) — M es una curva
sobre M que en el instante ¢ = 0 pasa por p, por tanto 0; € T, M. No es dificil ver
que {0;}, es base del espacio vectorial T),M.

Definimos la diferencial en p € M de la aplicacién ¢ : M™ — N™ como la aplicacién
dpp : TyM — Ty, N tal que para v € T,M,d¢p,(v) = ¢ o 5(0), donde 3 es una
curva sobre M tal que 5(0) = p y $(0) = v. La aplicacién ¢ se dice inmersién si
dg, + TyM — Ty, N es inyectiva para todo p € M. Si ademds ¢ es un homeo-
morfismo sobre ¢(M) C N con la topologia inducida por N, decimos que es un
encaje. Cuando M C N ylainclusiéon i : M C N es un encaje, decimos que M es
subvariedad de N. El nimero n — m es llamado codimensién de la inmersién.

Un campo vectorial X sobre una variedad diferenciable M es una correspondencia
que asocia a cada p € M un vector X (p) € T, M, esto es una aplicacién diferenciable
X : M — TM donde TM = {(p,v) : p € M,v € T,M} esla variedad diferenciable
conocida como fibrado tangente (ver [DC92, pag 15]). Denotaremos por X(M) el
conjunto de campos vectoriales de clase C'* sobre M. Considerando el conjunto D
como el conjunto de las funciones de valor real diferenciables definidas en M, un
campo vectorial también puede ser pensado como una aplicacién X : D — R, ya
que si tomamos una carta (¢ = (x1, ..., ), U) alrededor de p € M, entonces dado
que {0;}?_, es base de T,,M podemos escribir

Capitulo 1 Preliminares



n

X(p) = Z ai(p)oi,

i=1
donde cada a; : U — R es una funcion diferenciable definida en U, asi puede
pensarse X : D — T'M, definida en la siguiente manera

X(f) = z": ai(p)O; f.
im1

Dados X,Y € X(M), definimos el campo vectorial [X,Y]: D — R,
(X, Y](f) = X(Y(f)) = Y(X(S)).

El campo anterior es conocido como bracket de X, Y.

Definicién 1.3 (Variedad riemanianna) Una variedad riemanianna es un par (M, g),
donde M es una variedad diferenciable y g es una asignacion suave diferenciable de
formas bilineales simétricas definidas positivas en los espacios tangentes de M. Ast,

g:p—=>9()p: TpyM xT,M — R,

donde suave significa que todo X,Y € X(M), la aplicacién ¢(X,Y) : M — R
definida por p — g(X(p), Y (p)), es diferenciable. En adelante llamaremos a g métrica

riemaniannd.

Ejemplo 1.4 (R", go) es una variedad riemanniana, donde la métrica gy asigna en
cada espacio tangente el producto interno usual de R™.

Sea ¢ : I — M una curva sobre una variedad riemanianna (1, g), se define el vector
velocidad en t € I de la curva c como ¢é(t) € Ty M, tal que para f € D,

() = 5 (F o).

La restriccién de la curva ¢(t) a un intervalo [a, b] C I es llamado un segmento. Si
M es una variedad riemaniana, definimos la longitud de un segmento por

1) = [\ 600) D).

La definicién de longitud nos permite concebir una variedad riemanianna M conexa
como un espacio métrico, en forma natural definimos la distancia d(p, ¢) entre dos
puntos p,q € M como

1.1 Variedad riemanianna
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d(p,q) = {inf(I(c)) : ¢ es un segmento que une a py q}.

Sea f : M — N un difeomorfismo (esto es, f es una biyeccién diferenciable
con inversa diferenciable) entre dos variedades riemaniannas (M",g) y (N™,g),
entonces f es llamada isometria si para todo u,v € T,M tenemos

g(u,v)p = g (dfp(u), dfp(”))f(p) .

Dados X,Y € X(M), se define la conexién riemanianna VxY de una variedad
riemanianna (M, g) como el tinico campo que satisface la igualdad de Koszul (ver
[DC92, pag 551),

29(2, VxY) =Yg(X,2) + X(2,Y) - 29(X,Y) — g([Y, Z], X)
—9([X, Z],Y) — g([Y, X], Z).

La conexidn riemanianna V, se caracteriza por tener las siguientes propiedades
propiedades:

» Compatibilidad con la métrica, es decir para X,Y,Z € X(M) se verifica
Xg(Y,Z) = g(VxY.Z) + g(Y,VxZ).

» Simetria, es decir para X,Y € X(M) se verifica VxY — Vy X = [X,Y].

En una variedad riemanianna (), g) existe una unica correspondencia que asocia a

cada campo vectorial V' a lo largo de una curva diferenciable o : I — M otro campo
vectorial % a lo largo de a, llamado derivada covariante de V' a lo largo de « tal

que

= SiV(t) =Y(c(t)), entonces % =V.»Y;
donde W es un campo diferenciable a lo largo de oy f es una funcién diferenciable
sobre I (ver [DC92, pag 50]). Por sus propiedades la derivada covariante puede ser
pensada como una generalizacién de la derivada direccional del célculo vectorial.

Una curva parametrizada v : [ — M es una geodésica si % =0Oparacadat € I.En

el caso de R™ con la métrica usual, la derivada covariante coincide con la derivada
direccional, por ende las geodésicas son las lineas rectas, pues el hecho que % =0,

Capitulo 1 Preliminares
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equivale a que «(t) tenga aceleracién nula. La idea de geodésica es generalizar el
concepto de recta a variedades diferenciables. Una geodésica « : I — M se dice
maximal si no pude ser extendida a una geodésica sobre un intervalo mas largo, es
decir si no existe una geodésica & : I — M, donde I C I satisfaciendo &|; = «. Una
variedad riemanianna (M, g) se dice geodesicamente completa si cada geodésica
maximal es definida sobre todo R.

Teorema 1.5 (Hopf-Rinow) Una variedad riemanianna (M, g) conexa es geodesica-
mente completa si y solamente si es completa.

La demostracion del anterior teorema puede consultarse en [Lee97, pag 108].

Las geodésicas quedan caracterizadas por un punto por donde pasen y su vector
velocidad en dicho punto, tal y como puede verse en la siguiente proposicién cuya
prueba puede consultarse en [Lee97, pag 58].

Proposicion 1.6 Sea (M, g) una variedad riemanianna para cada p € M, v € T, M
y to € R existe un abierto I C R,ty € I y una geodésica o : I — M, satisfaciendo
a(ty) = py alty) = v. Cudlquier otra geodésica 3 satisfaciendo 3(to) = py B(to) = v
coincide con « en su dominio comun.

Curvatura

A continuacion introduciremos el tensor de curvatura, los conceptos de curvatura
seccional y curvatura escalar.

La curvatura R de una variedad riemanianna (M, g) es una correspondencia que
asocia a cada par X,Y € X(M) una aplicacién R(X,Y) : X(M) — X(M) dada
por

R(X,Y)Z =VxVyZ -VyVxZ —Vxy|Z,

definimos el tensor de curvatura como el 4-tensor
R(X,Y,Z,T) = g(R(X,Y)Z,T).

Los coeficientes del tensor de curvatura en un sistema de coordenadas locales
¢ = (x1, ..., ;) son definidos como

Rijk = R(0;, 05,0k, 0y).

Dado un subespacio o, C T,M de dimensién 2 y una base { X, Y’} de o), se define la
curvatura seccional de o, como

1.2 Curvatura
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B (X,Y,X,Y)
VIXPIYP = g(X,Y)?

K(op)

Observacién 1.7 Elvalor de K (o)) no depende de la escogencia de la base de o), (ver
[DC92, pdg 94]).

El tensor de Ricci es definido como
Rice(X,Y)=tr(Z - R(X,2)Y),
y sus coeficientes en coordenadas locales estan dados por

Ry = Rijug",
jl
donde ¢' son los coeficientes de la matriz (g;5)~'. La curvatura escalar S : M — R
evaluada en p € M se define como el producto de n(n — 1) con el promedio de las
curvaturas seccionales de M calculadas en p (fijada una base ortonormal), puede
probarse que

S(p) = Rirg™.
ik

Inmersiones isométricas

Consideremos la siguiente situacién, sea f : M — M una inmersién de la variedad
M de dimension n en una variedad riemanianna M de dimensién n + k. La métrica
riemanianna de M induce de manera natural una métrica riemanianna sobre M de
la siguiente manera, si vy, v2 € T, M, se define g(vi,v2), = g(dfp(v1), dfp(v2)) (- En
esta situacion f se convierte en una inmersioén isométrica de M en M, identificaremos
p € M con f(p) € M yv € T,M con df,(v) € Ty, M para cada p € M, el producto
interno sobre 7, M descompone T, M en la suma directa

T,M = T,M @ (T,M)™*,

donde (T,M)* es el complemento ortogonal de 7,M en T,M. Asi todo vector
v € T,M, se descompone como v = v’ +v1, donde v* € T,M y v* € (I,M)*. La
conexién riemanianna de M induce una conexién riemanianna en M determinada
como VxY = (VxY)7, y se puede verificar que esta es la conexién riemanianna
relativa a la métrica inducida por f.

Capitulo 1 Preliminares
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Dados campos vectoriales X,Y € X(M) tenemos
VxY = (VxY)T + (VxY)t
Dado que (V)T =V, la anterior igualdad se reescribe como
VxY =VxY + B(X,Y), (1.1)

la cual se conoce como férmula de Gauss, donde se ha definido la aplicaciéon
B : TM x TM — (TM)* llamada segunda forma fundamental. Usando esta
férmula se determina una relacién entre las curvaturas seccionales K y K de My
M respectivamente que se conoce como ecuacion de Gauss (ver [DC92, pag 130])

K(X,Y)-K(X,Y)=g(B(X,X),B(Y,Y)) + | B(X,Y)|> (1.2)

En el caso de una inmersién de codimensién de dimensién 1, i.e, f : M™ — M™*1,
la ecuacién de Gauss tiene una forma més simple. Sean p € M, n € (T,M)ty
{e;}i, una base ortonormal de 7),M en la que el operador de forma asociado a
n, verifica A, (e;) = —(Ve,n)T = Mei, parai = 1,2,...,n, entonces la ecuacién de
Gauss puede ser escrita como

K(ei, ej) — K(ei, €j) = )\i)\j~ (13)

Gradiente, Hessiano y Laplaciano sobre una
variedad riemanianna

Consideremos (M, g) una variedad riemanianna y sean f € Dy X,Y € X(M). Dado
p € M,y {e;}}-, una base ortonormal de 7}, se define el gradiente de f en p como
el unico vector V f(p) € T,M que satisface ¢,(X,Vf) = X(f), para todo campo
vectorial X € X(M).

El hessiano de f, Hessf(X,Y), se define como Hessf(X,Y) = g(VxVf,Y)yel
laplaciano de f calculado en p € M, Af(p), como

Af(p) = Z Hessf(e;, €;).
i=1
Si f=(f1,....,fr) : M — R* es una funcién suave, definimos

Af = (Af1, ..., Afg).

1.4 Gradiente, Hessiano y Laplaciano sobre una variedad riemanianna

11
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Proposicién 1.8 Sea (M, g) una variedad riemanianna, p € M y {e;}!'_, una base
ortogonal de T,,M, entonces

Af(p) = eilei(f)) = Veer (1.4)
i=1
Observacion 1.9 Para cada p € M existe una carta ¢ = (x1,...,x,) tal que

9(05,0;)p = 0ij ¥y Vo,0; = 0, en este caso llamaremos a {0;};-, referencial geodé-
sico en p, en este sistema de coordenadas note que Af = >1', 0;(0;(f)). A veces la
parametrizacion ¢ suele ser llamada vecindad normal de p, (ver [Lee97, pdg 78]).

Proposicién 1.10 Sea (M, g) una variedad riemanianna, V su conexidn riemanianna
y 1 : M™ — R™ una inmersion isométrica, entonces

Ay =nH.

Demostracidn. Sea {e;}7_; un referencial geodésico en p. Para cada a € R™ considere
fa : M™ — R dada por f,(p) = go(¢(p), a).

n

Afa="7eilei(fa) =

=1

ei(ei(go(¥(p), a)))

-

@
I
—

ei(go((dy)(es), a))

Il

@
Il
—

|

ﬁ
Il
—

90(VE " es,a) + go(ei, VE " a).
Utilizando la férmula de Gauss (1.1) se tiene que

ZQO e; €i +B 61,62) a)

n

= Z go(B(ei, ), a)
= go(nH, a).
Por dltimo, si observamos que A f, = Ago(¥,a) = go(At), a), concluimos
9o(AY —nH,a) = 0 para todo a € R™,

tomando a = ¢; parai = 1,2, ..., m, se tiene que Ay = nH.
O

Capitulo 1 Preliminares



2.1

Dos modelos del espacio
hiperbdlico

La Geometria existia antes de la Creacién. Es
co-eterna con la mente de Dios... La Geometria
ofrecio a Dios un modelo para la Creacion... La
Geometria es Dios mismo.

— Johannes Kepler.

En este capitulo estudiaremos el espacio hiperbdlico H"*!, para ello usaremos dos
modelos del espacio hiperbdlico, a saber, el modelo Lorentziano y el modelo de la
bola de Poincaré.

Consideraremos la siguiente definicion del espacio hiperbdlico y a partir de es-
ta definicién mostraremos la existencia de dos modelos mencionados para este
espacio.

Definicion 2.1 El espacio hiperbélico de dimension n + 1 es la variedad riemanniana
n + 1—dimensional, simplemente conexa y completa de curvatura seccional constante
kE=-1

Observacion 2.2 Es importante destacar que solo existe un espacio con las anteriores
propiedades (ver [DC92, pdg 163]).

Modelo Lorentziano

El objetivo de esta seccidn es presentar un modelo del espacio hiperbélico, dicho
modelo sera construido como una subvariedad de una variedad semiriemanianna
conocida como espacio de Lorentz. A lo largo de este documento usaremos las
siguientes notaciones, r = (g, ..., 7,4+1) € R"2 lo denotaremos como = = (g, 7),
donde tomaremos 7 = (z1, ..., 2,11) € R"*! y la métrica euclidea sera denotada por

go 6 <'7 >

El espacio de Lorentz se define como "2 = (R"*2,((,))) donde la forma bilineal
((,)) se define para z = (70,Z),y = (vo,%) € L"*? como ((z,y)) = —zoyo + (Z, ).

13
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En este espacio definimos los conjuntos:
= e e L2 ((@,)) = —1,30 > 0},
1
]N’}r+ = {a e "2 ((a,a)) = 0,a9 > 0},
sptt o= {oel™?: ((@,2) =1}
Los elementos de IN:*!, §7*! y H"*! serdn llamados vectores de luz, vectores de
tiempo y vectores de espacio, respectivamente.

X

[

4|
hl

Fig. 2.1.: Representacion de los conjuntos IN*', H" 1 y §7+1,

Note que H"*! es una hipersuperficie, si consideramos la hipersuperficie dada por el
valor regular -1 de la funcién F : R"*? — R, definida por F(x¢, ) = —23 + (Z, T),
vemos que H"*! es una componente conexa de tal hipersuperficie. A continuacién
probaremos que la subvariedad (H"*!, ((,))) del espacio de Lorentz es el espacio
hiperbolico n + 1-dimensional y describiremos en este espacio elementos tales como
la conexion riemanianna y las geodésicas.

Proposicion 2.3 (H"*!, ((,))) es una variedad riemanianna simplemente conexa.
Demostracion. Los siguientes lemas nos permitiran concluir el resultado.
Lema 2.4 Sea v € T,H" ™! entonces ((v,p)) = 0.

Demostracion. Sea v € T,H" ! y una curva a (t) : (—¢,¢) — H*™! tal que o (0) = p
y a (0) = v. Entonces debe satisfacerse ((« (t), o (¢ )>) = —1 para todo ¢t € (—¢,¢)
pues a (t) € H"*!, luego 4 (({a(t),a(t)))) = 0. La ultima igualdad equivale a
2((a (t), a (t))) = 0, evaluando en ¢ = 0 tenemos ((v, p)) = 0.

(]
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Lema 2.5 Sea v € T,H""! entonces {(v,v)) > 0.

Demostracién. Sea p € H*™! y v € T,H"*!. Si denotamos p = (po,p) y v = (vo, )
observese que ((p,v)) = —vopo+ (P, v). Ahora, por el lema anterior ((p,v)) = 0, de lo
cual se deduce (p, v) = povo. Usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz se obtiene
(p,v)? < (p,p)(v, ), asi ha de tenerse pgv3 < (p, p) (v, v), pero (p,p) = —1 + p2 de
donde:

pove® < (—1 +P3) (v,0),

la desigualdad anterior implica p3((v,v) — v3) > 0, es decir,
—vg 4 (0,0) = ({v,0v)) > 0.

U
Lema 2.6 Sea v € T,H"™! tal que {(v,v)) = 0, entonces v = 0.

Demostracién. Supongamos ((v,v)) = 0.

Caso 1 (vg = 0).
Sivg = 0, entonces (v,v) = 0, lo que implica v = 0 pues (,) es el producto interno
usual de R"*! que es definido positivamente, asi v es el vector nulo.

Caso 2 (vg # 0).

Si vy # 0, entonces (v,v) = v3, pero por las desigualdades anteriores sabemos
que po2vp? < (=1 + p3) (v, ). Asi, deducimos py2vp? < (—1 + pg) vo? lo cual es una
evidente contradiccién. Luego vy = 0 y por el argumento del caso 1 el vector v es
nulo.

O

De los tiltimos dos lemas se deduce que ((, )) esta definido positivamente en T),JH" !
para todo p € H"*! y como H"*! es una variedad, se concluye que (H"*! ((,)))
es una variedad riemanianna. Veamos que (H"*!, ((,))) es simplemente conexa.
Consideremos la aplicacion

¢ : H"t — R™"! definida por , ¢(x, Z) = Z,

la aplicacién anterior es la proyeccién del hiperboloide H"*+! en R"*!, es suficiente
con probar que ¢ es un difeomorfismo ya que ser simplemente conexo es un invarian-
te bajo difeomorfismos y R"*! es simplemente conexo. Veamos que ¢ es inyectiva,
considere

¢(xo, ) = d(yo, ), 2.1

2.1 Modelo Lorentziano
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de donde = = §. Sabemos que necesariamente se tiene

de donde 23 = y3, como x¢ y yo son cantidades positivas se garantiza

(z0,Z) = (Y0,9)-

Por lo tanto ¢ inyectiva. La sobreyectividad de ¢ es inmediata, en conclusién H"*! y
R™*! son difeomorfos. Por lo tanto H"*! es simplemente conexo.
[l

Observacion 2.7 Denotando por e;,i = 0,1,--- ,n+ 1 el i + 1-ésimo vector de la base
candnica de R™*2, note que {{eg + e1,eo + e1)) = 0. Por lo tanto ("2 ((,))) no es
variedad riemanianna. No es dificil ver que ((,)) es una forma bilineal simétrica de
indice 1.

Calculemos la conexién riemanianna del espacio de Lorentz. Tomando X : U =
R"*2 — R™*2 como la funcién identidad, obtenemos una parametrizacién de todo
R"™*2 usando una sola carta (X, U), asf la conexién de Levi-Civita quedara definida
sobre toda la variedad, y no es dificil ver que 9; = e; 1 parai = 1,...,n + 1 donde
e;_1 es el i—esimo vector de la base candnica. Calculando la matriz g

((eo,e0))  ((eose1)) -+ ({0, ent1))
((e1,e0))  (leren)) - ({ex,ens1))
g= . . . . ’
<<en+1a60>> <<en+1761>> <<en+1aen+1>>
con un simple calculo g1; = -1y ¢;; = 0;; parai,j > 1, es decir :
-1 0 --- 0
9= :

0 O 1

Luego las funciones g;; son todas constantes, asi reemplazando en la siguiente
férmula para hallar los simbolos de Christoffel (ver [DC92, pag 56])

Fij ~ 9 {Xk: 81‘Z‘g]k + axjgkz - amkgzj} g, (2.3)

donde g;; = ((0;,0;)) y (¢*™) es la matriz inversa de (gi,,), tenemos que I'7=0.
Esto permite concluir que la conexién de Levi-Civita de R"*2 es la misma que la de

Capitulo 2 Dos modelos del espacio hiperbdlico



IL"*+2, 1a cual denotaremos simplemente por VR Note que para todo p € H*H!
se tiene
T,L""? = T,H" ™ @ Gen{p},

asi todo v € T,L""2, se descompone como v = v’ + v+, donde vI' € T,H" !y

vt € Gen{p}.

Proposicién 2.8 Sean X,Y € X(H"*!) entonces
n+1 nt2_ T
vy = vy
donde V""" es la conexién Levi-Civita de H" 1.
Ahora denotemos por K la curvatura seccional de (H"*!, ({,))), veamos que K es
constante e igual a —1. Considere X,Y € X(H"*!) y n: H**! — TH" n(p) = p,

partiendo de
X{(n,Y)) =0,

por la compatibilidad de la métrica en la igualdad anterior obtenemos
n+2 n+2
(VRTYm) = (v, VR ) = —({(X,Y)).

Por lo tanto si consideramos H"*! como subvariedad de I."*2, la segunda forma
fundamental B de esta inmersién esta dada por

B(X,Y) = (X, Y))n.
Por la ecuacién de Gauss, si témanos {e; }?' una base ortonormal de T, JI"*!
K(ej, ej) = —1.

Lo que prueba que la curvatura seccional es constante igual a —1.

2.1.1 Geodesicas en (H"™, ((,)))

Dados p € H""! y v € T,JH""!, determinaremos la parametrizacién de la geodésica
en H"*! que pasa por p con velocidad v € T,H"*!. Sea v (t) tal geodésica entonces,
v : T — H" y v (0) = p, 4(0) = v.

Y (t) = (1'0 (t) y 1 (t) y ooy Tn41 (t)) .
De la definicidon de geodésica tenemos

_ Dy

0
dt

= (VRS 407,

2.1 Modelo Lorentziano
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donde £ es la derivada covariante. Usando un sistema local de coordenadas (U, X)
se satisface

n+1 2
Rn+2 . . d T k dl‘i dxj
Vi 10 =2 (d% LI | O @

Tomando U = R™*? y X como la identidad en R"*2, queda definida la expresién
anterior sobre todo R"*2, dado que Ffj = 0y O = e tenemos

]Rn+2 . ntl dek .
Vy(t) ’Y(t) = Z Wek = ’Y(t)~
k=0

R™25)T = 0 lo que equivale a y(t) € Gen{~(t)} para todo

Y(#)
t € I,un candidato para ~(t) es

Deseamos que (V

~ () = peosh (||v]|t) + ﬁsenh(ﬂv”t). (2.5)

Las condiciones v : I — H"*! y v (0) = p, ¥(0) = v son satisfechas por (2.5), no
es dificil ver que y(t) € Gen{~(t)} ya que »(t) = ||v||*7(¢). Por lo tanto 0 = DZ—)@ y

asi hemos resuelto el problema, pues la ecuacion diferencial ordinaria de segundo

orden (2.4) tiene solucién unica dados los valores iniciales «(0) y v(0).

Ty

T2

Fig. 2.2.: Representacién de una geodésica en H?.

Observacion 2.9 La representacion de una geodésica como se ha obtenido en la propo-
sicion anterior, bdsicamente puede verse el trazo de las geodésicas como intersecciones
de planos en I."*2 que pasan por el origen con H" 1,

Proposicion 2.10 La variedad riemanianna (H"*1, ((,))) es completa.

Demostracién Consideremos una geodésica o : I — H"*! tomemos ty € I, luego
a(ty) = g € H" 'y a(tg) = w € T,H"*!, Defina v : R — H"™!, como
w
V() = qeosh(|w|(t —to)) + 7— senh(Jw|(t — t0)),

jw]
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2.2

observe que () = |w|*y(t) € Gen{y} lo que implica que esta tltima curva es
geodésica, ademas ~(tg) = q ¥ 7(to) = w, asi por proposicién 1.6 se tiene ~|; = o
En conclusién toda geodésica se puede extender a una geodésica definida sobre R,
por lo tanto toda geodésica maximal es definida sobre R. Lo anterior demuestra
que (H™"! ((,))) es geodesicamente completo y por teorema 1.5 tenemos que es
completa.

U

Definicion 2.11 Definimos el modelo Lorentziano del espacio hiperbdlico como la
variedad riemanniana (H" 1, ({,))).

Modelo de la Bola de Poincaré

En esta seccidn construiremos el modelo de la Bola de Poincaré del espacio hiperbé-
lico, lo construiremos a partir del modelo Lorentziano. Sea B"*! la bola unitaria de
R™*! centrada en el origen, dotemos este conjunto con la métrica

( | )2
gp=—5] g-
PN —pl?

A continuacién se mostrard que esta variedad riemanianna es isométrica al modelo
Lorentziano del espacio hiperbdlico. Definamos la siguiente aplicacion
I : H*! — B"! tal que para z € H", TI(z) = § € B""!, de tal manera
que el punto (0, ) se encuentra en la recta de I."*2 que pasa por los puntos z y
(—-1,0,...,0), ver Figura 2.3.

X0

Fig. 2.3.: Proyeccién del punto x.

Observacion 2.12 Note que II puede considerarse como una proyeccion estereogrdfica
de H"! desde el polo sur, tomando como polo sur el punto (—1,0,...,0).

2.2 Modelo de la Bola de Poincaré
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Proposiciéon 2.13 II : H*! — B!y 1! : B*+! — H"*! estdn dadas respectiva-

mente por

M(z) = y @) = (1 1 20)

Estos difeomorfismos son isometrias entre el modelo Lorentziano del espacio hiperbdlico
y la variedad riemanianna (B"*!, g) .

Demostracidn. Note que si x € H"*1, entonces (x,z) = —1 + 23, por tanto

z z 1 o 2 —1 2
M@).1@) = (5 o) = T = g = 1~ 1o

Dado que zy > 1, esto dltimo implica que ||TI(z)| < 1 es decir II(H"*!) c B+
Ahora veamos que II : H**! — B"*! es un difeomorfismo, mostremos primero que
esta funcion es inyectiva. Sean = = (z9, ),y = (yo,%) € H""! entonces si se verifica

II(z) = II(y), se obtiene que
1+ 2 _

T = .
1—|—yoy

Dado que z, y son elementos en H"*! observamos que

1+m0)2 _
1+yo

—~
\/‘
|
\

8
o
+
N

—_
+
8
o
N———
(V)
—~
oN
\
—_
~—

—1=—2%4(z,z) = —2% + (

Por tanto

-1 <1+x0)2
-1 14y

determinando zy = yo.

La ultima igualdad nos lleva a * = y, y asi, z = y. Por lo tanto la funcién 1T :
H"+! — B"*! es inyectiva. Mostremos que II es sobreyectiva. Sea y € B"*! entonces

1
considere x = W(l + ||71%, 29) y note que
-1y
2
1+ |7]* 4 o
e = (1 i) e
2
_ (1 + HgH2> + 4 Hg”Z
1 —[|y[> (1 - lI71>?
- —— —
(1 —1lgl*) (1 —1lgl*)
_ 1 —20glP + gl
= P
(1 —1ly11%)

=1,
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es decir x € H*!. Ademds,
2y
1 12 o 1 —[lg|? _
H(x) =1 (— 1+ Hy||2>2y ) = =2 =Y
e | )= Tewr
1 —[ly|?

Los razonamientos anteriores nos permiten concluir que II! : B! — H"*! esta
dada por

1 1 _ _
n'(y) = 1_7”?”2(1 + 19117, 29).

Las expresiones halladas para II-! y II permiten concluir que ambas son dife-
renciables, pues cada componente son cocientes de polinomios, por consiguiente
II: H*t! — B"*! es un difeomorfismo. Probaremos solamente que II~! es una
isometria, para II el proceso es anadlogo, luego es suficiente con probar que

9i5 = g(€i7ej) = <<dH;1(€i)7dngl(ej)>>l_[*1(p)7

donde {e;}""! es una base ortonormal de 7, B"*. Para calcular dIT, " (e;) considere-
mos una curva « tal que para algun e > 0 verifique a : (—¢, ¢) — B y a(0) = p,
&(0) = e;. Podriamos tomar «(t) = p + e;t que cumple con los requisitos anteriores,
entonces

4L (e;) = % (I o a(®)) li=o
— o (i @I, 20) leo
&t \T= a0 )=
_ 4 <1(1 + |lp + eitl?, 2p + 26-75) li=0
i \T= o+ catl? et o

Por otro lado

d
7 (Ip -+ eitll?) li—o = 2(p + eit, ) =0 = (p, i) = 2pi,

asi,

(Y (R R TP
dt \1~[lp+eitl?) ="~ (1~ [pl®)*
Usando los dltimos hechos note que

d 1
— | 112, 2p + 2e,t ) |-
dt (1_ Hp—l—eit‘|2( + |lp + eit]|*, 2p + 2e; ) lt=0

2

= T2 (Piﬂ_l(P) + (pi, Gi)) :

2.2 Modelo de la Bola de Poincaré 21



Por lo tanto

(L, (e4), T, (e) -1 )

— L 71 e -1 e
N <<1 — |Ip||2 (I (p) + (pis e4) 1—|p|? (p 111 (p) + (pj,€5))))
= m«(mﬂ_l(p) + (pired), p I (P) + (P, €5))))

lo que equivale a

w (pip; (T (p), TT 1 (p))) + 2(((pis €0), T (0))) + (P> €)s (P> €4))))

pero analizando el segundo factor en la dltima expresién vemos que

pip; (I (p), T (9))) + 2(((ps, €2), ;1T (0))) + ({(ps, €3), (pj, €)))
—(1+ |pl*)pip; + 2pip;
1 —[p[?
(1 — lIpll*)pip;
o

= —pip; +2 —pipj + (i, €5)

= —2p;p; + 2 (i, e;)

= 51]
Por lo tanto hemos conseguido mostrar que

452‘3‘

((dIT; (eq), dITL " (e5)) ) -1 (p) = a2

En conclusion
<<dﬂ£1(€i)vdﬂ;l(eg‘)»n—l(m = Gij-

([
De la proposicién anterior se concluye que la variedad riemanianna (B"*!, g) tiene curvatura
seccional constante k = —1. Dado que B"*! es simplemente conexo se obtiene que esta

variedad riemanianna es el espacio hiperbdlico n + 1— dimensional. Resumiremos esto en la
siguiente definicién.

Definicion 2.14 Se define el modelo de la bola de Poincaré del espacio hiperbdlico como la
variedad riemanianna (B"*!, g).

En esta variedad riemanianna definimos la frontera ideal, o en infinito, del espacio hiper-
bélico como la frontera topoldgica de B"*! en R"*! y lo denotaremos como 9., H"*! 6

s .

2.2.1 Geodesicas en (B"!, g)

Dado que IT : (H™*!,((,))) — (B"*!, g) es una isometria se describirdn las geodésicas de
(B™*1, g) vistas como imdgenes de las geodésicas de (H"*!, ((,))) por II. Sabemos que el
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trazo de las geodésicas en el modelo lorentziano, corresponden a intersecciones de planos en
L™ *2 que pasan por el origen con el hiperboldide, generando hiperbolas. Un plano en IL"*2
esta dado por un vector fijo p = (pg, p) € "2 y satisface la relacion pozo + (Z, p) = 0. Asi, si
(t) es geodésica tenemos que se satisface p 3y + (3, p) = 0 para algtin p, eso implicaria que
sin perdida de generalidad podemos suponer 3, = (3, p) eligiendo un p = (py, p) apropiado,
luego

=1 +<65,p>
Note que
H 1 +<ﬂﬁ,p> P M«i@ - HfM@@ +(p.5)
- s (BB - 26,00+ Bu) + 5.
- Mlﬂm)z ((8.5) — 2(8.p) - 2(.9)°) + (. D)
- (1+<;a>)2 ((B,p)* = 1= 2(B,p) — 2(3,p)°) + (b, D)
= M ((B.p)* +2(B,p) +1) + (B, )
= 1+ (p.p).
y asf hemos obtenido que
Hmm —p - —1+ (P, p)- (2.6)

Si (p,p) < 1 la ecuacién (2.6) describe un conjunto vacié o un solo punto, asi en este caso
no tendriamos geodésica, pero si (p,p) > 1 la ecuacién (2.6) describe circunferencias de
radio /(p,p) — 1 con centro en p. Para un punto uy donde la circunferencia intersecta la
frontera de la bola unitaria, si consideramos el triangulo formado por 0, ug y p tiene lados
[luoll = 1,12l ¥ |luo — pl|, ademas satisface el teorema de Pitagoras, justo por la ecuacion
(2.6). Luego tales circunferencias cortan la bola unitaria con un angulo recto (véase figura
2.4).

lluo =7l

Fig. 2.4.: Las geodésicas son arcos de circunferencia ortogonales a la frontera.

2.2 Modelo de la Bola de Poincaré
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3.1

La aplicacion hiperbdlica de
Gauss y una nocioén de
convexidad en H"*!

Las abejas..., en virtud de una cierta intuicion
geométrica ..., saben que el hexdgono es mayor que el
cuadrado y que el tridngulo, y que podrd contener
mds miel con el mismo gasto de material.

— Pappus de Alejandria

En este capitulo introduciremos las horoesferas del espacio hiperbdlico, presentaremos
algunas de sus propiedades y serdn caracterizadas en el modelo Lorentziano. Las horoesferas
seran un elemento vital en lo que resta del documento, pues se usaran para definir la
aplicacién hiperbdlica de Gauss y dar una nueva nocién de convexidad en H"*!, elementos
necesarios para enunciar el problema de Christoffel en H"*!.

Horoesferas

En esta seccién haremos uso del modelo de la bola de Poincaré para definir las horoesferas,
estudiaremos algunas de sus propiedades y las caracterizaremos en el modelo Lorentziano.
Una horoesfera (usando el modelo de la bola de Poincaré) se define como cualquier esfera
n—dimensional en H"*! que sea tangente a $7 .

<

v

Fig. 3.1.: Reprensentacion de una horoesfera H con punto en infinito x.

Definicién 3.1 Usando el modelo de la bola de Poincaré, decimos que x € H"*! estd en la
parte convexa de la horoesfera si la distancia euclidea de x al centro de la esfera es menor al
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radio de la horoesfera. Sea H™ una horoesfera, p € H", v € T,H"*!, y v | T, H. Decimos que
v apunta hacia el interior de H" si para algtin € > 0 la tnica geodésica o : (—e,€) — H" ! tal
que «(0) = p,y &(0) = v verifica que «(t) estd en la parte convexa de H™ para todo t € (0, €).

La siguiente proposicidn caracteriza la orientabilidad de una variedad inmersa en el espacio
hiperbdlico a través de la existencia de un campo normal unitario definido globalmente,
para esto consideraremos el modelo lorentziano del espacio hiperbdlico.

Proposicién 3.2 Sea M™ una variedad riemanniana n-dimensional y ¢ : M — H"'!
una inmersion isométrica. M es orientable si, y solo si, existe una funcion diferenciable
n: M — ST tal que para todo p € M se tiene que 1(p) es un vector tangente a H"*!
y ortogonal a d¢,(T,M).

Proposicion 3.3 Las horoesferas en el modelo Lorentziano del espacio hiperbdlico son conjuntos
de la forma P, := {z € L"*?: ((z,a)) = —1} NH""!, donde a es un vector de luz.

Demostracion. Sea a = (ag,a) un vector de luz, consideremos p € P, entonces existe
y € B"*! tal que p = II"1(y). Asi, ((a,p)) = —1 = ({a,1I71(y))), lo que implica, usando la

Proposicién 2.13,
1+ [yl 2
— ap +
L=lyll> 1=yl

(&,y) =-1,

de donde
—(1+ llyll*)ao + 2(@, y) = 1 —[lyl?,

2_ 1 2
n ag+1 ’

Note que ademas se satisface que la distancia entre los centros de dichas esferas (la esfera
obtenida en la tltima igualdad y la bola unitaria) corresponde con la diferencia de sus radios,

. a _
es decir H aoJrl‘ =
tanto una horoesfera. Reciprocamente si tenemos una horoesfera ||y — c||> = R? tomemos

concluyendo que

a
v agp+1

1 ; : 1
— a-51 lo que garantiza que la esfera obtenida es tangente a B+l y por

ap = £ — 1y a = ¢, asi por los razonamientos anteriores el conjunto P, tiene por imagen
bajo IT~! tal horoesfera.
O

Observacion 3.4 La proposicion anterior permite identificar cada horoesfera con un vector de
luz a. Asi dada una horoesfera H, decimos que tiene asociado el vector de luz a si P, = 17! (H).

Fig. 3.2.: Representacion de una horoesfera H en el modelo Lorentziano.

Capitulo 3 La aplicacion hiperbdlica de Gauss y una nocién de convexidad en H" !



Proposicion 3.5 Las horoesferas son hipersuperficies totalmente umbilicas, planas y orienta-
bles.

Demostracion. Sea H una horoesfera asociada al vector de luz a. Considere para cada p € M
el vector n(p) = p — a, es inmediato que 7 es diferenciable, pues es la restriccién a H
de f: L"*? — L"*2, dada por f(z) = x — a. Sabemos que v € T,H"™! equivale a que
((p,v)) = 0. Asi para probar que 7(p) € T,,lHH" ! basta con verificar que ((p,7(p))) = 0. Sea
p € H entonces

((p,n(p))) = (p,p —a)) = {{p,p)) — ((p,a)) = —1+1=0.

Note que sip € H, entonces

((n(p);n(p))) = (p—a,p—a)) = {(p,p)) —2((p,a)) + ((a,a)) = -1+2+0=1.

Por tanto 7(p) es un campo unitario.

Sea v € T,,H entonces existe una curva o : (—e¢,€) — H, a (t) = (ao(t), ..., ant1(t)), donde
a(0) =py a(0) =wv. Sia = (ag,...,an,t+1) entonces

((a(t),a)) = —aoao(t) + - + ant10n41(t) = —1,

de donde derivando y evaluando en ¢ = 0 se obtiene ({v,a)) = 0. Note que,

{{v,n(p))) = {{v,p = a)) = {(v,;p)) = ((v,0)) = = ({v,a)),

y usando la ecuacién (3.1) en la ultima igualdad obtenemos ({(v,7(p))) = 0, es decir,
n(p) L TpH.

En resumen, 7(p) : H — $7 es una aplicacién diferenciable, n(p) € T,H" ™! yn(p) L T,H,y
por la Proposicién 3.2 se deduce que H es orientable. De otro lado, H esta inmersa en H"+!
con codimension 1, por los razonamientos en la primera parte de la prueba inferimos que el
operador de forma evaluado en v € T,H es A,(v) = —(VE" 7" n)T = (—v)T = —v.

v

Lo anterior implica que si {e;}?"_; es una base de direcciones principales de H, las curvaturas
principales asociadas son k; = —1, 1 < i < n. Entonces por la Ecuacién de Gauss para
inmersiones de codimensién 1 (1.3), tenemos que la curvatura seccional de H satisface

K(ei,ej) =—-1+ (—1)(—1) = 0.

Lo que prueba que las horoesferas son planas y totalmente umbilicas.
O

La proposicién anterior dice que las horoesferas tienen ciertas propiedades similares a los
hiperplanos en R", por ello serdn usadas para definir un cierto tipo de convexidad en el
espacio hiperbdlico, tal y como veremos al final del capitulo.

3.1 Horoesferas
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El mapa hiperbdlico de Gauss

A partir de las horoesferas definiremos la aplicacién hiperbdlica de Gauss en forma geomé-
trica y daremos una expresién analitica de la misma. Sea M"™ una variedad riemanianna
n—dimensional, ¢ : M — H"*! una inmersién isométrica y  : M — $7 "' un campo normal
unitario. Definimos la funcién G : M — $7 de la siguiente manera: para cada p € M
consideramos la tinica horoesfera pasando por ¢(p) y cuyo normal unitario que apunta al
interior coincide con 7(p) (Definicién 3.1), definimos G(p) como el punto en infinito de estd
horoesfera. La funcién G es llamada mapa hiperbdlico de Gauss, ver Figura 3.3.

Glp)

Fig. 3.3.: Definicién del mapa hiperbdlico de Gauss.

A continuacién definiremos el mapa cénico de la inmersién, una aplicacién que serd 1til
por su fuerte relaciéon con el mapa hiperbdlico de Gauss. Definimos el mapa cénico de
la inmersién usando el modelo Lorentziano como la funcién ¢ : M — ]N’frl dada por

Y=o+

Proposicion 3.6 Si escribimos ¢ = (v, ), entonces para todo p € M la aplicacién hiperbdli-
ca de Gauss asociada a la hipersuperficie ¢, G : M — S, estd dada por

Demostracidén. Sea H), la horoesfera usada en la definicién del mapa hiperbdlico de Gauss,
denotemos como ¢ al vector de luz asociado a H,. Aplicando los resultados anteriores
tenemos 7n(p) = a — ¢(p), de donde ¥ (p) = a, por lo tanto

1 . e .
Veamos que —a es justamente el punto en infinito de la horoesfera H,. Si H), toca a S, en

aog
2 1 2
(LY @

x, entonces cada y € H,, satisface
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3.3

Sin embargo,

2

2

a

ao

a a

agp 1+ag

2 a a a
—2( =, +
<a0 1—|—Cl0> Hl—Fao
2a a 2
_q_ 0 L 0
1+a0 a0+1
a 2
(e
ag+1
S \l4ay/)

En conclusidn, % es un vector unitario que satisface la ecuacion (3.1), lo que implica que

x = - pues es el Gnico punto en $7, con esas propiedades. Por lo tanto
ao

Definicion 3.7 Se define la funcidn soporte de la hipersuperficie ¢ : M™ — H"*! como
e? : M™ — R, donde e” = 1.

La Proposicion 3.6 muestra que la aplicacion ¢ esta fuertemente relacionada con la aplicacion
hiperbdlica de Gauss G : M™ — S de ¢, en efecto podemos deducir la relacién

¥ =e(1,G),
y por diferenciacién en la ecuacién anterior obtenemos

((dp, dyp)) = e”(dG, dG).

En conclusidn, 1 es regular si, y solo si, G es regular.

Métrica horoesférica

Denotemos . el conjunto de todas las horoesferas de H"*!. El objetivo es dar estructura
de variedad al conjunto .# y definir una métrica sobre esta variedad, probablemente
degenerada.

Proposicion 3.8 Sea © € $".. Todas las horoesferas H™ € .# que tocan a $. en x son
paralelas.

Probaremos dos lemas antes de concluir el resultado.

Lema 3.9 Sea H una horosfera que toca a 87, en z, entonces = = -, donde a = (ag, a) es el
ao
vector de luz asociado a H.

3.3 Meétrica horoesférica
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Demostracion. Si a es el vector de luz asociado a la horoesfera H tangente a $7 en z,
entonces cada y € H satisface

a 2 1 2
- = . 3.2
bl = () @2)
Note que,

_ — 2 - 12 — — — 2
a a a a a a
- — = || — — 2 —, +
ag 1+ a9 ag <(l0 1+a0> Hl—l—ao

2a, a 2
_1_ 0o 0
1+4+ao ap+1
a 2
ag+1
1 2
1+ag)

En conclusién, % es un vector que satisface la ecuacion (3.2). Teniendo en cuenta que

a € N*! tenemos que (a,a) = af, de donde (%, &) = 1. Es decir £ € $7, lo que implica
_ a

quez = 2.

O

Observacion 3.10 En el modelo Lorentziano una horoesfera H con vector de luz a esta dada
por H={z € L"*%: ((z,a)) = —1}NH"™, (Proposicién 3.3). Traslademos cada elemento del
conjunto H en direccion normal una distancia d para obtener un nuevo conjunto H, paralelo al
inicial, es decir para cada p € H consideremos el elemento ay(p) = (p—a) senh (d)+p cosh (d) €
H,. Observe que la curva a(t) = (p — a) senh (t) + pcosh (t) ,t € R es la geodésica que pasa
por p con velocidad ortogonal unitaria a H en p. Dicha geodésica hace que la distancia de a4(p)
a H sea justamente d.

m—
n(p) d
P

H

Fig. 3.4.: Traslacion de p en a4(p).

Lema 3.11 La traslacién paralela de una horoesfera H es de nuevo una horoesfera. Especifica-
mente, para todo d € R se tiene que, Hg = {x € L"*? : ({z,ae~?)) = =1} N H" ..

Capitulo 3 La aplicacion hiperbdlica de Gauss y una nocién de convexidad en H" !



Demostracion. Tomemos x € Hg, entonces para algin p € H se tiene
x = (p— a)senh (d) + pcosh (d). Claramente = € H"*! pues « es una curva sobre H" ™, por
tanto un calculo directo muestra que,

Hy C{z eL"?: ((z,e %)) = -1} nH"T. (3.3)

Seaz € {x e L"™?: ((z,ae™%)) = =1} NH"™ yp = e~ (2 + asenh (d)), entonces p € H
y ademas,

aq(p) = (e (x + asenh (d)) — a)senh (d) + ((z + asenh (d)) e_d) cosh (d)

((x + asenh (d)) — asenh(d)

xZ.
Por lo anterior se concluye que = € Hy, es decir,
{a: e L2 . <<x,eida>> = —1} NH" C Hy. (3.4)
Las contenencias dadas en (3.4) y (3.3) deducen
Hy; = {x eL"t?: <<x,e_da>> = —1} NH" L,

Finalmente se concluye que H, es una horoesfera, pues e~%a es un vector de luz.

O Demostracién de la Proposicién 3.8 sean H; y H» dos horoesferas tangentes a $7 en
xy a,b € IN"*! los respectivos vectores de luz asociados a estas horoesferas. El Lema 3.9
implica que,

a_b_,
ag o bo o
Tomemos el inico d € R tal que
b
el =2 (3.5)
ag

Consideremos ahora la horoesfera cuyo vector de luz es e~%a = b, aplicando el Lema 3.11,
esta horoesfera H, es exactamente H;, la cual por construccion es paralela a H;.
O

Observacion 3.12 En esta ultima situacion H, es una traslacion paralela de Hy que estd a

distancia d, y de la ecuacion (3.5) se deduce que d = In (ZO> .
0

Usando los resultados anteriores diferenciaremos todas las horoesferas H™ € .# que tienen
ax € $ como punto en infinito a partir de su distancia a un punto O. Usando el modelo
de la bola de Poincaré tomaremos este punto fijo como el centro de B"*!. Est4 distancia
la tomaremos con signo usando la siguiente convencion : negativo si O esta en el dominio
convexo de H, no negativo en caso contrario.

La convencion anterior define una identificaciéon .# ~ $" x R, es decir, cada horoesfera H
se identifica con el par (z,t) donde x es el punto en el infinito de H y ¢ la distancia (con
signo) de H al centro de B"*!.

3.3 Meétrica horoesférica
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Fig. 3.5.: Representacidn de (x,t) cuando t > 0y t < 0 respectivamente.

La identificacion la podemos ver teniendo en mente que todas las horoesferas paralelas
a H = (z,0) son las que tienen a = como punto en infinito y pueden obtenerse haciendo
una traslacion de ¢ unidades, asi como en la Observacion 3.10, de estas traslaciones sélo
dos cumplen que la distancia de O a la horoesfera sea ¢, luego solo existen dos horoesferas
paralelas a (x,0) a distancia ¢, tales horoesferas se obtienen con una traslacién de —t
unidades y de ¢ unidades. Note que el vector p — a que se uso para generar H; en la
Observacion 3.10 apunta hacia la parte no convexa de H, asi para t < 0 la traslacién de la
horoesfera es hacia la parte convexa de la misma, por tanto no puede contener a O. Si ¢ > 0
la traslacién de la horoesfera es hacia la parte no convexa de la horoesfera en cada punto,
luego contiene a O.

En conclusién existe una unica horoesfera paralela a distancia ¢ de (x, 0) que contiene a O en
su parte convexa y la horoesfera a distancia ¢ de (x, 0) tal que O no esta en su parte convexa
también es Unica, quedando asi bien definida la identificacién atravez de la convencidn.

A continuacién mostraremos la identificacién natural .# ~ IN’'*!. Una horoesfera (z,t)
queda totalmente determinada por un vector de luz « del cual depende su centro y radio,
reciprocamente un vector de luz induce una dnica horoesfera, esto esta dado justo como

el conjunto de puntos en H"*! que satisfacen la ecuacién (3.2). Note que del Lema 3.9 se
. a .
obtiene que x = —, ahora determinemos el valor de ¢.
ap

Si consideramos (x, 0) con vector de luz b asociado, esta tendra radio %, por consiguiente en
la ecuacién (3.2) ha de satisfacerse, esto es,

Loy
4 \14by) "’

concluyendo que by = 1. Entonces por Observacion 3.12, ¢t = In (ag), por todo lo anterior

(2,4) = <;O,ln (ao)) .

deducimos
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Luego tenemos la identificacion

U N — 4 ~ 8" x R, definida por ¥ (a) = (;L,ln (a0)> .
0

La aplicacion VU es claramente diferenciable y una biyeccion, note que
U (z,t) = (e e'2),

de donde se observa que U~ es diferenciable.
Asi, la funcién ¥ es un difeomorfismo entre $" x Ry ]Ni“, en particular también es un
homeomorfismo. Con todo lo anterior estamos listos para definir una métrica g sobre .#.

Definicién 3.13 Considere como métrica en N:*! la restriccién {(,)), esto es, para cada

a € Ny uv € T,IN'™! se define g, (u,v) = ({u,v)). Definimos la métrica g sobre 4,
%, _

g:=¥"(g).

Proposicion 3.14 Sea (v, s) € T, #, donde v € T,$" y s € R, entonces

9(=,t) ((Uv s),(v,s)) = 62t90 (v, ’U) )

donde g es la métrica euclidea de $".

Demostracion. De la definicién (3.13) tenemos
gwi)«v,g,(us»::<<d@@;)@uQ7d@@;)@gQ>>W7Www, (3.6)

recordando que
AU o) (v,8) = [T (@, 1)] (v,5),

se tiene,
0O 0 O 0 et
0 e 0 0 =xe
J\IJ_l((pyt) = 0 0 et 0 .’E2€t ,
O --- 0 .- ¢t mn+1et
donde (x1 -+ ,zp41) = . Si (v, 8) = (v1,- -+ ,vny1) entonces de los respectivos calculos se
sigue

A

@) (v,8) = (ets, szel + etv) ,

regresando a la ecuacién (3.6) vemos que

({205l o) aUTly @) = (e’ o). (s, sme! + ')

= —e?s? + <(smet + etv) s (sxet + etv)>

= —e?'s% 4 % (v, v) 4 2e%'s (z,v) + e*'s? (z,2) .
— _e2t82 + th <U,U> T e21582

2t <

=e" (v,v).

3.3 Meétrica horoesférica
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Por lo tanto concluimos,

9(z,t) ((Ua S) ) (vr 5)) = 62t90 (U7 U) :

Observacion 3.15 La métrica g(, 1) es degenerada pues g, 1 ((0, ), (0,s)) = 0.

Definicién 3.16 (Métrica horoeférica.) Sea M" una variedad orientable y ¢ : M™ — H"+!
una inmersion isométrica. definamos la funcion

Hy  M" — M,

definida para cada p € M comos?, (p) = H,, donde H, es la horoesfera utilizada en la
definicion del mapa hiperbdlico de Gauss. Definimos la métrica horoesférica g = ;' (g),
donde g = e?tgq es la métrica definida en .# (Definicién 3.13).

Proposicion 3.17 La métrica horoesférica es regular siy solo si el mapa hiperbdlico de Gauss
es un difeomorfismo local.

Demostracion. Consideremos la horoesfera H, que pasa por ¢ (p) y tiene vector normal
unitario interior 7 (p). Si a es el vector de luz de H,, entonces n (p) = a — ¢ (p) corresponde
con el vector normal unitario interior. Asi, a = ¢ (p), donde ¢ es el mapa cénico de la
inmersién. Dado que

1
G=—
d}()

(¢17"'¢n+1)2 ) ¢:¢0(1aG)7

sl

y teniendo en cuenta la identificacién U~ se tiene que,

2 (p) = (G, In(¢0)),

luego,
d = (dG, dIn(iy)).

Por lo tanto podemos concluir,
Goo(d 5y, dH}) = €2 (dG, dG) . (3.7)

Si g es regular entonces por la ecuacién (3.7), (dG(v),dG(v)) # 0, siempre que v # 0, asi
dG es un isomorfismo y por el teorema de la funcién inversa, G es un difeomorfismo local.
Reciprocamente si G es difeomorfismo local (dG(v), dG(v)) # 0, siempre que v # 0, luego
se deduce que g, es regular directamente por la ecuacién (3.7).

(I
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3.4 Convexidad horoesférica

El objetivo de esta seccidn es introducir un tipo de convexidad local para hipersuperficies en
el espacio hiperbélico, para ello recordemos la nocién de convexidad en el espacio euclideo
R3. Sea ¥ C R? una superficie regular y orientada con aplicacién de Gauss N. Para cada
punto p € ¥, consideremos II,, el plano tangente afin que pasa por p, es decir

II,={z ¢ R3: (x —p,N(p))}

dicho plano divide al espacio R* en dos componentes conexas Il = {z € R* : (z —
p,N(p) >0}y I, ={z € R®: (z —p,N(p)) < 0}.

Definicion 3.18 Una superficie regular y orientada 3 C R3 es localmente convexa en un punto
p € X si existe un entorno V de p en X que estd enteramente contenido en uno de los dos
semi-espacios H; oIL;, es decir V C Hz‘f oV CII,. Ademds, si p es el tnico punto de V N 1I,,
diremos que X es estrictamente localmente convexa en p.

Anteriormente se mencioné que las horoesferas son planas y totalmente umbilicas, podemos
agregar que tienen aplicacién hiperbdlica de Gauss constante y separan el espacio hiperbdlico
(tal como se puede ver en el modelo de la Bola Poincaré) en dos componentes conexas, justo
como lo hace el plano IT, en R3. El hecho de que p es el tnico punto de de V N II,, equivale
a que la funcién distancia de V" a II,, solo se anula en p, por lo tanto en el caso del espacio
hiperbdlico resulta natural reemplazar el plano II, por una horoesfera de tal manera que se
capture la idea de ser estrictamente convexo.

A continuacién haremos una nocién de convexidad en el espacio hiperbdlico tomando como
inspiracion la presentada para R?. Consideremos M" una variedad orientable y ¢ : M™ —
H"*! una inmersién isométrica. Para cada p € M", consideremos la horoesfera 7 (p).
Dicho conjunto divide al espacio hiperbélico en dos componentes conexas 5%, (p) " v 7, (p)
donde .7 (p)~ es la parte no convexa de %, (p) y #, (p) " = (B"'\ ., (p) ") U, (p) .

I, & (pﬂ )

Fig. 3.6.: ¢ (po)” y ¢ (po)" en el modelo de la bola de Poincaré.

En forma andloga a la Definicién 3.18 consideramos la siguiente definicién para capturar la
nocién convexidad en el espacio hiperbdlico.

3.4 Convexidad horoesférica
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Definicion 3.19 Sea M™ una variedad orientabley ¢ : M™ — H"*! una inmersién isométrica,
decimos M que es horoesféricamente convexa en pg € M™ si existe un entorno V de ¢(po) en
¢(M) que estd enteramente contenido en uno de los dos conjuntos 7 (o)™ 0 . (po)~ y (po)
es el tinico punto de V N 7 (po).

Observacion 3.20 Si consideramos la funcién distancia de V' a 7, (po) tenemos que se anula
en todos los puntos de V N J (py) (en particular es estrictamente positiva si
p € int(H (po)T) NV y estrictamente negativa si p € int(; (p)~)) N V). Entonces, es-
td claro que M horoesféricamente convexa en pg si, y solo si, la funcion distancia alcanza un
extremo local (estricto) en p,, esto se debe a que pq es el tinico elemento en V N & (po) .

Fig. 3.7.: Superficies horoesféricamente convexas en pq.

Si denotamos por & : V — R la funcién distancia de V' a 77, (po) , entonces el hecho que la
funcién 2 alcance un extremo local en p, permite concluir, por el Test de segunda derivada,
que j%h:t()@(a(t)) no puede ser nulo para cualquier v € T, M y para cualquier curva
parametrizada o : I — V con a(tg) = po ¥ &(to) = v. Por lo tanto la funcién 2 : V — R no
se anula hasta segundo orden en py en cualquier direccidn.

El siguiente lema explica geométricamente como se alcanza la distancia entre dos variedades.
Su prueba requiere usar célculo variacién para realizar variaciones de energia de una
geodésica, ver [DC92, pag 207].

Lema 3.21 Sea M una variedad riemanianna completay sea N C M una subvariedad cerrada
de M. Considere pg € M,py ¢ N y sea d(py, N) la distancia de py a N, entonces existe un
punto gy € N tal que d(po, qo) = d(po, IN) y una geodésica que minimiza la distancia es la que
une py Yy qo y es ortogonal a N en qp.

Proposicién 3.22 Sea M™ una variedad orientable y ¢ : M™ — H"*! una inmersidn isomé-
trica, entonces M es horoesféricamente convexa en py si, y solo si todas las curvaturas en pg
satisfacen k;(po) > 1 0 k;i(po) < 1.
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Demostracion. Sea V. C M una vecindad de py, iniciamos encontrando la aplicacion dis-

tancia de V a 4%, (py), 2 : V — R. Para p € V considere la geodésica que pasa por p y
q € H; (po), donde ¢ es el punto cuya existencia es garantizado por lema 3.21, es decir
d(p,q) = d(p, 7, (po)), entonces la geodésica minimizante es

a(t) = gcosh(t) + (¢ — a) senh(t),

donde ¢ es el vector de luz asociado a /% (py), esto se debe a que ¢ — a es el vector normal
de 7% (po) en q. Note que

p = qcosh(Z(p)) + (¢ — a) senh(2(p)),
y usando las propiedades de las horoesferas al calcular ({(p, a)) tenemos

{(p,a)) = —e”),

es decir,

Partiendo del hecho que VZ(p) = a>> (a+ ((p,a))p — ({a,n(p)))n(p)) . Considere {e;}I"_,
una base de direcciones principales unitarias de 7,,M. Calcularemos la expresion
((VE""'V 2, e;)), entonces se tiene

R L — {{a €;
({7 s s ale — (o)) p) ) e
— (8 (e e - oV e,

<<p,a>> ((p,a))
. Rn+1 Rn+1 B 1 Rn+1 e
= Ve p,a> TR
Rn+1 1 Rn+1 e
-t (G ) VP Ty e )
= (V& pen) = o (Ve i)

=1-ki(p).

En conclusién,
Hessp, 2 (e, €i) =1 —ki(po),

y dado que la funcién distancia alcanza un extremo en pg, por A.5 tenemos,
Hessp,P(e;,¢;)) > 00 Hessp, (e, e;) <O.

De donde se obtiene,
kl(po) >1o0 kz(pO) <1

3.4 Convexidad horoesférica
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Lema 3.23 Sea M™ una variedad orientable, ¢ : M™ — H"t! una inmersidn isométrica y
p € M. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. El mapa hiperbdlico de Gauss es un difeomorfismo local.
2. El mapa cénico de la inmersion es regular.

3. Todas las curvaturas principales k;(p) son diferentes de 1.

Demostracién. [1 = 2] Como G es un difeomorfismo local entonces G es regular, luego para
todo v € T, M, dG(v) # 0. En particular sabemos que

(dip(v), dip(v)) = *(dG (v),dG (v)) # 0.

Por lo tanto ¢ es regular.

[2 = 3] Consideremos {e;}"_; una base ortonormal de direcciones principales de M en p,
con curvaturas principales k1 (p), ..., k. (p). Observe que

(dy)p(ei) = (do)p(ei) + (dn)p(ei) = ei = ki(p)ei = (1 = ki)es, (3.8)

dado que 1 es regular, para todo di(e;) # 0. Por lo tanto de la ecuacién anterior

ki(p) # 1.

[3 = 1] Consideremos {e;}_; una base ortonormal de direcciones principales de M en p,
con curvaturas principales k1 (p), ..., k,(p). Aplicando el hecho que k;(p) # 1 en la ecuacién
(3.8), tenemos

e (dGe), dG(e:)) = (di(e), d(e;)) = (1 — kq)ei # 0.

Asi, dG es un isomorfismo lineal, luego aplicando el teorema de la funcién inversa, G es un
difeomorfismo local.
O

Definicién 3.24 Sea ¢ : M™ — H"*! una inmersidn isométrica de una variedad compacta
orientable y ¢ : M™ — H"*! una inmersién isométrica. Decimos que M es un ovaloide
horoesférico de H"** si se puede orientar tal que M es horoesféricamente convexa en todos sus
puntos.

A continuacién probaremos un teorema tipo Hadamard que caracteriza a los ovaloides
horoesféricos en términos de la aplicacion hiperbdlica de Gauss.

Teorema 3.25 Sea M una variedad compacta y orientable, entonces M es un ovaloide horoes-
férico si, y solo si, la aplicacion de Gauss hiperbdlica es un difeomorfismo global.

Demostracién. Por el Lema 3.23 y la Proposicién 3.22, concluimos que la aplicacién hiperbo-
lica de Gauss G para M es un difeomorfismo local. Dado que M es compacto, su imagen
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G(M) es un subconjunto compacto de $™ y en particular es cerrado. De otro lado G es un
difeomorfismo local por tanto es una aplicacién abierta, de manera que G(M) también es un
subconjunto abierto de de $”. En definitiva G(M) C $" es abierto y cerrado en la n-esfera
$"(conexa), asi G(M) = $™ y por tanto G es sobreyectiva.

Para probar que G es inyectiva, razonamos de la siguiente manera. Sea f : X — Y una
aplicaciéon continua y sobreyectiva entre dos espacios topolédgicos X e Y. Se dice que f es
una aplicacion recubridora si verifica la siguiente propiedad: cada punto ¢ € Y admite un
entorno V de g en Y tal que la anti-imagen de V por f es la unién disjunta

f_l(V) = U Ui,
il
donde cada U; C X es un subconjunto abierto de X y para cada ¢ € I la restriccion
flu;, : Uy = V es un homeomorfismo. En particular, f es homeomorfismo local. Si Y es
conexo el cardinal del conjunto I es constante y se llama numero de hojas de la aplicaciéon
recubridora. En este contexto, un homeomorfimo (global) entre X e Y no es mas que una
aplicacion recubridora de 1 hoja, y se dice que el espacio topoldgico Y es simplemente cone-
x0 si no admite aplicaciones recubridoras que no sean homeomorfismos (es decir no admite
recubridores no triviales). Afirmamos que $" es simplemente conexo (para mas detalles
sobre estos preliminares topolédgicos consultar [Mas82] ). Por tanto, como ya sabemos G es
sobreyectiva, una forma de ver que es biyectiva es probar que es una aplicacién recubridora.
Veamos que entonces G : M™ — $" es recubridora. Para cada p € $", el subconjunto G~!(p)
es necesariamente finito. En efecto, si no fuera asi, como M es compacta tendriamos una suce-
sion {p, tnew C G~1(p) formada por puntos distintos dos a dos y con lim p,, = py € G~1(p).
Esto es contradictorio con el hecho que G es difeomorfismo local en py, ya que cualquier
entorno U(pg) contendra infinitos puntos p,, de la sucesidn, con G(p,,) = p y la restriccién
de G a U(pp) nunca podré ser inyectiva. Como consecuencia G~!(p) = {p1, ..., px} es finito.

Como G es un difeomorfismo local y {p, ..., px} es una cantidad finita de puntos, podemos
encontrar para cada i = 1,2, ...., k un entorno U; de p; en M de manera que U; N ﬁj =0
para cada i # j, y tal que para cada i, la restriccién G|, es un homeomorfismo entre Uy
V; = G(U;), entorno de p € $”. Tomando entonces

k
V=V, (3.9)
i=1

se tiene que V' es un entorno de p € $" cuya pre-imagen por G es la unién disjunta

con U; = (Glg,)'(V) C U; y cada restriccién G|g, es un difeomorfismo entre U; y V . En
definitiva, G es una aplicacién recubridora.
]

3.4 Convexidad horoesférica
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Note que el anterior resultado es andlogo al siguiente resultado en R?, sea ¥ C R3 un
ovaloide, entonces la aplicacién de Gauss N : ¥ — $2 es un difeomorfismo, el anterior
resultado es conocido como el Teorema de Hadamard (ver [Mon09, pag 178]).

Proposicion 3.26 En un ovaloide horoesférico M las curvaturas principales son todas menores
a 1 o mayores a 1, dependiendo de la orientacion del ovaloide.

Demostracion. En el modelo de la bola de Poincaré, si consideramos la orientacién exterior a
M, en cualquier punto p € M la funcién distancia alcanza un maximo estricto, lo que implica
por A.5 que Hess,(D)(e;, e;) < 0 de donde k;(p) < 1, para cada p € M. Si consideramos la
orientacién interior la funcién distancia alcanza un minimo estricto, lo que implica por el
test de la segunda derivada que Hess,(D)(e;, e;) > 0 de donde k;(p) > 1, para cada p € M.
O

Definicion 3.27 Un ovaloide horoesférico estd canénicamente orientado si su orientacién es
tal que k; < 1, en todo punto, donde k; son sus curvaturas principales, con i = 1,2, ..., n.

Capitulo 3 La aplicacion hiperbdlica de Gauss y una nocién de convexidad en H" !



4.1

Los problemas de Christoffel y
Nirenberg

Estoy cada vez mas convencido de que la necesidad de
nuestra geometria no puede ser demostrada por el
intelecto humano.

— C.F. Gauss

En este capitulo enunciaremos el problema de Christoffel en H**! y probaremos una férmula
de representacion local para una hipersuperficie localmente horoesféricamente convexa de
H"*!, la cual serd de ayuda para relacionar el problema de Nirenberg sobre $” y el problema
de Christoffel en H™*!. Primero introduciremos los radios de curvatura hiperbdlica luego,
daremos una breve discusion con el objetivo de presentar en forma natural un enunciado
del problema de Christoffel en H"*!.

Radios de curvatura hiperbolica

A continuacién definiremos los radios de curvatura hiperbdlica, para ello tomaremos ins-
piracién de la siguiente observacién en la aplicacién de Gauss N : M"™ — $" de una
hipersuperficie estrictamente convexa M™ C R"*!. La aplicacién de Gauss N se relaciona
de forma muy simple con el radio de curvatura, para ver esto, sea

a;:(—e€) > M"™,
una curva en M™ C R™! con a;(0) = p y tal que o;(0) = e;, donde {ey, ..., e, } es una base
ortonormal de direcciones principales en T, M. Sea Lf () y LE(N o ;) las longitudes de
las curvas «;([0,t]) y N o a;(]0, t]) respectivamente, asumimos que N es un difeomorfismo
local, entonces

Ly(ed) o fple(wldu a0 1
1 Nom) @ &V

lim — - = l1m

7 @ :
t50 LE(Noay) =0 S5 1N © o) (u)|du
La construccién anterior puede ser llevada facilmente a H"+! sustituyendo la aplicacién
de Gauss por la aplicacion hiperbdlica de Gauss. Especificamente, sea una hipersuperficie
M™ C H"*! horoesféricamente convexa en p € M, y sea {ey, ..., e, } una base ortonormal de
direcciones principales en T,,M. Si tomamos una curva regular «; : (—e, ¢) — M", podemos
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definir en analogfa con el caso euclidiano, el radios de curvatura hiperbdlica de M™ en p
como sigue

la longitud de la aplicacién hiperbdlica de Gauss a lo largo de «; es tomada con la métrica
horoesférica g.,, ademds el cociente tiene sentido ya que G es un difeomorfismo local,
finalmente con un argumento andlogo a (4.1) deducimos R;(p) = m. De esta forma
se propone la siguiente definicién como andlogo natural en H"*! del radio de curvatura
euclidiano.

Definicion 4.1 Sea M C H"*! una hipersuperficie horoesféricamente convexa en p € M"
definimos los radios de curvatura hiperbdlica {R1, ..., R,,} de M™ en p como

1

Rio) = T

donde {ki, ...,k } son las curvaturas principales de M™ en p.

4.2 El problema de Christoffel en H"*!

Con todo lo visto anteriormente en este documento estamos listos para enunciar el problema
de Christoffel en H"!, empezamos recordando el problema de Christoffel en R? que
mas explicitamente puede enunciarse asi: dado un difeomorfismo G : $2 — $2 y una
aplicacién F : $2 — R, encontrar una inmersion f : $2 — R?, donde f($?) es una superficie
estrictamente convexa, que verifica

» Para cada f(p) € f($?) se tiene n(f(p)) = G(p), donde 7 es la aplicacién de Gauss de
la superficie f($?).

» Para cada f(p) € f($?) se tiene p(f(p)) = F(p), donde p es el promedio de los radios
de curvatura de f($?) calculados en f(p), es decir F(p) = %(kil + 1712)’ donde k1, ks
son las curvaturas principales en f(p) de f($?).

R
p
n
y 7
RS
G=mnof

Fig. 4.1.: Problema de Christoffel en R>.
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Es importante notar que la condicién f($?) estrictamente convexa nos garantiza que las
aplicaciones f : $2 — f($?) y n: f($2) — $2 son difeomorfismos (ver [Mon0Q9, pdg 178]).
Por lo tanto tiene sentido que G : $2 — $? sea difeomorfismo, esto puede pensarse como si
geométricamente no se perdiera ninguna propiedad de $2 a través de f y luego por 7 lo cual
es deseable para nuestro nuevo enunciado. Sin embargo, si plantemos el problema en forma
similar para el caso hiperbdlico, la aplicacién de Gauss no tiene codominio identificable con
la esfera, por ejemplo en el modelo Lorentziano para una hipersuperficie M™ C H" ! se
tiene que n : M"™ — $7, donde $7 es el conjunto definido en la Seccién 1.2; éste conjunto
no es simplemente conexo, ni compacto como la n-esfera. Asi, una transcripcién literal del
problema de Christoffel para el espacio hiperbélico imposibilita sostener el hecho que la
aplicacién G sea un difeomorfismo de la n-esfera en la n-esfera. Otra dificultad radica en
que el problema de Christoffel para su enunciado usa la convexidad usual de R"*!, se usa
convexidad del espacio ambiente donde se inmerso la n-esfera, por ello la necesidad de
introducir una nocién de convexidad en H"*+!. La dltima dificultad que observamos son los
radios de curvatura, pues estos dependen de la aplicacién de Gauss la cual pretendemos
reemplazar.

A lo largo de este documento hemos introducido tres conceptos, la aplicacién hiperbdlica
de Gauss, radios de curvatura hiperbélica y convexidad horoesférica, con el objetivo de
reemplazarlos en el enunciado del problema de Christoffel respectivamente por los conceptos
de aplicaciéon de Gauss, radios de curvatura y convexidad. Lo anterior nos permitird un
enunciado del problema de Christoffel en H"*! que satisface nuestras expectativas, pues
topologicamente un ovaloide horoesférico es una n-esfera y su aplicacién hiperbdlica de
Gauss es un difeomorfismo global (Teorema 3.25).

Dado un difeomorfismo G : $" — $™ y una aplicacién C : $” — R, encontrar una inmersién
¢ : 8" — H"! donde ¢($") es un ovaloide horoesférico canénicamente orientado, y se
verifica:

= Para cada ¢(p) € #($") se tiene G(¢(p)) = G(p), donde G es la aplicacién hiperbdlica
de Gauss de la hipersuperficie ¢($").

= Para cada ¢(p) € ¢(5"),C(p) = ¢(p(p)), donde p es el promedio de los radios de
curvatura hiperbolicos de ¢($?) calculados en ¢(p), es decir C(p) = 237", 1%1@.’
donde los k; son las curvaturas principales en ¢(p) de ¢(5").

Observacién 4.2 Dado que la aplicacién hiperbélica de Gauss G de una hipersuperficie local-
mente convexa es un difeomorfismo local, podriamos usarla para reparametrizar la hipersuperfi-
cie localmente, es decir, si tenemos una vecindad U C S™ alrededor de un punto en la cual G es in-
vertible, entonces consideremos G(U) para reparametrizar la hipersuperficie a ¢, con aplicacion
de Gauss G. Lo anterior se consigue simplemente componiendo ¢ = ¢ o G~ : G(U) — H"+1,
note que ahora la aplicacién de Gauss G bajo el cambio de coordenadas se transforma en
G=GoG':GU) — 8", teniendo G(x) = x; para retornar a G y ¢ basta con componer
con G las funciones ¢ y G adecuadamente. En conclusién, podemos suponer sin pérdida de
generalidad que ¢ : U C $" — H" ™! y G(z) = x. El hecho de tomar el ovaloide horoesférico
candnicamente orientado es de suma importancia, ya que si se usa la otra orientacion no es
necesariamente cierto que la aplicacién hiperbdlica de Gauss sea un difeomorfismo.

4.2 Elproblema de Christoffel en H" !
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De la observacién anterior se concluye que el enunciado presentado del problema de
Christoffel es equivalente al siguiente el cual usaremos en el resto del trabajo.

El problema de Christoffel en H"*!

Sea C' : $" — R una aplicacién suave. Se desea encontrar, en caso de que exista, un
ovaloide horoesférico canénicamente orientado ¢ : $* — H"*! tal que su aplicacién
hiperbdlica de Gauss y la media de sus curvaturas de radio hiperbdlicas sean para
cada z € $", respectivamente

Gla) =2y Cw) = 2 3 1=

K3

~ 1

donde k1, ..., k, son las curvaturas principales de ¢.

Relacion entre el problema de Nirenberg sobre 5" y
el problema de Christoffel en "

El objetivo de esta seccidén es mostrar la relacién entre el problema de Nirenberg sobre $"
y el problema de Christoffel en H"*! para ello nos apoyaremos en el siguiente teorema
que basicamente dice que una superficie localmente horoesféricamente convexa queda
determinada por su aplicacion hiperbdlica de Gauss y su funcién soporte.

Dada una inmersién isométrica ¢ : M" — H"*' C L"*? donde M es una variedad
riemanianna orientable, se determina de manera natural la inmersién isométrica ¢ : M™ —
IL"*+2 dada por el mapa conico asociado a ¢. Los siguientes lemas describen la geometria de
esta inmersion.

Lema 4.3 Sea ¢ : M™ — H"*! una inmersidn isométrica, si consideramos la inmersién
Y M™ — L2 de co-dimension 2 en "2, tenemos que (T,M)* = Gen{¢(p),n(p)}.

Demostracion. Consideremos {e;}? ; una base ortonormal de direcciones principales en

€q

p, con curvaturas principales ki, ..., k, y tomemos los vectores {v;}? , donde v; = o

Observe que

(dy)p(vi) = (d)p(vi) + (dn)p(vi)

:gw%(l?h>+ﬁm%(1?h>

1 1
= P (do)p (ei) + 1_—]%(6177);: (e:)
k;

11—k

(d0), (er)

= (do)p (ei) -
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De esto se sigue que los espacios d¢(T, M) y di(T,M) son esencialmente el mismo y
(((d0)p(v3), (d)p(v;))) = &;5. Por lo tanto es suficiente con probar que {eq, ..., e,, ¢(p), n(p) }
es base de L"*2. Sean «;,1 < i < n + 2, ntimeros reales que verifican

Z aie; + an16(p) + antan(p) = 0. (4.2)

=1

El Lema 2.4 dice que ((¢(p), e;)) = 0; por otra parte,

<<Zaiei + an19(p) + an+277(p)7 €j>> = Zai<<@i7 ej))

=1 (4.3)
+ ant1((@(p), €;)) + ant2((n(p), €;))

En consecuencia por (4.2) y (4.3) tenemos «; = 0, para 1 < j < n. Reduciendo la ecuacién
(4.2) a
n+10(p) + ant2n(p) = 0. (4.4)

Si suponemos «a,, 1 # 0, entonces

(00000 = (22220(0), 2225) ) ) = (“”“)2 (Gn(w) o))

b
Qp41 Q41 Qp41

2

-(22)

- )

an—l—l
2
<an+2> o 1
—
Qp41

lo cual es una contradiccién, asi a1 = 0; aplicando este tltimo hecho a la ecuacién

de donde

(4.4), tenemos o, 12 = 0. En conclusion, los vectores {ey, ..., €,, #(p), n(p)} son linealmente
independientes en I."*2 y deben formar una base de este espacio. Dado que el conjunto
{e1,...,en,d(p),n(p)} es ortogonal (usando la forma bilineal definida en I."*2), se tiene que

(T,M)*+ = Gen{o(p),n(p)}-
O

Lema 4.4 Sea ¢ : M™ — H"t! una inmersién isométrica, si consideramos la inmersién
W M™ — "2 de co-dimension 2 en I." 2, entonces la segunda forma fundamental asociada
a esta ultima inmersién B : X(M™) x X(M™) — L"*2 verifica

1 k;
B(Ui,’l)j): (1—k¢+ 1_k.’l7> 51']', (4.5)

donde v; = siendo {e;}7"_, una base de direcciones principales con curvaturas principales

€4
1—k;°
asociadas {k;}_, para la inmersién ¢.

4.3 Relacién entre el problema de Nirenberg sobre $" y el problema de Christoffel en TH"**
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Demostracion. Sea B : X(M") x X(M™) — L"*? la segunda forma fundamental de la
inmersién 1, entonces B(v;,v;) = B1¢ + B2n, y denotando por A, el operador de forma de
la inmersion ¢ asociado a 7 tenemos

Br = —((B(vi,v)),8)) = ({(—Ag(vi), 1)),
= (VR g, dyp(v;))) = ({do (i), dip(vy))),
= ((dyp(v:) — dn(vs), dip(v;))) = ({dap(v;), dip(v;))) — ((dp(vy), dip(v)))),
= 8ij — ({dn(v;), dé(vy) + dn(v;))),

= 0ij + ((An(vi),v3)) + ((Ay(vi), An(v)))),
_5 51’jki 5”/6‘12 . 1 5
A R A S R ey

Andlogamente,

(vj) + dn(v;))),
—dn(vi), d(v;))) + ((=dn(vi), dn(v;))),
((An(vi), v5)),

Il
—~
—

b
3
—~

&
~

S
3
—~
S
~
~
~

+

Asi, por las ecuaciones anteriores inferimos

1 k;
B(Ui,’l}j)z (1—]€¢+ 1_k’l7> 51] (4.6)

Teorema 4.5 (Galvez et. al., [Esp+09]) Sea ¢ : U C $" — H"*™! una hipersuperficie lo-
calmente horoesféricamente convexa con aplicacién hiperbdlica de Gauss G(x) = z y funcién
soporte e? : U — (0, 00) entonces

P
6= S+ 1+ [[V7p|,)) (L) + (0, ~z + V%p). 4.7)

Demostracion. Daremos una prueba constructiva para explicar el origen de la expresion. Sea
g = €%’ gy, entonces tenemos ({dy, dip)) = €%’ gy = g, recordemos que 1) = ¢ + 1. Nuestro
primer objetivo es probar la igualdad

S(g)+n(n—1)

2n(n — 1) ¥, (4.8)

6= AN+
n
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donde S(g) es la curvatura escalar de g, y A% es el laplaciano de ¢ con respecto a g.
Consideremos {e;}_; una base ortonormal de direcciones prlnc1pales en p, con curvaturas

principales ki, ..., k, y tomemos los vectores {v;};-, donde v; = %
Gauss (ver ecuacién (1.2)) y el Lema 4.4

1 1
K (vi,v5) = ((B(vi, v1), B(vj, ) = [|B(vi, 0)||> =1 — 1% " 1o%
i j

n(n 1)

calculando la suma de las curvaturas seccionales tenemos

n n 1 1
22(1_1—@_1—/@)_

i=1 j=1

Asi la curvatura escalar de la inmersién ¢, S(g) que es n(n — 1) veces el promedio de las
curvaturas seccionales, se determina por

=1 j=1

4.9

1k 1k,

:n(n—l)—2(n—1)zl_lki.

Jj=1

Usando el Lema 4.4 determinamos el vector curvatura media de la inmersién ¢ : M™ — L"*2
como

1 1 — 1 1« k;
H:nZ:B(Ui’Ui):nZ<1—ki¢+l— >:"1_1< 1_ki(¢—¢)>
1~ /1—k k; 1 (< ks
:nz<1k¢+1kiw) ¢+n<21ki>w

i=1
1 [~ 1 e 1
— - 1 — B
¢+n<21—k< )w ¢< +ngl—ki)w
Ahora, si recordamos la relacion A% = nH (Proposiciéon 1.10) concluimos que,

A9¢_n<¢<1+i;1_1ki>w> = no + <1+i;1_lki>mp

Despejando ¢,

_ i=1 lfki
B Agd) Jr 2n(n -1) v
6= (n—1) - S(g)

== ﬁAgw 2n(n —1) ¥
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Para calcular A% consideremos sobre un punto fijo x € U C $" un referencial geodésico
{e;}7_, de ($", go) alrededor de z. Sea {v;}!!; la base canénica de I."*? y escribamos
¥ = (¢o,...,¥n+1) en coordenadas candnicas. Recordando que ¢ = e”(1,x) y después
expresando el punto z € $" C R"™! = {v € L""? : vy = 0}, como =z = > ,_, zvy
calculamos

A9p = A9 (eP(1,2)) = A% (e?, ePx) = (AP, A% (ePry), ..., A9 (ePx,,)).

Dado que A% (efx;) = x;A%¢eP + eP A9x,; + 2g9(V90eP, V901,), llegamos a,

n+1
AP = A% (eP(1,2)) = (A%l x A%l + P Ay + 2 Z go(VIeP V9x1)v,).  (4.10)
k=1
Reemplazando (A.24) en (4.10) tenemos,
n+1
A9 = (A%eP zATeP 4 eP A9y + 2eP Z 90(V9p, V) uk)
k=1

= (A%e’ xA%e’ + e ATy + 2’V )

= (A%eP)(1,x) + (0, e’ A%z 4 2PV p)

= e P(A%el)e’(1,2) + (0, e’ A% x + 2PV p)
=e P(A%el)) + (0,eP A%z + 2P V).

(4.11)

Ahora calcularemos A%e” y A%z para reemplazarlos en la ecuacién anterior. Usando la
inmersién z, sea {e;}? ; una base de direcciones principales

AP =tr(v — V,VPe)

tr(v — V,e’V9))
tr(v — e’dp(v)VIp 4 eV, V9)p)

Zepgo(dp(ei)vgop, ei) +e”90(Ve, VIp, e;) (4.12)
i=1

="y g0(VIp,ei)* + P A%p

i=1

= e’([|Apllg, + A% p).

2
g0
De otro lado la Proposicién 1.10 indica que A% 2 = nH, donde H es la curvatura media de

la inmersioén x.

Sea V la conexién de R"*!, A, el operador de forma de la inmersién z. En este caso
B(ei, ei) = go(Ve,ei, )z, donde § es la segunda forma fundamental de la inmersidn z, asi

nH = Zgo(Veiei7x)x =— ZgO(AI(ei), e)r = — Z kix = —nx.
Jj=1 j=1

Jj=1
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En conclusion,
A%y — —no. (4.13)

Reemplazando (4.12) y (4.13) en (4.11) obtenemos,
A = ([[Apl5, + A% p)tp + €”(0, —na + 2V p). (4.14)

Introduzcamos la siguiente notacién, para cualquier Z € X($"™) definimos,

n+1 n+1
9o(V*, Z) Zgo (V9. Z)op = Y Z(r)or, = Z(¥) € X(v) = X(¢).
= k=0

Usando esta notacién, podemos escribir,

n+1 n+1
90(V9, V) =3 | go(V v, V¥ p) ngo (r)or = V9 p(th)
k=0
= Zel ei( (V9p)(¢) = ZQ‘(P)Q‘W)
i=1

n

n
= Zel e;(e’(1,x) Zez p)e’ ei(p)efx + e’e;)
i=1

=1
= | ApllZ, ¢ + €”(0, V).
(4.15)

La relacién entre los laplacianos de dos métricas conformes (ver proposicién A.3)en las
ecuaciones (4.14) y (4.15) permite concluir,

AT = =2 (| AplIZ, + A% )i+ e#(0, —na + 2V p) + (n — 2) (| AplI2, 1 + (0, 7))
— e (A% p+ (n— D Ap]2,) & + ne=?(0,—z + V% p).
(4.16)
De otro lado por la Proposicién A.4 implica que ,
n—2 n e’r
A0 — | VPpl2 — = =0. 1
p+ IVl — 4 5oy S(9) = 0 @17)
Asi,
_ Slg) | ne?
2p( A 90 _ 90 (12 ) — _ 90 |2
ATt (0= DIV ) = 5P T IV 48)
Sustituyendo (4.18) en (4.16) obtenemos
S(g) ne=2° 9 _
9oy — g0 P _ g0
A9 (2(n—1)+ 5 (L+[IVpll5,) ) ¢ +ne (0, —z + VPp). (4.19)

4.3 Relacién entre el problema de Nirenberg sobre $" y el problema de Christoffel en TH"**

e <zei<p>2<1,w>+<o,ei<p>ei>> — Al (1,2) + e (o,zel )

49



50

Reemplazando esta tltima ecuacién en (4.8) tenemos

ne2° 1)

¢ :% <2(i(g)1) +—— 1+ V9°p||§0)) ¥+ e P(0,—z + V) + ( 2n(111)— S(Q)dJ
e n(n—1) —

- ( ann(g_) 1) + 9 (1+ ||Vg°l)||30)> Y+e (0, —x+ VPp) + ( 271(2)_ 15)'(9)¢

e 2 1
(S 192012 ) 0+ 720~ + Vg + G

1
=50+ e (L4 [[Vpll5,))Y + e 7P (0, —z + Vp)

P
= G4 [V2p]2)) (1) + e0(0, 2 + V),

tal y como se deseaba.
O

Teorema 4.6 (Galvez et. al., [Esp+09]) Sea ¢ : " — H"*! una solucién del problema de
Christoffel en H" ! para la aplicacién suave C : 8™ — R.,. Entonces su métrica horoesférica
Joo €s una solucion al problema de Nirenberg en $" para la funcion de curvatura escalar
S : %" — R dada por

S(x) =n(n—-1)(1-2C(z)). (4.20)

Reciprocamente, sea g = e2°gy una solucién al problema de Nirenberg para la funcién de
curvatura escalar S : $" — R. Entonces existe 1o > 0 tal que para cada T > 7, la aplicacion
¢, : 8" — H"*! dada por

—2p

IV ) () + 0 ) @.21)

T2

¢‘r = gep (1+

es una solucién al problema de Christoffel en H"*! para la aplicacidn suave

CT(x)=;<1_T2nS(£inl)>’

mds atin, la métrica horoesférica de ¢ es goo = T2g.

Demostracion. Sea ¢ : $" — H"*! una solucién para el problema de Christoffel en H" 1.
Entonces su aplicacion hiperbédlica de Gauss es G(z) = z, asi por la ecuacién (3.7) para
v € T'S™ la métrica horoesférica de ¢ satisface

Joo (V,0) = €*°(dG (v), dG(v)) = e* (v,v) = e*’go(v,v).

Es decir, la métrica horoesférica de ¢ es conforme a la euclidea go. Mas aun, sabemos que

n 1
Cw) = X TG

i=1

S|

Reemplazando (4.3) en (4.9) convenientemente tenemos

S(g) =n(n—1)—2n(n—1)C(z) =n(n—1)(1 — 2C(z)),
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lo que prueba la implicacién directa. Reciprocamente, sea g = e2?gy una métrica conforme
sobre $" con funcién de curvatura escalar S(z) y considerando $* C R"*! en la forma
usual. Considere una constante positiva 7 > 0 y la métrica conforme g, := 72g. Note que
si {e;}j, es una base ortonormal de 7,,$" bajo la métrica g, entonces { % }}"_, es una base
ortonormal de 7,5 con la métrica g,, ademads la variedad riemanianna ($", g,) tiene la mis-
ma conexion Levi-Civita que ($", g), esto es consecuencia directa de la Proposicién A.1. Sea
K, :T,5" xT,8" — Ry K : T,8" x T,8" — R las curvaturas seccionales de ($",g,) y
(8", g) respectivamente, entonces

K, (7’ 7) — iK(ei,ej).

T2

Recordando que la curvatura escalar es n(n — 1) veces el promedio de las curvaturas
seccionales, entonces por la ecuacién anterior concluimos que la funcién de curvatura
escalar de g, es S, (r) = £ S(x). De otro lado, si hacemos una traslacién paralela de ¢ en

T

H"+! de 7 unidades tenemos
¢+ = cosh(7)¢p + senh(7)(¢) — @) = e~ "¢ + senh(7)9 (4.22)
Usando (4.7) en (4.22) tenemos

P
Or = 7 S (L€ ) (14 [Vl ) (1, ) + € e #(0, —2 + V0p) + senh(r)

T —T

: _
= e G A [Vpllgg) (1) + € 7Te (0, + V) + (L)
ePe”  ePe”T ePeT e Pe T
_ _ + + L+ 1V pllgy) ) (1, 2) + €77 (0, =2 + V)
2 2 2 2
T e=% 2 e’
— ieﬂ (]_ + p.; (]_ + Vgop”go)) (1,1’) + T(Oa —x + Vgoﬂ)a

lo que prueba ¢, : §" — H" L,

Lema 4.7 La funcidn ¢, = tef(1,z) : $" — NT! € Ln+2 = L x R™*, es el cono de luz
asociado a la inmersion ¢,. para alguno de los dos posibles campos normales unitarios sobre

- (5™).

Demostracion. Sea n, un campo normal unitario sobre ¢, ($"), observemos las siguientes
igualdades

((r, ) = (7€ (1, @), 7€ (1, 2)))
= 7%(—e* 4 e* (x, x)) (4.23)
=712(—e* +e*) =0,
(e 0e)) = (S50, —a 4 9909), 7))

<<e7_;p(07 —x 4+ V%), e’ (1,x))) (4.24)

=—1+7e’(x, V) = -1

4.3 Relacién entre el problema de Nirenberg sobre $" y el problema de Christoffel en TH"**
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({e™7dg + senh(r)dy, t-))
= €77 ((de, r)) + senh(r) ({di, r)) (4.25)
re T ((dg, ) = 0.

((dpr, 7))

Las anteriores ecuaciones indican que puede tomarse 7, : $" — $7*' definida como
N, = ¥, — ¢, dado que, esta funcidn es diferenciable y 7. (p) es tangente a H"*! y ortogonal
aTy (,)¢-(S"). Esto muestra que ¢.($") es orientable bajo estas condiciones.

La ecuacion (4.25) muestra que v, es normal a ¢, , por tanto existen escalares a y 3 tales
que ¥, = an, + Boé,, pues (Tp-($"))*+ = Gen{¢,,n,} en L"*2, De la ecuacién (4.24) se
concluye que o = 1, ademas se tiene que

<<¢77¢T>> = <<¢T7¢T>> + 26<<¢T77]T>> + 62<<’r]7'7777'>> =—-1+ ﬁ2-

Asi, por (4.23) se infiere 3 =1 6 8 = —1, en caso de tener 8 = —1 tomaremos —7, cOmMo
campo normal de ¢, (S$™). Por lo tanto ¥, = ¢ + 7, lo que completa la prueba.
([l

De lo anterior garantiza que la aplicacion hiperbdlica de Gauss de ¢, en puntos regulares es
G(z) = z. Ademas tenemos que g, = ((di,,dvp,)) = 72({d, dv)) = 729 = g,, la cual tiene

curvatura escalar S, (z) = % S(z). Asi, por (4.9) el promedio de los radios de curvatura
hiperbdlicas es
1 1 1 S(x)
r==—) ——=-|1-5—F—"—=].
= ngl—k{ 2( 7'271(71—1))

Para finalizar la prueba solo necesitamos garantizar la existencia de algtin 7o > 0 tal que
Y 3 — ]NTrl es regular para 7 > 7¢. Primero que todo notemos que

1 21
¢T: 7¢+
T 2T

. (4.26)

Consideremos el siguiente subconjunto del haz tangente de $",
US" = {(p.v) € 5" x T,8", go(v,0) = 1} = {(p,v) €$" x " : ((p,v)) =0}.  (4.27)

El conjunto US"™ es compacto pues es un subconjunto cerrado del compacto $" x $", por
(4.26) tenemos d(¢,),(v) = 2d(¢),(v) + T;;ld(qﬁ)p(v) para cada (p,v) € US". Asi, ¢, es
regular en todo punto si y solo si d(¢,),(v) # 0 para cada (p,v) € US", esto es siy solo si

de,(v) # % (1 —7%)dip,(v) paracada (p,v) € US". (4.28)
La compacidad de U$"™ garantiza que los conjuntos
A= {d¥,(v) e L"2: (p,v) € US"} vy Q:={d(¢),(v) € L"*?: (p,v) € US"}

son compactos en R"*2 = L"*2 mds aun, dado que dy,(v) # 0, siempre que 0 ¢ A,
inferimos la existencia de algun ro > 0 tal que si r > rg, entonces Q2 NrA = (), ver Figura 4.2.
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En particular, existe algiin 7o > 0 tal que si 7 > 79, la condicién (4.28) se garantiza. Esto
prueba que ¢, es regular si 7 > 7.

rdl.-""p (w)

rdipy(v)

Fig. 4.2.: Representacién de QNrA = (.

O

El teorema anterior prueba que el problema de Christoffel en H"*! y el problema de
Nirenberg sobre $" son esencialmente equivalentes, sin embargo no podemos afirmar la
equivalencia total pues de (4.20) se deduce que S(x) < n(n — 1) y esta desigualdad no
se tiene para todas las funciones de curvatura escalar, por lo anterior se resalta que dicho
teorema es un avance en el problema de Nirenberg.

4.3 Relacién entre el problema de Nirenberg sobre $" y el problema de Christoffel en TH"**
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Apéndice

Métricas conformes

En esta seccion probaremos algunas férmulas bajo un cambio conforme dela métrica. Dadas
(M, g) una variedad riemanianna y una funcién suave p : M — R definiendo

- 2
gp(u,v) = e* g, (u,v),Vu,v € T,Mype M,
obtenemos una nueva métrica g sobre M. Tales métricas son llamadas conformes a g.

A continuacién presentamos algunos resultados sobre métricas conformes.

Proposicion A.1 Sea (M, g) una variedad riemanniana, V su conexién riemannianay p :
M — R una funcion diferenciable. Considere la variedad riemanniana (M, ¢’) y V' su conexién
riemanniana, donde g’ = e/g. entonces para todo par de campos X,Y € X(M) se tiene que

VY =VxY +X(p)Y +Y(p)X — g(X,Y)Vp.

Demostracion. Sean X, Y, Z campos diferenciables sobre M, entonces por la identidad de
Koszul tenemos

29/(27 v/XY) = Yg/(X7 Z) + Xg/(Z, Y) - Zg/(va) - gl([yv Z]vX)

(A1)
*g/([Xv Z]aY) 79/([Y;X},Z)

29(Z,VxY) =Yg(X,Z)+ Xg(2,Y) = Z(X,Y) — g([Y, Z], X)
*Q([X, ZLY) - g([YvX]7Z)

(A.2)

Recordemos que si X € X(M), f,g € D(M), X (fg) = X(f)g+ fX(g), por la ecuacién (A.1)
obtenemos

29'(Z,VXY) =Y g(X, 2) + Xe*g(Z,Y) = Ze* g(X,Y) — e*g([Y, Z], X)
—eg([X, 2],Y) — e*y([Y. X], Z)
=Y(e*)g(X, Z) + XY (g(X, 2)) + X (e*)9(2,Y) + e X (9(2,Y))
— Z(e*)g(X,Y) — ¥ Z(g(X,Y)) — e*g([Y, Z], X) — e*g([X, Z].Y)
—e*g([Y, X],2)

)

55



56

en conclusién

9 (Z,VY)=e(Y(9(X,2)) + X(9(Z,Y)) — Z(9(X,Y)) — g([Y, Z], X)
- 9([X,2],Y) = g([Y, X], 2)) + Y (e*")g(X, Z) + X (¢*’)g(Z,Y)
— Z(e*")g(X,Y).

Usando (A.2) en la tltima igualdad se concluye

§(Z,VY) = 2% 9(Z,VxY) + Y ()g(X, Z) + X(*)g(Z.Y)

(A.3)
— Z(e*)g(X,Y).

Observacion A.2 Considerando una parametrlzacién x : U C R* - M y una funcion
f: M — Rsesabe que (X f)(p Zaz —, ast

- Yt

=2¢ 2/)2@2 axz =2e2" X (p)(p). (A4

Usando la Observacion anterior en (A.3) obtenemos

29'(Z,V'xY) = 2e*g(Z,VxY) + 2¢*°Y (p)g(X, Z) + 26’ X (p)9(Z,Y )
9 Z(p)g(X, V).

La anterior igualdad equivale a
9(Z,VxY) =g(Z,VxY) +Y(p)g(X, Z) + X(p)9(Z,Y) = Z(p)g(X,Y). (A.5)

Pero del hecho que ¢(Vp, Z) = Z(p) y g es simétrica y lineal en cada componente aplicado a
la ecuacién (A.5) se llega a

9(Z,VY) =g(Z,VxY +Y(p)X + X(p)Y + g(X,Y)Vp).
Por lo tanto de la dltima ecuacion concluimos

LY =VxY + X(p)Y +Y(p)X — g(X,Y)Vp. (A.6)

Proposicion A.3 Sea (M, g) una variedad riemanniana, V su conexion riemannianay p :
M — R una funcidn diferenciable. Considere la variedad riemanniana (M, g) , V su conexién
riemanniana, donde g = e*’ gy f : M — R una aplicacién suave, entonces

AIf =€ (AIf + (n—2)go(VIp, V7 [))

Apéndice A Apéndice



Demostracion. Sea {e;}?_, un referencial geodésico con la métrica g, entonces {e ?e¢;} ; es
un referencial ortonormal con la métrica g, se tiene

VIf = elfes (A7)
i=1
y
Vip = Z ei(pe;. (A.8)
i=1

Entonces tenemos que

(e eileei(f)) = Vere,e Peilf))

I

ATf =

1=1

(A.9)

(e 2 eileilf)) + e PeileP)eilf) = Vese,e Pei(f))

|

i=1

Aplicando la Proposicién A.1
Ve Pei(f) = —Vene,eei(f) = 2eei(p)e ei(f) + gle™ e, e Pei) VIp(f)
= 7ve*p€ieipei(f) - 2672,}67:(-}0) + eing(vgfa vgp)a

y usando (A.8) y (A.7) en la ecuacidén anterior inferimos

- Z ve*"eieipei(f) = Z 7vefpeieipei(f) - 26721) Z €; (p)el (f) + neing(vgfa Vgp)
=1 =1

i=1

= Z _vefpeieipei(f) - 2672pg(vgfa Vgp) - ne*?pg(vg‘f’ Vgp)
=1

=3 Ve el f) e (n—2)g(VIf, V)
1=1

Y Tl f) — e e ) + e~ 2a(V7 L. ).
i=1

(A.10)

Combinando (A.10) y (A.9) se concluye la prueba

AIf =e 2 (A9 + (n = 2)g0(V9p, V7))

Proposicion A.4 Sea (M, g) una variedad riemanianna, V su conexién riemanianna y p :
M — R una funcién diferenciable. Considere la variedad riemanianna (M, g) , V su conexién
riemanianna, donde § = /g entonces la curvatura escalar de la métrica g, S se relaciona con
p por medio de la ecuacion diferencial parcial eliptica

S(g) e’
(n—1) 2(n-1)

n—2
AY 9pl2 —
p+ =Vl - 5
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donde S es la curvatura escalar de la métrica g.

Demostracién. La idea de la prueba es simplemente calcular S, para lo cual es bien conocido

S = Z Rikgik7
ik

que

donde

R, = E Rijrsg™
sj
Empezamos calculando R;; jij» para ello sea {e;}?_; un referencial geodésico, inferimos que

Rijij = §(vejvei€ia ej) — ?](vei?ejem e;j)

=€;5(Ve,eire;) — G(Ve,ei, ?ejej) ezg(VeJez, ej) + g(Ve] ei,Ve,€j) (A11)
=2e;(p)e**g(Ve,ei ;) + € e;g(Ve,e5,e5) — € g(Ve,e; €;) .
—2e*¢;(p)g(Ve,€i,e5) — e*e;g(Ve,e5,e5) + 62"9(@% e;).
Por la ecuacion (A.11) concluimos
72p — o — — — —
e “PRii; = 2e; Ve,€i€e5) +€;9(Ve,€i,€5) — g(Ve,€i, Ve €
jij J(P)Q( i ]) Jg( i ]) g( ej ]) (A.12)

—2¢i(p)g(Ve,€ire5) —€ig(Ve,ei,€5) + g(Ve, e ?ezej)-
Por otro parte tenemos

9(661:61'7 ej) = g(Ve,e; +2e;(p)e; — Vp, ej)
9(Veei,ej) +glej, Vp) (A.13)
g(veiei7 e]) - e](p)a

9(Ve,ei, Ve, e5) = g(Ve,e; 4 2ei(p)e; — Vp, Ve, e; + 2e;(p)e; — Vp)

, , : (A.14)
= —2¢;(p)” —2¢;(p)” + Vo3
9(Ve,eire;) = g(Ve e + ej(p)e; + ei(p)ej, e;) (A15)
=9(Ve,eire5) +ei(p)
y
9(Ve,ei,Ve,e5) = ei(p)® +e;(p)*. (A.16)

Reemplazando (A.13), (A.14), (A.15), y (A.16) en (A.12)

e P Rijij = 2¢j(p)g(Ve,eire5) — 2¢5(p)* + €;9(Ve,€ire5) — €j(e;(p)) + 2¢i(p)® + 2e5(p)* — || Vpl|?
—2¢i(p)g(Ve,ei,¢5) — 267 (p) — €ig(Ve,ei,€5) — eilei(p)) + ei(p)? + e;(p)?,
(A.17)
simplificando en (A.17)

e ¥ Rijij = €;g(Veei e5) — €ig(Ve,ei,5) — ej(ej(p)) — ei(ei(p))

, ) . (A.18)
= IVollg +¢;(p)" + eip)™.
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Note que

Rijij = 9(Ve; Ve,eise5) — g(Ve, Ve, ey e;)
=e¢jg(Ve,eirej) —g(Veei, Ve,ej) —eig(Ve,eie5) + g(Ve,ei, Ve, €5)
= €j9(vei€i, ej) - €i9(Ve,-€i7 ej)7

asi tenemos de (A.19) vy (A.18)

Rijij = € (Rijij — ej(e;(p)) — ei(ei(p)) — Vol + e;(p)? + ei(p)?) .

Por otro lado
R = ZRijz’l!?]l = ZRijz‘jg” = ZRijij62pa
jl J J#

asi por las ecuaciones (A.21) y (A.20) concluimos

Rii = Rii = A% — (n = 2)ei(ei(p)) — (n = 1)[[Vpll + [[Vpllg + (n — 2)ei(p)?.

Por otra parte

S = ZRiink = ZRiiﬁh = Z Rjie?".
ik i i

Reemplazando (A.22) en (A.23) vemos que

(A.19)

(A.20)

(A.21)

(A.22)

(A.23)

§ = e 2(S —nAp — (n — 2)A% — n(n — 1) V|2 + nl|Vo|2 + (n — 2)]|Vp2)

_ e—2p(S _ 2(n _ 1)Agp — (n — 1)(” - 2)||Vp||§)v

de donde g )
n—2 er -
Ag - g 2 _— p— .
pt IVl = s = =S =

A.1 Meétricas conformes
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Test de la segunda derivada

Teorema A.5 Sea (M, g) una variedad riemanianna, f : M — R una funcion diferenciable y
po € M un punto critico de f, es decir V f(po) = 0.

(D Si f alcanza en po un minimo local, entonces el hessiano Hess,,, f es semidefinido positivo
(es decir; Hessy, f(v,v) > 0 para todo v € T,,, M).

(i) Si f alcanza en py un mdximo local, entonces el hessiano Hess,, f es semidefinido
negativo (es decir, Hessy, f(v,v) < 0 para todo v € T,,, M).

(iii) Si el hessiano Hessy, [ es definido positivo (es decir, Hessp, f(v,v) > 0 para todo
v € Tp, M) entonces la funcidn f alcanza un minimo local estricto en py.

(iv) Si el hessiano Hess,, f es definido negativo (es decir, Hessy, f(v,v) < 0 para todo
v € Tp, M) entonces la funcidn f alcanza un mdximo local estricto en py.

La prueba de este resultado, se basa en el correspondiente resultado de andlisis. Para su
demostracion, resulta esencial observar que si py es un punto critico de f, entonces para
todo vector tangente 7, M se tiene que

d2
Hessp, f(v,v) = ﬁh&:tof(a(t))ﬂ

para cualquier curva parametrizada « : I — M con a(tg) = po ¥y a(io) = 0.

Observacion A.6 Tomemos v € T),5", entonces vemos que

9o(V9e?,v) = d(e?),(v)
— d(p)p(0)e"® = go(e"Vp, ).

lo que nos permite concluir que
VI0el = ePV9p. (A.24)
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