UNIVERSIDAD DEL VALLE

FACULTAD DE CIENCIAS NATURALES Y EXACTAS

DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS

Superficies cuarticas suaves invariantes por
subgrupos primitivos finitos de PGL(4, C)

TRABAJO DE GRADO
PARA OPTAR AL TfTULO DE:

Matematico
Director:
Autor: DR. GUILLERMO ORTIZ RICO
JOSE DAVID AVILA CANON Co-director:
DR. SERGIO TRONCOSO IGUA
29 de marzo de 2023
Universidad

_del Valle



RESUMEN

En el Capitulo 1 estudiamos los anillos polinomiales y mostramos algunas de sus propiedades.
En particular presentamos algunas propiedades de los polinomios e ideales homogéneos, y hace-
mos especial énfasis, por su posterior importancia, en el Teorema de los ceros de David Hilbert.

Como las superficies cudrticas suaves que consideraremos en este trabajo son hipersuperficies
suaves del espacio proyectivo complejo IP3, entonces una estrategia para describir estas superfi-
cies es describir las hipersuperficies suaves en espacios proyectivos, esto es lo que hacemos en el
Capitulo 2.

En el Capitulo 3 se presentan algunas herramientas practicas para determinar cuando una forma
homogénea es singular. El objeto que determina la singularidad de una forma homogénea es su dis-
criminante. Aqui describimos detalladamente la construccion de resultantes hecha por Macaulay,
en particular nosotros usamos esta construccion para describir los discriminantes. M4s particular-
mente, cuando el discriminante esta expresado bajo dos parametros, es posible describirlo mediante
eliminacién con bases de Grobner. En el anexo compartimos los algoritmos mencionados, junto a
un par de ejemplos ilustrativos, implementados en Mathematica.

En el Capitulo 4 se presentan todos los grupos de primitivos finitos de PGL(4, C), salvo con-
jugacidn, como estan presentados en [Blil7, Chapter VII]. Para poder describirlos efectivamente
damos una breve introduccién a las presentaciones y representaciones de grupos finitos. Entre
estos grupos resaltan el grupo alternante 2A; y el grupo lineal especial proyectivo PSL(2,7), los
cuales estdn caracterizados como el primer y el segundo grupos simples no abelianos, respec-
tivamente. También presentamos todas las representaciones fieles en PGL(4,C) de los grupos
2[5, 65,2[6, Z% X Z5, Z% X Dloy PSL(Q, 7)

En el Capitulo 5 estudiamos la invarianza de las hipersuperficies suaves de ;! bajo la accion
de colineaciones en PGL(n + 1, k). Mostramos algunos resultados generales sobre sus grupos de
automorfismos proyectivos. Por tltimo, hacemos un estudio de los subespacios lineales de formas
homogéneas de grado d invariantes por un subgrupo finito G de PGL(n + 1, k), damos una des-
cripcién de todos los subespacios maximales GG-invariantes en Teorema 5.29 e implementamos un
algoritmo en Mathemat ica que se encuentra en el anexo, el cual determina una base para cada
subespacio lineal maximal de formas homogéneas de grado d invariantes por (5, a partir de un
conjunto generador de GG. La importancia de tales subespacios invariantes es que clasifican las hi-
persuperficies suaves invariantes por . El Capitulo 5 finaliza aplicando toda la teoria desarrollada
previamente para encontrar todos los subespacios maximales de cudrticas en C[zg, x1, T2, 23] para
cada uno de los subgrupos de PGL(4, C) descritos en el Capitulo 4, y mostramos cuales formas en
cada uno de estos subespacios es singular.
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Finalmente, en el Capitulo 6 hacemos algunas conclusiones a partir de la clasificacion de las
superficies cudrticas suaves de P? hecha en el capitulo anterior. A partir del Teorema 6.6 y el coro-
lario que le sigue caracterizamos a la superficie cudrtica suave {xg+xi+xi+ri+12207 2973 = 0}
como aquella superficie cudrtica con el mayor grupo primitivo de automorfismos proyectivos entre
las superficies cudrticas suaves de I3, salvo equivalencia proyectiva.

Esto altimo es un avance en la conjetura de W. Burnside [Burl1, Sect. 272, Ex. 6], donde el
autor conjetura que {x§ + = + 23 + x4 + 1220712973 = 0} es la superficie cudrtica suave que
tiene el mayor grupo de automorfismos proyectivos, salvo equivalencia proyectiva, entre las su-
perficies cudrticas suaves de P?; propiedad similar a la que tiene la superficie ctibica de Fermat
{23 + 23 + 23 + 23 = 0} entre las superficies ctbicas suaves de P3. Esta conjetura es verdadera,
véase los articulos [Nik79, Muk88, Kon99, BS21, CD22]. La prueba de esta conjetura se deduce
de estos trabajos, pero esto estd fuera del alcance del trabajo de tesis. Sin embargo, nosotros co-
mentamos otra estrategia para demostrarla basada en nuestros resultados y algo de fuerza bruta,
véase Observacion 6.8.

Hacemos notar que algunos de los resultados en este texto son nuestros, por lo cual haremos
la debida observacion cuando sea necesario. Nosotros recopilamos algunos de estos resultados en
el articulo [AOT22], que de momento estd sometido a revision de pares en la revista académica
Algebraic Geometry.

PALABRAS CLAVES: Superficies algebraicas, Hipersuperficies de los espacios proyectivos,
Teoria de eliminacion, Grupos primitivos, Automorfismos proyectivos, Algoritmos en geometria
algebraica.
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INTRODUCCION

La clasificacion de curvas y superficies es uno de temas centrales de la geometria algebraica,
y una forma de clasificarlas es encontrar invariantes que se preserven mediante morfismos entre
tales variedades, para curvas el género es un buen invariante [Mir95], pero en superficies este dato
no las caracteriza adecuadamente [Die72, Kon20]. Otros invariantes que aparecen sobre las super-
ficies son el plurigénero, la dimension de Kodaria y la irregularidad. Con estos datos se puede
determinar mds concretamente las superficies, por ejemplo, las superficies K3, llamadas asi por
André Weil en 1958 en honor a Kummer, Kihler y Kodaira, son aquellas superficies minimales
suaves X con dimension de Kodaria r(X) = 0, género geométrico p, = dim H*°(X) = 1e
irregularidad q := dim H'°(X) = 0 [Com14]. Sobre la clasificacion de superficies es bien reco-
nocido en la comunidad matemadtica los aportes e innovaciones de la escuela italiana de geometria
entre 1866 y 1920 [Die72].

En este texto estamos interesados en estudiar algunas superficies cudrticas suaves en el espacio
proyectivo complejo P2, las cuales son un tipo de superficies K3 [Kon20]. Una observacién funda-
mental, la cual tendremos presente durante todo este texto es que el espacio ambiente ?? en el que
estdn las superficies cudrticas suaves de nuestro interés, tiene dimension 3, esto implica que toda
superficie en P? es una hipersuperficie en P3, y el reciproco también es valido. Las hipersuperfi-
cies en espacios proyectivos son llamadas hipersuperficies proyectivas. Las hipersuperficies suaves
proyectivas en P}, con k cuerpo algebraicamente cerrado, son el ejemplo mds simple variedades
algebraicas, ellas estdn determinadas como el conjunto de ceros en [P}, de un polinomio homogéneo
no constante f € k[zo, ..., x,], las cuales denotaremos por { f = 0}.

A pesar de su simplicidad, las hipersuperficies son un buen lugar en el que probar y encontrar
ejemplos en teorias més generales. En lo que respecta a geometria algebraica, ha habido mucho
estudio sobre las hipersuperficies a lo largo de la historia, desde los clasicos trabajos de Cayley en
el siglo XIX, hasta los mds recientes resultados sobre rigidez presentados por J. Kollar [Kol19],
donde el autor sintetiza un siglo de esfuerzo matemadtico el cual comienza con G. Fano, y muestra
que cualquier hipersuperficie suave de dimension n y grado n + 1, es stper rigida. En particular,
las superficies cibicas en P? son sidper rigidas, véase en [Kol19, Definition 1] una definicién de
variedades super rigidas. Respecto a los automorfismos de hipersuperficies suaves hay un notable
resultado debido a Matsumura y Monsky, véase [MMG63, Theorem 2], el cual muestra que el grupo
de automorfismos proyectivo de una hipersuperficie suave X de grado d y dimensién n, denotado
por PAut(X), y el grupo de automorfismos regulares de X, denotado por Aut(X), son iguales
excepto cuando n = 2y d = 4, por ejemplo, cuando X es una superficie cudrtica suave en 3.
Mais recientemente, V. Gonzdlez-Aguilera, A. Liendo y P. Montero mostraron para d > 3, n > 1
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y (n,d) # (1,3),(2,4), que el grupo de automorfismos de cualquier hipersuperficie suave X de
dimension n y grado d, es levantable, esto es, existe un subgrupo de GL(n + 2, C) el cual se pro-
yecta isomorficamente sobre Aut(X), si d y n + 2 son primos relativos, véase [GALM20]. Por
otra parte, incluso para las més simples superficies K3, las superficies cudrticas suaves en P2, los
grupos PAut(X) y Aut(X) son diferentes, véase [MM63, GALM20]. Todos los posibles grupos
de automorfismos de superficies ciibicas suaves en IP3 han sido determinados, véase [Dol12, Chap-
ter 9, Section 9.5, Theorem 9.5.8]. Se concluye por esta clasificacion que el orden del grupo de
automorfismos GG de una superficie ctbica suave X estd acotado por 648, con igualdad, si y solo
si, X es proyectivamente equivalente a la superficie ciibica de Fermat {x3 + x3 + x5 + 23 = 0}.
Por otro lado, en [Burll, Sect. 272, Ex. 6] W. Burnside conjeturo que la superficie cudrtica sua-
ve {x§ + ] + =3 + 23 + 12z0710973 = 0} es la que tiene el mayor grupo de automorfismos
proyectivos entre las superficies cudrticas suaves de IP3, salvo equivalencia proyectiva. Esta conje-
tura es verdadera, su demostracion puede encontrarse a partir de los estudios sobre superficies K3
desarrollado posteriormente, véase los articulos [Nik79, Muk88, Kon99, BS21, CD22]. Nosotros
demostramos parcialmente estd conjetura restringiéndonos a los subgrupos primitivos finitos de
PGL(4, C), véase Teorema 6.6 y el corolario que le sigue.

El grupo de automorfismos de Aut(P}) es igual al grupo lineal proyectivo PGL(n+1, k), véase
[Har97, Chapter II, Section 7, Example 7.1.1]. A los automorfismos en PGL(n + 1, k) los llama-
mos colineanciones, las cuales denotamos por [A], con A € GL(n + 1, k). Las colineaciones en
PGL(n + 1, k) mapean hipersuperficies suaves en P} de grado d en hipersuperficies suaves en P}
de grado d, por tanto PGL(n + 1, k) actiia como grupo sobre las hipersuperficies suaves en P} de
grado d. Si G es un subgrupo finito de PGL(n + 1, k), entonces una hipersuperficie suave X en P}
se dice G-invariante si G C PAut(X). Si G es un grupo finito abstracto, entonces GG puede actuar
de diversas formas en las hipersuperficies suaves en [P}’ de grado d, segun sea la representacion fiel
de G en PGL(n+1, k) en consideracién. Afortunadamente, hay finitas representaciones fieles de G
en PGL(n + 1, k), salvo conjugacién. En su importante obra Finite Collineations Groups [Blil7],
H. F. Blichfeldt clasificé todos los subgrupos primitivos finitos de PGL(4, C), salvo conjugacion.
Por otro lado, en [Mas98] el autor encuentra todas las representaciones fieles de los grupos de
permutaciones 25, &5 y g en PGL(4, C), salvo conjugacion. En [CS19, Corollary 5.2] el autor
mostrd que el grupo 13° descrito por H. F. en [Blil7, Chapte VII] es la tnica representacion fiel
de Z3 % Zs en PGL(4, C). Nosotros en Corolario 4.15 deducimos a partir de este resultado de 1.
Cheltsov y C. Shramov, que cada representacion fiel de algun grupo en Diagrama 4.8 es conjugado
a algunos de los grupos en Diagrama 4.2, descritos en [Blil7, Chapter VII]. Con todo esto que-
dan determinadas todas las representaciones fieles de los grupos 2, G5, g, Z5 X Zs, Za x D1gy
PSL(2,7) en PGL(4, C). En particular, las representaciones primitivas de estos grupos son aque-
llos subgrupos finitos G de PGL(4, C) para los cuales I?® no es G-birracionalmente stper rigido,
véase [CS19, Theorem 1.3].

Por definicion, una hipersuperficie proyectiva { f = 0} C P} es suave si las derivadas parciales
de f tienen un cero en comtn no trivial en {f = 0}, estoes, {f = fo, = -+ = fo, = 0} # 0,
donde f,, es la derivada formal de f respecto a la variable z;. Como f es una forma homogénea,
entonces por el Teorema de Euler 1.19 vemos que f pertenece al ideal generado por sus derivadas
parciales, por tanto {f = 0} es suave, si y solo si, {f, = -+ = fz, = 0} # 0. El problema
de determinar cuando un conjunto f, ..., f, de n + 1 formas homogéneas en k[zo, ..., x,] tiene
un cero no trivial en P} se puede resolver por medios algebraicos considerando el resultante de
fos - - fn, €l cual denotamos por Resgy, a4, (fo,--., fn), donde d; es el grado homogéneo de f;.
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El resultante Resg, 4, (fo, .-, fn) es una forma homogénea en los coeficientes de los f;, con la
propiedad que {fo = --- = f, = 0} # 0, si y solo si, Resg, . a,(fo,---, fn) = 0. En particular,
para cada forma homogénea f € k[zo, ..., x,]|, definimos su discriminante Disc,(f) como el re-
sultante Resg—1,. a—1(fzos - - -, [z, ). Por tanto { f = 0} es suave, si y solo si, f no es singular, si y
solo si, Discy(f) # 0. Lo importante ahora es describir Resgy, 4, (fo,-- ., f»). La mds conocida
descripcion de Resg, 4, (fo,- -, fn) es debida a Macaulay [Mac02] en el cual el autor expresa a
Resq,.....d, (fo, - - -, fn) como el cociente de dos determinantes de matrices cuadradas de dimensio-
nes determinadas por n y los d;, y cuyas entradas estdn determinadas por los coeficientes de los
fj. Como es bien sabido el calculo de determinantes no es eficiente computacionalmente, afortu-
nadamente en algunos casos es posible encontrar el discriminante de f de forma independiente a
la construccion de Macaulay, nosotros describimos uno de tales particulares en Seccién 3.3 con-
siderando bases de Grobner. Vale aclarar que las estrategias recién mencionadas son computables,
de hecho las hemos implementado en Mathematica, véase el anexo.

Si X = {f = 0} es una hipersuperficie suave en P} y G es un subgrupo finito de colinea-
ciones en PGL(n + 1, k), entonces queremos determinar a partir de f cuando X es G-invariante.
Resulta que X es G-invariante, si y solo si, f ~ Af, para toda [A] € G, véase Seccién 5.1 don-
de definimos la relacién de equivalencia ~ y el polinomio Af. En principio la relaciéon ~ y el
polinomio Af estdn definidos para todos los polinomios en k[xy,...,z,], en particular para to-
das las formas homogéneas de grado d en k[zy, ..., x,]. Una estrategia para encontrar todas las
formas homogéneas GG-invariantes de grado d es clasificarlas convenientemente. Nosotros en este
texto consideramos los subespacios lineales de formas de grado d en k|xy, . . ., z,,] invariantes por
G. Resulta que hay un niimero finito de subespacios lineales maximales de formas homogéneas
de grado d en k[zo, ..., x,] invariantes por GG, y cada forma homogénea no nula de grado d en
k[xo, ..., z,] pertenece a solo uno de tales subespacios. Estos subespacios aparecen como el ker-
nel de ciertas transformaciones lineales definidas en el espacio vectorial de formas homogéneas de
grado d en k[zg, ..., x,|. La descripcion de estas transformaciones lineales es directa a partir de
un conjunto de generadores de (&, y con esta descripcion encontrar su correspondiente kernel es lo
mismo que encontrar el espacio nulo de la matriz que representa a la transformacion lineal en cues-
tién. Como el espacio lineal de formas de grado d en k[zo, . . ., z,] tiene dimensién finita ("*7),
entonces tal espacio nulo estd dado por una base de a lo mas (”Zd) formas homogéneas de grado d
linealmente independientes. Si {py, ..., p,} es una de estas bases, entonces queda por determinar
cuales combinaciones lineales A\ip; + - - - + A.p, no son singulares, esto lo decidimos aplicando
los métodos descritos en Capitulo 3. Asi descrito el problema, la determinacién de los subespacios
lineales maximales invariantes es computable, la estrategia considerada la hemos implementado
en un algoritmo en Mathematica, véase el anexo. Este algoritmo y las consideraciones tedricas
ya comentadas son aplicadas a todos los subgrupos primitivos finitos de PGL(4, C) descritos en
Capitulo 4.

Como conclusioén, el problema de determinar las hipersuperficies suaves en [P} invariantes por
un subgrupo finito G' de PGL(n + 1, k) estd resuelto y es computable, dado un conjunto de gene-
radores de (G, aunque su complejidad computacional es considerable, por lo menos los algoritmos
descritos e implementados en este trabajo.
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ALGEBRA CONMUTATIVA

En este capitulo todo anillo y monoide en consideracion sera conmutativo.

1.1 ANILLOS GRADUADOS

Esta seccion esta basada parcialmente en [ZS60, Chapter VII, Section §2].

Definicién 1.1. Un monoide es una estructura algebraica (M, +,0), donde + es una operacion
binaria sobre M, 0 es una constante en )M, la operacion + es asociativa y conmutativa, y tiene a 0
como identidad.

Definicion 1.2. Un monoide ordenado, es un monoide M, junto una relacion de orden parcial <
con las siguientes propiedades:

I) Larelacién < es un buen orden sobre M.

I1) Sia > b, entonces a + ¢ > b+ cparatodo c € M.

Ejemplo 1.3. Los nimeros naturales N son un monoide ordenado bajo el orden usual. Para ca-
da d > 2 tenemos el monoide ordenado N¢ por el orden lexicogréfico, esto es, para p,q € N4
escribimos p > ¢, siy solosi,existe 1 <r < dtalquep;, > ¢ paral <t <71y pri1 > ¢ri1-

Definicion 1.4. Sean R un anillo y M un monoide ordenado. Decimos que R es un anillo gradua-
do por { R, }aens si
1) Cada R, es un subgrupo abeliano de R (bajo la suma de este ultimo).
1) R es suma directa de los R,,.
1) Si f € R,yg € Rs,entonces fg € R45.

En lo que resta de esta seccion sea R un anillo graduado por { R, }aenr-

Definicion 1.5. Decimos que f € R es homogéneo si f € R, para algin v € M. A tal y lo
llamamos el grado de f. Llamamos a R, el conjunto de todos los elementos homogéneos de R de
grado «, y denotamos por R, := J e Fty al conjunto de todos los elementos homogéneos de R.

Observacion 1.6. Hacemos notar que el grado de 0 no estd bien definido. Esto no nos causara
problemas.

Proposicion 1.7. Los siguientes enunciados se satisfacen:
I) Ry es un subanillo de R.
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II) R esun Ry-mo6dulo y cada R, es un Ry-submoddulo de R.
) Ry =P, ., R, esunideal de R.
1V) Para cada v € M tenemos un Ry-morfismo lineal de 12 en 12, que denotamos por f — f.,
con las siguientes propiedades:
a) Hay finitos v € M tales que f, # 0.

b) = Z"/EM fV'

Observacion 1.8. Notemos que f € R es homogéneo, si y solo si, existe a lo mas un v € M tal
que f, # 0.

Definicion 1.9. Un ideal homogéneo de R es un ideal a de R generado por algin subconjunto de
Ry,.

Proposicion 1.10. Sean a, b ideales homogéneos de R y {a;};c; una coleccién de ideales ho-
mogéneos de R. Entonces a-by >, a; son ideales homogéneos de R.

Demostracion. Si a estd generado por A C Rj, y b esta generado por B C Ry, entonces a - b estd
generado por {fg | f € A, g € B} C Ry, Si q; estd generado por A; C Ry, entonces  ,_, a; estd
generado por | J,.; A; C Ry. O

Ahora caracterizaremos los ideales primos homogéneos de R.

Lema 1.11. Sea a un ideal homogéneo de 2. Entonces f € a, siy solosi, f, € aparatodo~y € M.

Demostracion.
(<) Esclaroyaque f =3\ f,
(=) Sea f € a, como a es un ideal homogéneo encontramos ¢, gs,...,gm € a N Ry y

hi,ho, ..., h, € R tales que f = Zigm h;g; y tenemos f, = Zigm(higi),y para cada v € M.
Por tanto es suficiente con mostrar que si h € R, v € My g € an R, entonces (hg), € a.
Como (hg), = >_, | 3—, hagp, entonces se reduce a mostrar que si g € aN R,y v € M, entonces
g~ € a. Como g es una forma homogénea, entonces g, # 0 implica que g, = g,asig, =0 € ao
g~ = g € a, en cualquier caso g, € a. O

Proposicion 1.12. Un ideal homogéneo a de R es primo, si y solo si, para f, g formas homogéneas
de R, entonces fg € aimplicaque f € aog € a.

Demostracion.

(=) Es evidente.

(<) Procedamos por contradiccion, por tanto existen f,g € R tales que f,g ¢ ay fg € a.
Por Lema 1.11 encontramos minimos ,6 € M tales que f,, g5 ¢ a. Sea e = v + ¢, entonces
(f9)e = > i s—c fags- Consideremos la expresion

f'yg6:(fg>e_ Z fag,3+ Z fagﬁ

a+p=e a+f=e
a<y B<é
Por eleccién de v y § vemos que ambos sumatorios estdn en a. Como fg € a, entonces (fg). € a
por Lema 1.11. Por tanto encontramos que f,gs € a, por hipdtesis esto implica que f, € a o
gs € a, contradiccion con la eleccién de v y . U
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1.2 ANILLOS DE POLINOMIOS

El unico ejemplo de anillos graduados que consideraremos son los anillos de polinomios. Los
anillos polinomiales pueden caracterizarse por medio de propiedades universales en la categoria
de los anillos. En lo que sigue sea R un anillo.

Proposicion 1.13. El anillo de polinomios Rz, ...,xz,]| estd caracterizado, salvo isomorfismo,
en la categoria de los anillos, por la siguiente propiedad universal: Para cada anillo .S, cada mor-
fismo de anillos R 5 S y elementos ag,aq,...,a, € S, existe un Unico morfismo de anillos
Rz, ..., x,) % S tal que Y(z;) = a; para0 < i < ny(r) = ¢(r) paratodo r € R. Esto tltimo
se resume en el diagrama

R

S

Definicion 1.14. Los monomios en R[x, ..., x,] son todos aquellos polinomios que son produc-
to de los z;. Un exponente del anillo polinomial R[xg,...,x,] es una (n + 1)-tupla de nime-
ros naturales o € N"*1. Escribamos o = (ap,...,a,). El grado del exponente « lo denota-
mos por |a| := Y " jo; y el monomio en R[xo,...,x,] determinado por « lo denotamos por
x® =z - - - 20 El grado de x“ es el grado de a.

Rz, ..., x,| +—

{o,..., 0} ——

En caso de considerar dos conjuntos de variables diferentes, por ejemplo en el anillo polinomial

Rlzo,...,%n, Yo, - - -, Ym|, tendremos los monomios z® = z(° - - - 22" en las variables x; y los mo-
nomios y° = yéjo - yPm para a € N1y 8 € N™FL Para hacer notar la diferencia entre ambos
conjuntos de variables escribimos R|x, . .., Zn; Yo, - - -, Ym) €0 lugar de R[xo, ..., Tn, Yo, - - -, Ym)-

Podemos considerar una notacion similar para referirnos a mds de conjuntos de variables.

Definicion 1.15. Para cada d > 0 denotamos por R[z, ..., z,]q al R-submédulo de R[zo, . .., x,]
generado por todos los monomios z* de grado d. A los polinomios en R[z, . .., Z,]4 los lamamos
formas homogéneas de grado d. Para cada par r, s > 0 denotamos por R[zo, . . ., Zpn; Yo, - - - » Ym)r.s
al R-submédulo de R[xg, ..., Zn; %o, .,Ym] generado por los monomios z%y”, con |a| = ry
|B| = s. Alos polinomios en R[zg, ..., Zn; Yo, - - -, Ym]rs l0s llamamos formas bihomogéneas de
grado r en x y grado s en y.

Observacion 1.16. Hacemos notar que grado del polinomio 0 no esta bien definido. Esto no nos
causara problemas.

Proposicion 1.17. Las siguientes afirmaciones se satisfacen:
1) R[zg,...,,]esun anillo graduado por {R[zo, . .., Zn]d taen-
1) R[zo,...,%p Y0, - - - Ym) €s un anillo graduado por { R[zo, ..., %n; Yo, - - - s Ym)rs f (r,s)eNxN-
111) Para cada d > 0, los monomios =%, con @ € N"™! y |a| = d, constituyen una R-base de
R[xg, . .., x,] de tamafio (™).
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1V) Para cada parejar, s > 0, los monomios 2%y, cona € N**!, 3 € N"*1 |a| =ry B3| = s,
constituyen una R-base de Rz, ..., Zn; Yo, - ., Y de tamafio ("77) - ("F).

n m

Demostracion. El tnico hecho no inmediato es el item IIT) respecto al nimero de monomios de
grado d, y de este item se sigue el item 1v). Como 2 = 2, si y solo si, @ = 3, entonces queremos
mostrar que {o& € N"*! | |a| = d} tiene (") elementos. Observemos que {p € N+ | [p| = d}

n
representa el nimero de formas en como podemos repartir d objetos entre n + 1 cajas. Con esta

intuicién encontramos que |{p € N"*! | |p| = d}| = ("*“) procediendo por induccién sobre n,
para d fijo. [
Definicion 1.18. Para cada f € R[x, ..., x,] denotamos por 0f/0x;, o bien por f,,, a la derivada
formal de f respecto a z;. El mapeo f +— Of/Ox; es un R-morfismo lineal sobre R[zo, ..., x,]

caracterizado por las siguientes propiedades:
1) O(x;)/0x; =0sij #i.
111) (Regla de Leibniz) Para todo f,g € R[xo,...,x,], d(fg)/0x; = g-0(f)/0x;+ f-0(g)/0x;.

Se deduce por la regla de Leibniz parad > 1y f € R[zo,...,z,|q que O(f)/0z; pertenece a
Rlzo, ..., zp]q—1. Un hecho muy til cuya demostracion no es dificil es la identidad de Euler para
formas homogéneas.

Teorema 1.19 (Identidad de Euler). Si f € R|xy, ..., z,| es una forma homogénea, entonces

g=3 )

(9331- ’
donde d es el grado de f.

Demostracion. Es claro que si la identidad de Euler se satisface para una R-base de R[xy, . . ., T,]q
entonces se satisface en todo R|[xy, . . ., z,]4. Por tanto es suficiente con probar la identidad para los
monomios %, con || = d. Procedamos por induccién sobre d > 0. Evidentemente la identidad se
satisface parad = 0y d = 1. Si 27 es de grado |y| = d+1 > 2, entonces encontramos «, /3 € Nrtl
tales que v = o + 'y |al, | 5] < |7|. Con el uso de la hipétesis inductiva deducimos

(1) &~ 0@ 0 O LO0P)  s0(x)

=0

= (la] + 8)2%" = Ja + 8" = hla” = (d+ 1o,

. i ) i RPN ST N
=0 =0

verificando que la identidad se satisface para 27, con |y| = d 4 1, concluyendo la induccién. [

Definicion 1.20. Una valuacién de R|xy, ..., z,| sobre R es un morfismo de anillos R[X] — R
que deja fijo a R. Toda valuacion de R[zo,...,x,] en R estd determinada por los valores de
Tg, ..., T, esto es, poruna (n+ 1)-tuplap € R"*!. Paracadap € R"" ycada f € R[xy, ..., ,]
denotamos por f(p) € R alaimagen de f por el morfismo de anillos R[zo, ..., z,] — R determi-
nado por p.
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Ejemplo 1.21. Si f = z3 + zoz1 — 27 € Clxg,21] y p = (4,3) € C?, entonces f(p) = f(i,3) =
PP +i-3—-32=2i—09.

Definicion 1.22. Con un poco mas de generalidad, una valuacién de R[zo, ..., Zn; Yo, .- -, Ym| €0
Rlyo, - .., Ym] es un morfismo de anillos R[zg, ..., Zn; Yo, - -, Ym] — Rlyo, .- ., ym] que deja fijo
a Ry los y;. Toda valuacién de este tipo esta determinada por (n + 1)-tuplap € R[yo, . . ., Ym]™ .

Ejemplo 1.23. Para [ = xoz1 + 23y + 4xoy1 € Clzo, 21,90, y1] Yy p = (i, —y0), tenemos que
f(p) = [, —yo) =i (=yo) + (—y0)*yo +4-i-y1 = yg + 4iys — i
Podemos evaluar dos veces polinomios en dos conjuntos de variables g, ..., 2, Y Yo, - - - » Yms

primero en las z; y luego en las y;. Si f € R[zo,...,Zn;Y0,-- - Ym)s P € R[Yo, - ym]" ™y
q € R™*!, entonces f(p,q) := f(p)(q) € R.

Proposicion 1.24. Si f € R[xo, ..., Zn;Y0s- - Ymlrs YD € RlYo, .-, Ym) ™, entonces f(p) es

una forma homogénea en R|yo, . . ., ¥»,] de grado ru+s. En palabras, evaluar formas bihomogéneas
en formas homogéneas resulta en formas homogéneas.

Observacién 1.25. Como notacién, para cada p € R"*! denotamos por v, : R[z,...,z,] = R
al morfismo de anillos tal que v,(f) := f(p). Similarmente, para cada par de tuplas p € R"*!y
q € R™"! denotamos por Vpq © R[To,...,Zn;Y0, ..., Ym] — R al morfismo de anillos definido

como vy,4(f) == f(p,q).

1.3 NULLSTELLENSATZ

Concluimos este capitulo abordando dos importantes teoremas sobre ideales atribuidos a David
Hilbert, el Teorema de la base y el Teorema de los Ceros. La relevancia de estos resultados es bien
reconocida pues describen muy bien los ideales de los anillos polinomiales con coeficientes en
cuerpos algebraicamente cerrados. Primero introducimos los ideales radicales y algunas de sus
propiedades. En lo que sigue R denota un anillo.

Definicion 1.26. Para cada a ideal de R, denotamos por v/a al radical de a, el cual esta definido
como
Va:={f€R| f" €aparaalgint > 1}.

Un ideal a de R es radical si v/a = a.
Proposicion 1.27. /a es un ideal radical de R.

Demostracién. Veamos en primer lugar que v/a es un ideal de R. Es claro que si f € v/ay g € R,
entonces fg € /a. Veamos ahora que /a es cerrado bajo la suma. Si f, g € v/a, entonces existen
n,m > 1 tales que [, g™ € a. Observemos que (f + ¢)"™™ € a ya que

n+m - n+m k _n+m—k
(Fromtm=3 (", )
k=0

si k > n, entonces fFgntm—k = fn fk-ngntm=k c q En caso de k < n tenemos que fFg"tmF =
f¥g"~kg™ € a. En cualquier caso el producto f*¢g"*™~* € a, de donde (f + ¢g)""™ € ay
f + g € v/a. Por tanto v/a es un ideal de R.

Veamos ahora que /a es radical. Si f* € \/ayt > 1, entonces existe u > 1 tal que ()" € a,

asi f* eay f € v/a. [
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Proposicion 1.28. Sea a un ideal de Ry p un ideal primo de R tal que a C p. Entonces v/a C p.

Demostracion. Si f € y/a encontramos n > 1 tal que f™ € a, asi f* € p y como p es primo,
entonces f € p. [

Corolario 1.29. Todo ideal primo o maximal es radical.

Demostracion. Es inmediato de la proposicion anterior y el hecho que todo ideal maximal es
primo. ]

Proposicion 1.30. Todo ideal radical de R es interseccion de ideales primos de R.

Demostracion. Sea a un ideal de R. Vamos a mostrar que
\/E:ﬂ{p | pideal primo de Ryp D a}. (1.1)

Denotemos por b a esta interseccion. Por la proposicion anterior es claro que /a C b. Ahora
vamos a mostrar que b C y/a. Tomemos z ¢ +/a y definamos

Q={c|cidealde R, a C cyz & \/c}.

Asi y/a € Q. Hacemos de €2 un conjunto parcialmente ordenado por inclusién, como toda cadena
en () es acotada, entonces por el lema de Zorn encontramos un elemento maximal de €2, denotemos
a este ideal por p. Veamos que p es un ideal primo de R. Tomemos a, b € R tal que a, b ¢ p. Como
p es maximal en 2, entonces p + (a) y p + (b) no estdn en €2, por tanto x € /p + {a) N +/p + (b).
Asi encontramos n,m > 1, u,v € p,r € {(a)y s € (b) tales que 2" = u+ryaz™ = v+ s,
luego 2" ™™ = (uv + us + vr) + rs € p + (ab), x € \/p + (ab), y por tanto ab ¢ p pues p € .
Esto muestra que p es primo, y como p € €2, entonces z ¢ /p =py p D a, por tanto = ¢ b. En
resumen, hemos mostrado que si x ¢ +/a, entonces = ¢ b, por contrarreciproco tenemos x € b
implica x € y/a, esto es, b C /ay se concluye la igualdad b = +/a. O

Definicion 1.31. Un anillo R es Noetheriano si todo ideal de R es finitamente generado.

Definicion 1.32. Un anillo R es Jacobson si todo ideal primo de R es interseccion de ideales
maximales de R.

Ejemplo 1.33. Todo cuerpo es un anillo Noetheriano y de Jacobson.

Teorema 1.34. Si R es un anillo Noetheriano, entonces R|xy, . . ., x,| es un anillo Noetheriano.
Demostracion. Véase [Atil8, Theorem 7.5] y [Atil8, Corollary 7.6]. U]
Teorema 1.35. Si R es un anillo de Jacobson, entonces Rz, ..., x,] es un anillo de Jacobson.
Demostracion. Véase [Gol51, Theorem 3]. O

Al Teorema 1.34 se le conoce como el Teorema de la Base de Hilbert, mientras que Teorema
1.35 es en esencia el Teorema de los Ceros de Hilbert. Los reciprocos de estos teoremas son ciertos,
basta con notar que toda imagen homomorfa de un anillo Noetheriano (de Jacobson) es un anillo
Noetheriano (de Jacobson). Veamos como se deduce Nullstellensatz a partir del Teorema 1.35. Los
siguientes lemas son importantes caracterizaciones de los anillos de Jacobson.
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Lema 1.36. R es un anillo de Jacobson, si y solo si, todo ideal maximal de R|xy, . .., z,| se contrae
a un ideal maximal de R.

Demostracion. Véase [Gol51, Theorem 5]. L]

Lema 1.37. R es un anillo de Jacobson, si y solo si, todo ideal radical de R es interseccion de
ideales maximales de R.

Demostracion.
(<) Esto es claro ya que todo ideal primo es radical.
(=) Sea a un ideal de R. Vamos a mostrar que

Va = ﬂ{m | mideal maximal de Rym D a}. (1.2)

Denotemos por b a esta interseccion. Es clara la inclusién b O +/a por Proposicién 1.28 y el
hecho que todo ideal maximal es primo. Supongamos que = ¢ +/a. Por la expresién (1.1) de la
Proposicion 1.30 encontramos un ideal primo p de R tal que = ¢ py p D a. Como R es un anillo
de Jacobson, p es un ideal primo de Ry = ¢ p, entonces encontramos un ideal maximal m de R tal
que z ¢ my m D p. Por tanto encontramos un ideal maximal de R que contiene a a y no contiene
az,asi x ¢ b. Por contrarreciproco tenemos x € b implica x € \/a y se concluye la igualdad

b—/a. O

Teorema 1.38 (Nullstellensatz débil). Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado. Entonces m es un
ideal maximal de k[xy, . .., x,), siy solo si, m es el kernel de alguna valuacion k[z, . . ., z,] — k.

Demostracién. Sea k[z, ..., x,] - k una valuacién. Entonces 7 es sobreyectiva y por el pri-
mer teorema de isomorfismo tenemos k|xy, ..., z,|/ ker(r) = k. Como k es cuerpo, entonces
k[xg, ..., x,]/ ker(7) también es cuerpo, luego ker(7) es un ideal maximal de k|xo, ..., z,]. Por
tanto el kernel de toda valuacion k[xo, . .., z,] — k es un ideal maximal de k[xy, . .., z,).

Veamos ahora que todo ideal maximal m de k[xo,...,z,] es el kernel de alguna valuacion
klxo,...,z,] — k, para esto sera suficiente con mostrar k[zo,...,z,]/m = k. Procedamos
por induccién sobre n > 0. Supongamos que n = (0 y tenemos una sola variable zy. Como m
es un ideal maximal de k[z], entonces k[xo]/m es un cuerpo y tenemos el morfismo candni-
co k[zg] = k[xg]/m. Observemos que k < k[zo] = k[zo]/m es un monomorfismo, sea K la
imagen de este monomorfismo, K < k[xo|/m. Por tanto K es isomorfo a k, asi K es un cuer-
po algebraicamente cerrado. Como m es un ideal maximal de k[x(]|, entonces encontramos algin
f € m polinomio no constante. Escribamos f = Z;n:o cjx{), conlosc; € kycy, # 0. Asi
0=m(f) =>"1om(c;)(m(x0))’, dondelos 7(c;) € Ky m(c;n) # 0, por tanto 7 (o) es algebraico
sobre Ky m(zg) € K. Como k[x] estd generado por k y zg, entonces k[z,]/m estd generado por
(k) y 7(xg), y por tanto k[zo]/m = K = k, verificando el caso n = 0.

Supongamos que n > 0. Como k|xg, ..., T, 1] < k[xo,...,Tp1][xs] = k[zo, ..., 2,] ym
es un ideal maximal de k[zo, ..., x,], entonces por Lema 1.36, k[zo,...,z,_1] N m es un ideal
maximal de k[zo, ..., %, 1], por induccién encontramos una valuacién k[zo, . .., z,_1] - k tal

que ker(p) = k[zo, ..., Tn—1] N Sea k[xg, . .., Tp_1][xn] * k[x,] el morfismo de anillos deter-
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minado por el diagrama
klxo, ..., xn1][xs] ¢——— K[xo, ..., 201

(]

{20} s y Kz,

Veamos que ker(¢)) C m. Si f € ker(¢) y f = > ¢z}, donde ¢; € k[zo, ..., x, 1], entonces

0 =(f) = 2 ol(c)W(wn)) = 31 wlcj)wl, luego ¢(c;) = 0, ¢; € ker(¢) C my por
tanto f € m.

Sea b la imagen de m por ¢). Como ¢ es sobreyectivo y m es un ideal maximal de k[z, . . ., 2]
que contiene a ker()), entonces b es un ideal maximal de k[z,| y m es la preimagen de b por .

Por hipétesis inductiva encontramos una valuacién k[x,,] % k tal que ker(p) = b. Consideremos

el morfismo k|z, . .., z,] = k determinado por el diagrama
TN
klxo, ..., z5) a > k
Como 9 y p dejan fijo a k, entonces i también deja fijo a k, asi p es una valuacion de k[zo, . . . , 2]
sobre k. Como b es la preimagen de (0) por p y m es la preimagen de b por 1, entonces m es la
preimagen de (0) por p = pi), por tanto ker(x) = m, concluyendo la induccion. O

Teorema 1.39 (Nullstellensatz fuerte). Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado y a un ideal de
klxo, ..., x,), entonces

Va = ﬂ{ker(ﬂ) | k[zo, ..., 2, = kes una valuacion y ker(w) D a}. (1.3)

Demostracion. Como k es un cuerpo, entonces k es un anillo de Jacobson y por Teorema 1.35
vemos que k|xo, . .., z,| también es un anillo de Jacobson. Por la expresion (1.2) del Lema 1.37 y
por Nullstellensatz débil se concluye (1.3). [

Teniendo presente el teorema de la base de Hilbert, podemos dar un enunciado equivalente mas
descriptivo del Nullstellensatz fuerte.

Teorema 1.40 (Nullstellensatz cldsico). Sea k un cuerpo algebraicamente cerradoy f, f1,..., fm

polinomios en k[xy, . . ., x,] tal que f(p) = 0 siempre que fi(p) = fo(p) =+ = f(p) = 0, para
p € k"1, entonces exister > 1y g1, 92, .-, Gm € ko, ..., z,] tal que f* = g1 fi + -+ + G fon-
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VARIEDADES PROYECTIVAS

En este capitulo £ denotard un cuerpo algebraicamente cerrado. El contenido de este capitulo
esta basado parcialmente en [Har97] y [Gat], la intencién es dar una breve introduccién a espacios
proyectivos y sus hipersuperficies. Los resultados y sus demostraciones no tienen originalidad
alguna, més alla de la forma en como estan presentados.

2.1 ESPACIOS PROYECTIVOS

Definicion 2.1. Para cada n > 1 definimos el espacio proyectivo P} como el conjunto de todos
los subespacios de dimensién 1 de "1, Sip € k™! no es cero, denotamos por [p] al subespacio
de k™! generado por p, de esta forma P} = {[p] | p € k"™, p # 0}. Observemos que [p] = [q], si
y solo si, p = Aq para algiin A € k*. En otros términos, P es el cociente (k"' \ {0})/ ~, donde
~ es la equivalencia sobre k™! \ {0} tal que si p,q € k"™ \ {0}, entonces p ~ ¢, siy solosi, py
q determinan la misma recta que pasa a través del origen, si y solo si, p = Aq para algiin \ € k>,

siy solo si, [p] = [q].

Definicion 2.2. Si P es un punto en P}, entonces un conjunto de coordenadas homogéneas de
P es una (n + 1)-tupla (po,...,p,) € k" \ {0} tal que P = [p]. Como notacién escribimos

[p] = po: -+ : pal-

Ejemplo 2.3. Cada punto P, esté en correspondencia con una recta en el plano R? que pasa por el
origen.

Observacion 2.4. Denotamos al espacio proyectivo complejo por P" := P¢.

Si f € klxo,...,2,]a, entonces f(Ap) = Af(p) para todo p € k"' y todo A € k. Por
tanto, para p € k"™ y A € k* tenemos para todo f € k[z,...,z,|a que f(Ap) = 0, siy solo si,
f(p) = 0. Notemos que si [p] = [¢] € P}y f € k[zo,...,2,]q entonces f(p) = 0, si y solo si,
f(g) = 0.

Definicion 2.5. Para cada ideal homogéneo a de k[xy, . .., z,] definimos el conjunto algebraico
fa =0} := {[p] € P} | f(p) = Oparatodo f € a klo, .., alu}.

Si fi1, fo, -+, fm € K[, ..., 2z, son homogéneos, escribimos

9
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Proposicion 2.6. Sea a un ideal homogéneo de k[zg,...,z,] y p € k" no nulo. Entonces [p]
pertenece a {a = 0}, si y solo si, ker(v,) D a (respecto a la notacion véase Observacion 1.25).

Demostracion.

(=) Sea {g1,92,---,9m} C klxo,..., x|, un conjunto generador de a. Supongamos que
[p] € {a =0}.Sif € a, encontramos hy, ha, . .., hy, talque f = hyg1 + haga+ - - - + hpngp. Como
[p] € {a =0}y g € anklxg,...,z.)n entonces g;(p) = 0y f(p) = 0. Por tanto f € ker(v,) y
a C ker(v,).

(<) Supongamos que ker(v,) D a. Asi f € ker(y,) para todo f € a, equivalentemente,
f(p) = 0 para todo f € a, en particular f(p) = 0 para todo f € a N k[xg,...,2,]n por tanto

[p] € {a =0} B
Por esta caracterizacién encontramos para cada ideal homogéneo a de k[xo, . .., z,]

{a =0} ={[p] € P} | ker(v;,) D a}. (2.1)
Proposicion 2.7. Sean a, b ideales homogéneos de k[zy, . . ., z,] ¥ {a; };e; una coleccion de ideales
homogéneos de k[z, . . ., z,|, entonces

{fa=0}u{b=0}={a-b=0} y [[a;=0}= {Zai:O}.
i€l iel

Demostracion. Se deduce facilmente a partir de la expresion (2.1). [

Definicion 2.8. Vemos a P} como un espacio topoldgico bajo la topologia Zariski la cual tiene
como cerrados los subconjuntos {a = 0}, con a ideal homogéneo de k[, . .., ;).

Definicion 2.9. El espacio afin A7, es el espacio topoldgico sobre k", cuyos cerrados son los
conjuntos
Z(a):={pe€ k™| f(p) =0paratodo f € a}.

Observacion 2.10. Para cada 0 < i < n definimos el hiperplano H; = {z; = 0} C P} y sea U;
su complemento en P, esto es, U; = P} \ H;. Cada U; es homeomorfo a A}. Explicitamente, sea
@; : U; = A} la funcién definida como

. . _ [ Po Pi-1 . Dit1 Pn
sz[popn]_(_aa 717 7"'7_>'
Di Di Di Di

Es claro que ¢; es una biyeccion, y no es dificil ver que ¢; es un homeomorfismo. Notemos que los
U, cubren a P}, esto es, P} = Uy U --- U U, donde los U; son espacios afines A}. En conclusion,
el espacio proyectivo [P} tiene una cubierta abierta de n + 1 espacios afines A}.

Proposicion 2.11. Todo punto en P} es cerrado.

Demostracion. Sea [p] € P} y supongamos que p; # 0. Para cada j # ¢ definamos el polinomio
fi = pjzi — pixy € klxo, ..., wn, asi {[pl} ={fo=---=fii=fipn=-= fu, =0}. L

Proposicién 2.12. Todo subconjunto cerrado propio de P} es finito.
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Demostracion. Sea {f; = --- = f, = 0} un subconjunto cerrado propio de P}, donde los f; son
formas homogéneas en k[zo, 21|, asi f; # 0 paraalgin i,y {fy = --- = f, = 0} C {f; = 0}. Por
tanto es suficiente con mostrar que {f = 0} es finito para cada forma homogénea f en k[zg, z1]
no nula. Supongamos que [po pi] € {f =0} y po,p1 # 0, asi [po : p1] = [1, p] para algdn p # 0.
Escribamos f = Zf 0 czxoxl - donde desel gradode fycy,cy,...,cn € kno son todos cero,
por tanto 0 = f(1,p) = > _i",c;p®, asi p es una raiz del pohnomio g = Z?:o ciz?t € klz]
no nulo. Como k es un cuerpo algebraicamente cerrado, entonces ¢ tiene exactamente d raices,
digamos 7y, ..., 74. Por tanto p = r; para algin 4, concluyendo que { f = 0} es finito. U

Por este par de proposiciones vemos que la topologia sobre P}, es la cofinita.
Corolario 2.13. P; no es un espacio HausdorfT.
Demostracion. Se sigue de la proposicién anterior y que P} no es finito. [

Definicion 2.14. Recordemos que un subconjunto localmente cerrado de un espacio topoldgico
X es la interseccion de un abierto y un cerrado en X. En particular, los subconjuntos abiertos y los
subconjuntos cerrados de X son localmente cerrados.

Definicién 2.15. Sea U un subconjunto localmente cerrado de P?. Decimos que U — k es una
funcion regular si para cada x € U existe U, C U abiertoen U y f, g € k[xo, ..., x,] polinomios
homogéneos del mismo grado tal que x € U,, {g = 0} N U, = 0y a[p] = f(p)/g(p) para todo
[p] € U,.

2.2 ESPACIOS BIPROYECTIVOS

Esta seccion es una generalizacion del anterior, por lo cual nos limitamos a introducir la nota-
cion. Las pruebas, argumentos y construcciones son en esencia los mismos, y por tanto omitiremos
dichas pruebas.

Definicion 2.16. Al producto de los espacios proyectivos P} y P} lo llamamos un espacio bipro-
yectivo.

Observacion 2.17. A las parejas ordenadas en P} x P}* la denotamos por [p, ¢, donde [p] € P}

y lg] € Py En particular, si [ = [po - pa] € P}y g = [0 < - ¢ Gm] € BT, entonces
gl ==1[po:- - :ppiqo: -t qm] € P x P
Si f € k[zo,...,Zn; Y0, --,Ym] es bihomogéneo de grado r en x y grado s en y, entonces

fOp,7q) = X'7°f(p,q) para todo p € k"™ ¢q € k™! y todo par \,7 € k*. Por tanto, para
cada par de puntos p € k"1 ¢ € k™! y cada par de constantes no nulas \,7 € k* tenemos
paratodo f € k[xq,...,Tn;Y0,- -, Ym) que f(Ap,7q) = 0, siy solo si, f(p,q) = 0. Notemos que
si[p,q] = [u,v] € P x Py f € E[xo, ..., 20 Y0, - - -, Ym], entonces f(p,q) = 0, siy solo si,

f(u,v) =0.

Definicion 2.18. Para cada ideal bihomogéneo a de k|xy, . . ., Z,; Yo, - - - , Y] definimos el conjun-
to algebraico

{a: O}x,y = {[pvq] € ]Pﬂl?; X P’Zl | f(p7q) = OparatOdOf € amk[x())'"7$n;y0a"'7ym]h}-
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Proposicion 2.19. Sea a un ideal bihomogéneo de k[xzq, ..., Tn; Y0, .- -, Ym] Y P € k"1, q € k™!
no nulos. Entonces [p, q] € {a = 0}, si y solo si, ker(v,,) D a.

Para cada ideal bihomogéneo a de k[x, . .., Z,; Yo, - - - , Ym] S€ satisface
{a =0}, ={lp,q] € P} x P | ker(v,,) D a}. (2.2)
Proposicion 2.20. Sean a, b ideales bihomogéneos de k[zo, ..., Tn; Yo, - - -, Ym| ¥ {@i }ier una co-
leccion de ideales bihomogéneos de k[xo, . . ., Zn; Yo, - - -, Ym|, €ntonces

i€l el

(0= 0}y U= 0hsy = {a-b =0}y y m{aizo}x,y:{zai:o} |

)

Observacion 2.21. Vemos a P} x PJ* como un espacio topoldgico bajo la topologia Zariski
la cual tiene como cerrados los conjuntos algebraicos {a = 0}, ,, con a ideal bihomogéneo de
k[xo, ..., Tn;Y0, - ., Ym]. Por lo general esta topologia sobre P} x P}* no coincide con la topo-
logia producto. En efecto, veamos que la topologia Zariski sobre P, x P} no coincide con la
topologia producto. Observemos que la diagonal A C P; x P} es un cerrado Zariski ya que
A = {xoy1 — x1y0 = 0}. Si A fuese cerrado en la topologia producto sobre P, x PP}, entonces PP}
seria un espacio Hausdorff por [Bou67, Chapter 1, Section §8, Proposition 1], contradiccion.

Definicién 2.22. Sea U un subconjunto localmente cerrado de P? x P, Decimos que U = k es
una funcion regular si para cada x € U existe U, C U abierto en U y f, g formas bihomogéneas
del mismo grado en k[xo, ..., Zn; Yo, - - ., Ym) tal que € U,, {g = 0},, N U, = 0 y para todo
[, q] € U, se satisface a[p, q] = f(p,q)/9(p, q)-

2.3 MORFISMOS REGULARES
Sean X, Y subconjuntos cerrados de espacios proyectivos o biproyectivos.

Definicion 2.23. Decimos que X I ¥ es un morfismo regular si f es continua y para cada

e . . . #OZ .
funcion regular V' = k, con V abierto en Y, se tiene que la funcién f~1(V/) T7% | definida como
f#a(z) = a(f(r)), es una funcién regular.

Proposicion 2.24. La composicién de morfismos regulares es un morfismo regular.

Demostracion. Es claro que la continuidad se preserva por composicion. Por otro lado, como

(9f)”a = f#(g”«) para cualesquiera funciones X LY % ZyV %k conV C Z, entonces
(g9f)" es una funcién regular si « es una funcién regular y f, g son morfismos regulares. [

La coleccion de todos los automorfismos regulares sobre X la denotamos por Aut(X).

Definicion 2.25. Decimos que X es una variedad algebraica si X es irreducible. Recordemos
que un espacio topoldgico X es irreducible si X = X; U X, para X;, X5 subconjuntos cerrados
de X, entonces X = X; 0X = X,.

Definicion 2.26. Decimos que Y es una subvariedad de X si Y es un subconjunto cerrado de X.
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Veamos algunos ejemplos de morfismos regulares.

Proposicién 2.27. SiY es una subvariedad de P, entonces la inclusién ¥~ < P} es un morfismo
regular.

Demostracion. Es claro que ¢ es continua. Veamos ahora que 3 = +#« es una funcién regular para
cada funcién regular V' k, con V abierto en PY. Si z € Y NV, entonces # € V' y encontramos
V, C V abiertoen V'y f,g € k[zo,...,x,] polinomios homogéneos del mismo grado tal que
xeV,{g=0}nV, =0yalp] = f(p)/g(p) para todo [p| € V,.SeaY, = Y N V,, entonces
r €Y, yY, esabierto en Y. Ademds Y, N {g = 0} = (. Para [p] € Y, tenemos que [p] € V, y

Blp] = a(ilp]) = alp] = f(p)/g(p). Portanto Y NV %, k es una funcién regular. O

Definicién 2.28. Una funcién polinomial sobre P! es una funcién P} 2 P* tal que existe d > 1
y gi € k[zo,...,7,]gpara 0 < i < n de forma que [po : -+ : pu] = [go(®) : -+ 1 gu(D)]-
Andlogamente, una funcién polinomial de P} x P* en P% es una funcién ¢ : P} x P — P tal
que existen r,s > 1y paracada 0 < j < texiste g; € k[Zo,...,Zn;Y0,- - -, Ymlrs> de modo que
olp,q] = [u] y u; = gi(p, q) para todo 0 < i < t.

Proposicion 2.29. Toda funcién polinomial sobre P}’ es un morfismo regular.

Demostracion. Veamos que P} % P es continua. Sea {f; = --- = f,, = 0} cerrado en P7.
Definamos ® : k[zg,...,z,] — k[zo,...,x,] tal que ®(r) = r parar € ky ®(z;) = g; para
0 < i < n.Sean h; = ®(f;) para 1l < ¢ < m. Como los g; son homogéneos y del mismo
grado, entonces ®(f) es homogéneo para todo f € k[zo, ..., z,] homogéneo. En particular cada
h; es homogéneo. Para [p] € P} escribamos [q] = ¢[p], donde ¢; = g;(p). Vamos a probar que
®(f)(p) = f(q) para todo f € k[xg,...,2,), esto es, 1,& = v,. Para esto sera suficiente con
mostrar que v,®(z;) = v,(x;) para todo 0 < i < n. Observemos que

vp® (@) = vy(9:) = 9i(p) = @ = vy(s).
En particular h;(p) = ®(f;)(p) = fi(¢) paratodo 1 < i < m. De esto dltimo encontramos que

(==l =0 = ¢ {fy = = = O}

Por tanto la preimagen de cerrados de [P} por ¢ es cerrado en P}, verificando que ¢ es continua.
Veamos ahora que ¢ es regular. Si « es una funcion regular de P} en V, entonces debemos
mostrar que 3 = ¥« es una funcién regular de P? en ~1(V). Si [p] € ¢~ 1(V), entonces [q] € V,
con ¢; = g;(p). Como « es regular, encontramos f, g € k[zo, ..., x,] polinomios homogéneos del
mismo grado tal que af[v] = f(v)/g(v) para todo [v] € V,, donde [q] € V,, V, es abierto en V' y
{g=0}NV,=0.SealU, = o (V,). Asi U, es abierto en o~ 1(V) y [p] € U,. Sea [u] € U, y
[v] = [u], donde v; = g;(u). Seanr = ®(f) y s = ®(g). Como [y g tiene el mismo grado, y los
g; tienen el mismo grado, entonces r y s tienen el mismo grado. Observemos que {s = 0} es igual
a o '{g = 0}, por tanto {s = 0} N U, = 0. Como Blu] = ¢[v] = f(v)/g(v) = r(u)/s(u). Por
tanto (3 es una funcion regular de P? en ¢~ (V') y © es un morfismo regular. U

Similarmente se muestra que toda funcién polinomial de P} x P} en P} es un morfismo regular.
En particular, las proyecciones P} x P7* — P}y PP x P;* — P} definidas como [p, q] — [p]
y [p, q] — [q], respectivamente, son morfismos regulares ya que son funciones polinomiales. Més
importante es lo siguiente:
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Proposicion 2.30. Las proyecciones P} x P* — P}y P} x P} — P}* son mapeos cerrados.
Demostracion. Véase [Gat, Theorem 3.4.2]. OJ

Para cada matriz invertible A de tamafio n + 1 con entradas en k, definimos [A4] : P} — P}
como la funcién tal que [A][p] = [Ap] para todo [p] € P}. Es claro que [A] estd bien definida y es
una biyeccion sobre P?'. Observemos que [A] ™! = [A71].

Proposicion 2.31. [A] es un automorfismo regular sobre P}.

Demostracion. Por lo tltimo notado sera suficiente con mostrar que [A] es un morfismo regular.
Teniendo en cuenta la Proposicién 2.29 sera suficiente con mostrar que [A] es una funcién polino-
mial sobre P}. Escribamos

Aoo Aoax - Aom

B Arp Aig 0 Aig

An,() An,l e An,n
Para cada 0 < ¢ < n definamos g; € k[xo,...,x,]; como g; = Z?:o A, jx;. Es claro que si
[p] € P*y[q] = [Ap], entonces ¢; = g;(p). Por tanto [A] es una funcién polinémica, y por la
Proposicion 2.29 vemos [A] es un morfismo regular y en consecuencia automorfismo regular sobre
Py O]

2.4 SUBVARIEDADES IRREDUCIBLES DE [P}/

En esta seccion vamos a mostrar que una subvariedad F de P} es irreducible, si y solo si,
E = {p = 0} para algtin ideal homogéneo irreducible p de k[xy, ..., ;).

Definiciéon 2.32. Cada subconjunto cerrado E de [P} tiene su correspondiente ideal homogéneo
de k[zo, ..., x,] el cual estd definido como

Z(F)=(f € klzo,...,z,] | f(p) = Oparatodo [p] € E).

Proposicion 2.33. Sea a un ideal homogéneo de k[zy, . . ., x,]. Entonces los siguientes enunciados
son equivalentes:

) {a=0}=0.

) a=klzg,...,o, 0va=klxg,..., 2]+
1) a D klxo, ..., T,|q para algin d > 0.
Demostracion.

IT) = 111) Es evidente.

1I) = 1) Para cada 0 < 7 < n tenemos que :Ef € klrg,...,mp)a C a,asi 7, € Vay
{x0,...,2,} C +/a.Portanto k[xy,...,2z,]+ = (xo,...,x,) C v/a. Notemos que k[x, ..., T,]+
es un ideal maximal ya que k[xo, ..., x,]. = ker(vy), por tanto v/a = k[xg,...,z,]., o de lo
contrario /a = k[, ..., x,]. En el Gltimo caso tenemos que 1 = 1¢ € a para algin d > 1,y se
sigue a = k[xg, ..., Ty

11) = 1) Supongamos que [p] € {a = 0}, entonces a C ker(v,) # k[xo,...,z,]. Por tanto

va = k[zg,...,x,], y para cada 0 < i < n encontramos un d; > 1 tal que xf € a. Asi
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2% € ker(v,). Como ker(v,) es un ideal primo, entonces x; € ker(v,), de donde 0 = v,(z;) = p;
para todo 0 < ¢ < n, esto es, p = 0, contradiccién. Por tanto {a = 0} = ().

1) = 1) Si a = ko, ...,z,| no hay nada que probar. Supongamos que a # k[zo,...,Zy],
por tanto a estd contenido en algin ideal maximal de k[zo, ..., x,]. Por el Nullstellensatz débil
este ideal maximal es igual a ker(v,) para algiin p € k"*'. Asi ker(r,) D a. Si p # 0, entonces
[p] € {a = 0} = 0, contradiccién. Por tanto p = 0, en conclusién, el Gnico ideal maximal
que contiene a a es ker(vy) = k[zo,...,x,]+, por tanto el Nullstellensatz fuerte nos dice que
Vva = ker(vg) = klxo, . .., p) 4 O

Proposicion 2.34. Sea a un ideal homogéneo de k[zo, . . ., z,] tal que {a = 0} # (). Entonces
Va=T({a=0}).

Demostracion. Supongamos que ker(v,) D a. Sip # 0, entonces [p] € {a = 0}. Si f es una forma
homogénea en Z({a = 0}), entonces f(p) = 0y f € ker(r,). Por tanto ker(v,,) D Z({a = 0})
ya que este dltimo es un ideal homogéneo. Como {a = 0} # () entonces existe [p] € {a = 0}.
Sib € Z({a = 0}) Nk, entonces 0 = b(p) = b, por tanto todo polinomio homogéneo no nulo
en Z({a = 0}) es de grado positivo, esto implica que Z({a = 0}) C k[zo,...,z,]+ = ker(vp).
En conclusién, todo ideal maximal que contiene a a también contiene a Z({a = 0}), por tanto
se sigue del Nullstellensatz fuerte que y/Z({a = 0}) C /a. Claramente a C Z({a = 0}), luego
Va C /I({a=0})y +/Z({a = 0}) = \/a. Por tanto es suficiente con mostrar que Z({a = 0})
es un ideal radical. Razonemos por contradiccion, por tanto encontramos f € k[zg,...,z,] y
d>1ltalque fe€ Z({a=0})y f ¢ Z({a = 0}). Como Z({a = 0}) es un ideal homogéneo y
f ¢ Z({a = 0}), entonces hay un minimo r > 0 tal que f, ¢ Z({a = 0}). Como f? € Z({a = 0})
y este ideal es homogéneo, entonces (f?)4. € Z({a = 0}). Observemos que

(fd)dr = Z fo(l)fa(Q) e fa(d)a

oeNd
|o|=dr

de modo que si 7 € N es la sucesion constante 7y J = {0 € N¢ | |o| = dry o # 7}, entonces

(f)=(Dar — Z fo) fo@) - fo)-

oced

Si o € J, entonces algin o (i) < r, asi fo;) € Z({a = 0}) por eleccién de 7, y fr1)fr(2) - fo(a)
pertenecen a Z({a = 0}). También (f9),. € {a = 0}, y por tanto (f,)? € Z({a = 0}). Como
fr ¢ Z({a = 0}) y f, es homogéneo, entonces existe algtin [p] € {a = 0} tal que f,(p) # 0,
pero (f,)%p) = 0 implica f.(p) = 0, contradiccién. Esto prueba que Z({a = 0}) es un ideal
radical. ]

Se sigue un corolario para nada trivial.

Corolario 2.35. Si a es un ideal homogéneo de k[zo, . . ., z,,], entonces /a es un ideal homogéneo
de k[zo, ..., x,].

Proposicion 2.36.
1) Sean a, b ideales homogéneos de k[z, . .., x,], entonces a C b implica {b = 0} C {a = 0}.
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1) Sean E, I subconjuntos cerrados de P}, entonces £ C F implica Z(F') C Z(E).
111) Si E es un subconjunto cerrado de P}, entonces £ = {a = 0} para algin ideal homogéneo
radical a de k[xo, ..., x,).

Demostracion. Los primeros dos items son evidentes. Veamos el tercero. Si £ = (), entonces
E = {k[zo,...,x,] = 0}. Supongamos que F # () y E = {a = 0} con a ideal homogéneo de
klxo,...,x,). Seab = y/a,asib Day{b=0} C E.Si[p] € Ey f € b, entonces f? € a
para algin d > 1y (f")(p) = 0, f(p) = 0, por tanto [p] € {b = 0} y se sigue la igualdad
E ={b=0}. O

Teorema 2.37. Hay una correspondencia biyectiva entre

{1deales radicales homogéneos # k|x, ..., x,]4]} <= {Subconjuntos cerrados de P} }
a — {a=0}
I(EF) +«— FE

donde los mapeos aqui indicados son uno al otro su inversa.

Demostracion. Veamos que el mapeo a — {a = 0} es una biyeccién. Por la proposicién anterior
este mapeo es sobreyectivo. Si {a = 0} = {b = 0} # (), entonces /a = Vb, a = b. Por
otro lado, el dnico ideal radical homogéneo a de k[zo, . .., x,] diferente de k[zo, ..., x,]+ tal que
{a = 0} = 0 es el mismo k[xo,...,xz,], esto por la Proposicién 2.33. Por tanto el mapeo en
cuestion es una biyeccién. Por la Proposicion 2.34 se sigue que £ — Z(F) es la inversa del previo
mapeo. 0

Teorema 2.38. Un subconjunto cerrado E de P} es irreducible, si'y solo si, Z(E) es un ideal
primo de k[xq, . .., ,).

Demostracion. Escribamos E = {a = 0}, con a ideal radical homogéneo de k[z, ..., x,] di-
ferente de k[zo,...,z,|.. Por el teorema anterior Z(E) = a. Por tanto queremos mostrar que
{a = 0} es irreducible, si y solo si, a es primo. Supongamos que a es primo y escribamos
{a =0} = {b =0}U{c = 0}, con b, ¢ ideales radicales homogéneos de k[z, . . ., z,,] diferentes de
k[xo, ... ,xn)+. Asi {a =0} = {b-c = 0}. Si este dltimo es vacio, entonces es irreducible, supon-
gamos ahora que no es vacio, por tanto a = y/a = v/b - ¢. Veamos que a = b 0 a = ¢. Razonemos
por contradiccién, por tanto tenemos f € b\ ay g € c\a,asi fg €b-cC vb-c=a,como aes
primo, entonces f € a o g € b, contradiccién. Por tanto a = b o a = ¢, luego {a = 0} = {b =0}
o {a =0} = {c = 0}, lo cual concluye que {a = 0} es irreducible.

Supongamos ahora que {a = 0} es irreducible y a no es primo. Se deduce en primer lugar que
{a = 0} # 0 puesto que a # k[xo,...,x,]. Como a es homogéneo y no primo, entonces existen
f,q € k[xqg, ..., x,] polinomios homogéneos tales que fg € a pero f, g ¢ a. Observemos que

{a=0}=({a=01n{f=0HU{a=0}n{g=0}).
Como a es irreducible, podemos suponer sin perdida en generalidad que
{a=0} ={a=0}n{f =0},

luego @ # {a = 0} C {f = 0} y v/(f) C a,de donde f € a, contradiccién. Por tanto a es
primo. 0

Corolario 2.39. Un subconjunto cerrado E de P} es irreducible, si y solo si, £ = {a = 0} para
algin ideal homogéneo primo a de k|xo, . . ., z,].

Demostracion. Es inmediato por Teorema 2.37 y Teorema 2.38. 0
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2.5 HIPERSUPERFICES DE P}

En esta seccién vamos a mostrar que una subvariedad F de P¥ es una hipersuperficie de P}, si
y solo si, ¥ = {f = 0} para algdn polinomio homogéneo no constante f € k[zo, ..., x,].
Precisemos la expresion “... hipersuperfice de ... ”.

Definicion 2.40. La dimension (de Krull) de un espacio topoldgico X es el supremo de todos los
n > —1 para los cuales existe una cadena X_; C Xy € X; C --- € X, de subconjuntos cerrados
irreducibles de X . Denotamos este n por dim(X).

Definicion 2.41. Un espacio topoldgico X de dimension finita n es una curva sin = 1y es una
superficie si n = 2.

Es claro que si X es un espacio de dimension finita, entonces todo subespacio cerrado de X
tiene dimension finita.

Definicion 2.42. Una hipersuperficie de un espacio topolégico X de dimension finita es un subes-
pacio cerrado Y de X tal que dim(X) = dim(Y") + 1.

Definicion 2.43. Sea X un espacio Noetheriano y Y un subespacio cerrado irreducible de X.
Decimos que Y es un componente irreducible de X si no existe subespacio cerrado irreducible
Zde XtalqueY C Z C X.

Lema 2.44. Sea X un espacio topoldgico y X1, X, ..., X, cerrados irreducibles de X tales que
X = U?Zl X;. St Z es un componente irreducible de X, entonces Z = X para algin 1 <1 < n.

Demostracion. En efecto, ya que Z = |J;_,(Z N X;), entonces Z = Z N X; para algiin ¢ puesto
que Z es irreducible, asi Z C X, y se sigue la igualdad Z = X, puesto que Z es un componente
irreducible de X. [

Lema 2.45. Todo subconjunto cerrado irreducible de un espacio topoldgico X esta contenido en
un componente irreducible de X.

Demostracion. Tomemos Y subconjunto cerrado irreducible de X y definamos A como la colec-
cioén de todos los cerrados irreducibles de X que contienen a Y. Por tanto A no es vacio ya que
Y € A. Vemos a A como un conjunto parcialmente ordenado por inclusién. Apliquemos el Lema
de Zorn para mostrar que A tiene elementos maximales. Tomemos C una cadena no vacia en A.
Veamos que Z = W es un subconjunto irreducible de X. Supongamos que Z = Z; U Z,, con
Z1, Zy cerrados en Z. Si | JC C Z, entonces Z C Z;. De lo contrario hay algin Y, € C tal que
Y, € Zy. Veamos que |JC C Z,. Tomemos = € |JC, como C es una cadena por inclusion y
Y, € C, entonces existe Y3 € Ctalque x € Y3y Y, C Y. Como Y3 C Z = Z; N Z,, entonces
Ys = (YsN Z1) U (Ys N Zy), como Y es irreducible se sigue que Yz = YN Zy 0 Yz = Yz N 2o,
equivalentemente, Y3 C Z; 0 Y3 C Zs, asi Yz C Z3 ya que de lo contrario Y, C Y C Z;, contra-
diccién. Por tanto © € Zs, | JC C Zy, Z C Zy y tenemos la igualdad Z = Z,, verificando que Z
es irreducible. Por tanto Z € A es una cota superior de C, por tanto se satisface el Lema de Zorn
en A y existe un elemento maximal en I, digamos . Por definiciéon de componente irreducible y
la maximalidad de WW en A vemos que W es un componente irreducible que contiene a Y. [

Lema 2.46. Todo espacio topoldgico es union de sus componentes irreducibles.
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Demostracion. Sea X un espacio topoldgico. Si X = (), entonces la Ginica componente irreducible
de X es el mismo () = X y se verifica el lema. Supongamos ahora que X no es vacio, entonces
{z} es un subconjunto cerrado e irreducible de X paratodo x € X,y {z} estd contenido en algin
componente irreducible de X por Lema 2.45. [

Teorema 2.47. Todo espacio Noetheriano tiene un niimero finito de componentes irreducibles.

Demostracion. Razonemos por contradiccion, esto es, tenemos un espacio Noetheriano X el cual
no tiene finitos componentes irreducibles. Por tanto X # (), definamos I como la coleccién de
todos los cerrados no vacios de X que no tienen componentes irreducibles. Asi X € 'y ' no es
vacio. Vemos I' como un conjunto parcialmente ordenado por inclusion. Como X es un espacio
Noetheriano, entonces existe Y € I' minimal. En particular Y no es irreducible, y encontramos
Y}, Ys subconjuntos cerrados propios de Y tal que Y = Y; UY5. Por minimalidad de Y en I' vemos
que Y7, Y5 no estdn en I, por tanto Y7, Y5 tienen finitas componentes irreducibles y son unién de es-
tos por Lema 2.46, escribamos Y; = U?:1 YiyYs = UT:1 Y5, donde los Y3; son los componentes
irreducibles de Y; y los Y5; son los componentes irreducibles de Y. Asi Y = U?:l Yi; U U;”:l Yy,
y se sigue por Lema 2.44 que los componentes irreducibles de Y estén entre los Y7; o los Y, asi
Y tiene finitos componentes irreducibles, contradiccién yaque Y € I'. [

Corolario 2.48. La dimension de un espacio Noetheriano es el supremo de las dimensiones de sus
componentes irreducibles.

Demostracion. Es claro que cada componente irreducible de un espacio Noetheriano X tiene di-
mension no mayor que la de X. Si alguno de estos componentes irreducibles tiene dimensién no
finita, entonces X también tiene dimension no finita. Supongamos que cada componente irreduci-
ble de X tiene dimension finita. Por Teorema 2.47 podemos tomar Z componente irreducible de
X de maxima dimensioén. Sea X 1 € Xy C X; C --- C X, una cadena de subconjuntos cerrados
irreducibles de X. Por Lema 2.45 encontramos Y componente irreducible tal que X,, C Y, de
esto que dim(Z) > dim(Y) > n, por definicion de dim(X) se sigue que dim(X) < dim(Z) y
tenemos la igualdad dim(X) = dim(Z2). O

Proposicion 2.49. La dimension de P} es n.

Demostracion. Véase [Gat, Corollary 4.1.8]. OJ
Esto nos dice que [P} tiene dimensioén finita y podemos hablar de hipersuperficies de P.

Corolario 2.50. Toda curva en P? es una hipersuperficie, y viceversa.

Corolario 2.51. Toda superficie en P} es una hipersuperficie, y viceversa.

Teorema 2.52. Si E es una hipersupercie de P}, entonces E es igual a {f = 0} para algiin
f € klxo, ..., x,] polinomio homogéneo no constate.

Demostracion. Por Corolario 2.48 podemos suponer que £ es irreducible. Por Corolario 2.39
tenemos que £ = {p = 0} para algin ideal homogéneo primo p de k[xo,...,z,]. Sip = 0,
entonces £/ = P7, contradiccion. Por tanto p # 0 y encontramos f € p polinomio homogéneo no
constante. Como f es homogéneo, entonces todo factor de f es homogéneo. Por otro lado, como
pesprimoy f € p no es constante, entonces encontramos algtin g factor irreducible homogéneo
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no constante de f tal que g € p. Por tanto E = {p = 0} C {g = 0}. Por Corolario 2.39 vemos
que {g = 0} es irreducible y es claro que {g = 0} # P}. Recordemos que P} es irreducible por
Corolario 2.39 ya que P} = {0 = 0} y 0 es un ideal irreducible de k[xy, ..., z,]. Por tanto P} es
el tnico componente irreducible de si mismo y al ser {g = 0} un subconjunto cerrado irreducible
propio de P} se sigue que dim{g = 0} < dim(P}). Observemos que dim(E) < dim{g = 0} con
igualdad, si y solo si, £ = {g = 0} ya que este tltimo es irreducible. Si £ C {g = 0}, entonces
dim(P}) — 1 = dim(F) < dim{g = 0} < dim(P}), contradiccién. Por tanto £ = {g = 0}, con ¢
polinomio homogéneo no constante en IP}. [

Proposicion 2.53. Si E es una subvariedad irreducible de P} y f es un polinomio homogéneo no
constante en k|xo, . .., z,| que no se anula en todo £, esto es, £ ¢ {f = 0}, entonces

dim(EN{f =0}) =dim(F) — 1.
Demostracion. Véase [Gat, Proposition 4.1.9]. O

Corolario 2.54. Si f es un polinomio homogéneo no constante en k[z, . . ., z,,], entonces { f = 0}
es una hipersuperficie de PP}.

Demostracion. Como P} es irreducible y {f = 0} # P}, entonces {f = 0} tiene dimensién

dim(PP}) — 1 por Proposicién 2.53. Por tanto { f = 0} es una hipersuperficie de P}. O]
Teorema 2.55. Una subvariedad E de P} es una hipersuperficie de P}, si 'y solo si, E = {f = 0}
para algiin polinomio homogéneo no constante f € klxo, ..., x,].

Demostracion. Es inmediato por Teorema 2.52 y Corolario 2.54. [

Definicion 2.56. Una hipersuperficie { f = 0} de P} (con f no constante) es suave si

{f=ton="=to,=0}=0.
Por el Teorema de Euler 1.19 vemos que
{f=lew="=fo, =0t ={fao - = fo, = 0}.
Por tanto {f = 0} es suave, si y solo si, {f,, =+ = f.,, =0} = 0.
Definicién 2.57. A los puntos en la subvariedad {f.,, fi,, .., fz, = 0} los llamamos puntos
singulares de f. Un polinomio homogéneo no constante f en k[zo, ..., x,] es singular si
{foo =" =fo, =0} #0.

Asi establecidas estas equivalencias tenemos otra caracterizacion de hipersuperficies suaves.
Definicion 2.58. Una hipersuperficie { f = 0} de P} es suave, si y solo si, f es no singular.

Lema 2.59. Si fi, fo,..., f,n son polinomios homogénenos no constantes en k|xo, . . ., z,|, enton-
ces
dim{fy == fn =0} >n—m.
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Demostracion. Se sigue por induccion a partir de la Proposicion 2.53. O
Lema 2.60. Sin > 2y g, h son polinomios homogéneos no constantes en k[zo, . . ., x,]. Entonces
{g,h =0} #0.

Demostracion. Por Lema 2.59 y Proposicion 2.49 tenemos que dim{g,h = 0} > 2 —2 > 0. Por
tanto {g,h = 0} # () ya que la dimensién de () es —1. N
Proposicion 2.61. Sin > 2y f es un polinomio no homogéneo no constante en k|xy, ..., Z,],
entonces f es irreducible si {f,, =--- = f,, =0} = 0.

Demostracion. Supongamos que f = gh, con g, h polinomios homogéneos no constantes en
k[xo,...,x,). Como f,, = gh,, + hg.,, entonces f,, € (g,h), luego {g = h = 0} estd con-
tenido en {f,, = -+ = f., = 0}. Por Lema 2.60 tenemos que {g = h = 0} # (). Por tanto
{feo == fu, =0} £0. L]
Teorema 2.62. Si n > 2, entonces las hipersuperficies irreducibles suaves de P} son precisamente
las subvariedades {f = 0} de P}, con f polinomio homogéneo no constante no singular en
klxo, ..., T,

Demostracion. Se sigue de la proposicion anterior, Teorema 2.55 y la definicién de hipersuperficie
suave. 0

Definicion 2.63. Si X = {f = 0} es una hipersuperficie irreducible de P}, con f € k[zo, ..., x,]
forma homogénea no constante e irreducible, entonces definimos el grado de X como el grado de
f. Es claro que el grado de X estd bien definido.

Observacion 2.64. Como corolario de todo lo visto en este capitulo tenemos que las superficies
cuarticas suaves en P> son los conjuntos algebraicos {f = 0}, con f € C|xg, x1, 72, x3] forma
homogénea no singular de grado 4.
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TEORIA DE ELIMINACION

En este capitulo k£ denotard un cuerpo algebraicamente cerrado, y n, m,dy, ..., dn,to, -, tm
denotardn enteros positivos, con d > 2.

3.1 RESULTANTES Y DISCRIMINANTES

Definicion 3.1. Un sistema resultante de un conjunto fi,..., f, de formas bihomogéneas en
klag, ..., am; o, ..., x,] €s un conjunto gy, . .., g, de formas homogéneas en k[ay, . . ., a,,] con la
siguiente propiedad: para cada [p] € P} tenemos que [p] € {91 = -+ = g, = 0}, si y solo si,
{filp) = -+ = fulp) = 0} # 0.

En otros términos, ¢, ..., g, es un sistema de resultante de fi,..., f, si {g1 = -+ = g, = 0}
es la imagen de {f; = --- = f, = 0}, por la proyeccién P}* x P} — P}". Si el conjunto
algebraico {f; = ... = f, = 0}, no es vacio, entonces el ideal homogéneo (g1, ..., g,) de
klag, ..., a;], estd bien definido salvo radical. Lo que queremos decir es que si Ay, . .., h,, €s otro
sistema resultante de fi, ..., f,, entonces \/{g1, ..., gu) = \/(h1, ..., h,). Esta tltima caracteri-

zacion garantiza la existencia de estos sistemas resultantes.

Describamos algunos sistemas resultantes. Paracada 0 < ¢ < nsea N, := ("J;di) y escribamos

N := Ny +---+ N, — 1. Definamos M := (":d) — 1. Sean ay, ...,ay,_1 € N*"™! todos los
exponentes de grado dy, también consideremos oy, . . ., ANy+N;—1 € N1 todos los exponentes
de grado dy, y asi sucesivamente enumeremos todos los exponentes de grados ds, . .., d,. Simi-
larmente, sean By, ..., 3y € N todos los exponentes de grado d. Consideremos las formas
bihomogéneas en k[ao, ..., an; o, - . ., Ty

FO = aoxao + alxal + -+ aNO_lxaNo—l
Fl = aNoxaNO + aNoJrlmaNO-H + -+ aNoJrN171:[;0”\7()-Hvl_1

— ANy+--+N, QN+ -+N,,
F, = anytoqn, a0ttt fqn gy ot Vot e e g N

Pensemos en F; como la forma homogénea general de grado d; con variables xy, . . ., z,, para-
metrizada por ay, . .., ay. Observemos que si fo, ..., f, € k[zo, ..., x,] son formas homogéneas
tal que f; es de grado d;, entonces hay un tnico p € k™! tal que f; = F;(p) para todo 0 < i < n.
En otras palabras, la sucesién Fy, ..., F, € klag,...,an;xo,-..,T,] es en este sentido la expre-
sion general de sucesiones fo, ..., f, € k[zo, ..., x,]s tal que f; es de grado d;.

21
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Para Fy, Fi, ..., F, existe un sistema resultante conformado por una sola forma homogénea
D € Klag,...,an], la cual es irreducible y multihomogénea en los los coeficientes de los F;
separadamente, con grado homogéneo [ | ;i d; en los coeficientes de F;, y grado homogéneo total

> JIdi=1

0<i<n j#i

Denotamos este D por Resy, . a4, (Fo, - .., F,), el cual estd bien definido salvo miiltiplo escalar en
k. Véase [vdW50, Chapter XI, Section 82] y [Hur13] para mas detalles de este resultante.

Observemos que si fo, ..., fn € k[zg,...,x,] no son todos cero y f; es de grado d; para todo
0 <1 < n, entonces fo, ..., f, tiene un cero en comun no trivial, si y solo si,

Resdo,...,dn(Fﬂ) ey Fn)<p) = 07

donde p € k™! satisface Fj(p) = f; para todo 0 < ¢ < n. Con mayor claridad, denotando
Resay....a, (fo, -y fn) == Resay._a,(Fo, ..., F,)(p), entonces fo, ..., f, tiene un cero en comtin
no trivial, si y solo si, Resg, 4, (fo,.-., fn) =0.

A vpartir del resultante Resgy, 4, (Fo,. .., F,) podemos encontrar todos los demas resultan-
tes de n + 1 formas homogéneas en k[ao, . . ., am; o, . . ., ¥,]. En efecto, sean fo, ..., f, formas
homogéneas en k[ay, . . . , G} To, - - ., T, tales que f; € kfao, ..., am; To, - . ., Ty, 4, €SCTIDAMOS

fo = @z +qa™ + -+ gny12*No?
f1 = qne@®No + gy 2No+ - gy N, N0+

« «
Joo = ANpe Ny BT gy, O e g

donde qq, . . . , gn,—1 son formas homogéneas en k|ay, . . ., a,,] de grado t,, y similarmente con los
demas polinomios ¢;. Definamos el morfismo de anillos k[ag, ..., ax] 2 klao, ..., a,] tal que
o(r) =rparar € ky ¢(a;) = g para0 < i < N. Es facil ver que p(Resq,.. 4, (Fo,--.,Fn))
es un sistema resultante de f, ..., f,, el cual denotamos por Resg, a4, (fo,---, fn), cuyo grado
homogéneo es

S(a]ldi) =1 (3.1)
0<i<n j#i
Por otro lado, consideremos la forma bihomogénea en kb, . . ., bar; o, - - - , T,

F = bya® + byaP + -« + byyaPM.
y sus derivadas parciales £, ..., Fy,.

Definicion 3.2. Para estas derivadas parciales definidas anteriormente existe un sistema resultante
conformado por una sola forma homogénea D € k[by, ..., by de grado (n + 1)(d — 1)". A este
D lo denotamos por Discy(F) y lo llamamos el discriminante de F'.

Notemos que hay una correspondencia candnica entre puntos en P2 y formas homogéneas
no nulas en k[xo,...,x,]s. Explicitamente, si f € k[zo,...,x,]q nO es cero, entonces existen
Do, D1, P2, - - -, P € k no todos cero tal que f = por™® + py2Pt + - - - + pya®M, asi el punto en PY
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correspondiente a f es [pg : - - - : pas]. Observemos que f es singular, si y solo si, su discriminante
Discq(f) := Discq(F)(p) = 0.

El discriminante Disc,(F') expresado partir del resultante de los Fy, . . ., F},, segin como hemos
descrito previamente, esta dado por Disc,(F') = Resg—1, a—1(Frg,-- -+ Fr,)-

Definicion 3.3. Si R es un dominio de factorizacién tnica, entonces el radical de un elemento
r € R, el cual denotamos por Rad(r), estd definido como Rad(r) = O0sir = 0y sir # 0,
entonces Rad(r) es el producto de todos los factores irreducibles de . Por tanto Rad(r) esta bien
definido salvo mdltiplo en R*. En particular, si r es irreducible, entonces Rad(r) = r. En términos
de ideales tenemos que Rad () estd caracterizado por \/(r) = (Rad(r)).

Sean fo, f1,..., fn € K[ag, ..., am; o, ..., z,]) tales que f; € k[ag, ..., am; To,s - ., Tult, d;-

Definicion 3.4. Una forma inercial para los fy,..., f, es una forma homogénea no constante

g € klag,...,ay) tal que z; - g € \/(fo,-.., fn) para todo 0 < i < n. El ideal homogéneo de
klag, ..., a,) generado por estas formas inerciales lo denotamos por Inertial{ fo, ..., f.}.

Aclarado esto tenemos la siguiente caracterizacion la cual sera fundamental en lo que resta de
este capitulo.

Proposicion 3.5. El ideal homogéneo Inertial{ fy, ..., f,} es principal, el cual estd generado por
Rad(D), donde D = Resg,... a,(fo,-- -, fn)-

Demostracion. Como laimagende {f, = --- = f,, = 0}, por la proyeccién P}* x P} — P} estd
contenida en {¢g = 0} para toda g € Inertial{ fo, ..., f,} forma homogénea, entonces { D = 0} es
un subconjunto de {¢g = 0}, asi (¢) C (Rad(g)) C (Rad(D)), por tanto Rad(D) divideag. [

3.2 CONSTRUCCION DE MACAULAY

Aqui describiremos la construccion del resultante Resq, . 4, (Fo, ..., F;,) siguiendo parcial-
mente [CLOOS, Chapter 3, §4]. Véase en [Mac(02, Jou91] las demostraciones que verifican estas
construcciones.

Seand :=1+> " (d;—1)y S :={y € N"*! | |y| = §}. Paracaday € S definamos

7, :==min{j | v; > d;} = min{j | :c;lj divide az"}.

Ciertamente 7, estd bien definido, esto es, para cada v € S existe alguin ¢ tal que ; > d;.
Decimos que 7 € S es reducido si existe un tinico ¢ tal que ; > d;, el cual debe ser precisamen-
te 7, por definicion de este Gltimo. Observemos que S tiene L := (52") elementos, enumerémoslos
como 71,72, ..., vr. Paracadal < i < L,seae; € N"" tal que |e;| = dryy) ¥ Eir(rn) = drap)-
Por tanto ¢; ; # 0 a lo mds para un unico j, el cual debe ser precisamente 7(7y;). Observemos que

(7 —ei); > O0paratodo 1 <7< Lytodo0 < j<n.Paracadal < j < L sea

L
Gi = l"yiiﬁi : Fq—(%) = Z bz"jl"”.
j=1
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Observemos que b;; = 0 0 b, ; = a, para algin u, y si b;, = b; s # 0, entonces r = s. En
particular, b; ; es el coeficiente del monomio z° del polinomio F’(,,). Consideremos la igualdad
matricial

Gy bi1 bio -+ birp T
Go boi bao -+ b "
GrL by bra -+ brp xt
Denotemos esta matriz cuadrada con entradas en k[aq, . . ., ay| por M. Recordemos que la matriz

adjunta de M, definida como la transpuesta de la matriz de cofactores de M, denotada por Adj(M),
satisface que det(M)E, = Adj(M) - M, det(M) € klao, . . .,an], donde E, es matriz identidad
de tamafio L. Ademas las entradas en Adj(M ) son polinomios de las entradas de M. Por tanto

cada entrada en Adj(M) pertenece a k[ag, ...,an]y

det(M)z™ G1

det(M)xW . G2

. = Adj(M) - |,

det(M)x- G
Como los G; son miiltiplos de los F} y las entradas de Adj(M) estdn en klao, ..., ay], entonces
cada det(M)x" pertenece al ideal (Fy, [, ..., F,) de klag, ..., an; Zo, . .., x,]. Observemos que
det(M) es un polinomio homogéneo en k[a, . . ., ay] ya que sus entradas son polinomios lineales
en los a,. Por Proposicién 3.5 se sigue que det(A/) es un miltiplo de Resgy, . a4, (Fo,- .-, FL),
digamos

det(M) = A(M) - Resq,, a,(Fo, ..., Fy)

para algin A(M) € klag, ..., an].

Veamos que det(M) # 0. Observemos que det(M)(p) = det(M (p)) para todo p € kN, En
particular, podemos tomar p de forma que F;(p) = a:f" para todo 0 < ¢ < n, para este p tenemos
que M (p) es la matriz identidad y det(M)(p) = det(M(p)) = 1, por tanto det(M) # 0. Asi
encontramos la expresion

..... a, (Fo, ..., F,) = det(M)/A(M).

El aporte clave Macaulay en [Mac0O2] que también lo ha demostrado posteriormente Jouanolo
en [Jou91] fue describir explicitamente el factor extra A(M), el cual es el determinante de la
matriz que resulta de eliminar todas las filas y columnas de M correspondientes a los exponentes
reducidos. Denotemos tal matriz por M’. Por tanto

det(M) = det(M') - Resg,.. a4, (Fo, ..., Fy) (3.2)

Resq,. ..a, (Fo, - .., F,) = det(M)/ det(M"). (3.3)

Se conocen a ambas expresiones como las formulas de Macaulay. En la practica no hallaremos
explicitamente el resultante Resy, . 4, (F0, ..., Fy,) sino que usaremos las formulas de Macaulay
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para determinar si un conjunto de polinomios homogéneos tiene un cero en comin no trivial.
Observemos que para todo p € k™! la expresion

det(M (p)) = det(M'(p)) - Resq,
es valida, y si det(M’(p)) # 0, entonces la igualdad

..... a4, (Fo(p), -, Fu(p)) = det(M(p))/ det(M'(p)).

también es valida. Como los puntos p € £V *! estd en correspondencia biyectiva con la secuencia
de polinomios Fy(p), . .., F,(p), entonces nos permitimos escribir M (Fy(p), ..., Fn(p)) = M(p).
De modo que para fo, fi, ..., fn € k[zo, ..., z,] tales que f; € k[zo, ..., x,]s, tenemos que

det(M(f07 R fn)) = det<M/<f07 R fn)) ’ R‘eSdO ----- dn(f07 R fn>
y sidet(M'(fo, ..., fn)) # 0, entonces

det(M(fo, cee fn>>
det(M'(fo, ..., fa))’

En particular, para f € k[zo,...,x,]; tenemos que

det(M (fugy -y fo,)) = det(M'(fog, - -+, f2,)) - Disca(f)
y sidet(M'(foo,s .-, fu,)) # 0, entonces

ReSdO ..... dn(f07"'afn) =

Disca(f) = det (M (fay, - - - fmn)))

det(M'(fogs -+ fen))

Denotemos las matrices Q(f) :== M (fogs -y fo,) Y Q'(f) := M'(fzy, - - -, fu,,)- Por tanto
det(Q(f)) = det(Q'(f)) - Disca(f)

y sidet(Q'(f)) # 0, entonces

. det(Q(f))
Discy( f 3.4)

U= Geit@ ()
Para superar la dificultad de la anulacién de det(Q'( f )) tomemos ¢ € k[xo, ..., z,|qs de modo
que det(Q'(p)) # 0, por ejemplo, p = d~*(zd + 2 + - -- + 2%). Notemos que det(Q'()) # 0

ya que Q(p) y Q'(¢) son matrices identidad. Tomemos >\, 1 indeterminadas y consideremos los
polinomios Discy(Af + pp), det(QAf + pe)) y det(Q'(Af + pep)) en k[, p. Es claro que,

det(Q(Af + pp)) = Disca(Af + pp) - det(Q'(Mf + pp)).
Notemos que, det(Q'(Af + up)) # 0 ya que det(Q'(0- f + 1)) = det(Q'(p)) # 0. Por tanto
det(Q' (A f + py)) divide a det(Q(Af + pp)) como polinomios en las variables A, i, y tenemos la

expresion

det(Q(\f + pp))
det(Q' (Af + 1)) [ (x =10
del discriminante de f, la cual es valida en general. En el anexo se encuentra el archivo Discri-

minante a la Macaulay.nb en el cual implementamos las formulas (3.4) y (3.2) junto a un par de
ejemplos ilustrativos.

Discq(f) =

(3.5)
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3.3 ELIMINACION CON BASES DE GROBNER

Aqui mostraremos como usar las bases de Grobner para encontrar resultantes muy particulares,
esto es, cuando el numero de parametros son a lo més 2. Respecto a las bases de Grobner nos
referimos a [CLO15, Chapter 2] donde hacen una muy buena introduccion a este tema.

Definicion 3.6. Un orden monomial > sobre k[zo, ..., z,| es un relacién de orden parcial sobre
los monomios en k[zo, . . ., z,] tal que

I) > es un buen orden.

1) Siz® > 2%, entonces 2+ > 27 para todo monomio 27.

Ejemplo 3.7. El orden lexicografico sobre k[z, ..., z,] estd definido tal que z® > 27 si existe
0 <r<ntalquea, > f.yaqa > F parar < i < n.Por ejemplo, en k[zg, 21, 25] tenemos
que 2325 > 2027 ya que si 2% = 2325y 2P = 202}, entonces a = (0,3,4), 3 = (1,2,0) y
ap=4>0= 62.

Fijemos un orden monomial sobre k |z, . . ., z,], de preferencia el que acabamos de mostrar.

Definicién 3.8. Cada polinomio f € k|z,...,z,] no nulo se puede escribir de una tnica forma
como f =Y. ¢z, donde oy € Nty 20 < g™ < ..o < 2%, ¢o,01,...,¢ € kyc, # 0.
El término principal de [ estd definido como LT(f) := ¢,z . Para cada ideal no trivial a de
k2o, ..., 2], definimos LT(a) := {LT(f) | f € a\ {0}}.

Definicion 3.9. Una base de Grobner de un ideal no trivial a de k|z, ..., 2,] es un conjunto de
polinomios no nulos gy, . . ., g, tal que (LT(g),...,LT(g,)) = (LT(a)).

Proposicion 3.10. Si g, . . ., g, es una base de Grobner de a, entonces go, . . ., g, €s una base de a,
estoes,a = (g1,...,Gr)-

Demostracion. Véase [CLO15, Chapter 2, Section §5, Corollary 6]. L]
Teorema 3.11. Sea a un ideal homogéneo de k|zo, . . ., z,| generado por un conjunto de formas
homogéneas po, p1, ..., 0t € k20, ..., 2], entonces existe un algoritmo para construir una base

de Grobner homogénea de a a partir de los p;.

Boceto de demostracion. Apliquese el algoritmo de Buchberger descrito en [CLO15, Chapter
2, Section §7, Theorem 2] bajo el algoritmo de la division descrito en [CLO15, Chapter 2, Section
§3, Theorem 3] sobre el conjunto de polinomios homogéneos pg, p1, . . ., p;. Invitamos al lector
leer atentamente los algoritmos referidos para que verifique por si mismo esta afirmacion. U

Observacion 3.12. Si bien este algoritmo no lo derivamos nosotros, la observacion que la base de
Grobner de formas homogéneas es homogénea, siguiendo este algoritmo, es un resultado original
nuestro.

Teorema 3.13. Para cada ideal homogéneo a de k|zy, ... 2z, y cada 0 < i < n tenemos que
anklzo, ..., 2] esunideal homogéneo de k|z, . .., z;] y existe un algoritmo para determinar una
base de Grobner homogénea de a N [z, . . ., z;].
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Demostracion. Supongamos que a estd generado por las formas homogéneas pg, p1,...,p: en
k2o, ..., 2y). Por el teorema anterior construimos una base de Grobner G de a conformada por
formas homogéneas en k[zo, ..., z,] a partir de los p;. Por el Teorema de Eliminacion [CLO15,
Chapter 3, Section §1, Theorem 2] tenemos que G N k|2, . . ., z;] es una base de Grobner del ideal
aﬁk:[zo,...,zi]dek[zo,...,zi}. [

El método o algoritmo indicado en este teorema lo llamaremos en este texto como eliminacion.
Describamos como aplicar este algoritmo. Si fo, ..., f, € k[zo, ..., x,] son tales que f; es una for-
ma homogénea de grado d;, entonces Resg, . a, (fo, ..., fn) # 0,siysolosi, {fo =---= f, =0}
es vacio, siy solo si, z; € \/(fo,..., fn) para0 < i < n. Por tanto Resy, . a,(fo,--., fn) # 0,
si y solo si, al aplicar eliminacién al ideal (fo, ..., f,) encontramos para cada 0 < 7 < n una
base de Grobner homogénea no vacia del ideal (fy,. .., f.) N k[x;] de k[z;]. Esto cubre el caso de
resultantes en cero pardmetros

Veamos ahora el resultante en dos pardmetros. En primer lugar necesitamos conocer las hi-
persuperficies de P}. Consideremos el anillo polinomial k[)\g, A]. Como P} tiene dimensién 1,
entonces toda hipersuperficie de P} tiene dimension 0. Ahora bien, como P} es un espacio TI,
entonces todo punto en P}, es un subconjunto cerrado irreducible de P} y por tanto una hipersuper-
ficie irreducible de P;. Més aun, todo subconjunto finito de P} es cerrado y tiene dimensi6n 0. Por
otro lado, toda hipersuperficie de P; debe ser finita. Estas consideraciones demuestran la siguiente
proposicion:

Proposicion 3.14. Una subvariedad £ de P}, es una hipersuperficie de P}, si y solo si, £ es un
subconjunto finito de P.. Ademds, F es una hipersuperficie irreducible de P}, si y solo si, F es un
punto.

Describamos las hipersuperficies de P;. En primer lugar, si [p] es un punto en P}, entonces
{lp]} = {p1 Ao — poA1 = 0}. Si E es un subconjunto finito no vacio de P}, entonces F = {h = 0},
donde

h=T] (p1ho — por1) € k[Xo, A

[pleE

Esta expresion nos muestra que el nimero de elementos de E es el grado de h. Notemos que
toda forma homogénea e irreducible no constante en k[\o, A;] es una forma lineal. En efecto, si
h € k[Ao, A1] es una forma homogénea e irreducible no constante, entonces {h = 0} es un punto
en P}, luego {h = 0} = {p1 Ao — po\1 = 0} para [p] = [po : p1] el Gnico punto en {h = 0}. Por
tanto h es un multiplo escalar en k de p; \g — poA1. De aqui se sigue que toda forma homogénea
no constante en k[\g, A;] es producto de formas lineales. Resumimos estas consideraciones en la
siguiente proposicion:

Proposicion 3.15. Toda forma homogénea no constante en k[\g, A1] es producto de formas linea-
les, equivalentemente, toda forma homogénea no constante e irreducible en k[, ;] es una forma
lineal.

Proposicion 3.16. Si i es una forma homogénea no constante en k[, A1, entonces el nimero de
elementos de {h = 0} es menor o igual que el grado de h, y la igualdad se da, si y solo si, h es una
forma radical, esto es, h = Rad(h).
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Sean f; € k[Xo, A1; %o, - - ., Tnlr, 0, para 0 < i < n. Por la Proposicién 3.5 lo que importa es
encontrar el radical de D = Resg, .4, (fo,--., fn). Seal > 1 el grado de D dado por la expresién
(3.1). Una forma de determinar Rad(D) es encontrar todos los puntos de {D = 0}, digamos
numéricamente a partir de {fo = --- = f,, = 0}, y luego proyectar a P}. Sabemos que {D = 0}
tiene a lo mas [ puntos, por lo cual esperamos, en caso de buscarlos numéricamente, el acabar en
algin momento, después de todo {D = 0} es finito. El problema es acotar el rango de bisqueda
ya que por lo general {fy = --- = f,, = 0}, no es finito.

Para esto tomemos alguna forma homogénea no nula en Inertial{ fy, ..., f,}, denotémosla g.
De esta forma Rad(D) divide a g, por tanto los factores lineales de Rad(D) y D estan entre los
factores lineales de g, y ciertamente hay un nimero finito de los factores lineales de g. Ahora
tenemos la siguiente pregunta, ;Como determinamos cudles factores lineales de g son factores
lineales de D ? Sea p; A\g — poA1 un factor lineal de g, es facil ver que p; A\g — poA1 es un factor de
D, siy solo si, D(p) = 0, y esto pasa si y solo si, Resq, 4, (fo(p),- .., fu(p)) = 0. Lo anterior lo
podemos determinar aplicando las formulas de Macaulay o bien considerando eliminacién en cero
parametros.

Ahora el problema es encontrar al menos un g € Inertial{ fo, ..., f,} forma homogénea no
nula. Observemos que Rad(D) es un generador de Inertial{ fy, ..., f, }. Sino existe tal g, entonces
Rad(D) = D = 0y hemos determinado D. Por tanto podemos suponer que existe tal g, digamos
D. Por eliminacion sobre (fo, ..., f,) encontramos una base de Grobner homogénea no vacia
del ideal (fy,..., fn) N k[Xo, A1, 0] de k[Ag, A1, x0]. Sea go no nulo en esta base de Grobner.
Como los f; tienen grado > 1 en xy,...,x,, entonces g, es multiplo de xy y podemos escribir
go = ho - xéo donde ty > 1y hg es una forma homogénea no nula en k[\g, A\;|. Observemos que
ho - xo € \/{fo,---, fn). Similarmente podemos encontrar h; € k[\g, A\;] forma homogénea no
nula tal que h; - z; € \/{fo,..., fn) paracada 1 < i < n. Por tanto h = hgh; - - - h,, es una forma
homogénea no nula en Inertial{ fo, ..., f,}

Observacion 3.17. El método acabado de describir para este tipo de resultantes es un resultado
original nuestro.

En el archivo Eliminacion con bases de Grobner.nb del anexo aplicamos este método para
encontrar una formula para el discriminante de una combinacién lineal en dos parametros. El
algoritmo de eliminacion descrito en Teorema 3.11 es bédsicamente el comando Elimination ya
implementado en Mathematica.

3.4 CONDICIONES SUFICIENTES DE SINGULARIDAD

Ciertamente, en la mayoria de casos seria una exageracion calcular el discriminante por medio
de los métodos antes presentados. Por tanto mostraremos algunas condiciones suficientes con las
cuales determinar si alguna forma homogénea f es singular. Lo conveniente de los siguientes
resultados es que son féciles de aplicar a cualquier forma homogénea.

Proposicion 3.18. Si fi, ..., fi, € k[xo, ..., x,] son formas homogéneas no constantes del mismo
grado tal que [p] € P} es un punto singular de cada f;, entonces toda combinacién lineal de los f;
tiene a [p| como punto singular.

Demostracion. Es inmediato por linealidad de los operadores de derivada parcial. [


https://drive.google.com/drive/folders/1MjByjUMeLOdF2w3kW2gbZpSeqO_4A_F_?usp=sharing

Condiciones suficientes de singularidad 29

Proposicion 3.19. Supongamos n > 2y d > 3.Si f € k[xo,...,x,]q es una forma homogénea

. d—2 j <
con grado en z; menor o igual a d — 2, esto es, f = » i~ g;x; tal que cada forma homogénea
gj € klxo, ..., %i—1,Tit1,-..,Tn_1] €s de grado d — j, entonces f es singular.

Demostracion. Bajo estas condiciones tenemos que [p| € P} definido como p; = O para j # iy
p; = 1 es un punto singular de f. [

En realidad esta proposicion puede verse como un caso muy particular del resultado [OY15,
Section 3, Lemma 3.2, Proposition 3.3].



4
GRUPOS

Las siguientes constantes se tendrdn en cuenta en lo que resta de este texto.

w: 3ra raiz primitiva de la unidad, w?® = 1. sy (2.
i: 4ta raiz primitiva de la unidad, i2 = —1. te: (P
p: Sta raiz primitiva de la unidad, p° = 1. ug: ¢ £ CC.

(: 7ma raiz primitiva de la unidad, " = 1. Ay (—1£4V/15)/4.
1: 8va raiz primitiva de la unidad, ¥? = 1. Vit (\/§ + Z\/g)/2\/§

4.1 PRESENTACION DE GRUPOS
Los grupos se pueden describir con ecuaciones, lo que queremos decir es lo siguiente:

Definicion 4.1. Una presentacién de un grupo G es una pareja (S | R) tal que S es conjunto
no vacio que genera a G y R es un generador del kernel del morfismo de grupos F'(S) — G el
cual deja fijo S, donde F(S) es el grupo libremente generado por S. Escribimos G = (S | R) si
(S| R) es una presentacion de G, esta notacion estd bien definida salvo isomorfismo.

Ejemplo 4.2. El grupo de Klein 4 tiene la presentacion Ky = {(a,b | a?, b* aba='b1).

Es claro que todo grupo finito tiene una presentacién finita, esto es, si G es un grupo finito,
entonces G = (S | R) para algin par S, R finitos. Los grupos simétricos y alternantes tienen la
siguiente presentacion:

S, = <7-1,7'2, o Tuo1 | T2, (1i71)°, (776)?, donde 1 < i <n—1,1<j<n-2, |r—s| > 2>,

A, = <01,02, O | 03, 02, (05104)°, (0,04)?, donde2 <i<n—2 |r—s|> 2>.

Fue H. Moore en su paper [M0096] en 1986 quien encontro estas presentaciones de los grupos de
permutaciones S, y 2,,.

Definicion 4.3. Sea k un cuerpo y n > 2. El grupo de matrices invertibles de tamafio n con en-
tradas en k lo denotamos por GL(n, k). El subgrupo de GL(n, k) de matrices con determinante 1,

30
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conocido como el grupo especial lineal de tamafio n con entradas en k, lo denotamos por SL(n, k).
El cociente de GL(n, k) por su centro, conocido como el grupo lineal proyectivo de tamafio n con
entradas en k, lo denotamos por PGL(n, k). El cociente de SL(n, k) por su centro, conocido como
el grupo lineal especial proyectivo de tamafio n con entradas en k, lo denotamos por PSL(n, k). En
caso que k = I, sea el cuerpo finito de ¢ elementos, escribimos GL(n, ¢) por GL(n, F,). Los ele-
mentos del grupo PGL(n, k) los llamamos colineaciones y los denotamos por [A] € PGL(n, k),
con A € GL(n, k).

Ejemplo 4.4. La colineacién correspondiente a la matriz

1

0 | € PGL(3,C).
-1

1 1
0 | eGLB,C) es |0
0

1
0
0 -1

O = O
O = O

En particular, la familia de los grupos lineales especiales proyectivos PSL(2, p) tienen la si-
guiente presentacion:

PSL(2,p) = <S,T | S7, T2, (ST)?, (s%<p+1>TS4T)2>.

En efecto, se puede ver que que las colineaciones S, T € PSL(2, p) satisfacen estas relaciones

10 0 -1
R
Todo esto esta demostrado por J. G. Sunday en su paper [Sun72] de 1972.

Un hecho muy notable es que 25 y PSL(2,7) son el primer y segundo grupos simples no
abelianos, respectivamente. Mds aun, son unicos salvo isomorfismo. Respecto a la simplicidad y
unicidad véase [DF03, Chapter 4, Section 4.5, Corollary 22 and Proposition 23] respecto a s,
y [DF03, Chapter 6, Section 6.2, Theorem 15] y [Rot95, Chapter 8, Theorem 8.13] respecto a
PSL(2,7).

Aqui demostraremos que si un grupo finito simple tiene orden n < 168, entonces n = 168 o
n = 60. Como herramientas usaremos los muy bien conocidos Teoremas de Sylow, en particular
su tercer teorema, y el importante p®q®-Teorema de W. Burnside [Bur04]. Se deduce trivialmente
a partir del resultado de W. Burnside que todo grupo finito simple no abeliano tiene a lo menos 3
factores primos diferentes. Con este resultado descartamos la mayoria de los nimeros a verificar y
nos quedan los siguientes 21 nimeros:

30,42, 66, 70,78,84,90,102,105, 110, 114, 120, 126, 130, 132, 138, 140, 150, 154, 156, 165.

Tengamos bien presente el tercer teorema de Sylow en lo que sigue. Procedamos por contradiccion
y supongamos que (G es simple y tiene orden

30) Como 30 = 2 - 3 - 5, entonces G tiene 6 5-Sylow subgrupos y 10 3-Sylow subgrupos, estos
son 24 elementos de orden 5 y 20 elementos de orden 3, que en conjunto suman 44 elementos
diferentes, contradiccion.

42) Como 42 = 2 - 3 - 7, entonces (G debe tener exactamente un 7-Sylow subgrupo, el cual es
normal en (G, contradiccion.



Presentacion de grupos 32

66) Como 66 = 2 - 3 - 11, entonces G debe tener exactamente un 11-Sylow subgrupo, el cual es
normal en (G, contradiccién.

70) Como 70 = 2-5-7, entonces GG debe tener exactamente 7-Sylow subgrupo, el cual es normal
en G, contradiccion.

78) Como 78 = 2 - 3 - 13, entonces G debe tener exactamente un 13-Sylow subgrupo, el cual es
normal en (G, contradiccién.

84) Como 84 = 2% -3 -7, entonces G debe tener exactamente un 7-Sylow subgrupo, el cual es
normal en (G, contradiccion.

90) Como 90 = 2 - 3% - 5, entonces G tiene 6 5-Sylow subgrupos y 10 3-Sylow subgrupos. Si
todos estos 3-Sylow subgrupos se intersectan trivialmente, entonces tenemos 80 elementos
no triviales entre todos estos 3-Sylow subgrupos, y tenemos 24 elementos de orden 5, en
conjunto suman 104, contradiccion. Por tanto tenemos un par [, K de 3-Sylow subgrupos de
G con interseccion no trivial. Sea I = HN K, entonces |/| = 3.Como |H : I| = |K : I| =3
es el menor primo que divide a |[H| y |K|, entonces [ es normal en H y en K. Sea N el
normalizador de I en G. Por tanto H y K son subgrupos de N, asi HK C N, |N| > 27
y |N| es miiltiplo de 9. Como |N| divide a |G| = 90, entonces solo hay dos alternativas,
|N| =450 |N| = 90. En el primer caso NV seria un grupo normal en G al tener indice 2, en
el segundo caso [ seria normal en (G, en cualquier caso tenemos una contradiccion.

102) Como 102 = 2-3-17, entonces GG debe tener exactamente un 17-Sylow subgrupo, el cual es
normal en (G, contradiccion.

105) Como 105 = 3 -5 - 7, entonces G tiene 21 5-Sylow subgrupos y 15 7-Sylow subgrupos,
estos son 84 elementos de orden 5 y 90 elementos de orden 7, que en conjunto suman 174
elementos diferentes, contradiccion.

110) Como 110 = 2-5- 11, entonces GG debe tener exactamente un 11-Sylow subgrupo, el cual es
normal en (G, contradiccion.

114) Como 114 = 2-3- 19, entonces GG debe tener exactamente un 19-Sylow subgrupo, el cual es
normal en (G, contradiccion.

120) Como 120 = 23 - 3 - 5, entonces G tiene 6 5-Sylow subgrupos. La accién por conjugacién

de G sobre estos 5-Sylow subgrupos induce un homomorfismo no trivial G ER S el cual
es inyectivo al ser G simple. Como 2l es normal en S, entonces f~!(2s) es normal en G,
por tanto f1(s) = () o f~1(A) = G. En el primer caso tenemos que f(G) N2As = (e).
Como g es normal en Sg y f(G) es un subgrupo de &g, entonces g f(G) es un subgrupo
de Gg de orden 38400 = 320 - 120, contradiccion. Por tanto f~1(As) = G, f(G) C U, asi
f(G) es un subgrupo de 24 de indice 3. La accién por multiplicacion a izquierda de 2 en las
clases laterales de 2 determinadas por f(G) induce un homomorfismo no trivial g — S
el cual es inyectivo al ser 2 simple, contradiccion.

126) Como 126 = 2-3%- 7, entonces G debe tener exactamente un 17-Sylow subgrupo, el cual es
normal en (G, contradiccion.
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130) Como 130 = 2-5- 13, entonces (G debe tener exactamente un 13-Sylow subgrupo, el cual es
normal en (G, contradiccién.

132) Como 132 = 22 -3 - 11, entonces G tiene 12 11-Sylow subgrupos y a lo menos 4 3-Sylow
subgrupos, esto nos dan 120 elementos de orden 11 y al menos 8 elementos de orden 3, que en
conjunto suman 128 elementos diferentes, y los restantes cuatro elementos necesariamente
conforman el Gnico 2-Sylow subgrupo de G, contradiccion.

138) Como 138 = 2-3- 23, entonces (G debe tener exactamente un 23-Sylow subgrupo, el cual es
normal en (G, contradiccion.

140) Como 140 = 2% - 5 - 7, entonces G debe tener exactamente un 7-Sylow subgrupo, el cual es
normal en (G, contradiccioén.

150) Como 150 = 2 - 3 - 5%, entonces G tiene 6 5-Sylow subgrupos. Si todos estos se intersectan
trivialmente, entonces tendriamos 144 = 6 - (24) elementos no triviales entre los 5-Sylow
subgrupos de G. Por otro lado, G tiene a lo menos 10 3-Sylow subgrupos, esto nos dan al
menos 20 elementos de orden 3, que sumados con los 144 anteriores nos dan 164, contradic-
cién. Por tanto tenemos un par H, K de 5-sylow subgrupos de GG con interseccion no trivial.
Sea I = H N K, entonces |I| = 5. Como |H : I| = |K : I| = 5 es el menor primo que
divide a |[H| y | K|, entonces [ es normal en H y en K. Sea N el normalizador de  en G.
Por tanto H y K son subgrupos de N, asi HK C N, |N| > 125y |N| divide a |G| = 150,
por tanto | N| = 150, N = G e I es normal en G, contradiccion.

154) Como 154 = 2-7-11, entonces G debe tener exactamente un 11-Sylow subgrupo, el cual es
normal en (G, contradiccion.

156) Como 156 = 22 - 3 - 13, entonces G debe tener exactamente un 13-Sylow subgrupo, el cual
es normal en (G, contradiccion.

165) Como 165 = 3-5- 11, entonces (G debe tener exactamente un 11-Sylow subgrupo, el cual es
normal en (G, contradiccion.

4.2 REPRESENTACION DE GRUPOS

Definicion 4.5. Sean G y K grupos, una representacion de G en K es un homomorfismo de
grupos G — K. Si ¢, 1) son dos representaciones de GG en K, decimos que ¢ es equivalente a
¥ si o(G) y ¥(G) son subgrupos conjugados de K, esto es, existe un elemento = € K tal que

zp(G) = P(G)z.
Es claro que esta relacion sobre representaciones de G en K es una equivalencia.
Definicion 4.6. Una representacion es fiel si es un monomorfismo de grupos.

En particular, si consideramos un grupo finito G, n > 2y k un cuerpo, entonces tenemos la
pregunta de cuantas representaciones fieles (salvo conjugacién) de G hay en GL(n, k). Por su-
puesto, si k es un cuerpo finito, entonces GL(n, k) es finito y tendriamos finitas representaciones
fieles de G en GL(n, k). A parte de esta trivialidad, se ha demostrado que hay un nimero finito
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de representaciones fieles de G en GL(n, k), cuando k es un cuerpo algebraicamente cerrado. Esto
ultimo se sigue por el teorema de descomposicion de H. Maschke [Stel2, Chapter 3, Section 3,
Theorem 3.2.8] el cual nos dice que toda representacion de G en GL(n, k) es suma de representa-
ciones irreducibles, y el resultado [Stel12, Chapter 4, Section 4, Corollary 4.4.8] que nos dice que
el nimero de representaciones irreducibles de G en GL(n, k) (salvo conjugacion) es el nimero
de clases conjugadas de GG. Como aclaracion, la operacion suma de representaciones en GL(n, k)
respeta la relacion de conjugacion. Como hablar de representaciones fieles de G en GL(n, k) es
equivalente a hablar de subgrupos de GL(n, k) isomorfos a (G, entonces por lo anterior citado
tenemos el siguiente corolario.

Corolario 4.7. Cada subgrupo finito H de GL(n, k) tiene un nimero finito de subgrupos de
GL(n, k) isomorfos a H (salvo conjugacion).

Seamos explicitos. Para cada H subgrupo finito de GL(n, k) definamos H;, H, tal que K € Hj,
siy solo si, K es un subgrupo de GL(n, k) isomorfoa H,y K € Hj, siy solo si, K es un subgrupo
de GL(n, k) conjugado de H. Con esta notacion el corolario se resume en que { K, | K € H;} es
finito para cada H subgrupo finito de GL(n, k).

Teorema 4.8. Cada subgrupo finito H de PGL(n, k) tiene un niimero finito de subgrupos de
PGL(n, k) isomorfos a H (salvo conjugacion,).

Demostracion. Denotemos por A a la coleccion de todos los subgrupos de PGL(n, k) isomorfos
a H. Definamos € la coleccién de todos los subgrupos p~!(K) de SL(n, k), donde K € Ay
SL(n, k) % PGL(n, k) es la proyeccién canénica. Observemos que si p~'(K;) y p~!(K3) son
conjugados en GL(n, k), entonces K y K, son conjugados en PGL(n, k). Por tanto queremos
mostrar que €2 es finito salvo conjugacién en GL(n, k), esto es, { Ky | K € 2} es finito.

Veamos en primer lugar que €2 es finito salvo isomorfismos, esto sera evidente una vez encon-
tremos una cota superior a los ordenes de los grupos en 2. Como todos los grupos en A tiene orden
finito | H|, entonces es suficiente con mostrar que {A € SL(n, k) | p(A) = B} es finito para todo
B € PGL(n, k). Si Ay, Ay € SL(n, k) satisfacen p(A4;) = B = p(As), entonces A; = A, para
algin A € k. Asi 1 = det(A4;) = N\"det(Ay) = A" - 1y A" = 1. Como estamos en un cuerpo,
entonces la ecuacion \" = 1 tiene a lo mas n soluciones, por tanto SL(n, k) | p(A) = B} es finito,
y concluimos que 2 es finito salvo isomorfismos, esto es, { K7 | K € Q} es finito.

Consideremos la funcion

(K| K€Q) — {Ki|K e}
K2 — K1 )

Para probar que el dominio de esta funcién es finito debemos mostrar que {J, € Q| J; = K1} es
finito para cada K € 2. Observemos que {J> € Q | J; = K;} C {J2 | J € K;} y este dltimo es
finito por el corolario anterior. [

Si bien este teorema se refiere a representaciones fieles, es facil ver que sirve también para todo
tipo de representacion, en virtud de la finitud de grupos finitos hasta cierto orden salvo isomorfis-
mo.

Corolario 4.9. Cada grupo finito GG tiene un nimero finito de representaciones en PGL(n, k)
(salvo conjugacion).
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4.3  SUBGRUPOS PRIMITIVOS DE PGL(4, C)

Definicion 4.10. Sea G un subgrupo de PGL(n, k) con n > 2. Una G-descomposicion de k" es
un conjunto I' de subespacios no triviales de k" tal que
0 [T > 2.

m k" =@y V.
111) Paracada [A] € Gy V € I'tenemos [A]V := A(V) = W paraalgin W € T".

Por tanto GG actda sobre cada GG-descomposicion permutando los respectivos subespacios en tal
descomposicion.

Definicion 4.11. Decimos que G es primitivo si no existe ninguna G-descomposicion de k™. Los
subgrupos no primitivos de PGL(n, k) se distinguen entre imprimitivos e intransitivos. Decimos
que G es imprimitivo si G no es primitivo y para cualquier G-descomposicion de k™, digamos
', y para cualesquiera V, W € T, existe [A] € G tal que [A]V = W. En otras palabras, G actia
transitivamente en toda G-descomposicion de £, y existe al menos una de tales descomposiciones.
Decimos que (G es intransitivo si G no es primitivo ni imprimitivo. Equivalentemente, existe
alguna GG-descomposicion de k™ en la que GG no actda transitivamente.

Por su posterior importancia anexamos algunos hechos elementales sobre grupos primitivos.

Proposicion 4.12. Si G, K son subgrupos de PGL(n, k), entonces los siguientes enunciados son
verdaderos:

1) Si K C Gy K es primitivo, entonces G es primitivo.

I1) Las propiedades primitivo, imprimitivo € intrasitivo se preservan por conjugacion.

Ejemplo 4.13.

1) Todo subgrupo ciclico finito de PGL(n, C) es intransitivo. En efecto, si GG es un subgrupo
de PGL(n, C) generado por [A], entonces podemos tomar A, salvo multiplo escalar en C*,
tal que A € SL(n,C). Como [A] tiene orden finito y A € SL(n, C), entonces A tiene orden
finito y por tanto es diagonalizable, esto es, A es conjugada de alguna matriz diagonal D en
SL(n,C). Si H es el subgrupo de PGL(n, C) generado por [D], entonces G es conjugado a
H. Por tanto G es intransitivo si mostramos que H es intransitivo, pero lo dltimo es cierto
yaque I' = {V1, V5, ..., V,} es una H-descomposicién de C", donde V; es el subespacio de
C" generado por e;, siendo este ultimo la j-ésima columna de la matriz identidad F,,.

1) Veamos que la representacion fiel de PSL(2,7) dada en (4.1) es un subgrupo primitivo de
PGL(3, C). Denotemos por G165 al grupo generado por estas colineaciones. Razonemos por
contradiccién y supongamos en primer lugar que G165 €s intransitivo. En este caso G1gs fija
algiin subespacio de C* de dimensi6n 1, determinado por un vector v := a,e; +ases+ases #
0. Sean [By] y [B,] las primeras dos colineaciones en (4.1), por tanto encontramos A, k € C*
tal que \v = Byvy kv = Byv. De esta segunda igualdad encontramos ka; = ag, kas = a3y
kas = a1, como v # 0 estas igualdades implican que a4, as, az no son cero. Por otro lado, la
igualdad \v = Bjv implica A\a; = (*ay, Aay = Cas y Aag = Cas, luego A\ = (* = (2 = ¢
ya que a,, as, az # 0, por tanto ¢ = (2, ¢ = 1, contradiccién.

Supongamos ahora que G16g €s imprimitivo, por tanto existe una GG1gs-descomposicion I' de
C3 sobre la cual G¢g actda transitivamente. Como la dimensién de cada subespacio en T’
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es preservada por la accién de cada colineacion en GG, entonces todos los subespacios en I'
deben tener la misma dimension, al ser 3 > |I'| > 2, entonces es necesario que |['| = 3y cada
subespacio en [ tiene dimensién 1. La accién de G6s sobre T" induce un homomorfismo de
grupos no trivial G1gs — &3. Siendo G5 = PSL(2, 7) vemos que G165 €s un grupo simple,
por tanto el kernel de Gies — S5 0 bien es el grupo trivial, o bien es todo Giess y no es
el dltimo caso ya que este homomorfismo no es trivial. Por tanto G5 — ©3 es inyectiva,
contradiccién pues G; tiene menos elementos que G'gs, con esto queda demostrado que
G168 €s un subgrupo primitivo de PGL(3, C).

Un estudio sistematico y con gran detalle de los grupos primitivos, y en general, de los sub-
grupos finitos de colineaciones en PGL(n,C) fue hecho por H. F. Blichfeldt en su importan-
te obra [Blil7]. En realidad, H. F. Blichfeldt describe todos los subgrupos finitos primitivos de
PGL(4,C), salvo conjugacion en [Blil7, Chapter VII]. Los siguientes diagramas en los que se
muestran algunas relaciones de inclusién entre todos los subgrupos primitivos de PGL(4, C), son
un re-etiquetado de los diagramas en [CS19, Appendix A], siguiendo la notacion que usa H. F.
Blichfeldt en su texto.

120 21°
NS RN
5° 11° 18° 20° 19°
\ [ ]
8° 16° 15° 17°
1 T AN T ~N T
10° 14°
13°
Diagrama. 4.1: 1° - 12° Diagrama. 4.2: 13° - 21°
(F)

T
/ \ / \ [
\ / Diagrama. 4.4: (B) y (H)

Diagrama. 4.3: (A), (C) - (F), (G) y (K)
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Los siguientes diagramas indican la clase de isomorfa a la cual cada uno de estos grupos per-
tenece.

6m4
64 x &, Q[ms
(Ql4 X 2[4 >4 Zél 2[4 X %4 X Z(Q) 64 X %5 2(5 X 2[5
(Ql4><2l4 NZQ QL4XQ[4 Ql4><64 %4)(9[5
Ql4 X 9[4
Diagrama. 4.5: 1° - 12°
PSp(4,3)

i@; 27 Ss
VAN |
PSL(2,7) s

65 2[6
\ / Diagrama. 4.7: (B) y (H)
25

Diagrama. 4.6: (A), (C) - (F), (G) y (K)
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74 &4

Z4 65 Z4 X QLG Z4 65

1> >

Z4>49[5 Z4 Z5NZ4 Z4><12l5

Z2 X DlO

I

Z% X Z5
Diagrama. 4.8: 13° - 21°

Hay varias alternativas para encontrar representaciones fieles de un grupo finito G en PGL(n, C).
Entre estas alternativas tenemos:

1) Encontrar representaciones fieles de G — GL(n, C) y luego proyectar a PGL(n, C), es de-
cir, hacer la composicion G — GL(n,C) — PGL(n, C). Es un hecho que encontrar repre-
sentaciones de grupos finitos en grupos de automorfismos lineales sobre espacios vectoriales
complejos de dimension finita es un problema muy bien estudiado en teoria de represen-
tacion. Un primer inconveniente es que puede perderse la inyectividad de homomorfismo
G — GL(n, C), en caso de que la imagen de este contenga algtin elemento no trivial del ker-
nel de GL(n, C) — PGL(n, C), esto es, un multiplo escalar no trivial de la matriz identidad.
La premisa implicita que se tiene al considerar esta estrategia es que toda representacion fiel

a PGL(n, C) se puede levantar a alguna representacién fiel G < GL(n, C) de forma

que G ERN PGL(n, C) sea igual a la composicién G 2% GL(n,C) — PGL(n, C). Esto no
siempre sucede, una intuicién de porqué esto no es asi puede verse en [GALM?20].

11) Considerar presentaciones de GGy encontrar colineaciones en PGL(n, C) que satisfagan tales
relaciones.

111) Con mayor trabajo se pueden clasificar todos los subgrupos finitos de PGL(2,C), y con
estos encontrar todos los subgrupos finitos de PGL(3, C), y asi sucesivamente. Esta ha sido
la estrategia usada en [Bli17] por H. F. Blichfeldt para 2 < n < 4, mas aun, los subgrupos ahi
encontrados son unicos salvo conjugacion, no salvo isomorfismo (la relacion de conjugacion
es estrictamente mas fuerte que la relacion de isomorfismo). H. F. Blichfeldt los clasifica a
su vez en grupos intransitivos, imprimitivos y primitivos. En particular, lo subgrupos finitos
de PGL(2, C) se encuentran siguiendo un proceso similar al hecho por F. Klein, en el cual
consideran los grupos de simetrias de los 5 solidos platénicos.

Ahora presentaremos representaciones fieles de algunos de estos grupos primitivos. Todas es-
tas representaciones estan tomadas del texto [Blil7]. En el archivo Grupos de Colineaciones de
PGL(4, C).nb del anexo se encuentra todas estas representaciones.


https://drive.google.com/drive/folders/1MjByjUMeLOdF2w3kW2gbZpSeqO_4A_F_?usp=sharing
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4.3.1 Diagrama: 1° - 12°. Respecto al Diagrama 4.1 es suficiente con describir el grupo 1°.

i i 0 0 i 0 0 0
g1 =10 0 o =0 o0
EQ*S_E 0 0 i i|"PMi=10 0 i o
0 0 1 —1 0 0 0 —i ]
n ) z - - (1°)
7 0 2 0 7 0 0 0
I ; Cloio
SrE2=Tm 00 -1 oM 0 0 i 0
01 0 —1] 00 0 —i

4.3.2 Diagrama: 13° - 21°. Respecto al Diagrama 4.2 es suficiente con describir los grupos 13°-
17° y 19°. Més aun, tenemos que 13° es isomorfo a Z‘Q1 x Dqpy 19° es isomorfo a Z%.Gg), véase
[CS19].

0010 0100 10 0 0
0001 1000 01 0 0
51_1000’52_0001’T1_00—10’
0100 0010 0 0 -1
. : (13°)
1 0 0 0 —1 0 2
0 -1 0 0 Y |0 1 10
T2_0010’T_\/§1 0 1
0 0 0 —1 —i i 0
0 i 0 0
5 s i 0 0 0 .
13 yR_OO_1 0 (14°)
00 0 -1
1 i 0 0
o _]- 2100 o
00 —1 —i
-1 0 0 0
. o -1 0 0 .
13y53_00i0 (16°)
0 0 0 —i
1 i 00
. Y i 1000 .
0 0 1 2
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13° 'y B=q (19°)

S OO
o O = O
O = OO

o O O

—1

4.3.3 Diagrama: (A), (C) - (F), (G) y (K). Respecto al Diagrama 4.3 es suficiente con describir
los grupos (A), (G), (C) y (E). Como dato adicional, tenemos que (A) es isomorfo a A5, (G) es
isomorfo a &5, (C') es isomorfo a s y (F) es isomorfo a PSL(2, 7), véase [Blil17, Chapter VII].

V31
100 0 1 0 0 V2 5 32 00
o1 0 0 110 -1 v2 0 1 _¥3 o 0
b=l 0w o' Flo va 1 o0 ’FS_S 02 - (A
2
000w V2 00 -1 0 0 10
[0 1 0 0]
-10 0 0
|0 0 —1 0]
01 0 0]
10 0 0
00 -1 0]
10 0 0 1000 1 1 1 1
5 10 ¢C 0 0] ~ |00 10 5 1 |2 s t, u
3_00<40’T_OOO].’R_\/?Q?‘J_FU_’_S_’_ (E)
OOOCQ O].OO 2U+S+t+

4.3.4 Diagrama: (B) y (H). Respecto al Diagrama 4.4 es necesario describir ambos grupos, (B)
y (H). Igualmente, tenemos que (B) es isomorfo a 2As y (H) es isomorfo a &5, véase [Blil7,
Chapter VII].

_1 Vi
100 0 (1)0139 i 00
010 0 -3 3 3 V51
Fi=100w ol 20 2 1 2:B=1 1 00 (B)
00 0 o 3. 73 3 0 0 01
0o 2 2 -3 0 0 10
1000
, o100
0010
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4.4 ALGUNOS SUBGRUPOS NO PRIMITIVOS DE PGL(4, C)
A parte de las representaciones fieles primitivas de los grupos
As, S5, As, Zy X Zs, Zy x Digy PSL(2,7)

dadas en la previa seccidn, presentaremos aqui las restantes representaciones fieles de estos grupos.
En particular, tenemos que no hay representaciones fieles no primitivas de los grupos Zj x Zs y
73 x Dy, mds aun, este es el caso para todos los grupos en el Diagrama 4.8.

1 0 0 0
0 -1 0 0
Qu=F,Q01:2=F, y Q= 00 0 A (@1)
0 0 A 0
IR e
w0 0 0 v Vi 0 0 0 u
0 L 2
Q_OwOOQ_ V3 3 Q_OOI/+ Q1)
L7000 w?2 0] 2™ N BT v 00 4
0 % —% 0
0 0 0 w? v 0 0 0
V29 o0 L
| V3 V3
0 0 0 v,
0 0 v. 0
Q51=Q41,Q52=Q42 y Q53= 0 v, 0 0 (Q5)
v. 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 —1
(Q5> y R34_ 1 0 O O (R3)
0 -1 0 0
0 0 V3 V2
1 0 0 —iv2 —V3
(@s) 'y Q74—% NN 0 0 (@7)
—iv2 =3 0 0
1 0 0 0 1000 —ivV7T 0 0 0
= 10¢t 00l ~ |00 10 5 i 0 wu_ s t_
5*00520’T*0001’R*\ﬁ 0 s_ t_ wu_ (P)
00 0 ¢ 0100 0 t_ wu_ s_

Aqui (@1),(Q4) y (Q5) son representaciones fieles de s, (R3) y (Q7) son representaciones
fieles de G5 y g, respectivamente. Finalmente, (P) es la tinica representacion fiel no primitiva de
PSL(2,7).

Por el trabajo de H. Maschke en 1898 [Mas98], tenemos que los grupos (A), (B), (@Q1), (Q4)
y (Qs) son todas las representaciones fieles, salvo conjugados, de 25 en PGL(4, C). Los grupos



Algunos subgrupos no primitivos de PGL(4, C) 42

(G),(H) y (R) son todas las representaciones fieles, salvo conjugados, de S5 en PGL(4, C).
Finalmente, los grupos (C') y (Q)7) son todas las representaciones fieles, salvo conjugados, de 2
en PGL(4,C).

Por [MPK 19, Proposition 4.5, (4)] tenemos que (F) y (P) son todas las representaciones fieles,
salvo conjugados, de PSL(2,7) en PGL(4, C).

Observacion 4.14. En [Kle78], F. Klein encontrd la tnica representacion fiel de grupo lineal es-
pecial proyectivo PSL(2, 7) en PGL(3, C), la cual esta generada por las colineaciones

¢t 0 0 010 P A =
0 ¢ ol, |00 1|y —2|s t ul. 4.1
0 0 ¢ 100 V7 . u_ s_

Notemos que la representacion fiel (P) de PSL(2,7) es una extension trivial de esta dltima
representacion, encontrada por F. Klein.

Por [CS19, Corollary 5.2] tenemos que 13° es la unica representacion fiel, salvo conjugados,
de Z3 x Zs en PGL(4,C). La prueba de este corolario muestra que no hay ningtin subgrupo no
primitivo de PGL(4, C) isomorfo a Z3 x Zs. Ahora estamos en condiciones de mostrar que 14°
es la dnica representacion fiel, salvo conjugados, del grupo Zj x Dyy en PGL4(C). Supongamos
que G160 es un subgrupo de PGL(4, C) isomorfo a Z4 x Dy, como Z3 x Zs es un subgrupo de
73 % Dy, entonces encontramos un subgrupo Ggo de Gigo ¥ PGL(4,C), isomorfo a Zj x Zs.
Por lo dicho al principio tenemos que G’ es un subgrupo primitivo de PGL(4, C), por tanto G149
también es un subgrupo primitivo de PGL(4, C). Por la clasificacién de H. F. Blichfeltd de todos
los subgrupos primitivos de PGL(4, C) encontramos que G1g s conjugado a 14°, ya que hay un
Unico grupo primitivo en la clasificacion de H. F. Blichfeltd de orden 160. Este argumento funciona
para todos los grupos en el diagrama 4.8. En conclusion, resumiendo todas estas consideraciones
obtenemos el Corolario 4.15

Corolario 4.15. Sea GG un subgrupo de PGL(4,C) isomorfo a algin grupo del Diagrama 4.8.
Entonces G es conjugado a algin grupo del Diagrama 4.2.

Observacion 4.16. Este corolario es un resultado original de la tesis.
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HIPERSUPERFICIES INVARIANTES EN PP}

5.1 AUTOMORFISMOS PROYECTIVOS

Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado y seann > 2y d > 3. Paracada [A] € PGL(n+1, k)
y cada [p] € P} definimos [A][p] = [Ap] € P}. De esta forma cada colineacion en PGL(n+1, k) se
puede ver como una funcién sobre P, la cual es biyectiva con inversa [A] ™! = [A~!]. En realidad
[A] es un automorfismo regular sobre P, como ya probamos en la Proposicién 2.31.

Cada A € GL(n+1, k) lo podemos ver como un automorfismo de k[xy, . .., z,| tal que Ar = r
parar € kysiy, = Ax; € k[xy,. .., x,], entonces
To Aoo Aox -+ Aon Yo
| AI,O A1,1 s Al,n n
L An,O An,l Tt An,n Yn

Observemos que Af(p) = f(A™'p) paratodos A € GL(n + 1,k),p € k" y f € k[zo, ..., x|
Esto quedara demostrado si se satisface para cada x;. Para ello consideremos

Axy(p) = (Z AZ,}%) (p) = Z A (zi(p) = Z Al ipy = (A7'p)i = (A7 'p).

Como estamos en un cuerpo algebraicamente cerrado, tenemos que f, g € k[zo, ..., x,] son igua-
les, si y solo si, f(p) = g(p) para todo p € k™*1. Por estas dltimas consideraciones se sigue
que (AB)f = A(Bf) para A,B € GL(n+ 1,k)y f € k[xo,...,x,]. Como automorfismo de
k[xg, ..., z,] que deja fijo a k, tenemos que A es un isomorfismo lineal sobre k|xy, . . ., z,,|. Como
A mapea formas lineales en formas lineales, entonces A mapea formas de grado d en formas de
grado d. Por tanto A es un isomorfismo lineal sobre la coleccién k[z, . . ., x,]4 de todas las formas
homogéneas de grado d en k|xy, ..., z,]. Més aun, como A es automorfismo sobre k|xy, . . ., Z,],
entonces A mapea polinomios irreducibles en polinomios irreducibles.

Proposicion 5.1. Sean f1, fa, ..., f,, formas homogéneas en k[xy, ..., z,] y [A] € PGL(n+1,k),
entonces [A{fi == fn,=0} ={Afi=---= Af,, =0}

Demostracion. Es trivial. O]

43
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Proposicion 5.2. Sea f € k[zg, ..., x,] una forma homogéneay A € GL(n + 1, k), entonces f
no es singular, si y solo si, Af no es singular.

Demostracion. Paratodo f € k[xo,...,z,] laidentidad
-1
Aoo Aor o+ Aog

Ao Ain - Ay,

(Afxo U Afl‘n) = ((Af):co e (Af)wn) (5.1

An,O An,l e An,n
se cumple, la mostraremos primero para los monomios y luego aplicaremos linealidad. Escribamos
esta igualdad de la forma A(Vf)A™! = V(Af). Veamos que esta expresion es valida para los
monomios z®, para mostrar esto procedamos por induccién sobre |a| > 0. Si |a| = 0, entonces
z* =1 € kytenemos A(V1)A~! = A(0)A~! =0A~!' = 0= V1= V(A1).Si|a| = 1, entonces
x® = x; para algun 7. Por un lado tenemos
d(x;) -1 -1

(A(V2)A™), = S (A(Va) A =3 4 (
(V(Axy)); = (Ax;)a, (Z A”xr) ZA” gxz = A/,

Por otro lado,

asi A(Vz;)A~' = V(Ax;). Supongamos que |a| > 1, por tanto o = 3 + ~, con |8, |v| < |al, y
r® = 2827, Ahora
V(Az®) = V(A(227)) = V(A2P Ax") = (A2”)V(A27) + (A27)V(Az?)
= (Az”)(A(Va")A™") + (A2")(A(Va2")A™") = A(2"V(27) + 27V (27)) A
= A(V(2P27)) A7 = A(V2*) A,

concluyendo la induccién sobre los monomios. Como los monomios son una base de k|xy, . . ., Z,,],
entonces es suficiente con verificar que la expresion A(V f)A~! = V(Af) respeta linealidad. Si
f, g son polinomios en k[x,...,z,] y A € k, entonces

V(A(f + Ag)) = V(Af + Ag) = V(Af) + AV (4g)
= A(V) +AA(Vy) = A(Vf +AVg) = A(V(f + Ag))

concluyendo que (5.1) se satisface para todo polinomio en k[zo, ..., x,]. En particular, si f es
una forma homogénea, entonces (5.1) implica que los ideales homogéneos ((Af).q, .-, (Af)z,)
y (Afuos ..., Afs,) soniguales, asi

(A foo =+ = fo, =0} ={Afsy = = Afs, =0} = {(Af)sy = - = (Af)a, = 0},

por tanto [A] es una biyeccién entre {f,, = - = fo, =0} Y {(Af)sy = - = (Af)s, =0}. O
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De esta forma, A es cerrado como funcién sobre las formas homogéneas no singulares en
klxo,...,2y)q. Dados f,g € k[zo,...,x,]q escribimos f ~ ¢ si f = Ag para algin A\ € k*.
Es claro que ~ es una equivalencia sobre k|[xy, ..., 2,]|qs. Notemos que para A € GL(n + 1,k)
tenemos f ~ g, siy solosi, Af ~ Ag.

Definicion 5.3. Si XY son hipersuperficies de P}, estas se dicen proyectivamente equivalentes
si [A]X =Y paraalgin [A] € PGL(n + 1, k).

Es claro que esta relacion sobre hipersuperficies de P} es una relacidon equivalencia.
k

Corolario 5.4. Si X, Y son hipersuperficies de [P} proyectivamente equivalentes, entonces X es
suave, si y solo si, Y es suave.

Demostracion. Es un enunciado equivalente en términos geométricos de Proposicion 5.2. [

Definicién 5.5. Para X una hipersuperficie de P} y f € k[zo, ..., 2,]q, definimos los siguientes
subgrupos de PGL(n + 1, k):

PAut(X) = {[A] € PGL(n + 1,k) | [A]X = X},
PAut(f) = {[A] € PGL(n + 1,k) | Af ~ f},

el primero de estos es llamado el grupo de automorfismos proyectivos de X, por ello mismo
PAut(X) C Aut(X). Més aun, como Aut(P}) = PGL(n + 1, k) por [Har97, Chapter II, Section
7, Example 7.1.1], entonces ¢ € Aut(X) es un automorfismo proyectivo de X, si y solo si, p es
la restriccion de un automorfismo de P}, equivalentemente, existe ¢ € Aut(P}) que satisface el
diagrama

pr — Y, pr

X —?% X

Definicion 5.6. Sea G un subgrupo de PGL(n + 1,k). Decimos que f € k[xg,...,%s]q €8
G-invariante si G C PAut(f). Similarmente, decimos que una hipersuperficie X de P} es G-
invariante si G C PAut(X).

Proposicion 5.7. Sea [ € k[xy, ..., x,]q irreducible y G un subgrupo de PGL(n + 1, k), entonces
[ es G-invariante, si y solo si, { f = 0} es G-invariante.

Demostracion.

(=) Es trivial.

(<) Si[A] € G, entonces {Af =0} = [A]{f =0} = {f = 0}, y teniendo en cuenta que f es
irreducible se sigue

(Af) = (Rad(Af)) = /(Af) = V() = (Rad(f)) = (f).

asi Af ~ fy [A] € PAut(f). O
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Como toda forma no singular en k[xy, ..., z,] de grado mayor o igual que 3 es irreducible,
tenemos el siguiente corolario.

Corolario 5.8. Sea [ € k[xy,...,x,]q no singular y G un subgrupo de PGL(n + 1, k), entonces
[ es G-invariante, si y solo si, { f = 0} es G-invariante.

Sobre el orden del grupo de automorfismos de hipersuperficies suaves en espacios proyectivos
complejos hay algunos resultados generales a tener en cuenta.

Proposicion 5.9. Supongamos que n > 2y d > 3. Si X es una hipersuperficie suave de P"*!
grado d, entonces PAut(X) es finito.

Demostracion. Véase [MMG63, Theorem 1]. O]

Hay algunas condiciones para determinar si un grupo dado es el grupo de automorfismos pro-
yectivos de alguna hipersuperficie suave.

Proposicion 5.10. Supongamos que n > 2, d > 3y (n,d) # (2,4). Si G es el grupo de automor-
fismos proyectivos alguna hipersuperficie suave X de P"*! de grado d, entonces p < (d — 1)"*!
para todo p divisor primo de |G/|.

Demostracion. Por hipétesis G := PAut(X) y X tiene dimension n. Si p es un divisor primo de
|G|, entonces G tiene un elemento de orden p (esto es un hecho basico en teoria de grupos). Por
[GAL13, Corollary 2.4] tenemos que p < (d — 1)™. O

Desafortunadamente, este ultimo resultado no aplica en nuestro caso de interés, cuando n = 2
y d = 4, esto es, cuando consideramos superficies cudrticas suaves. Por otro lado, hay casos muy
particulares donde podemos encontrar alguna cota a los posibles ordenes de grupos de automorfis-
mos proyectivos de hipersuperficies suaves.

Proposicion 5.11. Supongamos que n > 2,d > 3y (n,d) # (2,4). Si X es una hipersuperficie
suave de P"*1, entonces Aut(X) = PAut(X).

Demostracion. Véase [MMG63, Theorem 2]. O

Definicion 5.12. Un subgrupo G de PGL(n + 1,C) es levantable si existe un subgrupo H de
GL(n+ 1, C) el cual se proyecta isomorficamente sobre G, esto es, existe un isomorfismo H — G
tal que el siguiente diagrama conmuta

He— GL(n+1,C)

G——— 5 PGL(n+1,C)

Donde el homomorfismo GL(n + 1,C) — PGL(n + 1,C) es la proyeccién canénica del grupo
GL(n + 1,C) sobre PGL(n + 1,C).
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Proposicion 5.13. Supongamos que d > 3, n > 1y (n,d) # (1,3),(2,4). Si G es el grupo de
automorfismos de cualquier hipersuperficie suave X de dimension n y grado d, y d y n + 2 son
primos relativos, entonces G = Aut(X) es levantable.

Demostracion. Véase [GALM20, Theorem 3.5]. ]

Observacion 5.14. En realidad el resultado [GALM?20, Theorem 3.5] de V. Gonzélez-Aguilera,
A. Liendo y P. Montero se satisface como una equivalencia bajo una hipétesis mds fuerte sobre G,
que ellos llaman F'-levantable, donde F' € Clxq, ..., x,] es la forma homogénea de grado d que
determina a X, estoes, X = {F' = 0}.

Proposicion 5.15. Si GG es el grupo de automorfismos proyectivos de alguna superficie ctibica
suave X de P2, entonces |G| < 648, con igualdad, si y solo si, X es proyectivamente equivalente
a la superficie ciibica de Fermat {x} + 3 + 13 + x5 = 0}.

Demostracion. G = PAut(X) = Aut(X). Por [Doll2, Chapter 9, Section 9.5, Theorem 9.5.8]
tenemos que | Aut(X)| < 648, con igualdad, si y solo si, X es proyectivamente equivalente a la
superficie ciibica de Fermat {z} + z3 + 23 + 23 = 0}. ]

Las superficies cuarticas suaves en IP? son un tipo de superficies K3.

Definicion 5.16. [Com14, Théoréme 1.2.3] Una superficie proyectiva X es una superficie K3 si es
suave, minimal, con dimension de Kodaria k(X ) = 0, género geométrico p, := dim H*"(X) = 1
e irregularidad q := dim H'°(X) = 0.

Otras propiedades que tienen las superficies K3 es ser compactas y simplemente conexas. Re-
ferimos al lector a [Kon20] y [Com14] para mayor informacién sobre este tipo de superficies.

Proposicion 5.17. Las superficies cudrticas suaves en P? son superficies K3.
Demostracion. Véase [Kon20, Chapter 4, Example 4.1]. O]

Proposicion 5.18. Sea X una superficie K3 y G un grupo finito de automorfismos de X. Enton-
ces |G| < 3840, con igualdad, si y solo si, X es isomorfa a la superficie cudrtica de Kummer
Km(E; x E;), donde F; es la curva eliptica dada por C/(Z + iZ), con i* = —1.

Demostracion. Véase [Kon99]. O

Observacion 5.19. En [Burl 1, Sect. 272, Ex. 6], W. Burnside conjeturo que la superficie cuartica
suave
{x2 + 2 + 25 + 25 + 1200712925 = 0}

es la que tiene el mayor grupo de automorfismos proyectivos entre las superficies cudrticas sua-
ves de IP3, salvo equivalencia proyectiva. Esta conjetura es verdadera, véase los articulos [Nik79,
Muk88, Kon99, BS21, CD22]. La prueba de esta conjetura se deduce de estos trabajos, pero esto
estd fuera del alcance del trabajo de tesis.



Subespacios invariantes de k[xo, . . ., z,] 48

5.2 SUBESPACIOS INVARIANTES DE k[xg, . .., Zp]

Sea GG un subgrupo finito de PGL(n + 1, k).

Definicion 5.20. Un subespacio lineal V' de k[zo, ..., z,|q es llamado G-invariante si Af ~ f
paratodo f € V.

Lema 5.21. Sea V' un subespacio G-invariante de k[zo, ..., z,|q. Si [A] € G, f € V noes ceroy
A € kX son tales que Af = \f, entonces Ag = \g paratodo g € V.

Demostracion. Es claro que Ag = \g si ¢ = 0. Supongamos ahora que g # 0 esta en 1/, entonces
f+ g €V, yencontramos a,b € k* tales que Ag = agy A(f +¢9) =b(f +g). Asibf + bg =
Af+Ag=Af+agy(b—a)g=(A—b)f.Sib—a =0,entonces \ —b=0ya=>b= A Delo
contrario, b — a # 0y g = c¢f para algiin ¢ € k*, de donde ag = Ag = A(cf) = c¢(Af) =cAf =

Ag, a = . [
Teorema 5.22. Sean V, W dos subespacios G-invariantes de k[zy, . .., x,]q4, entonces VW #0
implica que V- + W es un subespacio G-invariante de k[xo, . .., x,]q.

Demostracion. No hay nada que probar si alguno entre V' y W es trivial. Entonces podemos su-
poner que VW # Oytomarp € VNW.Sea [A] € Gy A € kX talesque Ap = \p. Si f € V
y g € W,entonces Af = A\fy Ag = Ag por Lema 5.21, de esta forma A(f + g) = Af + Ag =
A +Xg = MNf+g)y[A] € PAut(f + g), por tanto V + W es un subespacio G-invariante de

klxo, ..., Tnla- O
Corolario 5.23. Todo subespacio no trivial G-invariante de k|xy, ..., z,]4, estd contenido en un
tinico subespacio maximal G-invariante de k|xq, . . ., Z,]q4.

Demostracion. Se sigue del teorema anterior teniendo en cuenta que k[zo, . .., Z,]4 €S un espacio
vectorial de dimension finita. [l
Corolario 5.24. Si f € k[x,...,2,]q es un polinomio no nulo G-invariante, entonces existe un

tnico V' subespacio maximal G-invariante tal que f € V.

Demostracion. Se sigue por el corolario anterior al considerar el subespacio G-invariante de di-
mension 1, {\f | A € k}, de k[xo, ..., xn]a. O

Teorema 5.25. Hay una correspondencia

subespacios maximales G-invariantes de

k'[ﬂfo, RN ,.Clln]d

Hipersuperficies suaves de P}
G-invariantes de grado d

formas no singulares en la unién de los
}

Demostracion. Es inmediato por Corolario 5.24, la definicion de hipersuperficie suave y Corolario

5.8. [

Ahora vamos describir los subespacios maximales G-invariantes de k[zo, . . ., z,]4. Como k es
un cuerpo algebraicamente cerrado, entonces cada colineacién en PGL(n + 1, k) puede expresarse
de la forma [A], con A € SL(n+ 1, k). En particular, podemos considerar [A4], ..., [A,,] € G, con

A; € SL(n + 1, k), los cuales generan a G como grupo. Sea o; el orden de [A;], y x > 1 tal que
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rd es el minimo comun multiplo de n + 1y d, esto es, mcm(n + 1,d) = kd. Asi A" = 7,E,11
para algin 7; € k*. Como det(A;) = 1, entonces 7"t = det(7E,, ;1) = det(A7) = 1, 7 = 1.
Ahora definamos

L={\Ne€ k™ |\ =1paracadal <i <m}.

Es claro que L es finito y no vacio ya que k es un cuerpo. Paracada 1 < j < mycada A € L deno-

temos por B, ; a la transformacién lineal sobre k[zy, . .., x,|q definida como B, ;f = A;f — A\, f
paratodo f € k[zo, ..., x,]q. Paracada A € L definamos la transformacién lineal
Ty m
klxo, ..., Tnla = klzo, ..., xn]]

como (T\f); = Byjfparal < j <my f € k[xo,...,x,]q. Por dltimo, sea
[' ={ker(T)) | A € L, ker(T)) # 0}
una coleccion, posiblemente vacia, de subespacios de k[xq, . . ., Z,]q-
Lema 5.26. Si f € k[xy, ..., x,]qs es G-invariante, entonces f € ker(7)) para algin \ € L.

Demostracion. Si f = 0, entonces f € T) para todo A € L. En otro caso, si f # 0, entonces
Aif = Nif paraalgin \; € kX Asi A\ f = AT f = (R,E,)f = 72f, \]' = 78 X7 = 70 =
1, Af7" = 1. Portanto A = (A1, ..., \n) € Ly f € ker(T)). O

Lema 5.27. Todo subespacio ker(T)) de k|[xy, . .., z,]|q es G-invariante.

Demostracion. Si f € ker(T)), entonces A; f = A\, f para todo i, asi [4;] € PAut(f). Como G es
generado por los [4;], entonces G C PAut(f), por tanto ker(7)) es un subespacio G-invariante de
klxo, ..., Tnla- O

Lema 5.28. Si ker(7.) Nker(7y) # 0, entonces € = Ay ker(7;) = ker(T)).

Demostracion. Supongamos que f € ker(7.) Nker(7)) no es cero, entonces 7.(f) = 0 = T\ (f),
asi A;f —e;f =0= A;f — \;f paratodo i, por tanto £; = \;, A = e y ker(T;) = ker(T)). O

Teorema 5.29. . Si I' # (), entonces T es el conjunto de todos los subespacios maximales G-
invariantes de k[xo, ..., x,]q. De otro modo, si ' = (), entonces el espacio trivial es el iinico
subespacio G-invariante de k[xy, . .., xp]q4.

Demostracion. Supongamos que I = (), entonces queremos mostrar que no existe ninguna forma
f € k[xg,...,x,]q no nula invariante por G. Razonemos por contradiccion, entonces del Lema
5.26 encontramos f € ker(7)) para algiin A € L, asi ker(7) # 0y ker(T)) € I, contradiccion.
Supongamos que I' # (). Ahora debemos probar que V' es un subespacio maximal G-invariante,
si 'y solo si, V' € I'. Veamos la implicacién directa, sea V' un subespacio maximal G-invariante
de k[xg,...,x,]q, como I' # (), entonces el espacio trivial no es maximal entre los subespa-
cios G-invariantes de k[xo, ..., x,|q, por tanto V no es trivial y encontramos f € V no nulo.
Por el Lema 5.26 encontramos que f € T) para algin A € L, asi A;f = \;f para todo 7. Si
g € V, tenemos por Lema 5.21 que A;g = \;g para todo 4, por tanto V' C ker(T)). Como
ker(T)) es un subespacio G-invariante de k[zo, . .., x,] por Lema 5.27, entonces se sigue la igual-
dad V' = ker(7T)) € I' por maximalidad de V. Veamos ahora que cada ker(7)) es un subespacio
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G-invariante de k|xo, ..., z,|q4, en este caso encontramos por Corolario 5.23 un dnico subespa-
cio maximal G-invariante de k[zo, ..., z,]q tal que ker(7)) C V, por la implicacion directa te-
nemos que V' = ker(7.) para algin ¢ € L. Como ker(7T)) # 0, entonces se sigue la igualdad
ker(Ty) = ker(7%) por el Lema 5.28, de esto que ker(7)) es un subespacio maximal G-invariante
de k[zg, ..., xu]4- O

Corolario 5.30. Hay un nimero finito de subespacios maximales G-invariantes de k[zo, . . ., T,]4.

La importancia de Teorema 5.29 es que nos da un algoritmo para encontrar todos los subes-
pacios maximales G-invariantes de formas homogéneas de grado d, a partir de un conjunto de
generadores de G. Més precisamente, siendo G finito, el conjunto de generadores es finito y en
consecuencia L y el nimero de transformaciones lineales 7 también es finito. Encontrar el kernel
de cada transformacion lineal T}, es equivalente a encontrar el espacio nulo de la representacion
matricial de 7). Esta representacion matricial se halla directamente desde las componentes de las
colineaciones que generan a (7, y su espacio nulo se encuentra por medio de algtin software compu-
tacional. Nosotros implementamos esta idea en un algoritmo en el entorno Mathematica, véase
el archivo Formas Invariantes.nb del anexo, en donde se encuentra desarrollado lo que acabamos
de explicar, ademds de un ejemplo ilustrativo sobre la representacion (A) de ;.

Observacion 5.31. Los subespacios de formas invariantes ya habian sido considerados en el articu-
lo [MPK19]. Nosotros en este trabajo hemos estudiado su relacién con los subespacios maximales
de formas invariantes, su descripcion dada por Teorema 5.29 y desarrollado el algoritmo Formas
invariantes.nb.

5.3 SUBESPACIOS INVARIANTES DE CUARTICAS EN C[zg, z1, x9, 23]

En esta seccion aplicaremos todo lo que hemos mostrado sobre hipersuperficies y teoria de
eliminacién, con lo cual concluimos los objetivos de este trabajo de grado. Aqui encontrare-
mos para cada grupo G de la Seccién 4.3 sus correspondientes subespacios (maximales) inva-
riantes de cudrticas en C[xg, z1, 22, x3] mediante el algoritmo Formas invariantes.nb. Ya que to-
dos estos subespacios lineales tienen dimension finita, serd suficiente con mostrar una base fi-
nita para cada uno de estos subespacios. Para cada una de tales bases {pi,...,p,} mostrare-
mos un criterio sobre los escalares Ai, Ao, ..., A\, para determinar cuales combinaciones lineales
Ap1 + -+ + A:p, son no singulares. En particular, si la base consiste de un solo polinomio p,
entonces lo marcaremos con (x) para indicar que p es singular, de lo contrario, lo marcaremos con
(#). Por ejemplo, el polinomio 2z + x2x2 — 2x0x1 7375 (%) en 5.3.1 es singular, pero el polinomio
22§ + 61112030 + 1205 + T3w9 + 323 (#) en 5.3.11 no es singular.

5.3.1 Subespacios de cuarticas invariantes por 1°.

Primer subespacio I;.
2,2 2,2
T1T5 + TuT5 — 2T0T1T3T2. (%)

Segundo subespacio ..

4. .4 4 4 2.2 | 2 2 : 2.2 2,2 2.2 22
Ty + T + Xy + T3 — 8Tox1T2T3 — 2 (x1x2 + %953) + 2iV/3 (%xl + a5x] + vors + x2x3) . (%)


https://drive.google.com/drive/folders/1MjByjUMeLOdF2w3kW2gbZpSeqO_4A_F_?usp=sharing
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Tercer subespacio 3.
4, .4 4 4 2.2 .2 2 - 2.2 2.2 2.2 22
Ty + 2] + Ty + Ty + 8Tor 1273 + 2 (z1x2 + a:ox3) +2iV3 (xoxl — T3] — Tyry + x2x3) . (%)

Cuarto subespacio 1.

4., .4, 4 4 2.2, 22 ~ 2.2 2.2 292 22
Ty + 1] + Xy + T3+ 8T1Tow3T0 + 2 (xla:2 + xoxg) —2iV3 (xoxl — T3T] — ToTs + xzxg) . (%)

Quinto subespacio I5.

4, .4, 4 4 2.2, 22 - 2.2, 22 2.2 202
Ty +x] + Ty + T3 — 8T Tax3TH — 2 (x1x2 + x0x3) —2iV/3 (xoxl + r3x] + THT5 + x2x3) . (%)

En virtud de claridad queremos mencionar que es innecesario calcular las cudrticas invariantes
por los restantes grupos del Diagrama 4.1. Cualquier otro grupo en este diagrama contiene a 1°, y
todas las cudrticas invariantes por este iltimo son singulares (). Por tanto, los otros grupos en este
diagrama ya estdn concluidos.

5.3.2 Subespacios de cuarticas invariantes por 13°.
Primer subespacio XIII;.
xy + ) + a5 + a5 + 6 (vga] — w3a] + xiat + afes — xias + a3a3) . )
Segundo subespacio XIII.
Ll =2t 2pt

W=t =t

22)

(a:f‘) + o + a:;l + xé) -6 (a:oxg + x7z3

pg—1 L+ p )
1 2 1 — 2 2 4
+ 6%(1‘%.%% + xird) — 6;;—;:”(%2)3:3 + 21w3) + 2470717973,
Tercer subespacio XIII;.
(14 20+ 4p® + 20° + ) (xg + 27 + 25 + 23) + 6(1 + p') (z52] + 2323) .

—6(1 — 2% — p*) a5y + atxs) + 6(p" — 2u — 1) (2525 + xia3) + 24(u" — Dwozi 973,
Cuarto subespacio XIII,.
— (V20 4+ 4p? + 20 + p*) (g + @) + @3 + 23) — 6(1 + p) (agxt + 2523) )
—6(1 = 2¢° — p*)(agas + afxy) — 6(1 + 2 — p') (afal + 2ia3) + 24(=1 + ph)zor 12073,
Quinto subespacio XIII5.

(=1 4p — i = 20° + 20" (g + @7 + a3 + a3) — 6(1 + p?) (wgat + 2323) )
—6(1 — p® 4+ 2ut) (zfas + xia3) — 6(1 — p® + 2u°) (wga; + 5wy) + 24(—1 + p?) w1 202735
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5.3.3 Subespacios de cuarticas invariantes por 14°.

Unico subespacio XIV. Es el primer subespacio en 5.3.2.

5.3.4 Subespacios de cuarticas invariantes por 15°.

Unico subespacio XV. Es el primer subespacio en 5.3.2.

5.3.5 Subespacios de cuarticas invariantes por 16°. No hay ningun subespacio no trivial de
cudrticas invariante por este grupo. Este hecho implica que tampoco hay subespacios no triviales
invariantes para los grupos 18°, 20° y 21°.

5.3.6 Subespacios de cuarticas invariantes por 17°.

Unico subespacio XVII. Es el subespacio primer subespacio en 5.3.2.

5.3.7 Subespacios de cuarticas invariantes por 19°.

Unico subespacio XIX. Es el subespacio primer subespacio en 5.3.2.

5.3.8 Subespacios de cuarticas invariantes por (A).

Unico subespacio A;.

4
2\/_
4

2 T
+ \/;xlxg \/_x1x3 + :)31$2:v3 2\/15,
xy | mag 1

6 i V3 2 rieg + \/_x2x5x0 +3 \/_373370 + 1227370

2 2 1 x
+ 5\/53:1333 — \/;xla:g — 51’33:% — 31

No hemos encontrado un criterio de no singularidad para la combinacién lineal \ohg + A1hq
sobre los parametros Ao, A;. Ni calculando el discriminante segin las formulas de Macaulay ni por
eliminacidn con bases de Grobner. Tedricamente ambos métodos funcionan, como hemos mostrado
en el Capitulo 3, pero su efectividad esta fundamentada en la capacidad de computo que tenga el
software en los cuales apliquemos estos métodos. Desafortunadamente Mathematica no tuvo
éxito en concluir estos cdlculos. Sin embargo, por lo mencionado en el método de eliminacién con
bases de Grobner vemos que hay finitos [\ : \;] € P! tales que \oho+ A1/ es una forma singular,

1 1 2
ho = + w:o + Tow3rg + 31:1:60 + 5 x/_ 2x5w0 + \/;903%

hlz
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de estos puntos hay a lo més 108 = (3+1)-(4—1)3, de los cuales hemos encontrado los siguientes
7,

{2\/_ V15— 1], {2f —VI5 -], [1: =3, [47:8 (1 - 4V3))]
[47:—8<1+4\/§>},[4:—\/§+i\/3] y [4:—\/§—i 5].

5.3.9 Subespacios de cuarticas invariantes por (G).

Primer subespacio G;.

fo=-

3

3 3 3
xo Ty 1 o2y T3To  XITo  ThTp

+ \/_:)32$3:v0+$1:v2353:1:0

12 9y3 20 3v2  2v3 V6 *
3 4 3
vy 1 5, 5 1 9 Ty T1T3
- = -3 - — = .
+ 3\/§ 2 2-7:3 2\/_1‘1.7:23:3 12 \/6
Segundo subespacio Gs.
o1 1 2
fi= 2\/_ + :161:170 + To3T + 3x1xo + = \/_x2x0 + 3%5%0
)]

4

Z — V92 1
\/;151.1'2 3\/—1'1.1'3 T1¥2%s 2\/3

5.3.10 Subespacios de cuarticas invariantes por (C). No hay ningun subespacio no trivial de
cudrticas invariante por este grupo.

5.3.11 Subespacios de cuarticas invariantes por (E).

Unico subespacio E.
4
27y + 61179730 + 1175 + Tiwy + T3 )]

5.3.12 Subespacios de cuarticas invariantes por (B).

Unico subespacio B.

2.2
go = i x2x3x0 ~ % 1 o 1:B3x0 1:B To + X12X223%0
Tz 2 3
\/ \/ 2 15 3
5
xd
0

g1 = — + m xo -+ xgxgxo + + x2x3 + xlychg

4 2 4

Aplicando eliminacién con bases de grobner encontramos que la combinacion lineal \yggg + A1 g1
es no singular, si y solo si,

—20M A8 + 107V/I5A2N + 1140M3)2 + 180v/15M3 )\ # 0
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5.3.13 Subespacios de cuarticas invariantes por (H).

Unico subespacio H;. Es el tinico subespacio en 5.3.12.

5.3.14 Subespacios de cuarticas invariantes por (Q).

Unico subespacio Q).

4 2 2.2 2 2 2
Ty + 4xoxsry + 45wy, wixy + 202737,

4
xo.

Como estos polinomios tienen grado a lo mas 2 en la variable x5, entonces toda combinacién lineal

de estos tiene grado a lo més 2 en la variable x5, y son singulares por Proposicion 3.19.

5.3.15 Subespacios de cuarticas invariantes por (Qy).

Unico subespacio Q.
1 1
2.2 2.2
—551:0.%2 + XoT1x3T2 — 5331:53. (*)

5.3.16 Subespacios de cuarticas invariantes por (Qs). No hay ningun subespacio no trivial de
cudrticas invariante por este grupo.

5.3.17 Subespacios de cuarticas invariantes por (R3). No hay ningun subespacio no trivial de
cudrticas invariante por este grupo.

5.3.18 Subespacios de cuarticas invariantes por (Q;). No hay ningun subespacio no trivial de
cudrticas invariante por este grupo.

5.3.19 Subespacios de cuarticas invariantes por (P).

Unico subespacio P.

4
Po = Xy,

3 3 3
P1 = XTox] + 2371 + 253,

La combinacidn linear \opg + A1p; es no singular, si y solo si, AgA\; # 0. En efecto, por la
Proposicién 3.19 es necesario que ambos )y y \; sean diferentes de cero. Si b € P? es un punto
singular de A\gpy + \1p1, entonces encontramos un punto singular b € P2 de p1,pero {p; =0} esla
curva cuartica de Klein, la cual es suave, lo cual es una contradiccion. Por tanto, que A\g y A; sean
diferentes de cero es un criterio de no singularidad de \opy + A1p;, este criterio es equivalente a

Aot # 0.



6
RESULTADOS

A partir de la clasificacion de las superficies cudrticas suaves invariantes por los subgrupos
primitivos de PGL(4, C) hecha en el capitulo anterior, podemos resolver algunas cuestiones adi-
cionales. En primer lugar recopilamos lo recién hecho en relacién con los diagramas del Capitulo
4.

Teorema 6.1 (Diagrama 4.1). No hay ninguna superficie cudrtica suave invariante por algiin gru-
po primitivo del Diagrama 4.1.

Demostracion. Véase Seccion 5.3, subseccion 5.3.1 del capitulo anterior. OJ

Teorema 6.2 (Diagrama 4.2). La tinica superficie cudrtica suave invariante por al menos un grupo
primitivo del Diagrama 4.2 es dada por el polinomio

k= :L‘é + x‘ll + :L‘;L + xé +6 (m%x% — x%xf + x%xf + m%m% - m%x% + x%x%) .
Ademds, tal superficie es invariante por el grupo 19° el cual es isomorfo a 75.Gs5, y por sus
subgrupos 13°, 14° 15° 17°. Por otro lado, los grupos primitivos 16°, 18°, 20° y 21° no fijan
ninguna superficie cudrtica suave. Por otro lado, {k = 0} es la superficie cudrtica de Kummer
Km(E; 15 % Ejyi0)-

Demostracion. Por la Seccién 5.3 es suficiente con probar que ninguno de los grupos 16°, 18°,
20° y 21°, fijan alguna superficie cudrtica suave. Si X = {f = 0} es una superficie cudrtica suave
invariante por alguno de estos grupos, entonces por el Diagrama 4.2 debe ser invariante por 16°,
por tanto f es una forma cudrtica no singular invariante por 16°, contradiccién con 5.3.5. Res-
pecto al ultimo comentario véase [Muk88, Pagina 190] y [BS21, Proposition 4.3], o bien [CD22,
Proposition 1.6] O

Teorema 6.3 (Diagrama 4.3). Las superficies cudrticas suaves fijas por los grupos primitivos del
Diagrama 4.3 son las siguientes:

(A) Todas las superficies cudrticas suaves invariantes por (A) estdn en el pencil de superficies
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cudrticas
1 1 \/— 2 4
{/\0 <2\/_ + xlxo + x2x3x0 + 3x1x0 + 2510 + §x3x0

2 i
+ \/;M:EQ \/_xﬂg + 23 1L2T3 — 2\/1§>
xy | mag 1
A <_ + 5 13;0 + \/_[L'QIL';;[L'O + = \/—$3!Bo + T12273%0

6 V3
2 2 1 !
+ gﬂxlxg — \/;xlxg — 51"%95% — é) = }

Los puntos [\ : \] € P!

{2\f \Vivis—1 {2f —iVI5 -1, [1: V], [47:8 (1 4v3))]

[47:—8<1+4\/§>}, [4:—\/§+i\/5] y [4:—\/§—z‘ 5].

_I_

corresponden a algunas (no necesariamente todas) de las superficies cudrticas singulares
en este pencil. De tales superficies cudrticas singulares hay a lo mds 108.

(G) Hay solo dos superficies cudrticas suaves invariantes por (G). Estas son:

I‘O 171{['% ZL‘%IO JZ?ZL’O I%l’o
WA
1
2

3vV2 2v3 6

2
1T

1
2 + \/_SL’QZE:;IO + X1Tox3xg —
4 3

26 =0},

:)slxg

+
3V2

1
2202 2
THTs — 5\/§x1x2x3 —

4

{2\/_

2 5 1 3 2 Ty
z — 2901t = 0}
+ \/;xlxz 3\/_3:1953 +afears -

(E) La tunica superficie cudrtica suave invariante por el grupo (E) es:

1 1 2
+ xlaro +x2.9:3x0 + 3351370 + = \/_:1:2350 + §x3x0

{227 + 671227310 + 1175 + 251y + X373 = 0},
Ademas, los grupos primitivos (C), (D), (K) y (F) no fijan ninguna superficie cudrtica suave.
Demostracion. Es inmediato por el Diagrama 4.3 y la Seccién 5.3. [

Teorema 6.4 (Diagrama 4.4). Las superficies cudrticas suaves invariantes por los grupos primiti-
vos (B) y (H), estdn dadas por el pencil de superficies cudrticas
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4 2 2.2
Ty xgxgxo xlxo 1 5 1, 1

TiTo — =TTy — xgxo + X12X923%
V15 V15 3 3
1
6
o
0

(o

/N

V15

>\1( xo + ZEQJ]?,ZL'O —|— 1 + x2x3 + x1x2x3> = ()},

l\')l»—t

N
tales que [\ : \1] € P! son diferentes de los siguientes puntos

(0:1], [1:0], [V15: —4], [2V15: =5]y [6v/15 : 1],

ya que en estos casos las correspondientes superficies cudrticas son singulares.
Demostracion. Es una consecuencia directa de los resultados encontrados en la Seccién 5.3. [

Como aplicacién de la clasificacion de las superficies cudrticas suaves invariantes por los gru-
pos primitivos de PGL(4,C) podemos determinar el grupo de automorfismos proyectivos de la
superficie {k = 0}.

Corolario 6.5. El grupo de automorfismos proyectivos de superficie cudrtica {k = 0} es el grupo
19°. Mas aun, PAut{k = 0} = Z1.5;.

Demostracion. Por 5.3.7 tenemos que PAut{k = 0} = PAut(k) D (19°). Esto implica que
PAut(k) es un subgrupo primitivo de PGL(4, C). Como {k = 0} es una hipersuperficie suave de
dimensi6n 2 y grado 4, entonces PAut(k) es finito por [MM63, Theorem 1]. Por la clasificacion
de H. F. Blichfeld de los subgrupos primitivos finitos de PGL(4,C) tenemos que PAut(k) es
conjugado a algutn tnico grupo en los diagramas del Capitulo 4, denotémoslo por G. El orden de
G es | PAut(k)| > [19°| = 1920. Por Seccién 5.3 tenemos que 19° es el grupo de mayor orden
entre los grupos de los diagramas en el Capitulo 4 que fijan alguna superficie cuartica suave, por
tanto |G| = PAut(k) = 1920, como G D 19° y ambos tienen el mismo orden, entonces deben ser
iguales, PAut(k) = G = 19°. O

Podemos intuir de esta dltima demostracién que la superficie {k = 0} puede caracterizarse por
su grupo de automorfismos proyectivos. Hacemos esto explicito en el siguiente teorema.

Teorema 6.6. Si G es un subgrupo primitivo de PGL(4, C) el cual es el grupo de automorfismos
proyectivos de alguna superficie cudrtica suave X en P, entonces |G| < 1920, con igualdad, si y
solo si, G es conjugado a 19°. En este uiltimo caso X es proyectivamente equivalente a {k = 0}.

Demostracion. La primera afirmacion es basicamente lo hecho en la prueba anterior. Verifiquemos
ahora lo dltimo mencionado. En este caso encontramos una colinenacién [A] € PGL(4, C) tal
que [A]G = PAut(k)[A]. Veamos que [A]X es invariante por PAut(k). Sea [B] € PAut(k), asi
[B][A] = [A][C] para algtin [C] € G, luego [B|[A]X = [A][C]X = [A]X, verificando que [A] X es
invariante por G. Por otro lado, como X es una superficie cudrtica suave, entonces [A]X también
es una superficie cudrtica suave, la cual es invariante por PAut(k) = 19°, pero la tnica superficie
cudrtica suave invariante por este dltimo es {k = 0} (véase 5.3.7), por tanto [A]X = {k = 0},
concluyendo que X y {k = 0} son proyectivamente equivalentes.
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Corolario 6.7. Las superficies cudrticas suaves {k = 0} y {h;2 = 0} son proyectivamente equi-
valentes, donde hiy = ¢ + xf + 75 + x5 + 122071 7973

Demostracion. Por [FMPK16, Section 5] tenemos que el polinomio A5 no es singular, el orden
de PAut{h12 = 0} = PAut(hi2) es 1920 y PAut(hy2) tiene a un subgrupo conjugado de (A),
denotemos por H a tal subgrupo. Como (A) es primitivo y H es conjugado a (A), entonces H es
primitivo. Como H un subgrupo primitivo de PAut(h;5), entonces este Gltimo también es primiti-
vo, y se concluye la demostracién por el teorema anterior. [

Observacion 6.8. Este tltimo corolario junto al previo teorema son un avance en la conjetura de
W. Burnside previamente comentada en Observacion 5.19

Otra estrategia para verificar la conjetura de W. Burnside a partir de nuestros resultados es
mostrar que si X es una superficie cudrtica suave de P? y | PAut(X)| > 1920, entonces PAut(X)
es un subgrupo primitivo de PGL(4, C). Sabemos que | PAut(X)| < 3840 por Corolario 5.18,
por tanto, de ser la conjetura de W. Burnside falsa, entonces por Teorema 6.6 debe existir un
subgrupo no primitivo finito G de PGL(4, C) tal que 1920 < |G| < 3840 el cual deja invariante
a alguna superficie cudrtica suave de 3. Haciendo uso de la clasificacién de los subgrupos finitos
de PGL(4,C) de H. F. Blichfeldt pueden encontrarse los subgrupos con esa cantidad cantidad de
elementos, y ya encontrados estos podemos aplicar los métodos del capitulo anterior para verificar
si alguno de estos subgrupos deja invariante alguna superficie cudrtica suave de P3. Lo dltimo
no es inmediato ya que H. F. Blichfeldt no da explicitamente la descripcién de los subgrupos
no primitivos de PGL(4, C), aunque si explica como obtenerlas en [Blil7, Chapter VII, Section
§120]. Por supuesto, esta estrategia es basada en fuerza bruta, por decirlo de alguna forma, requiere
trabajo y una lectura minuciosa del texto de H. F Blichfeldt.

Observacion 6.9. Todos los resultados de esta seccion son nuestros, salvo las siguientes aclara-
ciones:

1. Respecto al grupo (A) del Teorema 6.3, las superficies cudrticas halladas para (A) son las
mismas que aparecen en [FMPK16, Lemma 3.3]. Lo que sucede es que la base que ellos
encuentran de este subespacio invariante es diferente a la que nosotros encontramos por
medio de nuestro algoritmo. Las 7 superficies cudrticas singulares notadas en Teorema 6.3
si las hemos hallado nosotros.

2. La superficie cudrtica invariante por (E) del Teorema 6.3 es proyectivamente equivalente a
la encontrada por Marcugini et al en [MPK19, Proposition 5.9]. Lo que sucede aqui es que
nosotros usamos una representacion primitiva fiel de PSL(2, 7) equivalente a la considerada
por Marcugini et al en [MPK19].

3. Las superficies cudrticas por (B) y (H) en Teorema 6.4 son las mismas a las que aparecen en
[FMPK16, Lemma 3.2 ], pero expresadas con una base diferente. Las 5 superficies cudrticas
singulares notadas en Teorema 6.4 si las hemos hallado nosotros.
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