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1. Introduccion
La ecuacion de Schrodinger en el toro unidimensional, T, es
i+ Au= f(u), (t,x) eRxT (1.0.1)

donde u es una funcién de valor complejo, con término lineal o no lineal f(u),
es una ecuacion diferencial parcial con dos derivadas en espacio y una deriva-
da en tiempo. La ecuacion lineal de Schrodinger matematicamente describe
la evolucién en el tiempo de la funciéon de onda de algin sistema, y prede-
cir el comportamiento de los electrones y otras particulas cuando se mueven
relativamente lento y tienen poca energia, por lo cual juega un rol muy imor-
tante en la mecanica cuantica. La ecuacién de Schrodinger generalmente es
trabajada en espacios de Hilbert, debido a que en estos espacios es posible
caracterizar y conocer el comportamiento de los electrones y las particulas
mencionadas anteriormente.

La buena colocacién de la ecuacién (1.0.1) junto a una condicién inicial wug
(problema de valor inicial PVI), depende fuertemente del espacio donde se
encuentre ug. Por ejemplo, Y. Tsutsumi [21] mostré la buena colocacién del
PVI para uy € L*(R). Posteriormente, T. Kato [9], mostré que la buena
colocacién del PVI para uy € H*(R™),s > 0,n dimensién del espacio, se
encuentra condicionada al valor de s, esto es, para valores de s > 7. Final-
mente, el caso periddico fue mostrado por J. Bourgain [3], quien demostré la
buena colocacién del PVI para uy € H*(T'), s > 0, introduciendo los espacios
XY con b= %

El objetivo de la teoria de control en ecuaciones diferenciales parciales es
llevar la solucion de un estado inicial a un estado deseado en un tiempo
determinado, esto por medio, de una funcién conocida como control que varia
de acuerdo al problema. Este puede ser una fuente interna o un potencial
(control interno) o una fuente externa que trabaja desde la frontera (control
de frontera). Ver [6] y [13] para una introduccién general.

Se ha mostrado que la controlabilidad de la ecuacion lineal de Schrodinger
esta fuertemente relacionada con la geometria del dominio donde esta se
encuentra. Por ejemplo, S. Jaffad [8] mostrd la controlabilidad interna un
rectdngulo con observaciones en un subdominio abierto w C Q C R? en
el espacio L*(€2) y con control en L?*(w x (0,7T)). Ademés, se ha mostrado
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que para garantizar controlabilidad es suficiente que una curva I' C 0f2 sea,
intersectada por cada rayo en () de acuerdo a las leyes de la geometria éptica
en algin tiempo 0 <t < T (esto se conoce como una condicién geométrica
de control CGC), esto fue probado inicialmente por G. Lebeau [12], cabe
aclarar que G. Lebeau [12] trabaja con control de frontera, pero las mismas
ideas pueden llevar a un control interno. Un caso particular del trabajo de G.
Lebeau [12], fue demostrado por E. Machtyngier [14], donde E. Machtyngier
[14] demostré la controlabilidad exacta usando la tecnica de multiplicadores.
También, fue demostrado por N. Burq [5] que si la ecuacién de Schrodinger
se encuentra en un dominio perforado, esta puede ser controlada por medio
de un abierto en el exterior de la frontera en cualquier espacio de Sobolev
H*(Q2) con s > 0. Para finalizar, C. Laurent y K. Beauchard [2] mostraron
la controlabilidad local en L?*(R) con control en L?((0,7"),R) en un intervalo
acotado, con control bilineal, que representa una particula cuantica en un
campo eléctrico.

El objetivo de este trabajo es estudiar la controlabilidad interna de la ecua-
cién lineal de Schrodinger periddica en una dimension. Eso es, para ug y uy
estados iniciales y finales en L?(T) dados, se pretende encontrar un control
g en LY([0,T], L*(T)) tal que la solucién de

{ l&u+3§7~b=1w9> (z,t) € T x [0, T}, (1.0.2)

u(z,0) = uy, xeT.

satisface u(7T") = uy. Donde T = R/Z es el toro y w C T una regién de con-
trolabilidad pequena. Para tal propdsito, se estudia, inicialmente, la buena
colocacién del problema de Cauchy asociado al sistema (1.0.2) y para ello
introducimos la teoria de semigrupos fuertemente continuos para operado-
res lineales, especificamente una aplicacién directa del Teorema de Lumer-
Phillips Ver ( [16]). Luego, con el objetivo de usar el método de unicidad
de Hilbert (HUM) [13] el cual nos ayudard a determinar la controlabilidad
interna via un estimativo de observabilidad que se deriva del problema dual,
nos apoyamos en la teoria de operadores compactos en espacios de Hilbert,
los cuales nos brindaran herramientas y resultados bastante ttiles tales como
el Teorema de Rellich-Kondrachov [7].

Un concepto importante presentado en este trabajo es el de multiplicadores
de Fourier, estos son operadores un poco mas generales que los operadores



diferenciales, por lo cual son de interés en el estudio de ecuaciones diferencia-
les parciales. Esto pues, los multiplicadores de Fourier generalizan el simbolo
de los operadores diferenciales, brindando la posibilidad de trabajar con fun-
ciones que no solo son polinomiales. Asi, uno de los aspectos mas relevantes
en la teoria de multiplicadores de Fourier trata de cémo invertir tantos ope-
radores como sea posible y al mismo tiempo salvar tanta regularidad como
sea posible. Una de las ventajas que trae consigo es que se conoce gran par-
te de las propiedades y el comportamiento del multiplicador de Fourier por
medio de su simbolo. Para los multiplicadores de Fourier se ha desarrolado
una gran teoria con resultados bastante interesantes, algunos de ellos seran
desarrollados en el contenido de este trabajo.

Es importante detallar que los resultados no son nuevos, el objetivo de esta
tesis es de realizar un estudio monogréfico, en el cual se tendra contacto con
nuevas técnicas y metodologias para el estudio de la ecuacion de Schrédinger
por lo cual se realizara un estudio detallado del articulo ” Internal Control of
the Schréidinger equation” de Camille Laurent [11] enfocandose principalmen-
te en resultados de propagacion de compacidad para algunas soluciones de la
ecuacion de Schrodinger en una dimensién; esto, con el objetivo de demostrar
el estimativo que garantiza na controlabilidad de (1.0.2).

Se ha dividido el trabajo en cuatro capitulos. En el primer capitulo se pro-
porcionan algunas definiciones y propiedades de los operadores lineales com-
pactos en espacios normados, ademas, se introduce la nocién de semigrupo,
enfatizando el estudio en los llamados semigrupos fuertemente continuos y
el Teorema de Lumer-Phillips [16], se introduce la nocién de multiplicadores
de Fourier y se presenta un marco introductorio de la relacién entre con-
trolabilidad, observabilidad y dualidad. En el segundo capitulo se trabaja la
buena colocacion del problema, mostrando que el operador relacionado on
el problema de Cauchy es cerrado, la densidad del dominio de dicho ope-
rador en L*(T) y la dependecia continua de los datos de la solucién. En el
tercer capitulo presentamos un resultado de propagaciéon de compacidad de
las soluciones de la ecuacién lineal de Schrodinger, el cual muestra que si la
sucesion solucién es compacta en un conjunto w C T esta seria compacta
en todo T. Para finalizar, en el cuarto capitulo mostramos como el anterior
resultado de propagacion de compacidad nos permite demostrar la controla-
bilidad interna, mostrando explicitamente como HUM es usado en este caso
particular.



2. Preliminares

2.1. Espacios de Banach y espacios de Hilbert

En esta seccion, presentamos los espacios de Banach y de Hilbert los cua-
les nos brindan bases y herramientas que nos permiten lograr los objetivos
planteado en este trabajo, presentaremos algunas caracteristicas para luego
mostrar algunos resultados de gran importancia. Para finalizar, exhibiremos
los espacios de Hilbert y Banach que son de principal intereses para el desa-
rrollo de este trabajo.

Definiciéon 2.1.1. Norma Una norma es una aplicacion de valor real en
un espacio vectorial X cuyo valor para x € X es denotado por |||y y tiene
las siguientes propiedades

1. flally > .

2. |z]ly =0 2 =0.

3. llazllx = lallle]|.

4 e +yllx < llellix + llyllx
para v,y € X y a escalar.

Una norma en X define una métrica d sobre X, la cual es

d(z,y) = [lv = yllx
para z,y € X.

Definicién 2.1.2. Espacio normado y de Banach Un espacio normado
es un espacio vectorial con una norma definida en él. Un espacio de Banach
X es un espacio normado completo (toda sucesion de Cauchy tiene un limite
en el espacio respecto a la métrica definida por la norma).

Ejemplo 2.1.1. Un espacio de bastante importancia es el espacio LP(R™).
Se define para p > 1 el conjunto

LP(R") = {u :R"™ — C: u es Lebesgue-medible y |u(x)[Pdx < oo} .
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Se puede demostrar que

ol g = / () Pde

define una norma, con la cual el espacio LP(R™) resulta ser un espacio de
Banach.

Definicién 2.1.3. Producto interno Un producto interno en H es una
aplicacion (,)x : X x X — K, donde K es el campo escalar del espacio
vectorial X, tal que para todo x,y,z € X y o, € K se cumple que

Definicién 2.1.4. Espacio de Hilbert Un espacio de Hilbert es un espacio
vectorial X con producto interno definido en X y completo con respecto a la
norma inducida por el producto interno.

Ejemplo 2.1.2. En particular, si tomamos p =2 en el ejemplo 2.1.1, tene-
mos que

2 2
ey = /R () Pde.

Ademds, tendriamos que L*(R™) resulta ser un espacio de Hilbert con el pro-
ducto escalar definido por

(U, V) p2mn) = /n u(x)v(x)dx

para u,v € L*(R™).

Ahora presentamos algunas caracteristicas o propiedades importantes de
operadores definidos en los anteriores espacios.



Definicién 2.1.5. Operador lineal Un operador lineal A es un operador
tal que

1. El dominio, D(A), de A es un espacio vectorial sobre un campo K 1y el
rango, R(A), es un espacio vectorial sobre el mismo campo.

2. Para todo x,y € D(A) y escalares oy, as € R se cumple que

A1 + azy) = a1 Az + az Ay.

Donde introducimos la notacion de D(A) y R(A) para denotar el dominio
de Ay el rango de A respectivamente.

Ejemplo 2.1.3. Operador Identidad El operador identidad Ix : X — X,
(X puede ser un espacio de Banach o Hilbert) definido por Ixx = x para
todo x € X.

Ejemplo 2.1.4. Operador Derivada Un operador que se usa frecuente-
mente en matemdticas es el que toma la derivada de una funcion, el operador
D :D(A) = C"(R) — R(A) = C" ' (R),n > 1 que se denota frecuentemente
como %,D para tomar la primera derivada con respecto a una variable x.
Ademds, es bien conocido que este operador satisface

D(f+9)=Df+Dg vy D(af)=aDf YaeR.

Definicién 2.1.6. Operador Acotado Sean X y Y espacios de normados
yA:D(A) € X = Y un operador lineal. Se dice que A es un operador
acotado si existe una constante real ¢ > 0 tal que |A(x)|| < ¢||z||, para todo
x € D(A). El conjunto de todos los operadores lineales acotados de un espacio
lineal X en un espacio lineal Y lo denotaremos por B(X,Y).

Asi, sea A € B(X,Y). Es fécil ver que
[All = sup{[[Az|| - [lz]| < 1}

define una norma en B(X,Y).

Observacion. Para simplificar un poco la escritura, denotaremos las suce-
. o
siones de la forma (a,) en lugar de {a,} _,

Ahora, presentamos una desigualdad de bastante importancia, usada mul-
tiples veces a lo largo del trabajo.



Proposiciéon 2.1.1. Desigualdad de Holder Supongamos 1 < p,q <

1 1
00, — + — = 1. Entonces para U acotado, siu € LP(U),v € LY(U), tenemos
p

q
que

/U jweldz < [l ogen 10 e (2.1.1)

Demostracion. Por un lado, sin perdida de generalidad supongamos que
[wll 1o0ry = 0, esto implica [ [uv|dz = 0, por lo cual u =00 v =0, pero por

U

definicién de norma se tiene que si |[ul|;, ;) = 0 entonces u = 0. Por tanto,
la desigualdad se cumple para el caso en que |[ul| .y = 00 |||,y = 0.
Por otro lado, supongamos que tanto ||ul|p,y # 0 0 [[v][ 1) # 0 y usando

|ul _ vl
yg=

la desigualdad de Young (ab <y E) con f = ,
P [ll o oy 11l Loy
tenemos que

L S S

fg <

P ||U||I£p(U) q ||v||%q(U).

Integrando con respecto en U, obtenemos

Julioiar

<-4-=1
||u||Lp(U)||U||Lq(U) b q

y asi
/U jweldz < [[ull oqon 10 e
]

Observacion. 1. Un caso particular muy usado de la desigualdad de Holder
es cuando tenemos p = ¢ = 2, esto es

/U fuvldz < [[ull o 1ol 2

Observacion. 2. La desigualdad de Holder puede ser generalizada, esto es
para U acotado, si u € LP(U),v € L(U) puede demostrarse que fg € L"(U)
con % = % + %.
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Ejemplo 2.1.5. Una matriz real A = (aji), j = 1,...,mk = 1,...,n, para
n,r € Z* conr filas y n columnas define un operador T’ : R™ — R" por medio
de Tx = Ax, donde v = ((;) y y = (nx) son vectores columnas con n y r
componentes, respectivamente, y la operacion realizada es multiplicacion de
matrices usual. En términos de componentes, tenemos lo siquiente

m=> G j=1,..7, (2.1.2)
k=1

T es lineal pues la multiplicacion de matrices es una operacion lineal. Ahora,
para probar que T es acotado, recordemos que la norma en R™ es

n
2
l=l* = ¢
m=1

similarmente para y € R". Luego, usando (2.1.2) y la desigualdad de Cauchy-
Schwarz tenemos que

r T n 2
|Tl*=> nf=> [ Oéjka]
=1

j=1 Lk=1
r n 1/2 n 1/2
< (zazk) (m)
j=1 k=1 m=1
'8 n
=[z*> ) o
7j=1 k=1

T n
Notese que g g a?k no depende de x, por lo cual, podemos reescribir de la
j=1 k=1
siguiente forma

T n

ITz||> < P||z|* donde = ZZ&?k.

j=1 k=1
Asi, vemos que T es acotado.

Teorema 2.1.1. Continuidad y acotamiento Sean X,Y espacios nor-
mados y A : D(A) C X — Y un operador lineal. Entonces
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1. A es continuo si y solo si A es acotado.

2. Si A es continuo en un solo punto, entonces A es continuo en todo
punto.

Demostracion. Para demostrar 1. Veamos que si A = 0 la afirmacién es
trivial. Ahora, sea A # 0, entonces ||A| # 0. Primero, supongamos que A
es acotado y consideremos xy € D(A) arbitrario. Sea ¢ > 0 dado. Entonces,
como A es lineal, para = € D(A) tal que

€

|z — 20|l <9 donde 6= —-),
' 1A

obtenemos
Az — Axo|| = [[A(z — zo)|| < ||Allllz — o] < [|All6 = €.

Como xg es arbitrario, lo anterior muestra que A es continuo.
Ahora, supongamos que A es continuo, entonces, para xy € ID(A) arbitrario,
asi, para € > 0, existe 6 > 0 tal que

|Ax — Azg|| < e, Ve € D(A) tal que ||z — x| <.

Sea y # 0 en D(A) y definimos x = o+ ﬁy. Entonces, si ||z — zo|| = 4, por
la continuidad y linealidad de A tenemos que

4] o
42— Ano] = G — au)] = |4 (2w ) | = vl <
[yl [yl
Donde lo anterior puede ser escrito de la forma ||Ay| < ¢||ly||, donde ¢ =¢/d
lo cual muestra que A es acotado.

Para demostrar 2. Vemos que la continuidad de A en un punto implica
que A es acotado por la segunda parte de la prueba del anterior literal, lo
cual implica la continuidad de A en todo punto por (1). O

Definicién 2.1.7. Espacio Dual Sea X un espacio de Banach sobre un
campo escalar K. El dual de X es el espacio

V'=L(V,K):={A:V = K: A acotado y lineal } (2.1.3)
donde el anterior espacio tiene norma definida por el operador, eso es

A ||A|l =  sup  |A(f)] (2.1.4)

feEX:|fllx<1
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El siguiente resultado, nos da un criterio para saber cuando el espacio es
dimensién finita

Teorema 2.1.2. Teorema de Compacidad de Riesz Sea X un espacio
normado. Entonces X es de dimension finita si y solo si la cerradura de la
bola unitaria de X es compacta, eso es, si B(0,1) es compacta.

Demostracion. Por el Teorema de Heine-Borel, un conjunto en un espacio
normado de dimensién finita es compacto si y sélo si es acotado y cerrado.

Ahora supongamos que X es de dimension infinita. Sea 0 < e <1y zy € X
tal que [lz1]] = 1. Inductivamente, definamos Yj := span{z;}f_, # Xy
escojamos T € X tal que xp1 & Yi, ||zrna| = 1y dist(xpy, Vi) > 1 —e.
Entonces es claro que la secuencia (z) no tiene una subsucesién convergente.
Por lo tanto B(0,1) no es compacta. O

La teoria de los espacios de Hilbert por lo general cuenta con maés estruc-
tura geométrica y analitica que los espacios de Banach. Un claro ejemplo de
esto, es la representacion de Riesz para funcionales lineales acotados.

Teorema 2.1.3. Funcionales en espacios de Hilbert Cada funcional
lineal acotado f en un espacio de Hilbert H puede ser representado en térmi-
nos de el producto interno, eso es

f(z) = (z,2) (2.1.5)

donde z que depende de f, es unicamente determinado por f y tiene norma

[l =[£I (2.1.6)

Demostracion. Si f = 0, tomando z = 0 se obtiene (2.1.5) y (2.1.6). Sea
f # 0. Consideremos el espacio nulo N (f) y su complemento ortogonal

N(f)t. Como f # 0 entonces N(f) # H y asi N(f)*+ # {0}. Por lo cual,
podemos tomar z5 # 0 € N'(f)*. Definimos

v=f(z)z0 — f(20)x

donde x € H es arbitrario. Aplicando f y usando la linealidad de esta obte-
nemos

f(v) = f(x)f(20) = f(z = 0)f(x) = 0.
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Lo cual muestra que v € N(f). Como zy LN (f), tenemos

0= (v,20) = (f(x)20 — f(20)7, 20)
= f(x)(20, 20) — f(20){z, 20.)

despejando f(x)

Por lo cual si tomamos

z = 20

(20, 20)
obtenemos (2.1.5).
Ahora, nos resta probar que z en (2.1.5) es tinico. Supongamos que existen
21y 29 tales que para todo x € H

f@) = (z,21) = (2, 25).

Entonces (z, z; — z2) = 0 para todo x. Escogiendo en particular z = z; — 29,
tenemos que ||z, — z||> = 0. Por lo tanto z; = 2,.

Para finalizar, probaremos (2.1.6). Como f # 0 entonces z # 0. Por (2.1.5)
tomando z = x obtenemos

121* = (= 2) = f(z) < AUl = 1=l < DL F-
Por otro lado, usando (2.1.5) y la desigualdad de Cauchy-Schwarz vemos que

[f(@)] = [(z, 2)| < [lzllll=l} = [[f]] = “81”151\@3, 2 < =]

O

Definicién 2.1.8. Forma sesquilineal Sean X y Y espacios vectoriales
sobre el mismo campo K(=R o C). Entonces una forma sesquilineal h sobre

X XY es una funcion
h:XxY =K

tal que, para todo x,x1,x9 € X, y,y1,y2 € Y y escalares o, f € K

h(zy + w2, y1 + y2) = h(x1, 1) + M(w1, y2) + h(22, Y1) + (2, 2),
h(ax, By) = aBh(z,y).
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Definicién 2.1.9. Norma de la forma sesquilineal Si X yY son es-
pacios normados y existe un numero real ¢ tal que para todo x € X yy €Y
se cumple |h(x,y)| < c|lz||||y||, entonces se dice que h es acotado y su norma
es definida de la siguiente forma

h(z,
[h]] = supM = sup |h(z,y)| (2.1.7)

e 1Yl =gyl
Lema 2.1.1. Sea X un espacio vectorial con producto interno. Si (vy,w) =
(vg, w) para todo w € X entonces v = vy. En particular, (vi,w) = 0 para
todo w € X implica v; = 0.

Demostracion. Por hipdtesis, tenemos que para todo w € X
(v1 — v, w) = (v, w) — (vg,w) = 0.

Para w = v; — vy tenemos ||v; — 1)2||2 = 0. Por lo tanto v; — vy = 0, por lo
cual v; = vy. En particular, (v, w) = 0 con w = v; obtenemos ||vy|* = 0, tal
que v; = 0. ]

Teorema 2.1.4. Representacion de Riesz Sean H, Hy espacios de Hil-
bert y h : Hy x Hy — K wuna forma sesquilineal acotada. Entonces h tiene
una representacion

h(z,y) = (Sz,y) (2.1.8)
donde S : Hy — Hy es un operador lineal acotado. S es determinado de
forma dnica por h y tiene norma ||S|| = |||

Demostracion. Consideremos la aplicaciéon h(x,y). Es lineal en y, debido a
que es conjugado. Con el objetivo de aplicar el Teorema 2.1.3, tomaremos z
fijo. Entonces de acuerdo al Teorema 2.1.3, este brinda una representacion
en la cual y es variable, eso es,

h(z,y) = (y, 2).

Por lo tanto,

h(z,y) = (z,9).

Aqui z € Hy es tnico y depende de x € H;. Por lo cual, podemos definir el
siguiente operador dependiente de la variable x

S : Hy — H, dado por z = Sz.

15



Reemplazando z = Sz en h(x,y) = (z,y) obtenemos (2.1.8). Ahora, veamos

que S es lineal. Entonces para todo x,x1, x5 € Hy, y € Hy y escalares a, § €
K

(S(axy + Brs),y) = ah(x1,y) + Bh(za,y)
= (aSxz + BSxs,y),

asf, por el Lema 2.1.1 obtenemos S(ax; + fxg) = aSxy + SSxs.
Para ver que S es acotado, tenemos por (2.1.7) y (2.1.8)

S Sz, S S
w20 [Z Yl zsez0 [2ll|1S2] - 2z0 [I]]

Obteniendo, ||S|| < |||, por lo tanto S es acotado. Para probar que ||S|| =
|h]|, vemos que por una aplicacién directa de la desigualdad de Schwarz

1l = sup 1520 Sl

< = [I51]-
w0 2y~ zyz0 zlllly]

Obteniendo, ||S|| > ||k||, asi ||S]| = ||~
Para finalizar, nos resta probar que S es tnico, por lo cual suponiendo que
existe T': Hy — Hs tal que para todo z € H; y y € Hy tenemos

h(x,y) = (Sz,y) = (Tx,y),

vemos que para todo x € H; se cumople que Sx = Tz por el Lema 2.1.1.
Por lo tanto S =1T. O

Ahora, presentamos la definicién de el adjunto de un operador, donde la
existencia y unicidad de este estd estrechamente relacionado con el operador
S definido en la demostracion del Teorema 2.1.4.

Definicién 2.1.10. Operador adjunto A* Sea A : Hy — Hy un operador
lineal acotado, donde Hy y Hy son espacios de Hilbert. Entonces el operador
adjunto A* es el operador

A" Hy — H;

tal que para todo x € Hy yy € Hy se cumple que

(Az,y) = (z, A™y).
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Teorema 2.1.5. Unicidad de A* El operador adjunto A* de A existe, es
unico y es un operador lineal acotado con norma ||A*|| = || AJ|.

Para una prueba de este resultado se refiere al lector a ver [10] pagina
196 Teorema 3.9-2.

Para estudiar algunas propiedades del operador adjunto, el siguiente lema
puede ser de mucha importancia

Lema 2.1.2. Operador Cero Sean X yY espacios de Hilbert y ) : X —Y
un operador lineal acotado, entonces

(a) Q=0 siy sdlo si (Qr,y) =0 para todox € X yyeY.

(b) Si@Q: X — X, donde el campo escalar de X es complejo, y (Qx,x) =0
para todo x € X, entonces () = 0.

Demostracion. (a) Por un lado @ = 0 implica Qx = 0 para todo x e implica
ademas

(Qz,y) = (0,y) = 0.

Por otro lado, si (Qz,y) = 0 para todo = y y entonces Qx = 0 por 2.1.1, y
asi, ) = 0 por definicién.
(b) Por hipétesis, (Qu,v) = 0 para cada v = ax+y € X con a € R tenemos

0= (Qax +vy),ax +y)
= [o|*(Qz,x) + (Qy,y) + a(Qu,y) + AQy, 7)
= a(Q,y) + a(Qy, x)

tomando o = 1, obtenemos

0= (Qz,y) + (Qy, x)

yoa=1
0 =(Qz,y) — (Qy, ).
Sumando las dos expresiones, (Qx,y) = 0 y por el literal (a) ¢ = 0. O

Definicién 2.1.11. Operador Auto-Adjunto Un operador acotado T :
H — H, con H un espacio de Hilbert es auto-adjunto si A* = A.
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Un criterio bastante 1til para saber cuando un operador es auto-adjunto
en un espacio de Hilbert es el siguiente

Teorema 2.1.6. Sea A : H — H un operador lineal en un espacio de Hilbert
H. Entonces:

(a) Si A es auto-adjunto, (Ax,x) es real para todo x € H.

(b) Si H es complejo y (Ax,z) es real para x € H entonces el operador A
es auto-adjunto.

Demostracion. (a) Si A = A*, entonces para todo x € H,

(Az,z) = (x, Ax) = (Azx, x)

Por lo tanto (Az, z) es igual a su conjugado complejo, por lo tanto es real.
(b) Si (Ax,z) es real para todo x € H, entonces

(Az,x) =(Ax,x) = (x, A*z) = (A%x, T).

Por lo tanto,
0= (Az,z) — (A"z,x) = (A — A"z, x)

y A— A* = 0, asi, usando el Lema 2.1.2 obtenemos A* = A como H es
complejo. O

Ejemplo 2.1.6. Sea P>(R) es el espacio vectorial de polinomios reales de
grado menor o igual a 1. Definimos el producto interno en Py(R) como

(p.q) = p(0)q(0) + p(1)q(1)
para p,q € Po(R). Consideremos el funcional
L : PQ(R) — P2<R)

definido por L(a 4 bx) = (8a + 2b) + (b — 3a)z, para a,b € R. Mostremos
que L es auto adjunto, para esto, debemos ver que (v, L(w)) = (L(v),w) con
v=a+bxr yw=c+ dr. Por un lado,

(v, L(w)) = {a + bz, (8¢ + 2d) + (d — 3¢)z)
= 8ca + 2da + 8ca + 2da + da — 3ca + 8cb + 2db + db — 3c¢b
= 13ca + 5da + 5¢b + 3db.
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Por otro lado,

(L(v),w) = ((8a + 2b) + (b — 3a)z, c + dx)
= 8ca + 2¢b + 8ca + &da + 2¢b + 2db + ¢b 4+ db — 3ca — 3da
= 13ca + 5da + 5eb + 3db.

Por lo cual, (v, L(w)) = (L(v),w) y asi L = L*.

Ahora, presentamos las nociones de convergencia débil y fuerte, con el ob-
jetivo, de diferenciar una de la otra escribiremos sus respectivas definiciones
y notacion.

Definicién 2.1.12. Convergencia fuerte Una sucesion (x,) es un espacio
normado X converge fuertemente si existe x € X tal que

nh_)rrgoﬂxn —z|| = 0. (2.1.9)

Y lo denotamos por x, — x.

La convergencia débil es definida en términos de los funcionales lineales
acotados de X tal como se muestra en la siguiente definicion

Definicién 2.1.13. Convergencia débil Una sucesion (z,,) es un espacio
normado X converge débilmente si existe x € X tal que para cada f € X'. (X'
espacio dual de X ).

lim f(z,) = f(x). (2.1.10)
n—ro0
Escribimos z, — x y decimos, que x es el limite débil de (x,,).

En particular, por el Teorema 2.1.4 si X es un espacio de Hilbert la
anterior definicién puede ser escrita de la siguiente forma

x, — x siy solo si (z,,z) — (x,z) para todo z € X. (2.1.11)

Ahora bien, con el objetivo de presentar los espacios de Banach y Hilbert
que fueron usados para el desarrollo de este trabajo debemos antes definir la
transformada de Fourier en nuestro espacio de interés.
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2.2. Transformada de Fourier en T"

Primero fijamos la notacién para el toro como T" = R"/Z". T™ puede ser
identificado con el cubo [0,1) C R", donde identificamos la medida en el toro
con la restriccion de la medida euclidiana en el cubo. Las funciones en T"
pueden ser pensadas como aquellas funciones en R™ que son 1-periédicas en
cada direccion coordinada. De forma mas precisa, en R" definimos la relacion
de equivalencia

r~ysSr—yelt,
donde las clases de equivalencia son
[z] ={y eR" 1z~ y}
={r+q:qeZ"}.
Un punto = € R™ es naturalmente enviado a un punto [z] € T™, asi, con el
fin de abreviar la escritura escribiremos = € T™ en vez de [z] € T™.

En particular, en este trabajo tomaremos n = 1, eso es, el toro de dimensién
uno. Asi, cabe destacar que T = R/Z es isomorfo a el circulo

St = {z cR?: |z|| = 1}
= {(cost,sent) : t € R}
por medio de la aplicacién
t — (cos(2mt), sen(2mt))

por lo cual identificaremos funciones en T con funciones en S'. Empezaremos
mostrando una caracteristica muy importante de las funciones de T y defi-
niendo otro espacio que nos ayudaran a definir la transformada de Fourier.

Definicién 2.2.1. Funciones periddicas Una funcion f : R — Y es 1-
periddica si f(x+q) = f(x) para cadax € R y q € Z. Asi, consideramos estas
funciones definidas en T =R/Z = {x +7Z : x € R}. El espacio de funciones
1-periddicas m veces continuamente diferenciable estd denotado por C™(T) y
las funciones de prueba son elementos del espacio C*(T) =(,,c,+ C™(T).

Definicién 2.2.2. Espacio de Schwartz Sea S(Z"™) el espacio de funciones
de rapido decrecimiento 7' — C. Eso es, ¢ € S(Z") si existe M < oo y una
constante Cy ar tal que

(k)| < Conr(1+ [K||*)~ 2
para todo k € Z".
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Ahora bien, teniendo en cuenta lo anterior podemos definir de manera
general la transformada de Fourier en T™.

Definicién 2.2.3. Transformada de Fourier peridodica Sea
Fpn = (f = [): C®(T") — S(Z")

la transformada de Fourier en el toro definida por
Fk) = / e~k (1) d. (2.2.1)
Entonces Frn es una biyeccion y su inversa Fpn : S(Z") — C=(T") dada

por
= ek (k) (2.2.2)

kezZmn

tal que para h € S(Z") tenemos que

( ']Tnlh Z 6227r:v k:h

kezm

2.3. Espacios LP(T) y H*(T)
Con ayuda de lo anterior, definimos de forma general el espacio LP(T)

Definicién 2.3.1. Espacio LP(T) Para 1 < p < oo definimos LP(T) como
el espacio de todas las funciones u tal que

1/p
ol ey = ( / |u<x>\pd:c) < oo.

Para p = oo, sea L>(T) como el espacio de todas las funciones u tal que
[l oo 1y 7= €88SUPeT|u(T)| < 00.

Estos espacios con sus respectivas normas son de nuevo un par de ejemplos
de espacios de Banach.

Asi, de acuerdo a lo anterior, de manera particular definimos el espacio
L?(T) y presentamos algunas caracteristicas de este, cabe resaltar que este
espacio es de mucha importancia en este trabajo y muchos de los resultados
realizados fueron hechos en este espacio:
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Definicién 2.3.2. Espacio L?(T) El espacio L*(T) es un espacio de Hilbert
con producto interno

(U, V) p2 ) ::/Tu(x)v(x)dx,

donde Z es el conjugado complejo de z € C. Los coeficientes de Fourier de
u € L? son

u(k) = / e meky(2)de (k€ 7) (2.3.1)
T
estdn bien definidos para todo k debido a la compacidad de T y la desigualdad
de Holder (ver 2.1.1).
Teorema 2.3.1. La familia {ey : k € Z} definida por

Gk(ZL') — 6i27ra:~k

forma una base ortonormal de L*(T).

Para una prueba de este resultado se envia el lector a [19].

Observacion. Como ya vimos la familia {e, : k € Z} forma una base orto-
normal en L*(T). Asi, las sumas parciales de la serie de Fourier ), _, u(k)e
converge a u en la norma L?, tal que podremos identificar u con su represen-
tacion en series de Fourier

u(w) =Y (k) F, (2.3.2)
keZ
donde, llamamos a u : Z — C la transformada de Fourier de .
Otro espacio de gran importancia en este trabajo es el espacio de distri-

buciones periédicas

Definicién 2.3.3. Espacio de distribuciones periddicas D'(T) El es-
pacio dual D'(T) = L(C>(T),C) es llamado el espacio de distribuciones
periddicas. Para w € D'(T) y ¢ € C(T) escribiremos

u(¢) = (u, ).

Ahora introduciremos los espacios de Sobolev periddico, H*(T), el cual,
para algunos valores de s € R, note que s = 0 es el espacio L*(T) y nos
brinda informacion acerca de la regularidad de las distribuciones. Pero antes
definimos el bracket:
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Definicién 2.3.4. Bracket Consideremos la aplicacion

k—(k):Z—R"

k- {|k;| k0

tal que

1 k=0.
La idea de esta funcion es medir la tasa de decrecimiento de las distribucio-

nes.

Observacion. La anterior aplicacion también puede ser definida de tal for-
ma que (k) = (1+ |k[*)"/2, pues el objetivo principal de esta funcién es que
tenga un comportamiento asintotico como la norma k — |k| cuando |k| — oc.

Asi, teniendo en cuenta lo anterior definimos los espacios de Sobolev

Definicién 2.3.5. Espacios de Sobolev H3(T) Para uw € D'(T) y s € R
definimos la norma ||| sy por

1/2
[l sy = <Z<k>25|@(k)l2> : (2.3.3)

kEZ

El espacio de Sobolev H*(T) es entonces el espacio de distribuciones 1-
periodicas para el cual la anterior norma es finita. Asi, escribiremos la re-
presentacion de estas funciones en series de Fourier Y., _, u(k)e™™*.

Cuando restringimos los valores de s a valores reales no negativos, pode-
mos definir una norma distinta y podemos hallar una relacion bastante 1til
entre las dos normas dadas

Teorema 2.3.2. Para s € Ny la norma de Sobolev, puede ser definida como
1/2
/ o 2
Julf, = (Z [ ezt )
a<s T

donde en este caso a € Ny. Con esta definicion, tenemos entonces la siguiente
desigualdad /
el sy < Nl (2.34)
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Demostracion. De la definicién de (k) tenemos que

lall oy = @O+ Y [KI™[@(k) [

keZ—{0}

(lall = 3 | 105

a<s

2
= ZHUHLQ(T)

a<s

Luego, usando el lema 2.6.1 y aplicando una de las propiedades de la trans-
formada de Fourier obtenemos

=D 2wk fak)P,

separando de la anterior suma los terminos cuando o = 0 y o = s, tendriamos
que

Y lak) + Y 2nk @k + Y Z\%k\zs\ﬂ(/ﬂ)g

keZ kEZ 0<a<s keZ
~ 2 2s 2c
=[a@0)*+ Y (k) + > 2wk’ + Y > 2wk (k)
keZ—{0} keZ 0<a<s keZ

Donde, comparando la tltima expresién de arriba con la norma [ul| .
dada en (2.3.4), vemos que hay dos términos muy parecidos, uno de ellos con
un factor 27. Por lo cual

meeny F ) AR+ Y0 Y 2wk (k).

keZ—{0} 0<a<s k€Z

/
[ull, = Cllul

Por lo tanto, [[ul] sy < HUH; -

Para terminar la presentacion de los espacios de Sobolev, definimos el
espacio dual de H*(T), s € R.
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Definicién 2.3.6. El espacio H *(T) es el espacio dual de H*(T) por medio
del producto interno dual Banach

(u,v) =Y _a(k)o(—k)

kEZ

donde u € H*(T) y v € H5(T). Note que (u,v) = [pu(z)v(z)dzx cuando
s = 0. De acuerdo a el producto interno definido en L*(T) = H°(T)

(U, V) o :/Tu(x)v(x)dx

este seria el producto interno dual Hilbert, y H*(T) y H*(T) son espacios
duales correspondientes.

2.4. Semigrupos uniformemente continuos y | semi-
grupos

En esta seccion, presentaremos algunos conceptos de la teoria de Semi-
grupos que son usados a lo largo del trabajo. Para iniciar, presentamos la
definicion general de un semigrupo.

Definicién 2.4.1. Semigrupo Sea X un espacio de Banach. Una familia
uniparamétrica {T(t) >0 de operadores lineales acotados de un espacio de
Banach X en el mismo, es un semigrupo en X si

(1) T(0) =1, (I es el operador identidad en X ).
(1) T(t+ s) =T(t)T(s) para todo t,s > 0 (Propiedad de semigrupo).

Definicién 2.4.2. Semigrupo de operadores lineales acotados Un se-
migrupo de operadores lineales acotados, {T'(t)}i>0, es uniformemente conti-
nuo St

lim ||T(t) — I|| = 0.

t—0t

Definicién 2.4.3. Generador infinitesimal Definimos el operador A por

Tt)—x d'T(t)x
Az = 1i = _ D(A
PO ¢ g =0 pare € DA,
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si el limite existe. Esto nos permite definir el dominio del operador A como

]D(A):{xeX: h’m%<oo}.

t—ot
A se llama el generador infinitesimal del semigrupo {T'(t)}i>0.

Ejemplo 2.4.1. Sea X = C(R) el espacio de las funciones continuas y
acotadas en R, con la norma

[flloe = suplf(z)]-
z€R
Para cadat >0 y f € C(R) definimos T(t) : C(R) — C(R) por

(T(1)f)(2) = f(x+1) = filx),t > 0.

Si f € C(R) es inmediato que f; € C(R). Veamos que T(t), es una aplicacion
lineal acotada para cadat > 0 y asi ver que este operador define un semigrupo

cuyo generador infinitesimal es el operador derivada. En efecto, si f,g €
C(R), entonces

(TS +9)(x) = (f+9)(@+1) = flz+1) +g(z+1)
= (T f)(x) + (T(t)g)(x)

y para o € R tenemos que,

(T@)(af)(x) = (af)(z + 1) = af (x + 1)
= a(T(t)f)(x)-

Luego, T(t) es un operador lineal. Ahora, dado que
IT°() f[| = sup|f(z +t)| = sup| f ()] = || fll,
zeR zeR

tendriamos que T'(t) es acotado, tomando ¢ =1 en la Definicion 2.1.6.
Ahora, para finalizar, veamos que T(t) define un semigrupo cuyo generador
infinitesimal es el operador derivada. Asi,

(i) (T(O)f)() = f(x+0) = f(x) = (If)(x) entonces T(0) = 1.
(i) (T(s+0)f)(@) = f(x+s+1) = (T(O)f) e + ) = (T()T(0) )(2).
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Ademas,
Af(S) = l{im (T(S)f)(s) B f(S) = lm f(t + Si - f(S) _ f/(S),

t—0+ t t—0+

por lo cual, D(A) = {f € C(R) : [ existe}.

Observacion. Si {T'(t)}i>0 es un semigrupo uniformemente continuo de
operadores lineales acotados entonces

lfm||T(s) — T(¢)|| = 0.
s—t

Lema 2.4.1. Sea {T'(t)}+>0 un semigrupo uniformemente continuo. Enton-

ces, si v € X
t+h

, 1
]lll_%ﬁ t T(s)xds = T(t)x.

Demostracion. El resultado es una consecuencia inmediata de la continuidad
uniforme del semigrupo, pues por definicién de continuidad existe § > Oye >
0 tal que Vs,t € X se cumple ||s —t|| <y [|[T(s)z —T(t)z| < e. Asi,

H% /t " (s)ads — T(0)a

_ H% /t " Ty - T()a)ds
1

<3 [ I =Telas

1 t+h
< E/ eds = €.
t

El siguiente resultado es importante para la demostracion de un resultado
bastante importante en el trabajo.

0

Teorema 2.4.1. Sea A € B(X, X), donde X es un espacio de Banach. Si
|A|l < 1, entonces (I — A)~" existe como operador lineal acotado en todo el
espacio B(X, X) y

(I—A) =) A (2.4.1)
=0
donde la serie es convergente con respecto a la norma de B(X, X).
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Demostracidn. Por un lado recordemos que [|A7| < IA|Y v que la serie
geometrica Y o[| Al converge para [|A[| < 1. Por lo tanto la serie en la
ecuacion (2.4.1) converge absolutamente. Por otro lado, como X es comple-
to tendriamos que B(X, X) es completo (ver [10] pag. 118 Teorema 2.10-2).
Por lo tanto convergencia absoluta implica convergencia de la serie en (2.4.1)
(ver [20] pag. 49).

Luego sea S := ijoHAHj- Entonces

(I— AT +A+---+ A"
={[I+A+---+A")(I—-A)
=] — A"

Con lo cual, si n — oo entonces A" — 0 pues ||A]| < 1. Asi, obtenemos
(I-A)S=5I—-A) =1
Lo cual muestra que S = (I — A)—1. O

Teorema 2.4.2. Un operador lineal A es un generador infinitesimal de un
semigrupo uniformemente continuo si y solo si A es un operador lineal aco-
tado.

Demostracion. Sea A un operador lineal acotado en X y definamos

T(t)=e"=>)" <t3)n, (2.4.2)

el lado derecho de (2.4.2) converge en norma y define un operador lineal
acotado para todo t € R T'(t). Es que claro que las propiedades (i) y (i7) de
2.4.1 se satisfacen. Realizando célculos directos con la serie obtenemos

IT(t) = 11| < t]|Afl e
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s
e e
n!
_ A - |

< t]| AP — 0 si ¢ — 0,

lo cual implica que {7T'(t)}+>0 es un semigrupo uniformemente continuo en X
y A es el respectivo operador infinitesimal.

Sea {T'(t) }+>0 un semigrupo uniformemente continuo en X. Fijamos p > 0
tal que sea el coeficiente mas pequeno que cumpla HI —p ! fop T(s)dsH < 1.

Por el Teorema 2.4.1 tenemos que p~! fop T'(s)ds es invertible y por lo tanto
también lo es [/ T(s)ds. Asi,

h(T(h) — 1) /pT(s)ds =ht (/OPT(S + h)ds — /OPT(s)ds)

O _p ( /0 " (s /0 hT(s)ds)
W T(h)—1)=h"" (/Op+h T(s)ds — /Oh T(s)ds) (/OpT(s)ds) h

St h — 0, tendrfamos por Lema 2.4.1 que h="(T'(h)—1I) — (T(p)—1)(f T(s)ds) " el

cual es acotado. En efecto,
o0 P n
Z (I —p / T(s)ds)

o) -5
[—p! /0 " P(s)ds
(,01 /O pT(s)ds)l

p 71
oo y por tanto, (/ T(s)ds) es un operador acotado. O
0

y por lo tanto

n

<

D

0

o0
n—

<

donde como HI —p [y T(s)dsH < 1, implica que
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En lo que sigue de la seccién, supondremos X espacio de Banach.

Definicién 2.4.4. Semigrupo fuertemente continuo Un semigrupo {T'(t)}>o
en X, se dice que es fuertemente continuo o Co— semigrupo si para todo
r € X se cumple que

lim T'(t)z = . (2.4.3)

t—0t

A este semigrupo lo llamamos un semigrupo de clase Cy o simplemente Cy—
SeMigrupo

Ejemplo 2.4.2. Veamos que el operador definido en el ejemplo 2.4.1 es un
Co— semigrupo. Por la continuidad uniforme de f se tiene que

1T@)f = fIl = Slelg|f(93+t) — f(@)] =0, sit—0".

Por lo tanto el operador T'(t) es un Co— semigrupo.

Teorema 2.4.3. Sea {T'(t)}i>0 un Co— semigrupo. Existe una constante
w>0yM>1 tal que

IT ()] < Me*', 0 < t < co. (2.4.4)

Demostracion. Primero demostramos que existe n > 0 tal que ||T'(¢)| es
acotado para 0 < t < 7. Si esto es falso, entonces existe una sucesion {t, } que
satisface ¢, > 0,lim; oo t, = 0y ||T(¢,)|| > n. Por el principio de acotacién
uniforme (ver [10] pag. 249) se sigue que para todo z € X. ||T(t,)x|| es no
acotado, lo cual contradice (2.4.3). Asi, ||T(¢)|| < M para 0 < ¢ < 7. Dado
que [|T(0)|| =1,M > 1. Sea w = n~tlog(M) > 0. Ahora si, t > n entonces
parat > 0 tenemos que t = nn+4, donde 0 < § < ny por lo tanto empleando
la propiedad de semigrupo se tiene que

1T = ITE)T ()" < M™ < MM = M
]

Corolario 2.4.1. Si {T(t)} es un Cy—semigrupo entonces para todo x €
X,t — T(t)x es una funcién continua de Ry en X.

Demostracion. Sea t,h > 0, la continuidad de t — T'(t)x se sigue de

IT(t+ h)a = Tzl < [TOMNT(h)z — x| < M| T(h)z — x|
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Luego, por la definicién 2.4.4 obtenemos ||T(t + h)x — T(t)z|| < eMe*. Lue-
go, parat > h > 0,
|T(t+ h)x—T(t)x|| = ||T(t—h)x—T({t—h+ h)x|
< |17t = Al = T(h)x|
= Me“t||x — T'(h)z]|.
U

Teorema 2.4.4. Sea {T(t)}i>0 un Co—semigrupo con generador infinitesi-
mal A. Entonces para v € D(A), T(t)x € D(A) y

d
aT(t)x = AT (t)x =T(t)Ax, ¥t > 0. (2.4.5)
Demostracion. Sea x € D(A) y h > 0. Entonces
T(h)—1 T(h)—1
%T(t)x =T(t) (%) x— T(t)Ax si h — 0. (2.4.6)

Ast, T(t)x € D(A) y AT(t)x = T'(t) Az, por lo tanto (2.4.6) implica que

d+
ET(t)x = AT (t)x = T(t)Ax,
Jr
donde — denota la derivada por la derecha. Para completar la demostraciéon

de (2.4.5) tenemos que mostrar que para t > 0, la derivada izquierda de T'(t)x
existe y equivale a T'(t)Az. En efecto, pues

lim (T@)x _hm —h_ T(t)A:c) = limT(t — h) (% - A:c)

+ }Lirr(l](T(t — h)Az — T (t)Ax),

ambos términos del lado derecho tienden a cero, el primero dado que z €
D(A) y || T(t — h)]|| es acotado en 0 < h <ty el segundo por la continuidad
fuerte de T'(t). O

Definicién 2.4.5. Operador cerrado Sea X un espacio de Banach. Un
operador lineal A : D(A) C X — X, es cerrado si para cada sucesion {x,}
en D(A) que converge x € X tal que Az, — y cuando n — oo, se tiene que
x€D(a) y Ax =y.
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Definicién 2.4.6. Espacio denso Sea X un espacio de Banach. Decimos
que Y esdensoen X siY C X yY = X.

Ahora, presentamos un resultado de gran importancia, puesto que, nos
garantiza la unicidad del Cy—semigrupo.

Teorema 2.4.5. Sean {T'(t) }1>0 y {S(t) }i>0 dos Cy—semigrupos con genera-
dores infinitesimales A y B respectivamente. Si A = B entonces T(t) = S(t)
para t > 0.

Demostracion. Sea x € D(A) = D(B). Por (2.4.5) tenemos que

%T(t —35)S(s)x = —AT(t — s)S(s)z + T (t — s)BS(s)x
=-T(t—s)AS(s)x+T(t — s)BS(z) = 0.

Por lo tanto, la aplicacién I' : s — T'(t — s)S(s)x es constante y en particular
los valores de I" en s = 0y s = t son los mismos, es decir, T'(t)x = S(t)z. Esto
se tiene para todo x € D(A), pero como ademés D(A) = X (ver [16] pag. 5
corolario 2.5), podemos concluir que T'(t)x = S(t)x para todo x € X, O

Corolario 2.4.2. Si A es el generador infinitesimal de un Cy—semigrupo
{T'(t)}+>0 en un espacio de Banach X, entonces el problema de valor inicial

du(t)
g Ault) =0 (2.4.7)
u(0) = g :

tiene una unica solucion u : [0,00) — X,z € D(A), con

Demostracion. Es una consecuencia inmediata de (2.4.5) y del Teorema 2.4.5.
O
2.4.1. Teorema de Lumer-Phillips

En esta seccion, presentaremos algunas caracteristicas de los generadores
infinitesimales de los Cy—semigrupos de contracciéon. Por lo cual, empezare-
mos definiendo esto tltimo
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Definicién 2.4.7. Semigrupo de Contraccion Un Cy—semigrupo T'(t)
es de contraccion si las constantes M y w del Teorema 2.4.3 son 1 y 0 res-
pectivamente.

Ejemplo 2.4.3. Mostremos que P, := eXP=D (donde Pf := [ f(y)P(-,dy) €
Co(RY), para Co(RY) y ||P|| = 1) es un co—semigrupo de contraccion en
X = (Co(RY), |I|l.). Para probar lo deseado, debemos tener en cuenta que
como todo operador conmuta con el operador identidad, tenemos que

Ptf — 6)\t(P—I)f _ GAtPG—AtIf _ G_Atle)\tpf. (248)
Luego, para probar que P, es de contraccion note que
AP R — M| P
M)l < D2 1Pl = PNl
n>0

como ||P|| =1, obtenemos ||e*P|| < eM||f||.. Asi, por (2.4.8)

1Piflle = e ||| M flle < 1f
Ahora, presentamos unas nociones preliminares que nos permitiran enun-
ciar el resultado principal de esta seccion.
Sea X un espacio de Banach y X* su espacio dual. Para todo = € X se
define el conjunto dualidad por F'(z) C X* por
* * * * 2 * ]2
Fr) ={z": 2" € X", (z,27) = ||=[|” = [|«"|]} (2.4.9)

Como consecuencia inmediata del Teorema de Hahn-Banach tenemos que
F(zx) # () para cada z € X.

Definicién 2.4.8. Operador disipativo Un operador linea A es disipativo
si para todo x € D(A) existe un x* € F(x) tal que Re(Ax,xz*) < 0.

Ejemplo 2.4.4. Sea A : D(A) C L?[0,1) — L?[0,1) un operador lineal
definidor por Af = —f,,Vf € D(A) y con dominio

D(A) :={f € H'[0,1) : £(0) = 0}.
Veamos que A es disipativo, para esto, realizamos el siguiente calculo

1 1 2
(Af, )y = — /0 oz =T <

por lo cual A es disipativo.
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Otra forma de ver cuando un operador lineal es disipativo, es la siguiente

Teorema 2.4.6. Un operador lineal A es disipativo si y solo si
(A — A)zx|| > A||z|| para todo x € D(A) y A > 0.

Para una prueba de este resultado ver (ver [16] pag. 14 Teorema 4.2).

Teorema 2.4.7. Lumer-Phillips Sea A un operador lineal con dominio
denso D(A) en X

(a) Si A es disipativo y existe \g > 0 tal que la imagen (Im(Aol — A)) de
Mol —A es X, entonces A es un operador infinitesimal de un Cy—semigrupo
de contraccion en X.

(b) Si A es el generador infinitesimal de un Co—semigrupo de contraccion
en X entonces Im(AN — A) = X para todo A > 0 y A es disipativo.
Por otra parte para todo x € D(A) y todo z* € F(x), tenemos que
Re(Azx,x*) <0

Demostracion. (a) Sea A > 0, dado que Im(A — A) = X y que A es
disipativo, por el teorema 2.4.6 se tiene que el operador (Mgl — A)(A =
A\o) es invertible y que (Aol — A)~! es un operador lineal acotado y por
lo tanto cerrado. Por tanto A\gI — A es cerrado, y asi A también seria
cerrado. Si Im(A — A) = X para todo A > 0 entonces el resolvente
p(A) 2 (0,00 y por Teorema 2.4.6 |[Im()\ : A)|| < A~y por el Teorema
de Hille-Yosida (ver [16] seccién 1.3) se sigue que A es el generador
infinitesimal de un Cy—semigrupo de contraccion en X.
Para completar la demostracién de (a), queda por mostrar que Im (A —
A) = X para todo A > 0. Para esto, consideremos el conjunto

A={A>0:Im(\ —A) =X},

note que A # () pues \g € A. Sea A € A, como Im(A\[ — A) = X y
|(A] — A)zx|| > A||z]|, para todo = € D(A), se tiene que A € p(A), el
cual es abierto. Por lo tanto existe § > 0 tal que (A —d, A+ ) C p(A).
Ahorasi a € (A=, A+ ) C p(A), el operador al — A es invertible y
como consecuencia la ecuacién (al — A)x = y tiene solucién para cada
y € X, es decir, Im(al — A) = X. Por lo tanto a € A, lo cual implica
que (A —0,A+0) C Ay A es abierto en (0,00). Ahora consideremos
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una sucesién (A,) € A tal que A, — . Para caday € X yn € N existe
x, € D(A) tal que \,z,, — Az,, = y. Por lo tanto

lzall < A Iyl < €,
para algin C' > 0. Ademés

Al = T || < A (20 — 20) — A(Tp — 210) ||
= [[=( A\ — Axp) + (M — Azy) + (A — M) 2|

tomando limites

= H_y +y+ ()‘m - )‘n)an
= |lzn[[|Am — A
< ClAm — A\l

Como (A,) es una sucesién de Cauchy, también lo serd (x,) y por lo
tanto converge a algiin x € X. De donde se tiene que Az, — A\x — y
cuando n — oo. Como A es cerrado, © € D(A) y (A — A)z = vy,
tenemos que A € A. Luego A es cerrado en (0,00) y como este ultimo
es conexo tenemos entonces que A = (0, 00)

Si A es el generador infinitesimal de un Cy—semigrupo de contraccién
T'(t) en X, entonces por el teorema de Hille-Yosida se tiene que (0, 0o) C
p(A) y por lo tanto Im(A — A) = X para todo A > 0. Ademds. so
x € D(A),z* € F(z), tenemos entonces

(T(t)a,2")| < IT@)|l2"| < )
luego,
Re(T(t) — z,z*) = Re(T(t)z, z*) — ||z|* < 0.
Dividiendo la anterior expresién por ¢t > 0 y tomando ¢ — 0 se tiene

que Re(Ax,xz*) <0 para todo z* € F(z).
U

Corolario 2.4.3. Sea A un operador lineal cerrado con dominio denso en X.
St tanto A como A* son disipativos, entonces A es el generador infinitesimal
de un Cy—semigrupo de contraccion en X
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Demostracion. Por el literal (a) del teorema 2.4.7 es suficiente probar que
Im(I—A) = X. Como A es disipativo y cerrado Im(I — A) es un subespacio
cerrado de X. Si Im(I — A) # X por el teorema de Hahn-Banach (ver [10]
seccidn 4.3) existe un funcional lineal 2* # 0 que anula la Im(I—A). Es decir,
(x*,(I — A)z) = 0 para todo € D(A)(cabe aclarar que en este caso (-, -)
denota el par entre X* y X por lo cual (z*, ) significa x*(x), el resultado
de evaluar el funcional z* en x). Ademas

(27, Az)| = [(z7, 2)| < |27 x-

37”)(

lo cual implica que z* € D(A). Entonces, para cualquier = € D(A) tenemos
que 0 = (z*,x — Az) = (x* — A*2*, x) y como D(A) es denso z* — A*z* es
un funcional lineal continuo que se anula en un subconjunto denso, por lo
cual este debe ser identicamente cero, eso es, z* — A*z* = 0. Dado que A*
es también disipativo entonces por el teorema 2.4.6 se sigue x* = 0, lo cual
contradice la escogencia de z*. O

2.5. Operadores lineales compactos

En esta seccién discutiremos un poco acerca de la teoria de operadores
lineales compactos y de los resultados que fueron implementados en el desa-
rrollo de este trabajo. Para esto, empezaremos con la siguiente definicion, la
cual nos ayudara a exhibir la definiciéon de operadores lineales acotados.

Observacion. Por ahorro de escritura escribiremos (x,,) para las sucesiones
en vez de (T,)nen-

Definicién 2.5.1. Relativamente compacto Sea X un espacio normado,
decimos que A C X es relativamente compacto en X, si A es compacto en

X.

Definicién 2.5.2. Operador lineal compacto Sean X y Y espacios nor-
mados. Un operador A : X — Y es llamado un operador lineal compacto
(o un operador lineal completamente continuo) si A es lineal y si para cada
subconjunto acotado M de X, la imagen A(M) es relativamente compacta.

Estos operadores, también suelen ser llamados completamente continuos,
pues cada operador lineal compacto es acotado y por ende continuo. Expre-
samos esto en el siguiente lema.
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Lema 2.5.1. Sean X,Y espacios normados. Entonces cada operador lineal
compacto A - X =Y es acotado, y por lo tanto continuo.

Demostracion. La esfera unitaria U = {z € X : ||z|| = 1} es acotada. Como
A es compacto, A(U) es compacto, por lo cual acotado, asi

sup ||Azx|| < oo.
l[=]|=1

Por lo tanto A es acotado y el teorema 2.1.1 muestra que es continuo. O

Ahora, presentamos el siguiente resultado el cual es una consecuencia
inmediata de los operadores continuos o acotados

Lema 2.5.2. Sea S un operador acotado yT un operador compacto, definidos
en espacios normados de tal manera que su composicion se encuentra bien
definida, entonces ST yT'S son compactos.

El anterior lema es consecuencia inmediata de las definiciones de opera-
dores compactos y continuos. En efecto si S es acotado, entonces S envia
conjuntos acotados en conjuntos acotados, y como T" es compacto envia con-
juntos acotados en conjuntos relativamente compactos, por lo cual, T'S envia
conjuntos acotados en conjuntos relativamente compactos. Asi, T'S es com-
pacto, de manera analoga se tiene el resultado para ST

Ahora presentamos dos caracterizaciones de los operadores compactos
una de ellas es por la definicion de compacidad de un conjunto, pues de ahi,
podemos deducir un criterio de compacidad para los operadores y la otra es
una relacion con su operador adjunto.

Teorema 2.5.1. Criterio de compacidad Sean X,Y espacios normados.
Y A: X — Y un operador lineal. Entonces A es compacto si y sélo para
cada sucesion acotada (x,) en X existe una subsucesion (Ax,,) de (Ax,)
que converge en Y.

Demostracién. Por un lado si A es compacto y (z,) es acotado, entonces la
cerradura de (Azx,) en Y es compacta y por definiciéon de compacidad de un
conjunto tendriamos que (Ax,,) contiene una subsucesién convergente.

Por otro lado, supongamos que cada sucesion acotada (x,,) contiene una sub-
sucesion (x,, ) tal que (Ax,,) converja en Y. Consideremos cualquier sub-
conjunto acotado B C X, y sea (y,) cualquier sucesién en A(B). Entonces
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Yy, = Az, para algin z, € B,y (x,) es acotado pues B es acotado. Por
hipétesis, (Az,) contiene una subsucesién convergente. Por lo tanto A(B) es
compacto por la definiciéon de compacidad de un conjunto, esto pues, (y,)
en A(B) fue arbitrario. Y por definicién 2.5.2 tendriamos que A es compac-

to. ]

Antes de enunciar la siguiente caracterizacién de una propiedad de los
operadores lineales compactos, presentamos un resultado que nos muestra co-
mo operadores compactos transforman sucesiones que convergen débilmente
en sucesiones que convergen fuertemente.

Teorema 2.5.2. Sean X y Y espacios normados y A : X — Y un operador
lineal compacto. Suponga que (x,) en X converge débilmente. Digamos x, —
x. Entonces (Ax,) converge fuertemente en'Y y su limite es y = Ax.

Demostracion. Sea vy, = Ax, y y = Ax. Primero mostraremos que

Yn — Y- (2.5.1)

Para luego mostrar que
Yn — Y. (2.5.2)

Sea g un funcional lineal acotado en Y. Definimos un funcional f en X de la
siguiente forma

f(z) =g(Az), zeX.

f es lineal, f es acotado pues A es compacto, por lo tanto acotado, y

[F(2)] = lg(A2)] < llgllllAz[l < llglI|Allfl=[}

Por definicién, x,, — x implica f(z,) — f(z), por lo tanto por la definicién,
g(Azx,) — g(Ax), eso es, g(y,) — ¢g(y). Como g es arbitrario esto prueba
(2.5.1).

Ahora probamos (2.5.2). Procediendo por contradiccién, supongamos que
(2.5.2) es falso. Entonces (y,,) tiene una subsusecién (y,, ) tal que

Y, —yll >n, n>0.

Como (x,) converge débilmente, (z,) es acotado ( [10] pdg 258 lema 4.8-
3(c)), por lo cual (z,,) es acotado también. Ahora, por la compacidad de A
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y el teorema 2.5.1 tenemos que (Az,,) tiene una subsucesién convergente,
sea (w;) tal subsucesién. Sea w; — w, entonces w; — w. Por lo tanto w =y
por (2.5.1) y por el hecho de que cada subsucesién converge (ver [10] pag 258
lema 4.8-3(b)). En consecuencia

lw =yl =0 pero [lw—yl[>n>0.
Encontrando asi una contradiccion, probando asi (2.5.2). O

Teorema 2.5.3. Sean Hy, Hy espacios de Hilbert. Un operador A : Hy — H,
es compacto si y sélo si A* : Hy — H/| es compacto. (H' denota el dual de

H.)

Demostracion. Supongamos que A es un operadoor compacto y sea (x,) una
sucesion acotada en Hy. Como es acotada, podemos construir una subsucesién
(xn,) tal que z,, — x. Ahora, debemos mostrar que A*z,, — A*z (ver
teorema 2.5.2). Entonces usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz y el hecho
de que toda sucesion que converge débilmente esta acotada, vemos que

[A™ (@0, = 2)|” = (A (@0, — ), A¥(20y, — 2)) = (20, — 2, AA (20, — )

2
=
<z, = 2[[[AA™ (20, — @)l < CIlAA" (20, — D).
Por lo cual vemos que es suficiente probar AA*(x,, —x) — 0 cuando n —
oo. Pero tenemos que AA*(x,, — x) — 0 pues AA* es continuo. Y por la
compacidad de A y la unicidad del limite tenemos que AA*(x,, —z) — 0.

Lo cual, concluye la prueba. De manera analoga si suponemos A* compacto
procedemos de igual manera para obtener la compacidad de A. O

Ahora, presentamos el Teorema de Rellich-Kondrachov el cual nos ayuda

a conocer el comportamiento de las distribuciones L? si conocemos algo de
ellas en H'.

Teorema 2.5.4. Teorema de Rellich-Kondrachov Sea U un subconjun-
to acotado de R™ y sea OU de clase C'. Entonces la inmersion

H'(U) = L*(U)
es compacta.

Demostracion. Se envia al lector a [7] Seccién 5.7, pagina 286, Teorema 1. [
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2.6. Multiplicadores de Fourier

El objetivo de esta seccién es introducir los multiplicadores de Fourier y
algunas de sus caracteristicas, estos, son operadores un poco mas generales
que los operadores diferenciales, por lo cual son fundamentales en el estu-
dio de ecuaciones diferenciales parciales. Para empezar, con el propésito de
motivar los conceptos, resultados y definiciones presentados en esta seccion,
empezaremos con una observacién un poco informal pero que nos dara una
idea de que objeto matematico estamos trabajando.

Supongamos que 7" un operador lineal invariante en algin espacio de
funciones sobre R™ tal que

T (e¥™¢) = a(¢)e*™ <, V(¢ € R™ (2.6.1)

De forma mas explicita, si T" actua sobre funciones de la variable y, podemos
escribir f(z,() =T (e*™¥*) (z) donde e¢(x) = e*™*<. Sea (1, f)(x) = f(z—h)
el operador traslacion por h € R™. Decimos que 1’ es una traslacion invariante
si T't;, = 7,1 para todo h. Asi, de acuerdo a lo que hemos supuesto, tenemos

f(l‘ + h, g) - T (627ri(y+h)-C) (l‘) — 2mih-Cp (62m‘y-g‘) (ZL‘) _ ezmh(f(l‘, g)

Ahora, sea x = 0, obtenemos f(h,() = e™<f(0,() obteniendo férmula
(2.6.1) con a(¢) = f(0,¢). De hecho, a(¢) puede ser encontrado de (2.6.1),
pues

a[(c) — 6—27ria:-CT (627riy() (l‘)

Si ahora aplicamos 7" a la formula inversa de Fourier

fla) = [ emefioc

y usamos la linealidad de 7', obtenemos

-~

Tf(x) = / T (¢#7¢) F(Qd¢ = | ™ Ca(() F(¢)dC.
n RTL
Esta tltima expresion nos permite reducir algunas propiedades del operador
T a propiedades de multiplicacién por la correspondiente funcién a((), lla-
mada el stmbolo de 7. Por ejemplo, la continuidad de 7" en L? se reduce a
saber si el simbolo esta acotado, la composiciéon de dos operadores se reduce
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a la multiplicacion de sus simbolos, entre otras.

Ahora, con el objetivo de introducir los multiplicadores de Fourier, inicia-
remos recordando el espacio ¢?(Z) para luego enunciar el teorema de Planche-
rel, el cual es el ingrediente principal para definir multiplicadores de Fourier.

Definicién 2.6.1. Espacio (*(Z) El espacio (*(Z) es definido como el es-
pacio de sucesiones x = (x,) que satisfacen

z:|xn|2 < 0
n

por lo cual tenemos que la operacion de valor real ||| 2z definida por

1/2
2
||$||e2(2) = <Z|$n| )

define una norma sobre (*(Z).

Teorema 2.6.1. Teorema de Plancherel El operador lineal r : L*(T) —
(%(Z) definido por

o~

(Fuf(K) = f(k), k€ Z,

es una biyeccion tal que

(Fnf. Fn9)e@ = (f:9) 2 (2.6.2)

para todo f y g en L*T.

Demostracion. La linealidad y la injectividad se derivan directamente de
(2.6.2). Para probar que el operador es sobreyectivo, sea a = (ag)72 . €
(*(Z). Entonces para N = 0,1,2, ..., definimos la funcién sy sobre [0,1) por

N

N
sn(z) = Z ape* k= Z ager ().
k=—N

k=—N
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Entonces para enteros positivos M y N con N > M,

2

lsn = sullpory = || D> axex
M<‘MSN LQ(T)
= Z ageg, Z ak€k>L2(T)
M<|k|<N M<|k|<N
= > laf =0
M<|k|<N

cuando M — oo. Por lo tanto (sy) es una sucesién de Cauchy en L*(T).
Como L?*(T) es completo tenemos que

sy — f

para algin f € L*(T) cuando N — oco. Ahora, para un m € Z fijo

a(m) _ / —i2mzm ¢ dl‘ _ Z / i2m(k—m xd!L‘ =a,, (263)
T _

para un N lo suficiente grande. Ademas, para todo m € Z, usando la de-
sigualdad de Holder 2.1.1, obtenemos

) = Fm)| < [ Jsw(o) = fa)lde
< / () - f<x>\2dx) " ([ ) "

= llsx = fll2ery = 0

cuando N — oo, asi, por (2.6.3) y la ultima expresién de arriba, f(m) = Qp,
y por lo tanto

yqrf = Q.
0

De la prueba del anterior teorema podemos ver que para a € (*(Z), Zy a
es la funcién en L?*(T) definida por

.T) — § akei27rk-:v

keZ
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Observacion. Dado que C*(T) es denso en L?(T) y S(Z) es denso en (*(Z)
el operador lineal definido en el Teorema 2.6.1 concuerda con la definicion de
la transformada de Fourier periédica.

Ahora bien, teniendo en cuenta lo anterior podemos definir los multipli-

cadores de Fourier

Definicién 2.6.2. Multiplicadores de Fourier. Sea o € (*°(Z). Entonces
para todo f € L*(T) definimos la funcién T, f por

(T, f) (@) =Y ™o (k) f (k). (2.6.4)

kEZ
Ast, llamamos a T, como multiplicador de Fourier y o como su simbolo.

La escogencia de (*°(Z) para los simbolos es razonable en vista del si-
guiente resultado

Teorema 2.6.2. Sea o una funcion medible en Z. Entonces T, es un ope-

rador lineal acotado de L*(T) en L?(T) si y sélo si o € (°°(Z). Ademds, si
o € (>*(Z), entonces

||TU||L2(’]P) = ||U||zoo(z)'
Demostracion. Ver [22] pagina 144 Teorema 21.4. O

El siguiente teorema presenta una caracterizacién de los multiplicadores
de Fourier compactos.

Teorema 2.6.3. Sea 0 € (*(Z). Entonces el multiplicador de Fourier T, :
L*(T) — L*(T) es compacto si y sdlo si

lim o(k) = 0.
|k]—o0
Demostracion. Primero probaremos que la condicién es necesaria. Entonces,

para todo f € L*(T), usando el lema de Riemman-Lebesgue ( [22] Corolario
20.3),

(er, f) = /Te_%imf(a:)dx -0

cuando k — oo. Por lo tanto e; — 0 débilmente en L?(T) cuando |k| — oo.
Luego por la compacidad de T, : L*(T) — L*(T) y el Teorema 2.5.1 tenemos
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que || T e[ p2¢p) — 0. Asi, por la representacion espectral del operador ( [22]
Teorema 21.53 tenemos que

Taek = U(k)ek.

Por lo tanto |o(k)| — 0 cuando |k| — oo. Ahora, probaremos que la condi-
cién es suficiente, para esto, definimos para todos los enteros positivos N, la
funcién oy en Z por

_ Jo(k) |k <N,
on(k) = {0 k| > N.

Entonces, para N = 1,2, ..., obtenemos para todo f € L?(T),

Tof = 3 o(k){(f. e pamyer

el cual es un operador de rango finito y por lo cual compacto. Ahora, para

todo f € L*(T),

[T f = Tof aey = S o) Fk)|

|k|>N

Para cada ¢ > 0, podemos encontrar un entero positivo Ny tal que
k| > No = |o(k)| < e.
Por lo cual,
2
2 2
[kl 2 No = 1 Ton f = Tofliary <2 Y_|F0)| < 20 .
keZ

Por lo tanto,
k| = No = [[To = T5|| < e

En otras palabras, T, es el limite en norma de la sucesion (7, ) de operadores
compactos y por lo tanto este debe ser compacto también. O

Definicién 2.6.3. Conmutador Sean A, B operadores definidos en espa-
cios de funciones de tal forma que su composicion por derecha y por izquierda
este bien definida, entonces definimos el conmutador de A y B por

[A, B] = AB — BA.
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El concepto de conmutador es una herramienta muy usada en fisica, esto
pues, los estados de alguna cantidad o las particulas en mecanica cuantica son
representadas por operadores en espacios de Hilbert, si el conmutador entre
estos operadores es cero, significa que ambas cantidades pueden ser medidas
simultaneamente. Si su conmutador es distinto de cero significa que ambas
cantidades no pueden ser medidas simultaneamente y que existe un error,
incertidumbre o diferencia entre ellos. Por lo cual el conmutador nos brinda
informacion de cuanto se limita el conocimiento de una cantidad respecto a
la otra. Veamos el siguiente ejemplo que clarifica un poco lo mencionado

Ejemplo 2.6.1. Se desea calcular el conmutador entre la posicion T = x y

el momento lineal D, = %% de una particula sobre el eje x, entonces para

una funcion de prueba 1) se tiene

Lo cual significa que no podemos saber de manera simultdnea la posicion y

el momento lineal en la direccion x de una particula, donde el valor —2 nos
. . . 7/ v

da un valor aproximado de la incertidumbre que se puede dar del cdlculo de

la posicion respecto al momento lineal.

Asi, en este trabajo se intenta de manejar esta misma idea, donde el
conmutador serd calculado con dos operadores en espacios de Hilbert y se
tratara de conocer la incertidumbre de un operador con respecto al otro.

2.7. Control y observabilidad

El objetivo de esta seccion es presentar las ideas basicas, conceptos e in-
gredientes necesarios que nos permitan introducir y presentar el problema de
controlabilidad a estudiar. Para empezar, presentaremos de manera informal
el problema de control.

Supongamos que deseamos un buen comportamiento de un sistema fisico
gobernado por la ecuaciéon de estado

Aly) = f(v). (2.7.1)



Donde, y es el estado, la variable del sistema que deseamos controlar. Su-
pongamos que la anterior ecuacion de estado representa la temperatura de
un cuarto donde hay un aire acondicionado. La idea de control, es que para
una funcion v, llamada control. Se pueda alcanzar una temperatura deseada
en un tiempo fijo, teniendo en cuenta que la funcién f indicara la forma en
que el control v actue sobre el sistema.

Consideremos la siguiente ecuacion de estado
2= Az + Bu. (2.7.2)

Donde A : D(A) C H — H es un operador diferencial, B : U — H es un
operador acotado que representa el efecto del control u, donde H y U espa-
cios de Hilbert. Ademads, suponemos que A genera un Cy—semigrupo en H y
lo llamamos {S(t)}+>0-

Para un dato inicial zy € H,u € L*(0,T;U) y un dato final 2(T) = 27 €
H, sea la solucién z : [0,7] — H del problema de Cauchy

(2.7.3)

Z = Az + Bu,
z(0) = 2.

Para cualquier 20 € H y u € L'(0,T;U), el problema de Cauchy (2.7.3)
admite una solucién integral z € C([0,T];D(A)) N C*([0,T]; H) que esta
caracterizada por la formula de Duhamel

z(t) = S(t)z0 + /Ot S(t — s)Bu(s)ds, vVt € [0, T]. (2.7.4)

El siguiente enunciado presenta algunas de las formas de controlabilidad.

Definicién 2.7.1. (a) El sistema (2.7.3) se dice exactamente contro-
lable en tiempo T si para cualquier z,, zr € H, existe u € L*(0,T;U)
tal que la solucion z de (2.7.3) satisface z(T) = zr..

(b) El sistema (2.7.3) se dice nulo controlable en tiempo T si para cual-
quier zg € H, existe u € L*(0,T;U) tal que la solucién z de (2.7.3)
satisface z(T') = 0.
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(¢) El sistema (2.7.3) se dice aproximadamente controlable en tiempo
T si para cualquier z,, zr € H, y cualquier e > 0 existe u € L*(0,T;U)
tal que la solucion z de (2.7.3) satisface ||2(T) — zr||; < e.

De la solucién (2.7.4) vemos que el control u dirige zy a z7 en un tiempo
[0, 7] en el caso que

t
2z — S(t)zo = / S(t — s)Bu(s)ds,Vt € [0, T]. (2.7.5)
0
Lo cual motiva a definir el operador Ly : L?(0,T;U) — H como
T
Lyu = / S(T — s)Bu(s)ds. (2.7.6)
0

Con ayuda del anterior operador, podemos reescribir la definicién 2.7.1, como

controlabidad exacta en tiempo T' <= ImlL; = H,
controlabidad nula en tiempo 7' <= S(T)H C ImLr,

controlabidad aproximada en tiempo 17" <= ImL; = H.

El semigrupo adjunto o dual denotado por S*(t), ¥Vt > 0 es generado por
el operador adjunto A*. Si A* = A el operador A es auto-adjunto.

En muchas ocasiones las variables de estado pueden no ser medibles por
diferentes razones, esto pasa en un lugar donde se encuentren ciertas canti-
dades a trabajar que no sean fisicamente accesibles. Es por esto que se hace
necesario calcular un estimativo de los valores de las variables de estado,
por lo cual, presentamos el siguiente teorema que nos permite controlar las
variables de estado, conociendo informacién de un estado inicial.

Teorema 2.7.1. El sistema (2.7.3) es exactamente controlable en tiempo
T > 0 sty solo si, existe una constante ¢ > 0 tal que

T
[ 187" @l e = el o € . 7.7
0

(2.7.7) se conoce como la desigualdad de observabilidad. FEsta desigualdad
significa que la funcion yo — B*S*(+)yo is invertible y acotada, por lo cual,
es posible recuperar informacion del estado inicial yo desde una medida en
[0,T] de la salida de B*[S*(t)yo].
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Para realizar la prueba del anterior teorema, necesitamos primero definir
el problema adjunto y establecer el siguiente lema.
Asociamos a el problema de Cauchy (2.7.3) con z(0) = 0 su problema adjunto,
dado por

y=—-Ay,
{y(T) o (2.7.8)

Note que el control u no aparece en el problema adjunto y la solucién de
(2.7.8) realiza el mismo proceso que la solucién del problema de Cauchy
(2.7.3) pero retrocediendo en tiempo. Para cualquier yr € H, la solucién del
problema adjunto es y(t) = S*(T — t)yr.

Lema 2.7.1. Teniendo en cuenta, las definiciones del problema de Cauchy
(2.7.3) y el problema adjunto (2.7.8), tenemos que la siguiente igualdad se
cumple para el control u € L*(0,T;U)

<Z(T),yT>H=/O (u, B y)dt. (2.7.9)

Demostracion. Supongamos que u € C*([0,7],U) y yr € D(A"), tal que
tanto z como y estan en C*°([0, 7], H). Por lo tanto, integrando por partes,
y teniendo en cuenta que z(0) = 0, tenemos

T
0= / (2 — Az — Bu,y) ,dt
0
T T
= [ it At )l [ B
0 0

— (=), yr)y — / (u, By}, di.

El resultado se extiende para u € L*(0,T;U) y yr € H por argumentos de
densidad. O

Con ayuda del anterior lema, podemos demostrar el Teorema 2.7.1.

Demostracion. Supongamos que el sistema (2.7.2) es exactamente controla-
ble, eso es, la funcién Ly : u + 2(T') es sobreyectiva. Sea A : H — L*(0,T;U)
la inversa de la restriccién de Ly a (kerLy)* tal que u = A(z7) controla de
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0 a zp para (2.7.3) con z(0) = 0. Escojamos cualquier yr € H y tomemos
zp = yr,u = A(zr). Entonces

lyrllzr = (7). yr) i

uego, por el Lema 2.7.1, se tiene que

T
lyrl = / (A1), Byt
0

T 1/2
< ANzl ( / HB*y|!2Udt) |

Ahora, supongamos que fOT||B*y||2Udt > c|lyr||5,. Para cualquier yp € H,
definimos u(t) := B*y(t), y consideremos la solucién z de problema de Cauchy
(2.7.3) con condicién inicial nula que le corresponde a el control u. Esto define
un operador acotado I' : yr € H — 2(T) = Ly(B*y(-)) € H. Como,

T
Ty, yr) s = / 1B y(w) 3 dt > cllyrly
0

tendrfamos que por el Teorema de Lax-Milgram ( [7] seccién 6.2, pag. 315,
Teorema 1) que I' es invertible. Asi, para cualquier zp € H, el estado yr =
['~1(27) es tal que el control u(t) = B*y(t) controla desde 0 hasta z. O

Observaciones. 1) La estrategia usada en la anterior demostracion es
conocida como el método de unicidad de Hilbert(HUM), este método
nos proporciona un operador acotado A en donde el control es explicito.

2) Note que la ecuacion de evolucion en el problema adjunto (2.7.8), ¢ =
—A*y difiere de un menos del operador adjunto y = A*y. Por lo cual,
soluctones de la sequnda ecuacion dan soluciones de la sequnda reali-
zando el cambio det a T —t.

3) En general los operadores B* y B no se conocen explicitamente. Los
aspectos importantes en HUM son la identidad (2.7.9) y la desigualdad
de observabilidad.

Para finalizar, definamos de forma general el problema de control in-
terno. Sea P(D) un operador diferencial, con P € C[r,(1,...,(,] v D =
(=10, —i0,, ..., —i0,n ). Por ejemplo, para el operador de onda P(D) = §?—A
y usando transformada de Fourier, obtenemos P = —72 + |¢|*.
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Definicién 2.7.2. Problema de control interno. Dado un conjunto w C
Q C RY con frontera suave I' = 9 y un conjunto de condiciones de frontera,
escrito como B(D)z = 0, consideramos el problema de control

(D)z=1,f, t >0,z € Q,
(D)2=0,t>0, z €T,
2(0,x) = zo(x), z €

P
B

Donde f = f(t,x) es el control interno, z = z(t,x) es solucion del sistema.
Para el problema de control, dado zy y z1 en algin espacio de funciones H,
buscamos por un control f € L*(0,T;U), tal que la solucién z del sistema
satisfaga z(T, x) = z(x).

Observacion. Escribiremos los espacios H*(T) y LP(T) como H® y LP.
Ademas la trasnformada de Fourier serd reescrita de la siguiente forma, to-
mando wj, = 27k

f(k):= /n e~ f (1) dx (2.7.10)

y por ende, su inversa toma la siguiente forma

fla) =" e f(k). (2.7.11)

kezZm

3. Buena Colocacion

Se desea demostrar la buena colocacion del siguiente problema de Cauchy

i0yu + 0%u = 0, (z,t) € T x [0,T],
du(l,t) = u(0,t), 1=0,1, (3.0.1)
u(z,0) = uy, zeT.

Asi, sea A: D(A) = H*(T) C L*(T) — L*(T) el operador lineal definido por
Au = i0%u,Yu € H*(T).

Con el proposito de usar la teoria de semigrupos, en particular una aplicacién
del teorema de Lummer Phillips (2.4.3). Mostremos que A es cerrado y que
D(A) es denso en L?(T). Por un lado, para probar que dicho operador es
cerrado, sea {u,}°2; C H*(T) tal que

Up — u, Au, —y en L*(T)
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como u,, — uen L*(T), entonces u, — U en [*(Z). Asi mismo, como Au,, — y
en L?(T), entonces Au, — 7 en [*(7Z), por lo cual

Ay, = — ka es acotado en  [*(Z) (3.0.2)

por lo cual, usando el Lema de Fatou, y teniendo en cuenta que (14 |k|?)?
2(1 + k%) tenemos que

SR k) < lim inf Y (k) (k)

keZ keZ
<25up (Z\un \2+Zk4\un ) :
keZ keZ

El primer término del lado derecho de la 1iltima desigualdad es acotado pues
U, € I*(Z) y el segundo término es acotado por (3.0.2), por lo cual tenemos

que
> B ulk)]? < oo

keZ

y asi u € H*(T). De manera analoga, podemos ver en (3.0.2) que
Au, — Au cuando n — oo en 1*(Z)

Por lo cual, Au,, — Au en L?*(T). Probando asi, que el operador A es cerrado.
Para mostrar que D(A) es denso en L*(T), como el dominio es compacto,
tenemos que C*°(T) C H?(T), pero como C*(T) es denso en L*(T) entonces
H?(T) es denso L*(T).

Para finalizar, veamos que tanto A como A* son disipativos, entonces,
primero calculamos el problema adjunto de (3.0.1) he identifiquemos A*, por
lo cual, multiplicando la ecuacion de evolucion por v, donde v es una funcion
suave, tenemos que

T 1 T 1 1 T
/ /(iut+um)ﬁd:cdt:/ /(—iv_t—l—v_m)ud:cdt—i—/ iuU’
o Jo o Jo 0 0
T 1 1
+/ [uﬁ } dt,
0 0

— UV,
0
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por lo cual, el problema adjunto a (3.0.1) es

i0pv + 0%v = 0, (z,t) € T x [0,T]
dv(l,t) = wv(0,t), i=0,1, (3.0.3)
v(x,0) = vo(x) zeT

de donde tenemos que A* = A, por lo cual, D(A) = D(A*). Entonces, como A
es auto-adjunto, solo sera necesario ver que A es disipativo, asi, nos interesa
conocer Re(Au,u) 2y, por lo cual, realizamos el célculo de (Aw, u)r2(r),

1 1
— Uy Uy dx
0 0

1
= qu, (1, t)u(l,t) — du, (0,t)u(0,t) — z/ Uy dx
0

1

— 2

= —z/ uydx
0

= —i||ux||L2(o,1)a

(Au,u) 2y = z/ UppUdr =1 [uxu
T

por lo tanto, Re(Au, u) 2(ry = 0y en particular se satisface que Re(Au, u) r2(m) <
0 con lo cual podemos concluir que A es disipativo. Y como A* = A, A* tam-
bién es disipativo. Asi, por el corolario 2.4.3 tenemos que A es el generador
infinitesimal de un Cy—semigrupo de contraccion, denotemos a este semi-
grupo por S(t). Asi, de acuerdo a la seccién 1.6, el problema de Cauchy
(3.0.1) admite una solucién z € X = C([0,T]; H*) N C*([0,T7]; L?)., que la
denotaremos

u(z,t) = S(t)uo. (3.0.4)

Por lo cual, si tomamos dos condiciones iniciales wug, vy muy cercanas, es
decir, ||ug — vo]|;2 < €, tenemos que la dependencia continua de los datos es
consecuencia de que S(t) es de contraccién, pues

1S @)uo = S@)wollx = [19(E) (w0 = vo)llx < [luo = woll 2 <&

Demostrando asi la buena colocacion del problema de cauchy (3.0.1).

Observacion. Es importante ver que la solucién (3.0.4) puede ser escrita

de la siguiente forma '
u(z,t) = "%y, (3.0.5)
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Esto pues el operador A es acotado. En efecto, si tomamos u € H?, tenemos
que

- 2 9 92
| Au|, = Z’Au(k)’ = Jiiwach)
keZ keZ
= wila(k)?
keZ
= 2m)* ) K fack)?
keZ
< Cllull

4. Propagacion de Compacidad

Una de las caracteristicas fundamentales de las soluciones de la ecuacion
de Schrodinger en toro es la propagacién de compacidad en el toro, esto es,
si tenemos un conjunto abierto contenido en el toro con una sucesién conver-
gente en dicho conjunto abierto, podemos ver que tal sucesién convergera en
todo el toro. En otras palabras, solo basta tener convergencia de la sucesién
en un subconjunto abierto del toro para asegurar la convergencia de esta en
todo el toro. Lo anterior, lo enunciamos de manera formal en el siguiente
resultado

Teorema 4.0.1. Sea u,, una sucesion de soluciones suaves de
: 2
Zatun + axun - fn

con

||Un||L2([0,T},L2(T)) <C, ||un||L2([O,T],H*1(’JI‘)) —0y ||fn||L2([O,T},H*1(’JI‘)) — 0.

Ademds, supongamos que existe un conjunto distinto de vacio w C T tal que
u, — 0 en L*([0,T], L*(w)) entonces u, — 0 en L L*([0,T], L*(T)).

loc

Demostracion. Definamos las funciones ¢ € C*(T) y ¢ € C§°([0,T]), ademds
definamos el multiplicador de Fourier D~ € D/(T), dado por

D-u(k) = —u(k), sikeZ~ {0},
= u(0), sik=0.
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donde @ es la transformada de Fourier de u y wy = 27k. Por lo cual, para
una funcion v definida en el toro, tenemos lo siguiente

1P

D (z) = ZY(D Ty(k)) = F (wikm)) = Y w—kv(k)eiw.
keZ~{0}

(4.0.1)
Ahora bien, definimos lo siguiente, Bu = @o(x)D~! y A = 1(t)B. Tenemos
asi, que el operador adjunto de A es A* = ¥(t)D 'p(x).

Ahora analicemos la siguiente diferencia,
A = (Lttn, A%tn) 120 y5my = (Atns Ltin) 210 1) (4.0.2)

donde L = id; + 0? denota el operador de Schrodinger, realizando cdlculos
andalogos al adjunto del operador A en el anterior capitulo, podemos ver que
L* = L. Trabajando un poco la anterior expresion, obtenemos lo siguiente

= (Luy, A un>L2([0 T]xT) — (Aup, Lun>L2([O,T]><T)

= (ALu,, Un>L2([o T)xT) — (L" Auy, Un>L2([o,T]x1r)

= (ip(t)p(x) D™ Dyup + (1 )@(l’)Dilaﬂ%umun)LQ([O,T]xT)

— (@ (t)p(2) D™ g, + 030(t) () D™ty ) 20 ey (4.0.3)
= (AdZun, Un) r2or7xm) — (1Y (£) B, + 93 A, Un) £2(j0,7]xT)

= (Ad2uy, — 82Aun7un>L2([OT ]xT) — (i/(t )Bunaun>L2([0,T}xT)
= ([A, 9Jttn, wn) 20 110m) — HW (1) B, Un) 200 19

Cabe aclarar que u,, es una sucesiéon que fija un tiempo para luego dar va-
lores espaciales, por esta misma razon, en los anteriores cédlculos el término

i (t)(x)D~'0u,, es cero. Por otra parte, tomando f,, = Lu,, vemos que la
ecuacién (4.0.2) puede ser reescrita de la siguiente forma

an = (fn, A*un>L2([O,T]><T) — (Auy, fn>L2([O,T}><”JT)' (4.0.4)

Lo anterior, pues el principal objetivo es trabajar solo con el conmutador,
pues ahi estd la informacion principal, para esto escribimos «,, de dos formas
distintas para lograr desaparecer todos los otros términos y concentrarnos en
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el conmutador
{fn: A*unh?([oﬂxir)’ -

T —_—
/ / an*und:cdt'
o Jr

T
S /0 ’(fmA*uT»H*l,Hl

dt (4.0.5)

T
< / Vol 1A e
0

= an”L?([o,T],H—l)”A*UnHm([o,T},Hl)-
Tenemos por hipdtesis que || fu| 2.7, -1y — 0 cuando n — oo, asf que para

concluir que ’<fn7A*u">L2([O,T}><’]F) — 0, debemos ver que ”A*U/nHLQ([QT}’Hl)
esta acotado.
De acuerdo al Teorema 2.3.2, tenemos que
[ A unll g < A nl| 2 + (|00 A n]| 2.

Por un lado ||A*u,| ;. es acotada, pues el operador D! tiene con simbolo
o(k) = wik y claramente o (k) — 0 cuando k — oo, por el Teorema 2.6.3, D!
es compacto y por ende acotado. Asi,

A un ]l 2 < AT L2 llunll -

Por otro lado, tenemos que 9, A*u,, = ¥(t)0, D p(z)u,(x). Por lo cual, reto-
mando el célculo realizado en (4.0.1), donde en este caso particular podemos
pensar v(z) = ¢(x)u,(z) y derivamos, obtenemos que

Op Ay =1p(t) | i > u(k)e™s

kezZ~{0}

=) [ Y Gun(k)e™ +igun(0) — igun(0)

kezZ~{0}
=0(t) Y Pun(k)e™ — z'm(O))
keZ

— ith(1) ((x)un(z) — GUn(0)),
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por lo cual, tomando normas, tenemos lo siguiente

102 A unll 2 = [[9() (0 (2)tn(x) = Pun(0))]l 2
< (O] (o (@)un (2l 2 + Pun(0)] 2)

pero pu,(0) € S(Z), por lo cual es acotado, y 1(t) € C5°(]0,T7]), por lo cual
también es acotado, obtenemos para una constante M que depende de 1) y
de la cota del espacio de Schwarz lo siguiente

10: A un|| 2 < Mo () un ()] 2,

pero o(z) es una funcién 1-periddica suave, por lo tanto es acotada, enton-
ces, concluimos que para una constate M’ que ahora ademéas depende de ¢
tenemos que

10 A%tn || L2 < Mt ()] 2

Obteniendo que ||A*u,||;n < M|y 2, donde M = M(p, Cam0), ¥, D71).
De esta manera, retomando (4.0.5), se concluye que

’ (fos A*UTL)L?([O,T]XT) ’ < M||fn HL2([0,T],H—1) [ HL2([0,T],L2)-

Por lo tanto ‘(fn, Aun) 120 T}XT)‘ — 0 cuando n — co. De manera andloga

el término (Au,, f) L2([0,T]xT) tiende a cero, obteniendo asi, que a,, — 0.
Similarmente, realizando el mismo estimativo dado en (4.0.5), con ¢'(t) Bu,,

en lugar de f, y u, en lugar de A*u,,, para el segundo término de la ecuacion
(4.0.2), podemos obtener lo siguiente

’W/(t)BumUn)m([o,T]xT)’ < MH“nHL?([O,T},H—l)”UnHLZ([o,T},H)v
donde M = M (v)', p, D~1). Por lo tanto,
’(w/@)Bun,un>L2([O7T]XT)’ — 0 cuando n — 0.

Para finalmente obtener

([4, 8§]un7un>L2([07T]XT) — 0 cuando n — oo.
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Ahora bien, vemos que para continuar, debemos analizar [A, 9%], sea v una
funcion de prueba y como

[A, 0v = Ad*v — 92 Aw.

Por un lado,
Ad?v = Y(t)p(x) D102, (4.0.6)

donde

D™'9%v = F~Y(D102u(k))

Asi, la ecuacion (4.0.6) toma la siguiente forma
Ad%v = Y(t)p(x)id,v.

Ahora, para calcular 9% Av, calculamos primero

0, Av = $(1)0,(px) D) = (1) (Busp(w) D v + 90, D)
derivando, obtenemos

2 Av = Y(t) (02D + 0,0, D™ "0 + 0,00, D~ v + 02D~ '), (4.0.7)

donde el término ?D~'v = 9,(9,D~'v). De la ecuacién (4.0.1) podemos ver
que 9, D~ 'v = iv(x) —0(0), por lo cual, 2D ~'v = 9,v, asf reemplazando en
(4.0.7), obtenemos lo siguiente

D2 Av = Y(t) (02D v + 0,00, D™ 0 + 0,00, D™ v + 00, v) .
Por lo tanto vemos que

[A,02v = AD*v — 2 Av = —2¢(t)(0,0) 0. D — Y(t)02 0D .
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Por un lado, realizando estimativos similares a (4.0.5) obtenemos que cuando
n — 00

()03 D™, n) 120,17 m) — 0

De la ecuacién (4.0.1) obtenemos que 9,D 'u, = iu,(z) — iu,(0). Por lo
cual, el primer término del conmutador se convierte en —2it)(t)(0,¢)u, —
2i)(t)(0,¢)u,(0). Ahora bien, usando convergencia débil, obtenemos que
u,(0)(t) tiende a 0 en L?([0,T]), )esto se deriva de la forma integral que
tiene u,(0)(¢)) y podemos concluir que

(1) (D T (0) (1), ) g0 11wy — O

En conclusion, obtenemos que para todo ¢ € C°(T) y ¢ € C§°([0, T1)

<¢(t)(aar(p)una u">L2([O,T}><’]F) — 0.

Note que las funciones que pueden ser escritas de la forma 0,¢ son todas
aquellas funciones ¥ que satisfacen fT ¥ = (0. Como un ejemplo, podemos
tomar cualquier funcién periddica f € C§°(w) y un punto zy € T, entonces
U(z) = f(x) — f(x — x0) puede ser escrito de la forma W = 0,p. Asi, por
hipétesis, la convergencia fuerte en L?([0, T, L?(w)) implica que

((t) fun, un)LQ([QT}xT) — 0.

Entonces, para cualquier xg € T

W(t)f( - xO)una un>L2([O,T}><’]F) — 0.

Asi, si construimos una particién de la unidad de T con funciones con soporte
mas pequeno que w obtenemos el resultado. Pues de esta forma aseguramos,
que la propagacion presentada inicialmente en w se de localmente en todo
T. O

5. Controlabilidad lineal

En este capitulo, presentamos la prueba de la desigualdad de observabilidad
y como esta implica directamente la controlabilidad del problema de control
usando el método de J-L Lions [13]. Pero antes, mostraremos una desigualdad
necesaria para la demostracién de la desigualdad de observabilidad.
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Proposiciéon 5.0.1. Interpolacion entre espacios de Sobolev Sean
s,r € R, s <ryt=(1—-o0)s+ or para algin o € [0,1] y u € H"(T)

entonces
1—0o o
HS(’JI‘)HUHHT(’]T)' (5.0.1)

el e ry < [l
Demostracion. Sea H*(T) = H®. Por definicién, tenemos que
lulFe = D (k) [a(k) ).
keZ

Por lo cual, si usamos la identidad de Plancherel 2.6.1, podemos reescribir lo
anterior de la siguiente forma

lullre = [1(k) w7
1 1 1 .
Entonces sean p,q € R tales que — + — = o luego por la desigualdad de
p q
Holder 2.1.1
lull o = || (k) |2

= [T ul 1R | a7
1t i [P 1 N P

como buscamos que el primer término sea ||ul|,. entonces tomamos p =

2
—— vy asi ¢ = —. Por lo cual, obtenemos
l1—-0 o

el zre < [[1CRY*ul ™7 ] o G2l
= (k) ull 27 [l (k) " 7

l1—0o
HS

[l

= |ul
O
Teorema 5.0.1. Lea w un conjunto no vacio de T y T > 0. Entonces existe

C > 0 tal que para todo ug € L*(T) se satisface lo siguiente:

dt. (5.0.2)

T ' )
uol7> < CT/ le(x)e"aguo‘ .
0 L
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Demostracion. Probaremos primero el estimativo débil,

T , 2
fualls < Co [ [taore ]+ Coluallyr (503)

Para probar lo anterior, procedemos por contradiccion, sea u, o una sucesion
. 192 ., . « .

de funciones suaves en T, sea u,, = "% Up,o la solucioén lineal, contradiciendo

la desigualdad (5.0.3) obtenemos que para toda constante C' > 0 tenemos lo

siguiente:
T L2
2 ito 2
Juallys = Cr [ [tute)e @] e+ Colualy».
0
Asi, en particular tomando C7 = n lo anterior se convierte en

1 T , 2
~[[tnoll7> > / le(x)e“@%unvo‘ dt + |[unol?, - (5.0.4)
n 0 L2

Como estamos en el caso lineal, podemos suponer que |[u, ;. = 1 (de otra
manera, podemos normalizar y tomar w,o/||t,ll;2). El estimativo (5.0.4)
implica que ug, — 0 en H™? cuando n — oo. Utilizando el teorema de
interpolacién 5.0.1, obtenemos que ug, — 0 en H~'. Por lo tanto u, —
en L*([0,T], H }(T)). Ademads, el estimativo (5.0.4) implica ug, — 0 en
L*([0,T], L*(w)). Por lo cual, usando el Teorema 4.0.1 con f,, = 0 obtenemos
que u, — 0in L2 ([0,T], L*(T)) lo cual nos lleva a una contradiccién, pues

loc
tenfamos el supuesto de que ||u,[/,» = 1. Probando asi, el estimativo (5.0.4).

Volviendo la prueba de la desigualdad de observabilidad (5.0.2), definamos
el conjunto Ny = {uo € Le™uy =0 en (0,T) x w}. Claramente, Ny

es un subespacio de L?(T) y nuestro objetivo es probar que este conjunto
solo contiene la condicién inicial nula. Veamos primero que los elementos de
N7 tienen norma finita, para eso, tomegnos e >0y uy € Np. Para ¢ lo su-
ficientemente pequeno tal que u, = ewazgﬂ esta en Np/p. Como ug € L?,
entonces u. es acotado uniformemente en H 2 cuando € — 0, esto es debido
a que u. — i0%ug cuando ¢ — 0. Asf, usando estimativo (5.0.3) obtenemos

que ||Ua||i2 < CT/ZHUSHE*?-

Ahora bien, veamos que el conjunto B = {ug € Np||lugl/;> < 1}, el cual es la
bola unitaria de Ny es acotada en H?, lo cual nos permitird deducir lo que
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deseamos probar. Para esto, usando el Teorema 2.3.2 vemos que para todo
Uy € B
ol =2 < [luoll 2 + 10zuoll 12 + | Fuo| 2.

Asi, mostraremos que los tres términos de la derecha son acotados. Para
el primer término, como uy € B, tenemos que |jug|l;» < 1. Para el tercer
termino, tengamos en cuenta que para todo ¢ € C*(T)

(2o, )| = |(uo, O2¢)|
< / ol |02 | de

< |luoll 2| 07| > < oo

Como ¢ son funciones densas en L* (por lo cual d?u induce un funcional
lineal acotado en L?), por el teorema de representacién de Riesz, existe un
correspondiente funcional en L? que realiza el papel de dicho funcional lineal
acotado, el cual denotamos de nuevo por 9?ug. Concluyendo asi, que [|0%uo|| ;2
es finito. De manera similar, para el segundo término, probamos que ||, uo || 2
es finito, pues

(O, —0pu)| = |(D2u, u)| < oo,

y, tenemos que para uy € B, ||ugl| g2 < M.

Luego, consideramos la inmersién de H? a H!, la cual es continua, y la in-
mersiéon de H' a L?, la cual es compacta por el Teorema de Rellich, por
lo tanto la composiciéon de H? a L? es compacta por el Lema 2.5.2. Asi, la
bola unitaria B es relativamente compacta en L?, eso es, B es compacto, asf,
usando el Teorema de Riesz 2.1.2 tenemos que N es de dimension finita.

Como sabemos que ||0%ugl|,» es finita, esto nos dice que d%uy € L?, lo cual
implica que ug € H?, y esto inmediatamente nos dice que 0?ug € Ny. Por lo
tanto, Np es invariante bajo 9%, eso es, 9>(Nr) C Nr, por lo cual conociendo
esto y el hecho de que Nz es finito, tenemos que el operador 9? envia Np
a un subconjunto de este mismo, y este, admite un valor propio A asociado
a un vector propio uy. Entonces, ?uy = Auy y por definicién de N, tene-
mos que uy = 0 en w, lo cual, por el teorema de existencia y unicidad de
ecuaciones diferenciales ordinarias implica que uy = 0, esto pues uy = 0 es
solucién a la ecuacién diferencial 9?uy = Auy, y si tenemos que uy = 0 en w,
entonces este debe ser la solucién nula, por unicidad. Por lo tanto, Ny = {0}.
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Para finalizar la prueba del estimativo (5.0.2), procedemos de nuevo por
contradiccion. Sea u, o una sucesion de funciones suaves en T de norma L?
igual a 1. Por tanto, u, = e“agun,o la solucién lineal. Asi para todo C' > 0,
en particular para C' = n, se tiene que

);dt. (5.0.5)

1 1 2 g ito2
- > EHUTL,OHLQ > i le(x)e U 0

Supongamos que u = €% es el limite débil de wu,, lo cual nos dice ademés

que g es el limite débil de w, . Cuando n — oo, estimativo (5.0.5) nos dice
que uy € N, por lo cual, ug = 0. Lo que implica que u, o — 0 en L2

Como ya vimos, existe un operador 7' compacto de H? a L? dado por com-
posicién de inmersiones, asi, por el Teorema 2.5.3 tenemos que 7™ es un
operador compacto entre L? y H~2 luego usando el Teorema 2.5.2 con T
tenemos que u, o — 0 en H 2. Por lo tanto, usando los estimativos (5.0.3) y
(5.0.5) obtenemos que ||ty 0| — 0, lo cual es una contradiccién. O

Cabe resaltar que todos los argumentos presentados a lo largo de la prueba
fueron para sucesiones suaves, eso es, para funciones de C*°(T), luego, como

este conjunto es denso L*(T) podemos extender todo lo anterior por densidad
de C>=(T) a L*(T).
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6.

Conclusiones

e Es posible controlar la ecuacién de Schrodinger debido a que la propie-

dad de observabilidad esta fuertemente ligada al estudio de la propaga-
cién de la informacion de las soluciones de la ecuacion de Schrodinger,
en particular, la propagacion de la compacidad (la cual nos proporcio-
na la compacidad de una sucesion de soluciones en todo el espacio con
tan solo esta siendo compacta en un subdominio w) es suficiente para
garantizar el estimativo de observabilidad.

El concepto de operadores diferenciales es generalizado por los mul-
tiplicadores de Fourier debido a que estos nos permiten trabajar con
simbolos que no solo son polinomiales. Esta generalizacion en el simbolo
puede verse reflejada y aplicada en demostraciones de buena colocacion
del problema de Cauchy para sistemas hiperbdlicos, también nos per-
mite reducir el orden de una EDP de segundo orden a un sistema de
primer orden sin agregar nuevas caracteristicas al sistema. Ademas pue-
de ser usada para técnicas de controlabilidad como se presenta en este
trabajo.

La técnica de controlabilidad empleada en este trabajo utiliza algunas
herramientas de andlisis microlocal y puede ser empleada en otras ecua-
ciones, tales como, la Korteweg de-Vries (kdV), Kadomstev-Petviashvili
(kp) I y II, entre otras, por lo cual es interesante conocer y entender
este tipo de técnicas que utilizan herramientas modernas. Cabe resal-
tar que el método usado en este trabajo es suficiente pero no necesario,
puesto que, métodos como estimativos de Carleman, estimativos de
energia, entre otros también son suficientes para garantizar controlabi-
lidad de un sistema. Un método suficiente y necesario es actualmente
un problema abierto.

El trabajo fue desarrollado en una dimensién, por lo cual no se entro
en mayores consideraciones geométricas, por lo tanto, como una mo-
tivacion para un trabajo a futuro se pretende hacer un estudio en di-
mensiones mayores, donde la condicién geométrica de control (CGC),
mencionada en la introducciéon y el andlisis microlocal juegan un rol
fundamental.
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