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Resumen

Se estudia el proceso de formacion de dominios en una red unidimensional de espines Ising a
temperatura T en presencia de un campo magnético externo H. La interaccién ferromagnética entre
espines adyacentes se caracteriza por medio de una constante de acople J > 0. El sistema evoluciona
siguiendo la dindmica de Glauber, que considera tasas de transicién que dependen tnicamente del
cambio en la energia producido por el cambio en la orientacién de un espin. Esta dindmica permite
cambiar el estado de un solo espin en cada paso de tiempo. El comportamiento del sistema se
estudia analiticamente mediante el calculo de diversas cantidades, una de ellas es la distribucién
de dominios de tamano n, P,. La ecuacién maestra para la evolucién temporal de P, considera tres
procesos fundamentales: difusiéon de paredes de dominio, coalescencia y fragmentacién de dominios.
Para obtener una expresién analitica para la ecuacién maestra de P, se usa la aproximacion de
intervalos independientes, que asume que los dominios vecinos no estan correlacionados. Las expresiones
reportadas en este trabajo para la ecuacién maestra son méas generales que las reportadas en la
bibliografia. La distribucién P, se obtuvo para espines +1 (1) y —1 (}) considerando valores arbitrarios
de J, T y H. Los resultados tedricos se contrastan con los obtenidos mediante simulaciones computacio-
nales basadas en el método de Monte Carlo cinético (kMC). Se encuentra un buen acuerdo entre
los resultados tedricos y los computacionales, para todas las temperaturas y campos magnéticos
considerados. Para un campo magnético nulo, se encuentra que el sistema es simétrico bajo el intercam-
bio de espines +1 y —1. En ausencia de fluctuaciones térmicas el sistema evoluciona mediante formacion
de dominios de espines, y la distribucion de tamanos de dominios presenta escalamiento dindmico. Los
resultados encontrados para P, con 1" = 0 sugieren la existencia de una fuerza de repulsién entrépica
entre las paredes de dominios, y en contraposicién, una fuerza entrépica de atraccién entre las paredes
de dominios grandes. La fuerza repulsiva hace que sea poco probable encontrar dominios pequenos,
mientras que la segunda fuerza no permite que un dominio crezca indefinidamente, y es debida a los
dominios adyacentes. La fuerza de repulsiéon entropica desaparece para temperaturas mayores a cero
debido a las fluctuaciones térmicas. Adicionalmente, los resultados obtenidos para T' =0y H = 0
coinciden con los reportados en la literatura correspondiente a Marcha Aleatoria con Aniquilacién
(ARW), por lo que existe una equivalencia entre los sistemas. En contraste, en presencia de un campo
magnético se rompe la simetria entre espines +1 y —1. Si el campo magnético es fuerte (H > 2.J),
entonces el sistema tiende rdpidamente a orientarse en direccién del campo. Mientras que, con un
campo magnético débil (H < 2J) el comportamiento del sistema depende fuertemente de la condicién
inicial y se forman dominios de espines conforme este evoluciona. Para un campo magnético orientado
positivamente, los dominios de espines —1 desaparecen sistematicamente.

Palabras clave:

Modelo de Ising, Dindmica de Glauber, Modelo de Ising-Glauber, Formacién de Dominios, Distribucién
de Dominios.
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1 Introduccion

La evolucién temporal de los sistemas de muchos cuerpos es de gran interés en fisica, particularmente
en el campo de la mecanica estadistica debido a la existencia de fenémenos colectivos como auto
ordenamiento, transiciones de fase, etc [1]. Uno de los sistemas més estudiados es el conformado por
espines en una red discreta con interacciones a primeros vecinos. Esto se debe a la gran cantidad
de comportamientos y propiedades que presentan los sistemas de espines asi como también por su
amplia variedad de aplicaciones [2, 3]. Uno de los fenémenos de interés en los sistemas de espines es la
formacién de dominios [4, 5, 6, 7]. Por definicién, en una dimensién un dominio consiste en un cierto
nimero de espines consecutivos alineados y acotados por espines alineados en direccién opuesta [8].

Uno de los modelos més extendidos para el estudio de redes de espines es el modelo de Ising, puesto
que, debido a su simplicidad permite el calculo analitico de muchas cantidades [3, 9]. En el modelo
clésico, los espines ocupan un sitio de red y pueden tener una de dos orientaciones posibles, las cuales,
usualmente se representan por —1 (}) vy +1 (1) (Apéndice A). A pesar de su sencillez, el modelo de
Ising puede explicar fenémenos como el ferromagnetismo y el antiferromagnetismo. En el primero, los
espines se orientan en la misma direccion y se produce un ordenamiento magnético, mientras que en
el segundo, se favorece la configuracién en la cual los espines se orientan en direcciones opuestas [1].
En este trabajo consideramos el hamiltoniano de Ising ferromagnético que evoluciona con la dindmica
de Glauber. En esta dindmica, los espines son seleccionados uno a la vez de forma aleatoria y su
estado (orientacion) es cambiado de acuerdo a una tasa de transicién que depende del cambio en la
energia asociado al respectivo cambio de orientacién [8, 10]. El principio usado para fijar las tasas de
transicién en esta dindmica es el balance detallado [11, 12, 13], el cual impone que el flujo entre dos
estados cualesquiera se equilibre (Apéndice B). Una ventaja de esta dindmica es que permite obtener
algunos resultados analiticos exactos [14, 15].

Una de las formas de estudiar la formacion de dominios en este sistema, es analizando la distribucién
de tamanos de dominios, es decir, la probabilidad P, de encontrar un dominio de tamano n [6, 8]. A
pesar de que no se conoce la solucién exacta para esta distribucion, es posible encontrar una expresién
utilizando la aproximacion de intervalos independientes, la cual asume que dominios vecinos no estan
correlacionados [6, 7, 10, 16].

El Cap. 2 esta dedicado al estudio de la formacién de dominios desde un marco teérico. En la primera
seccién, se discute el modelo de Ising-Glauber y se muestra cémo la condicién de balance detallado nos
conduce a una expresion para las tasas de transicion del sistema. Las secciones posteriores se centran
en la dindmica de Glauber en una dimensién, donde se obtienen cantidades como la magnetizacién,
las funciones de correlacién de orden mas bajo y la densidad de paredes de dominio, en ausencia de
campo magnético. En las secciones finales, se estudia la formaciéon de dominios en presencia de un
campo magnético. Recurriendo al formalismo de la ecuacion maestra y a la aproximacién de intervalos
independientes, se obtiene una expresiéon general para la ecuacién que describe la evolucién temporal
de la distribucién de tamanos de dominios, P,, la cual es vélida para dominios de espines +1 (1) y
—1 ({), considerando valores arbitrarios de J, T'y H.

En el Cap. 3 se muestran los resultados obtenidos a partir de simulaciones computacionales basadas
en el método de Monte Carlo cinético, asi como también, las gréficas correspondientes a los resultados
analiticos y a la solucién numérica de la ecuaciéon maestra de P,. En la primera seccién, se presentan
los resultados para campo magnético cero, donde la distribucién de tamanos de dominios se obtuvo
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para temperatura cero y temperatura finita. También se midié la magnetizacién, las funciones de
correlaciéon de orden maés bajo y la densidad de paredes de dominio. La siguiente seccién presenta los
resultados obtenidos para un campo magnético diferente de cero, donde se estudia por separado el
sistema en presencia de un campo fuerte (H > 2J) y un campo débil (H < 2.J).



2 Dinamica de Glauber

2.1. Modelo de Ising-Glauber

En el modelo de Ising clasico se considera un sistema de N espines, cada uno de los cuales ocupa
un sitio de red. Los espines pueden tener dos valores posibles, s; = *+1, donde el subindice ¢ hace
referencia al sitio de red que ocupa (Apéndice A). Se considera el hamiltoniano Ising ferromagnético,
puesto que se desea estudiar la formacién de dominios de espines. De esta manera, el hamiltoniano
del sistema estd dado por [8, 9, 15]

H==> Jysis;—HY si, (2.1)
(i) i

donde la suma se hace sobre primeros vecinos (3, j), J;; es la constante de acoplamiento entre espines
y H es un campo magnético uniforme. Las propiedades termodinamicas del sistema en el equilibrio se
pueden obtener a partir de la funcién de particion Zy(8) = > exp (—SH) con 8 = 1/(kgT) [9]. La
suma se realiza sobre todas las configuraciones de espin S, es decir, sobre todos los 2%V posibles estados
del sistema. Para J;; > 0y H = 0, el ferromagnetismo surge espontdneamente cuando la temperatura
T es menor que una temperatura critica 7, siempre que la dimension espacial satisfaga d > 2. En este
estado ordenado, la magnetizacion es diferente de cero y los espines estan fuertemente correlacionados.
Por encima de T, los espines estan desordenados espacialmente, de modo que la magnetizacion es cero.
Ademas, las correlaciones espaciales entre espines decaen exponencialmente con su separacién [1, 3, 8.

Por otro lado, las propiedades fuera del equilibrio dependen de la naturaleza dindmica del sistema.
Dependiendo de la dinamica elegida para evolucionar el sistema, los espines pueden cambiar de estado
uno a la vez o en bloques correlacionados, y la magnetizacién, puede o no, ser una cantidad conservada
[5, 6, 17, 18, 19]. Esta falta de unicidad de las reglas dindmicas abunda en la fisica estadistica fuera
del equilibrio y refleja la ausencia de principios universales para la evolucién de los sistemas [1, 8, 12].
En este trabajo, el sistema en estudio evoluciona bajo la dindmica de Glauber, la cual esta totalmente
definida por la condicién de balance detallado [11, 12, 13], que requiere que el flujo entre dos estados
cualesquiera se equilibre.

2.1.1. Tasas de transicion

En la dindmica de Glauber, los espines son seleccionados uno a la vez de forma aleatoria y su
estado cambia de acuerdo a s; — —s;, con una tasa de transiciéon que depende del cambio en la
energia asociado a la respectiva transicién [8, 14, 15]. Las transiciones se pueden dividir en tres tipos
diferentes dependiendo del efecto en la energia del sistema cuando un espin cambia su estado: aquellas
que disminuyen la energia, las que aumentan la energia y aquellas donde la energia se conserva. Una
disminuciéon de energia ocurre cuando el espin estd en direccién opuesta a sus vecinos y cambia su
orientacion, la energia aumenta cuando cambia el estado de un espin que esté alineado con la mayoria
de sus vecinos, y finalmente, la energia se conserva cuando la magnetizacién local es cero, como lo
muestra la Fig. 2.1.

Como se ha mencionado antes, la condicién usada para fijar las tasas de transicion es el balance
detallado (Apéndice B)
Pey(S)wj(S) = Peg(S7)w;(S7), (2.2)
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(a) (®) (©

Figura 2.1: Tipos de transiciones en una red cuadrada al cambiar el estado de un espin: (a) disminucién
de energia, (b) aumento de energia, y (c) conservacién de energia. Tomado de la Ref. [8].

donde S denota cualquiera de los 2V estados del conjunto de N espines del sistema, S7 es el estado
final derivado del estado S en donde la orientacién del espin en j es cambiada. Por su parte, w;(S)
es la tasa de transicién del estado S a &7, y Poy(S) es la distribucién de Boltzmann en el equilibrio,
dada por [12]

exp (—BH(S))
Py(S)=—F—-—-—. 2.3
G‘I( ) ZN(/B) ( )
La condicion de balance detallado puede satisfacerse eligiendo apropiadamente las tasas de transicion
[20]. Por ejemplo, si se considera el hamiltoniano (2.1) con H = 0 en conjunto con la Ec. (2.2), se
obtiene

w;i(8) B qu(si) B e—Bsi 2 Jijs; B 1 — s; tanh (5 Zje(i) Jij8j> (2.4)
wl(Sl) B Peq(S) N eBsi > Jijs; 1 + s; tanh (ﬁ Zje(i) Jiij) ' '
En la dltima igualdad, por conveniencia, se ha usado la identidad
e = cosh A + ssinh A = cosh A(1 + stanh A), (2.5)

véalida para s = +1. Es importante notar que hay infinitas tasas de transicién que satisfacen la Ec.
(2.4) [5, 6, 17, 18, 19]. Sin embargo, la tasa de transicién mds simple y natural que puede elegirse estd
dada por

1
wZ(S) = 5 [1 — S5 tanh (,BJEZ@ Jij8j>] . (2.6)

La ecuacién anterior es vélida para cualquier dimensién d. Sin embargo, en este trabajo nos limitamos
a d = 1. Cabe mencionar que la tasa de transicién (2.6) no estd en unidades de inverso de tiempo
establecidas, por lo que, de ahora en adelante el tiempo estd en unidades arbitrarias.

2.2. Dinamica de Glauber en una dimension

En el caso particular de una dimensién la suma sobre primeros vecinos (i, j) se reduce a considerar
los vecinos a izquierda y derecha de un espin dado. Por simplicidad, se asume que todos los primeros
vecinos tienen la misma magnitud de interaccién, esto es, J;; = J. De esta forma, usando la identidad
tanh ex = etanh x vélida cuando e = 0, £1, la tasa de transicién (2.6) se reduce a

; (2.7)

1 i— i 1 - .
w8 =5 [1 ~ s tanh (%JW)] ! [1 RSk

donde v = tanh (25J). Es importante notar que en la dindmica de Glauber, en el limite 7' — oo,
7= 0y wi(S) = % Por lo tanto, todos los eventos donde cambia el estado de un espin son igualmente
probables, esto es, las tasas de transicién no dependen del estado inicial S.
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2.2.1. Magnetizacion y funciones de correlacion en ausencia de campo magnético

De ahora en adelante se denota el valor medio del espin ¢ como S; = (s;), mientras que, la correlacion
de pares dada por el valor medio del producto de los espines i y j se escribe como S;; = (s;s5) [14,
21]. Siguiendo la definicién de valor medio, se tiene que

Si = siPi(sj) = Pi(+1) — Py(-1), (2.8)
[s5]

donde Pj(s;) es la probabilidad de encontrar al espin j en el estado s; = £1. Por otro lado, se tiene
que la ecuacién maestra para la evolucion de Pj(s;) estd dada por

decgjl) = —wj(+1)Pj(+1) + w;(—1)Pj(-1), (2.9)
si sj = +1, y por

deC;t—l) = wj(+1)Pj(+1) — w;j(~1)P;(—1), (2.10)
si s; = —1. Para més informacién acerca de la ecuacién maestra ver Apéndice B. Se puede notar que

las Ecs. (2.9) y (2.10) satisfacen dPj(+1)/dt + dP;(—1)/dt = 0, puesto que Pj(+1) + P;(—1) = 1.

Usando las Ecs. (2.8) a (2.10), se encuentra que la evolucién temporal de S; satisface

o = LB - B(-1)

= =2 w](—i-l)P](—H) + 2(,‘)]'(—1)]3]'(—1)
= =2 sw;(s;)Pi(s;)

Is;
—2(sjw;(s5))- (2.11)
Para hallar la ecuacién que describe la evolucién temporal de la correlacién de pares de espines, S ;,
se sigue un procedimiento andlogo al usado para escribir la Ec. (2.11). De esta forma se encuentra

Sij =Y si8;Pij(si,55) = Pij(+1,+1) + Pyy(=1,—1) — Pyj(+1, —1) — Pij(—1,+1), (2.12)
|si]

Is;1

donde P;;(si, sj) es la probabilidad de encontrar a los espines ¢ y j en los estados s; = +1y s; = £1,
respectivamente. Las ecuaciones maestras asociadas a los cuatro estados posibles del par de espines i
y j son:

dP;(+1,+1)

pn = wi(—1)P;;(—1,41) + w;j(—1)P;(+1,—1)

— wi(-i-l)Pij(-i-l,-Fl) —OJj(—i-l)Pij(—i-l,-i-l), (2.13)

si s; = +1y s; = +1. Por su parte, si s; = +1 y s; = —1 se tiene

dP;;(+1,—-1
SULZD 1P (1, 1) b (PP (41, 41)
— wi(+1)Py(+1, —1) —w;(=1)P;(+1, 1), (2.14)
mientras que, con s; = —1y s; = +1 se encuentra
dP;;(—1,+1
W(dt) = wi(+1)Py;(4+1,+1) + w;(—1)P;(—1,-1)

— wi(—l)ljij(—l,+1) —wj(—l—l)Pij(—l,—i-l), (2.15)
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y finalmente, para s; = =1y s; = —1 es

dP;(—1,-1)

o = wi(+1)Py(+1,-1) + wi(+1) P (=1, +1)

— wi(—l)Pij(—l,—l) —wj(—l)Pij(—l,—l). (216)

Derivando con respecto al tiempo la Ec. (2.12) y usando las Ecs. (2.13) a (2.16), se encuentra que la
evolucién temporal de S; ; satisface

% = CZ[BJ(+1,+)+PU( 1,—1) — Pij(+1,—1) — P;j(—1,+1)]
= 2wi(—1)P;j(—1,+1) + 2w;(+1) P (=1, +1) + 2w;(+1) P (+1, —1)
+ 2w (~1)Py(+1,~1) = 2wi(+1)Pyi(+1, +1) — 2w (+1) Py (+1, +1)
— 2wi(~1)Py(—1, 1) — 205 (—1) P (~1,—1). (2.17)
Reorganizando la expresion anterior se encuentra que
di@ﬂ‘ = 2 {[wi(HD) (A D] Py (1, 1) + [wi(—1) + wi(—1)] Py (1, —1)
~[r(+1) + wy (DI (+1, 1) = (=) + ey (+1)]Py (-1, 4+1)}
= —2(s;s5[wi(si) + w;(s)])- (2.18)

De este modo, la evolucién temporal de las funciones de correlacién de primer y segundo orden estédn
dadas por las Ecs. (2.11) y (2.18), respectivamente.

Usando la tasa de transicién (2.7) y teniendo en cuenta que 5]2. =1, la Ec. (2.11) toma la forma

= —(sj)+ %<Sj—l +5541)
= =5+ %(SH + Sjt1)- (2.19)
Para integrar con respecto al tiempo la Ec. (2.19), introducimos la transformada de Fourier discreta
00
)= S;(t)e. (2.20)
j=—00

Derivando respecto al tiempo la Ec. (2.20) y usando la Ec. (2.19), se obtiene

dS(k,t) = dS; oy
a j:z_:oo dt

_ i [7<S Ly J>_S. wkj

= 5 16 —+ 16 e
j=—00

= Z [; <Sjezk’(j+l) + Sje’k(j_1)> — Sjetki
j=—o00

= [;/ <€Zk + e_Zk> — 1 S(k, t)

= (ycosk —1)S(k,t). (2.21)

10



2.2 Dinamica de Glauber en una dimension

Por simplicidad, se supone que la condicién inicial es S;(0) = 6;,0, lo que implica que tnicamente el
espin j = 0 tiene un estado promedio diferente de cero. Teniendo en cuenta que la transformada de
Fourier de la condicién inicial es S(k,0) = 1, la solucién de la Ec. (2.21) es

S(k,t) = elveosk=1)t, (2.22)

La funcién S;(t) puede obtenerse calculando la transformada inversa de la Ec. (2.22). Sin embargo,
es mas conveniente recordar que la funcién generadora de la funcién modificada de Bessel de orden n,

I,,, tiene la representacién compacta ek = 3" etkn[ (3) [22], entonces
S(k‘,t) — e'ytcoske—t
o0
= > ML) (2.23)
j=—o00

Comparando la Ec. (2.23) con la transformada de Fourier (2.20), se concluye que
S;(t) = Lj(yt)e ™. (2.24)

El factor v depende de la temperatura y caracteriza el tiempo de relajacién del sistema en el modelo
de Ising-Glauber. Teniendo en cuenta la expansion asintética de la funcién modificada de Bessel para
2> 1, donde I;(2) =~ (2m2)~'/2¢* [22], se obtiene que para tiempos grandes el valor medio de espin
decae asintéticamente de acuerdo a

S;(t) =~ (2myt) "1/ 2e= U=, (2.25)

con un tiempo tipico de relajacién 7 = (1 —)~!. Para T = 0 se tiene que v = 1, y por lo tanto se
presenta un decaimiento algebraico y no exponencial, esto es, S;(t) ~ t=1/2,

Por su parte, la magnetizacién total del sistema, M, se define como [3]

N
M=Y"§, (2.26)
j=1
Debido a que el sistema es traslacionalmente invariante, la magnetizacién por particula es simplemente
1
m = N.Zsj’ (2.27)
7=1
La magnetizacién por particula satisface
dm - _ 1§~ dS;
d N — dt
1 Y
= N Z [— Sj + 5(53‘—1 + Sj+1)]
J
= —m-+ym
- —(1—7)m, (2.28)

de tal forma que m decae exponencialmente con el tiempo,
m(t) = m(0)e” =11, (2.29)

con excepcion del caso especial T = 0 en donde v = 1, y por ende la dependencia temporal desaparece,
implicando que m se conserva.

11
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De forma andloga, es posible resolver la Ec. (2.19) para una condicién inicial general S;(0), donde
se obtiene

S(k,t) = S(k,0)erteoske=t
= > eMS(k,0)I(yt)e (2.30)

j=—o0

donde S(k,0) = 222 S;(0)e*. Teniendo en cuenta la transformada de Fourier inversa S;(t) =

25 S(k,t)e"*idk/(27) y la Ec. (2.30), se obtiene la solucién general

Si(t) = / S(k,t)e "M dk
= Z Ii(yt)e™ / S(k,0)etki e~k )
j=—00
= > Lme'S;0). (2.31)
j=—00

Realizando la traslacién n =1 — j, se encuentra

Z S (0)j_pn (yt)e™ (2.32)

n=—oo

RS B B OO0 O O SRS O B i?) . ttgi# o
bt kﬁift Pootrrrtrtt tttttfo
)

(a) (b) (c

Figura 2.2: (a) Creacién de un par de paredes de dominio (fragmentaciéon de un dominio), (b)
aniquilacién de paredes de dominio (coalescencia de dos dominios), y (c¢) difusién de una
pared de dominio. Tomado de la Ref. [8].

Consideremos ahora la funcién de correlacién de pares S; ;. El caso particular de primeros vecinos,
it =kyj=k+ 1, tiene una interpretacién geométrica simple en términos de paredes de dominio
(Fig. 2.2). Una pared de dominio es la conformada por una pareja de espines vecinos antiparalelos,
(k,k + 1), que cumple la condicién
1
5(1 — SkSk+1) = 1. (2.33)
De esta manera, la densidad de paredes de dominio en la posicién k estd dada por

pr = <;(1—8k8k+1)>

1

= 0= Serr): (2.34)

Para sistemas traslacionalmente invariantes se cumple p = % > i Pk = pk. Ademds, debido a que la
funcién de correlacién depende solo de la separacién entre los espines, se puede definir Gy, = S; ;4.
Asi, la Ec. (2.34) se puede expresar como

p= %(1 —Gy). (2.35)
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2.2 Dinamica de Glauber en una dimension

Por otro lado, usando la tasa de transicién (2.7) y la identidad s? =1, la Ec. (2.18) adquiere la forma

dS'7‘ 1 Si—1 + Si+1 1 Sj—1+ Sj+1
S T -

Y
= —2<Si8j> + %<Si_18j + 81'_,_18]') + §<8i8j_1 + Si8j+1>

= =25+ %(Si—l,j + Siy14) + %(Si,j—l + Sijt1)- (2.36)
Si el sistema es traslacionalmente invariante se puede realizar el cambio kK = ¢ — j y se obtiene
dGy,
e = —-2G +v(Gr-1 + Gr11), (2.37)

véalida para k > 0 y sujeta a la condicién Go(t) = (s?) = 1. En estado estacionario la ecuacién anterior

se reduce a
0=—-2Gr +7(Gr-1+ Gry1)- (2.38)

Para resolver esta ecuacién es conveniente asumir la forma funcional G (t — 00) ~ 7*, de tal forma
que se obtiene la relacién

= 2+ +n)
= 7’ =20+, (2.39)

cuya solucién es n = (1 + /1 - 72) /7. Naturalmente, es de esperar que G decaiga a medida que k
aumenta. Ademds, para un valor de k dado y valores grandes de 8 (T' — 0), n debe aumentar, indicando
que la correlacién aumenta. Mientras que, para [ pequeno (I' — oo) la correlacién disminuye, por
lo que 1 debe disminuir. Por consiguiente, se escoge n = (1 —v1- 72)/7. Recordando que v =
tanh (23.J), se obtiene

1- \/1 — tanh? (23.7)
= tanh (25.J)
e2BJ 4 e=287 _ 9
0287 _ o—2BJ
= tanh (8J). (2.40)

Asi, la solucién en el equilibrio es (G (t — o00) = Gi(oc) = n¥)

Gr(co) = tanh (8J)"
efk In (coth 8J)

= ek, (2.41)

con ¢ = [In(coth (8.J))]71, lo que coincide con los resultados encontrados por medio de la funcién
de particién para el estado de equilibrio del sistema [3] (Apéndice A.1). Es importante notar que la
longitud de correlacion & diverge cuando 7' — 0, indicando la existencia de una transicién de fase.
Ademss, £ es nula cuando T' — oo.

Para encontrar la dependencia temporal de la funcién de correlacién de pares de espines, es importante
notar que la Ec. (2.37) tiene la misma forma que la Ec. (2.19), salvo un factor de 2. De esta manera,
la solucién se debe poder escribir como la suma de dos partes, la primera semejante a la Ec. (2.32), y
la segunda la solucién en el equilibrio G(00) = n¥. Por lo tanto, la solucién general de la Ec. (2.37)
para k > 0 tiene la forma

Gr(t) =nF +e72 > AT y(279t). (2.42)

[=—0

13



2 Dindamica de Glauber

Sin embargo, la solucién también debe satisfacer la condicién inicial especificada G (t = 0), por ende

Gr(0) = 0"+ > AT(0)

l=—00

= 0"+ Y Adn

l=—

donde se usé lim, o I,,(z) = 6,0 [22]. De esta manera, se obtiene 4; = G;(0) — ', vélido para [ > 0.
Para hallar los coeficientes con | < 0, se usa el método de iméagenes:

Gr(t) = 0" +e ) AL (2yt) + e > Bili(2t)

>1 1<-1
= nF+e D (AL (29t) + BT (291)), (2.44)
>1

y se tiene en cuenta la condicién de frontera Go(t) = 1. Asi,

Go(t) = 1+e ) [AT_(29t) + BT (2yt)]
>1

0 = 2 Z[Al + B,l]Il(Q’yt), (2.45)
I>1

donde se usé la propiedad I_,(z) = I,(z) [22]. Se concluye entonces, que los coeficientes cumplen

B_;=—-4A; = —[Gi(0) — nl]. De este modo, la ecuacién general que describe la dependencia temporal
de la funcién de correlacion de pares de espines toma la forma
Gi(t) = S T IGIH0) = 7' k—i(29t) — [Gi(0) — 1] T (271)]
I>1
= T2 1GH0) = 0 I-i(291) — Ty (291)]
I>1
= e FE 4 e 1GI(0) — e [Ty (29t) — Trsa(29t), (2.46)
I>1

donde en la tdltima igualdad se tuvo en cuenta la Ec. (2.41) .

Nuevamente, el comportamiento mas interesante surge cuando la temperatura es igual a cero (vy,n —
1). Para la condicién inicial aleatoria G(0) = m(0)2, donde m(0) es la magnetizacién inicial, la Ec.
(2.46) se reduce a

Gi(t) = 1+ e (m(0)* = 1)) [Te—1(2t) — Lua(21)]. (2.47)
>1
En la sumatoria, por la propiedad I_,(z) = I,(z) [22], a partir de | = 2k + 1 todos los términos
correspondientes a [;;(2t) se anulan con los términos correspondientes a I_;(2t), por lo tanto, los
términos que contribuyen en la sumatoria son los proporcionales a I_;(2t) con | € [1,2k]. De este
modo, teniendo en cuenta la propiedad mencionada, la Ec. (2.47) se puede expresar de la forma

k—1
Gr(t) = 1+ e 2 (m(0)% — 1) | Io(2t) + [ (2t) + 221@(%)}, (2.48)

donde el primer y segundo término dentro de los corchetes corresponden al = k y | = 2k, respectivamente.
En la sumatoria se tiene en cuenta que el méximo indice puede ser k (cuando [ = 2k), y se agrega un
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2.2 Dinamica de Glauber en una dimension

factor de 2 por el hecho de que hay igual numero de subindices positivos y negativos para Ij_;(2t),
pues en | = k se tiene k — [ = 0.

De las expresiones (2.35) y (2.48), la densidad de paredes de dominio es simplemente

plt) = e (= m(0Y)o(20) + u(20)]. (2.49)

Teniendo en cuenta que I;(z) ~ (27z)~'/2¢?, para z > 1 [22], el comportamiento asintético de p(t) es
p(t) ~ (1 — m(0)?)(4mt)~1/2, (2.50)

Si la magnetizacion inicial es cero, la densidad de paredes de dominio decae asintéticamente como
p(t) ~ (4t)~1/2, (2.51)

Otro caso particular de interés, estd dado por la condicién inicial antiferromagnética, en donde
G1(0) = (—1)!. Usando la Ec. (2.46), la funcién de correlacién toma la forma

Gr(t) =14+ e 2> [(=1)! = 1[Tj—y(2t) — Tppa(2t)]. (2.52)
>1

Realizando un proceso andlogo al del caso anterior, se obtiene

1—4e 2 Zk;il I;(2t), si k es par,
J impar
Gi(t) = (2.53)
1—2e 2| Io(2t) + 2213_:12 I;(2t)|, si k es impar.
J par

Ahora, de las Ecs. (2.35) y (2.53) la densidad de paredes de dominio estd dada por
p(t) = e *'Iy(2t), (2.54)

cuyo comportamiento asintético es el mismo que para el caso de la condicién inicial aleatoria con
magnetizacion inicial m(0) = 0 dado por la Ec. (2.51).

Generalmente, para una dindmica dada el comportamiento de la densidad de paredes de dominios
depende fuertemente de la magnetizacion inicial [8], como se puede ver en las Ecs. (2.49), (2.50), (2.51)
y (2.54). Finalmente, se debe mencionar que para 7' = 0 y m(0) = 0 la dindmica de las paredes de
dominio coincide con Marcha Aleatoria con Aniquilacion (ARW por sus siglas en inglés) [23]. En la
ARW, las particulas inicialmente colocadas de forma aleatoria en una red unidimensional, realizan
una marcha aleatoria simétrica y estan sometidas a la reaccion A + A — 0. Esto es, siempre que
una particula intenta saltar a un sitio de red ocupado, este par de particulas se eliminan del sistema,
es decir, se aniquilan. La densidad de particulas de este sistema, pa(t), decae de acuerdo a [23, 24]:
pa(t) = (4mt)~1/2  para t > 1. Las paredes de dominio también ejecutan una marcha aleatoria, y se
aniquilan tal y como lo hacen las particulas A (Fig. 2.3), obedeciendo la ley de decaimiento anterior.

2.2.2. Cadena Ising en presencia de un campo magnético

En presencia de un campo magnético H distinto de cero, el segundo término del hamiltoniano de la
cadena de espines Ising ferromagnética dado por la Ec. (2.1) deja de ser nulo. Debido a esto se pierde
una simetria, puesto que las dos direcciones posibles de los espines ya no son equivalentes. Al igual que
antes, por simplicidad tomamos la misma constante de acoplamiento para todos los pares de espines,
esto es J;; = J.
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2 Dindamica de Glauber

oteipiol - ofeiptet
ofoteror  ofototod

(a) (b)

Figura 2.3: Aniquilacién en una dimensién: (a) salto de una particula a un sitio vacio y (b) aniquilacién
de particulas. También se muestra una representacién equivalente en términos de espines,
donde una particula es equivalente a una pared de dominio. Tomado de la Ref. [8].

Usando la condicién de balance detallado (2.2) para el caso de campo no nulo, se obtiene que las
tasas de transicién satisfacen

wl(S) Peq(Si
wi(8") Feq(S)

e—BJIsi(
T eBJsi(si—itsiv1) eBHsi

si—1+siy1) p—BHsi

1
_ 1— ?’787;(81'71 +8i41) 1 — hSz’7 (2.55)
1+ 57si(si-1 + sit1) L+ hsi

donde v = tanh (28.J) y h = tanh (BH). Note que para escribir la Ec. (2.55) se usé la identidad (2.5)
y la relacién tanh (ex) = etanhz, vdlida cuando e = 0,41. De ahora en adelante y sin pérdida de
generalidad, se toma el campo magnético positivo, esto es H > 0. Una escogencia natural de la tasa
de transicién es, por lo tanto,

wi(S) = 5 1— %si(si_l + 8i+1) — hs; + %h(si_1 + sit1) |- (2.56)
En este caso, el campo magnético da origen a términos lineales en las variables de espin. Siguiendo
un desarrollo andlogo al de la Ec. (2.19), reemplazando la tasa de transicién (2.56) en la Ec. (2.11),
se llega a que el valor promedio S; satisface

dS; ¥ ¥
dtl =-S5, + §(S¢_1 + Sit1) +h— ih(si—l,i + S@H_l). (2.57)
Es importante resaltar que la Ec. (2.57) involucra no solo valores medios de la forma S;, sino que
también aparece la funcién de correlacién de pares de espines adyacentes. Similarmente, reemplazando
la tasa de transicién (2.56) en la Ec. (2.18), se encuentra que la ecuacién que describe la evolucién de
la funcién de correlacién de pares contiene correlaciones de tres espines, esto es

dsS; ;i
WJ = h(Si+S5;)—25;;+ %(Sifl,j + Sit1,5) + %(Sz',jq + Sij+1)
+ %h(si—l,z‘,j + Siiv1) + %h(SiJ—Lj + Sigjr1)- (2.58)

Las dos ultimas ecuaciones sugieren que existe un patron jerarquico que procede hasta infinito. En
este patron, la ecuacién que describe la evolucién temporal de la funcién de correlacién de un cierto
orden contendra siempre términos correspondientes a la funcién de correlacién del orden siguiente. Por
este motivo, la dindmica del sistema en presencia de un campo magnético no nulo no puede obtenerse
analiticamente de forma exacta.
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2.2 Dinamica de Glauber en una dimension

Si bien, el comportamiento a temperatura finita es analiticamente intratable, el caso de T' = 0 es
més simple y aun interesante. Para determinar las tasas de transicién a 7' = 0, es conveniente utilizar
una dindmica simplificada en donde solo se permiten cambios de espin que involucran disminucién en
la energia [25, 26, 27]. Para entender esta eleccién, se debe recordar que el estado de equilibrio del
sistema a T' = 0 estd dado por el minimo de energia, pues no hay fluctuaciones térmicas. Usando el
hamiltoniano dado por la Ec. (2.1) y tomando por simplicidad J;; = J, se obtiene que la contribucién
del espin ¢ a la energia estd dada por

hi = —Jsi(si—1 + si41) — Hs;, (2.59)
y por tanto, el cambio en la energia del sistema al cambiar su orientacién es
AE = 2[J81'(81_1 + Sz’+1) + HSZ'}. (2.60)

Asi, el cambio en la energia para las 8 configuraciones posibles de 3 espines consecutivos esta dado
por

Ci: 111 — AE; =2(2J + H) Co: 11— AEy=-2(2J+H)
C3: 11— AE3=2H Ci: 11l — AE =—-2H

Cs: |11 — AE;=2H Co: 11— AEs=—2H

Cr: L1l — AE;=2(-2J+H) Cs: L1} — AEy=2(2J — H)

Se observa que en la configuracién C; se debe cumplir que H < 2.J para que la energia disminuya
debido al cambio de orientacién del espin central. Por su parte, en la configuracion Cg se necesita que
H > 2J para que el espin central cambie su estado y haya una disminucién en la energia. Este hecho,
conduce a que en T = 0 existan dos regimenes con dinamicas diferentes. El régimen de campo fuerte
en donde H > 2J y el régimen de campo débil dado por H < 2J.

Régimen de campo fuerte (H > 2.J)

Debido a que el campo magnético se toma positivo, las tasas de transicién asociadas a las configuraciones
Ci1, Cs, C5 y C7 son nulas, porque implican incrementos de energia, mientras que, las asociadas a las
configuraciones Cs, C4, Cg v Cg valen uno, puesto que estos procesos disminuyen la energia. Entonces,
los espines +1 (1) no evolucionan, mientras que, los espines —1 (]) cambian con una tasa igual a
uno, independientemente del estado de los espines vecinos. Ademds, si analizamos v = tanh (28J) y
h = tanh (8H) cuando T' — 0, se llega a que h tiende a uno mucho més réapido que 7. Por lo tanto, la
tasa de transicién y el espin promedio dados por (2.56) y (2.57) se reducen a

1

wi(S) = 5(1 — 8i), (2.61)
Y dsS;
T 1-5; (2.62)
respectivamente. Integrando la Ec. (2.62) con respecto al tiempo, se obtiene
S; =1+[S;(0) — 1]e " (2.63)

Se observa que el estado donde los espines estan completamente alineados con el campo se alcanza
exponencialmente rapido. Partiendo de una condicién inicial no correlacionada con magnetizacién
cero, esto es S;(0) = 0, la Ec. (2.63) toma la forma

S;i=1—e". (2.64)

Ya que los espines no estan correlacionados, todas las funciones de correlacion se factorizan. Esto es,
se pueden escribir como productos de S;,

Sit.in = (14 [S;(0) — 1]e )" (2.65)
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2 Dindamica de Glauber

Régimen de campo débil (H < 2J)

En este caso, después de analizar las 8 configuraciones posibles de 3 espines consecutivos, se llega a
que los tnicos casos en los cuales el espin central puede cambiar son

Co: Tdt=>1T17 Co: THL=1T Co: LIT=11T7 Crolrtdi=411]

Con esta dindmica, el tamano de los dominios de espines —1 () se reduce sistemdticamente. Para
hallar la ecuacién maestra para la probabilidad de encontrar un dominio de espines —1 de tamafio n,
P# , se deben tener en cuenta los procesos discutidos a continuacién: Reducciéon de dominios de tamano
n + 1 por difusién de una de las paredes del dominio:

E: - tll =1L L

+1 —
R UR RN S Li:_}) L LT
n+1 n"

Reduccién de dominios de tamano n por difusion de una de las paredes del dominio:

R URURERI I WQ—:1> B URTE NP
" n—1

Eye oot LIt wh =1 L

" - n—1

El cambio de orientacién del espin central de las configuraciones ({ 1)y (1} 1), da lugar a procesos
de coalescencia de dominios. De esta forma, el dominio més corto posible de longitud n = 1, tiene un
rol importante en el proceso de coalescencia y por lo tanto es un proceso fundamental en la dindmica
del sistema aT' = 0 con H < 2J. Cuando un dominio de un solo espin cambia su estado, tres dominios
se fusionan en un solo dominio més grande, como se muestra a continuacion:

"'iT"'TTITT"'Ti"' W ettt f R UREE

7 j i+j+1

Para que los procesos que involucran (] 1 ) ocurran, se necesita un dominio de espines +1 (1) de
tamano n = 1 entre dos dominios de espines —1 de tamanos ¢ y j. En la aproximacién de intervalos
independientes, los términos en la ecuacién maestra correspondientes a coalescencia son proporcionales
a la probabilidad de tener un dominio de espines +1 de tamano n = 1, PlT [7, 10]. En T' = 0 no se
tienen fluctuaciones térmicas y el sistema tiende a ordenarse, es decir, los espines tienden a alinearse
con el campo, por lo cual, los dominios de espines +1 de tamano n = 1 desapareceran eventualmente
para dar lugar a dominios de mayor tamafo, y PlT ~ 0. Por esta razon, para tiempos grandes estos
procesos de coalescencia de dominios pueden considerarse despreciables. Asi, la ecuacién que describe
la evolucién temporal de Jais , para n > 2, estd dada por

dPy
o = 9PE) +wPE) - waP(&) - whP(&)
= (@@ — (w2 +wh) Py
) (2.66)
donde P(&;) es la probabilidad de tener la configuracién &;, y se usé las identidades P(&;) = P(E)),
P&) = i+1 y P(&) = Pl. El caso n = 1 es un poco diferente. Para ello, se tiene en cuenta el
proceso

E: Tt wg=1---1171 -
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2.2 Dinamica de Glauber en una dimension

El término de ganancia es igual al de la Ec. (2.66) tomando n = 1. De esta manera, la ecuacién que
describe la evolucién de Pli es

dpP}
b= (@it W) By - wsP(Es)
= (w1 + wi)PQi — wng

= 2P} - P, (2.67)

donde se tuvo en cuenta que P(€3) = Pli . La Ec. (2.66) para n = N puede ser resuelta facilmente
tomando la condicién de frontera P]{, 41 = 0, donde N es el tamano del sistema. Asi, P]{,(t) =
P]%,(O)efzt, lo cual permite hallar una expresién para P]{/q(t)- Sustituyendo recursivamente en las
ecuaciones correspondientes a n < N — 1, y usando el método del factor integrante para resolver la
ecuacion diferencial resultante, se obtiene

n

Py_,(t) = [Z 2ty P}v_nﬂ-m)] (2.68)

1
=0 7’

para N —n > 2. Realizando la sustitucién N — n <> n, se encuentra

N—n ;
PH(t) = [ (2?jfﬁ4jan]e—2ﬁ (2.69)
=0 7

La solucién explicita para Pf (t) se obtiene como se indica a continuacién. Primero se especifica una
condicion inicial, Pf(O), y se determina explicitamente P; (t) por medio de la Ec. (2.69). Finalmente se

usa el resultado obtenido para P2l (t) en la Ec. (2.67) para integrar y determinar Pli (t). Una condicién
inicial habitual establece que todos los dominios de espines —1 son de longitud L, esto es, Pj (0) = 6L
Si se reemplaza la condicién inicial anterior en la Ec. (2.69), se puede observar que no se forman
dominios de tamano mayor a L, es decir, la probabilidad Pi (t) de que se forme un dominio de espines
—1 de tamano n > L es cero, lo cual es acorde a lo dicho previamente en esta seccion. Para esta
condicién inicial es sencillo encontrar una expresién para Pf (t), para ello, se debe debe resolver la
siguiente ecuacién diferencial
AP} 9L-1

Usando el método del factor integrante para resolver la Ec. (2.70) se obtiene

2L71
Pf(t) = -2 [/tL_2e_tdt] et 4cet
= ce‘t—»—gf:i—IKL——l t)e " (2.71)
(L —2)! ’
2L71

con I'(L — 1,¢) la funcién gamma incompleta [22] y ¢ = Pf(O) + (L — 1,0) una constante. Es

(L—2)!
importante resaltar que las Ecs. (2.69) y (2.71) suponen que PlT ~ 0, por lo tanto no son vélidas para
condiciones iniciales en donde existan dominios de espines +1 de tamano uno.

2.2.3. Evolucién temporal de la distribucién de tamanos de dominios

Como se muestra en la Fig. 2.2, la creacién, difusién y aniquilaciéon de paredes de dominios son los
procesos fundamentales con los cuales evoluciona la cadena de Ising en la dindmica de Glauber [4, 5,
23]. Una forma de describir esta evolucién es por medio de la distancia media entre paredes de dominio
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2 Dindamica de Glauber

o su inverso, la densidad de paredes de dominio, la cual decrece como (1 —m(0)?)(4nt)~Y/2 a T =0,
donde m(0) es la magnetizacién inicial (ver Ec. (2.50)). Una cantidad que contiene mds informacién
es la distribucién de tamanos de dominios, es decir, la probabilidad P, de encontrar un dominio de
tamano n.

Para describir la evolucién temporal de P, para valores arbitrarios de J, g y H, se recurre al
formalismo de la ecuacién maestra (Apéndice B), y a la aproximacion de intervalos independientes, en
la cual se asume que dominios vecinos no estén correlacionados [6, 7, 10, 16]. Con esta aproximacion, se
puede escribir la probabilidad de encontrar varios dominios adyacentes de longitud especificada como el
producto de distribuciones de un solo dominio. Ademads, se consideran los tres procesos fundamentales
mencionados al inicio de esta seccién: difusion de paredes de dominio, fragmentacién y coalescencia
de dominios.

Usando la Ec. (2.56), se calculan las tasas de transicién para el espin central de una configuracién
de tres espines consecutivos. Las ocho configuraciones posibles y sus respectivas tasas se muestran a
continuacién:

Gt t= wi= oy =k -] Gt wr= [y +h(47)
Cs: 114 wy= (1) Coi 1 UL wi= (1 +)
C: L1 w5 = 2(1-1) Co: LUT— wo=3(1+h)
Co: 41— wr= [y = h(1 +7)] Cs: 141~ ws=g[l—y+h(1—7)

Las tasas de transiciéon anteriores, son la informacion de entrada que se necesita para determinar las
contribuciones a la ecuacién maestra de los procesos que tienen lugar en la formacién de dominios.
Debido a que en presencia de un campo magnético las distribuciones de dominios de espines +1 (1) y —1
(J) son diferentes, es conveniente tratar primero el caso de dominios de espines +1, asi como también
estudiar por separado los procesos de difusion de paredes de dominio, coalescencia y fragmentacién de
dominios.

Difusion de paredes de dominio: Para hallar las contribuciones a la ecuacién maestra correspondientes
a difusién de paredes de dominio se analizan los siguientes eventos: Difusiéon de paredes en dominios
de tamano n:

Ev: ol L Qj R R Eo Lttt "ﬁ et
n n+1 n n+1

Eyr o LTl ws e e /O S A KRR N N A wg el
n n—1 n n—1

Por su parte, para dominios de tamanio n + 1 y n — 1 se tiene:

Es "'¢$T"'Ti"'§ R PR & "'iT"'TTi"'wg R U
n+1 n n+1 n

respectivamente. De esta manera, el término que da cuenta de las contribuciones de la difusién de
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2.2 Dinamica de Glauber en una dimension

paredes de dominio esta dado por

T difusién

dP,
dt

= —weP(&1) —wiP(E]) — wsP(E2) — wsP(E) + ws P(E3) + w3 P(&3)

+weP(E1) + waP(E))
= —20}4P(51) — 20)3]{[ + 2(4}3P2+1 + 2LU4P((€4), (272)

donde P(&;) es la probabilidad de tener la configuracién &;, y se usaron las identidades wy = wg,
wy = ws, P(&) = P(£)), P(&) = Pl, y P(&) = P, . Las probabilidades P(£) y P(Es) se pueden
escribir en términos de P, y P,_1, respectivamente. Para ello, se tiene en cuenta que

P(&)+P(&) = P, (2.73)
P(&1)+ P(&) = P, (2.74)
donde
€ TT. 1)
Gt Tt
)

Cabe mencionar que los eventos anteriores dan cuenta de la coalescencia de un dominio de tamano n
y n — 1 con un dominio de cualquier tamano. Las probabilidades P(&5) y P(&) se pueden aproximar
usando la aproximacion de intervalos independientes. Asi,

~ P _ B

P(&s) ~ —x=PUL N)—p%PJ, (2.75)
P P

P(&s) ~ —FPUL- N)zp—;ngl, (2.76)

n—1

donde el factor p' es la densidad de dominios de espines 41 y da cuenta de la probabilidad de tener un
dominio de tamano 1 junto a un dominio de espines +1 de cualquier tamano. Usando las Ecs. (2.75)
y (2.76) en (2.73) y (2.74), respectivamente, se obtiene

p

P(&) =~ P,I—p%P,I, (2.77)
N

P&) = Py - Fpn—h (2.78)

donde el segundo término resta la contribucién de la coalescencia del dominio considerado con un
dominio de cualquier tamano. Usando las Ecs. (2.77) y (2.78), la Ec. (2.72) toma la forma

dPT difusién P‘L P‘L
dt” = —2w4P) (1 - p%) — 2w3 P + 2w Pl + 2wiP)_, (1 - p%) (2.79)

Como la Ec. (2.79) es independiente de J, se concluye que las contribuciones a la ecuacién maestra
debidas a la difusién de paredes de dominio no se ven afectadas por la interacciéon entre los espines.
Por otro lado, existe una dependencia del campo magnético aplicado y de la temperatura.
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2 Dindamica de Glauber

Coalescencia de dominios: Para encontrar las contribuciones de la coalescencia de dominios a
la ecuaciéon maestra se analizan los siguientes eventos:

& : ”'T1T~-Ti“'@g'“T$T‘“Ti“'
n n+14---
gé; R U wj R R R
n n+1+--
& '”iT'“TIT”'Tl“‘gg“'iT”'T?T“'Ti“'
) 7 n

Los dominios de tamafio i, 1 y j, coalescen dando como resultado un dominio de tamano n, donde
t+1+j = n. Los términos de pérdida dan cuenta de la coalescencia de un dominio de tamafnio n con un
dominio de cualquier tamano. De esta manera, las contribuciones a la ecuacién maestra corresponden
a

coalescencia
dpP}

dt

= —CAJQP(85) - wgP(é'é) + w2 Z 5i+j,n—1p(g7)
ij=1

= —QCUQP(&—;) =+ wo Z 5i+j,n—lp(g7)7 (2.80)
ij=1

donde se usé la identidad P(&;) = P(E]). Mediante la aproximacién de intervalos independientes se
puede escribir P(£7) en términos de P; y Pj. Asi,

1
Pen ~ SEDPUL SOPAL e 1 = PP (2.81)

El factor p' estd elevado el cuadrado debido a que el dominio de tamafio 1 debe estar junto a dos
dominios de espines +1. Reemplazando las Ecs. (2.75) y (2.81) en (2.80) se obtiene

dPT coalescencia p 0 p 1 00
n _ 1 pt 1 T pt
= —2ws—P — g Oitin_1P' P;. 2.82
dt w2 pT n w2 (pT)Q 2 t+jmn—145 45 ( )

Fragmentacion de dominios: Para el caso de fragmentacion de dominios, se analiza el siguiente
evento:

E: Lttt ) wy R N (EETE
| ~—— ——
n % J
En la configuracién £ hay n + 2 espines, sin embargo, el nimero de espines que pueden cambiar su
estado con una tasa de transicién w; es n — 2. Note que se han descontado los espines de los extremos,
ya que conforman las paredes del dominio. Estos espines de los extremos se excluyen debido a que su
cambio de estado corresponde a un caso diferente al que se esté considerando. Por lo tanto, el término
que da cuenta de la contribucion de la fragmentacion de dominios a la ecuacién maestra esta dado por

fragmentacién
P,

g = —wi(n—2)P(&)

= _wl(n - Q)Pga

1+ fragmentacién
valido para n > 2. Para n = 1 se tiene que —- =0.
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2.2 Dinamica de Glauber en una dimension

Los procesos de coalescencia y fragmentacién de dominios se ven afectados tanto por las fluctuaciones
térmicas del sistema como por la interaccién entre los espines y el campo magnético externo. Teniendo
en cuenta las contribuciones de los tres procesos fundamentales, la ecuacién que describe la evolucién
temporal de la distribucién de tamanos de dominios de espines +1 es
Tdifusién

1 coalescencia 1 fragmentacién

dpP}  dP} _ AP _ AP
. dt dt dt
4 + + r
= —2(wg+ws3)P) + 2w3P, 1 +2wsP, 1|1~ F
Pl¢ = T pt Pli 0 0
+ w2 (pT)Q Z 6i+j,n—1PZ‘ Pj — 2((,02 — W4)Fpn — wl(n — 2)Pn
ij=1

Pt
= 2P +(1—h)P, +(1+hP_, <1 - 1)

n ot
1 P 5 tpt Pl
+ 5[1+’Y+h(1+7)]wZ5i+j,n—1P¢Pj -1 +h)—=F,
P2 = p
1
- 5[1—7—h(1—7)]<”—2)P$7 (2.83)

valida para n > 2. Para el caso n = 1 se debe establecer POT = 0, y tener en cuenta que los eventos &
y & son iguales y corresponden a

Eyion L] wr Pl
Ademids, se debe considerar el siguiente evento:
E:-- Ll wj AT,

correspondiente a la fragmentacién de un dominio de espines —1. La probabilidad P(&g) de tener 3
espines —1 consecutivos, se puede aproximar como (A)3, donde A es la densidad de espines —1. De
este modo

dP] 1 t Pl 13
W = —(2w4 —|—w7)P1 +2w3P2 — 2(w2 _W4)FP1 —i—wg(/\ )
_ ! h(1 Pl +(1—-h)PS 1 hP%PT
= —5[3+7+ (1=y)]P + (1 =h)Py —~y(1+ )F 1
1
+ 5[1—7+h(1—7)](A¢)3. (2.84)

El analisis para dominios de espines —1 es andlogo al del caso anterior. La diferencia en las
distribuciones de tamanos de dominios radica en el factor proporcional a h, debido a que los espines
se comportan diferente en presencia de un campo magnético segtin su orientacién. Cuando el campo
externo es cero el modelo es simétrico al cambiar el valor del espin en todos los sitios de la red; un
campo distinto de cero rompe esta simetria (Apéndice A). Por lo tanto, para obtener la ecuacién que
describe la evolucion temporal de la distribucién de tamanos de dominios de espines —1 se realiza la
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2 Dindamica de Glauber

sustitucién h — —h en las Ecs. (2.83) y (2.84). Asi, paran > 2

dP; pt
dt = 2((‘-}5 +WG)PJ’ + 2w6P 1 —+ 2(,05P¢_1< _ pi)
Pl & L pt
£ wr s D it PP = 2uwr = ws) L P = ws(n = 2)P;
P = P
' ' ' P!
= 2P+ (1+h)Py, +(1—h)Py_ (1_p¢>
PlT = 0 PlT
+ 5[1+fy h(1+7)] P58 > bisjm PP} — (1= h)—L P}
P 3,7=1 P
1
- 5[1—7+h(1—7)](n—2)ﬂf, (2.85)
y paran =1
! + | Pl
= —5B+y-hl=7)]F+ 1 +h)Py — (1~ h)ﬁpl
1
+ gl oA =IO (2.86)

2

donde el factor p* es la densidad de dominios de espines —1 y da cuenta de la probabilidad de tener
un dominio de tamaifio 1 junto a un dominio de espines —1 de cualquier tamafio, A" es la densidad de
espines +1, y (A1)3 es una aproximacién para la probabilidad de tener tres espines +1 consecutivos.
Las expresiones (2.83) a (2.86) son més generales que aquellas que se tienen reportadas en la literatura
[8, 10], puesto que distinguen entre dominios de espines +1y —1, y son validas para valores arbitrarios
de J, T'y H. Cabe mencionar que la magnetizacién inicial estd determinada por las distribuciones
iniciales de los tamanos de los dominios de espines +1 y —1. Una magnetizacién inicial nula, m(0) = 0,
corresponde a distribuciones iniciales iguales. Mientras que, para m(0) > 0 los valores méaximos de la
distribucién correspondiente a espines +1 serdn mayores a los de la correspondiente a espines —1, y
ocurrird lo opuesto para m(0) < 0.

Ahora, que se ha obtenido la ecuacién maestra para la distribucién de tamanos de dominios de
espines +1 y —1, es de interés estudiar los casos limite. En el caso H = 0 (h = 0) se obtiene para
n> 2

dP, P 1 P
o —QPn+Pn+1+Pn—1<1—p1>+2(1+’y)p21E Oitjn—1EiP;
ij=1
P, 1
— wﬁ&—gu—wm—mﬂu (2.87)
y paran =1
dp 1 P 1 3
— = Pi+P—y—L 4+ 21— . 2.
7 53+ 7P+ P2 ", +5A=7)A (2.88)

No se hace distincién entre espines +1 y —1 en las distribuciones debido a que son equivalentes cuando
H = 0. Si bien, las ecuaciones que describen la evolucién de las distribuciones son equivalentes, las
distribuciones de tamanos de dominios no necesariamente coinciden para espines +1 y —1. Como se
menciond antes, esto depende de la magnetizacién inicial.
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2.2 Dinamica de Glauber en una dimension

Si ademads, se considera el caso T'— oo (7 — 0), todos los eventos son igualmente probables, pues
=1 Vi (ver Sec. (2.2)). Por lo tanto, para n > 2

dP, P, 1P Z 1
7; - _2Pn+Pn+1+Pn_1 (1_1> = 51-1‘]” 1PP _7(n_2)Pn’ (289)
P 2 p? i1
yparan =1
dpP; 3 1
= = —IP 4P+ N 2.
7 SPit Pt (2.90)

Se puede notar que el término correspondiente a la coalescencia de un dominio de tamano n con un
dominio de cualquier tamano desaparece.

Si por el contrario, se considera 7" — 0 (7 — 1), se obtiene

P,
dt

P P & P,
= _2Pn + Pn+1 + Pn—l <1 - p1> + p721 Z 6i+j,n—l]D7L-Pj - ?lpny (291)

1,7=1

vélida para n > 1. En acuerdo a los resultados reportados en las Refs. [8, 10]. Se observa que las
contribuciones de la fragmentacién de dominios desaparecen, lo cual se debe a que este proceso es
causado por fluctuaciones térmicas y por el campo magnético externo, y al no estar presentes, la tasa
de transicién es cero.

Otro caso de interés se presenta cuando se tiene 7' = 0 y un campo magnético no nulo (ver Sec.
2.22). ParaT =0y H > 2J, se tiene que w; = w3 =ws =w; =0y ws = wy = wg = wg = 1. Por lo
tanto, para n > 2

dP] N P P&
i,j=1
dPT% 1 1 1
- —2P; + 2P, , — (n—2)Fy, (2.93)
yparan =1
dp}
dP} | |
o= —Pf+2p) (2.95)

Mientras que, para T =0y H < 2J se tiene que wy = w3 =ws =wg =0y wo = wy = wg = wy = 1.
De este modo, para n > 2 se obtiene la Ec. (2.92) para el caso de dominios de espines +1, y para
dominios de espines —1

dPy L opl L Pl L WP
o= 2P+ s e ”ZI Si+jm—1 P} P 2p¢P : (2.96)
Para n = 1 se encuentra
dPf T
—Ll = _3p 2.97
dt 1 ( )
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2 Dindamica de Glauber

! T
% = P/ 2P} - 2];113%. (2.98)
Debido a que la Ec. (2.92) se mantiene en ambos regimenes, se concluye que los dominios de espines
+1 no se ven afectados por la magnitud del campo magnético, salvo cuando el tamano del dominio
es n = 1. Por otro lado, usando la Ec. (2.97) se obtiene PlT(t) = PIT(O)e_?’t, por lo que eventualmente
PlT (t) =~ 0. Reemplazando este resultado en las Ecs. (2.96) y (2.98) se recuperan los resultados obtenidos
al estudiar el régimen de campo magnético débil, Ecs. (2.66) y (2.67).
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3 Anadlisis de resultados computacionales y
numeéricos

En este capitulo se discuten los resultados obtenidos para la magnetizacion, la correlacién de pares
de espines en el equilibrio y la formacién de dominios dentro del modelo de Ising-Glauber descrito en el
capitulo anterior. La ecuacién maestra de la distribucién de tamanos de dominios estd dada por las Fcs.
(2.83) a (2.86), las cuales se resuelven de manera numérica usando el algoritmo de Euler. Por su parte,
la magnetizacién y la correlacién de pares estdan dadas por las Ecs. (2.29) y (2.41), respectivamente.
Los resultados obtenidos mediante simulaciones computacionales basadas en el método de Monte
Carlo cinético (kMC) para diferentes temperaturas y campos magnéticos, son comparados con su
contraparte analitica. Para todos los casos se tomé J = 1. La informacién detallada de las simulaciones
computacionales se encuentra en el Apéndice C.

A menos que se especifique lo contrario, las distribuciones P, (t) obtenidas para el tamano de
dominios n se reescalan usando el cambio de variable s(t) = n/(n(t)), con (n(t)) el promedio de
n en el instante de tiempo ¢, dado por ) n P,(t). La distribucién reescalada se encuentra usando
P = <n(t)>Pn(t) [67 23]'

3.1. Formacién de dominios en ausencia de campo magnético

Para el caso T = 0, se realizd la simulacién mediante dos algoritmos. Usando el algoritmo de
Glauber descrito en el Apéndice C.2 se implementé una simulaciéon con una red de N = 1000 sitios,
un ciclo temporal de 35000 pasos y se promedio sobre 20000 repeticiones. Mientras que, con el método
kMC detallado en el Apéndice C.1 se tomé S = 5000 para simular la condicién de temperatura cero,
N = 1000, un ciclo temporal de 10000 pasos que se trunca al alcanzar un tiempo maximo de medida
de t = 34 unidades, y 20000 repeticiones. En todos los casos el niimero de repeticiones se selecciond
con el objetivo de obtener una estadistica apropiada. La Fig. 3.1 muestra la distribucién de tamanos
de dominios reescalada para dominios de espines +1 (1) y —1 () para diferentes valores de m(0),
con T' =0y H = 0, usando la dindmica Glauber. Por su parte, la Fig. 3.2 muestra los resultados
andlogos pero usando el algoritmo general de kMC. Con m(0) = 0, se observa en las Figs. 3.1a y
3.2a que las distribuciones para los espines +1 y —1 coinciden. Sin embargo, con magnetizaciones
iniciales diferentes de cero, m(0) # 0, se presenta una discrepancia entre ambas distribuciones, la cual
depende del valor de m(0), como se muestra en las Figs. 3.1b, 3.1c, 3.2b y 3.2c. Esta diferencia se
debe a que la longitud promedio de los dos tipos de dominios, asi como sus respectivas distribuciones
iniciales, dependen fuertemente de la magnetizacién inicial (ver Sec. 2.2.3). Recordemos que, para
T = 0, la magnetizacién es una cantidad conservada, por lo que es de esperar que la diferencia entre
las distribuciones se mantenga en el tiempo.

A pesar de que con ambos algoritmos de simulaciéon se obtuvo la misma distribucién, el algoritmo
de Glauber para temperatura cero es mas eficiente, pues el tiempo de simulacién es mucho menor
que el de kMC (~0.003s vs ~1.4s por ciclo de tiempo. Simulado en un computador portatil con las
siguientes especificaciones: procesador Intel Core i5-5200U, sistema operativo de 64 bits, RAM de
8GB DDR3, y una unidad SSD ADATA SU650 con capacidad de 480GB). Sin embargo, el algoritmo
kMC no estd restringido a temperatura cero [28, 29] y por lo tanto es mds versétil, puesto que permite
determinar el comportamiento de diferentes cantidades, tales como la densidad de paredes de dominio,
la magnetizaciéon por particula y la correlacion de pares de espines como funcién de la temperatura
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del sistema.

Para T = 0, la cola de la izquierda de P, crece linealmente con el tamano del dominio y la de
la derecha decae exponencialmente. El comportamiento lineal sugiere la existencia de una fuerza de
repulsion entrépica entre las paredes de un dominio, mientras que, el decaimiento exponencial se debe
a la fuerza entrépica de atraccion, debida a los demdas dominios, que no permite que un dominio
crezca indefinidamente. El recuadro en las Figs. 3.1 y 3.2 resalta el decaimiento exponencial de la cola
derecha de la distribucion. Tal y como lo muestra la grafica de la distribucién, la probabilidad de que
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(a) Distribucién de tamanos de dominios reescalada con m(0) = 0.
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(b) Distribucién de tamafios de dominios reescalada con m(0) = 0.2.
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(c) Distribucién de tamanos de dominios reescalada con m(0) = -0.2.

Figura 3.1: Distribucién de tamanos de dominios reescalada. Se obtuvo usando el algoritmo de Glauber
para H = 0, T = 0, NPT = 35000 y diferentes magnetizaciones iniciales, m(0). El inset
incluye la grafica en escala logaritmica en el eje y, resaltando la cola de la exponencial.
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3.1 Formacion de dominios en ausencia de campo magnético

el sistema se ordene con una tunica orientacién de espin es practicamente cero, debido al hecho de que
no hay ningtin agente externo que rompa la simetria del sistema y privilegie una orientacion particular
de espin. Igualmente, la existencia de dominios de tamano uno es practicamente cero. Para T' = 0, el
proceso de formacién de dominios de distintos tamanos ocurre preservando la magnetizacién inicial
mientras el tamano promedio de los dominios se incrementa. En particular para m(0) = 0, el sistema
evoluciona de tal forma que, aunque la magnetizacién local es diferente de cero debido a la existencia

de dominios,

Figura 3.2:

la magnetizacién global es nula.
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(b) Distribucién de tamanos de dominios reescalada con m(0) = 0.2.
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(c) Distribucién de tamanos de dominios reescalada con m(0) = -0.2.

Distribucion de tamanos de dominios reescalada. Se obtuvo mediante el método kMC con
J =1, H =0, g = 5000, t = 34 y diferentes magnetizaciones iniciales, m(0). El inset
incluye la grafica en escala logaritmica en el eje y, resaltando la cola de la exponencial.
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Los resultados encontrados para valores pequenos y grandes de s coinciden con los reportados en
la Ref. [23] para Marcha Aleatoria con Aniquilacién (ARW), representados por lineas discontinuas en
las Figs. 3.1 y 3.2. En el régimen T'= 0, H = 0 y m(0) = 0, la distribucién reescalada Ps se comporta
de acuerdo a [23]:

as

P, —>7ms paras—0 y P;— ce”® para s — oo, (3.1)

donde ¢ y « han sido determinados numéricamente usando simulaciones computacionales extensas y
un ajuste exponencial. En este trabajo se usan los valores ¢ = 1.746 y a = 1.286 reportados en la Ref.
[23] para ARW. Este resultado es de esperar, puesto que el modelo 1-D de Ising-Glauber a temperatura
y campo magnético cero es equivalente al de ARW. En la ARW las paredes de dominios equivalen a
particulas que ejecutan marcha aleatoria y estdn sometidas a una reaccién de aniquilaciéon de pares
cuando dos particulas se encuentran (ver Fig. 2.3).

Ademas de P,, otra cantidad de interés es la densidad de paredes de dominio p(t). Para el caso
T =0y m(0) =0, se realizaron simulaciones con N = 1000, 8 = 5000, un tiempo maximo de medida
de t = 34, promediando sobre 10000 repeticiones. Para una magnetizacién inicial diferente de cero se
trabaj6 con N = 2000 sitios de red. Por otro lado, la magnetizacién por particula, m(t), se calculé para
H =0con N =500, 5=0.1y = >5000, con un tiempo maximo de medida de t = 7. En esta ocasion
solo se requirieron 1000 repeticiones para obtener una buena estadistica. Los resultados obtenidos para
las dos cantidades calculadas se muestran en las Figs. 3.3 y 3.4, respectivamente. En la Fig. 3.3 se
observa que el comportamiento asintotico de la densidad de paredes de dominio coincide con el predicho
en los resultados analiticos, Ecs. (2.50) y (2.51). Se puede notar, que aproximadamente a partir de
t = 3 la densidad de dominios se comporta como ~ (1 —m(0)?)t~'/2. Para T' = 0 la separacién media
de las paredes de dominio (el inverso de la densidad de paredes de dominio) aumenta y el sistema
tiende a ordenarse debido a la formacién de dominios. El hecho de que la separacién media de las
paredes de dominio aumente con el tiempo sugiere que los tamanos de los dominios, en promedio,
aumentan progresivamente. Por su parte, en la Fig. 3.4 es claro que para T = 0 la magnetizacion se
conserva, mientras que, para temperatura no nula la magnetizacién decae exponencialmente a cero
sin importar la magnetizacién inicial, tal y como lo predice la Ec. (2.29). Para una temperatura finita
las fluctuaciones térmicas desordenan el sistema, haciendo que m(0) — 0 para t — oo. Vale la pena
enfatizar que para T' = 0, si bien, el sistema puede tener magnetizacién promedio nula, localmente no
necesariamente es asi, ya que se forman dominios. Esto se evidencia en las Figs. 3.1a y 3.2a.

10°

* m(0)=0
‘4"1)7]/2

= m(0)=0.4

— (1-0.4%)(4nt)"*2

* m(0)=0.6

— (1-0.62)(4nt)" 17

Pelt]

107

t

Figura 3.3: Se muestra la densidad de dominios en escala logaritmica para diferentes magnetizaciones
iniciales, m(0), obtenida con el método kMC con H =0, J =1, = 5000 y t = 34; y las
curvas correspondientes a las Ecs. (2.50) y (2.51).

Siguiendo lo mencionado en el parrafo anterior, es interesante mostrar la distribuciéon de tamanos de
dominios reescalada para distintos tiempos de evolucién, como lo muestra la Fig. 3.5, donde se tomo
N = 1000, 8 = 5000, m(0) = 0, y 20000 repeticiones. Se observa que a partir de t = 5 la distribucién
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3.1 Formacion de dominios en ausencia de campo magnético

0.6 . ®  B=5000 q
Ec. (2.29), B =5000

e g=01

— Ec.(2.29), f=0.1

0.4

b ————

‘é’ 0.0

Figura 3.4: Magnetizacién por particula partiendo de diferentes magnetizaciones iniciales, m(0). Se
midié usando KkMC con H =0, J = 1, 8 = 5000 y 8 = 0.1. También se muestran las
curvas correspondientes a la Ec. (2.29) con los pardmetros mencionados antes.

mantiene la misma forma, es decir, presenta escalamiento dindmico [5, 20]. Los tiempos en los cuales
el sistema evoluciona sin cambiar la forma funcional de la distribucién coinciden con la regién donde
la densidad de paredes de dominio decae asintéticamente como ~ t~/2 esto define el régimen de
escalamiento del sistema. En el limite termodinamico el tamano del sistema es infinito, por lo que
para T' = 0 el sistema evoluciona de tal forma que la distribucién de tamanos de dominios mostrada
en las Figs. 3.1a y 3.2a se mantiene durante toda la evoluciéon. En contraste, para un sistema finito,
los dominios se reducirdn con el tiempo hasta alcanzar el estado de equilibrio, donde simplemente se
tendran dos dominios de espines +1 y —1, de tamanos tales, que preserven la magnetizacién inicial.
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Figura 3.5: Distribucién de tamanos de dominios reescalada para cuatro tiempos de evolucion. Se
obtuvo mediante el método kMC con H =0, J =1, § = 5000 y m(0) = 0. El inset incluye
la grafica en escala logaritmica en el eje y, resaltando la cola de la exponencial.

Ahora, que hemos obtenido numéricamente la distribucién de tamanos de dominios a T' = 0 usando
dos algoritmos diferentes, y que sabemos que presenta escalamiento dindmico, vale la pena compararla
con la solucién numeérica de la ecuacion maestra de la distribucién de tamanos de dominios dada por la
Ec. (2.91). Esta ecuacion se resolvié usando el método de Euler para m(0) = 0. Los resultados obtenidos
para tres tiempos de evolucién diferentes se muestran en la Fig. 3.6 por medio de lineas continuas. Se
puede observar que, aunque la solucién numérica presenta la misma forma, hay algunas discrepancias
con los resultados de las simulaciones para ¢ > 6. En particular, se observa un corrimiento del valor
medio hacia la derecha conforme aumenta el tiempo. Esto se debe a que el error producido por la
aproximacién de intervalos independientes hecha para escribir la ecuacién maestra se acumula en cada

31



3 Anadlisis de resultados computacionales y numéricos

paso de tiempo. A pesar de estas pequenas discrepancias, se puede decir que todas las distribuciones
presentan el mismo comportamiento: comportamiento lineal para dominios pequeiios y decaimiento
exponencial para dominios grandes (ver recuadro de la Fig. 3.6). Se puede concluir, ademds, que los
procesos fundamentales considerados para escribir la ecuacion maestra son relevantes durante todo el
proceso de evolucién del sistema.

1.0 T
[ ® KMC

. Y Glauber

! Y Ec. (2.91):

0.8 ! 3 — tnax=35
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Figura 3.6: Se muestra la distribucién de tamanos de dominios reescalada para H = 0y m(0) = 0,
obtenida mediante los métodos kMC con J = 1, 8 = 5000, t = 34 y Glauber T' = 0; y la
solucién numérica de la Ec. (2.91) para diferentes tiempos de evolucién. El inset incluye
la grafica en escala logaritmica en el eje y, resaltando la cola de la exponencial.

La Fig. 3.7 muestra la distribucién de tamafos de dominios para una temperatura finita. Note
que la fuerza de repulsién entrépica entre las paredes de un dominio desaparece, mientras que, el
comportamiento exponencial de la cola derecha de la distribucién se mantiene. Esto comprueba que
la formacién de dominios es una consecuencia de la ausencia de fluctuaciones térmicas a temperatura
cero. Los resultados mostrados en la Fig. 3.7 se obtuvieron con N = 1000, H =0, 8 = 1.5, t = 34,
m(0) = 0, y 20000 repeticiones. Ademds, se compararon los resultados computacionales con la solucién
numérica de las Ecs. (2.87) y (2.88), obteniendo una buena coincidencia entre las distribuciones. Vale
la pena aclarar que en el caso de temperatura finita y H = 0 el sistema evoluciona de tal forma que
para tiempos grandes la magnetizacién es nula y el tamano mas probable de un dominio es n = 1
(ver Fig. 3.4). En este caso tanto la magnetizacién local como la global son nulas. Este es el estado de
equilibrio del sistema.

Adicionalmente, para H = 0 se midié en el equilibrio la correlacién de pares, G(k), en funcién
de la separacién entre los espines, k. Se consideraron dos diferentes temperaturas y magnetizaciones
iniciales. Para el desarrollo de las simulaciones con S = 1 se tomé N = 200, un tiempo méximo de
medida de ¢ = 1100 y 20000 repeticiones. Por su parte, para 8 = 2 se us6 N = 1000, un tiempo
maximo de medida de ¢ = 3300 unidades y 5000 repeticiones. Los resultados obtenidos se muestran
en la Fig. 3.8, donde los puntos representan los resultados numéricos mientras las lineas continuas los
analiticos dados por la Ec. (2.41). Ambos conjuntos de resultados coinciden en todo el dominio de k
considerado. El recuadro con el eje vertical en escala logaritmica resalta el decaimiento exponencial
conforme la separacion entre los espines aumenta. Como es de esperar, para un k dado, a medida que
la temperatura aumenta (5 disminuye) G(k) disminuye, tal como lo predice la Ec. (2.41).
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Figura 3.7: Distribucién de tamainos de dominios reescalada. Se obtuvo mediante el método kMC con
J=1,H=0,0=1.5,t=34ym(0) =0. También se muestra la solucién numérica de las

Ecs. (2.87) y (2.88). El inset incluye la gréafica en escala logaritmica en el eje y, resaltando
la cola de la exponencial.
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Figura 3.8: Correlacién de pares de espines en el equilibrio en funcién de su separacién. Se midid
usando kMC con H =0, J =1, = 1y f = 2, y magnetizacién inicial m(0) = 0 y
m(0) = 0.6. También se muestra la curva correspondiente a la Ec. (2.41) con los pardmetros
mencionados antes. El inset incluye la grafica en escala logaritmica en el eje y.

3.2. Formacién de dominios a temperatura cero en presencia de un
campo magnético

Como se mostrd en la Sec. 2.2.2, en presencia de un campo magnético el comportamiento del sistema
varia dependiendo de la relacién entre la magnitud del campo y la constante de acoplamiento entre los
espines. Por esta razén, para T = 0 se usa la condicién dada por la Ec. (2.60) en el algoritmo kMC, para
determinar las tasas de transicién del sistema, donde la tasa de transicién es 1 si AE < 0y 0si AE > 0.

Una cantidad 1til para estudiar el sistema dentro del régimen de campo fuerte (H > 2J) es el
espin promedio S;. Para su anélisis se midié el promedio de espin en funcién del tiempo en tres sitios
diferentes de la red, cada uno con un promedio inicial diferente. Se tomé N = 1000, H = 3.5, un tiempo
maximo de medida de ¢ = 5 y se promedio sobre 20000 repeticiones. Los resultados se muestran en
la Fig. 3.9. Se observa que el espin promedio satisface la Ec. (2.63) y el sistema tiende rdpidamente a
orientarse en direccién del campo magnético.
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Figura 3.9: Espin promedio en el sitio 7 en funcién del tiempo, S;(t), para 3 sitios y promedios iniciales,
S;(0), diferentes; obtenida usando el método kMC con H = 3.5, J =1y T = 0. También
se muestra la curva correspondiente a la Ec. (2.63) con los pardmetros mencionados antes.
El inset incluye la gréafica en escala logaritmica en el eje .

En cuanto al régimen de campo débil (H < 2.J), para ilustrar las limitaciones de las Ecs. (2.69) y
(2.71) reportadas en la Ref. [8], se estudia el sistema partiendo de dos condiciones iniciales distintas.
Se propone una condicién inicial donde todos los dominios de espines +1 y —1 tienen tamatio 5 y 15,
respectivamente. Y otra condicién inicial donde los tamanos corresponden a 1 y 9, respectivamente.
Las distribuciones de tamanos de dominios de espines +1 y —1 se obtuvieron mediante el método kMC
para tres tiempos de evolucién diferentes, y se trabajé con N = 500 sitios de red, H = 0.5 y 20000
repeticiones. Adicionalmente, usando el método de Euler se resolvieron numéricamente las Ecs. (2.92),
(2.96), (2.97) y (2.98), que consideran todos los procesos fundamentales en la formacién de dominios.
En este caso, las distribuciones de tamanos de dominios no se reescalaron. La Fig. 3.10 muestra los
resultados para la primera condicién inicial, donde se observa que las distribuciones obtenidas mediante
la simulacién coinciden con los resultados tedricos para los tres tiempos de evolucion considerados.
Ademas, la distribucién de tamafnos de dominios —1 estd bien descrita por las Ecs. (2.69) y (2.71), es
mas, no se forman dominios de espines —1 de tamano mayor al inicial. Por otro lado, para la segunda
condicidn inicial, la Fig. 3.11 muestra una coincidencia entre los resultados computacionales y tedricos,
sin embargo, la distribucién de tamanos de dominios —1 no esta apropiadamente descrita por las Ecs.
(2.69) y (2.71). En este caso, se forman dominios de espines —1 de tamano mayor al inicial, lo cual,
muestra que la coalescencia de dominios para una condicién inicial como la considerada no puede
despreciarse, pero puede tenerse en cuenta usando una aproximacién simple como la que se muestra
en la Ec. (2.82). Como se habia mencionado en la Sec. 2.2.2, las Ecs. (2.69) y (2.71) pierden su validez
cuando se tienen condiciones iniciales en donde existen dominios de espines +1 de tamano uno. Es por
esto que en la Fig. 3.11 las Ecs. (2.69) y (2.71) no reproducen los diferentes maximos que se forman
debido a la coalescencia de dominios.
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(c) Distribucién de tamanos de dominios con ¢ = 10.

Figura 3.10: Se muestra la distribucién de tamanos de dominios para la condicién inicial Pg 0)=1y
Pli5(0) = 1, obtenida usando el método kMC para H = 0.5, J =1 y T = 0; la solucién
numérica de las Ecs. (2.92), (2.96), (2.97), (2.98); y la curva correspondiente a las Ecs.
(2.69) vy (2.71).
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Figura 3.11: Se muestra la distribucién de tamanos de dominios para la condicién inicial PlT 0)=1y
Pgi(O) = 1, obtenida usando el método kMC para H = 0.5, J = 1 y T = 0; la solucién
numérica de las Ecs. (2.92), (2.96), (2.97), (2.98); y la curva correspondiente a las Ecs.

(2.69) y (2.71).
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4 Conclusiones

En este trabajo se presenta un estudio detallado de la cadena de espines Ising ferromagnética bajo
la dindmica de Glauber para distintos valores de temperatura y campo magnético. En particular, se
presta especial atencién al proceso de formacion de dominios. Primero se realizé un anélisis del sistema
en ausencia de campo magnético. En el caso particular de T' = 0 se usaron dos algoritmos de simulacién
basados en el método de Monte Carlo cinético (kMC). Con ambos algoritmos de simulacién se logré
reproducir la distribucién de tamanos de dominios reportada en la literatura (Figs. 3.1 y 3.2). Esto
ejemplifica el hecho de que diferentes dinamicas pueden llevar al sistema al mismo estado estacionario
o de equilibrio. Sin embargo, el algoritmo de Glauber es més eficiente, pues el tiempo de simulacién es
mucho menor que el de kMC. A pesar de esto, el método kMC permite determinar el comportamiento
de diferentes cantidades fisicas en funcién de la temperatura mientras que el de Glauber solo funciona
para temperatura cero.

ParaT = 0y H = 0 la distribucién de tamanos de dominios presenta un comportamiento lineal para
dominios pequenos y un decaimiento exponencial para dominios grandes. El decaimiento exponencial
permanece incluso a temperatura finita, mientras que el comportamiento lineal desaparece. Esto
implica que la fuerza de repulsién entrépica entre las paredes de dominios solo estd presente a T =0y
que la formacién de dominios es una consecuencia de esta condicién. Otra particularidad del sistema a
T = 0 es que evoluciona preservando la magnetizacién inicial. A temperatura finita la magnetizacién
tiende a cero si H = 0, mientras que, tiende a uno si H > 0. Para T = 0y H = 0 el sistema evoluciona
formando dominios de forma que P, presenta escalamiento dindmico. En este régimen la magnetizacion
global es diferente de la local. Por su parte, para T > 0 y H = 0 las fluctuaciones térmicas dominan
la evolucién del sistema, y tanto la magnetizacién global como la local son semejantes.

En presencia de un campo magnético el comportamiento del sistema se divide en dos regimenes,
dependiendo de la relacién entre la magnitud del campo y la constante de acoplamiento entre los
espines. Dentro del régimen de campo fuerte (H > 2.J) el sistema tiende répidamente a orientarse en
direccién del campo magnético. En el régimen de campo débil (H < 2.J), los dominios de espines —1
desaparecen sistematicamente conforme el sistema evoluciona. Particularmente, el comportamiento
del sistema durante su evolucién depende de la condicién inicial. Si se tiene una condicién inicial
donde Pf ~ 0, el proceso de coalescencia de dominios sera despreciable. Por el contrario, si Pf #0
la coalescencia de dominios tendrd un papel importante en la formacién de dominios de espines —1
durante la evolucién del sistema.

Las expresiones para la ecuacién maestra de las distribuciones de dominios de espines +1 y —1, Ecs.
(2.83) a (2.86), son mds generales que las reportadas en la literatura, puesto que permiten describir
el sistema para valores arbitrarios de J, T'y H. Esta es la contribucién mas grande de este trabajo
puesto que generaliza las expresiones para T' = 0 y H = 0 presentes en la literatura actual [8, 10,
15, 21]. La solucién numérica de la ecuacién maestra propuesta en este trabajo describe bien los
resultados computacionales para todos los conjuntos de pardmetros considerados. Esto implica que los
procesos fundamentales envueltos en la formacién de dominios son la difusiéon de paredes de dominio,
la coalescencia y fragmentacién de dominios. Estos procesos pueden o no estar presentes durante la
evolucién del sistema, dependiendo de la temperatura y campo magnético.

Las conclusiones mencionadas en los parrafos anteriores nos conducen a afirmar que la dinamica del
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4 Conclusiones

sistema hacia el estado estacionario y/o de equilibrio estd determinada por la temperatura del sistema
y la presencia de un campo magnético externo. De esta manera, un cambio en la orientaciéon de un
espin se produce por el intercambio de energia con un reservorio a temperatura 7T y la influencia de
un campo magnético H. Sin embargo, un escenario més general es aquel en el cual el sistema estd
en contacto con varios reservorios a diferentes temperaturas. Un primer acercamiento es, entonces,
estudiar la cadena de espines Ising en contacto con dos reservorios a temperaturas 71 y T [12, 19, 30].
Para ello, se divide el sistema en dos redes de espines, cada una a la temperatura correspondiente al
reservorio con el cual intercambia energia. A cada red le corresponde una tasa de transicion de Glauber.
Ademsds, es de esperar que exista un flujo de energia entre ellas, como resultado de la competencia
de los reservorios por conducir al sistema hacia el equilibrio [19, 30]. Este es el siguiente paso en este
estudio, usar las Ecs. (2.83) a (2.86) para describir P, en un sistema de espines con dos temperaturas
diferentes.
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A Modelo de Ising

El modelo de Ising (o modelo de Ising-Lenz) es un modelo simple de gran interés académico,
propuesto para estudiar el ferromagnetismo y las transiciones de fase [1, 3]. El modelo en una dimensién
fue resuelto por Ernst Ising y luego extendido a dos dimensiones por Lars Onsager [2]. Hoy se sabe que
el modelo de Ising y generalizaciones del mismo sirven para explicar una gran variedad de fenémenos
[2, 3]. El modelo consiste de variables discretas que representan el espin de una particula, el cual puede
estar en uno de dos estados, +1 (1) o —1 (|). Los espines se arreglan en una red periédica, donde a
cada uno se le permite interactuar con sus vecinos. Para dos espines en sitios de red adyacentes i, j
la intensidad de la interaccién se caracteriza por una constante J; j. Ademads, cada espin ¢ de la red
interactiia con un campo magnético externo H. De este modo, el hamiltoniano del sistema esta dado
por [1, 3, 9]

H=— E JijSiSj - H E Siy (Al)
(,5) i
donde la suma se hace sobre primeros vecinos (i, j). El signo negativo en cada término es usado por
convencion.

Las propiedades termodindmicas del modelo de Ising se pueden obtener a partir de la funcién
de particién Zy(8) = > exp (—SH), donde la suma es sobre todas las configuraciones de espin del
sistema y = 1/(kgT) [9, 12]. La probabilidad de una configuracién estd dada por la distribucién de
Boltzmann [12]

exp (—H(S))

P©S) = ZnB)

(A.2)

donde S denota cualquiera de los 2V estados de los N espines del sistema. Los comportamientos dados
por el modelo de Ising se pueden clasificar segin el signo de la interaccién:

Jij > 0, interaccién ferromagnética,

Jij < 0, interaccién antiferromagnética.

Si la interaccién es ferromagnética, dos espines vecinos tienden a orientarse en la misma direccion y
su energia mutua es —J; 5, lo que reduce la energia del sistema. Por el contrario, si la interaccién es
antiferromagnética, esta tiende a favorecer que los espines se orienten en direcciones opuestas.

Por otro lado, el espin en el sitio 4 interactiia con el campo externo de la siguiente manera:

H > 0, el espin tiende a alinearse en la direccion +1,

H < 0, el espin tiende a alinearse en la direccién -1.

Cuando el campo externo es cero, H = 0, el modelo de Ising es simétrico al cambiar el valor del
espin en todos los sitios de la red; un campo distinto de cero rompe esta simetria. Una simplificaciéon
comun es asumir que todos los primeros vecinos tienen la misma magnitud de interaccién. Entonces,
se puede establecer J;; = J para todos los pares (i, 7).
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A Modelo de Ising

A.1. Modelo de Ising en una dimension

En una dimension, el hamiltoniano Ising en presencia de un campo magnético externo toma la forma

[9]
H = —JZ SiSi+1 — %H Z(Sz + Si+1). (A3)

Se considera una cadena con condiciones de contorno periddicas s;+ny = s;. La funcién de particién
candnica para este sistema se puede expresar como

N
Zn(B) = ZH65[J8181+1+%H(S¢+S¢+1)]7 (A.4)
{s:} =1

donde {s;} significa que la suma se aplica a todos los 2%V estados posibles del sistema. Introducimos

la matriz de transferencia [3]
BUTH) BT
o < s eﬂ(J_H)> , (A5)

cuyos elementos matriciales correspondientes se definen como

P, = 6,8Jsis]-+%ﬁH(si+s]-) (AG)
i85
= ;! Py (A.7)
donde ;1 = (10) 0 (01). De esta manera, la funcién de particién se puede escribir como
N
Zy(B) =Y _[[ 5" Pvir =) 0" Pij = Tr(PY). (A-8)

{vi}i=1 {vi}

Diagonalizando la matriz de transferencia por medio de la transformacién unitaria P = U~!DU, donde
D es una matriz diagonal cuyas componentes son los valores propios de P, la funcién de particion
puede ser escrita como

Zn(B) = Te(UDNU)
= Tr(DV)
= A+

N A\ ™
A1
donde A1 y A2 son los valores propios de la matriz P. Usando la ecuacion caracteristica

A2 — Tr(P)A + det(P) = 0, (A.10)

se obtiene

Ao =€l [cosh (BH) £ \/sinh? (BH) + 6_46J:| , (A.11)

donde \; > Ao para cualquier valor de H. En consecuencia, en el limite termodindmico se obtiene una
funcién de particién de la forma

N
Zn(B) = eNPI [cosh (BH) + \/sinh? (BH) + 6—45J] . (A.12)
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A.1 Modelo de Ising en una dimension

Es importante destacar que la energia libre f y la magnetizaciéon m estan dadas por

f(H75) :*k?BTlIlAl

N—oo

T
Jfm [k]BVanN

= —J—kgTlh [cosh (BH) + \/sinh2 (BH) + e=487 | (A.13)

of
OH
_ sinh (5H) 7 (A.14)
\/simh2 (BH) + e—487

m(H, )

respectivamente. Dado que sinh (8H) [H — 0 0, esta claro que no se produce magnetizacién

espontanea a temperatura finita en ausencia de un campo externo y el sistema no exhibe una transiciéon

de fase [1, 3, 9].
Se define la correlacién de pares entre los espines i y j de acuerdo a [3]

G = (SnSn+r) = (Sn)(Sntr)- (A.15)

Usando el método de la matriz de transferencia se calcula (s,,), de forma que

N
1 AT -
Sp) = sn || vi* Pu;
(3n) ZN(/B)% E i
{sn}

1
= — Z snv_iTPv_é e vn_LlTPU_,;vZTPUnll o UTVTPUE
Zn(B) w0

{sn}
1
= 5 @ Z v}'lTPvn__]_l o L Poo T POy - v T Punsy, (A.16)
NV
{sn}
Si se define la matriz S como
g (é _01> 7 (A.17)
la Ec. (A.16) toma la forma
1
(sn) = m Z v_;LTPUnll i Poioi T Poy v T P S,
NV
1
= Tr(PNS
Zn(B) ( )
1
= 70 (U 1PNUS). (A.18)
Si H = 0 se obtiene
) = —— e (O M) 2 (A.19)
" Zn(B) N0 '

La ausencia del indice n en el lado derecho evidencia la invariancia traslacional del sistema.
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A Modelo de Ising

Realizando un procedimiento anédlogo al anterior, se puede encontrar que (s, S,+,) satisface

1
SnSnir) = Te(PN-"SP"S
1
= T (U 'DN"USU'D'US
Zn(B) ( )
N—r\r r\N—r
_ M MM (A.20)
A+ A

Al igual que antes, la ausencia del indice n se debe a la invariancia traslacional del sistema. Para
H =0y en el limite termodinamico, la funcién de correlaciéon de pares toma la forma

G, = ¢ (A.21)

donde ¢ = [In(coth (3J))]~! es la longitud de correlacién, la cual diverge tinicamente en T = 0.
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B Ecuacion maestra y balance detallado

En ocasiones aparecen procesos en los cuales el intervalo de tiempo entre eventos puede variar de
manera continua y aleatoria, pero la variable estocdstica es discreta. Para tales procesos, se necesita
obtener una ecuacién diferencial para la dependencia temporal de la probabilidad P;(t) de que el
sistema esté en el estado ¢ en el tiempo ¢ [1]. Si las transiciones entre estados constituyen un proceso
Markoviano, el cambio en la probabilidad P;(t) depende solo de las probabilidades de transicién del
estado actual 7 a cualquier otro estado j, w;;, y de las probabilidades de transicién al estado i desde
cualquier otro estado j, wj;. Por lo tanto, la evolucién temporal de tales procesos estd gobernada por
la ecuacién maestra [1, 12, 14, 20, 21]

dP(t)
dt

=Y [Pi()wji — Pilt)wis]. (B.1)
j#i

Desde un punto de vista matemdtico, la ecuacién (B.1) es un sistema de ecuaciones diferenciales

ordinarias acopladas.

Ahora, consideremos un sistema que satisface la condicion
> Plwij =) Plu, (B.2)
J# J#
para todo ¢, donde P = limy_,, P;(t) es la probabilidad estacionaria del sistema, la cual es independiente
del tiempo. Un sistema que satisfaga (B.2) alcanza el estado estacionario. Teniendo en cuenta que

el flujo J;; del estado i al j cumple J;; = Pjw;j, la ecuacién (B.2) muestra que para un estado
estacionario, el flujo total al estado 7 debe ser igual al flujo total fuera de ese estado.

Una restriccién ain mas fuerte es el balance detallado [8, 11, 12, 13], que requiere que el flujo entre
dos estados cualesquiera se equilibre, J;; = Jj;, para todo par ij, es decir,

.PZ-*OJZ']‘ = P;(,Uji. (B3)

Claramente, el balance detallado (B.3) garantiza que se cumpla la condicién de estado estacionario
(B.2), pero el estado estacionario no implica necesariamente un balance detallado.
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C Meétodos computacionales

C.1. Método de Monte Carlo Cinético (kMC)

El método de Monte Carlo cinético (kMC por sus siglas en inglés), es un método usado para simular
la evolucién temporal de algunos sistemas Markovianos donde los procesos ocurren con una tasa dada
[28, 29]. Dichas tasas se consideran conocidas y, por lo tanto, son informacién de entrada para el
algoritmo. Para el caso particular de la dindmica de Glauber, las tasas de transicién del sistema
estdn dadas por la Ec. (2.56). La temperatura del sistema se encuentra incluida en el parametro (3
y la orientacién inicial de cada espin se determina de forma aleatoria, donde cada estado (+1 o —1)
tiene una cierta probabilidad de ser seleccionado. Esta probabilidad determina la magnetizacion inicial.

Para simular la evolucion temporal del sistema, se fija el instante de tiempo inicial, se usa la tasa de
transicion determinada previamente para el sistema, y se crea una lista con todas las posibles tasas de
transicion w;, desde el estado ¢ a otro posible estado. Mediante la generaciéon de un nimero aleatorio
r uniformemente distribuido entre 0 y 1, se determina el proceso que se llevara a cabo (Fig. C.1),
siguiendo la condicién

Qj_l <rQy < Qj, (Cl)

donde Q; = Z{Zl wi, con j =1,..., N (N es el nimero total de transiciones). Se selecciona el proceso j
para evolucionar el sistema. Después de que la transicién ocurra, se genera un nuevo nimero aleatorio
r’, y el tiempo se incrementa de acuerdo a t = t + At, donde At = —QJ_Vl In7’ corresponde al tiempo
de escape asociado al estado en el que esta el sistema. Por ultimo, se recalculan las tasas w; para el
nuevo estado del sistema y se repite el proceso. Cabe anotar que ocurre un solo proceso por paso de
tiempo. El algoritmo se repite las veces necesarias hasta alcanzar el tiempo de simulacién deseado t,;x
[28, 29, 31].

QO _(21

[0F) Q,

Q3 Q3
T.Q.N TQN

Oy Qy

(a) (b)

Figura C.1: Ilustraciéon esquemaética del procedimiento para seleccionar el proceso para hacer avanzar
el sistema al siguiente estado en el algoritmo kMC. (a) Los objetos (recuadros), cada uno
con una longitud proporcional a la tasa de transicién, se colocan de extremo a extremo. Un
numero aleatorio r en (0,1), multiplicado por Q, apunta a una casilla con la probabilidad
correcta. (b) Numéricamente esto se logra comparando 72 con elementos en una matriz
de sumas parciales. Tomado de la Ref. [29]
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C.2 Algoritmo de Glauber aT =0y H =0

C.2. Algoritmo de Glaubera T'=0y H =0

En la dindmica de Glauber a temperatura y campo magnético externo cero, el equilibrio del sistema
esta dado por el minimo de energia, puesto que no hay fluctuaciones térmicas ni un rompimiento de
simetria debido a un campo magnético (Sec. 2.2.2). Cuando el campo magnético es nulo, los espines
+1 y —1 tienen comportamientos equivalentes (Apéndice A). Por lo tanto, un espin elegido al azar
cambia su orientacion si esta produce una reduccién en la energia, de lo contrario el espin no cambia
su estado. Para simular el sistema se usa el Método de Monte Carlo Cinético descrito en la Sec. C.1,
donde las tasas de transicién que rigen la evolucién del sistema se determinan teniendo en cuenta lo
siguiente [25]: Si un espin tiene la misma orientacién que la mayoria de sus vecinos, este no cambia
su estado. Si por el contrario, el espin tiene orientacion opuesta a la mayoria de sus vecinos, entonces,
este cambia su estado. Finalmente, si no hay cambio en la energia al invertir la orientacién del espin
(en una dimensién, ocurre cuando sus vecinos tienen orientaciones opuestas), este se invierte con
probabilidad 1/2. Para simular la cadena de espines, cada valor de espin se orienta como se muestra
en la Sec. C.1 y se almacena en un sitio de un arreglo de tamano N. En cada paso de tiempo, se elige
de forma aleatoria un espin del arreglo mediante la generacién de un nimero aleatorio con distribucion
uniforme, y el espin elegido evoluciona de acuerdo a las reglas dinamicas descritas anteriormente. El
numero de pasos de tiempo NPT (ciclo de tiempo) debe ser suficientemente grande para que el sistema
alcance el equilibrio.

C.3. Calculo computacional de la distribuciéon de tamaios de dominios,
la densidad de paredes de dominio y la magnetizacion por particula

Para estudiar de manera computacional la formacion de dominios dentro del modelo de Ising-Glauber,
descrito en el Cap. 2, se utilizan los métodos de simulacién descritos en las Secs. C.1 y C.2. Dentro de
los cuales, se pueden calcular cantidades como la distribucién de tamanos de dominios, y la densidad
de paredes de dominio y magnetizacion por particula en funcién del tiempo. Para ello, se recurre a las
técnicas de calculo descritas a continuacion.

Para obtener la distribucién de tamanos de dominios, se determinan los sitios del arreglo de espines
que corresponden a paredes de dominio por cada ciclo de tiempo, usando la condicién (2.33). Con
estos datos, se calcula el tamano de los dominios del sistema y las veces que se repite cada uno, para
asi, determinar la distribucion.

Para calcular la densidad de paredes de dominio y la magnetizacion por particula en funcién del
tiempo se usa el método kMC, donde por cada paso de tiempo se mide el nimero de dominios del
sistema, Ngom, y se calcula la suma de los valores de espin del arreglo, Ny,g. Es conveniente asignar a
cada tiempo () una casilla de un arreglo, n = int(¢/At) (int significa parte entera), para almacenar el
nimero de dominios y la suma de los valores de espin por paso de tiempo, hasta alcanzar el tiempo de
medida deseado. Esto es, Ngom(n) = Naom(7) + Ndom ¥ Nmag(n) = Nmag(n) + Nmag, donde Ngom (1)
¥ Nmag(n) son arreglos que almacenan los datos obtenidos. Como el tiempo no es lineal, no todos los
bins de tiempo se miden un ndmero igual de veces. Esto se soluciona usando un nimero auxiliar, tal
que, cada vez que se mide Nqom ¥ Nmag se calcula el nimero de medida para el bin asociado. Esto es,
Naux(n) = Naux(n) + 1, donde Nyux(n) es un arreglo que almacena los datos obtenidos. Finalmente,
la densidad de paredes de dominio y la magnetizacién por particula en funcién del tiempo se calculan
haciendo un bucle de i = 0 a ¢ = NPT (numero de pasos de tiempo), y tomando el tiempo, la densidad,
y la magnetizacion, como A, Naom(4)/(Naux(?) X N), ¥ Nmag(?)/(Naux(i) X N), respectivamente.
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