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Resumen

A grandes rasgos, la Geometria Algebraica es el estudio de las soluciones de sistemas
de ecuaciones algebraicas en el espacio afin o proyectivo; es decir, es el estudio de las
variedades algebraicas. De ahi que, el problema principal de la Geometria Algebraica es
la clasificacién de las variedades. Aqui no pretendemos estudiar dicha clasificacién, pero
si buscamos adquirir el lenguaje y las herramientas necesarias como un primer paso para
abordar dicho problema.

André Weil y Alexander Grothendieck presentaron dos fundamentaciones de la Geometria
Algebraica, con lenguajes absolutamente distintos, tanto que ir de un lado a otro es un
procedimiento muy complejo, de ahi que se concibieron como incompatibles. Es de resaltar
que aunque ambas fundamentaciones son grandes obras de la matematica, fue Alexander
Grothendieck quien encontro la forma mas adecuada de conectar la Geometria Algebraica
y el Algebra conmutativa mediante la teoria de esquemas, permitiendo asi reducir algu-
nos problemas geométricos a problemas del algebra conmutativa, los cuales pueden ser

tratados sin la necesidad de tener mucha familiaridad con la geometria.

En éste trabajo seguimos los lineamientos de la teoria expuesta por Grothendieck. Asi
que haremos una introduccién a la teoria de haces y esquemas exhibiendo algunos de
los resultados mas relevantes y partiendo del supuesto que se tiene un buen manejo del

Algebra Conmutativa.

A fin de adquirir el lenguaje de la teoria de Grothendieck, iniciamos nuestro estudio con

las definiciones de pre-haz y haz, las cuales completamos exhibiendo algunos ejemplos
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para tener una mayor claridad de éstos conceptos, posteriormente veremos algunas de las
propiedades que satisfacen los haces y morfismos entre ellos.

En el segundo capitulo, ya familiarizados con los haces, abordamos los esquemas afines,
los cuales son la base para definir un esquema en general, que también serd expuesto en
éste capitulo junto con algunos ejemplos, con el fin de aclarar dicho concepto.

En un tercer capitulo estudiaremos algunas de las propiedades que satisfacen los esquemas
y los morfismos de esquemas, tales como ser Noetheriano, cuasi-compacto, entre otras.
Finalmente, haremos una breve presentacion de haces de médulos, exhibiendo algunos de

los resultados analogos a la teoria de esquemas presentada en los capitulos anteriores.



Introduccion

Podriamos decir que el origen de la Geometria Algebraica surge a partir de la Geometria
Analitica de Descartes y Fermat en el siglo XVII, donde se descubre la posibilidad de
estudiar las figuras geométricas directamente a partir de las ecuaciones que las determi-
nan. A partir de ahi, y aprovechando el desarrollo que tuvo el Algebra, se constituyo la
Geometria Algebraica Clasica, que tuvo su apogeo en la escuela italiana de finales del
siglo XIX.

La necesidad de formalizacién y creacion de un lenguaje preciso es compartida por ma-
tematicos como Dedekind, Weber, Van der Waerden, Krull, Hilbert, entre otros, pero
es quizas la obra de Zariski la que marca la pauta en ésta direccion. Esta tarea se in-
tensificé con los trabajos de Weil y Serre, quienes gracias a sus estrechas relaciones con
otras disciplinas de la Matematica como el Analisis, la Topologia, la Teoria de Ntimeros y
la Geometria Diferencial, lograron dotar a la Geometria Algebraica de una presentacién
andloga a la de la Geometria Diferencial y la enriquecieron con los métodos cohomolégicos
y la teoria de haces.

Pero fue Grothendieck, quien dié un impulso sin igual a la Geometria Algebraica, creando
un marco comun que puede abarcar a la Geometria Algebraica, la Geometria Diferencial,
la Teoria de Numeros, la Teoria de Singularidades y el Algebra Conmutativa.
Grothendieck propone como objeto basico de estudio la nocién de esquema, concepto que
abarca simultaneamente la nocion geométrica de variedad y la nocién algebraica de anillo
y que marca el nacimiento de la Geometria Algebraica Moderna, de la cual podriamos

decir que es el estudio de las soluciones de sistemas de ecuaciones polinomiales en un
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n—espacio afin o proyectivo. Esto es, el estudio de las variedades algebraicas.

El objetivo principal de la Geometria Algebraica, es el de clasificar las variedades alge-
braicas salvo isomorfismos. Generalmente la solucién a cualquier problema de clasificacién
en Geometria Algebraica consiste de una parte discreta y una parte continua, asi que
podriamos reformular el problema y estudiar los invariantes ntimericos y los invariantes
continuos de las variedades algebraicas, los cuales permiten realizar la clasificacion de las
variedades. Entonces el problema ahora se traslada a saber como definir invariantes en
una variedad algebraica.

La principal técnica para definir invariantes numéricos es por medio de la cohomologia, y
aunque hay varias teorias de cohomologia la que es de interés para nuestro propédsito, es

la cohomologia de haces coherentes, esta tltima introducida por Serre.

En el proceso de fundamentacién de la Geometria Algebraica es pertinente establecer el
grado de generalidad en el que se desea desarrollar toda la teoria, hacemos referencia a
éste hecho, puesto que al definir las variedades afines y proyectivas, estas son pensadas
sobre cuerpos algebraicamente cerrados, pero existen razones para permitir cuerpos que
no lo sean. La necesidad de trabajar sobre cuerpos arbitrarios fue reconocida por Zariski
y Weil; de hecho, una de las principales contribuciones de Weil fue proporcionar un marco

sistematico para estudiar variedades sobre cuerpos arbitrarios.

Es en éste momento en que Grothendieck, introduce los esquemas, eje central de éste
trabajo, mediante los cuales ha sido posible lograr grandes avances en la Geometria Al-
gebraica. Asi, el lenguaje de los esquemas resulta ser pieza clave en el desarrollo de ésta
rama de la Matematica. Esto se debe entre otras cosas a que los anillos que aparecen en
la definicién de esquema afin, no estan restringidos a algebras sobre un cuerpo y ademas

pueden contener elementos nilpotentes.



A el lector

En el presente trabajo buscamos introducir el lenguaje de la Geometria Algebraica que
sigue los lineamientos de Alexander Grothendieck. Es importante resaltar que no preten-
demos abordar el problema de clasificacién de las variedades algebraicas, el cual se logra
gracias a la teoria de cohomologia que infortunadamente tampoco trataremos en éste tra-

bajo.

Este trabajo es intruductorio e intenta mostrar lo esencial de la teoria de haces y esque-
mas de la manera mas completa y clara posible. Auin asi el lector se encontrara con un
documento algo extenso y tendra que asumir parte de contenido vital que sustenta la
teoria, dado que seria un trabajo demasiado pretencioso y desbordaria en contenido si

fuese el caso de un documento completamente autocontenido.

Para una buena compresion de éste trabajo se espera que el lector tenga un buen domi-
nio del dlgebra abstracta elemental, de la teoria de mddulos y del algebra conmutativa.
Ademas debe conocer el lenguaje y los resultados més relevantes para variedades afines
y wariedades proyectivas, los cuales se pueden encontrar en el capitulo I de [?] o en el

documento de Tesis [?], entre otras.
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Capitulo 1

HACES.

En ésta seccién introducimos la nocion de haz. El estudio de haces juega un papel funda-
mental en la definicién, y por lo tanto en la comprencion, del concepto de Esquema, tema
central de éste trabajo. Exhibiremos algunas propiedades béasicas y ejemplos de haces los
cuales, pretendemos, ayuden a entender y familiarizar al lector con éstos conceptos. Cabe
aclarar que la teoria de haces es extensa, razén por la cual no pretendemos abordarla
completamente. Iniciamos con una definicion un poco més general, la cual nos ird apro-

ximando al concepto concreto de haz.

Definicién 1.0.1. Sea X un espacio topologico. Diremos que F es un pre-haz sobre X si

se satisfacen las siguientes condiciones:

a) A cada subconjunto abierto U € X, le corresponde un grupo abeliano denotado por

F(U).

b) Si V cU son subconjuntos abiertos de X, existe un homomorfismo de grupos abe-
lianos
Puv :f(U)—’j:(V)

el cual satisface las siguientes tres propiedades:
1. F(@) ={0}, siendo @ el conjunto vacio.
2. p,y es la aplicacion identidad, F(U) — F(U).

1



3. 81 W cV cU son subconjuntos abiertos de X entonces p,,, = Py © Py - LSto

es, el siguiente diagrama conmuta.

F(U) " F(V)

Pyw
Puw \L

F(W)

Observaciéon 1.0.1. Debe notarse que en la definicién de pre-haz, hemos exigido que
los conjuntos F(U) sean grupos abelianos razén por la cual diremos en éste caso, que el
pre-haz F definido sobre el espacio topolégico X, es un pre-haz de grupos abelianos. De
forma andloga podemos definir un pre-haz de anillos, modulos, etc. teniendo en cuenta la
exigencia de estructura de los grupos F(U) y los morfismos p,,,. No obstante, a menos
que se indique lo contrario, siempre supondremos que todo pre-haz es de grupos abelianos.

Antes de continuar es necesario precisar algo de terminologia y notacion.
Notacién 1.0.1. Sea F un pre-haz sobre X.

w Al grupo F(U) lo llamaremos “el conjunto de secciones del pre-haz F, sobre el

subcongunto abierto U ¢ X 7. Una notacion opcional para dicho conjunto es I'(U, F).

» Bl morfismo p,, : F(U) — F(V), lo denominaremos “la funcion restriccion de U
a V7 o simplemente “La restriccion de U a V. Usualmente si s € F(U), entonces
denotaremos por s|, (s restringida a V'), a la imagen de la seccion s bajo el morfismo

de restriccion p,.,, ; ésto es, s|, = p,, (s) .

Observe que aun cuando F(U) es un grupo abeliano y a sus elementos los llamamos sec-
ciones, no es claro qué es propiamente o cémo se comporta una seccién. Infortunadamente
no es posible dar una respuesta en un contexto general. Aun asi, posteriormente mediante
ejemplos veremos algunos casos particulares en los cuales podremos determinar qué son
éstos elementos, claro estd que dependerd de la naturaleza intrinseca de F(U). Por ahora
observemos que dado que X es un espacio topoldgico y las secciones estan definidas sobre

subconjuntos abiertos de X, deseariamos que nuestra definiciéon fuera compatible con las



intersecciones de dichos subconjuntos de X, ésto es, nos preguntamos, ;si U y V son
subconjuntos abiertos de X tales que UnV # @y se F(U) yteF(V), iqué sucede
con slyay ¥ tluav?. La siguiente definicién introduce un par de condiciones adicionales las

cuales nos permiten llegar a la nocién de haz.

Definicién 1.0.2. Sean F un pre-haz sobre un espacio topologico X, U un subconjunto
abierto de X y {V;}ies una cubierta abierta de U. F es un haz si satisface las siguientes

dos condiciones adicionales:
4) Sise F(U) es tal que s|,, = p,, (s) =0 para todo i, entonces s = 0.

5) Si existen elementos s; € F(V;) para cada i, tales que s; = Sjlv,, Para cada i,

|Vi"‘Vj

j, entonces existe un elemento s € F(U) tal que s|vi =s; para cada i.
Ejemplo 1.0.1.

1. Sea k un cuerpo y X una variedad sobre k. Definimos sobre X el haz estructural

Ox de la siguiente manera.

1) A cada subconjunto abierto U ¢ X, le corresponde el anillo de las funciones

requlares de U en k, el cual denotaremos por Oy (U)*.

2) Para todo par de subconjuntos abiertos V' ¢ U de X, la aplicacién inclusién
t:V — U induce un homomorfismo de anillos
it Ox(U) —> Ox(V)

s — S|y

3) Sean U < X un subconjunto abierto, UV; = U una cubierta abierta de U y
iel
feOx(U) tal que f|Vi = 0 para todo i, entonces f|UieIVi =0, éstoes, f=0en

U.

4) Finalmente supongamos que para cada i,j € I tales que V; n'V; # &, existen
[ieOx(Vi)y f; € Ox(V;) con fi|vmvj = f; . La funcién f: U — k definida
por f(p):= fi(p) si p eV, es una funcién regular que satisface fy, = fi.

VinVj

!M4s adelante, en el anexo 5.1 ampliaremos un poco sobre el anillo Ox (U).



Observe que en éste caso el conjunto de secciones Oy (U) de U, estan perfectamente
determinadas para cualquier subconjunto abierto U, ya que son precisamente fun-
ciones regulares. En adelante, mientras no haya lugar a confusién, denotaremos por

O al haz estructural Ox.

. Sean X un espacio topoldgico y A un grupo abeliano. Definimos el haz constante
Ax sobre X, determinado por A como sigue. Dotamos al grupo abeliano A con
la topologia discreta y asociamos a cada subconjunto abierto U ¢ X el grupo de
funciones,

Ax(U):={f:U — A| f continua }.

Considerando la restriccién como la restriccién usual de funciones obtenemos que
Ax es un haz. En efecto, si U es un subconjunto abierto de X, {V;} es una cubierta
abiertade Uy f e Ax(U) es tal que f |y,= 0 para cada i se sigue, por argumentos de
continuidad, que f = 0. De otro lado, y nuevamente en virtud de la continuidad de
los elementos de Ax (U), la existencia de subconjuntos abiertos V;,V; con 7,j € I de
X con V;nV; # @y funciones f;, f; tales que f; [y;nv,= fj [viny, implica la existencia
de una funcién continua f : U — A tal que f |y,= f;. Tal funcién estd definida

a trozos a partir de las funciones f; y su buena definicién es consecuencia de la

condicion fi |v;av;= fj [viny, que se satisface.

Ahora nos proponemos justificar porqué el nombre de haz constante. Supongamos
que U es un conjunto abierto conexo, f € Ax(U) y que f(U) = {a,b} por ejemplo.
Puesto que {a} y {b} son subconjuntos abiertos de A, entonces U = f~1(a)u f~1(b),

ésto contradice la conexidad de U, en consecuencia f es constante y por lo tanto

Ax(U) ~ A.

. Sea X un espacio topolégico y W un subconjunto abierto de X. Denotemos por
Co(W) al conjunto de las funciones continuas f : W — y para cada par de
subconjuntos abiertos V' ¢ W de X definimos p,,,, (f) := f |v, la aplicacién restriccién
usual. Es facil comprobar que C es un haz sobre X que llamaremos el haz de las

funciones continuas de valor real.



4. No todo pre-haz es un haz. Sean X un espacio topoldgico y G un grupo abeliano
no trivial. A cada subconjunto abierto U de X le asignamos el grupo G x(U) el cual

definimos como,

Gx(U):={f:U— G| f constante }.

Considerando los morfismos restriccion p,,,, como la restricciéon usual de funciones se
sigue que Gx es un pre-haz. Sin embargo, observe que si f1 € Gx(U) y fo € Gx (V)
con U, V subconjuntos abiertos disjuntos de X y f; # f2, entonces no es posible
que exista una seccién f € Gy(UuV) tal que f |y= f1 v f |v= f2, pues de ser asi,
tendriamos que f; = fy, por ser funciones constantes, contradiciendo con ello nuestro

supuesto. Asi pues, Gx a pesar de ser un pre-haz, no es un haz.

De acuerdo con nuestro ultimo ejemplo es natural el preguntarse si existe alguna forma de
construir un haz a partir de un pre-haz dado, por fortuna la respuesta es si. Con el fin de
iniciar dicha construccién, es necesario introducir el concepto de tallo. Antes, recordemos
que dado un sistema inductivo {G;, ¢;; }ier, conformado por una familia de grupos {Gi }ier
y morfismos ¢;; : G; — G; que satisfacen, ¢;; = id y ¢y o ¢ = @5, se define el limite
directo del sistema como,

lim G, = [[Gyf ~

iel iel
donde dos elementos g; € G; y g; € G; estan relacionados (g; ~ g;) si existe k € I tal

que ¢i(9i) = ¢jx(g;). Ast que el conjunto de vecindades de p forman un sistema tal que

{F(U),p,,} es inductivo.

Definicién 1.0.3. Si F es un pre-haz sobre X y p es un punto de X definimos el tallo
Fp de F en p como,
F, = 11_1)11.7-"( U).
pelU

donde U recorre el conjunto de vecindades del punto p.

Observe que en éste caso s ~t, con s € F(U) y t e F(V), si existe un subconjunto abierto
W cUnV que contenga a p tal que p,,, (s) = p,.,, (1), lo cual podemos reescribir como

S|y = t|,,- De manera que, formalmente, los elementos de un tallo son clases de equiva-

lencia (U, f) con U € X una vecindad de py f € F(U). Observe que dos pares (U, s) y



(V,t) representan el mismo elemento de F, si y sélo si existe una vecindad W de p, con
W cUnV tal que s|, =t|,; ademds si V € U es un subconjunto abierto, (V,s|,,) v (U, s)

representan el mismo elemento en el tallo.

A los elementos del tallo F, los llamaremos gérmenes de las secciones de F en el pun-
to p. De otro lado, observe que, dada una seccién s € F(U), ésta induce un elemento

s, = (U, s) € F, para todo punto p € U. En éste caso diremos que s, es el gérmen de s. En
aras de simplificar la notacién, denotaremos las clases de equivalencia (U, f) sin la barra
superior, ésto es, escribiremos s, = (U, s) para denotar un elemento de F, representado

por la pareja (U, s).

Observacién 1.0.2. Sean F y G pre-haces sobre X. Las igualdades 7 =Gy F, = G,
para todo p € X, son equivalentes. En efecto, notemos que es completamente loable el
hecho de que F = G implique la igualdad en los tallos para todo punto de X, asi que sélo
haremos énfasis en que la igualdad en los tallos implica la igualdad de los pre-haces.

Sea F, = G, para todo p € X. Consideremos s, = (U,s) € F, vy t, = (V,t) € G, tales que
sp = tp. Por definicién existe una vecindad W c UnV tal que s|,, =t|,,, ésto es s =t como
elementos de F(W) y G( W) respectivamente. Por lo tanto, F = G. O

Ejemplo 1.0.2. Si Oy es el haz estructural definido sobre la k-variedad algebraica X y
p € X es un punto, entonces el tallo de Ox en un punto p, es por definicién, el anillo local

Ox , de las funciones regulares en p.

A continuacién veremos cuando entre dos pre-haces sobre un mismo espacio topolégico po-
demos establecer un morfismo. También seran mostradas algunas propiedades y ejemplos

de pre-haces, relacionados con los morfismos a definir.

Definicién 1.0.4. Sean F y G pre-haces definidos sobre un espacio topologico X . Decimos
que p : F — G es un morfismo de pre-haces si para cada subconjunto abierto U c X existe
un morfismo de grupos abelianos o(U) : F(U) — G(U) compatible con las aplicaciones

restriccion; ésto es, si V U entonces el siguiente diagrama es conmutativo,



F() Y g(v)

/
Puv Py

f(V)Wg(V)

siendo py, y pr.,, las aplicaciones restriccion en F y G respectivamente.

En el caso en que F y G sean haces sobre X la definicion de morfismo de haces es
andloga. Més aun, definimos isomorfismo de pre-haces (respectivamente de haces) como
un morfismo que tiene inversa a ambos lados. Esto es, si ¢ : F — G es un isomorfismo

entonces existe ¥ : G — F tal que Yoy =idry po) =idg.

Observaciéon 1.0.3. Debe notarse que si ¢ : F — G es un morfismo de pre-haces sobre X
y p es un punto cualquiera de X, entonces ¢ induce un morfismo ¢, : 7, — G,,, dado por
©p(sp) = (p(U)(s)),. Brevemente explicamos cémo funciona ésta aplicaciéon. Dada una
seccion s € F(U) con U ¢ X una vecindad abierta de p, la aplicacion ¢,, envia el elemento
sp = (U, s) € F, al elemento (o(U)(s)), = (U, (U)(s)) € G,. Verifiquemos que esta bien
definida. Sean U, V', vecindades de un punto p € X y s € F(U) y r € F(V) tales que
s, = 1. Queremos probar que p,(s,) = ¢,(r,). En efecto, existe una vecindad abierta de p,
digamos W c U nV| tal que s|,, =7|,,. Luego (¢(U)(s))|, = e(W)(s|,) =o(W)(r|,) =
(e(V)(1))], (por ser ¢ un morfismo) y en consecuencia (¢(U)(s)), = (@(V)(7)),- O

Proposicién 1.0.1. Sea ¢ : F — G un morfismo de haces sobre un espacio topologico
X. Entonces ¢ es un isomorfismo si y solo si la aplicacion inducida sobre los tallos

op:Fp — gp es un isomorfismo para cada p € X.

Demostracién. Supongamos que 1 o ¢ = idy y consideremos s, = (U, f) € F, tal que
©p(sp) = 0,. Nuestro propdsito es probar que s, = 0,, ésto es, queremos probar que existe
una vecindad W ¢ U de p tal que f|, = Ozv)l, . Puesto que la igualdad ¢,(sp) = 0,
significa que (U, (U)(f)) ~ (U,0g(vy), entonces existe una vecindad abierta V, € U de p,
tal que (¢(U)(f))ly, =0g(v,) (aqui usamos Og(rl,, =0g(v,)) ¥ en consecuencia

07(v) = ¥ (Vp) (Og(v,)) = (V) (e (D) (F)Iv,,) = (V) ((e(V3) (fy,)) = flo,,-



Para verificar que ¢, es un epimorfismo, sean s, = (U,f) €G,, feF(U) tal que f =

V(O f) y t, el gérmen inducido por f. El siguiente diagrama ilustra lo mencionado

anteriormente.
F(U) —2——6(U)
.
O -
f=oU)(f)<----~ - f
ty = <U,>/ T =)

Afirmamos que ¢, = (U, f) € F, es una preimagen de s, via ¢,. En efecto

on(tp) = (DU () = @)WYy = (Fp=(U.f) = 5.

De otro lado, supongamos que ¢, es un isomorfismo para todo p € X. A fin de mostrar que
¢ es un isomorfismo, mostraremos que ¢(U) es un isomorfismo para todo subconjunto
abierto U ¢ X, lo cual permitird definir el morfismo inverso ¢ de ¢ como (U) = p(U)~!
para cada U ¢ X. Inicialmente veamos que ¢(U) : F(U) — G(U) es un monomorfismo
para todo U ¢ X. Para ello, sea s € F(U) tal que o(U)(s) = Og(yy. La estrategia que
usaremos sera probar que para cada punto p € U existe una vecindad V}, € U de p tal que
s|Vp = 0]-‘(U)|Vp, puesto que Uy V), = U, entonces la propiedad 4 en 1.0.2 garantizara que
s=0.

La igualdad ¢(U)(s) = Og(yy implica que para todo p € U y toda vecindad W, ¢ U de p
se verifica que p(U)($)ly, = Og(u)lw, asi que (p(U)(s)), = 0, (ésta igualdad es en G, y
para todo p € U). De otro lado, (¢(U)(s)), no es otra cosa que ¢,(s,). Entonces dada la
inyectividad de ¢,, obtenemos que s, = 0, (ésta igualdad es en F,), lo cual equivale a la
existencia de una vecindad V, ¢ U de p tal que s, = Oz(w),, ¥ como la familia {V,}pe0
forma un cubrimiento de U concluimos que s = 0.

Resta mostrar que ¢(U) es un epimorfismo. Para ello, dada una seccién ¢t € G(U) sean



peUyt,=(Ut)eG, el germen de ¢t en G,, puesto que ¢, es un epimorfismo, existe
un germen preimagen s, = (V,, s(p)) € F, de t,, con V, un subconjunto abierto de U. La

situacién anterior esta representada en el siguiente diagrama.

]_-( U) e (U)

G(U)
Pp \

Fy Gy

e

5p= (Vpy 8(p)) ——1, = (U, 1)

Ahora puesto que ¢, es un isomorfismo, entonces (U, t) ~ (V,, ©(V},)(s(p))). Luego se sigue
que p(V;,)(s(p)) v tl,, . elementos de G(V},), tienen el mismo germen ¢, en G,. De aqui que
existe una vecindad abierta W, c V,, de p tal que t[,,, = ©(V,)(s(p))l,y, = #(W,)(s(p)ly,)-

F(V,) — (1)
R gamy
)= (V) ()
Sy == - - 24,

Ahora consideremos dos puntos cualesquiera p,q € U. En virtud de lo expuesto anterior-

mente, existen s(p)l,, € F(W,) v s(q)l,, € F(W,), tales que

p(Wpn Wq)(s(p)lwpan) = t‘wpan =p(W,n Wq)(S(Q)|wmeq)

y puesto que p(W,nW,) es un monomorfismo, entonces necesariamente tenemos la igual-
dad s(p)ly, w, = $(@)lw,ow,- De otro lado, puesto que {Wy},er es una cubierta abierta
de U y F es un haz, existe una seccién 3¢ F(U) tal que 3], = s(p)|,,,; mds atin, dicha
seccion satisface que p(U)(3) = t. En efecto o(U)(3) y t son secciones de G(U) que sa-
tisfacen o(U)(3)],,, =1|,,, - Luego la propiedad 4 de 1.0.2 aplicada a ¢(U)(3) - nos lleva
aque (U)(3) =t O
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Observe que en general si ¢ : G — H es un homomorfismo de grupos, entonces asociados
a dicho homomorfismo tenemos los subgrupos ker(y) < G, im(¢) < H y el grupo cociente
coker(p) = H/im(p). Ahora, como hemos visto, la existencia de un morfismo de haces
@ : F — G sobre un espacio topolégico X equivale a la existencia de homomorfismos de
grupos ¢(U) : F(U) — G(U) para todo subconjunto abierto U ¢ X. Luego es natural

preguntarnos si las asignaciones,

U — ker(p(U))
U +— imp(U))
U — G(U)/im(p(U)),
definen pre-haces sobre X. Los siguientes resultados nos dan una respuesta precisa a éstos

interrogantes.

Proposicién 1.0.2. Si ¢ : F — G es un morfismo de haces, entonces la asignacion

U — (kerp)(U) :=ker(p(U)) = {s e F(U)| (U)(s) = Ug(v)}
define un haz sobre X.

Demostracién. Primero que todo vamos a probar que kerg es un pre-haz, para ello
debemos probar que las aplicaciones restriccion estan bien definidas; ésto es, si U y V' son
subconjuntos abiertos de X tales que V c U, entonces (kerp(U))|, € kere(V). Lo anterior
equivale a probar que si s € (kerg)(U) entonces ¢(V')(s|,) = Og(v). Puesto que ¢ es un
morfismo de haces, entonces ¢(V)(s|,) = (¢(U)(s))|, para toda seccién s € F(U). Luego
si (e(U)(s)) = 0guy, claramente

Og(vy = Og(nly = ((U)(8))]y = (V) (sl,,).

Entonces podemos definir la aplicacion restriccién como,

kerp(U) foy, kere(V)
s — s, -
Ahora probaremos que kery es un haz. Sea {V;};; un cubrimiento abierto de U y supon-

gamos que,
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L. s e kerp(U) satisface que ppy; (s) = s|,, = 0g(v;) para todo i € I. Puesto que kerp(U) €
F(U) y F es un haz, se sigue que s = 0.

2.V =VinV; 2y sj\vij = sl-|vij para todo s; € kerp(V;) con ¢ € I, afirmamos que
existe s € kerp(U) tal que s|,, = s; para todo i € I. En efecto, dado que s; € kerp (V)

implica que s; € F(V;), entonces al ser F un haz y s;|,, = 3j|v¢j7 existe s € F(U) tal

L,
que s|, =s; para todo i € I. Resta verificar que s € kerp(U), asi que consideremos
1

t=p(U)(s) y ti=t|, , como lo indica el siguiente diagrama.

o(U)

F(U) 6(1)
™ p(Vi) =
F(Vi) ————G(V3)
B L

Como el diagrama conmuta y s; € kerp(V;), se sigue que

ti=o(Vi)(sl,,) = o(Vi)(s:) = Og(vyy,

para todo 7 € I. Asi que t = Og(y) a causa de ser G un haz. Finalmente, como

©(U)(s) =t concluimos que s € kerp(U).

Por lo tanto, keryp es un haz. O

Definicién 1.0.5. El haz kery definido en la Proposicion 1.0.2, lo llamaremos el haz

niucleo de .

De acuerdo con los resultados anteriores, es natural el preguntarse si podemos definir el
pre-haz imagen de ¢ y el pre-haz contcleo de ¢, y en tal caso cabe ademas el preguntarse

si tales pre-haces son o no haces. A continuacién abordaremos éstas incognitas.

Proposiciéon 1.0.3. Si ¢ : F — G es un morfismo de haces sobre X, entonces la asig-
nacion
Ur—I(U) = im(p(U)) = {e(U)(s) € G(U) tal que s e F(U)};

con U c X, define un pre-haz sobre X, mas no necesariamente un haz.
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Demostraciéon. Procedemos probando que im¢p es un pre-haz. Para ello verificamos que
Z(U)|, €Z(V),lo cual garantiza la buena definicién de las aplicaciones restriccién. Luego
evidenciamos la condicién (4) de la definicién 1.0.2 y finalmente vemos que no es posible
garantizar, de forma general, la condicién (5) de la definicién mencionada.

Notemos que para todo t € Z(U) existe s € F(U) tal que t = ¢(U)(s). Asi que, si
V' c U es un subconjunto abierto, ¢ |,= (p(U)(s))|, = ¢(V)(s],) € Z(V'). Entonces la
restriccion para ime queda completamente determinada por la restriccién de la aplicacion
Pov  G(U) — G(V)aZ(U), ésto es,

poyv  I(U) — I(V)

t — t|,.

En consecuencia, imy es un pre-haz.

Ahora, recordemos que para ser imy un haz es necesario que se verifiquen dos condiciones
adicionales. La primera es la condicién (4) dada en la definicién 1.0.2, que se cumple
como consecuencia inmediata de ser G un haz e Z(U) € G(U) para cualquier subconjunto
abierto U ¢ X. De otro lado, la condicién (5) dada en 1.0.2 no se satisface. En efecto,
si {Vj}ier es una cubierta abierta de U y t; € Z(V;) son tales que ti|vij = tj|vij7 siendo
Vij = VinV; # @, entonces existe ¢ € G(U) tal que t[, =t;, a causa de la contenencia
I(W)cG(W) y ser G un haz. Pero no es posible garantizar de forma general que dicha

seccién pertenece a Z(U), eliminando asi la posibilidad de ser im¢ un haz. ]

Proposicién 1.0.4. Si ¢ : F — G es un morfismo de haces sobre X, entonces la asig-
nacion
Ur—C(U) :=coker(p(U))=G(U)/Z(U);

con U c X, define un pre-haz mds no necesariamente un haz.

Demostracion. A fin de verificar éste hecho, iniciamos evidenciando las aplicaciones
restriccion que dan la estructura de pre-haz a C y posteriormente se hace énfasis en que

las condiciones adicionales para ser un haz no necesariamente se satisfacen.
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Sean U y V subconjuntos abiertos tales que V' c U, y consideremos el siguiente diagrama.

F(U)—=G(U)

Uy

|
FOV)—=G6(V) ——=C(V) |

tly === =t +I(Y)
La restriccién p,,,, : C(U) — C(V') es inducida de forma natural por la restriccién que
da la estructura de pre-haz a G y su buena definicién se garantiza pues Z(U)|, c Z( V),
como se vié anteriormente. Es decir, p,, (t +Z(U)) = t|, + Z(V); siendo t|, = p,,,, (G) (1)

(aqui p,, (G) denota la restriccién definida para G). Luego, cokery es un pre-haz.

De otro lado, notemos que si t + Z(U) € C(U), {Vi}ir es una cubierta abierta de U y
Py, (E+Z(U)) € Z(V;) para cada i € I entonces t|,, € Z(V;). Pero como se vi6 en el caso
de imy no es posible garantizar de forma general que dicha relacion de pertenencia implica

teZ(U). Por lo tanto cokerp no necesariamente es un haz. O

Definicién 1.0.6. Los pre-haces definidos en las proposiciones 1.0.3 y 1.0.4, los llamare-
mos el pre-haz imagen de @; denotado por imp y el pre-haz conicleo de ¢; denotado por

cokerp, respectivamente.

Ahora bien, siendo claro que no necesariamente un pre-haz es un haz, es posible garantizar,
como fue mencionado anteriormente, la existencia un haz extrechamente ligado a un pre-

haz dado. A continuacién abordamos éste hecho.

Proposicién 1.0.5. Si F es un pre-haz sobre un espacio topoléogico X, entonces existe
un haz F* sobre X y un morfismo de pre-haces 0 : F — F*, con la propiedad que para
cualquier haz G sobre X y cualquier morfismo de pre-haces ¢ : F — G, existe un unico

morfismo de haces ¢ : F* —> G tal que ¢ =1 of. Esto es, el siguiente diagrama conmuta.
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Ademds el par (F*,0) es tinico salvo isomorfismos.

Demostracién. Primero que todo vamos a definir los grupos F*(U) para todo subcon-
junto abierto U c X y las aplicaciones restriccion que hacen de F* un pre-haz. Posterior-
mente verificamos que es en realidad un haz. Luego nos ocuparemos de la construccion del
morfismo 0 : F — F* y finalmente verificaremos que satisface la propiedad del enunciado.
Para todo subconjunto abierto U de X, definimos F+(U) como el conjunto de funciones

FU)={s: U— UZF},

pelU

donde s € F*(U) satisface:
1. Para cada p € U, se tiene que s(p) € F,.

2. Para cada p € U, existe una vecindad de p, V ¢ U y un elemento t € F( V') tal que
para todo ¢ € V' se satisface que t, = s(q).

Observe que por la condicién (1) toda seccién s € F+(U) puede, abusando de la notacion,
representarse como {s(p)},err. De otro lado la condicién (2) garantiza la existencia de una
vecindad V' € U de p y una seccién t € F( V') que satisface s(x) = t,. Entonces, en aras de
homogenizar la notacién, denotamos a ¢ por s; asi un elemento s € F*( U) lo escribiremos

como {5, }zev-

Ahora bien, si V' c U son subconjuntos abiertos y s € F*(U), entonces por (1) la restriccién
de s a V estd bien definida, ésto es s|, : V — U,y Fp. Por lo tanto, la aplicacién

restriccion se define de forma natural como la restriccién usual de funciones,

poy  FH(U) — FH(V).

Pp—

Esto hace de F* un pre-haz. Nuestro propdsito ahora es verificar que F+ es efectivamente
un haz. Para ello comprobamos que se satisfacen las condiciones (4) y (5) dadas en la
definicion 1.0.2.

Sea {V;}icr una cubierta abierta de U. Entonces,
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L. si s e F*(U) es tal que pfy, (s) = s|,, = 0 para todo i € I, entonces dado que s es una

funcién y U = UV} se sigue que s es la funcion nula.

2. 81 s, € FH(Vy), s e F¥*(Vi), coni,kely Vi =V;nV; #@, son tales que

p\t’iVik (Sl) =S |Vik: Sk Vik p;kvik (Sk)

Entonces, para todo = € Vj;, tenemos que s;(x) = sg(x) € F,. Luego, como {V;} es
una cubierta abierta de U, para cada x € U existe una vecindad V, € {V;}.; tal que

x €V, asi que podemos definir la funcion,

s: U — UUF,

wel
r — s(x):=s,.(x)

donde z €V, s, € F*(V,) v s.(x) € F,. Observe que, por hipdtesis, s es una funcién
bien definida y por definicién de s, s|, = s,. Ademds, como s, € F*(V;), la condicién
(2) garantiza la existencia de una vecindad de x, digamos W c V., y la existencia de
5, € F(W) que satisface s,.(z) = 5,, para todo z € W. Finalmente, como V,. c U se
sigue que W c U es una vecindad de x tal que 5, € F(W) v s(2) = s,(2) =5,, para
todo z € W. Por lo tanto, s € F*(U).

De lo anterior concluimos que F* es un haz.
Ahora bien, dados los pre-haces F y F* sobre X, para cada subconjunto abierto U c X,

podemos definir el morfismo de grupos,

oU): F(U) — F(U),
s > {Su}eev
donde s, es el gérmen de s en z. Claramente §(U)(s) € F*(U) tomando V, = U para
todo p € U. De otro lado, en virtud de las aplicaciones restriccion p,,,. y pf, de Fy F*
respectivamente, podemos definir el morfismo de pre-haces 6 : F — F*.
Afirmamos que 0 : F — F* satisface que para cualquier haz G y un morfismo de pre-haces
p: F — @G, existe un morfismo ¢ que satisface la propiedad universal. En efecto, dado
un haz G, el morfismo ¢ : F — G y un abierto U c X podemos considerar el siguiente

diagrama
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U
F(U) 22 g(v)
7
|
G

FH(U)
Diagrama 1.0.5

y construir un morfismo de grupos ¥(U) : F*(U) — G(U) el cual lo hace conmutativo.
Dicha construccién es hecha de la siguiente forma. Sea s € F*(U), la condicién (2) implica
la existencia de una cubierta abierta de U, supongamos {V),},v, tal que para cada p e U
existe 5, € F(V,) con s(z) =5, para todo z € V,. Ahora, para z € V,nV; se tiene que,
5y, =5(2) =54,; con’s,_y 5, elementos de . Esto implica la existencia de una vecindad

de z, digamos W, € V,nV,, en la que se satisface

Py (39) = Bplwsy = Saliw,y = Prgwyy (50):

Luego, como ¢ es un morfismo, de la igualdad anterior se sigue que @(qu)($|wpq) =
©(Whe) (54l )- Asi que, si denotamos por 8, a la imagen de s, mediante ¢(V}), lo anterior
es equivalente a decir que p,, . (5,) = py, . (5¢) y al ser G un haz se garantiza la existencia

de una seccién 5°€ G(U) tal que p,,, (3) = ;. Por lo tanto, podemos definir el morfismo,
b(U): FH(U) — G(U)
5 > 5.

Es claro que dada la definicién de 6, tomando V), = U para todo p € U, el Diagrama 1.0.5
es conmutativo. Finalmente, la unicidad del par (F*,0) es garantizada puesto que éste

viene dado en términos de los gérmenes de una seccién en un punto. O

Definicién 1.0.7. El haz F* construido en la anterior proposicion se le conoce como, el

haz asociado al pre-haz F.

La siguiente definicién provee dos ejemplos adicionales de haces, uno de ellos definido

como el haz asociado a un pre-haz dado.

Definicién 1.0.8. Sea f: X — Y una funcion continua de espacios topolégicos.
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1. Para cada haz F sobre X definimos el haz imagen directa sobre Y, denotado por
f+F, mediante los subgrupos (f.F)(V) =F(f~1(V)), para cada subconjunto abierto
Vcy.

2. Para cada haz G sobre Y definimos el haz imagen inversa sobre X, que denota-
mos por f~1G, como el haz asociado a el pre-haz definido mediante los subgrupos

(f7'G)(U) = lim G(V), siendo U c X un subconjunto abierto.
f(U)cv

Anteriormente nos preguntabamos por la existencia de pre-haces correspondientes a es-
tructuras existentes en el dlgebra moderna. En lo siguiente veremos algunos otros ejemplos
de éstos pre-haces y adicionalmente algunas propiedades que ahora satisfacen los morfis-

mos entre pre-haces.

Definicién 1.0.9. Un subhaz de un haz F, es un haz F' tal que para cada subconjunto
abierto U ¢ X, se tiene que F'(U) es un subgrupo de F(U) y la aplicacion restriccion

del haz F' es la inducida por la restriccion de F.

Observe que, de acuerdo con la definicién de subhaz, la condiciéon impuesta a las aplica-
ciones restriccién exige que p,, (F'(U)) € F(V); ademas para cualquier p € U tenemos
F, < Fyp.

Dado un morfismo de haces ¢ : F — G, el haz kerp es un ejemplo de un subhaz del haz
F. En efecto, como vimos anteriormente, para cada U ¢ X se satisface la contenencia de
subgrupos kerp(U) ¢ F(U) y las aplicaciones restriccion que hacen de kerp un pre-haz

son precisamente las inducidas por las aplicaciones restricciéon que hacen de F un pre-haz

Definicién 1.0.10. Un morfismo de haces ¢ : F — G se dice inyectivo si kerp = 0.

Proposicién 1.0.6. Un morfismo de haces o : F —> G es inyectivo si y sélo si el morfismo
de subgrupos inducido p(U) : F(U) — G(U) es inyectivo para cada subconjunto abierto
UcX.
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Demostracién. Sea ¢ un morfismo de haces inyectivo, que por definicién equivale a
decir que kerp = 0, que a su vez es equivalente a tener kerp(U) = 0 para todo subconjunto
abierto U € X y ésto ultimo se tiene si y sélo si ¢(U) es un morfismo de subgrupos

inyectivo para todo U ¢ X. 0

Proposicién 1.0.7. Sea ¢ : F — G un morfismo de haces sobre X. Entonces, para cada

p e X se verifica que (kery), =ker(pp).

Demostracién. Sean p e X, U ¢ X una vecindad de p, s € kerp(U) y s, = (U, s) € F, el
germen inducido por s en p. Denotemos por 5 a ¢(U)(s) y por 5, a (¢(U)(s)), como se

ilustra en el siguiente diagrama,

U
F(U) - 6(v)
o s———3
: op :
Fp—"—~G,
o o
 ——

Ahora bien, 5 = Og(yy implica que 5, = 0,, y asi s, € kerp,. Esto es,

(kery), < ker(pp). (1.1)

De otro lado, si s, = (U, s) € ker(y,,) entonces existe una vecindad V' ¢ U de p tal que
Og(vy =5 [,= ©(V)(s],), ésto es, s|, € kerp(V). Ahora, puesto que (U,s) ~ (V,s], ), se

sigue que s, € (kery),. O

Proposicién 1.0.8. Un morfismo de haces ¢ es inyectivo si y sélo si p, es inyectivo para

todo pe X.

Demostracién. Si kery =0, entonces (kery), =0, para cada p € X. Ahora, en virtud de
la Proposicién 1.0.7, tenemos que ker(y,) = 0, para todo p € X y la anterior igualdad se

verifica si y sélo si ¢, es inyectivo para todo p € X. 0

Antes de enunciar el siguiente resultado es conveniente fijar algo de notacién. De ahora en

adelante si F y G son haces sobre un espacio topolégico X y ¢ : F —> G es un morfismo
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de haces, entonces denotaremos por img al haz asociado (Proposicién 1.0.5) al pre-haz
imagen de ¢.

Proposicién 1.0.9. Con la notacion del pdarrafo anterior, para cada p € X se tiene que
(imgp)y, = im(pp).

Demostracién. Sean U € X un subconjunto abierto, s € imp(U) y t € F(U) una preima-

gen de s. Denotemos por s, = (U, s) € G, y por t, = (U, t) € F, los gérmenes en p inducidos

por s y t respectivamente, como se ilustra en el siguiente diagrama.

F(U) —2——G()
A S
el el
tp:(U,t> spz(U,s)

Ahora, por definicién de ¢, se tiene que s, € im(p,) y por lo tanto, (imy), € im(p,). De
otro lado, si s, = (U, s) € im(yp) v t, = (V. t) € F, es una preimagen de s,, nuevamente por

definicién de ¢, ha de ser s, = ¢, (t,) = (@(V)(t)),, es decir s, € (imyp),.

Definicién 1.0.11. Un morfismo de haces ¢ : F — G, es sobreyectivo si imp =G.

A diferencia de un morfismo de haces inyectivo, en el caso de un morfismo sobreyectivo no
podemos garantizar un resultado equivalente a la Proposicién 1.0.6, sin embargo tenemos

los siguientes resultados.

Proposicién 1.0.10. Un morfismo ¢ : F — G de haces sobre X es sobreyectivo si y solo

si el morfismo inducido de los tallos ¢, : F, — G, es sobreyectivo para cada p e X.

Demostracién. La hipdtesis imy = G implica la igualdad en los tallos (img), = G, para
todo punto p € X. Luego, en virtud de la Proposicién 1.0.9, se sigue que im(y,) = G,. De
otro lado, si G, = im(y,) = (imy), (nuevamente por 1.0.9), entonces de la Observacion

1.0.2 tenenos que G = imyp O
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Proposicién 1.0.11. Un morfismo ¢ : F — G de haces sobre X es sobreyectivo si y solo
si la siguiente condicion se satisface. Para cada conjunto abierto U € X y para cada s €
G(U) existen una cubierta {U;}ier de U y elementos t; € F(U;) tales que p(U;)(L;) = s,

para todo i€ 1.

Demostracién. Supongamos que ¢ es sobreyectivo y sean s € G(U) y s, = (U, s) € G,
su gérmen en el punto p. Puesto que ¢, es sobreyectivo (Proposicién 1.0.10), entonces
si t, = (V,,t) € F, es una preimagen de s,, tenemos que s, = ©,(t,) = (¢(V,)(1)),.
Esta igualdad garantiza la existencia de una vecindad U, de p con U, ¢ U n'V}, sobre la
cual se satisface que s|;, = (Vp)(t)[,, = ¢(Up)(t],,) con lo cual obtenemos el resultado
deseado después de observar que {U,},ey es una cubierta abierta de U. Reciprocamente
supongamos que se satisface la condicién del enunciado. Afirmamos que ¢, es sobreyectivo.
En efecto, si s, = (U, s) € G,, entonces existe una cubierta abierta {U, };o; de U y elementos
t; € F(U;) para todo i € I, los cuales verifican que ¢(U;)(t;) = s, . En consecuencia el

germen de ¢; en p; que denotamos por (t;),, satisface

wp((t)p) = (P(Ui)(t:))p = (s

donde la tltima igualdad es garantizada dado que (U, s) ~ (U, s, ). Por lo tanto, ¢, es

U, )p = Sps

sobreyectivo. 0

Definicién 1.0.12. Decimos que la sucesion de haces F; y morfismos ¢;, con i€l

Pi-1 Pi
Gz —F I F I F — e,

es exacta, si en cada eslabon de la cadena se tiene que, kery; = imp;_;.
Antes de proseguir, convendremos adoptar la siguiente notacién. Si,
Si=— Fiy Efz‘ ﬁ’fnz >
es una sucesion de haces y morfismos, convendremos escribir &, para denotar la sucesién

de tallos y morfismos, para cada punto p e X

(pi-1)p (¢i)p

Gpi=—(Fict)y — (Fi)p — (Fist)p —
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Observacién 1.0.4. De la definicién anterior y las definiciones 1.0.10, 1.0.11 se deducen

las siguientes equivalencias:
- ¢ C . .
1. La sucesion 0 — F — G es exacta si y sélo si ¢ es inyectivo.
L ¢ C .
2. La sucesion F — G — 0 es exacta si y sélo si ¢ es sobreyectivo.

3. La sucesién 0 — F -2 G Y, K — 0 es exacta cuando ¢ es inyectiva, 1 es

sobreyectiva e imyp = keri.

Proposicién 1.0.12. El funtor I' : Sh(X) — Ab, de la categoria de los haces sobre
X en la categoria de los grupos abelianos, es un funtor exacto a izquierda. Esto es, si
0 — F — F — F" es una sucesion exacta de haces sobre X, entonces para todo
abierto U € X se tiene que 0 — (U, F') — I'(U,F) — I'(U,F") es una sucesion

exacta de grupos.

Demostracién. Sea 0 — F' - F v, F" una sucesién exacta de haces sobre X
entonces ¢ es inyectivo. En consecuencia el morfismo de grupos ¢(U) también lo es
para todo U € X. Luego 0 — I'(U,F') — I'(U,F) es exacta. Adicionalmente, como
imyp = kert) entonces para todo U ¢ X, imp(U) = kery)(U). Por lo tanto 0 — I'(U, F') —
I'(U,F)— I'(U,F") es una sucesion exacta. O

o o » ., Pi—1 %2}
Proposicién 1.0.13. La sucesion & = -+ — F;_; = F; —> F;.; —> -+ de haces y

morfismos es exacta st y solo si la correspondiente sucesion de tallos &, es exacta para

cada pe X.

Demostracién. G es exacta si y sélo si kery; = img;_; para todo i, siy sélo si (kery;), =
(imgi_1), para todo i y para todo p € X (Observacién 1.0.2), si y sélo si ker((¢i),) =
im((¢i-1)p) (Proposiciones 1.0.7 y 1.0.9 ), si y s6lo si G, es exacta para todo pe X. O

Definicién 1.0.13. Sea F' un subhaz de un haz F. Definimos el haz cociente F|F' como
el haz asociado a el pre-haz determinado por los subgrupos F(U)[F'(U), para cada U € X.
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Anteriormente vimos que si ¢ : F —> G es un morfismo de haces entonces cokery es un
pre-haz, cuyo haz asociado lo denotaremos de igual forma cokery. Asi que, el haz cokery

es un ejemplo de un haz cociente.

Proposicién 1.0.14. Si F' es un subhaz de un haz F, entonces para todo pe U € X se
tiene que (F|F'), = Fp|F.

Demostracion. Este resultado es consecuencia inmediata de la definicién de tallo y del
haz cociente F/F'. O

Proposicién 1.0.15. Sea F' un subhaz de un haz F. Entonces el morfismo canonico
F5 F|F" es sobreyectivo y tiene nicleo F'. En consecuencia todo subhaz F' de un haz

F induce sucesion exacta 0 — F' — F — F|F' — 0.

Demostracion. Sea p € X un punto cualquiera. Puesto que F) < F, , se sigue que el
morfismo de grupos m, : F, — F,/F, = (F[F'), (Proposicién 1.0.14), es sobreyectivo
y en consecuencia también lo es m (Proposicién 1.0.10). Esto implica que kerm = §'.
Finalmente, para todo U c X, el morfismo inclusién ¢(U) : §'(U) — F(U) es inyectivo,
y por la Proposicion 1.0.6, ésto equivale a que el morfismo de haces i : §* — F también

lo es. Por lo tanto, en virtud del item (3) de la Observacién 1.0.4,
0—3F SF-SFF —0

es una sucesion exacta. m|



Capitulo 2

ESQUEMAS.

En éste capitulo, introducimos el concepto central de éste trabajo, el de esquema. Para
ello iniciamos el estudio de los llamados esquemas afines, los cuales son construidos a
partir de un anillo y que finalmente forman la base para dar la definicién de un esquema
en general. Asi mismo incluimos una gran variedad de ejemplos que nos permitiran tener

una mayor claridad de éste concepto.

Definicién 2.0.1. Sea A un anillo, definimos el espectro primo de A como el conjunto
Spec(A) ={pc A| p es un ideal primo de A}.

Nuestro propdsito ahora es dotar al conjunto Spec(A) de una topologia por conjuntos

cerrados. Mas precisamente.

Lema 2.0.1. Sean A un anillo y a € A un ideal. Los conjuntos del tipo

V(a) ={p € Spec(A)| acp}
satisfacen las siguientes propiedades:
1. V(a-b) =V (a)uV(b) para cada par de ideales a y b de A .

2. Si{a;}ier es una familia de ideales de A, entonces V (Zai) =NV(a;).

iel i€l
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3. V(a) cV(b) siy sdlo sirad(a) 2 rad(b).
Demostracion.

1. SeapeV(a-b), como p es un ideal primo de A se sigue que a € p o b € p. En efecto,
si a ¢ p entonces existe a € a tal que a ¢ p. Pero por hipdtesis para todo b € b se tiene
que a-b e p, de lo cual se sigue que b € p. Por lo tanto, con un argumento anélogo
si b ¢ p, se obtiene que a € p. Luego p € V(a) o p e V(b), asi que p € V(a) uV(b).
De otro lado, si p € V(a) uV(b) entonces aCpobcCp, ycomoa-bCaya-bch,
entonces a-b cp. Esto es, pe V(a-b).

2. peV (X a), que por definicién es ¥, ;a; S p, siy sélosi a; Cp paratodoiel,y
una vez mas por definicién ésto es p € V(a;) para todo i € I, lo cual equivale a tener

que p € Ny V(a;).

3. Supongamos que V' (a) € V(b), por definicién de radical de un ideal® se tiene que,

rad(b)=ﬂp=( N p)m( N p)g( N p)gﬂpﬂad(a).

bep bsp A agp bSp A acp bSp A acp acp

Reciprocamente si rad(b) ¢ rad(a), que por definicién ésto es Npepp S Nagy P, S€
sigue que Npep P = (ﬁaEp p) N b. Luego, si p* € V(a) entonces de la anterior igualdad

y como [Naep P C p* se obtiene la siguiente cadena de contenencias,
bgﬂp:(ﬂp)nbgﬂpgp*.
bcp acp acp
asi que p* € V(b). Por lo tanto, V(a) c V(b). O
Observacién 2.0.1. De acuerdo con la definicién de V' (a) se tiene que V(A) = @ y
V(0) = Spec(A). De aqui que considerando las propiedades dadas en el Lema 2.0.1,

tenemos que Spec(A) satisface todas las condiciones de espacio topolégico cuya topologia

estd dada por los conjuntos cerrados V'(a).

Nuestro propésito ahora es definir un haz de anillos sobre el espacio topolégico Spec(A).

'Para la definicién de radical de un ideal ver Proposicién 1.14 de [?], pag 10.
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Definicién 2.0.2. Sean A un anillo, p ¢ A un ideal primo y A, la localizacion de A
en p. Entonces, para cada conjunto abierto U € Spec(A), definimos Ogpec(ay(U) como el
conjunto de todas las funciones,

s:U—>]_[A,g

pelU
tales que:

1. s(p) € Ay para todo peU.

2. Para cada p € U existe una vecindad abierta V c U de p y elementos a, f € A tales

a
— €A,

que para cada q €V se cumple que f ¢ q y s(q) = 7

Cuando no haya ambigiiedad respecto al espacio topolégico considerado, denotaremos por

O(U) al conjunto Ogpec(a)(U) y muy ocasionalmente por O a Ogpec(a)-

Ahora probamos que los conjuntos O(U) definidos en 2.0.2 son efectivamente anillos.
Para cada U ¢ Spec(A) definimos la suma y el producto en O(U) como sigue:

Si s,t € O(U), entonces para todo p € U definimos

(s+t)(p) =s(p) +t(p),

donde para cada p € U existen vecindades V, y W, de p contenidas en U y elementos

a,b, f,g de A, tales que para todo q €V, y todo v e W, se tiene que f¢q, gé¢ry

a b
s(q)=—=y t(r)=-.
(a) 7 (v) .
Asi que (s+1t)(p) es localmente el cociente

ag+bf
fg

de elementos de A con fg ¢ q para todo q € V, n W,. Luego, s+t € O(U). Ademés,

s(q) +t(q) =

s-te€O(U) considerando (s-t)(p) := s(p) - t(p), donde el anterior producto es localmente

de la forma
ab

b
s(q)-t(q) = i

| e



26

con a,b, f,g elementos de Ay fg ¢ q para todo q € V, nW,; siendo V, nW, c U una
vecindad de p. Mas atn, la seccion

1:U — A4,
pelU

p — 1(p)=1eA,
es el elemento identidad. Por lo tanto, O(U) es un anillo conmutativo unitario.
Adicionalmente, si V' c U son subconjuntos abiertos de Spec(A) entonces para toda s €

O(U), definimos s|, : V. — [I A, como la restriccién natural de s a V. Entonces la
peV
aplicacion restriccion

poy :OU) — O(V)
——
es un morfismo de anillos y por lo tanto Ogpec(a) €s un pre-haz de anillos. De otro lado,
supongamos que {V; };; es una cubierta abierta de U y que s € O(U) es tal que 5|Vi =0 para
todo i € I. Entonces, al ser s una funcién que localmente es identica a la funcién constante
cero, se tiene que s es precisamente la funciéon nula. Ademds, si existen s; € O(V;) para
todo ¢ € [ tales que s;

|Vik = Sk|vik con Vi, = V;nV}, # @, entonces, dado que para todo p € U

existe i € I tal que p € V; c U, podemos definir una funcién s € O(U) de la siguiente forma

peU

po— s(p)=sip).
Notemos que por definicién de s se tiene que S|Vk = s, v la buena definicién de s es

garantizada por la condicion s;|, = Sk|V'k que se satisface. Por lo tanto, Ogpec(a) €s un
1

lvis
haz de anillos.

De acuerdo con lo anterior, cada vez que nos refiramos al “espectro” de un anillo A,
estaremos refiriendonos al par (Spec(A), Ogpec(a)), ésto es; el espacio topolégico Spec(A)
y el haz Ogpec(ay construido arriba.

Recordemos que la topologia del espacio Spec(A) fue definida por subconjuntos cerrados,
de la forma V(a) con a un ideal de A. Entonces, considerando un elemento f € A y su

ideal generado que denotamos por (f) <€ A, el conjunto

D(f) = {p e Spec(A)| (f)Ep}
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es el complemento del conjunto V' ({f)). Asi pues, D(f) es un conjunto abierto de Spec(A).

Proposicién 2.0.1. Los conjuntos {D(f)}fea forman una base para la topologia de
Spec(A).

Demostracién. Dado un subconjunto abierto U € Spec(A), existe un ideal a c A tal que
U =Spec(A)\ V(a) = V(a)¢. Luego si p € U entonces a ¢ p lo cual implica la existencia
de f eatal que f ¢ p entonces p e D(f), y en consecuencia U € Uy, D(f). m]

El resultado que presentamos a continuacion da cuenta del caso especial en el que consi-
deramos el espacio topolégico Spec(A) y el haz O definido sobre él. Aqui encontraremos
con qué podemos identificar la secciones correspondientes a un abierto basico del espacio,

como también con qué se identifican los tallos en un punto.
Proposicién 2.0.2. Sea A un anillo y (Spec(A), Q) su espectro.
1. Para todo p € Spec(A), O, 2 A,.
2. Para todo f e A, O(D(f)) = Ay.

3. En el caso particular en que el abierto considerado sea Spec(A), se satisface que

I'(Spec(A),0) = A.
Demostracion.

1. Primero que todo, definiremos un morfismo entre O, y A,, y posteriormente mos-

traremos que éste es realmente isomorfismo de anillos. Sea

w: O, — A
sp=(Uss) — o(sp) = 5(p)

Puesto que s € O(U), entonces para cada p € U se tiene que s(p) € A, y existen,
elementos a, f € A y una vecindad de p, V' c U, tales que para todo q € V' se tiene

que f¢qys(q) = % Veamos que ¢ es sobreyectivo. Sea x = ¢ ¢ Ay, entonces
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por definicién p € D(f) y V := D(f) nU es una vecindad de p; luego si para todo
q € V definimos z(q) := g, tenemos que x es una seccién de O( V') y en consecuencia
xy = (V, ) es una preimagen de x. Para verificar la inyectividad de ¢ consideremos
una vecindad U ¢ Spec(A) de p y supongamos que s, = (U,s) y t, = (U,t) son

elementos de O, tales que
p(sp) = s(p) = t(p) = (ty).

Como s,t € O(U) podemos suponer que s(q) = ¢ y t(q) = b siendo a, b, f, g elemen-
tosde Acon f,géqparatodoqeVcUyV unz{vecindad de p. Luego, por hipdtesis
tenemos la igualdad s(p) = t(p) en A,, que implica la existencia de h ¢ p tal que
h(ag —bf) = 0. Entonces, localmente, se garantiza la existencia de h ¢ q para todo
qeV cU tal que h(ag—-0bf) =0 con f,g ¢ q, es decir s(q) = t(q) para todo qe V.
Ahora, dado que el conjunto C' = {q € Spec(4)| f,g9,h ¢ q} =D(f)nD(g9)nD(h)
es un conjunto abierto de Spec(A) que contiene a p, entonces C' = C'n U es una

vecindad abierta de p para la cual s|_, =t[_,, y la siguiente cadena de relaciones
<U73> ~ (Clv S|c/> = (Cl7t|c/> ~ (Uat}

garantiza que s, = (U,s) = (U,t) = t,. Por lo tanto, ¢ es inyectivo y con ello se

concluye lo deseado.

. Procedemos de forma analoga al item anterior, considerando el siguiente morfismo:
:Ap — O(D())),

a a

— — (—) =S

fr fm

donde
S:D(f) - [1 Ap
peD(f) a
q — s(q):=—
(q) 7

Notemos que si q € D(f) entonces (f) ¢ q, asi que f ¢ q y por tanto % € A,

Veamos a continuacién que 1 es un isomorfismo, probando primero la inyectividad.



29

a b
Supongamos que para algunos n,m €  se tiene que 1 (—) =1 (—) Entonces

I fm

para todo p € D(f) se satisface que v (i) (p) = (fim) (p), v por definicién de 1)

fn
ésto es % = fim en Ay, asi que existe h ¢ p tal que h(af™—-0bf") =0 en A. Luego,
denotando por a al ideal anulador? de (af™-bf"), que generalmente es denotado por
Ann(af™ — bf"), tenemos que h € a y en consecuencia a ¢ p. En resumen, para todo
p e D(f) tenemos que a ¢ p, lo cual podemos reescribir como, si f ¢ p entonces a ¢ p,
que a su vez es equivalente al enunciado, a € p implica f € p. Ahora, como la anterior
implicacién se tiene para todo ideal primo p tal que a € p, entonces f € rad(a) y en
consecuencia existe [ €  tal que f! € a, asi que fl'(af™-bf") =0, que no es mas que

a b

F = ——en Ay. Por lo tanto, ¢ es inyectiva. Ahora, para mostrar la sobreyectividad
de 9, procedemos de la siguiente forma. Como es habitual, iniciamos considerando
un elemento arbitrario s de O(D(f)) y en virtud de las condiciones que satisfacen
dichos elementos obtendremos un cubierta abierta de D(f) que estard dada en
términos de los abiertos basicos de Spec(A). Posteriormente mostraremos que dicha
cubierta es finita y por tltimo se construye un elemento que serd la preimagen de s
mediante 1; dicha construccién hace uso de la finitud de la cubierta de D(f) y las
representaciones locales de s.

Sea s € O(D(f)). Puesto que para todo p € D(f) existen una vecindad V, ¢ D(f)
de p y elementos a, g € A tales que s(q) = g para todo q €V}, con g ¢ q. Entonces los

conjuntos V, forman una cubierta abierta de D(f).

Antes de proseguir con la prueba vamos a fijar la siguiente notacién, a fin de obtener
un lenguaje mas ameno. De ahora en adelante las vecindades que cubren a D(f) las
denotaremos por V; con i € I y en cada V; la seccién s se representa por s(p) = 2;
con a;,g; € Ay g; ¢ p, para todo p € V;. En lo siguiente deberemos tener presente qL{e
la afirmacion g; ¢ p para todo p € V; se puede reformular como V; € D(g;).

Retornando a la prueba, como los conjuntos de la forma D(h) con h € A, forman

2El ideal Ann(x) = {a € A; ax =0} es llamado el anulador de z; para mds informacién de éste ideal

ver [?] pag 9
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una base para la topologia de Spec(A), entonces podemos suponer que D(h;) = V;
para algin h; € A y en consecuencia { D(h;)}c; es una cubierta abierta de D(f). De
otro lado, como D(h;) = V; € D(g;) entonces V(g;) € V(h;) y en virtud del Lema
2.0.1 se obtiene que rad(h;) < rad(g;), que a su vez implica la existencia de n €
tal que A" € (g;), ésto es hl' = c.g; para algin c € A. Entonces s(p) = % W para
todo p € D(h;). Mas atn, como D(h;) = D(h!') entonces reemplazandgl h? por h; y
denotando por @; a ca;, la seccién s esta representada por s(p) = % en D(h;).
Afirmamos ahora que D(f) es cubierto por un ntimero finito de conjuntos D(h;).
En efecto, D(f) c UD(h;) siy sélo si NV ({h;)) c V({f)) y dado que NV ({h;)) =
V (X(h;)) entonces V (X(h;)) ¢ V({f)). Luego en virtud del Lema 2.0.1 se sigue
que rad((f)) c rad(>(h;)), lo cual implica la existencia de n > 0 tal que f™ € Y (h;).
Esto es,

f"=bihy +bsho + -+ b.h,, con b; €A,

y como D(f) = D(f"), entonces si p € D(f) se deduce que (h;) ¢ p para algin
1 <7< r, o equivalentemente p € D(h;) para algun 1 <7 <r, asi que p € UD(h ). Por
lo tanto, podemos cubrir a D(f) con un nimero finito de los D(h; ) Fmalmente
dado s € O(D(f)) asignaremos un elemento de A; para ser la preimagen de s
mediante v, para ello primero fijamos que D(h;h;) = D(h;)nD(h;). Luego, teniendo

presente lo establecido y demostrado hasta el momento sabemos que:

@) D(f) € UD(hy),

b) s(p) = % para todo p € D(h;), con s(p) € Ay,
¢) s(q) = Z—J para todo q € D(h;), con s(q) € Ay .
j

a; @,

Entonces, en particular — vy -~ son dos elementos de (An,)n; = Ann, que represen-
; .

tan a s en D(h~h~) Asi que considerando 1 aplicada sobre Ay, se tiene que los

elementos 2 poseen la misma imagen mediante v; a saber s, y como v es

h h
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. . : a;  a .
inyectiva se garantiza que — = L en Ahihj, por lo tanto existe n;; €  tal que

o h
(hihj)™ (@:h; - @jhi) = 0.

Como lo anterior se tiene para todo h; y h;, sabiendo de antemano que de éstos sélo
hay un numero finito entonces podemos escoger n €  suficientemente grande tal

que para todo 1, j se satisfaga la ecuacion,
Notemos que la igualdad anterior la podemos reescribir como,

Ry (@h) = Byt (aghy) =0 (2.1)

Ahora, si expresamos a s(p) como

a; _ aihy
S(p) - h_l - h,:H—l
con p e D(h;) y a s(q) como
_ & _Ghy
S(q) - h] - h,?+l

con q € D(h;), entonces tenemos que, s esté representado sobre D(h;) por Z—i, pero
ademds por (2.1) h;a; = h;@; para todo 4, j. Ahora, como {D(h;)}_, es una cubierta
abierta de D(f), entonces podemos escribir a f™ como
T
= Zbihi7 para algin n,
i=1

y haciendo @ = Y b;a;, para cada j se obtiene que
i

hyt = Y bidihy = ) bi(@ihy) = ) bi(@ha) = 3 bihd; = f°a;,

asi que para todo p € D(h;) se tiene que
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. a .. .

Por lo tanto, las seciones v (F) y s coinciden en todo D(f) y en consecuencia v
es sobreyectivo.

3. Este item es consecuencia inmediata del resultado anterior considerando f = 1;

puesto que D(1) = Spec(A).

O
Con el fin de presentar la definiciéon que nos atane en éste capitulo, fijaremos algunos
conceptos previos y algunas propiedades que nos permitiran exhibir los ejemplos basicos
en la teoria de esquemas. Antes de seguir convenimos lo siguiente. A partir de ahora el
par (X,Ox), que consiste de un espacio topolégico X y un haz de anillos Ox sobre X,

lo llamaremos un espacio anillado.
Definicién 2.0.3.

1. Un morfismo de espacios anillados de (X,0x) a (Y,Oy) es un par (f, ft) tal que,
f: X —Y es una funcion continua de espacios topologicos y ft: Oy — f.Ox es

una aplicacion de haces de anillos sobre Y .

2. Un espacio anillado (X,Ox) es un espacio localmente anillado si para cada punto

peX el tallo Ox ) es un anillo local.

3. Un morfismo de espacios localmente anillados es un morfismo (f, ft) de espacios
anillados tal que para cada punto p € X, la aplicacion inducida de anillos locales
I} Oy ) — Ox,p es un morfismo local, ésto es, la imagen inversa del ideal

mazimal de Ox , es el ideal mazimal de Oy f(,).

Respecto al item 3) de la definicién anterior, vamos a aclarar cémo estd definido el mor-
fismo ff: Oy j;)y — Ox . Observe que para cualquier subconjunto abierto V' c Y, el
morfismo de haces ft: Oy — f,Ox induce un morfismo de anillos f1(V): Oy (V) —
Ox(f~1(V)). Ahora si para todo punto p € X, denotamos por Uy, el conjunto de todas

las vecindades de f(p) en Y, es claro que cuando V' recorre U (,, {f‘l(V)}Vemf(p) es
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un subconjunto del conjunto de vecindades de p en X, 2. Esto es, tenemos la siguiente
inclusion
{OX (f71 ( V))}Vemf(p) S {OX( U)}Ue’np

de aqui que tomando limites directos tendremos una aplicacion

: 7 . :
Oy = lim Oy(V) — lim Ox(f~(V))= lim Ox(U) =Ox,
Ve%f(p) Ve%f(p) UE%p

sp=(Vis) = fi(sp) = (f71 (V) fH(V)(9)).
Observacién 2.0.2. Debemos aclarar aqui que la aplicacion a la cual hace referencia
la definicién 2.0.3 item 3) es a una aplicacién de tallos correspondientes a haces defini-
dos sobre espacios topoldgicos diferentes, en cuanto que la aplicacién mencionada en la
Observacién 1.0.3 se refiere a la aplicacion de tallos inducida por un morfismo de haces

definidos sobre un mismo espacio topolégico.

Adicionalmente, definimos un isomorfismo de espacios localmente anillados como un mor-
fismo de espacios localmente anillados con inversa a ambos lados. En otras palabras, (f, f)
es un isomorfismo de espacios localmente anillados si y sélo si f es un homeomorfismo de
los espacios topoldgicos subyacentes y f# es un isomorfismo de haces.

El siguiente resultado presenta un primer ejemplo de un espacio localmente anillado.
Proposicién 2.0.3.
1. Sea A un anillo, entonces (Spec(A),O)es un espacio localmente anillado.

2. Sip:A— B es un morfismo de anillos entonces ¢ induce un morfismo natural de

espacios localmente anillados.
(f? fﬂ) : (SpeC(B)7 OSpeC(B)) - (SpeC(A)7 OSpec(A))

3. Si A y B son anillos entonces cualquier morfismo de espacios localmente anillados
de Spec(B) en Spec(A) es inducido por un morfismo de anillos ¢ : A — B (como

se indica en el item 2.).
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Demostracién.

1. (Spec(A),O) es un espacio localmente anillado como una consecuencia inmediata

de la Proposicién 2.0.2.

2. Primero que todo observe que un morfismo de anillos ¢ : A — B, induce de manera

natural un morfismo de espacios topoldgicos de la siguiente manera:

f:Spec(B) — Spec(A)
b — f(b):=¢'(b)

Verificaremos que el morfismo de espacios topoldgicos dado es continuo y a partir
de éste, establecemos el morfismo de haces, el morfismos de tallos y finalmente
mostramos que éste es un morfismo local.

Observe entonces que si a € A es un ideal entonces f~1(V(a)) = V(¢(a)). En efecto,
be f1(V(a)) siysblosi f(b)=p1(b)eV(a), éstoes, ac f(b)=¢1(b) lo cual
equivale a que p(a) c b, entonces b € V(¢(a)) y por lo tanto f es continuo.

De otro lado, si V' c Spec(A4) un subconjunto abierto, entonces definimos el morfismo

de anillos f#(V') de la siguiente manera.

fHV) - OSpeC(A)( V) — OSpeC(B)(f_l (V)
$ — (fHV))(s)

Verifiquemos que (f#(V))(s) es localmente constante. Para ello, si v = f~1(q) €
f~1(V), entonces por definicién, tenemos que existen una vecindad W c V' y ele-

mentos a,g € A tales que s(p) = ¢ con g ¢ p para todo q € V, de aqui que
Y (W) c f~Y(V) es una vecindad de v = f~1(q). Es claro que ¢(g) ¢ b para to-
do b e f~1(W), pues en caso contrario p(g) € b implicaria que g € p=1(h) = f(h) y
dado que h e f~1(WW) entonces f(h) e W, asi que g € p=1(h) € W, lo cual contradice
el hecho de que g ¢ p para todo p € W. Por lo tanto definiendo

R
(VN (s)(x) @)
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probamos que f#(V') estd bien definida y en consecuencia, definimos el morfismo de
haces

I Ogpeciay — £ Ospec(B)
como el inducido por los morfismos f#(V') para todo subconjunto abierto V ¢
Spec(A).
Nuestro proposito ahora es mostrar que el morfismo de tallos inducido por f# es un
morfismo local. Para ello sea t € Spec(B), el morfismo de tallos en el punto t, con

p~1(t) € Spec(A4), estd dado por

fE (Ospec(a)) -1y — (Ospec(B) )
(V,s) — (V) (V) (9))

Ahora por la Proposicion 2.0.2 tenemos los isomorfismos

(OSPQC(A))QO = ASO_Z(V) y (OSpec(B))(t) = Br-

-1
()
Entonces f! no es otra cosa que el morfismo de anillos locales ¢, : Apiy — By,

donde para cada t € Spec(B) tal morfismo estd definido por

Pr * Ago’l(t) - B,
a a a
— — g@t(—) = (70( )
s s) w(s)

asi que ¢, es un morfismo local. Por lo tanto (f, f1) es un morfismo de espacios

localmente anillados inducido por .

. Reciprocamente, sean A y B anillos y supongamos que (f, f!) es un morfismo de

espacios localmente anillados

(fv fﬂ) : (SpeC(B)7 OSpeC(B)) - (SpeC(A)7 OSpec(A))~

Primero que todo, observemos que considerando V' = Spec(A4) tenemos el morfismo

de anillos

fn(SpeC(A)) : OSpec(A)(SpeC(A)) - (f*OSpec(B))(SpeC(A))'
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Ahora por definicién y nuevamente por la Proposicion 2.0.2 tenemos que,

(f*OSpGC(B))(SpeC(A)) = OSpeC(B)(f_l (Spec(A4))) = OSpeC(B)(SpeC(B)) =B

Y Ospec(a)(Spec(A)) = A. Luego f#(Spec(A)) no es otra cosa que el morfismo de
anillos ¢ : A — B. De otro lado, para cada p € Spec(B), el morfismo de tallos

f8+ (Ospec(a)) 1wy — (Ospec(n) s

inducido por ft, no es mas que A,y — B, (Proposicién 2.0.2), el cual es compatible
con la aplicacién de secciones globales ¢ y el morfismo de localizacién . Es decir,

el siguiente diagrama conmuta

A—2 B
Vs(p) Yp
1
Af(p) i Bp-

Finalmente observemos que los ideales maximales de los anillos locales A,y y B, son

respectivamente 1y (f(p)) = ma,,, ¥ ¥p(p) =mp, y puesto que f es un morfismo

local entonces tenemos la siguiente cadena de igualdades

(FD7 W) = (F) " (mp,) =mag, = Vs (£ (p)). (2:2)

De otro lado, la conmutatividad del diagrama anterior garantiza que

FE Wy (F(9))) = Uy (0 (f (0)))- (2.3)

Luego aplicando f{ a la igualdad (2.2) obtenemos

FE @ (F(0))) = () = (e (£ (p))), (2.4)

de donde se sigue que p = p(f(p)) y en consecuencia p~'(p) = f(p), quedando de-
mostrado con ello que f coincide con la aplicacién inducida por ¢ y por consiguiente

ft también es inducido por . En resumen, (f, f1) es inducido por p: A — B. O
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De los resultados precedentes tenemos que (Spec(A), Ogpec(a)y) €s un ejemplo de espacio

localmente anillado. La siguiente proposicion nos provee otros ejemplos

Proposicién 2.0.4. Sean A un anillo, X = Spec(A), fe Ay D(f) un abierto basico de

X. Entonces (D(f), OX'D(f)) es un espacio localmente anillado.

Demostracién. Sea D(f) c Spec(A) entonces D(f) es un espacio topolégico con la
topologia de subespacio. Ademas O Xlpg, ©8 el haz restriccion sobre D(f). Por otro lado,
como los tallos en un punto p € D(f) se definen como el limite directo de los anillos

Ol
tal conjunto de vecindades un subconjunto del conjunto de todas las vecindades de p en X,

(U), donde U recorre el conjunto de vecindades de p contenidas en D(f); siendo

entonces (Ox|,,,)p = (Ox ). Luego, la anterior igualdad y la Proposicién 2.0.2 garantizan

Definicién 2.0.4. Un esquema afin es un espacio localmente anillado (X,Ox), el cual

es isomorfo como espacio localmente anillado, al espectro de algun anillo.

En virtud de la Proposicién 2.0.3 es claro que un ejemplo inmediato de un esquema afin

es el espectro de cualquier anillo. Mas atin, tenemos lo siguiente.

Proposicién 2.0.5. Si A es un anillo, X = Spec(A), fe Ay D(f) es un abierto bdsico

de X, entonces el espacio localmente anillado (D(f), OX|D(f)) es isomorfo a Spec(Ay).

Demostracion. Procedemos mostrando en primer lugar el isomorfismo como espacios
topoldgicos y luego el isomorfismo de haces. A fin de obtener el primer isomorfismo re-
cordemos la correspondencia biyectiva® existente entre el conjunto de los ideales primos
de A que no cortan a (f) y el conjunto de los ideales primos de Af, donde el primer
conjunto corresponde justamente el conjunto D( f). Por lo tanto, como espacios topologi-
cos Spec(Ay) = D(f). Por otro lado, en virtud de la Proposicién 2.0.2, sabemos que
Ox(D(f)) 2 Ay, ast que I'(D(f), Ox|p,;,) = Ox (D(f)) 2 Ay y nuevamente 2.0.2 garantiza

que OX‘D(” = Oy, O

3Podemos indagar mas sobre ésta correspondencia en [?] Proposicién 3.11, pag 41
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El isomorfismo del anterior resultado garantiza que todo espacio localmente anillado cuyo
espacio topoldgico subyacente es un abierto basico de Spec(A), es otro ejemplo de un

esquema afin. Mas adelante veremos otros ejemplos.

Ahora con base en la definiciéon de un esquema afin es posible presentar la definicion del

concepto central de éste trabajo: un esquema.

Definicién 2.0.5. Un esquema es un espacio localmente anillado (X,Ox), tal que para
todo punto p € X existe una vecindad U, de p tal que el par (Up,OX|Up) €S un esquema
afin. En otras palabras, un esquema es un espacio localmente anillado que localmente es

un esquema afin.

A fin de simplificar la notacién fijamos lo siguiente. De ahora en adelante cuando consi-
deremos un esquema (X, Oy ) se entenderd que X es el espacio topoldgico subyacente del
esquema y Ox su haz estructural. Ademads, cuando sea claro el contexto solo escribiremos
X para denotar un esquema; en lugar de (X,Ox), y si es necesario hacer referencia sélo

al espacio topoldgico subyacente sin la estructura de esquema, lo denotaremos por sp(X).

Proposicién 2.0.6. Si X es un esquema y U < sp(X) un subconjunto abierto, entonces
(U,0x|,) es un esquema llamado el esquema estructural inducido sobre el abierto U y

nos referimos a €l como un subesquema abierto de X.

Demostracién. Sean = € U c sp(X), Spec(4) = V c sp(X) una vecindad afin de p y
feAtal que pe D(f) cV nU, (los conjuntos D(f) con f e A forman una base para la
topologia de Spec(A)). En virtud de la Proposicién 2.0.5 sabemos que el espacio anillado
(D(f),Ovlp,) es un esquema afin y como lo anterior se tiene para cualquier x € U, se

concluye que (U, Ox]|,) es un esquema. ]

El resultado precedente exhibe una serie de esquemas o subesquemas abiertos que se
obtienen a partir de un esquema base. Entonces, a partir de ahora dado un esquema fijo

X, como minimo podemos obtener tantos subesquemas como subconjuntos abiertos tenga

sp(X).
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Definicién 2.0.6. Un morfismo de esquemas es un morfismo de los espacios localmente

anillados subyacentes.

A continuacién presentamos algunos ejemplos de esquemas, pero primero que todo, note-
mos que la Definicién 2.0.4 y la Proposicién 2.0.5 garantizan que en particular un esquema

affn es un esquema.
Ejemplo 2.0.1.
1. El espectro de cualquier anillo A es un esquema.

2. Si k es un cuerpo, entonces sp(Spec(k)) = {0} consta de un tnico punto y su
estructura de haz Ogpec(r) €8 justamente k, ésto 1ltimo es consecuencia de que el

espacio topoldgico tiene un tnico abierto y de la Proposicion 2.0.2.

3. El siguiente es un ejemplo de un esquema que es el espectro de un anillo de valua-
cién. En éste caso particular, como lo veremos a continuacion, el espacio topolégico
subyacente consta de dos puntos y el morfismo inclusiéon de dicho anillo y su cuerpo
de cocientes inducen dos morfismos, pero sélo uno de ellos corresponde al morfismo

natural de espacios localmente anillados como lo establece la Proposicién 2.0.3.

Sea R un anillo de valuacion discreta?, esto es, R es un anillo local con ideal maximal
mpg. Si T = Spec(R) entonces T' es un esquema afin cuyo espacio topolégico consta

de dos puntos, mas precisamente
Sp(T) = {mRuo}'

Puesto que R un DIP se tiene que mg = (7) para algin 7 € R, de aqui que V() =
{p € T|{m) € p} = mpg, ésto es mg es un subconjunto cerrado. De otro lado, 0 =
V(m)e=D(r)={peT|(r)¢p} es un subconjunto abierto y denso en T'. En efecto,

supongamos que existe un cerrado que contiene a 0 entonces se verifica que 0 € V' (a)

4Un anillo de valuacién discreta es un DIP, el cual es el anillo de valuacién de alguna valuacién discreta

de su cuerpo de cocientes. Ver [?] pag 72 y anexos 5.2.
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para algin a € R, ésto es a €0 y en consecuencia a = 0, luego V(a) =V (0) =T.

Ahora, en virtud de la Proposicién 2.0.2, se verifica el isomorfismo de anillos
OT,mR = OmR = ngv

siendo
Ry, ={a/bl a,be Ry be R~ mpg},

pero dado que R es un anillo local se tiene que b es una unidad® entonces Ry, = R.

Por lo tanto, O, = R. De forma andloga también se verifica que
Oro=0p2 Ry,

siendo Ry = {a/b; a,be Ry be R~ {0}} =k, con k el cuerpo de cocientes de R. Asi
que, Oy 2 k.
Adicionalmente, notemos que del morfismo inclusién ¢ : R — k podemos considerar

dos aplicaciones, a saber
Spec(k) AN
0 — 0

Spec(k) LR
0 — mp

Nuestro proposito ahora es mostrar que una de éstas aplicaciones no corresponde al
morfismo inducido por un morfismo de anillos como se da en la Proposicién 2.0.3.

Primero consideremos la aplicacién fi, la cual induce la aplicacién de haces,

flu 10 — (fI*OSpec(k))y

donde su correspondiente aplicacion de tallos estd dada por

(Do Or,0) — Ospec(i),o;

®Recordemos que para todo ideal distinto de (1) existe un ideal maximal que lo contiene, pero dado

que (R,mp) es local y b ¢ mp, a de ser (b) = (1). Ver Corolario 1.4 de [?], pag 4
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siendo f1(0) = 0. Asi que, teniendo en cuenta los isomorfismos que satisfacen los
anillos de la aplicacién (ff)o: Or,p — Ospec(k),0, S€ tiene que ésta no es otra cosa
que

(fHo:k—k,

siendo tal un morfismo local. Por lo tanto (f1, f{) es un morfismo de espacios local-
mente anillados inducido por ¢, como fue dado en la Proposicién 2.0.3.

Por otro lado, en el caso de f5 la aplicacion de tallos estd dada por

(f$)o: O1.1,00) — Ospec(),o;

siendo f»(0) = mpg, y nuevamente dado los isomorfismos que satisfacen los anillos de

la aplicacion (f4)o: Orm,; — Ospec(i),0, ésta no es mas que

(fQﬂ)O R — ka
r o— o(r)=r
entonces ((f4)o)~1(0) = 0 #+ mp y en consecuencia el morfismo de tallos no es un

morfismo local, asi que (f2, f§) no es un morfismo de espacios localmente anillados.

1

}» COMO

4. Sea k un cuerpo, definimos la linea afin sobre k, denotada por
1 = Spec(k[z]).

Asi pues, la linea afin es otro ejemplo de un esquema afin. En éste caso, el punto
¢ € Spec(k[z]) correspondiente al ideal cero es denso y es llamado punto genérico.
Por otro lado, los puntos que se corresponden con los ideales maximales de k[z]
son llamados puntos cerrados y dichos puntos estan en correspondencia® uno a uno
con polinomios ménicos irreducibles no constantes. En particular, si k es un cuerpo
algebraicamente cerrado, los puntos cerrados estdn en correspondencia uno a uno
con los elementos de k, puesto que los polinomios irreducibles en k[x] son de la

forma p(x) =x - a, con a € k.

®En un DIP un elemento es irreducible si y sélo si su ideal generado es maximal. Para ver més ir a [?]

Teorema 3.4, pag 136
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5. Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado. Definimos el plano afin sobre k£ como,

» = Spec(k[z, y]).

Entonces el plano afin es un nuevo ejemplo de un esquema afin. De forma analoga
1 €] lo anterior 1 t dos de 2 t dient ideal
al ejemplo anterior los puntos cerrados de 3 son puntos correspondientes a ideales
maximales de k[x,y], los cuales estdn en correspondencia uno a uno con elementos
de la forma (ay,as) € k x k. Ademds, el conjunto de los puntos cerrados de # con

la topologia inducida es homeomorfo a la variedad afin” 2. Esto es,

{Puntos cerrados 2} c Spec(k[z,y]) <«— {(a,b)ekxk}= 2(k)

(x— al;y—G2> N (a1,a2)

Adicional a los puntos cerrados, existe un punto genérico ¢ correspondiente al ideal
primo cero, y tal punto es denso. De otro lado, como k[x,y] es DFU entonces, si
f(x,y) es un polinomio irreducible se sigue que el ideal (f) es primo y en conse-
cuencia (f) € Spec(k[z,y]), asi que para cada polinomio irreducible f(z,y) € k[x, y]

existe un punto 7 € Spec(k[z, y]) tal que su clausura esta dada por,

n=nu{(a,b) ekxk; f(a,b)=0}.
Decimos que 7 es un punto genérico de la curva f(z,y) = 0. Luego,

Spec(k[z,y]) = 7 ={¢, {Puntos cerrados}, {Puntos genéricos de curvas}}.

6. Sean X7 y X5 dos esquemas, U; c Xy, Uy c X, subconjuntos abiertos y

(807g0ﬂ) : (U170X1|U1 ) - (U;Q?OXQ‘UQ )

un isomorfismo de espacios localmente anillados. Definimos a X, como el esquema

obtenido pegando los esquemas X; y X5 a lo largo de Uy y U, via ¢. Es decir,

X = XjuXy/., donde x1 ~ (1) para cada x; € Uy

"Una variedad affn es un subconjunto cerrado e irreducible de ™. Ver Capitulo I, Variedades, de [?].
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y dotamos a X de la topologia cociente. Entonces existen aplicaciones i : X; — X
e iy : Xo — X, donde un subconjunto V c X es abierto si tanto i;'(V) como
i1 (V') son abiertos de X; y X, respectivamente. Por otro lado, la estructura de
haz esta definida de la siguiente manera. Para cualquier subconjunto abierto V c X

definimos el conjunto Ox (V') como

Ox(V)={(s1,82); (i7" (V)n Uz)(31|¢;1(V)nU1) = 52|i§1(V)ng}a

donde s; € Ox, (i;1(V)) y s2 € Ox, (i, (V)). Luego, como Ox es un haz sobre
X, (X,0x) es un espacio localmente anillado y tanto X; como X, son esquemas.
Entonces para cada punto de X existe una vecindad U tal que (U, 0X|U) es un

esquema afin. Por lo tanto, X es un esquema?.

7. El presente ejemplo exhibe un caso particular del pegamento de esquemas. Sean k
un cuerpo, Xy = Xy = ; = Spec(k[z]), Uy = Uy = ;. ~ {p}, donde p es el punto
correspondiente al ideal maximal (z) y sea ¢ : Uy — U, la aplicacién identidad.
Entonces haciendo X = X; u X3/ ~, donde z7 ~ ¢(x1) = x1, se tiene que X el
pegamento de X; y Xy a lo largo de U; y Uy via ¢, que no es méas que una linea
affn con el punto p doble, es decir X = ; u{p}. En éste caso X es un esquema que

no es un esquema afin, como consecuencia del punto doble.

Nuestro proposito ahora es construir un esquema a partir de un anillo graduado. Para tal
fin, es necesario recordar algunos conceptos y propiedades de los anillos graduados, que
presentaremos a continuacion.

Decimos que un anillo S es un anillo graduado, si posee una descomposicion de la forma

S = @Sda

d=0

donde los Sy son grupos abelianos tales que para cualquier d, e > 0 se tiene S3S. € Sgie.

Ademas,

8Para ahondar més en el pegado de haces y esquemas ver anexos 5.3, en éste apartado se aclara el

porqué Ox es efectivamente un haz y X un esquema.
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1. Si x € S, entonces decimos que = es un elemento homogéneo de grado d.

2. Un ideal a ¢ S es un ideal homogéneo si a= @ (an Sy).
>0

3. Un ideal homogéneo a es primo si para cualquier par de elementos homogéneos

f,g €S se tiene que, f.g e aimplica feao gea.

4. Simbolizamos por S, al ideal @ S,.
d>0

Definicién 2.0.7. Sea S un anillo graduado, definimos el espectro primo homogéneo del

anillo graduado S, denotado por Proy(S) como el conjunto

Proy(S) ={pc S| p ideal homogéneo primo tal que S, ¢ p}

De forma andloga al caso del espectro de un anillo, lo que se pretende hacer es dotar
a Proy(S) de una topologia dada por subconjuntos cerrados y posteriormente presentar
el haz estructural asociado a dicho espacio topoldgico. Para tal fin, si a € S es un ideal
homogéneo definimos el conjunto V(a) := {p € Proy(S)| a ¢ p}, el cual satisface las

siguientes propiedades.
Lema 2.0.2. Para todo anillo graduado S se tienen las siguientes igualdades:
1. V(0) = Proy(S).
2. V(S)=2.
3. V(ab) =V (a)uV(b), para cada par de ideales homogéneos a y b de S.
4. St{a;}ier es una familia de ideales homogéneos de S entonces V(X a;) = ZC}V(ai)

iel

Demostracién. Esta prueba es andloga a la prueba del Lema 2.0.1. O

Observe que el Lema 2.0.2 garantiza que Proy(.S) es un espacio topoldgico cuya topologia
estd dada por los conjuntos cerrados V' (a) siendo a un ideal homogéneo de S. Ahora

nuestro paso a seguir es definir un haz de anillos sobre Proy(.5).



45

Definicién 2.0.8. Sean S un anillo graduado, p € Proy(S) y
Sy ={xeT'S| grado(z) =0, con T =S~p}.

Entonces para cualquier abierto U € Proy(S) definimos Opyoy(s)(U) como el conjunto de

todas las funciones

s:U— ]S
peU

tales que:
1. Para todo p € U se tiene que s(p) € S(y).

2. Para cada p € U existen una vecindad V c U de p y elementos homogéneos a, f € S
a

con grado(a) = grado(f) tales que s(q) = 7 € S(q) para todo qeV, con f ¢q.

Teniendo en cuenta que estamos considerando anillos graduados, de ahora en adelante
cuando no exista ambigiiedad con el espacio topoldgico en cuestion denotaremos por
O(U) al conjunto Opyey(s)(U) y en algunos casos escribiremos O para denotar Opqy(s)-
Adicionalmente, si V' € U es un subconjunto abierto, entonces la aplicacion restricciéon es
la natural. Esto es,

ow) % o).

S —> S|V . V — ]_‘[/S(p)
pe

Luego, Opyqy(s) es un haz de anillos?.

Entonces, a partir de ahora si S es un anillo graduado llamaremos espectro homogéneo
de S al par (Proy(S), Oproy(s))-

El resultado que viene a continuacién es el equivalente a un par de resultados ya vistos
en el caso de Spec(A). Mas precisamente, es un equivalente de las Proposiciones 2.0.2 y

2.0.5, con lo cual obtenemos el ejemplo adicional de un esquema que buscabamos.

9En éste caso no precisamos verificar que los conjuntos O( U) son anillos y que en efecto Oproy(s) €8

un haz, puesto que es un procedimiento equivalente a hecho en el caso de Ogpec(a)-
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Antes de enunciar dicho resultado, notemos que si f € .S, entonces el conjunto

D.(f) ={p e Proy(S)If ¢ p} = Proy(5) ~ V({f)) = V((/)°

es un subconjunto abierto de Proy(S), puesto que V({f)) es un subconjunto cerrado
de Proy(S). Ademads, como los elementos de Proy(.S) son todos los ideales primos ho-
mogéneos que no contiene a todo S, entonces para todo p € Proy(9) existe f € S, tal que
fép, éstoespeD,(f), por lo tanto los conjuntos abiertos D, (f) con f € S, forman una
cubierta de Proy(S).

Para simplificar la notacién, de ahora en adelante el grado de un elemento x € S lo
denotaremos por J(x).
Proposicién 2.0.7. Sea S un anillo graduado.

1. Para cualquier p € Proy(S), O, = Sy).

2. Para cualquier elemento homogéneo f € S, se wverifica el isomorfismo de espacios

localmente anillados

(D+(f), O|D+(f)) = (SpeC(S(f)), OSP@C(S(N)’

donde S(yy es el subanillo de elementos de grado cero en el anillo localizado Sy

3. (Proy(S),0) es un esquema.

Antes de adentrarnos en la prueba de éste resultado resaltemos la informacién que provee.

1. Primero que todo el isomorfismo O, = S,y garantiza que (Proy(S),0) es un espacio

localmente anillado.

2. Por otro lado, el isomorfismo del segundo item garantiza que (Proy(S),0) es lo-
calmente un esquema afin, puesto que los conjuntos abiertos D,(f) forman una

cubierta de Proy(S). En consecuencia, (Proy(S),O) es un esquema.
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Demostracién.

1. Primero que todo definiremos un morfismo entre O, y S,y vy luego procedemos a

mostrar que en efecto es un isomorfismo. Sea

E O, — S

sp=(Uss) — o(sy) :§

Recordemos que si s, = (U, s) € O, entonces s € O(U), asi que para cada p € U
existen una vecindad V c U de p y elememtos homogéneos de S, digamos a y f con
d(a) =0(f), tales que s(q) = % € S(q) para todo qe V'y f ¢ q. Esto es, s, localmente
es un cociente y dicho cociente es justamente su imagen mediante ¢.

Veamos que ¢ es sobreyectiva. Sea x = % € Sy con a,b e S; d(a) =a(b) ybép.

Puesto que el conjunto abierto
D, (b) = {q € Proy(5); b ¢q} ¢ Proy(5),

es una vecindad de p, entonces la seccién

i Dy(b) — Dﬂ(b)sm

a
t — x(v) = -
b

a
es localmente es el cociente 3 ¥ por lo tanto, (D,(b),z) es una preimagen de x

mediante .

A continuacién mostraremos que ¢ es inyectivo, y para ello consideraremos dos ger-
menes en O, que poseen la misma imagen mediante ¢. Esto es, sean U ¢ Proy(S)
un abierto y s, = (U, s), t, = (U,t) elementos de O, tales que ¢(s,) = ¢(t,). Supon-
gamos ahora que las secciones s,t € O(U) son localmente los siguientes cocientes de
elementos de S,

3]

8(p):E y t(p)=ﬁ,
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donde fi, fo ¢p, 0(a1) =9(f1) y 9(az) = 9(f2). Luego, como ¢(s,) = ¢(t,) entonces
G %, asi que existe f ¢ p tal que f(a1fe —asfi) =0. Ahora como el conjunto de

h

2
todos los ideales homogéneos primos v que satisfacen que f, fi, fo ¢ v estda dado por

C ={rveProy(S)If,f1,fo ¢t} = D.(f) 0 Di(f1) 0 Da(fo);

siendo C' € Proy(.S) un subconjunto abierto y una vecindad de p, entonces haciendo
C=Cn U se verifica que

sle = tle
lo cual implica que (C,s) = (C,t) y en consecuencia s, = (U, s) = (U,t) = t,. Por lo

tanto, Op = S(y).

2. Primero que todo, fijemos un elemento f € S, y construyamos un isomorfismo de

espacios anillados,
(@7 (pﬁ) : (D+(f)7 OD+(f)> - (SpeC(S(f))’ OSPGC(S(f)))'

Para definir ¢, tengamos presente las siguientes observaciones.

i) S(yy es un subanillo de Sy, siendo S(y) compuesto por todos los elementos de

Sy que tienen grado cero. Esto es,
s
S(f) = {FESf’ s,feS, n20 y 9(s)=n-0(f)},

ii) Existe un morfismo natural de un anillo S en su localizacién respecto al con-

junto multiplicativo T = { f*|n > 0}, dado por

A S — T7Y(S)=5;
s sfn

S > —=—
1 fn

Ademas existe una correspondencia biyectiva entre los ideales primos de Sy y
los ideales primos de S que no cortan a 7', siendo todos los ideales de S ideales

extendidos!?.

1OVer Capitulo III de [?], Anillos y médulos de fracciones, Proposicién 3.11, pag 47.
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iii) Como S(yy € Sy entonces tenemos el morfismo inclusion i : S¢py —> Sy, asi que
si g € Sy es un ideal homogéneo primo entonces i~'(q) = g N S(y) es un ideal

homogéneo primo de S(y).
Ahora bien, definamos el siguiente morfismo

¢ : {Ideales homogéneos de S} — {Ideales de S(s)}
a +— QO((I) =71lo )\(a) = Cle N S(f)

Esto es,

p(0)= (5 €5 acay (a) =n(f)}

Notemos que el morfismo ¢ definido anteriormente no es el deseado, pero al consi-
derar su restriccion al conjunto abierto D, (f) obtenemos precisamente el buscado.
En efecto, si p € D,(f) se tiene que (f) ¢ p y como p es un ideal homogéneo pri-
mo pn 7T = @. En consecuencia A(p) es un ideal homogéneo primo de Sy, asi que

A(p) =pSy es tal que

i(A(p)) =i (pSy) =Sy 0 S = (p)

es primo de S(yy. Por lo tanto obtenemos el morfismo buscado, el cual exhibimos a
acontinuacion.
w:D.(f) — Spec(S())
p— w(p) =pSyn Sy
Ahora mostraremos que ¢ es inyectivo y para ello consideraremos dos ideales p y t
en D, (f) que poseen la misma imagen mediante . Esto es, sean p,ve D, (f) tales
que
p(p) = PSSy = v NSy = ¢(v).
)

Entonces para cada x € p se tiene que W

2y

777~ 7

€ pSy N S(p) y en consecuencia existe

con mA(f) = 9(r); puesto que fLm € vy N Sepy. Luego,

r €t tal que



50

a(f)
X r . . . . .
—— = —— con r € t, donde la anterior igualdad garantiza la existencia de k > 0
fo(@) a(r) 8 &
o

(r)
o(f

a(r)
tal que fF(x0) fo) —r fo=)) = 0, entonces considerando d(z) <

se sigue que
k+0(z) (. O(f) £o0)-8(x) _
f (x?U) fod -r)=0.

En consecuencia,
29(f) r

1 f%—a(x)
o) _5(n .
conrety fadh) o )eT, siendo T' = {f™; n >0}. Esto es,

29(f) r

R R

etSy,

por lo tanto z2(/) € v y como t es un ideal primo, en particular se tiene que z € v, asi
que p € v. De forma andloga se muestra que v € p y con ello se concluye que p = t.
Es decir, ¢ es inyectiva.

Ahora para demostrar que ¢ es sobreyectiva consideremos q € Spec(S(yy) y verifique-
mos la existencia de un ideal en D, (f) cuya imagen mediante ¢ sea q. Como q = q*
con respecto a la aplicacion inclusion i : S¢py — Sy entonces q es la contraccion de

un ideal primo de Syt Esto es, q = p¢ siendo p = q° un ideal primo de Sj.

Luego, como p € Spec(Sy) y Spec(Sy) estda en correspondencia biyectiva con los
ideales primos de S que no cortan a T, entonces existe un ideal primo p € S tal que
p=A(p) con pnT = @. Ademds, como q € Spec(S(y)) entonces para todo x € q se
tiene que d(x) = 0, en particular los generadores de ¢ tienen grado cero, asi que q es
homogéneo y por construccién p también lo es. Por lo tanto, p € D, (f) y satisface
que
p(p) =i (A(p)) =i"'(p) =p° =1,

es decir ¢ es sobreyectiva.

Ahora para verificar que ¢ es un homeomorfismo, hacemos uso de la siguiente equi-

valencia, si a € S es un ideal homogéneo entonces a c p si y sélo si p(a) c p(p). En

"Ver Capitulo III de [?], Anillos y médulos de fracciones, Proposicién 3.16, pag 49.
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efecto, p~! es continua si la imagen mediante ¢ de un cerrado de Proy(S) es un cerra-
do de Spec(S(y)), asi que consideremos a € S un ideal homogéneo y V'(a) € Proy(5),

y como a c p implica ¢(a) c ¢(p) entonces,

p(V(a)) {e(p)| peV(a), peProy(S)}
{o(p)] acp, peProy(9)}
{oP)] »(a)cp(p), peProy(S)}

= Vip(a)),

siendo V' (p(a)) es cerrado de Spec(S(sy) Luego ¢! es continua.
Para mostrar que ¢ es continua consideremos a ¢ Spec(.S(y)), asi que V(a) es un
cerrado de Spec(S(y)). Como ¢ es una biyeccién existe v e D,(f) tal que ¢(r) = a,

por lo tanto

et (V(a)) = {o"(p)| peV(a), peSpec(Si))}
= {7 (p)| acp, peSpec(Sy))}
{1 (p)] ¢(v) c (p) para algin p e D, (f)}
{peD.(f); vcp}
V(v),

donde V(t) es un cerrado de Proy(S) y la existencia de p € D, (f) tal que ¢(p) =p
se garantiza puesto que ¢ es una biyeccion. Luego ¢ es continua.
Por lo tanto, ¢ : D.(f) — Spec(S(;)) es un homeomorfismo el cual induce el
morfismo de haces

gpu : OSpec(S(f)) - gp*(OProy(S)\DJr(f) )
Ademas, como go*((?proy(sﬂm(f)) € ¢.(Oproy(s)) entonces la aplicacién de los tallos
estd dada por

(‘Pn)p : (OSpeC(S(f)))cp(p) - (@*(OProy(S)))pa

pero dado que en virtud del item anterior tenemos los isomorfismos

(Ospec(s)e) 2 (S)e)y ¥ (Oproy(s))p = Sy
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entonces la aplicacion de tallos inducida no es otra cosa que

(e (S(1)) o) — Sep)-

Notemos que resta probar que (¢t), es un morfismo local, para ello exhibimos un

elemento de (S¢fy)y(p) ¥ vemos como estd dado dicho morfismo. Recordemos que

o(p) = pSyn Sy, asi que si y € (Siy))pp) entonces y = T donde zr,9 € Sy ¥
g

g ¢pSrn Sy, es decir x = % con d(a)=nd(f)yg-= fim con d(c) =ma(f) y cé¢p.

Por lo tanto,

Y= Cf?, con d(a) +ma(f)=0(c)+nd(f) ycf™ ¢p.

Luego (¢!), actia de la siguiente forma,

(e (S)ew — S

afm . afm
cczf”k gf_ afk
off T b bt

Entonces, (¢!), es un isomorfismo y por tanto un morfismo local. Asi que podemos

afirmar que (¢, ¢!) es un morfismo de espacios localmente anillados. O

Ejemplo 2.0.2. Si A es un anillo, definimos el n—espacio proyectivo sobre A como el
esquema " = ProyA[zy, ..., z,]. Notemos que estamos justamente en el caso de la propo-
sicién anterior, puesto que A[x, ..., x,] es un anillo graduado. En particular, si A es un
cuerpo algebraicamente cerrado k, entonces } es un esquema cuyo subespacio de puntos

cerrados!? es naturalmente isomorfo a la variedad llamada n-espacio proyectivo.

A continuacion veremos que la nocion de esquema generaliza la nocién de variedad. Como

vimos en ejemplos anteriores, 2.0.1, los espacios topoldgicos subyacentes de esquemas como

121,08 puntos cerrado son aquellos puntos que se corresponden con los ideales maximales de k[x1, ..., Z,,].
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Ly 7 tienen mds puntos que las variedades correspondientes. Sin embargo, mostrare-
mos que existe una forma natural de adicionar puntos genéricos para cada subconjunto

irreducible de una variedad, tal que la variedad se convierta en un esquema.

Definicién 2.0.9. Sea S un esquema fijo. Un esquema sobre S es un esquema X junto
con un morfismo de esquemas X — S. Ademas, si X y Y son esquemas sobre S, un
morfismo de X a'Y como esquemas sobre S, es un morfismo f: X — Y el cual es

compatible con los morfismos dados a S. Esto es, el siguiente diagrama conmuta.
L
S

De ahora en adelante denotaremos por Ech(S) a la categoria de esquemas sobre S. En

X

particular si A es un anillo, abusando de la notacién, escribiremos €ch(A) para denotar

la categoria de esquemas sobre Spec(A).

Proposicién 2.0.8. Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado. FExiste un funtor natural
completamente fiel'3
t:Yar(k) — Ech(k),

de la categoria de las variedades sobre k a los esquemas sobre k. Para cualquier variedad
V', su espacio topoldgico es homeomorfo a el conjunto de puntos cerrados de sp(t(V)), y
su haz de funciones requlares es obtenido por restriccion del haz estructural de t(V') via

este homeomorfismo.
Demostracion. Sea Top la categoria de los espacios topoldgicos y definamos

t:%Top — Top
X +— t(X) :=conjunto de subconjuntos
cerrados irreducibles no

vacios de X.

13Un funtor es completamente fiel si su aplicacién funtorial es inyectiva.
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Probaremos que t es un funtor. Para ello notemos que si Y es un subconjunto cerrado de

X entonces, por definicién ¢(Y') € t(X) y ademas,
L. t(YyuYy) =t(Y1) ut(Ys)
2. t(NY;) =Nt(Y;).

Esto nos permite definir una topolologia sobre ¢(X) tomando como subconjuntos cerrados
los subconjuntos de la forma ¢(Y'), donde Y es un subconjunto cerrado de X; ésto es, un

subconjunto cerrado en ¢(X') es una coleccién de subconjuntos cerrados irreducibles de X .

De otro lado, observe que si Y ¢ X es un subconjunto irreducible, entonces su clausura
Y en X es irreducible. Luego toda funcién continua f : X; — X, induce una aplicacién
continua,
t(f)

(X)) —  U(Xy)

ty) — t(f)Y)):=f(Y),
y por lo tanto ¢ es un funtor en la categoria de los espacios topolégicos.
De otro lado, la funcién o : X — t(X) tal que a(p) = {p}~ = {p} es continua. En efecto,

si V =t(Y) un subconjunto cerrado de ¢(X) entonces
at(V)=a'(t(Y))={zeX; a(z)={z} et(Y)}.

Ademas, si y € Y entonces {y}~ € t(Y) y por lo tanto Y € o 1(¢(Y)). Ahora, si x €
a ' (t(Y)) N Y se sigue que {x}~ € t(Y'), es decir {x}~ es un subconjunto cerrado de Y,
asi que x € {z}~ c Y, lo cual contradice la escogencia de z. Por lo tanto a1(¢(Y)) =Y.
Es decir a=!(V') es cerrado, con lo cual concluimos que « es continua.

De lo anterior tenemos que « induce una biyeccion,

{Conjuntos abiertos de X} <«— {Conjuntos abiertos de ¢(X)}
Ye «— t(Y)e

Ahora, sea k un cuerpo algebraicamente cerrado, J una variedad sobre k£ y Oy su haz
de funciones regulares. Probaremos que (£(0),a.(Oy)) es un esquema sobre k. Como

cualquier variedad puede ser cubierta por subvariedades abiertas afines entonces basta
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probar que si U es afin entonces (£(0), a.(Og)) es un esquema sobre k.

Denotemos por A = A(Q) := k[x1,...x,]/I(0) el anillo coordenado de Y y por X =
Spec(A). Nos proponemos ahora definir un morfismo de espacios localmente anillados,
(B,61): (U, 0q) — (X,Ox). Para ello, primero definimos

6:0 — X
p — Bp)=m,={f Al f(p)=0}.
(Observe que por definicién y por Capitulo I, Teorema 3.2, item (b) de [?], 8 es una
biyeccion de U sobre el conjunto de puntos cerrados de X.)
Afirmamos que § es un homeomorfismo de U sobre su imagen. En efecto, si Y c 5(0) ¢ X
es un cerrado, entonces existe un ideal a ¢ A tal que Y = 5(U) n V(a) y puesto que
k[x1,...,x,] es noetheriano entonces a = (ay, ..., a,,) para algunos a; € A con a; = a; + I(0)

y @ € k[xq,...,x,]. De aqui que,

BY) = {xeD; B(x)eY}

= {zeYm,eY}

= {xeYm,eV(a)}

= {xeYlacm,}

= {z €| @;(z) =0 para todo i}

- Nv@)
De otro lado, sean U ¢ X un subconjunto abierto, s € Ox(U) y p € ~1(U). Puesto que
Oxsp) & Agp) = Am,, entonces pasando al cociente por m, y teniendo en mente que
A, /my, 2k, el elemento (U,s) € Ox g(,) induce la funciéon regular sobre S~1(U) la cual

definimos por s(p) := (U, s). Esto es,

0x(1) " 5.(0)(U) = 0u(571 (1)
5 —> pi(s): g (U) — K
p —  s(p)
A continuacién nos proponemos demostrar que SH(U) : Ox (U) — Ogx(571(U)) es un iso-

morfismo. En efecto, sit € Oy(87/(U)) es una funcién regular, entonces t(p) € k = Ay, /m,
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para todo p € f71(U). Ahora, haciendo uso de los isomorfismos satisfechos por los ani-

llos locales Ay, = Agy) = Ox gy tenemos que t(p) = (U,s) para algin s € Ox(U)
y asi pH(U)(s) = t. De otro lado, si SI(U)(s) = BH(U)(t) entonces [BH(U)(s)](p) =

[BYU)(t)](p) para todo p € B~Y(U), asi que (U,s) = s(p) = t(p) = (U,t) y en conse-

cuencia (U, s —t) = (U, 0) lo que equivale a que s =t.

Finalmente, dado que los ideales primos de A estdan en correspondencia uno a uno con los

subconjuntos cerrados irreducibles de ‘U, se tiene que
X =Spec(A) «—t(V) vy V-S51(V)2X

entonces

(X,0x) = (#(V),a.0v),

es un isomorfismo, por lo tanto (£(V),a,Oy) es un esquema afin.
Ahora, para dar un morfismo de (¢(V'), . Oy) a Spec(k) establecemos el morfismo de

anillos

ko — T@t(V),0.0y)=2I'(V,0y)
A — AV — k
p — Alp) = A
Entonces (V') es un esquema sobre k.
Finalmente, si V' y W son dos variedades entonces la siguiente aplicaciéon natural es una
biyeccién
Homae(y (V, W) —> Homeenr) (1(V), t(W)),

lo cual muestra que el funtor ¢ es completamente fiel. En particular, ésto implica que t(V")

es isomorfo a t(W) siy sélo si V' es isomorfo a W. O



Capitulo 3

PROPIEDADES Y MORFISMOS
DE ESQUEMAS.

Es completamemte loable el preguntarnos por la existencia de ciertas propiedades dadas
para los espacios topoldgicos, que son de profunda relevancia, pero en éste caso para los
esquemas. Asi que en éste capitulo exhibimos algunas propiedades para los esquemas tales
como ser conexo, reducido, cuasi-compacto, entre otras. También estudiaremos algunos
tipos de morfismos de esquemas y para tal fin presentamos unas serie de resultados que a

su vez permiten dar cuenta de algunos ejemplos.

Definicién 3.0.1. Un esquema es conexo (respectivamente irreducible) si su espacio to-

poldgico es conexo (respectivamente irreducible' ).

Definicién 3.0.2. Un esquema (X,Ox) es reducido si para cualquier subconjunto abierto
Uc X el anillo Ox(U) es reducido.

Proposicién 3.0.1. (X,0x) es reducido si y solo si los anillos locales O, (p € X) no

tienen elementos nilpotentes.

Demostracion. Supongamos que existe p € X tal que Oy , tiene un elemento nilpotente

fp- Esto implica que existen, una vecindad abierta V ¢ X de p, f € Ox (V) y n> 0 tales

Wer Capitulo I de [?], Variedades, pag 3.
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que f, =(V, f) y f* =0 ahora, puesto que Ox (V') es reducido se sigue que f, = 0.
De otro lado supongamos que existe un conjunto abierto U € X tal que Ox(U) tiene un
elemento nilpotente f # 0, esto implica que f, := (U, f) # 0 es un elemento nilpotente en

Ox , lo cual es ridiculo. |

Definicién 3.0.3. Un esquema (X,Ox) es entero si para todo subconjunto abierto U ¢ X

el anillo Ox(U) es un dominio de integridad.

Proposicién 3.0.2. Sean A un anillo, X = Spec(A) y consideremos el esquema afin
(X,0x). Entonces,

1. X es irreducible si y solo si el nilradical de A, n(A), es primo.
2. X es reducido si y solo si n(A) =0.
3. X es entero si y solo si A es dominio entero.

Demostracioén.

1. Puesto que los conjuntos X; = D(f) forman una base para la topologia de X
entonces, X es irreducible si y soélo si, Xy #+ @ y X, # @ implica X;n X, # &,
equivalentemente, X es irreducible si y soélo si, Xy n X, = @ implica Xy = @ 6
X,=0.

De otro lado, Xy =@ si y sélo si f €p para todo p e X siy sélosi fen(A)=Npexp
si y s6lo si f es nilpotente. En resumen, X es irreducible si y sélo si, fg es nilpotente
implica que f es nilpotente 6 g es nilpotente, lo cual equivale a decir que n(A), es

un ideal primo.

2. Supongamos que n(A) = 0 y que existen, un abierto U ¢ X y una seccién no nula
s € O(U) nilpotente.

Por definicién para todo p € U existen, n € , una vecindad de p, V € U y elementos
n

a
a,b e A tales que para todo t € V se tiene que s"(t) = i 0 en A, paratodoteV,

luego existe t € A\t tal que ta™ = 0 de lo cual se sigue que t"a™ = (ta)™ = 0, pero
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dado que n(A) =0 se tiene que ta = 0, asi que existe t € A\t tal que ta = 0. Esto es,
a a
s(t) = i 0 para todo v € V. Por lo tanto s = 0 lo cual contradice el supuesto,

asi que X es reducido.

Reciprocamente, si 0 # f € n(A) entonces la seccién,

€Xr

phﬁs@F{

es nilpotente y por lo tanto X no es reducido.

3. Si X es entero, entonces A 2 O(X) es entero. Reciprocamente, supongamos que

existen a; # 0 # ao elementos de A tales que ajas = 0 y consideremos las secciones

s51: X, — 1 A4 sp:Xg, — 1 A4
peXa, peXay
a a
b= Sl(P)ZTl b= Sz(P):TQ-

Asf que 5; = 5i|Xa1a2 € O(X,, nX,,)=0(X,,a4,) coni=1,2son tales que existe una

vecindad V' c X, 4, de p tal que

~ o~ ~ ~ a; a ara
55 (r) = 8i(0)F(0) = 7 - = = =0

para todo v € V. Por lo tanto O(X,,,,) no es un dominio entero, en consecuencia

(X,0x) no es entero. O
Proposicién 3.0.3. Un esquema (X,Ox) es entero si y sélo si es reducido e irreducible.

Demostracién. Sea (X,Ox) es un esquema entero, entonces para cada abierto U € X se
tiene que O(U) es un dominio entero, ésto es no posee divisores de cero y en consecuencia
no posee elementos nilpotentes, asi que (X, Oyx) es reducido. Ahora, supongamos que X
no es irreducible entonces existen dos abiertos disjuntos U; y Us de X tales que X = U;uUs.
Luego O(U; u Uy) =O(U;) x O(Ug) donde O(U;) x O(Us) no es un dominio entero, asi
que X no es entero lo cual contradice nuestra hipétesis. Por lo tanto, X es irreducible.

Reciprocamente, supongamos que (X, Ox) un esquema reducido e irreducible y U ¢ X
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un subconjunto abierto cualquiera. Vamos a suponer la existencia de dos secciones f, g €
O(U) tales que fg =0, y mediante éstas secciones definimos dos subconjuntos cerrados
cuya unién es justamente U. Luego, en virtud de la irreducibilidad de X se garantiza que
U es uno de los cerrados definidos y tal igualdad implica que la restriccion de una de las
secciones a un subconjunto abierto afin de U es nilpotente, pero al ser X un esquema
reducido se concluye que la seccién es nula, obteniendo asi lo deseado.

Sean f,g€ O(U) tales que fg =0y consideremos los subconjuntos de U
Y={xeU| frem,;<Ox,} v Z={xeU| g, em,; COx,}.

Tales subconjuntos son cerrados. En efecto, como X es un esquema entonces localmente

es un esquema afin, asi que para todo abierto U c X existen, un anillo B tal que

(Ua OX|U) = (SpeC(B)7 OSpeC(B))a

y los isomorfismos ¢ : O(U) — By ¢ : Ox , — B, para todo pe U.

Luego, denotando por s a la imagen mediante ¢ de una seccién s € O(U), podemos
afirmar que U n X = D(f), siendo Xp={reX]| fp ¢m, c Ox,}. A fin de verificar la
anterior afirmacién notemos el isomorfismo U 2 Spec(B) identifica cada elemento u € U
con un ideal primo p, de B y en virtud de ¢, ¥ y el morfismo de localizacién o podemos

reescribir Un Xy ={ueU| f, ¢m, c Ox,} como
Ume: {pugB| E¢mpu CBpu}7
siendo M, c B,, el ideal maximal de B, , ésto es M, = p,B,,. Asi que,

UnXp={p.cB| f¢pu}={pucSpec(B)| f¢p.}=D(f).

En consecuencia Y = (UnXy)¢ es un subconjunto cerrado de U. De forma analoga también
tenemos que Z es un subconjunto cerrado de U.

Ademas U = Y u Z. Para verificar la igualdad anterior primero observemos cémo esta
dado el producto en Oy ,. Sea p e U, si t y [ son elementos de Oy , entonces t = (V;, s¢)
y 1 =(V,s) con s, € O(Vy) y ;€ O(V)). Luego V; NV, # @ es una vecindad de p, asi que
O(VynV;) esun anillo y ¢l = (VNV}, ¢y, - silv,,)- Ahora bien, de la definicién de Y y Z es
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claro que Y u Z c U, pero adicionalmente si u € U entonces f, € m, o g, € m,, pues de lo
contrario tendriamos que f,g, = (fg). ¢ my, lo cual es un absurdo ya que (fg), =0 €m,.
Asi que,ueY oueZ, es decir UCY uZ, yen consecuencia U =Y u Z.

Ahora, como U =Y uUZ con Y y Z subconjuntos cerrados de U y X es irreducible entonces
U ¢ X es irreducible?, lo cual implica que U =Y o U = Z.

Supongamos que U =Y, éstoes U =Y ={ueU; f, em,}. Asi que podemos afirmar que
la restriccion de f a cualquier subconjunto abierto y afin de U sera nilpotente. En efecto,
para todo V ¢ U tenemos que f|y es tal que (f|y). € m,, ésto es f, € m, para todo z €V
y todo V ¢ U, lo cual implica que f, € M, € By, y como M, =p,B,, se sigue que fep,
para todo x € V y todo V € U. Esto es, f € p, para todo p, € Spec(B) y en consecuencia
£ es nilpotente, lo cual implica que f también lo es, pero dado que X es un esquema
reducido se sigue que f = 0. De forma andloga, si U = Z entonces g = 0. Por lo tanto, X

es entero. O

Definicién 3.0.4. Un esquema X es localmente noetheriano si puede ser cubierto por

subconjuntos abiertos afines Spec(A;), donde cada A; es un anillo noetheriano.

Definicién 3.0.5. Un espaccio topologico es cuasi-compacto si cada cubierta abierta tiene

una subcubierta finita.
Proposicién 3.0.4. Si X es un esquema afin entonces sp(X) es cuasi-compacto.

Demostracién. Sin perdida de generalidad podemos suponer que X = Spec(A) = U;e; D(f;)-
Ahora puesto que @ = Ny D(fi) = V({fi},.;) entonces A = {f;}..; v por lo tanto podemos
expresar el elemento 1 € A como una combinacién lineal finita, 1 = a1 fi+as fo+...+a, f, y en
consecuencia 1 € (f1, fa, ..., fn). Por lo tanto X = Spec(A) = CJID(ﬁ) Esto es, X = Spec(A)

es cuasi-compacto. 0

Definicién 3.0.6. Un esquema X es noetheriano si es localmente noetheriano y cuasi-

compacto.

2Ver Capitulo I de [?], Variedades, Ejemplo 1.1.3.
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Notemos que la definicién anterior la podemos reformular como, X es un esquema noethe-
riano si puede ser cubierto por un nimero finito de subconjuntos abiertos afines Spec(A4;),

con cada A; un anillo noetheriano.

Proposicion 3.0.5. Un esquema X es localmente noetheriano si y solo si para cada
subconjunto abierto afin U = Spec(A), A es un anillo noetheriano. En particular, un
esquema afin X = Spec(A) es un esquema noetheriano si y sélo si el anillo A es un anillo

noetheriano.

Demostracién. Supongamos que todo subconjunto abierto afin U = Spec(A) es tal que
A es un anillo noetheriano, entonces evidentemente por definicion X es un esquema lo-
calmente noetheriano.

Reciprocamente, supongamos que X = U,c;Spec(B;) con B; noetheriano y que U =
Spec(A4) es un subconjunto abierto afin. Puesto que a su vez {Spec(B;)},.; cubre a U, en-
tonces sin pérdida de generalidad podemos suponer que X = Spec(A) admite una cubierta
por subconjuntos abiertos, los cuales son espectros de anillos noetherianos B;. Debemos
probar que A es noetheriano.

Sean U = Spec(B) ¢ X un abierto con B noetheriano y D(f) € U para algun f € A.

Observe que la aplicacion inclusion i : U — X induce la aplicacion de haces sobre X
i': Ox — i.(Oxy,),
y en consecuencia considerando V' = Spec(A) obtenemos el homomorfismo de anillos,
i'"(X): A— B.

De otro lado, si denotamos por f a la imagen de f mediante it(X), entonces el elemento
#(X)(f)/1 es una unidad en By y por lo tanto existe un tinico homomorfismo de Ay en
By, el cual es un isomorfismo dado que D(f)=D(f), estoes Ay = By, y puesto que B es
noetheriano entonces By también lo es. En consecuencia Ay es noetheriano.

Luego, dado que X = Spec(A) = UAD(f) y D(f) = Spec(Ay) entonces X es cubierto
por los subconjuntos Spec(Ay) coile f €Ay Ay un anillo noetheriano. Ademas, como

X es cuasi-compacto entonces posee una subcubierta finita de {Spec(Ay)}sea. Es decir,
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T
X = USpec(Ay,), siendo Ay, anillos noetherianos y como una consecuencia de la anterior
i=1
subcubierta finita se tiene que el subconjunto finito {fi, fo,..., fr} € A es un conjunto
generador? de A.

Para completar la prueba de que A es noetheriano primero consideremos el siguiente lema:

Lema 3.0.1. Sea a ¢ A un ideal y sea p; : A — Ay, la aplicacion de localizacion dada

por @;(a) = % para cada i =1,...,r entonces a =N w; (pi(a)Ay,)

Demostracién. La inclusién a € Np;'(¢i(a)Ay,) es evidente. De otro lado, sea b € A tal

que b e Np;t(pi(a)Ay,), entonces ¢;(b) = 1 ;—; en Ay, para cada i con a; € ay n; > 0. Co-

mo lo anterior se tiene para cada i = 1,...,7 entonces podemos considerar n = max{n; }’_,,
b a;

asi que @;(b) = i f—; para cada i. Luego existe m; > 0 tal que f™i(f"b-a;) =0en A

para cada i, de igual forma podemos fijar los m; considerando m = max{m;}’_,, enton-

ces f™"b—a; f™ = 0y como a; € a entonces a; f™ € a, en consecuencia f"*"b € a para cada 1.
Ahora como los fi, fo,..., f generan el ideal unidad entonces sus potencias n—ésimas
también lo hacen. Entonces tomando N =m + n tenemos que
n
1= 'Zlcz- N para algunos ¢; € A.
1=

Luego
b=>cifNbea,
i=1

probando con ello la contenencia N ;! (¢;(a)Ay) € a y por la tanto también la igualdad
Ne;'(pi(a)Ay) =a D

Ahora, retornando al problema que nos atane, podemos probar de manera sencilla que A
es un anillo noetheriano haciendo uso del Lema 3.0.1. Consideremos la siguiente cadena
ascendente C, de ideales de A

apcCasc...ca, a1 ...

3Ver Capitulo II de [?], Esquemas, Proposicién 2.8, pag 65.
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Notemos que para cada ¢ = 1,...,r tenemos las respectivas cadenas ascendentes C; de
ideales de Ay,, que son justamente las cadenas de las imagenes de los ideales a; mediante

los morfismos ¢;. Es decir la cadena C; esta dada por,

Soi(al)Afi = (pi(a2)Afi €...¢c SDz(an)Afz = ()Di(an+1)Af'L‘ <.,

pero dado que cada Ay, es noetheriano entonces cada una de éstas cadenas es estacionaria.
Es decir ¢;(ag, ) Ay, = pi(ax,,, ) Ay, para algin k; y para todo i = 1, ..., 7. Entonces haciendo

n =max{k;}’_, podemos afirmar que a,, = a,,;. En efecto, por el Lema anterior tenemos

Ap+1 = ﬂSOi_l(SOi(anu)Afi)a

pero dado que las cadenas C; son estacionarias se tiene que ¢;(a,4+1)Ay, = @i(a,)Ay, para

cada i entonces
.,
aer = (N7 (i(an)Ar) = an,
lo cual implica que la cadena C, también es estacionaria. Por lo tanto A, es noetheriano.

a

Definicién 3.0.7. Un morfismo de esquemas f: X — Y es de tipo localmente finito si
existe una cubierta de Y por subconjuntos abiertos afines V; = Spec(B;) tal que para cada
i, f1(V;) puede ser cubierta por subconjuntos abiertos afines U;; = Spec(A;;) donde cada
A;j es una B;—dlgebra finitamente generada. El morfismo f es de tipo finito si ademds

cada f~1(V;) puede ser cubierto por un nimero finito de los Us;.

Definicién 3.0.8. Un morfismo de esquemas f: X — Y es un morfismo finito si existe
una cubierta de Y por subconjuntos abiertos afines V; = Spec(B;) tal que para cada i,
f1(V;) es afin igual a Spec(A4;), donde cada A; es una B;—dlgebra el cual es finitamente

generada como B;—mddulo.

Observaciéon 3.0.1. Si f: X — Y es un morfismo finito entonces para cada i el

morfismo de espacios topoldgicos

fi : Spec(A;) — Spec(B;),
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induce el morfismo de anillos f} : B; — A; que determina la estructura de B;—mddulo

para cada A; de la siguiente forma:

(ba) — bra=fib)a

Observemos que en las Definiciones 3.0.7 y 3.0.8 una propiedad sobre un morfismo f :
X — Y esta determinada por la existencia de una cubierta abierta afin de Y con cierta
propiedad adicional. A continuacién veremos que ésto es equivalente a requerir dicha
propiedad adicional para cada subconjunto abierto afin de Y. Para tal fin primero que

todo consideraremos un lema que nos ayudara en la prueba de las proposiciones siguientes.

Lema 3.0.2. Sea X un esquema y P una propiedad de un abierto afin de X tal que:

1. Para cualquier Spec(A) ¢ X, si Spec(A) tiene la propiedad P entonces D(f) =
Spec(Ay) para todo f € A también tienen la propiedad P.

2. St f1, fay - f generan a A y cada D(f;) € Spec(A) tiene la propiedad P entonces
Spec(A) también la tiene.

Entonces si existe una cubierta abierta afin de X tal que cada afin tiene la propiedad P,

entonces cada abierto afin de X tiene la propiedad P.

Demostracién. Sean {Spec(4;)};; una cubierta abierta y afin de X, tal que para cada
i €I, Spec(A;) tiene la propiedad P y Spec(B) un abierto afin. Notemos que {Spec(B)n
Spec(A;)}ier forma una cubierta abierta de Spec(B), donde cada abierto a su vez se
puede cubrir con abiertos afines que son localizaciones por un elemento de ambos anillos
A; vy B. Luego, como los Spec(A;) tienen la propiedad P entonces de la condicién (1) las
localizaciones también tienen la propiedad P y por lo tanto se obtiene una cubierta de
Spec(B) por abiertos basicos de elementos que generan a B con la propiedad P, asi que

de la condicion (2) se puede concluir que Spec(B) posee la propiedad P. ]
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Proposiciéon 3.0.6. Un morfismo de esquemas f: X — Y es de tipo localmente finito
si y solo si para cada subconjunto abierto afin V = Spec(B) € Y, se tiene que f~1(V)
puede ser cubierto por subconjuntos abiertos afines U; = Spec(4;), donde cada A; es una

B-dlgebra finitamente generada.

Demostracién. Supongamos que f es un morfismo de tipo localmente finito y que P es
la propiedad de que la preimagen de un abierto afin Spec(B) € Y tiene una cubierta por
abiertos afines Spec(A;) donde cada A; es finitamente generado como B-algebra. Basta
verificar que se cumplen las dos condiciones del lema anterior.

Sea Spec(B) ¢ Y un abierto afin tal que f~'(Spec(B)) tiene una cubierta Spec(A;)
donde cada A; es finitamente generado como B-algebra y consideremos g € B. Si f; :
Spec(A;) — Spec(B) es la restriccion de f, entonces haciendo § la imagen de g mediante
el morfismo natural de anillos B — A; se tiene que f;'(D(g)) = Spec(4;),, entonces
f~Y(D(g)) = USpec(4,),, donde cada (A;); es finitamente generado como B,—élgebra
cuyos generadores son las imagenes de los generadores de A; como B—-algebra, con lo cual
se verifica la primera condicion.

Ahora, supongamos que g, g2, ..., g, generan a B y que cada D(g;) = Spec(B),, posee la
propiedad P. Entonces los conjuntos Spec(B),, forman una cubierta de Spec(B) y por
tanto los conjuntos f~!(Spec(B),,) cubren a f~!(Spec(B)) y como cada Spec(B),, posee
la propiedad P entonces cada f~1(Spec(B),,) posee una cubierta por abiertos afines,
digamos Spec(A;;) donde cada A;; es finitamente generado como B,,—algebra, méas aiun
como cada B, es finitamente generado como B-&lgebra con generador i, en particular
los A;; son finitamente generados como B-&lgebra. Luego la unién de todos los Spec(A4;;)
forman una cubierta de f~!(Spec(B)), la cual es finitamente generada como B-élgebra,
verificando asi que Spec(B) posee la propiedad P. Por lo tanto se satisface la condicién
dos del Lema.

El reciproco es consecuencia inmediata de la definicién de un morfismo de tipo localmente

finito. m]

Proposicion 3.0.7. Un morfismo de esquemas f: X — Y es finito si y solo si para cada

subcongunto abierto afin V = Spec(B) ¢ Y, se tiene que f~1(V') es afin igual a Spec(A),
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donde A es un B-maodulo finito.

Demostraciéon. Supongamos que f: X — Y es un morfismo finito y que P es la pro-
piedad:

P: Si V = Spec(B) € Y es un abierto, entonces f~1(V') = Spec(A) con A un B-mdédulo
finitamente generado.

Probaremos que se satisfacen las dos condiciones del Lema 3.0.2 para garantizar la pri-
mera implicacion.

Primero que todo, observemos que el morfismo f|syec(a) : Spec(A) — Spec(B), induce
un morfismo de anillos ¢ : B — A el cual a su vez dota al anillo A de una estructura de
B-médulo de manera natural. Ahora, sean Spec(B) € Y un abierto afin que satisface la
propiedad Py {g1,92,...,9-} es un conjunto generador de A como B-mddulo, entonces
para cada g € B se tiene que el conjunto {4, %, ..., %} c Az con G = ¢(g) es un conjunto ge-
nerador de Az como un B,—mdédulo. Finalmente, puesto que f~1(D(g)) = f~}(Spec(By)) =
Spec(A4,), entonces D(g) posee la propiedad P y por lo tanto se satisface la condicién (1).

Para la segunda propiedad si denotamos por U = f~1(V') = f~1(Spec(B)), entonces tene-

mos un morfismo de esquemas

£t
(U, 0x,) LEL (v, 04,

el cual induce un homomorfismo de anillos,

B=0v(V) 22 0y, (171 (V) = (U, 0p)
Supongamos ahora que existen elementos g1, ..., g, que generan a B y tales que los anillos
locales By, tienen la propiedad P. Esto es, f~!(Spec(By,)) = Spec(4;) donde cada A;
es finitamente generado como By,-mddulo. Observe que si g; es la imagen de g; bajo la
aplicacion B ——=T'(U,Oy ) , entonces el conjunto {gi, gs, ,...g,} genera a I'(U, Oy ) pues
los g; generan el ideal unidad en B y f#(V') es un homomorfismo de anillos.

Afirmamos que:

Us; = {ueUl|gi, ¢my, c Oy} = Spec(4;)
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para todo 7, donde g;,, es el tallo de g; en v y m,, es el ideal maximal del anillo local Oy .
En efecto, el conjunto Spec(A;) n U, es el conjunto de ideales primos de A; que no
contienen a g; y puesto que tenemos un homomorfismo de anillos By, — A; , entonces
g; es invertible en A; y por lo tanto no existen ideales primos de A; que lo contengan, de
aqui que Spec(4;) ¢ Uy, En consecuencia Spec(4;) = Spec(A;)n Uy, = D(gi) = Spec(4;._)
donde g; € A; = I'(Spec(A;), Ospec(a,)) €s la restriccion de g; € I'(U, Oy).

De otro lado la igualdad Spec(A;) = Spec(A;) n Uy, implica que

Spec(A;) nSpec(A;) = {p € Spec(4;) 1 gi ¢ p} = {p € Spec(4;) : g; ¢ p},

y por lo tanto Uy, n Spec(A;) = Spec(A;) n Spec(4;) para todo j # i y puesto que los
conjuntos Spec(A4;) cubren a U, entonces Uy, = Spec(A;) y el criterio de afinidad implica
que U es afin, digamos U = Spec(A).

Debemos probar ahora que A es finitamente generado como B-moédulo. Primero que todo
observe que la igualdad Spec(A;) = Spec(Aia) implica que A; = Aiﬂ. Si {a;;} es un
conjunto generador para A; como By,-médulo, entonces el conjunto {a;;/1,a;;/g;} genera
a A; como B-mdédulo y por lo tanto cualquier ¢ € A puede ser escrito como ¢/1 = p;/g;"
en A, donde p; es una combinacién lineal de los {a;;} con coeficientes en B, entonces
g;"c = p; para todo i, luego si N = max{ny}}_,; entonces existen coeficientes by, ...,by € B
tales que bigN + ...+ bygN =1 en Ay por lo tanto bygl "p; + ... + bgn "'p, = ¢, de aqui
que {{a;;} u{gF}r_,} es un conjunto generador para A como B-mddulo, esto verifica la
condicion (2) del Lema.

El reciproco es consecuencia inmediata de la definiciéon de un morfismo finito. O

Ejemplo 3.0.1.

1. Si V es una variedad sobre un cuerpo algebraicamente cerrado k, entonces el esquema
asociado t(V') es entero, noetheriano y de tipo localmente finito sobre k.
Primero que todo veamos que (¢(V),.Oy) es un esquema noetheriano, para ello

hacemos uso del resultado y la prueba de la Proposicion 2.0.8. Recordemos que

(t(V), 04*0[/) = (SpeC(A)a OSpec(A))a
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donde a : V. — #(V)) y A es el anillo coordenado de la variedad V. Entonces

(t(V),a,Oy) es un esquema afin.

En efecto, por el Corolario 2.3 del Capitulo I de [?], V puede ser cubierta por un
numero finito de subvariedades abiertas afines, digamos V = CJV} y procediendo
como en la prueba de la Proposicién 2.0.8, los correspondientelszlespacios anillados
(t(Vi),;,Oy,) son esquemas afines esto es, (£(V;),a;,0v,) = (Spec(A;), Ospec(a,))
con A; = A;(V;) el anillo coordenado de V; el cual es claramente Noetheriano. En-

tonces
t(V) = Ut(Vi) = USpec(4),
i=1 i=1

es cubierto por un nimero finito subconjuntos abiertos afines Spec(A;) con A; noe-
theriano.

Veamos ahora que ¢(V') es un dominio entero. Si U € ¢(V') un subconjunto abierto,
entonces puesto que a: V' — t(V') es continua, a~'(U) = W c V es abierto y por
lo tanto (a,Oy)(U) = Oy (a1 (U)) = Oy(W) = k[z;,...,2,]/I(W) es obviamente

un dominio entero.

Finalmente veamos que t(V') es de tipo localmente finito sobre k. Esto es, existe
un morfismo ¢(V) 4, k, siendo f de tipo localmente finito. Notemos que aqui k
representa el esquema k = (Spec(k), k), cuyo espacio topolégico consta de un tnico

punto; a saber sp(Spec(k)) = {0}. Asi que podemos definir el morfismo de esquemas

(f, f1): (V). .Ov) — (Spec(k), k),

donde f:¢(V) — Spec(k) no es mas que la funciéon nula y ft: k£ — f.(a,Oy) es

tal que si U <€ Spec(k) es un abierto entonces

fiU) k- — Oy(a(f1(1)))
A= fIU)YN) o (U U) —k

y al ser sp(Spec(k)) = {0} = D(1) entonces considerando U = D(1) tenemos

fHU) ik — Oy (o™ (f1(U))) = Ov(V),
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puesto que f1(D(1))=t(V) y a1(t(V)) = V. Entonces f1(U) no es mas que

flU) k. — Op(V)
A — fHU)YN):V —k
p — [SAO)N)](p) = A
Ademas .
D)) = f(Spec(k)) = t(V) = HSpeC(Ai),

siendo A; = A;(V;) = k[xy,...,x,][I(V;), es decir A; es una k-dalgebra finitamente
generada, entonces f~1(D(1)) estd cubierto por un nimero finito de subconjuntos
abiertos afines Spec(A;) donde los A; son k-algebras finitamente generadas. Por lo

tanto (V') es de tipo localmente finito sobre k.

2. Si p es un punto de una variedad V' con anillo local O, entonces Spec(O,) es un
esquema entero, noetheriano, que en general no es de tipo finito sobre k.
Recordemos que si V' es una variedad afin o proyectiva entonces O, = A(V ), 4, con
p eV ydonde A(V) es el anillo coordenado de la variedad V', asi que A(V')y, serd un
dominio entero finitamente generado como k—-algebra. Luego de la Proposicion 3.0.2
se concluye que Spec(0,) es entero. Ademas como A(V')y, es noetheriano tenemos
que O, es noetheriano, entonces de la Proposicién 3.0.5 se sigue que Spec(O,) es

noetheriano.

A continuacién presentamos una serie de definiciones que introducen las nociones de

subesquemas abiertos y cerrados.

Definicién 3.0.9. Un esquema (U, Oy) cuyo espacio topoldgico es un subconjunto abierto
U de un esquema X y su estructura de haz Oy es isomorfa a la restriccion Oy, de la

estructura de haz de X se denomina un subesquema abierto del esquema X.

Definicién 3.0.10. Una inmersion abierta es un morfismo de esquemas f: X — Y el

cual induce un isomorfismo de X con un subesquema abierto de Y .

4Ver Capitulo I de [?], Variedades. Caso afin Teorema 3,2 pag 17. Caso proyectivo Teorema 3,4 pag
18.
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Definicién 3.0.11. Una inmersion cerrada es un morfismo de esquemas f:Y — X
tal que f induce un homeomorfismo de sp(Y') sobre un subconjunto cerrado de sp(X),

ademds la aplicacion inducida de haces sobre X, ft:Ox — f.Oy es sobreyectiva.

Definicién 3.0.12. Un subesquema cerrado de un esquema X es una clase de equivalencia
de inmersiones cerradas, donde decimos que f:Y — X y f':Y' — X son equivalentes
st existe un isomorfismo1:Y' — Y tal que f' = fou, es decir tal que el siguiente diagrama

conmuta.

A continuacion se presentan un par de ejemplos que buscan resaltar el hecho que un
subconjunto cerrado puede poseer varias estructuras de subesquema cerrado y exhibe una

de tales estructuras, presentada como la mas pequena.

Ejemplo 3.0.2.

1. Sean A un anillo y a € A un ideal. Considerando X = Spec(A) y Y = Spec(A/a) el
morfismo de anillos 7 : A — A/a induce un morfismo de esquemas f:Y — X el
cual es una inmersién cerrada. En efecto, f induce el homeomorfismo f : sp(Y) —

V(a) el cual estd dado por

frsp(Afa) — V(a)
Po—p
donde p = m(p). Ademds la aplicacién de haces fi : Ox — f,Oy es sobreyectiva
puesto que su respectiva aplicacién de tallos fi : Ox G — (f.Oy )z, (Proposicién
2.0.2) no es mas que
[l Ay — (Ala)g,
y la localizacién de un morfismo de A-médulos sobreyectivo, es sobreyectiva®. Por

lo tanto f:Y — X es una inmersién cerrada.

®Ver Capitulo III de [?], Anillos y médulos de fracciones, Proposicién 3.9, pag 46.
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Entonces como consecuencia de lo anterior, para cada ideal a € A obtenemos una es-
tructura de subesquema cerrado sobre el conjunto cerrado V' (a) € X. En particular,
cada subconjunto cerrado Y de X tiene varias estructuras de subesquema cerrado,
correspondientes a todos los ideales a para los cuales Y = V(a). En efecto, cada
estructura de subesquema cerrado sobre un subconjunto cerrado Y de un esquema

afin X se origina de un ideal de la forma mencionada inicialmente.

. Sean X un esquema y Y un subconjunto cerrado de X. Como fue mencionado en
el ejemplo anterior, en general Y tiene varias posibles estructuras de subesquema
cerrado. Sin embargo existe una que es la mas pequena de todas, llamada la estruc-
tura de subesquema cerrado reducida inducida, que definimos a continuacion.

Sean X = Spec(A4) un esquema afin, ¥ un subconjunto cerrado de X y a ¢ A la
interseccion de todos los ideales primos en Y, ésto es a es el ideal mas grande para
el cual Y = V(a). Entonces la estructura de subesquema cerrado reducida inducida
sobre Y es la definida por el ideal a.

En general, si X es un esquema cualquiera y Y un subconjunto cerrado de X,
también podemos definir una estructura de subesquema cerrado reducida inducida
sobre Y, en éste caso para cada subconjunto abierto afin U; ¢ X consideramos los
subconjuntos cerrados Y; = Y nU; de U; y damos la estructura reducida inducida
que se definié para los afines y luego procedemos a pegar los haces definidos sobre
cada Y, para obtener un haz sobre Y con la estructura deseada.

A fin de comprobar lo anterior, notemos que para cualquier 7, j las restricciones a
Y;nY; de las dos estructuras de haz definidas sobre Y; y Y; son isomorfas. Ademas
tres de tales isomorfismos sobre Y; n'Y; nY}, son compatibles para todo i, j,k. Es
decir, @ir = ;i o @i;j sobre Y; nY; nY}; siendo ¢ji, ¢;; isomorfismos. La anterior
afirmacién la podemos verificar reduciendo el problema de la siguiente manera.
Consideremos U = Spec(A) un subconjunto abierto afin de X, f € Ay el abierto bési-
co V = D(f) = Spec(Ay). Entonces damos a el subconjunto cerrado Yy =Y nU un
estructura de subesquema cerrado reducida inducida mediante el ideal a = Nyey np P,
asi que Yy = V(a). Luego la restriccién de dicha estructura a Y n'V; en éste caso

estamos pensando en la restricciéon dada en la Proposicién 2.0.6, coincide con la
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estructura de subesquema cerrado reducida inducida de Yj . Es decir,

(Yulyows Ovylyav) 2 (Yy,Oy,),

donde Yy, =Y nV =Y nD(f)=V(aAy) y aA; es la interseccién de todos los ideales
primos de Ay los cuales estdn en Y n D(f). En particular para Y;, Y; y cualquier

abierto basico V' tenemos que,

(}/;|Yimv7OYi

YiﬂV) = (YV7OYV) = (Y'J"ijV?O’/j'YJﬂV)'

Asi que la cadena de isomorfismos se satisface para Y nU;nU;nV =Y, nY;nV y
ésto se tiene para todo abierto bésico V, entonces el isomorfismo se tiene en Y; nY].

Esto es,

viny;) 2 (Y]

(Y;‘Yimyj?OYz ymyjaOYj Yij)-

Luego, podemos pegar los haces definidos sobre los Y; para obtener un haz sobre
Y. Entonces, bajo las condiciones anteriores diremos que el haz obtenido sobre Y

posee una estructura de subesquema cerrado reducido inducido.

Recordemos que si X es un espacio topoldgico la dimension de X, denotada por dimX,

es el supremo de todos los enteros n tales que existe una cadena
XoEX1E X0 X5&.... 8 X,

de subconjuntos cerrados irreducibles distintos de X (La longitud de una cadena como
la de arriba es n). Luego, puesto que el espacio subyacente de un esquema es un espacio

topoldgico, es natural extender el concepto de dimension a un esquema, mas precisamente.

Definicién 3.0.13. La dimension de un esquema X, denotada por dimX , es la dimension

como un espacio topologico.
Ejemplo 3.0.3.

1. Si k es un cuerpo, entonces dim(Spec(k)) =0
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2. Si A es un dominio de ideales prioncipales que no es un cuerpo, entonces puesto que
todo ideal primo es maximal, se tiene que dim(Spec(A)) = 1. En particular, para

cualquier cuerpo k, dim( }) = 1.

3. X =Spec(A) es un esquema afin, entonces existe una biyecciéon antimondtona entre
los subconjuntos cerrados irreducibles de X y los ideales primos de A, de aqui que
dim(X) = dim(A). Esto es, la dimensién de un esquema afin X = Spec(A4) coincide

con la dimensién de Krull® de A.

4. 5i Aesun anilloy po Ep1 P2 & ... & P, es una cadena de ideales primos de A,
entonces Po G P1 G P2 & ... EPn & (T') es una cadena de ideales primos de A[T'], de
aqui que dim(A[T] > 1+ dim(A).

Definicién 3.0.14. Si Z es un subconjunto cerrado irreducible de X entonces la codi-
mension de Z en X, denotada por codim(Z,X), es el supremo de los enteros n tales que

existe una cadena
J=Jygc i chychsyC...Cc Ly,

de subconjuntos cerrados irreducibles distintos de X, comenzando con Z. En particular,

st 'Y es cualquier subconjunto cerrado de X definimos
codim(Y, X)) =infcodim(Z, X),
zZcY
donde el infimo es tomado sobre todos los subconjuntos cerrados irreducibles de Y .

Supongamos ahora que X y Y son dos esquemas sobre S, ésto es, existen morfismos de
esquemas X — Sy Y — S. Nos proponemos construir un nuevo esquema sobre S a

partir de los esquemas dados.

Definicién 3.0.15. El producto fibrado de X y Y sobre S, denotado por X xsY, es un

esquema junto con dos morfismos p1: X xgY — X ypo: X xgY — Y, los cuales hacen

6Recordemos que si A es un anillo, la altura de un ideal primo p c A es el supremo de todos los enteros
n tales que existe una cadena pg c p; c ... € p,, = p, de ideales primos distintos. Entonces se define la

dimensién de Krull de A como el supremo de las alturas de todos los ideales primos de A.
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conmutativo el siguiente diagrama

e
X S,

y tal que dados cualquier esquema Z sobre S y morfismos f: 7 — X yg:Z — Y que

hacen conmutativo el diagrama

A
\
o
X s,

existe un unico morfismo 0 : Z — X xgY tal que f =piro6 y g =pyof. Esto es, el

siguiente diagrama conmuta.

o
X——5

Los morfismos p; y ps son llamados los morfismos proyeccion del producto fibrado sobre

sus factores.

Observacion 3.0.2. Si X y Y son dos esquemas que no estan referenciados a un esquema
base S, entonces consideramos S = Spec( ) y definimos el producto fibrado de X y Y,
denotado por X x Y, como X xgpec( ) Y.

Teorema 3.0.1. Para cualquier par de esquemas X y Y sobre un esquema S existe el

producto fibrado X xgY y es unico salvo isomorfismo.
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Demostracion. La prueba de éste resultado se realiza en siete pasos. El primero de ellos
serd considerar el caso afin. Posteriormente demostraremos la existencia de X xgY, con X
y Y esquemas arbitrarios, a partir del caso afin y apoyandonos en el pegado de esquemas.
Primero que todo consideremos X = Spec(A), Y = Spec(B) y S = Spec(R), con X y Y
esquemas sobre S. Afirmamos que A y B son R-algebras, en efecto, los morfismos de

esquemas
X—S5S vy Y—S65,
inducen morfismos de anillos
R4 y RZS B,

Por lo tanto podemos considerar a A y B como R-moddulos, cuya estructura estd dada

como sigue:

RxB — B

RXA —> A (T,b) — T’b::SOB(T)'b-

(r,a) — r-a:=pa(r)-a

Afirmamos que Spec(A ®p B) satisface las condiciones de un producto fibrado. Esto es,
debemos mostrar que existen morfismos p; : Spec(A®pr B) — Spec(A) y pa : Spec(AQp B) —

Spec(B) que hacen el siguiente diagrama conmutativo,

Spec(A®p B) —> Spec(B)
Spec(A) Spec(R)

tal que para cualquier esquema Z sobre S y dado los morfismos h : Z —> Spec(A) y
g : Z —> Spec(B) existe un tnico morfismo 0 : Z — Spec(AQ®pr B) tal que h=p; 00y

g =po o 0. Es decir, el siguiente diagrama conmuta.
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BEN
Spec(A®p B) —;,> Spec(B)

I !

Spec(A4) Spec(R)

Ahora como dar el morfismo 0 : Z — Spec(AQ®pr B) es equivalente” a dar el morfismo
g : AQRrB — I'(Z,04), y de la propiedad universal del producto tensorial se tiene
que dada una aplicacién bilineal f : Ax B — I'(Z,04) existe un tnico morfismo g :

AQ®rB —I'(Z,02) que hace conmutar el siguiente diagrama,

AxB—1-1(7,0,)
7

. -
2

ARB

/~
-0

siendo i : Ax B — AQ® B la aplicacién canénica dada por (x,y) —> x ® y. Entonces,

para garantizar la existencia de 6 bastara exhibir una aplicacién bilineal
f:AxB—T(Z,0y).

Para tal fin, consideremos un esquema Z sobre S y los morfismos h : Z — Spec(A)
y g : Z —> Spec(B). Una vez més, recordemos que tener los anteriores morfismos es
equivalente a tener los morfismos de anillos 7 : A — T'(Z,04) vy §: B — [(Z,0y).
También notemos que tenemos las inclusiones i4: A — Ax By ig: B — Ax B, asi que

por la propiedad universal del producto existe un tinico R—morfismo
f:AxB—T(Z,0y),

dado por f(a,b) = %(a) +3(b), el cual es una aplicacién bilineal. Esto es, existe f que hace

conmutar el diagrama

"Ver Capitulo II de [?], Esquemas, ejercicio 2.4.
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I'(Z,0z)
Luego, por la propiedad universal del producto tensorial existe un tinico morfismo de

R-modulos, g : AQ®rB — I['(Z,0%). Por lo tanto tenemos los siguientes diagramas

conmutativos
AxB—11(2,0,) AxB—11(2,0,) AxB—L1(2,0,)
i - 7 le/ Tll/
_ 70 3 [
AR B A B

que considerados en simultdneo y adicionando los correspondientes morfismos por ser X

y Y esquemas sobre S, se obtiene el siguiente diagrama conmutativo.

I'(Z,07)

~

SN

g
\9\
RN

Spec(A®pr B) —;> Spec(B)

I !

Spec(R)
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Por lo tanto, Spec(A®pr B) es un producto fibrado. Entonces si X, Y y S son esquemas

afines, definimos el producto fibrado entre X y Y sobre S como
X xgY :=Spec(A) B).
R

En segundo lugar, afirmamos la unicidad de X xg Y. En efecto, dado que la existencia de
X xgY estara basada en el primer paso, en el cual la existencia de Spec(A ®p B) es tnica
salvo isomorfismo en virtud de la propiedad universal del producto, entonces se garantiza

que X xgY también sera tnico salvo isomorfismo.

El tercer paso corresponde al pegado de morfismos. Sean X y Y dos esquemas. Dar un
morfismo de esquemas f : X — Y es equivalente a dar una cubierta abierta {U;}s
de X junto con morfismos de esquemas f; : U; — Y, donde U; tiene la estructura de

subesquema abierto inducida, tal que para todo 7,

fi’Uz-mUj = fj|Uint'

En efecto, la anterior afirmacién es cierta puesto que dado un morfismo de esquemas

[+ X — Y, las restricciones f|, = f; : Uy — Y para todo ¢, también son morfismos

de esquemas y por la buena definicién de f se sigue que, f; = fj|Uint' De otro lado,

U;nU;

si tenemos los morfismos f; que satisfacen la anterior igualdad entonces podemos definir
f: X —Y como f(z)= fi(x) sizel,.

Suponiendo la existencia X xg Y y considerando un subconjunto abierto U ¢ X, en el
cuarto paso buscamos definir el producto fibrado del subesquema abierto U y el esquema
Y sobre S. Asi que, bajo las condiciones anteriores veamos que p;'(U) € X xg Y es un
producto para U y Y sobre S. En efecto, dado un esquema Z y los morfismos f: Z — U
y g:Z — Y, setiene que f determina un morfismo f: Z — X dado por f: 1o f, siendo
1 : U — X el morfismo inclusién, entonces existe 0 : 7 — X xg Y tal que f: profy
g=py00, donde f(Z)<cU. Asi que f(Z) =io f(Z)=i(f(Z)) = f(Z)cU, entonces

(pro0)(2)=p1(8(2)) = F(2) = f(Z) cU.
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Luego, 0(Z) < p;'(U) € X x5 Y y en consecuencia podemos considerar el morfismo 6 :
Z — X xgY como 0 : Z — p;}(U), y dada la existencia de X xgY" el siguiente diagrama

conmuta, siendo pj la restriccion de p;.

le(U)%XxSY?Y

P b

U . X S
Por lo tanto, p;'(U) es un producto para U y Y sobre S.

En el quinto paso, considerando X, Y esquemas arbitrarios sobre S, { X, };; una cubierta
de X y suponiendo la existencia de X; xg Y para todo 7 € I, mostraremos la existencia de

X xgY. Para cada 7,7 € I denotamos por X;; a X; n X, entonces definimos
Ui = pi' (Xi5) € X xg Y,

el cual en virtud del paso anterior es un producto para X;; y Y sobre S.
Luego, como X;; = Xj; y Uj; := p7'(Xji) € X; x5 Y es un producto para X;; y Y sobre S,
entonces por la unicidad del producto fibrado existen isomorfismos ;; : U;; — Uj; para

todo 7,7 € I los cuales satisfacen
©ij(Uij 0 Uir) = Uji 0 Uy

En efecto, si a € U;; n Uy, = p7'(Xi;) 0 Pyt (Xix), al ser ¢;; un isomorfismo identificamos a

con su imagen y como ¢;;(a) € Uj; = p7*(Xj;) entonces tenemos que
pl(goij(a)) =p1(a) € Xij N sz = Xijk: = Xz N Xj N Xk
En consecuencia

eij(a) € pr (Xie) = p1 (X5 0 X5) 0 (X;n X3)) = 01 (X5s) nopr (Xe) = Uji 0 Ui
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Esto es, QDZ](UU N Uzk) c Uji n Ujk‘
De otro lado, si a € p7'(X;;) = Uy; es tal que p;i(a) € pr'(X;:) npr (X)) = Uji 0 Uy,

entonces como ;; es un isomorfismo tenemos que
pl(a) = pl(%‘j(a)) € ij’ n Xjk = ij’k = Xz'j N Xik.

Luego, a € pi"(Xju) = pi'(Xy) npit (X)), asi que ¢i(a) € ¢;;(Ui; nUy), es decir
le(Xﬂ) ﬁpII(Xjk) = Uji N Ujk c gOlj(U” N Uzk) Por lo tanto, QOU(UZJ N Uzk‘) = Uji N Ujk-

Ademads, como ¢;;, = @i 0 @;; sobre Uj; nUjy, entonces tenemos las condiciones para pegar
los esquemas {X; xg Y };e; via los morfismos ¢;; obteniendo un esquema X xg Y.

A continuacion veremos que efectivamente X xg Y es un producto para X y Y sobre S.
Dado que para cada 7 € I se tiene que X; xg Y es un producto, entonces denotando por py;
al morfismo X; xg Y — X, y por po; al morfismo X; xg Y — Y| tenemos la existencia
de los morfismos py; y po; para cada ¢ € I, los cuales son tnicos en virtud de la unicidad

del producto. Asi que

P1ilXi;xsY = P1j|X,jxsY Y DP2i|X;jxsY = P2j|X;jxsY -

Luego, como consecuencia del tercer paso podemos pegar los morfismos py; para todo i € [

y los morfismos po; para todo i € I, obteniendo asi los morfismos

priXxgY — X y pp: XxgY —Y.
Entonces dados un esquema 7 y los morfismos f: Z — X y g: Z — Y, si consideramos
la notacién Z; = f~1(X;) y los morfismos f|z, : Z; — X y glz, : Z; — Y, al ser X;xgY un

producto existe un tinico morfismo 60; : Z; — X; xgY’; para cada i € I, que hace conmutar

el siguiente diagrama.
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Ahora, como lo anterior se verifica para todo i € I y los #; son tnicos, se satisface que

Luego, nuevamente como una consecuencia del tercer paso podemos pegar los morfismos

f; obteniendo el morfismo
0:7 — X xgY,

donde la unicidad de € se deriva de la unicidad de los morfismos #;. Ademas el morfismo

0 hace conmutar el diagrama,

X
Por lo tanto X xgY es un producto para X y Y sobre S.

S

En el sexto paso, teniendo en cuenta los pasos anteriores, mostraremos que X xgY es un
producto para dos esquemas arbitrarios X y Y, siendo S un esquema afin.

Recordemos que si X, Y y S son esquemas afines, entonces X xgY = Spec(A ®pr B) existe.
Entonces, como todo esquema tiene una cubierta por abiertos afines primero consideremos
el caso en el que X es un esquema arbitrario con {X;};; una cubierta afin de X y sean Y’
y S esquemas afines, asi que X; xg Y existe para todo ¢ € I. Luego, en virtud del quinto
paso podemos pegar estos esquemas obteniendo el esquema X xgY que es el producto de
X y Y sobre S, con X arbitrario y S, Y afines.

Ahora consideremos el caso en el que S un esquema afin y X, Y son esquemas arbitrarios.
Sean {X;}ier v {Y;};es cubiertas por abiertos afines para X y Y respectivamente. Notemos
que si fijamos X; con i € I entonces X; xg Y existe para todo j € J y estamos justamente
en el caso anterior, asi que el producto X; xg Y existe y como lo anterior se tiene para
todo i € I fijo, entonces X; xgY existe para todo 7 € [ y nuevamente del quinto paso se si-

gue que X xgY existe. Es decir, X xgY existe para X y Y arbitrarios y S un esquema afin.
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Finalmente, en el séptimo paso consideramos el caso en el que X, Y y S son esquemas
arbitrarios. Entonces bajo tales condiciones y considerando los morfismos ¢: X — Sy
r:Y — Sy {S;}icr una cubierta por abiertos afines de S, si denotamos por X; = ¢7'(.5;)
y Y; =r71(S;) entonces tenemos los morfismos ¢|x, : X; — S; y rly, : Y; — 5.

Luego, como X; y Y; son esquemas sobre S; con S; un esquema afin entonces en virtud
del paso anterior el producto X; xg, Y; existe para todo ¢ € I. Ademas, X; xg, ¥; es un
producto para X; y Y sobre S. En efecto, sea Z un esquema y consideremos los morfismos
f:Z —X,yg:7Z —Y,;, como X; xg, Y; es un producto fibrado existe el morfismo

0:7Z — X, xg, Y; tal que el siguiente diagrama conmuta.

Xi Xs_}/i*>

i Y
ipl \Lﬂyi
\
q|Xi

Ahora de los morfismos inclusién S; —> S y Y =, Y podemos ampliar el anterior

diagrama. Esto es,

Entonces podemos afirmar que tanto Z como X; son esquemas sobre S. Ademas podemos
definir el morfismo §: Z — Y dado por § = iy o g, con lo cual obtenemos el diagrama

conmutativo.
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Asi que, X; xg, Y; es un producto para X; y Y sobre S, por lo tanto X; xg Y existe para
cada 7 € I. Luego, aplicando una vez més el quinto paso se tiene que X xgY existe, siendo

X, Y y S esquemas arbitrarios. O

Definicién 3.0.16. Sean f: X — Y un morfismo de esquemas, y € Y un punto, k(y)
el cuerpo residuall de y y Spec(k(y)) — Y el morfismo natural. Definimos la fibra del

morfismo [ sobre el punto y como el esquema
X, =X xy Spec(k(y)).

Notemos que la fibra X, es por definicién un esquema sobre Spec(k(y)).
A continuacion consideremos el caso afin. Sean f: X — Y un morfismo de esquemas con

X =Spec(4), Y =Spec(B) y p un punto en Spec(B). Puesto que
Xp = X xy Spec(k(p)) = Spec(A) xy Spec(k(p)),
es el producto fibrado de esquemas afines, entonces
X, = Spec(A @5 k(p))

y como p € Spec(B) entonces k(p) = O, /M, = B,/m, = B, /pB,, siendo M, el conjunto de
germenes de las funciones regulares que se anulan en p y m, el ideal maximal de B,, el

cual es el ideal extendido pB,. Entonces,

X, =Spec(A®p B,[pBy).

8Para cualquier punto y € Y de un esquema se define el cuerpo residual de y como k(y) = Oy ,/m,.
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Ademas como la sucesién €, dada por
pBy — By — By/pB, — 0,

es exacta entonces la sucesion que denotamos por C, ® A también serd exacta’

pB,®p A— B,®p A— B,/pB,®3 A — 0.

Luego, como B, ®p A = A,1°, entonces obtenemos el siguiente diagrama

1

0

pB,®p A = B,®p A B,/pB, ®p A
7

11

y en virtud del primer teorema de isomorfismos
Apfker(m,) 2 By[pB, ®p A

y al ser C, ® A una sucesion exacta se tiene que ker(w;) = im(a) = pB, ®5 A, donde
pB, ®p Az pA, = f~1(p)Ay; siendo A, la localizacién de A en S = A\ f~1(p). Entonces,

Ay/(pB,®p A) = B, [pB, ®p A

es equivalente a

AppAy 2 By[pB, @p A.

Por lo tanto,
X, =Spec(A®p B,[pB,) = Spec(A4,/pA,).

Finalmente, como la localizacién y el cociente conmutan se tiene que la fibra de f en p,

cuando f es un morfismo de esquemas afines, queda completamente determinada por,

X, 28pec((A/f(9)), 1))

9Ver Capitulo IV de [?], Médulos, Proposicién 5.4, pag 209
10F] isomorfismo B, ®p A=z A, lo podemos encontrar en el Capitulo IIT de [?], Proposicién 3.5, pag 45.
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Proposicién 3.0.8. Sean X, Y y Z esquemas sobre un esquema S. Entonces,
1. X xgS=zX.
2. X xgY 2Y xg X
3. (X xsY)xsg Z2 X xg(Y xgZ)
4. Si existe un morfismo Z — Y entonces (X xgY ) xy Z = X xg Z.

Demostracion. Dado que el producto fibrado se sustenta en el producto tensorial y
para éste ultimo se verifican las propiedades anteriores entonces podemos afirmar que

tales propiedades también se satisfacen para el producto fibrado. O

Proposiciéon 3.0.9. Sean f: X — Y un morfismo de esquemas y y € Y. Entonces, la

fibra X, es un esquema tal que sp(X,) es homeomorfo a el subconjunto f~1(y) de X.

Demostraciéon. Sea V' una vecindad abierta afin de y € Y, entonces tenemos los siguien-

tes morfismos,
1. 2:V — Y, la inclusién.

2. Spec(k(y)) — V — Y, donde el morfismo como espacios topoldgicos esta dado

por 0 — y —> .
3. M X xy V—V.
Luego, por la cuarta propiedad que satisface el producto fibrado, Proposicién 3.0.8,
Xy = X xy Spec(k(y)) = (X xy V) xv Spec(k(y)).

De otro lado, como X xy Y es un producto fibrado y V' ¢ Y el siguiente diagrama conmuta

P (V)= ==X xy Y ZY <V,

1

f
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siendo py' (V') un producto fibrado para X y V sobre Y, y de la unicidad del producto
Pt (V) 2 X xy V. Ademds, de la conmutatividad del diagrama anterior fop; = 1opy = ps.
Entonces p;' = (fopi)™ =p;'o f7!, de lo cual

Py (V) =pi (f (V) 2 (V) xy YV = f7H(V).
Es decir, el siguiente diagrama conmuta

P (V) - - = X xy Y Y

1

|
l
FHV)e Xty

Entonces,

S
Il

y = X xySpec(k(y))

(X xy V') xy Spec(k(y))
p3' (V) xv Spec(k(y))
J7H(V) xy Spec(k(y)),

y lo anterior se tiene para toda vecindad abierta afin de y e Y.

1R

IR

Luego, por un razonamiento andlogo al realizado en la demostracién del Teorema 3.0.1,
para probar el resultado en cuestién bastarda considerar Y = Spec(B) y verificar que el
morfismo proyeccién X, — X induce un homeomorfismo entre X, y f~1(y). Notemos que
el esquema S del Teorema 3.0.1 aqui se corresponde con Y, que por ser éste un esquema
Y = Uier Spec(B;).

Sea U ¢ X un abierto y como X, es un producto fibrado el siguiente diagrama conmuta.

' (U) - - = X, —='Spec(k(y))

ot

Ut X Y

Entonces 7;1(U) es un producto fibrado para U y Spec(k(y)). Esto es,

w1 (U) 2 U xy Spec(k(y)),
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y por ser X un esquema, existe una cubierta de X por abiertos afines, supongamos

X =Uier U; donde U; = Spec(A;). Entonces para todo i € [ se tiene que

7 (U;) 2 U; xy Spec(k(y)) = Spec(A4; ®p k(y)) = Spec((Ai/y),),
donde

m ' (U) = Spec((4i/y),) = Spec(4;,[yAiy)
= {pc Aiy[yAiy: p primo}
= {p < Ay; pprimo y yA;, € p}
= {p'c A;; p' primo, yAy, Spy p' ¢ AN fH(y)}
= {p’ € Aj; p’ primo, yAy, cpyp e f(y)}
= {p’ € A;; p’ primo, yA;, S p’Ay vy o' S fH(y)}
= {p'c Ay p’ primo, fi(y)ep’ yp' cf(y)}
= {p'c A p' primo y fi(y) =p'}
= {p'c A p’ primo y p' < [ (y)},

siendo ﬁ el morfismo restriccion del morfismo de anillos inducido por f, es decir, f; :B—
A;. Finalmente, como lo anterior se tiene para todo i € I y m;'(U;) 2 U; xy Spec(k(y))
entonces por la propiedad de pegado de esquemas se sigue que
Xy = X xy Spec(k(y)) = | n7" (Vi) = f~" (),
iel
siendo la anterior unién una unién disjunta. Por lo tanto, como espacio topoldgico X, es

homeomorfo a el subconjunto f~!(y) de X. ]

La nocioén de fibra de un morfismo permite considerar un morfismo como una famila de

esquemas, las fibras, determinadas por los puntos del esquema imagen.

Otro ejemplo de una familia de esquemas surge cuando consideramos un esquema X sobre
Spec( ). En éste caso, tomando la fibra sobre el punto genérico obtenemos un esquema
X sobre . En efecto, si consideramos el punto genérico entonces Xg = X x k(0), donde

k(0) = Ospec( yo/mo = ( )o/mocon ( )o= ymg=0( )o=0; puesto que los ideales de la
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localizacién son ideales extendidos, asi que k(0) = y en consecuencia Xy =X x =X .
Luego, X es un esquema sobre

Por otro lado, si consideramos la fibra sobre un punto cerrado correspondiente a un niimero
primo p obtenemos un esquema X, sobre el cuerpo finito ,. En efecto, considerando un
ideal primo p tenemos que X, = X x k(p), donde k() = Ospec( )p/Mp ¥ siendo Ogpec( )p =
( Jp ymp=p( ), Asi que,

E()=( )o/PC )p=2(C /o p2( p)p2 p2 5

Por lo tanto, X, ~ X x , y en tal caso decimos que X, surge por reduccién modulo p del
esquema X .

Otra aplicacion importante del producto fibrado es permitir la nocién de cambio de base.

Definicién 3.0.17. Sea S un esquema fijo, el cual es pensado como un esquema base.
Dado otro esquema S" y un morfismo de esquemas, S" — S, para cualquier esquema X
sobre S definimos su extension o cambio de base como el esquema X' = X xg 5’ el cual

es un esquema sobre S’.

Notemos que el cambio de base es una operacion transitiva. Esto es, dado un esquema
base S y otros dos esquemas S’ y S”, tales que existe un morfismo S” — S’" — S,
en virtud de las propiedades del producto fibrado, para cualquier esquema X sobre S se
verifica

(X x5 9") xg S 2 X xg (8 xg ") 2 X x5 5"

A lo largo del segundo capitulo y del presente hemos visto qué es un esquema, ejemplos de
ellos y morfismos entre esquemas. A continuacién, nos proponemos profundizar un poco
respecto a los morfismo. Para tal fin presentaremos algunos tipos especiales de morfismos
entre esquemas tales como el morfismo diagonal, separado y cuasi-compacto, y verificamos

algunas de las propiedades que satisfacen.

Definicién 3.0.18. Sea f: X — Y un morfismo de esquemas. El morfismo diagonal es
el inico morfismo \ : X — X xy X tal que su composicion con los morfismos proyeccion

p1:Xxy X — X ypy: Xxy X — X es justamente el morfismo identidad 1x : X — X.
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Definicién 3.0.19. Un morfismo de esquemas f: X — Y es separado si el morfismo

diagonal \ es una inmersion cerrada. En tal caso también decimos que X es separado
sobre Y.

Recordemos que /\ es una inmersion cerrada si induce un homeomorfismo de sp(X') sobre
un subconjunto cerrado de sp(X xy X) y el morfismo de haces inducido Af: OX xy X —
A, Ox sobre X xy X, es sobreyectivo.

En general decimos que un esquema X es separado si éste es separado sobre Spec( ).

Antes de enunciar algunos resultados que nos brindan un sin numero de ejemplos de
morfismos separados, presentamos un ejemplo que expone el caso particular en el que el

esquema considerado no es separado. Mas precisamente.

Ejemplo 3.0.4. Sean k un cuerpo y X la linea afin con origen doble, esto quiere decir
que X se ha obtenido al pegar dos lineas afines mediante ¢ : Uy — U, con Uy = Us = i\p,
tal como se realizé en el ejemplo 2.0.1. Entonces, X no es separado sobre k.

En efecto, veamos que /\ : X — X Xgpec(k) X N0 es una inmersién cerrada y para ello
primero que todo notemos que X Xgpec(r) X €s un plano afin con ejes dobles y cuatro
origenes. Si denotamos p; y py los origenes de X entonces los cuarto origenes del plano
afin mencionado son (p1,p1), (p2,p2), (p1,P2) v (p2,p1). Ahora, puesto que la imagen de

)\ es la diagonal usual entonces dos de los origenes estan en la imagen. Esto es,

A X — X XSpec(k) X.

a — (a,a)

Asi que, A(X) contiene los puntos (p1,p1) y (pa2,p2), y en consecuencia /\(X) no es
cerrado, puesto que los cuatro origenes estan en la clausura de /\(X), ya que toda sucesién
que converge a (p;,p;) también converge a (pj,p2) por ser py una copia de pq, asi que
(p1,p2) es un punto de adherencia de /(X), de forma anédloga (po,p;) también lo es. Por
lo tanto, sp(X') no es homeomorfo a un subconjunto cerrado de sp(X xgpec(x) X ), entonces

/\ no es una inmersién cerrada. En consecuencia X no es separado sobre k.

Proposicién 3.0.10. Si f: X — Y es cualquier morfismo de esquemas afines entonces

f es separado.
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Demostracion.
Sean X = Spec(A) y Y = Spec(B). Puesto que A es una B-algebra via el morfismo

inducido por f sobre los anillos B y A, entonces el morfismo sobreyectivo

ApA — A

4 4
a®pa +— a-a,

induce a su vez el morfismo diagonal A : Spec(A) — Spec(A®p A). El resultado se sigue
del hecho que la diagonal usual, como espacio topoldgico, es cerrada.

a

Corolario 3.0.1. Un morfismo esquemas arbitrarios f : X — Y es separado si y solo si

la imagen del morfismo diagonal es un subconjunto cerrado de X xy X.

Demostracién. Por definicién, la imagen del morfismo diagonal /\ es un subconjunto
cerrado de X xy X.

Reciprocamente, supongamos que la imagen del morfismo diagonal es un subconjunto ce-
rrado de X xy X. Entonces, si p; : X xy X — X es la primera proyeccién, p; o \ = 1x asi
que p; es una inversa de /\, adicionalmente como p; es una proyeccién también es continua
y en consecuencia A\ : X — A(X) es un isomorfismo con inversa continua. Por lo tanto
A\ es un homeomorfismo, siendo A(X) € X xy X un subconjunto cerrado por hipétesis.
Ahora, resta verificar que el morfismo de haces A': Ox,,x — A, Ox es sobreyectivo y
ésto lo hacemos de manera local.

Para cualquier punto p € X consideremos una vecindad abierta afin U de p lo suficiente-
mente pequena de tal forma que f(U) esté contenida en un subconjunto abierto afin V'
de Y. Por la Proposicion 3.0.10 el morfismo fi; : U — V es separado asi que el morfismo
diagonal A, : U — U xy U es una inmersién cerrada y en consecuencia el morfismo de
haces es sobreyectivo en una vecindad de p para cualquier p € X. Por lo tanto, el morfismo

de haces A! es sobreyectivo. ]

Teorema 3.0.2 (Criterio Valuativo de Separabilidad).
Sean X un esquema noetheriano y f: X — Y un morfismo de esquemas. Entonces f es

separado si y solo si la siguiente condicion se cumple. “Para algun cuerpo k y algiun anillo
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de valuacion R con cuerpo de cocientes k, sean T = Spec(R), U = Spec(k) ei: U — T
el morfismo inducido por la inclusion R € k. Entonces, dados los morfismos T — Y vy

U — X que hacen conmutativo el diagrama,

|

T——Y

- o X
existe a lo mds un morfismo T' — X que hace conmutativo todo el diagrama siguiente.

U— X
T -y

_

|

Para poder abordar la prueba de éste teorema primero que todo es necesario conocer un

par de resultados que exhibimos a continuacion.
Lema 3.0.3. Sean R un anillo de valuacion de un cuerpo k, T = Spec(R) y U = Spec(k).

1. Dar un morfismo de U a un esquema X es equivalente a dar un punto x1 € X y una

inclusion de cuerpos, k(x1) C k.

2. Dar un morfismo de T a un esquema X es equivalente a dar dos puntos xg,x; € X,
con xy una especializacion de xy (es decir xo € {x1}) y una inclusion de cuerpos
k(xz1) € k, tal que R domina al anillo local Oy, siendo Z ={x1} el subesquema de

X con su estructura reducida inducida.
Demostracién.

1. Sean X un esquema dado y (f, f*) : (Spec(k), Ogpec(ry) — (X, Ox) un morfismo
de esquemas. Como U = Spec(k) es un esquema unipuntual con estructura de haz k
entonces [ : Spec(k) — X envia a el unico elemento de sp(Spec(k)) = {0} en algin
punto z; € X, asi que el morfismo de haces ft: Oy — Ogpec(r) induce la aplicacion
de tallos

fL 2 Ox o, — Ospec(i)o 2 F,
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cuyo correspondiente morfismo de cuerpos residuales esta dado por
OX,zJ /mm ? k7
siendo tal morfismo inyectivo puesto que k es un cuerpo, y en consecuencia

Oxwl/mz] = ]{(!L‘]) ck.

Reciprocamente, sean x1 € X y k(1) — k el morfismo inclusién. Entonces podemos
definir el morfismo de espacios topoldgicos f : Spec(k) — X como f(0) = z;.
Luego, para definir el correspondiente morfismo de haces ft, argumentamos de forma

local. Esto es, para un abierto U € X tal que x; € U consideremos el morfismo
fﬁ(U) : OX( U) - f*OSpec(k)( U)7

donde f.Ospec(k)(U) = Ospec(r) (f 1 (U)) = Ospec(ry(Speck) = k y por lo tanto fH(U)

no es mas que el morfismo f1: Ox(U) — k, el cual estéd definido por la composicién

Ox(U) —> OXJ;] — OX@I/mIJ = ]{?(171) — k.

Notemos que si z; ¢ U entonces f~1(U) = @ lo cual implica que Ogpec(r) (@) = 0, por
lo tanto bastara definir f# para abiertos U € X que contienen a x.

Finalmente, como Ox ,, /m,, = k(z;) — k es un isomorfismo entonces en particular
es un morfismo local y dado que f1 esté definido mediante la composicién Ox (U) —
Ox .z, — Ox .y /My, = k(z;) — k entonces podemos concluir que el morfismo de

tallos f§:Ox ,, — k es un morfismo local.

. Sea p : T"— X un morfismo de esquemas. Recordemos que al ser R un anillo
de valuacién, T es un esquema con dos puntos siendo el primero de ellos el punto
genérico t; y el segundo es el punto cerrado ¢y. Entonces dado el morfismo ¢ podemos
considerar los siguientes puntos de X, xg = (o) v x1 = ¢(t1).

A continuacién veamos que 1" es un esquema reducido, con lo cual se garantiza que

© se factoriza a traves de un subesquema cerrado de X, el cual tiene la estructura
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reducida inducida sobre la clausura de la imagen'!. Recordemos que verificar que T'
es reducido corresponde a mostrar que O7(U) no tiene elementos nilpotentes para
cualquier abierto U € T', pero bastara con mostrar lo deseado sélo para los abiertos
bésicos {D(f)}fer de T

Luego, como R es un anillo de valuacién existe una valuaciéon v: k — U {oo} tal
que R={xzek; v(z) >0} u{0}, entonces de existir un elemento x € R nilpotente
se tendria que ™ = 0 para algin n € , de lo cual v(z") = v(0) = oo, pero dado
que v(z") = nv(z) con n € entonces v(x) = oo lo cual implica que x = 0 y en
consecuencia 2 no posee elementos nilpotentes distintos de cero, luego Ry tampoco
poseerd elementos nilpotentes. Ahora, como O7(D(f)) = Ry entonces Or(D(f)) no
posee elementos nilpotentes asi que 1" es reducido.

Luego, sea Z = m c X entonces Z es un subconjunto cerrado de X y le damos
la estructura de subesquema cerrado reducida inducida y tal subesquema factoriza
a . Veamos que en efecto Z = o(T). Como ¢ 1(Z) = {t; € T; o(t;) € Z}, al ser
Z un subconjunto cerrado y ¢ una aplicacién continua se sigue que ¢~ '(Z) es un

subconjunto cerrado de T tal que t; € ¢~1(Z). Entonces,

{t1} = V(t1) = {p € Spec(R); (t:) < p} = {p € Spec(R); (0) € p} = Spec(R) = T

asi que {t;} =T € ¢=1(Z) y en consecuencia T = ¢~1(Z). Por lo tanto, p(T) = Z =
m, lo cual implica que zq € @ Es decir, zy es una especializacion de x;.

Ahora consideremos ¢ restringido a su imagen, ésto es ¢ : T — Z, cuyo corres-
pondiente morfismo de haces ¢t : Oy — ,Or verifica para cualquier abierto
U ¢ Z, en particular para los abiertos bésicos, que (¢.O7)(D(f)) = O(e~ 1 (D(f))) =
Or(D(f)) = Ry y como R es un anillo local entonces (¢.O71), = Ry, = R, luego el
morfismo de tallos o : Oz ., — (¢.O71), es un morfismo local que es justamente

o+ Oz, — R, cuyo correspondiente morfismo de cuerpos residuales es
OZ,xg/mxg > R/mRa

ésto es k(xg) — k, el cual es un isomorfismo y por lo tanto k(xg) < k.

"Ver Capitulo IT de [?], Esquemas, ejercicio 3.11 item (d).
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Finalmente, como R es un anillo de valuacién de k entonces R es maximall? en
el conjunto de todos los anillos locales contenidos en k, respecto a la relacion de
dominacién. Por lo tanto R domina a Oy ,, .

Reciprocamente, supongamos dados dos puntos xg,xy € X con xq € m y k(xzp) €
k tal que R domina a Ogz,,. Entonces, en virtud de la relaciéon de dominacién
tenemos el morfismo inclusién ¢ : O ,, — R, el cual induce el morfismo de espacios
topologicos

T = Spec(R) — Spec(Oyz.4,)-

Ademds, como también tenemos la inclusién @ = Z ¢ X entonces se tiene el
morfismo i; : Z — X cuyo correspondiente morfismo de haces es it : Ox — Oy,
el cual al componerlo con la aplicacién natural de Oy a el tallo Oz ,, obtenemos el
morfismo

i]
Ox — 0z — Oz

y dicho morfismo a su vez induce el morfismo de espacios topolégicos Spec(Qz ,,) —
X, cuya composicion con el morfismo inducido por ¢ establece el morfismo deseado
b )

p: T — X O

Definicién 3.0.20. Un morfismo de esquemas f: X — Y es cuasi-compacto si existe
una cubierta de'Y por abiertos afines {V;}ier tal que f~1(V;) es cuasi-compacto para cada
1el.

Proposicién 3.0.11. Un morfismo de esquemas f: X — Y es cuasi-compacto si y solo

si para todo subconjunto abierto afin V €Y se tiene que f~1(V') es cuasi-compacto.

De ahora en adelante diremos que un conjunto A es estable bajo especializaciones (en
el sentido del Lema 3.0.3) si para todo a € A, toda especializaciéon de a pertenece a A.
En particular, un subconjunto cerrado es estable bajo especializaciones como veremos a

continuacion.

Lema 3.0.4. Sea f : X — Y un morfismo cuasi-compacto de esquemas. Entonces

im(f) € Y es cerrado si y sélo si es estable bajo especializaciones.

12Ver Capitulo I de [?], Variedades, Teorema 6.1A, pag 40.
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Demostracién. Supongamos que f(X) €Y es cerrado. Puesto que @ CY es el sub-
conjunto cerrado mas pequeno de Y que contiene a y, entonces @ c f(X) y por lo tanto
cualquier especializacion 1y de y se satisface que yg € @ c f(X).

Reciprocamente, supongamos que f(X) es estable bajo especializaciones. Sin perdida de
generalidad podemos suponer que X y Y son reducidos y m =Y.

Sea y € Y, asi que debemos mostrar que y € f(X). Dado que podemos reemplazar Y
por una vecindad afin de y supongamos que Y es afin. Luego, como f : X — Y es

n
cuasi-compacto se tiene que X es la union finita de abiertos afines, digamos X = UJX;
i=1

con X; = Spec(4;). Entonces y € Y = f(X) = f(GX@-), de lo cual y € f(X;) para algin
i=1

1. Ademas, si denotamos por Y; a m, como Y es afin y Y; es un subconjunto cerrado
el cual determina un subesquema cerrado de Y se sigue que Y; también es afin'3, enton-
ces consideremos el morfismo dominante f; : X; — Y; de esquemas afines reducidos. Es
decir, f; es un morfismo de esquemas afines reducidos tal que m =Y}, donde al ser
X; v Y; esquemas afines podemos suponer que X; = Spec(A) y Y; = Spec(B), entonces el
morfismo f; : Spec(A) — Spec(B) induce el morfismo de anillos B — A y dado que f;
es dominante entonces (f}), es inyectivo'4, luego en virtud de la Proposicién 1.0.8 el co-
rrespondiente morfismo de haces también lo es y en consecuencia el morfismo de secciones

globales, que es justamente B — A, es inyectivo.

Ahora, como el punto y € Y; corresponde a un ideal primo p € B, entonces sea p’ C p el
ideal primo minimal de B contenido en p, donde la existencia de dicho ideal es garantizada
por el Lema de Zorn, entonces p’ corresponde a un punto gy’ € Y;, para el cual y es una
especializacién, es decir y € m Entonces afirmamos que 3’ € f(X;). En efecto, dado
el morfismo inclusion B — A ® B tenemos el correspondiente morfismo de localizacion
By — (A®B)y 2 A® By, de lo cual By € A® By y dado que p’ € B es el primo minimal
contenido en p se tiene que By es un cuerpo; puesto que al ser Y; reducido se tiene que el

nilradical de B es el ideal nulo y por lo tanto p’ = 0.

13Ver Capitulo II de [?], Esquemas, ejercicio 3.11 items (b), pag 92.
14Un morfismo ¢ : X — Y tal que ¢(X) es denso en Y satisface que el morfismo inducido de tallos es

inyectivo. Ver Capitulo I de [?], Variedades, ejercicio 3.3, pag 21.
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Luego, sea q(, un ideal primo cualquiera de A ® B, entonces q; N B, = 0. Adicionalmente,
sea q' € A la imagen inversa de q; bajo el morfismo A — A ® B, entonces q'n B = p’,
ademas ¢’ se corresponde con un punto z’ € X; tal que f(z’) = 3. Entonces, al ser X = CJXi
se sigue que z’ € X tal que f(z') =v', por lo tanto y’ € f(X). -

Finalmente, como f(X) es estable bajo especializaciones y y € {y'} con i € f(X), entonces

y € f(X). Por lo tanto, f(X) es un subconjunto cerrado de Y. ]

Demostracién. | Teorema 3.0.2: Criterio Valuativo de Separabilidad.]
Supongamos que f es un morfismo separado y consideremos un diagrama como el expuesto

por la condicién del teorema, tal que existen dos morfismos h y h’ de T" a X que lo hacen

U X
/
i f
hl
T Y

Notemos que de h y h' podemos obtener el morfismo h” dado por:

conmutativo.

MW:T — Xxy X
a — (h(a),h'(a))
y como h(i(U)) = h'(i(U)), entonces las restricciones de h 'y h’ a U son iguales asi que el
punto genérico t; de T tiene imagen en la diagonal /(X). Ademé&s como f es separado se
tiene que A\(X) es cerrado asi que to también tiene imagen en la diagonal. Esto es, de los
morfismos h y h' se tiene que a los puntos ty y t1, mediante los morfismos, les corresponden
los puntos zy vy 1 de X respectivamente, tal que z( € {x_l} y como (z1,z1) € A(X) enton-
ces (o, x0) € {(z1,21)} € A(X). Ademés las inclusiones de k(z;) € k inducidas por by b’

son las mismas entonces en virtud del Lema 3.0.3 podemos concluir que A y A’ son iguales.

De otro lado, supongamos que la condicién del Teorema 3.0.2 se satisface, entonces en
virtud del Corolario 3.0.1 bastard mostrar que /\(X) es un subconjunto cerrado de X xy X.
Luego, como X es noetheriano, puede ser cubierto por un nimero finito de subconjuntos

abiertos afines, digamos U; = Spec(A;) tales que cada A; es un anillo noetheriano. Entonces
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si {(W;,W;)}iz1. es una cubierta por afines de X xy X se tiene que el morfismo A : X —
X xy X es tal que A~ (W;,W;) = W;, donde {U; n Wi}_, es una cubierta por abiertos
afines de W; y ésto se tiene para todo 7, asi que A es cuasi-compacto y por el Lema
anterior bastard mostrar que /\(X) es estable bajo especializaciones.

Sean 1 € A\(X), o una especializacién de e, k = k(1) y O el anillo local de gy sobre el

subesquema {e1} con su estructura reducida inducida. Esto es,
k= k(gl) = OXXYX,SJ /m€1 y 0= OZ,a()?

donde Z = @. Luego como ¢ € {5_1} entonces O € k y como cada anillo local contenido en
k es dominado por algiin anillo de valuacién de k'S entonces existe un anillo de valuacion R
de k el cual domina a O. Ahora en virtud del Lema 3.0.3 lo anterior es equivalente a tener
un morfismo de 7' = Spec(R) a X xy X, el cual envia a tg y t1 en €q y £ respectivamente.
Luego, haciendo la composicién de dicho morfismo con las proyecciones p;, ps obtenemos
dos morfismos de 7" a X . Es decir, si denotamos por ¢ al morfismo de 7" a X xy X entonces
los morfismos obtenidos son p; o ¢ y py o @, los cuales dan el mismo morfismo a Y. Esto
es, fopiop = fopyop; puesto que por hipétesis la condicién del teorema se satisface,
ademds las restricciones a U = Spec(k) de los dos morfismos son iguales. En efecto, como
sp(U) = sp(Spec(k)) = {{0)} = {t1} entonces p1 o p(t1) = pi(e1) = pa(e1) = p2 o (1),
puesto que €1 € A(X) y proA=pao A =1x.

Finalmente, de la condicion que se satisface se deduce que los dos morfismos de T a X
son el mismo, digamos ». Entonces podemos factorizar el morfismo ¢ : T — X xy X
mediante el morfismo diagonal y @, ésto es T' L' A, X xy X con ¢ = A o, entonces

o(to) = A(@(t0)) = &o. Por lo tanto, eg € A(X), con lo cual se completa la prueba. O

5Ver Capitulo I de [?], Variedades, Teorema 6.1A, pag 40



Capitulo 4

HACES DE MODULOS.

En éste capitulo presentaremos la nocién de haces de médulos y haremos un breve reco-
rrido por ésta teoria, exhibiendo ejemplos y algunas de las propiedades que son resultados
analogos al caso de un haz en general. También presentamos, de forma somera, el caso
de haces de moédulos sobre el espectro de un anillo y sobre el espectro proyectivo de un

anillo graduado.

Definicién 4.0.1. Sea (X,Ox) un espacio anillado. Un haz de Ox-mddulos (o simple-
mente un Ox-mddulo) es un haz F sobre X tal que para cada conjunto abierto U € X,
el grupo F(U) es un Ox(U)-mddulo, y para cada inclusion de conjuntos abiertos V ¢ U
el morfismo restriccion p,, : F(U) — F(V) es compatible con la estructura de modu-
lo via el morfismo de anillos po,, : Ox(U) — Ox(V). Esto es, como F(U) es un

Ox(U)-mddulo entonces para s, € Ox(U) y f, € F(U) se tiene que

pUV(SUfU) = pOUV(SU)pUV(fU)‘

Observe que mediante el morfismo pp,,, : Ox(U) — Ox (V) podemos dar a F( V') una

estructura de Ox (U)-mdédulo, asi que p,,,, es un morfismo de Ox (U )-mdédulos.

Definicién 4.0.2. Un morfismo de Ox—mddulos ¢ : F — G es un morfismo de haces
tal que para cada conjunto abierto U ¢ X la aplicacion o(U) : F(U) — G(U) es un

morfismo de Ox(U)-mddulos.

99
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A continuacién presentamos algunos ejemplos de Ox (U)-mdédulos que se obtienen de

forma natural de las teorias de modulos y haces.
Ejemplo 4.0.1.

1. Dado un morfismo de Ox-modulos el kernel, cokernel y la imagen del morfismo son
Ox-mbdulos. En efecto, si f: F — G es un morfismo de Ox—-moddulos, entonces
para cada conjunto abierto U ¢ X la aplicaciéon ¢(U) : F(U) — G(U) es un
morfismo de Oy (U)-mébdulos y de la teoria de médulos se garantiza que ker(o(U)),
coker(p(U)) e im(p(U)) son Ox(U)-mdbdulos. Por lo tanto los haces kernel de ¢,

cokernel de ¢ e imagen de ¢ son Ox—-moddulos.

2. Si F’ es un subhaz de un haz F de Ox-mddulos, entonces el haz cociente F/F' es
un haz de Oy-mddulos. En efecto, para cada abierto U ¢ X se tiene que F'(U) es
un subgrupo de F(U) y como F(U) es Ox(U)-mébdulo entonces de la teorfa de
moédulos tenemos que F(U)/F'(U) es Ox(U)-mébdulo. Por lo tanto, F/F' es un

haz de Ox-modulos.

3. La suma directa, producto directo, limite directo o limite inverso de haces de
Ox-mdbdulos es un Oxy-mébdulo. De la teoria de modulos, dada una familia de
Ox(U)-mdédulos la suma directa y el producto directo es un Ox(U)-mddulo!.
Ahora veamos que el limite inverso es un Ox-mddulo. Sea (A;, fi;) un sistema in-
verso. Si A; es un Ox(U)-médulo, entonces para cada i € [ y U ¢ X la siguiente

accién estd bien definida

OX(U)XAZ' —> AZ

(s,m;)) — s-ay

Luego, si © = (2;)s € @Ai entonces sx; € A; verifica que f;;(sx;) = sfi;(x;) = sx;
para todo s € Ox(U) puesto que f;; es un morfismo de Ox(U)-mddulos. Asi que,
para s€ Ox(U) y x € l(iLnAi, el elemento sx = (sx;)er satisface que sx; = fi;(sx;), y

en consecuencia sz € lim A;. Por lo tanto la siguiente accion esta bien definida.

Wer Capftulo II de [?], Médulos, pag 22.
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(s,) — $-2 = (ST)ier
Es decir, l(iLnAi tiene una estructura de Ox(U)-mddulo para cada U ¢ X.

4. Si U es un subconjunto abierto de X y F es un haz de Ox-mddulos entonces el haz

restriccién F|y también lo es. En efecto, la accién

Ox(U)xF(U) — F(U)
(Saf) — S'f

estd bien definida para todo U ¢ X, y en consecuencia para todo abierto V ¢ U

podemos definir la accion

Ox|,(V)x Flu(V) — Flu(V),
(slv, flv) — sly - flv=(s-flv

donde (s- f)|y estd bien definido; puesto que s- f también lo estd. Asi que F|y (V)
es un haz de Ox/, (V)-médulos para todo V c U.

5. Si F y G son dos haces de Ox—-médulos, denotaremos por Homep  (F,G) al grupo
de los morfismos de F a . El pre-haz determinado por U — Homo,, (F|v.G|v)

es un haz, denotado por Home, (F,G), el cual también es un haz de Ox-mddulo.

Definicién 4.0.3. Una sucesion de Ox—maodulos y morfismos es exacta si ésta es exacta
como una sucesion de haces de grupos abelianos. Esto es, para cada U € X la sucesion de
grupos abelianos

> Fio (U) 23 F(U) 55 Frn (U) 25
satisface que ker(@;(U)) =im(p,_;(U)) para cada i.

Definicién 4.0.4. Un Ox-maodulo F es libre si es isomorfo a una suma directa de copias
de Ox. De otro lado, es localmente libre si X puede ser cubierto por conjuntos abiertos
U para los cuales Fly es un Ox|y—mddulo libre. En éste caso, el rango de F sobre uno
de los abiertos mencionados anteriormente es el numero de copias del haz estructural

necesarias, ya sean finitas o infinitas.
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En el caso particular que X sea conexo el rango de un haz localmente libre es el mismo
para cada abierto de la cubierta de X que hace de F|y un Ox|y-mddulo libre. A saber,
si f: X —  es una funcién continua que a cada abierto U € X le asigna el niimero de
copias de Ox|y que hace de F|y un Ox|U-mébdulo libre, entonces f ha de ser constante
puesto que la unica funcién continua no nula de un espacio conexo a un espacio discreto
es la funcién constante. En consecuencia se garantiza que el rango de F sobre cada U es
el mismo. A partir de ahora un haz localmente libre de rango uno lo llamaremos un haz

tnvertible.
Definicién 4.0.5.

1. Dados dos Ox—mddulos F y G definimos su producto tensorial F ® v, G como el haz

asociado a el pre-haz determinado por U — F(U) ®o, (1) G(U).

2. Un haz de ideales sobre X es un haz de modulos T el cual es un sub-haz de Ox.

Es decir, para cada subconjunto abierto U ¢ X se tiene que Z(U) es un ideal en

Ox ().

Notemos que si f: (X,0x) — (Y,Oy) un morfismo de espacios anillados y F es un
O x-moddulo, entonces el haz imagen directa de F por el morfismo f denotado por f,F, el
cual fue definido en 1.0.8, es un f,Ox-moddulo. Adicionalmente, en virtud del morfismo
de haces inducido sobre Y, ft: Oy — f,Ox, dotamos a f,F de una estructura natural
de Oy -moddulo.

De otro lado, si G es un haz de Oy-mddulos entonces f~'G es un f~'Oy-mddulo.
Ademads, en virtud de la propiedad adjunta? de f~!, tenemos el morfismo de haces so-
bre X, f-10y — Oy, asi que f~1G tiene una estructura natural de O x—mddulo. Luego,
definimos el haz f*G como el producto tensorial f~'G ®s-10, Ox, el cual evidentemente

es un Oy—-mddulo, llamado el haz imagen inversa de G mediante f.

En los capitulos anteriores hemos estudiado el caso especial en el cual el espacio topologico

estd definido a partir de un anillo. Ahi presentamos el haz y el esquema asociado a dicho

ZVer Capitulo II de [?], Esquemas, ejercicio 1.18, pag 68.
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espacio y consideramos algunas de sus propiedades mas relevantes. A continuacion nos

proponemos hacer un estudio equivalente pero en el caso de un haz de moédulos.

Definicién 4.0.6. Sean A un anillo, M un A-mdédulo, p € A un ideal primo y M, la
localizacion de M en p. Definimos el haz asociado a M sobre Spec(A), denotado por M,
mediante los grupos M(U) para cada U € Spec(A), donde tales grupos se definen como el

conjunto de funciones

s:U — [IM,,
pelU

po— sp)
tal que s(p) € M, y s es localmente un cociente m/f con m e M y f e A. Esto es, para
cada p € U existen una vecindad V € U de p y elementos me M y f € A tal que para todo
qeV se tiene que s(q) =m/f e My con f ¢q.

Observemos que M es un haz usando las restricciones naturales. Esto es, dados dos abiertos

V c U c Spec(A) se tiene que,

oy M(U) — M(V)

s = va(S) = S|V
A continuacién presentamos la caracterizacién del haz M asociado a un A-mddulo M, el
cual es un resultado analogo a la Proposicién 2.0.2.

Proposicién 4.0.1. Sean A un anillo, M un A-mddulo y M el haz asociado a M sobre
X =Spec(A). Entonces,

1. M es un Ox—mddulo.

2. Para cada p e X, el tallo (]TJ)p es 1somorfo a el mddulo localizado M,.
3. Para cualquier f € A, el A;—mddulo M(D(f)) es isomorfo a Mj.

4. T(X,M)=M

Demostracidn.
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1. Dotamos a M de una estructura de Ox-médulo mediante la siguiente aplicacién.
Para cada abierto U ¢ X definimos
Ox(U)x M(U) — M(U),
(f.s) — [
donde f - s estd dado por

f-s:U — 1M,
peU

po— (J-5)(p)=1(p)-s(p)
tal que para todo p € U se verifica que (f-s)(p) € M, y existen una vecindad V, c U

de p y elementos a,b,t € Ay m € M los cuales para todo q € V, satisfacen que b ¢ q,
a

t¢q}’f(q)'5((1)=g'%, éStOGSf(q)'S(q)Z%EMq con bt ¢ q.

2. Para el caso de los items restantes, 2, 3 y 4 las pruebas son andlogas a las de la
Proposicién 2.0.2; salvo que en lugar de considerar el haz O sobre X consideramos

el haz M, por lo tanto son omitidas. 0

Notemos que cualquier anillo A es a su vez un A-modulo, asi que es posible considerar el
haz asociado a el médulo A sobre Spec(A), que en virtud de las definiciones 2.0.2 y 4.0.6,
dicho haz no es mas que Ogpec(a). Ademds dado un morfismo de A-mddulos es posible

inducir un morfismos de haces asociados a dichos moédulos. Esto es,
Observacion 4.0.1.

1. Si X =Spec(A) y consideramos M = A, entonces M = Oy

2. Si X =Spec(A) y M, N son A-médulos, entonces cada morfismo A-mdédulos f :
M —> N induce un morfismo de Ox-médulo f: M —> N. A saber, si
f+M — N,

m +— f(m)

y M, N son los haces asociados a M y N respectivamente, entonces definimos

f:M — N de la siguiente manera. Para cualquier abierto U ¢ X
F0): MU) — N(U),
s — f(U)(s)
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donde f(U)(s) es una seccién de N(U) que se define como la funcién,

) v — 1w,
po— O

la cual es una funcién localmente constante. Esto es, dado que s € M(U) entonces
definimos a dicha seccién como la funcion

s:U — 1M,
peU

p — s(p)

tal que para todo p € U se verifica que s(p) € M, y existen una vecindad V, cU de p y

elementos m € M y h € A los cuales para todo ¢ € V; cumplen que s(q) = % con h ¢ q.

Por lo tanto, [ f(U)(s)](p) esta definida de tal forma que para cada p € U se verifica

que [f(U)(s)](p) € N, y existen una vecindad V, € U de p y elementos f(m) € N
con m e M y h e A que para todo q € V,, cumplen que [f(U)(S)](q) = @

h¢q.

con

Proposicién 4.0.2. Sean A un anillo, X = Spec(A), ¢ : A — B un morfismo de anillos
y f:Spec(B) — Spec(A) el correspondiente morfismo de espectros de p. Entonces,

1. La aplicacion ~ M —s> M da un funtor ezacto totalmente fiel de la categoria de los

A-mddulos a la categoria de los Ox—maddulos.
2. Si M y N son dos A-mddulos entonces (M ®, N) = M ®p, N.
3. Si {M;}ies es cualquier familia de A-mddulos entonces (@; M;) = @; M;.

4. Para cualquier B-mddulo N se verifica que f.(N) 2 (4N), donde 4N denota a N

considerado como A-—mddulo.
5. Para cualquier A—mddulo M se verifica que f*(M) = (M ®4 B).

Demostracidn.
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1. Como todo A-médulo M tiene asociado un Ox-médulo M y cada morfismo de
A-moédulos f: M — N induce un morfismo de O x-moddulo fv: M —> N, entonces
la aplicacién ~ M — M, que va de la categoria de A-mddulos a la categoria de
O x—mébdulos, y que envia A-mdédulos en O x—moddulos y morfismos de médulos en

morfismos de Ox—modulos, es decir
M— Ox(M)=M,

f—0x()=T

es funtorial. Ademds, se satisface que si N — M — K es una sucesion exacta,
entonces N — M —> K también lo es. En efecto, si N — M — K es una
sucesién exacta entonces su localizacion N, — M, — K, es exacta® para cada p.
Luego, la Proposicién 4.0.1 garantiza que la sucesién (N), — (M), — (K), es
exacta. Asi que en virtud de la Proposicion 1.0.13 podemos concluir que la sucesién
de haces N — M — K también lo es.

Adicionalmente, si M y N son A-moddulos tales que M = N entonces la sucesion de
A-médulos 0 — N — M — 0 es exacta, con « = 1. En consecuencia, la sucesién
de haces de médulos 0 —s N -5 M — 0 también es exacta, asf que N = M. Pero
al ser v = 1, se tiene que @ = 15 entonces M = N. Por lo tanto, ~ es un funtor

exacto totalmente fiel.

2. Sea L = M ®4 N. Por la Proposicién 4.0.1, para cualquier f € A tenemos el iso-
morfismo de A;—médulos L(D(f)) 2 L; y en consecuencia obtenemos la siguiente

cadena de isomorfismos
L(D(f)) 2 (M ®asN);=M;@a, Ny = M(D(f)) ®0, () N(D(f)),
de lo cual se sigue que M @, N = M ®0, N.

3. Sea D(f) < X =Spec(A) con f € A, entonces en virtud de la Proposicién 4.0.1, y por

las propiedades de la suma de mddulos, se tiene la siguiente cadena de isomorfismos

(W)(D(f)) = (& M), 2z @i(M;)y 2 o, M;(D(f)),

3Ver Capitulo I1I de [?], Anillos y médulo de fracciones. Proposicién 3.3, pag 44.
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y por lo tanto (&;M;) @, M,.

4. Sea N un B-moddulo, entonces dado el morfismo de anillos ¢ se tiene que a su vez N
es un A-moddulo el cual denotaremos por 4N. Ahora, por definicién para cualquier
abierto U ¢ Spec(A) tenemos f,(N)(U) = N(b’f_‘l\(@)) y como una cubierta {U;};cs
de Spec(A) provee de una cubierta a Spec(B), dada por los abiertos de la forma

f71(U;), que no son mas que ¢|spec(4)(U;) entonces los conjuntos N (f~1(U;)) definen

justamente a el haz 4N

5. De la definicién del haz imagen inversa, del segundo item de la presente proposicién y
considerando X = Spec(A), Y = Spec(B) se tiene la siguiente cadena de isomorfismos

que verifican el enunciado: para cualquier abierto U ¢ Y,
FrODU) = (f M @10, Oy)(U) 2 (f 7'M @10, B)(U) 2 (M @4 B)(V).
]

Los haces de médulos asociados a un A-moddulo que acabamos de presentar, son un
ejemplo basico para un tipo muy especial de haces de mdédulos sobre un esquema arbitrario
X, los cuales son localmente de la forma M, y que llamaremos haces cuasi-coherentes.

Mas precisamente,

Definicién 4.0.7. Sea (X,Ox) un esquema. Un haz de Ox—mddulo F es cuasi-coherente
si X puede ser cubierto por subconjuntos abiertos afines U; = Spec(A;), tal que para cada
i existe un A;—mddulo M; con F|y, M En el caso particular en el que cada M; puede

ser tomado como un A;—modulo finitamente generado diremos que F es coherente.
Ejemplo 4.0.2.

1. Para un esquema arbitrario X, el haz estructural Ox es cuasi-coherente, y mas
aun es coherente. En efecto, sea (X,Ox) un esquema. Entonces Ox es claramente
un Ox-moédulo. Ademas al ser X un esquema, existe una cubierta por abiertos
afines U; = Spec(A;), asi que para todo ¢ podemos considerar el A;—modulo M; = A;

entonces M; = Oy, = Ox|y, v en consecuencia Ox es cuasi-coherente. Luego, como
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M; = A; entonces M; es finitamente generado como A;—modulo por lo tanto Oy es

coherente.

. Sean X = Spec(A) un esquema afin, Y € X el subesquema cerrado definido por un
ideal ac Aei:Y — X el morfismo inclusién. Entonces i,Oy es un Ox-modulo
cuasi-coherente y coherente. En efecto, bajo las condiciones anteriores, y segun el

Ejemplo 3.0.2, recordemos que el morfismo ¢ : A — A/a induce el morfismo

Yy — X,
po— f)=¢"'(p)
donde f(Y) = f(Spec(A/a)) = =1 (Spec(A/a)) = V(a). Asi que f:Y — V(a) es

un homeomorfismo y como V(a) ¢ X, de ésta forma consideramos a Y como un
subconjunto de X y en consecuencia obtenemos el morfismo inclusion 7: Y — X el
cual induce el morfismo de haces sobre X, it : Ox — ,Oy. Luego, el morfismo i da
a 1,0y una estructura de Ox-mddulo. Ademéas como X = Spec(A), sin perdida de
generalidad podemos suponer que es cubierto por abiertos bésicos { D(h) }pea, enton-
ces considerando el A-médulo M = A/a bastara verificar i,Oy (D(h)) = M(D(h))

para mostrar que 7,Oy es cuasi-coherente. En efecto, para todo h € A se tiene que

{p € Spec(A/a)| i(p) € D(h)}

{p e Spec(A/a)| f(p) € D(h)}

{p eSpec(A/a)| h ¢ f(p)}

{p e Spec(A/a)| h ¢ ™' (p)}

{p eSpec(A/a)| p(h) ¢ p} = D(p(h))

=1(D(h))

entonces

i:0y(D(h)) = Oy (i~ (D(h)))

Oy (D(p(h)))
(A/a) (1) = Mg
(D (¢ (h))
(AT)(D((h)),

donde el primer isomorfismo se obtiene de la Proposicién 2.0.2 y el segundo de

1R

4.0.1. Por lo tanto i,Oy = (A/a) y en consecuencia i,y es cuasi-coherente. Luego,
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como M = A/a es finitamente generado como A-mddulo entonces 7,0y también es

coherente.

3. Sea Y un subesquema cerrado de un esquema X entonces el haz Ox|y en general no

es cuasi-coherente sobre Y. En efecto, el haz Ox|y en general no es un Oy -mdédulo.

Lema 4.0.1. Sean X =Spec(A), fe A, D(f) <X y F un haz cuasi-coherente sobre X .

1. Sisel'(X,F) es una seccion global de F cuya restriccion a D(f) es cero, entonces

existe n >0 tal que f*s=0.

2. Dada una seccion t € F(D(f)) de F sobre un conjunto abierto D(f) existe n >0 tal

que f"t se extiende a una seccion global de F sobre X.

Antes de iniciar la prueba es necesario recordar algunos resultados y consideraciones

particulares que tendremos en cuenta:
1. Si X es un esquema afin entonces sp(X) es cuasi-compacto. Ver Proposicién 3.0.4.

2. Como F es un haz cuasi-coherente sobre X entonces existe una cubierta por abiertos
afines, digamos X = N;.; U; con U; = Spec(A;) para los cuales se satisface F|y, = M,

con M; un A;—moédulo y ]\Z el haz asociado al médulo M;.

3. Dado un abierto afin V' = Spec(B), F|y es un haz sobre V, entonces sin perdida de
generalidad, podemos considerar una cubierta de V' por abiertos bésicos D(g;) con
gi € A. Luego D(g;) €V y se tiene garantizada la existencia de un A, -maédulo y un

B-médulo tales que Flp(,) = M; v Fly = M respectivamente.

4. Ademads del morfismo inclusién i: D(g;) — V v del isomorfismo F|y = M, se tiene
que i*(M) = M ®5 A,,. En particular, como D(g;) es un abierto de X y F es un haz
sobre X, tenemos que F|p(,) v *(M) son dos haces definidos sobre D(g;), siendo
i*(M) el haz determinado por el morfismo inclusién i : D(g;) — V, por lo que

Floeg) = i*(M). En consecuencia, Flog)y =M ®p A,,.
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Demostracién.

1. Sea s e I'(X, F) tal que s|p(s) = 0 y sin perdida de generalidad supongamos una cu-
bierta abierta de X dada por los abiertos bésicos {D(g;)}4,ea. Entonces para cada i
tenemos una restriccion s; de s sobre D(g;), es decir, s; € F(D(g;)) con s; = s|p(g,)-
Con base a las observaciones iniciales como, F| D(g) = M, siendo M; un Ay, -moédu-
lo, entonces s; € (F|p(n)(D(g:)) = My(D(g;)). Ademés como T'(D(g;), Flp(g) =
Flpg(D(g:)) = M; entonces s; € M; = F|pg) (D (3i)).

Luego, notemos que F|p(g)(D(f)) = M;(D(f)) = (M,);, donde el tltimo isomor-
fismo se obtiene de la Proposicién 4.0.1. Ademas, como D(f)n D(g;) = D(fg;) v
i € Flpg)(D(g:)), donde s; = s|pe,) ¥ s|per) = 0 entonces si|per) = s|p(rq) = 0 con
silp() € Flpeg) (D(f)). Por lo tanto, la imagen de s;|p(yy en (M;)s; digamos s;, es ce-
ro y en consecuencia existe n; > 0 tal que f™s; = 0. Ahora, como X es cuasi-compacto
entonces es cubierto por finitos abiertos basicos; supongamos X = LmJD(gl) Luego
para cada i existe un n; > 0 el cual satisface que f™is; = 0, entoncgs considerando
n = max{n;, ng, ..., N, } se tiene que f"s; = 0 para todo 1 <i < m, y como X es

cubierto por los D(g;) con 1<i<m, se sigue que f"s = 0.

2. Sin perdida de generalidad, supongamos que X = BD(gi) yseateF(D(f)). Res-
i=1

tringiendo ¢ para cada ¢ obtenemos un elemento 7;, es decir
pD(f)D(fgn(t) = p(t) = tIpg) = 7,

donde 7 € F(D(f) n D(g:)) = F(D(f9:)) = (Floe))(D(f)) = Mi(D(f)) = (M)
Esto es, 7; € (M;) ¢, y por lo tanto, existen n; > 0 y un elemento t; € M; = F(D(g;))

tales que 7; = —. Luego, como n; depende de 1 <i <m entonces tomando n €  tal

o
que n = max{n;,...,n,} se tiene que n satisface que 7; = t—; para todo 1 <4 < m,
y al ser el morfismo restriccion p un morfismo de A-médulos, la igualdad anterior
implica que t; = p(f"t). Es decir, ¢; es la restriccion de fmt sobre D(fg;). Luego,
en D(g;) n D(g;) = D(g:g;) existen dos secciones t;,t; € F(D(g:g;)) las cuales por
el argumento anterior coinciden con f"t en D(fg;g;). Entonces del item anterior

existe un entero my; > 0 tal que f™ii(t; —t;) = 0 sobre D(g;g;). Ahora, dado que m;;
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depende de i y j, como es habitual podemos tomar m = max{m,;; 1 <i#j < m}, as
que f™(t; —t;) =0, de lo cual las secciones f™t; de F sobre D(g;) se pueden pegar
dando lugar a una seccién global s de (X)), donde s|p(s) = f™ty = fm(f"t) = fmt.

d

Proposiciéon 4.0.3. Sea X un esquema. Entonces un Ox—maodulo F es cuasi-coherente
si y solo si para cada subconjunto abierto afin U = Spec(A) de X, existe un A-mddulo
M tal que Fly = M. Si X es noetheriano entonces F es coherente si y sélo si para cada
subcongunto abierto afin U = Spec(A) de X existe un A—mddulo M finitamente generado
tal que Fly = M.

Demostracién. Sean F un haz cuasi-coherente sobre X y U = Spec(A) un abierto afin
de X. Entonces existe una cubierta de X por abiertos afines, digamos {U; = Spec(A;) }ier,
tal que para cada i € I existe un A;—mdédulo M; el cual verifica F|y, = HZ Ademés
U= U(U N Uz)
iel
Luego, dado el morfismo inclusion ¢ : U n U; — U; inducido por el morfismo de anillos
A; — An A;, tenemos el haz 2*(]\7[;) ~* M; ®4, (An A;) sobre UnU; y teniendo en cuenta

las observaciones del lema anterior también tenemos que F|yny, = i*(M;). Entonces,

Fluau, 2 M; ®4, (An A;) para todo i€,
asi que F|y es cuasi-coherente. En consecuencia, podemos suponer que X es afin.
Supongamos X = Spec(A) y M =T'(X,F). Entonces existe* una aplicacién o : M — F.
Ademas, de nuevo teniendo presente el proceder en la prueba del lema anterior, X se
m —_—
puede cubrir por abiertos bdsicos, ésto es X = UD(g;) tal que F|p(y,) = M; para algin
i=1

A,y —modulo M;, asi que
My, = F(D(9:)) = I(D(9:): Floa) £ T(D(9:), M:) = M,

es decir My, = M;. Entonces la aplicacién a|p(g,) : M|D(gi) — Flp(y,) €s equivalente al

isomorfismo M| () — M; v como los abiertos D(g;) forman una base para X se sigue

“La existencia de la aplicacién « es garantizada por Hom 4 (M, I'(X,F)) = Home, (M, F).
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que o : M — F es un isomorfismo. Por lo tanto, F lv = M. El reciproco es consecuencia
inmediata de la definicién de un haz cuasi-coherente.

Ahora supongamos que F es coherente y X es noetheriano. Como cada M; es un A, —moédu-
lo finitamente generado y los anillos A y Ay, son noetherianos, de la Proposicién 6.5 de [?],
se sigue que los moédulos My, son noetherianos. Luego, como X es noetheriano, entonces
al reducir el problema al caso afin, X = Spec(A), se tiene que A es noetheriano y como
F es coherente también se tiene que M es un A-médulo finitamente generado y una vez

més por la Proposicién 6.5 de [?] podemos concluir que M es noetheriano. ]

Observacion 4.0.2. Notemos que la proposicién anterior tiene inmerso que, si F es un
haz cuasi-coherente, entonces para cualquier subconjunto abierto afin U = Spec(A), el haz

F|u también es cuasi-coherente.

Corolario 4.0.1. Sean A un anillo y X = Spec(A). El funtor M — M da una equi-
valencia de categorias entre la categoria de A—modulos y la categoria de Ox—maodulos
cuasi-coherente. Su inverso es el funtor F — I'(X,F). Si A es un anillo noetheriano el
mismo funtor también da una equivalencia de categorias entre la categoria de los A—mddu-

los finitamente generados y la categoria de los Ox—maodulos coherentes.

Demostracion. De la Proposicion 4.0.2, sabemos que existe una correspondencia entre
la categoria de los A—modulos y la categoria de los O x—mddulos. Mas atin, la proposicion
anterior, garantiza que F es cuasi-coherente sobre X = Spec(A) si y sélo si es de la forma
M donde M = I'(X,F), obteniendo asi la equivalencia deseada. Ahora, si A es noetheriano
entonces X = Spec(A) es noetheriano y nuevamente la proposicién anterior garantiza la
equivalencia entre la categoria de los A-mddulos finitamente generados y los O x—mddulos

coherentes. |

Proposicién 4.0.4. Sean X un esquema afin, 0 — F' — F — F" — 0 una sucesion
)

exacta de Ox—mddulos y F' un haz cuasi-coherente. Entonces la sucesion
0—TI(X,F')—I(X,F)—TI(X,F")— 0,

la cual denotaremos por Sr(x,y, es exacta.
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Demostracion.

Sean X = Spec(A), F’' un haz cuasi-coherente y 0 — F’ A F &, F"" — () una sucesién
exacta de Ox-moédulos denotada por Sp, . En virtud de la Proposicién 1.0.12, la sucesién
0— I'(X,F") sy I'(X,F) o) I'(X,F") es exacta, asi que bastard mostrar que ¥ (X)
es sobreyectivo para concluir la prueba.

Sea s € I'(X,§"), como 9 es sobreyectivo, de la Proposicién 1.0.11 para cualquier x € X
existen una vecindad abierta de x, digamos D(f), y t € F(D(f)) tal que ¥v(D(f))(t) =
s|p(s)- Entonces podemos afirmar que para algin k > 0, f*s se extiende a una seccién
global de F(X). En efecto, dado que sin perdida de generalidad X es cubierto por un
ntmero finito de conjuntos abiertos de la forma D(g;), entonces por la Proposicién 1.0.11,
para cada i, s|p(g,) se levanta de una seccion t; € F(D(g;)), es decir ¥(D(g;))(t:) = s|p(q,)-
Luego sobre D( fg;) existen dos secciones t,t; € F(D(fg;)) que verifican

b(D(f9:))(1) = slp(sgr) = L (D(F:)) (L)

Asi que, t —t; € kerp(D(fg;)) = imp(D(fg;)), donde la igualdad es garantizada por la
exactitud de 0 — T'(X,F’) o) r'X,F) ) (X, F"). Luego la inyectividad de ¢
garantiza que t —t; € F'(D(fg;)). Adicionalmente, como F’ es cuasi-coherente entonces
F'|p(g,) también lo es y por el Lema 4.0.1 para algin n; > 0 se tiene que fmi(t —t;)
se extiende a una seccién global u; € F'(D(g;)). Asi que, considerando n = max{n; }s,
tenemos que f(t—t;) puede extenderse a u; € F'(D(g;)) para todo 7.

Abusando de la notacién cosideremos la imagen de u; mediante p(D(g;)) como u; y sea
t! = f™t; + u;, entonces t] se eleva a fs sobre D(g;), ésto es ¥(D(g:))(t) = f"S|peg) ¥

notemos que t; y f"t coinciden sobre D(fg;) puesto que

tilp(rey = (f"ti + wi)lpirg) = [t + 7t = ["tilp(rg) = "D (g0

Ahora, sobre D(g:g;), las secciones t; = f"t; +u; y t} = f"t; + u; satisfacen que

(D (9i9))(t7) = (D (gig;))(5) = | D(gig,)-
En consecuencia t] -t € kery)(D(gig;)) = imp(D(gig;)) v de la inyectividad de ¢, t; -t/ €
F'(D(gi9;)). Ademas, como

tﬂD(fgigj) = t;|D(fgi9j) = fnt|D(f9i9j)
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entonces ¢{ -t se anula sobre D(fg:ig;) y nuevamente por el Lema 4.0.1 para algun m;; > 0
se verifica que fmi(t! - t;) =0, pero dado que m,; depende de 7 y de j entonces haciendo

m =max{my; i,j € I} se sigue que para m >0, f™(t;-t;) = 0. Esto es,
fmtﬂD(gigj) = fmt;“D(gigj)'

. . , .,
Luego, considerando las secciones f™t}|p(4,), las podemos pegar para obtener una seccién

global ¢ € F(X), la cual satisface que

BOO(E) = 0(X) (I_II f’"télp(g,->) _ pro(x) (gt;b(gi)) _pm (gf”sb(gi)) _ ().

e
Por lo tanto para k =m+n >0 existe " € F(X) tal que ¢ (X)(t") = f*s.

Ahora, como X es cubierto por un niimero finito de conjuntos abiertos D( f;), supongamos
1 <i<r,y para cada i la seccién s|p(y,) es la elevacion de una seccién t; € F(D(f;)), ésto
es, Y(D(f:))(t:) = s|p(s,)- Entonces podemos encontrar un entero n; > 0 y una seccién
global #; tal que ¥(X)(%;) = f"s. Asf pues, como es habitual, podemos fijar n > 0 de
suerte que exista #; € ['(X,F) que satisfaga ¥(X)(%;) = f's para 1 <i < r. Luego, como
X = Spec(A) = 0 D(f;) entonces A = (f",..., f*), asi que 1 = ¥;_ja;f"*, donde a; € A, en
consecuencia t zz_ileait: el(X,F)y

w(X)(t) = w(X) (gazg) = z:;aﬂ/}(x)(fz) = Zaifins = (z:;alfln) S =Ss.

Esto es, existe ¢t € I'(X, F) tal que ¥(X)(t) = s, por lo tanto /(X)) es sobreyectivo y en

consecuencia la sucesién Sr(x, ) es exacta. O

Proposicién 4.0.5. Sea X un esquema. Los haces Kernel, Cokernel e Imagen de cual-
quier morfismo de haces cuasi-coherentes son cuasi-coherentes. Si X es noetheriano la

anterior afirmacion se verifica para haces coherentes.

Demostracién. Sin perdida de generalidad, podemos suponer X = Spec(A) un esquema

affn. Sea ¢ : F — F' un morfismo de haces cuasi-coherentes sobre X, con F = M y



115

F'= M tales que I'(X,F) =M y I'(X,F') = M, siendo M y M’ A-médulos. Como T es

un funtor exacto a izquierda, dada la sucesion exacta
¥ /
0 — kerp — M — M’

se tiene que la sucesion
0 — D(X, kerp) — M -5 M,

también es exacta. Entonces, kerp = im7. Luego, como 7 es inyectiva im7T 2 I'( X keryp),
asi que I'( X, kery) = kerp y al ser M y M’ A—médulos se sigue que kerp = I'( X, kerp) = K
también lo es. Ademds, en virtud de la Proposicién 4.0.2 el funtor ~: M —> M es total-
mente fiel, asi que T'( X, kerp) = K implica kerp = K. Por lo tanto, del Corolario 4.0.1, se

sigue que kery es un haz cuasi-coherente.

Por otra parte recordemos que cokerp = F'/imy, y consideremos la sucesién exacta 0 —
@ . .
kerp — F — F’' — cokerp — 0. Teniendo presente el caso anterior, como keryp = K
entonces la sucesion
~ — o —
0— K — M — M' — cokerp — 0
es exacta. Ademds, como ~: M — M es un funtor exacto, entonces

[0}

0—>K—>M—$>M'—>F(X,Cokerg0)—>0

es una sucesién exacta y en consecuencia cokerg = M'[imp = M'[kera = I'( X, cokeryp).
Notemos que la afirmacion anterior se garantiza por el Primer Teorema de Isomorfis-
mos, puesto que « es sobreyectivo. Luego, como K, M, M’ son A-mddulos entonces
cokerp = CK también lo es. Més ain CK = cokery, puesto que ~ M — M es un

funtor totalmente fiel. Es decir, cokery es cuasi-coherente.

Ahora, para verificar que imy es cuasi-coherente, consideremos la siguiente sucesion exacta
. o , B
0 — imp — F' — cokerpy — 0,
la cual, teniendo en cuenta la prueba anterior, es equivalente a la sucesion

0 — imp — M'— CK — 0.
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Luego, como consecuencia de la exactitud del funtor ~: M — M, la sucesién
0 — T(X,imy) - M’ 25 CK — 0

es exacta, asi que kerf3 = ima = I'( X, imgp). Ademés, como C'K = cokeryp = M’ [im¢p enton-
ces kerfd = img, siendo img un A-mdédulo el cual denotaremos por I. Luego I'(X,imyp) =
kerg = imy = [ y como ~: M —> M es un funtor totalmente fiel tenemos que imp = [.

Esto es, imy es cuasi-coherente.

Finalmente, para verificar que la extensiéon® de un haz cuasi-coherente es cuasi-coherente,

consideremos la siguiente sucesién exacta de O x—modulos
0—F —F—F"—0,

donde F’" y F" son cuasi-coherentes. Notemos que, en virtud de la Proposicién 4.0.4, la

correspondiente sucesion de secciones globales de la sucesion considerada, ésto es
0—I(X,F')—I(X,F)—T(X,F") —0,

también es exacta y dado que F' = M’ y F" = M", entonces la anterior sucesién es
equivalente a
0— M —T(X,F) — M"—0.

Luego, aplicando el funtor ~ y tomando I'(X,F) = M, obtenemos el siguiente diagrama

conmutativo.
0 M M M 0
0 F! F F 0

Ahora, como « y 8 son isomorfismos entonces en virtud del Lema corto de los cinco® 7

también es un isomorfismo. Por lo tanto, F es cuasi-coherente.

°Sean (X,0x) un espacio anillado y F’, F” haces de Ox-médulos. Una extensién de F” por F’ es

una sucesién exacta corta 0 — F' — F — F” — 0.
6Ver Capitulo IV de [?], Médulos, Lema 1.17, pag 176.
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En el caso particular que X sea noetheriano y F’ y F”" haces coherentes, se tiene que M’
y M" son finitamente generados y en consecuencia M también lo es. Por lo tanto, F es

cuasi-coherente. 0
Proposicién 4.0.6. Sea f: X — Y un morfismo de esquemas.

1. SiG es un haz de Oy—mddulo cuasi-coherente entonces f*G es un haz de O x—modu-

lo cuasi-coherente.
2. S1 X yY son noetherianos y G es coherente entonces f*G es coherente.

3. Supongamos cualquiera de las siguientes dos condiciones, X es noetheriano o f es
cuasi-compacto y separado. Entonces, st F es un haz de O x—maddulo cuasi-coherente

se tiene que f.JF es un haz de Oy—-modulo cuasi-coherente.
Demostracion.

1. Sin perdida de generalidad, consideremos X = Spec(B) y Y = Spec(A). Entonces,
si G es un haz cuasi-coherente de Oy —-modulos se tiene que G % ’]\7, siendo M un
A-médulo. Luego, por la Proposicién 4.0.2 se sigue que f*(G) = f*(M) 2 M ®, B.

Asi que, en virtud del Corolario 4.0.1, podemos concluir que f*G es cuasi-coherente.

2. Si X es noetheriano, la informacién adicional en éste caso es que M es un A—mddulo
finitamente generado, asi que (M ® 4 B) es un B—mdodulo finitamente generado. Esto

es, f*G es coherente.

3. Sin perdida de generalidad, consideremos Y = Spec(B). Notemos que bajo cual-
quiera de las dos condiciones del enunciado, X es cuasi-compacto. En efecto, si
X es noetheriano entonces por definicion X es cuasi-compacto. De otro lado, si el
morfismo f es cuasi-compacto, por la Proposicién 3.0.11 se verifica que f~1(Y) =
f~1(Spec(B)) = X es cuasi-compacto. Entonces podemos cubrir a X por un nimero

finito de subconjuntos abiertos afines, digamos

X = UUZ = USpGC(AZ)
i=1 i=1



118

Ahora, si X es separado se tiene que U; N U; también es un abierto afin, entonces
supongamos U; n U; = Spec(A;;). De otro lado, si X es noetheriano, U; n U; es
cuasi-compacto y en consecuencia podemos cubrir a U; nU; con un nimero finito

de subconjuntos abiertos afines; llamemos a los elementos de tal cubierta U,jy.

Luego, para cualquier subconjunto abierto V' ¢ Y, dar una seccién s € F(f~1(V))
es equivalente a dar una coleccién de secciones s; € F(f71 (V) n U;), donde f; es la
restriccion de f a el abierto U; y las restricciones de s; a los subconjuntos abiertos

f&k(V) N U, son iguales. Entonces, existe una sucesién exacta de haces sobre Y

dada por
0— f.F -5 @fiu(Flu) -5 @0 afigee (F U )
donde
fi=flo,: Ui — Y,
. — fi(z) = f(z)
fije = flugy, : Usjie — Y.

v — fix(x)=f(z)
Veamos que en efecto la sucesion anterior es exacta, para ello supongamos que
seF(f~1(V)) es tal que a(V)(s) = 0. Luego, como a(V)(s) = {s;} entonces s; =0
para todo ¢, de lo cual se sigue que s = 0. Por lo tanto Kera(V) = 0 para todo
abierto V' ¢ Y. Esto es, a es inyectivo. Resta verificar que Kerg(V) = Ima(V)

para todo abierto V' ¢ Y. Primero que todo, veamos como esta definido el morfismo

BV).

& F|v, (71 (V) — ®uFlu, (f (V)

(7'1; T2, -~-7Tm) — (7'1 - 7—2|U1210f1‘211(V)7 w5 Tm=1"Tm U(mfl)mmmf(‘;l_l)mm(V))

Asi que,

0 — FUE'(v) B e n (V) T el (i (V)

s (517827"'78m) — (51_82|U1210f1_211(\/)7"')

Ahora, como las secciones s; € F(f71(V) n U;) son tales que las restricciones a

. . -1 : —
los subconjuntos abiertos fijk(V) N U,ji son iguales, entonces s; — s; Uigknf (V) = 0
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para todo i, j, k. En consecuencia, Ima(V') = Ker3(V'), puesto que justamente los
elementos de I'ma(V') son los que satisfacen que sus componentes coinciden en las

restricciones a los abiertos flﬁ(V) N Uijk.

Luego, como F es cuasi-coherente entonces F|y, y F|y,, son cuasi-coherentes y de la

Ui) y fz'jk* (F

lo son. Asi que, al ser § un morfismo de haces cuasi-coherentes, de la Proposicién

Proposicién 4.0.2 se garantiza que para todo i, j, k, fi.(F v, ) también
4.0.5, se sigue que KerfB(V) = Ima(V) es cuasi-coherente. Ademds, como « es

inyectivo, f,F(V) = Ima(V). Por lo tanto, f,F es cuasi-coherente. ]

Definicién 4.0.8. Sean Y un subesquema cerrado de un esquema X ei:Y — X el
morfismo inclusion. Definimos el haz ideal de Y, denotado por Jy, como el Kernel del

morfismo it : Ox — ,Oy.

Proposicion 4.0.7. Sea X un esquema. Para cualquier subesquema cerrado Y de X
el correspondiente haz ideal Jy es un haz cuasi-coherente de ideales sobre X. Si X es
noetheriano entonces Jy es coherente. Inversamente, cualquier haz cuasi-coherente de
ideales sobre X es el haz ideal de un subesquema cerrado de X determinado de forma

unica.

Demostracién. Si Y es un subesquema cerrado de X entonces el morfismo inclusion
1:Y — X es cuasi-compacto y es una inmersién cerrada. Entonces por el Corolario
4.6 de [?], i es separado. Luego, como Ox y Oy son cuasi-coherentes (respectivamente
coherentes) entonces de la Proposicién 4.0.6 se tiene que i,Oy es un Oy —mddulo coherente
sobre X y dado que por definicion Jy es el kernel del morfismo it : Ox — ,Oy; siendo
of un morfismo de haces cuasi-coherentes entonces la Proposicién 4.0.5 garantiza que el
Kernel de if, denotado por Jy, es cuasi-coherente.

De otro lado, si X es noetheriano para cualquier subconjunto abierto afin U = Spec(A) ¢
X se tiene que A es noetheriano. Ademds como Ox es coherente, donde Oy, = Ay
I'(U, Jy|,) es un ideal de Ox,(U) = I'(U,Ox),) = A entonces ['(U, Jy|,) = Iy es un
ideal finitamente generado de A, y como lo anterior se verifica para todo abierto afin de

X, Jy es coherente.
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Inversamente, dado un esquema X y un haz cuasi-coherente de ideales J, sea Y el soporte
del haz cociente Ox/J. Es decir,

Y =Supp(Ox/T)={peX; (Ox/T)p#0}={peX; Ox,/T,# 0}

Asi que Y € X es un subespacio de X. Luego, podemos afirmar que (Y, Ox/J) es el tnico

subesquema cerrado de X con haz ideal J. O

Corolario 4.0.2. Si X = Spec(A) es un esquema afin, existe una correspondencia uno a

uno entre los ideales a de A y los subesquemas cerrados Y de X, dada por
a—> Im(Spec(4/a)) c X.
En particular, cada subesquema cerrado de un esquema afin es afin.

Demostracion. Este resultado es consecuencia de la proposicién anterior, el ejemplo
3.0.2 y del Corolario 4.0.1; el cual establece que los haces cuasi-coherentes de ideales

sobre X estan en correspondencia uno a uno con los ideales de A. O

Recordemos que si A es un anillo y M es un A-mddulo entonces podemos realizar la
construccion de un haz asociado a M que denotamos por M , el cual brinda otra estructura
de esquema sobre X = Spec(A). A continuacién pretendemos hacer, de forma somera, una
construcciéon analoga de un haz asociado a un modulo, pero en éste caso que brinde una

estructura de esquema sobre X = Proy(A).
Definicién 4.0.9. Sean S un anillo graduado y M un S—-mddulo graduado. Esto es,

S=aS5, y M=e&M,.

n>0

Ademds, para cada p € Proy(S) sea My el grupo de elementos de grado cero en M,. De-
finimos el haz asociado a M sobre X = Proy(S), denotado por M, mediante los conjuntos
M(U) para cualquier subconjunto abierto U € Proy(S), donde M(U) se define como el
conjunto de las funciones

s:U— HM(p)a
peU
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tales que para cada p € U verifican que s(p) € M) y existen una vecindad V < U de p y
elementos homogéneosm e M y f € .S del mismo grado los cuales para cada q € V satisfacen

s(q) = o My con f ¢ q. Notemos que M es un haz sobre X con las restricciones

naturales.

A continuacién exhibimos un resultado que es la versién para haces de mdédulos sobre
X =Proy(S) de las Proposiciones 2.0.7 y 4.0.1.

Proposicién 4.0.8. Sean S un anillo graduado, M un S—mddulo graduado y X = Proy(S).

1. Para cada p e X, el tallo (M), = M.

v 2 (Mpy), via el
isomorfismo de D,y con Spec(Siy)), donde Mpy denota el grupo de elementos de

2. Para cualquier elemento homogéneo f € S, tememos que ]TﬂD

grado cero en el modulo localizado M.

3. M es un Ox—mddulo cuasi-coherente. Si S es noetheriano y M es finitamente ge-

nerado entonces M es coherente.

Demostracién. La prueba de éste resultado es andloga a la realizada en la Proposicion

2.0.7, por lo tanto es omitida. O

Definicién 4.0.10. Sean S un anillo graduado y M un S—mddulo graduado. Fs decir,
supongamos que S = dGBOSd y M = dGB M.
> €
1. Sean M un S-mddulo graduado y n € . Denotaremos por M(n) al S—mddulo
graduado cuya componente de grado r es la componente de grado n+1r de M. Es
decir, para cadan € , el S—=mddulo M(n) estd determinado por M(n), = My,,,.. Asi

que
M(n) = dEEOM(n)d ) d?oMmd‘

2. Sea X = Proy(S). Para cualquier n €  definimos el haz Ox(n) = S(n), donde S(n)

estda determinado por S(n)g = Spya. Es decir,

S(n) = dEanSd - dezBoSner'
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3. Ox(1) es llamado el haz torcido de Serre.
4. Para cualquier haz de Ox—mddulo F, se define el haz torcido de F como

.7:(%) = f®(9x Ox(’n)

Proposicién 4.0.9. Sean S = d@OSd un anillo graduado y X = Proy(S). Supongamos que

S es generado por Si como una So—dlgebra. Entonces,
1. Ox(n) es un haz invertible sobre X .

2. Para cualquier S—mddulo graduado M se tiene que M(n) = M(n). En particular,
Ox(n)®Ox(m)=Ox(n+m).

3. 81T es otro anillo graduado, generado por Ty como una Ty—dlgebra, p: S — T un
morfismo que preserva el grado, U €Y =Proy(T) y f: U — Proy(S) el morfismo
determinado por ¢. Entonces, f*(Ox(n)) 2Oy (n)|lv y f«(Oy(n)|v) = (f.O0v)(n).

Demostracion.

1. Primero que todo recordemos que ser invertible implica que Ox(n) es localmente
libre y de rango 1. Es decir, X puede ser cubierto por abiertos U; y la restriccion
Ox(n)|y, es un Ox|y,—médulo libre de rango 1. Sea f € Sy y consideremos la res-
triccién Ox(n)|p, (). Dado que Ox(n) = Sf(Tz’) entonces de la Proposicion 4.0.8 se
tiene que

Ox ()b, = S(M)b, ) 2 (S(1) 1)),

sobre Spec(S(y)). Luego S(n)(s es un S(yy—-mddulo libre de rango 1. En efecto,
como Sy es el grupo de elementos de grado cero de Sy y S(n)s) es el de grado n,

tenemos el siguiente isomorfismo.

Sy — S)p = S

s — f"s
Entonces, para todo n € se verifica que

Ox(n)lp.ry 2 (S(n) 1)) = F*Siry 2 Sy 2 Slo.is) = Oxp. (1)
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Luego, como S es generado por S; como una Sy—dalgebra y X es cubierto por los

abiertos D, (f) con f €S entonces O(n) es invertible.

2. Al ser S generado por S; como una Sp—élgebra tenemos que S = Sp[ey, €9, ..., En, - |

y como M(n) =M ®o, Ox(n), entonces el isomorfismo estd dado por

M@@X Ox(n) — m

m’!” pS+’I’L ps+nmr
T S r+s
Mhyon m,’
T+Nn ® €n T+n
ertn 2 er

% %
En particular,

—_—

O(n) ® O(m) = S(n) ® O(m) = S(n)(m) = (S(n))(m) = S(n+m) = O(m +n).

3. Sea T'=Ty[m, T2, ....] con 7; € Ty. Entonces,

[1(Ox(m)=f*(8(n)) = (S(n)@sT(U)) = (S(n)es Oy (U)
S,(ﬁ),@o’( Oy(U)=20x(n)®o, Oy(U)
Oy(U) R0y Ox(n) = Oy|U ®0y Ox(n)

(Oy(n))lv.

e e 1R

IR

Por otro lado,

f(Oy(n)lv)

112

f+(Oylv ® Ox(n))
f(Oy(U)®S(n))
£(Oy(U) & S(n))
5Oy (U) ® 8(n))
s(Oy(U))® S(n)
s(Oylv) ® Ox(n)
(f.Op)®Ox(n)
(f.0u)(n).

{1 | 2 1 S | PR | PR 74
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O

Notemos que la operaciéon de torcer, “twisting”, permite definir un S—médulo graduado

asociado a cualquier haz de médulos sobre X = proy(5).
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Definicién 4.0.11. Sean S un anillo graduado, X = Proy(S) y F un haz de O x—mddulo.

Definimos el S—maodulo graduado asociado a F como el grupo
I.(F)=Dr'(X,7(n)).

Damos una estructura de S—modulo al anterior grupo de la siguiente forma. Si s € Sy
entonces s determina de forma natural un seccion global s € I'(X,Ox(d)). Entonces, para
cualquier t € T'(X,F(n)) definimos el producto s-t en I'(X,F(n +d)) como el producto
tensorial s ® t, usando el morfismo natural F(n) @ Ox(d) 2 F(n + d).

Proposicién 4.0.10. Sean A un anillo, S = A[xg,x1,...,x.] conr >1 y X = Proy(S).
Entonces, I'.(Ox) = S.

Demostracién. Como S = A[zg,z1,...,2,] y X = Proy(S) entonces, sin perdida de ge-
neralidad, podemos cubrir a X con los conjuntos abiertos D, (z;). Ahora, como dar una
seccion t € I'(X, Ox(n)) es equivalente a dar para cada i secciones ti € Ox(n)(D,(x;)), las
cuales coinciden sobre las intersecciones D, (z;x;), donde los t; son elementos homogéneos
de grado n en la localizacién S,, y su restriccion a D, (z;z;) es justamente la imagen del
elemento en S,,,. Sumando sobre todo n vemos que I',(Ox ) puede ser identificado con
el conjunto de (r + 1)-uplas (¢, ?1,...,t.), donde para cada i, t; € S,, y para cada i, las
imagenes de t; y t; en Smiz]- son las mismas.

Luego, como los x; no son divisores de cero en S entonces los morfismos de localizacién
S —> Sy, ¥ Se; —> Syz; SOn inyectivos y los anillos de tales morfismos son todos subani-
llos de S’ = Syyz,..z,.. Entonces, I',(Ox) es la interseccién N S,, tomada sobre S’. Asi que
cualquier elemento homogéneo de S’ puede escribirse de forma tinica como un producto
a0l f(zo, 71, ..., 2,), donde i; € y f es un polinomio homogéneo no divisible por
ningin z;. Dicho elemento estard en Sy, si y sélo si ¢; > 0 para ¢ # j. En consecuencia la

interseccion de todos los S, es exactamente S. O

A continuacion exhibimos un resultado que es una version mas general del Lema 4.0.1,
siendo el hecho de considerar un espacio arbitrario lo que provee un mayor grado de
generalidad. Claro esta que ésto tiene un costo adicional y es la presencia de un haz

invertible.
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Lema 4.0.2. Sean X un esquema, L un haz invertible sobre X, f € I'(X,L), Xy el
conjunto abierto de puntos x € X tales que f, ¢ m,L, y F un haz cuasi-coherente sobre
X.

1. Supongamos que X es cuasi-compacto y sea s € I'(X,F) una seccion global de F
cuya restriccion a Xy es cero. Entonces, para algin n > 0 tenemos que f"s = 0,

donde f"s es considerado como una seccion global de F @ L™.

2. Supongamos que X tiene una cubierta finita por subconjuntos abiertos afines U; tal
que Ly, es libre para cada i y U;nU;j es cuasi-compacto para cada i,j. Entonces,
dada una seccion t € I'( Xy, F), para algin n >0 la seccion f*t e I'(Xy, F ® L") se

extiende a una seccion global de F ® L™.

Demostracidn.

1. Dado que X es cuasi-compacto lo podemos cubrir con un ntmero finito de abiertos
afines. Sea U = Spec(A) un elemento de dicha cubierta, entonces L|y es libre, més
aun L|y 2 Oy. De otro lado, como F es cuasi-coherente, existe un A-médulo M
tal que Fly 2 M. Notemos que dada nuestra seccién global s su restriccion a U
se puede identificar con un elemento del A-moédulo M, el cual abusando de la
notacion también designamos como s y dada la seccién global f de £ su restriccion
es una seccién de L]y la cual se identifica con un elemento de A, en virtud de la
invertibilidad de £, puesto que I'(U,Oy) = A; supongamos sea tal elemento g €
A. Luego, como X;nU = D(g) v s|lx, = 0 entonces estamos justamente bajo las
condiciones del primer enunciado del Lema 4.0.1, por lo tanto existe n > 0 de suerte
que g"s =0 en M,y dada la correspondencia entre las secciones f y g tenemos que
frse (U, F® L") es cero, visto s como una seccién global restringida.

Por ultimo, como lo anterior se tiene para todo abierto de la cubierta entonces
podemos considerar n fijo de tal forma que 0 = f?s e I'(U, F ® L™) para todo U. Por
lo tanto, fs =0 sobre X.

2. En éste caso procedemos de forma andloga a como se desarrollé la prueba del Lema

4.0.1, teniendo en cuenta el haz torcido debido a L. Recordemos que en dicha prueba
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se hace uso del primer enunciado, de ahi que en éste caso se impone la condicién

U; nU; cuasi-compacto para todo 4, j. O

Proposiciéon 4.0.11. Sean S un anillo graduado el cual es finitamente generado por Sy
como una So—dlgebra, X = Proy(S) y F un haz cuasi-coherente sobre X . Entonces eriste

un isomorfismo natural §: T, F — F.

Demostracion. Primero que todo veamos como esta definido el morfismo [, para ello
debemos tener en cuenta la equivalencia entre Homy (M, I'(X,F)) y Home, (M, F). En
nuestro caso particular dicha equivalencia es entre Hom 4 (M, I'( X, F)) y Homo, (I« (F),F),
puesto que al ser F es un haz cuasi-coherente entonces [.F también lo es. Asf que
T*(]? o = M con M un S-médulo. Naturalmente, también debemos tener presente que
el S—médulo graduado asociado a F se define como I',.(F) = @ I'(X, F(n)).

Notemos que para mostrar como actia f basta exhibir sus imgegenes sobre los abiertos de
la forma D,(f), con f € S;. Entonces, dado un elemento m € M, éste se identifica con

— m
una seccién de M(D,(f)) que localmente es el cociente I Luego dicho elemento a su

vez se identifica; mediante el isomorfismo I',(F)|y & M, con un elemento de T'(X, F(d))
para d > 0, entonces visto el cociente ﬁd como un elemento de I'(X, F(d)) tenemos que

f

1
m e I'(X, F(d)) y notemos que — = f~¢ se puede considerar como una seccién de Ox (-d),

asi que m® f~?e F(d) ® Ox(—d) =2 F. En conclusién, 3 se define mediante:

B(DL(f)): Tu(F)Du(f)) — F(Du(f)):
% — me [

Ahora, para verificar que 8 es un isomorfismo debemos identificar el médulo I', (F)s) con
el conjunto de secciones F(D,(f)), para ello consideremos f como una seccién del haz
invertible £ = O(1). Adem&s, notemos que al ser S finitamente generado por S; como
una Sp—algebra entonces existen finitos elementos fy, fi, ..., f» € S7 tales que X es cubierto
por abiertos afines de la forma D, (f;), donde las intersecciones D, (f;) n D, (f;) también
son afines y L|p, () es libre para cada . Asi que contamos con todas las condiciones del
segundo enunciado del Lema 4.0.2, por lo tanto F(D.(f)) = I'.(F) ). O
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Corolario 4.0.3. Sean A un anillo.

1. 81Y es un subesquema cerrado de 'y, entonces existe un ideal homogéneo I € S =

Alxo, 1, ..., 2] tal que Y es el subesquema cerrado determinado por I.

2. Un esquema Y sobre Spec(A) es proyectivo si y sdlo si es isomorfo a Proy(S) para
algun anillo graduado S, donde Sy = A y S es finitamente generado por S; como

una Sp—dlgebra.
Demostracién.

1. Sea Zy el haz ideal de Y sobre X = ", = Proy(A[zy,zs,...,2,]). Recordemos que
Ty es un subhaz de Ox. Luego, en virtud de la exactitud del funtor de las secciones
globales(exacto a izquierda) y del funtor de giro cuya imagen sobre un haz es un

haz torcido, tenemos que dada la sucesion exacta de haces
0—Zy — Ox — 1.0y,
también es exacta la sucesion de S—moddulos
0—T.(Zy) — I.(Ox) — I.(i.0y).

Entonces, I',(Zy) es un submoddulo de I',(Ox) = S, donde la anterior igualdad se
garantiza por la Proposicién 4.0.10. Por lo tanto, I',(Zy ) es un ideal homogéneo de
S, el cual denotaremos por I. De otro lado, el ideal I determina un subesquema
cerrado de X cuyo haz de ideales es T. Luego, de la Proposicién 4.0.7 tenemos
que Zy es cuasi-coherente, de suerte que contamos con todas las condiciones de la
Proposicién 4.0.11, asi que I, (f;) ~ Ty v en consecuencia Zy = 1. Por lo tanto, Y

es el subesquema cerrado determinado por /.

2. Recordemos que Y es proyectivo sobre Spec(A) si es isomorfo a un subesquema
cerrado de 7, para algin r. Ahora, del item anterior tenemos la existencia de un
ideal homogéneo [ tal que Y es el subesquema determinado por I € S, ésto es,
Y es isomorfo a Proy(S/I) y sin perdida de generalidad podemos suponer que
1SS, =®4.0S4, entonces (S/1)g = A. De otro lado, cualquier anillo graduado S es

un cociente de anillos de polinomios, entonces Proy(.S) es proyectivo. O
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En 4.0.10 definimos el haz torcido de Serre, Ox (1) sobre X = Proy(.S) siendo S un anillo

graduado. Ahora exhibimos dicho haz pero en el caso de un esquema arbitrario Y.

Definicién 4.0.12. Para cualquier esquema Y definimos el haz torcido O(1) sobre 3,

como g*(O(1)), donde g: }, — " es el morfismo natural; siendo %}, = " x Y.

A partir de ahora diremos que un morfismo 7 : X — Z es una inmersion si éste da un

isomorfismo de X con un subesquema abierto de un subesquema cerrado de Z.

Definicién 4.0.13. Si X es cualquier esquema sobre Y, un haz invertible L sobre X

es muy amplio relativo a 'Y si existe una inmersion i : X — 1§ para algin r, tal que

(O(1)) 2 L.

Definicién 4.0.14. Sean X un esquema y F un haz de Ox-mddulo. Decimos que F
es generado por secciones globales si existe una familia de secciones globales {s;}icr, con
s; € D(X,F), tal que para cada x € X las imagenes de las s; en los tallos F, generan el

tallo como un Ox—maodulo.

Teorema 4.0.1 (Serre). Sean X un esquema proyectivo sobre un anillo noetheriano A,
O(1) un haz invertible muy amplio sobre X y F un Ox—mddulo coherente. Entonces,
existe un entero ng tal que para todo n > ng, el haz F(n) puede ser generado por un

numero finito de secciones globales.

Demostraciéon. Seai: X — 7, unainmersién cerrada de X sobre un espacio proyectivo
sobre A, tal que *(O(1)) 2 Ox(1). Entonces, i, F es coherente sobre 7, y i,.(F(n)) =
(i.F)(n). Ademés F(n) es generado por secciones globales si y s6lo si i, (F(n)) también lo
es, de hecho las secciones globales de ambos haces son las mismas, entonces nos reducimos
al caso X = 7, = Proy(A[wy, ..., 2,]).

Sin perdida de generalidad podemos cubrir a X mediante conjuntos abiertos D, (x;), con
0 <i<ry dado que F es coherente, para cada i existe un médulo finitamente generado
M; sobre B; = A[‘;—?, ey “;—’Z] tal que Fp, (z) 2 M;. Luego, para cada ¢ tomamos un nimero
finito de elementos s;; € M; los cuales generan el médulo M; y abusando de la notacién

consideremos también como s;; la seccion correspondiente en M;. Entonces, en virtud del
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Lema 4.0.2, existe un entero n,; tal que x?” si; se extiende a una seccion global t;; de
F(n;). Ahora, como es habitual tomemos n suficientemente grande de suerte que para
todo i, j se verifique la anterior afirmacién. Luego, F(n) corresponde a un B;—mddulo
M! sobre D, (xz;) y la aplicacién 2 : F — F(n) induce un isomorfismo de M; a M/.
Entonces las secciones x!'s;; generan a M/ y en consecuencia todas las secciones globales
tij e (X, F(n)) generan el haz F(n). m



Capitulo 5

ANEXOS.

5.1. Anillo de Funciones Regulares

Sea Y una variedad cuasi-afin! en ™. Entonces,

Definicién 5.1.1. Una funcion f:Y — k es reqular en un punto P €Y si existe una
vecindad abierta U de P y funciones polinomiales g,h € A = k[x1,...,2,] tal que h no se
anula enU y f = % sobre U. Decimos que [ es reqular sobre Y si es reqular en cada punto

de Y.

De forma analoga, si Y € "™ es una variedad cuasi-proyectiva entonces, una funcion
f Y — k es regular en un punto P € Y si existe una vecindad abierta U de P y
polinomios homogéneos g, h € S = k[xg, 1, ..., x,] del mismo grado, tal que h no se anula
enUy f= % sobre U. Decimos que f es regular sobre Y si es regular en cada punto de
Y.

A continuacién definiremos el anillo de las funciones regulares asociado a una variedad afin
o proyectiva, también exhibimos un resultado sin demostracion, que evidencia la relacion
de estos anillos con el anillo coordenado de la variedad en el caso afin, y con el cuerpo k

en el caso proyectivo.

!Una variedad cuasi-afin es un subconjunto abierto de una variedad afin.

130
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Definicién 5.1.2. Sea Y wuna variedad. Denotamos por O(Y) a el anillo de todas las
funciones requlares sobre Y. Si P es un punto de Y definimos el anillo local de P sobre
Y, denotado por Op y, como el anillo de gérmenes de las funciones regulares sobre Y
alrededor de P. En otras palabras, un elemento de Op es un par (U, f), donde U es un

subconjunto abierto de Y que contiene a P y f es una funcion reqular sobre U, y dos

pares (U, f), (V. g) se identifican si f =g sobre UnV.

Observemos que Op es en efecto un anillo local, cuyo ideal maximal m es el conjunto de
gérmenes de funciones regulares que se anulan en P. Ademés, el cuerpo residual Op/m es

isomorfo a k.

Definicién 5.1.3. Si Y es una variedad, definimos el cuerpo de funciones de'Y , denotado
por K(Y'), como el conjunto de clases de equivalencia de pares (U, f), donde U es un
conjunto abierto no vacio de Y y f es una funcion reqular sobre U. Decimos que dos
pares (U, f) y (V,g) se identifican si f = g sobre Un V. Los elementos de K(Y") son

llamados funciones racionales sobre Y .

Notemos que en efecto K(Y) es un cuerpo, puesto que al ser Y irreducibles la interseccién
de cualquier par de conjuntos abiertos es no vacia, asi que es posible definir la adicién y
multiplicacién, que hacen de K(Y') un anillo. Adicionalmente, si (U, f) € K(Y') con f #0
entonces podemos restringir f a el conjunto V = U N (U n Z(f)) donde ésta no se anula

—) es un inverso para el

S

y en consecuencia — es una funcién regular sobre V', asi que (V,

elemento (U, f).
Teorema 5.1.1. Sea Y € " una variedad afin con anillo coordenado A(Y). Entonces,
1. O(Y) 2z A(Y).

2. Para cada punto P €Y sea mp € A(Y') el ideal de las funciones que se anulan en
P. Entonces P — mp da una correspondencia uno a uno entre los puntos de Y y

los ideales mazimales de A(Y").
3. Para cada P, Op 2 A(Y ), -

De forma anéloga, en el caso proyectivo tenemos:
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Teorema 5.1.2. Sea Y € ™ una variedad proyectiva con anillo coordenado homogéneo
S(Y). Entonces,

1. O(Y) zk.

2. Para cada punto P €Y, seamp € S(Y') el ideal generado por el conjunto de funciones
homogéneas f € S(Y') tales que f(P) =0. Entonces, Op 2 S(Y ) (mp)-

Podemos encontrar las demostraciones de los teoremas anteriores y profundizar un poco

mas en el tema de funciones regulares en el Capitulo I de [?].

5.2. Anillos de Valuacion Discreta

Definicién 5.2.1. Sea k un cuerpo. Una valuacion discreta en k es una aplicacion v de
k* = k~ {0} en los enteros, es decir, v : k* — | que para todo x,y € k* wverifica las

siguientes condiciones.
1. v(zy) =v(zx) +v(y)
2. v(xz+y) 2min{v(z),v(y)}

El conjunto A = {x € K*; v(z) > 0} u {0} es un anillo llamado el anillo de valuacion
discreta del cuerpo k. En particular, un dominio de integridad A es un anillo de valuacion
discreta si existe una valuacién discreta v de su cuerpo de cocientes k, tal que A es el

anillo de valuacién de v.

Proposicion 5.2.1. Sea k un cuerpo y v una valuacion discreta de k. Entonces,
1. v(1) =0.
2. v(-x) =v(zx) para todo x € k.
3. v(z7t) = —v(x) para todo x € k*.

4. Six,yeA son tales que v(x) =v(y) entonces () = (y).
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5. Siv(z) +v(y) entonces v(x+y) =min{v(z), v(y)}.

En términos generales, si A es un dominio de integridad y k£ es su cuerpo de cocientes,
diremos que A es un anillo de valuacién de k si para cada x € k con x # 0 se verifica que
xeAoxzleA (oambos).

Notemos que si consideramos una valuaciéon discreta v : k* —  y su anillo de valuacion
discreta A = {x € K*; v(x) >0} u{0}, entonces A es un anillo de valuacion en los términos
anteriores. En efecto, si x € k con x # 1 entonces v(z) >0 o v(z) < 0. Esto es v(z) >0 o
—v(x) >0, asi que v(x) >0 o v(x™') >0,y en consecuencia z € A o x7! € A. Es decir, A es
un anillo de valuacion.

Una de las propiedades que poseen los anillos de valuacion la presenta la siguiente propo-

sicion.
Proposicién 5.2.2. Sea A un anillo de valuacion de k. Entonces, A es un anillo local.

Del resultado anterior si A es un anillo de valuacién discreta entonces A es un anillo local
cuyo ideal maximal m es el conjunto de todos los x € k tales que v(x) > 0.

Ademas, si a es un ideal de A existe al menos un entero n de suerte que v(x) = n para
algin z € a. Luego, podemos afirmar que a contiene todos los elementos y € A tales que
v(y) = n. En efecto, si v(y) =v(x) =n entonces (y) = (), en consecuencia y € a. Por otro
lado, si v(y) > v(x) = n entonces v(z +y) = v(z), asi que (z +y) = () de lo cual se sigue
que y € (x) € a. Por lo tanto y € a. Entonces de la afirmacién anterior se garantiza que
los tnicos ideales distintos de cero en A son de la forma m,, = {x € A;v(z) > n}, y tales

ideales forman una cadena tnica ascendente
mbmy; DMy O ...,

por lo tanto A es notheriano. Més ain, como la valuacién es una aplicacién sobreyectiva
entonces existe x € m tal que v(z) = 1, asi que m = () y m,, = (") con n > 1. Luego, m
es el unico ideal primo no nulo de A.

En resumen, un anillo de valuacién discreta A es un dominio noetheriano, local de dimen-

sién uno, en el cual cada ideal no nulo es una potencia del ideal maximal.
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5.3. Pegado de Haces y Esquemas

5.3.1. Pegado de Haces

Proposicién 5.3.1. Sean X un espacio topolégico, {U;}i; una cubierta abierta de X y

supongamos que tenemos dado un haz F; sobre U; para cada i € I, y para cada 1,5 un

isomorfismo @, F; vinu; — Filuau; tal que
1. Para cada i €I, p;; =1d.

2. Para cada 1,35,k € 1, @i, = @ji o pij sobre UynU; N Uy.

Entonces, existe un unico haz F sobre X junto con isomorfismos ; : F|y, — F; tal que

Y = pij o sobre U;nUj, para cada i,j € 1.

Demostracién. Como {U;},; es una cubierta abierta de X entonces para cualquier
abierto U € X tenemos que {U N U, };; es una cubierta abierta de U. Ahora, supongamos

la existencia de un haz F; para cada i € [ sobre Uj, los cuales verifican lo siguiente.
1. Fi(Un U;) es un grupo abeliano.

2. Si V ¢ U son abiertos de X, entonces como V nU; ¢ U nUj;, existe un morfismo
Piyy fl(Uﬂ Uz) —> f,(Vﬁ Uz)

3. Sea {W,};cr una cubierta abierta de U. Dado que UnU; es un abierto y {W;nU, }jer
es una cubierta abierta de U nU;, entonces si s; € F;(U n U;) es tal que si|Uij =0

para todo j € I, se verifica que s; = 0.

4. Sea {W;};e; una cubierta abierta de U. Como U nU; es un abierto y {W,; nU, } s es
una cubierta abierta de U nU; entonces si s;; € F;(U;n W) es tal que para todo j,t

se satisface que

Sij UiﬁW]‘ﬂWt = Sit UiﬂWjﬁWm

existe un elemento s; € (U n U;) tal que si|y,nw, = si; para todo j e I.
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Entonces, para definir un haz F sobre X, a partir de los haces F;, consideremos el producto

de los grupos abelianos F;( U n U;). Esto es,
P:HFi(Uﬂ Ui),
iel
donde s € P verifica que s = {s; }i; con s; € F,(U n Uy).

Luego, para un abierto U € X definimos el conjunto.
FU)={s={sitier e Pl si e Fi(Un U;) y @i;(Un Uin Uj)(silvavinv,) = sjlunvinu,, Yij }-

Asi que, mediante los conjuntos F(U), con U € X un abierto, definimos un haz F sobre

X. Veamos que en efecto F es un haz.

1. Primero que todo mostremos que F(U) € P es un grupo abeliano. Sean s,t € F(U),
siendo s = {s;}is con s; € F,(Un U;) y t = {ti}ier con t; € F;(Un U;). Como
Fi(U n U;) es un grupo abeliano se sigue que s; —t; € F;(U n U;) para todo i € I,
entonces s —t = {s; —t;}ief € Py como g;; es un isomorfismo, denotando por U;; a

U; nU; tenemos que

wij(UnUs)(si—tiluav,) = i (UnUs)(siluao,) = 05 (U 0 Usz) (tiluaw, )

Sj'UﬁUij - t]lUﬁUlJ

(Sj - tj)|UﬁUij'

Asi que s—t € F(U). Luego, F(U) es un subgrupo de P y por lo tanto también es

un grupo abeliano.

2. Para cualquier par de abiertos V' c U de X existe una aplicacion de grupos abelianos
Pov  F(U) — F(V) inducida por los morfismos F;(U n U;) — Fi(V n U;).
En efecto, si V € U entonces V nU; € UnU; y como JF; es un haz para todo i € [
existe un morfismo p;, .« Fi(UnU;) — Fi(VnU;). Luego, si s, € F(U) satisfacen
que s =7 € F;(Un U;), como p;,, estd bien definida se tiene que p; . (s:) = pi,,, (i)
para todo i € I. Entonces p,, (s) = p,, (1), asi que p,, estd bien definida.

Ademas se verifican las siguientes propiedades.
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a) F(@) = 0. Esto es consecuencia inmediata de ser F; un haz y para U ¢ X

FU)<IF(UnU;).

b) py,  F(U) — F(U) es justamente p,,, = id.

c) Sean W, V, U abiertos de X tales que W ¢V c U. Entonces para cada i € [
tenemos la siguiente cadena de morfismos

FAUAU) S F(VaUu) ™ (w0,

Esto es, pi,,, = piyy ©Piy,, - Ahora, para verificar que p,,, = py,, © p,,, hacemos
uso de la composicién anterior, dada para cada i € I, y de la propiedad universal

del producto. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo.

F(WnU))

/

f(WﬂU) Pyw

[TF.(VnU)

iel

G g}" (UnTy)

Hfz( W n Uz)

iel

.7:1(‘/0 U]

]-"(VnU

Entonces, obtenemos la cadena de morfismos

[17:(U 0 U) S T1F(V v 7

iel iel

Fi(WnU),

cuya composicién la denotamos por p; (U, W). Esto es, p;(U, W) =p;(V, W )op,,,,
y dado que p;(V,W) = m,,, o p,,, entonces p;(U, W) = 7, ©p, © p,,- En
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consecuencia tenemos el siguiente diagrama conmutativo.

F(WnU) =~ [IF(WnU)

iel

Pvw °Puv

FAWAU) [F(UnU)

-
E(va) el
Adicionalmente, podemos construir la cadena de morfismos

[17:(Un U) 28 Fi(Un U) "D Fo(V i U) " Fo(W 1)),
iel
que no es mMas que,
[17:(UnU) 2% Fo(Un U) " F(Wn U).

iel

Asi que, en virtud del anterior morfismo de composicién y de la propiedad

universal del producto tenemos el siguiente diagrama conmutativo.

F(WnU) 2 [IF(Wn )

iel

f‘i(Wﬂ Ul)

Piuw °TiU

[TF(UNnU;)
iel

Finalmente, de la unicidad del producto podemos concluir que p,,,,, = py\ ©Ppv -

3. Consideremos U un abierto de X y {W;},e; una cubierta abierta de U y supongamos
que s € F(U) es tal que s|y, = 0 para todo j. Entonces, para cada i € I se tiene que
s; € Fi(U n Uy) satisface que sy, = 0 y dado que F; es un haz y {U; 0 W}jes es
una cubierta abierta de U; nU entonces si|Uij =0 para todo j. Asi que, s; = 0 para

todo i € I. Por lo tanto, s = 0.
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4. Consideremos U un abierto de X y {W;},e; una cubierta abierta de U y supongamos
que existen s/ € F(W;) para todo j, los cuales verifican la siguiente propiedad para
todo 3,k

5j|ijWk = 5k|anWk-
Recordemos que s7 € F(W;) es tal que s/ = {s?}i; con s/ € Fi(U; n W;). Entonces

la propiedad anterior implica que para todo 7 € [
J _ ok
Sifwjnwk =5 ’anww

que a su vez implica que

J _ ok
Si UiﬂWjﬂWk - Si UiﬂWjﬂWk'

Ahora, como {U;nW;}¢r es una cubierta abierta de U;nU y los F; son haces, entonces

la anterior igualdad implica la existencia de s; € F(Un U;) de suerte que s,-|Uij = sg

para todo j, donde los s; satisfacen que oy, (Us n U, 0 W) (Silv,nvow;) = Sklvnveaw, -

Luego, como lo anterior se satisface para todo j, entonces

0ir(UnU; nUk)(Silunvinu,) = Skluavinu, -

Por lo tanto, para cada s; € F;(U n U;) se verifica que @, (U nU; nUy)(Si|unv,nu,,) =
Sklunv;nu, - Entonces, haciendo s = {s;};; se tiene que existe s € F(U) tal que

slw, = s/ para todo j.

Los items anteriores garantizan que F es un haz. Ahora verifiquemos que los morfismos

¢; : Fly, — F; son de hecho isomorfismos tales que 1; = ¢;; 0 1); sobre U; nU;, para cada
1,7
Sea V' ¢ X un abierto, entonces tenemos el siguiente morfismo de grupos

Ui(V) : Fly, (V) — Fi(V n Uy),

y sin perdida de generalidad podemos suponer que V' ¢ U;, entonces F|y, (V) = F(V) y

Fi(VnU)=F,(V), asi que el anterior morfismo no es mas que

Gi(V): F(V) — Fi(V),
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donde s = {s;}ier € F(V) es tal que su imagen mediante ¢;(V') es justamente s;.

Primero que todo veamos que ®; es inyectiva. Sea t € F(V') tal que ¢;(V)(t) = s; =
Pi(V)(s). Como {V n U} es una cubierta de V' y t € F(V) entonces ¢;;(V nU; n
Ui)(tilvav,nu,) = tilveu,ao, y como V¢ U se sigue que @;;(V 0 U;)(tilvau,) = tilvau, -
Luego, dado que ;(V')(t) = s; entonces @i (V 0 Uj)(Lslvau,) = tilveu, = silvay, = @i (V 0
U;)(85lvu,), ¥y como ;5 es isomorfismo se tiene que ¢;|vau, = 85[vay, para todo j, asi que
t = s. Por lo tanto, v; es inyectiva.

Ahora, para verificar la sobreyectividad de 1; : F|y, — F; supongamos que {W;};e; es
una cubierta de U;. Asi que, para cualquier abierto V' ¢ U; se tiene que {V nWV;} es una
cubierta de V', ademas para cada s; € F;( V') existe un elemento s;; € F;(V n W), el cual
no es otra cosa que la imagen de s; mediante el morfismo restriccién y como lo anterior se
tiene para todo j € I entonces podemos definir el elemento 5; = {s;;} jer € F|v, (V'), el cual,
por definicién de 1;, verifica que ¥;(V 0 W;)(57) = silw; = silvew,. Luego, en virtud de la
Proposicién 1.0.11, podemos concluir que 1; es sobreyectiva. Por lo tanto, ¥, : |y, — F;
es un isomorfismo. Ahora veamos que para cada ,j se verifica que ¥; = ¢;; o 1); sobre
U;nUj;. Entonces, considerando V' ¢ U;, el morfismo 1;(V') restringido a U; nU; no es mas

que

(V)

UiﬂUj = wlj(v) : f

ving, (V) — F(VnUnUj)
S|UiﬂUj | Si|UiﬂUj

Asi que,

(pi; (V) o vs(V))

v, (8) = i (V)(i(V)|viaw, (5))
= @ij(v)(l/)ij(v)(swmuj))
= @i(V)(si
= Sjluinu;
= Yi;(V)(slv,nu;)
= ;i(Vlviau, (s)

y lo anterior se tiene para todo s € F(V'). Por lo tanto, ¢;; o 1; = 1; sobre U; n Uj.

UiﬂUj )

Finalmente verifiquemos la unicidad de F. Para ello supongamos que existe otro haz F’
sobre X de suerte que exista un isomorfismo ] : 7’|, — F; tal que Vi = @ij 0 Y] sobre

U; nU; para todo i,j. Entonces, como 9; : F|y, — F; es un isomorfismo se tiene que
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el morfismo F|y, — F'|y,, dado por la composicién (0!)~! o 9, es un isomorfismo, y lo
anterior se tiene para todo U; ¢ X. En consecuencia, F = F’. Por lo tanto, F es unico

salvo isomorfismo. O

5.3.2. Pegado de Esquemas

Proposicién 5.3.2. Sea { X, }icr una familia(posiblemente infinita) de esquemas y supon-
gamos dado un subconjunto abierto U;; € X; para cada i # j, el cual tiene la estructura
de esquema inducida. También, para cada © # j supongamos dado un isomorfismo de

esquemas ;j : Uiy — Uj; tal que:

1. Para cada i,j se verifica que @j;; = goi‘jl.

2. Para cada 1, j,k tenemos ;j(U;j nUip) = Ui nUji y i = pji © @i sobre Ugj 0 Uy
Entonces, existe un esquema X junto con morfismos ; : X; — X para todo 1, tales que

1. ; es un isomorfismo de X; sobre un subespacio abierto de X.

2. Los ¥;(X;) cubren X

3. i(Uy;) = i(Xi) n ¥;(X;)

4. ;=1 0@ sobre Uy

El esquema X dado bajo las condiciones anteriores decimos que se obtiene pegando los
esquemas X;, a travez de los isomorfismos ¢;;. Tal esquema es llamado la unién disjunta
de los esquemas X, el cual denotamos por || X;.

Demostracién. Sean {X;};; una familia de esquemas y U;; € X; un abierto para cada
1+ 7. Notemos que para tales abiertos tenemos una estructura de esquema considerando
Ui; como un espacio topoldgico con la topologia inducida y cuyo haz es el haz F; de

X; restringido a U;;. Esto es, el esquema dado por el abierto U;; es el par (U;;, F;

Uij )
Adicionalmente supongamos un isomorfismo de esquemas ;; : U;; — Uj; para cada i # j,

los cuales satisfacen las dos condiciones descritas en el enunciado. Entonces, definimos

X:qu/ ~
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donde dos elementos T, iy € X satisfacen que T =7 si existe U;; € X; para algin 7 tal que
zeUs;y ¢ij(Uy)(z) = y.

Primero que todo veamos que “~" es una relacién de equivalencia.

1. Dado que y;; = id entonces si = € Uy para algun ¢ € [ implica que ¢;(Uy;)(z) = x,

asi que T =7. Esto es, z ~ z.

2. Sea T =7 entonces existe Uj; tal que x € Uy; y ¢4(Us;) () = y. Luego, como gj; = ¢!
se sigue que
i (Ui (i (Uij) () = o35 (Uij) () = 05:(Ui) ()

Esto es, ;;(U;;)(y) = x donde y € Uj;, entonces y = .

3. Ahora, si T = ¥ y ¥ = Z entonces existen abiertos U;;, Uiy, Uj; y Uiy, para los
cuales x € Uy nUy,, y e Uy nUjp y 2z € Uiy 0 Uy Uy, con @ (Uij n U )(z) =y y
©ik(U;i nUj)(y) = z. Ademas, dado que @;i, = pj © p;; entonces

@ik (Uji 0 Use ) (035 (Ui 0 Ui, ) ()
(i © i) (Uij n Ui ) ()
eir(Uij 0 Ui ) (),

z= gojk(Uji N Ujk)(y)

donde ;1 (U;; nUy)(x) = z implica que T = Z.

(13 2

Luego, los tres items anteriores garantizan que “~” es una relacion de equivalencia.

Entonces, dotamos a X con la topologia cociente. Esto es, V' € X es un abierto de X
si 71(V) es un abierto de X; para cada i € I, donde v¢; : X; — X es el morfismo
composicion del morfismos inclusién ¢; : X; — || X, y el morfismo proyeccion canoénica
T X, — X.

Ahora, siendo X un espacio topoldgico dado a partir de los espacios X;, verifiquemos que
1; es un isomorfismo de esquemas sobre un subespacio de X. Para ello debemos probar
que se tiene un homeomorfismo de espacios topolégicos y un isomorfismo de haces.
Notemos que U;; € X; es un abierto de X; y mediante el morfismo ¢;; dicho abierto se

identifica con Uj; que es un abierto de X;. Esto es, U;; y Uj; son el mismo conjunto, salvo
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que el primer conjunto es visto como un abierto de X; y el segundo es visto como un
abierto de Xj.

Ahora consideremos el morfismo
P Xy — Im(¢y) € X.

Por definicién 1); es continuo y es un epimorfismo, asi que resta verificar que es inyec-
tivo. Para ello notemos que si z,7 € X; son tales que ¥(X;)(z) = 1;(X;)(y) entoncees
Vi( X)) (2) = ¥i(X:)(y) € X, es decir 7 = 3. En consecuencia, 1; es un isomorfismo. Luego
1; es un isomorfismo sobre un subespacio de X. A partir de ahora no se hara distincién

entre los morfismos 1; y ;.

Notemos que en el isomorfismo v; de espacios topolégicos Im(¢);) tiene la topologia in-
ducida de X. Entonces veamos que en efecto 1); es un homeomorfismo y para ello sélo
resta verificar que ¢;! es continuo, donde ¢! : Im(¢);) € X — X;. Entonces, sea W ¢ X
un abierto. Como la imagen inversa mediante ¢;! no es mas que la imagen mediante 1);
entonces debemos mostrar que 1;(W) € X es abierto y recordemos que los abiertos de
X son aquellos conjuntos V' ¢ X tales que w;l(V) sea abierto para todo j € I, asi que
debemos mostrar que w;l(wi(W)) es un abierto para todo j € I. Luego, de las propiedades

que satisfacen los morfismos tenemos que,
wjl(wz(W)) = ‘Pz‘j(W n Uij) =W;nUj € X,

donde Wj; es el conjunto con el cual se identifica I en X y en consecuencia 15" (¢:(W)) =
W;; nUj; es abierto de X, para todo j € I. Por lo tanto, 1;(W) es abierto de X. En par-
ticular como Im(¢);) ¢ X, entonces considerando Im(%;) como un subespacio tenemos que
1;(W) es un abierto de Im(1);). Asi que ;! es continuo y en consecuencia 1); es homeo-
morfismo de espacios topoldgicos.

Luego, dado que para cada j € I tenemos que Im(v);) = ¢;(X;) v ¥; = ¢; o p;; entonces
o7 (Im(vy)) = 7 (95(X;)) = ¢5i(X;) = U, donde Uy; € X; es un abierto, entonces los con-
juntos Im(4);) son abiertos de X. Més atn, {Im(t) }ie1 es una familia de abiertos de X tal

que ;(X;) = Im(1);) para cada i € I, entonces {Im(1);) };1 forma una cubierta abierta de X.
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De otro lado, notemos que las propiedades 3 y 4 que satisfacen los morfismos 1; son con-

secuencia inmediata de su definicién. Aqui mostraremos solamente el caso de la propiedad
4.
Vj09i5(Uyy) = (50150 045)(Uij) = mj005(Uypi) =7;(Uys)

= Ujil ~=Us[ ~

= mi(u(Ui))

= ¥i(Uy).
Hasta ahora X es un espacio topoldgico con la topologia cociente y tenemos la existencia de
isomorfismos 1; que satisfacen las cuatro propiedades del enunciado. Entonces definamos
un haz sobre X para asi obtener una estructura de esquema sobre X. Para ello, primero

que todo denotemos por I; a Im(v);) y definamos para cada i € I el haz
Oy, =i, Fi.

Asi que, para cada abierto V' ¢ I; se tiene que O (V) = F;(¢;1(V)).

Luego, sea Ox el haz obtenido al pegar los haces O;, para todo 7 € I.

Entonces, (X,0x) es un espacio anillado. Mds ain, dado que para cada p € X se tiene

que p € I; para algin ¢ entonces
(Ox)p = lim Ox(V)=(Oxy,)p
peVcX

y como en virtud del pegado de haces tenemos que Ox|, = Oy, se sigue que

(Ox)p 2 (On)p = (VinFi) g1y = (Fi)p,

donde pe X;. Luego, al ser los pares (X;, F;) esquemas para todo i € I se tiene que (F;)z
es un anillo local para todo p'e X; y en consecuencia (O ), es un anillo local para todo

p € X. Por lo tanto, (X,Ox) es un espacio localmente anillado.

Adicionalmente, dado que para todo x € X se tiene que x € I; para algun 7 y los pares
(I;,Oy,) son esquemas, entonces existe una vecindad abierta V, c I; € X de x de suerte

que V, con la topologia inducida y con el haz restriccién es un esquema afin. Como lo
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anterior se tiene para todo x € X, entonces X es un esquema cuya unicidad es garantizada
por la unicidad del haz construido Ox.

Finalmente, notemos que el morfismo de haces inducido por v); es justamente,
Y 0x — Oy,

y por construccién del haz Oy, mediante el proceso de pegado, tenemos que Ox, = Oy,

con lo cual concluimos que ; es un isomorfismo de esquemas. O



