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Resumen

En este informe de trabajo final se propone un estudio para el desarrollo del pensamiento
variacional; en particular, sobre la caracterizacion de los procesos semiéticos y cognitivos
desarrollados por estudiantes de grado undécimo en la resolucién de problemas relacionados con
la nocién de derivada. Se identifican como procesos cognitivos fundamentales para el desarrollo
del pensamiento variacional: la conceptualizacion, la resolucion de problemas y el razonamiento.
Cada uno de ellos presenta condiciones particulares y caracteristicas que establecen su lugar en el
desarrollo del conocimiento del célculo. Requieren aprendizajes independientes y actividades que
den cuenta de su estructuracion. Estos aspectos se coordinaron en el disefio de actividades de clase
de célculo en grado undécimo, que constituyen un disefio experimental que se fundamenta en la
metodologia de los Experimentos de Ensefianza y que fueron implementadas y analizadas por el

autor del presente trabajo de investigacion.

Se determinaron algunas caracteristicas para el disefio de situaciones de aprendizaje que
favorecen la formaciéon del pensamiento variacional, mediante las actividades cognitivas de
construccién y razonamiento, al finalizar el nivel de media vocacional de la educacion secundaria;
lo cual puede promover el planteamiento de propuestas de trabajo en clase de calculo a partir de
la divulgacion de los resultados en escenarios de formacion de maestros, tanto en las licenciaturas

como en diversos programas de cualificacion.

Palabras Claves: Semio6tico, cognitivo, razonamiento, derivada, resolucién de problemas,

argumentacién, pensamiento variacional.



CARACTERIZACION SEMIOTICA-COGNITIVA EN LA DERIVADA \Y%

Abstract

In this final paper report, a study is proposed for the development of variational thinking, in
particular, on the characterization of the semiotic and cognitive processes developed by eleventh
grade students in solving problems related to the notion of derivative. They are identified as
fundamental cognitive processes for the development of variational thinking: conceptualization,
problem solving and reasoning. Each of them presents particular conditions and characteristics
that establish their place in the development of calculus knowledge. They require independent
learning and activities that account for their structuring. These aspects were coordinated in the
design of calculus class activities in eleventh grade, which constitute an experimental design based
on the Teaching Experiments methodology and which were implemented and analyzed by the

author of this research work.

Some characteristics were determined for the design of learning situations that favor the
formation of variational thinking, through cognitive activities of construction and reasoning, at the
end of the vocational middle level of secondary education; which can promote the approach of
work proposals in calculus class based on the dissemination of the results in teacher training

scenarios, both in bachelor's degrees and in various qualification programs.

Keywords: Semiotic, cognitive, reasoning, derivative, problem solving, argumentation,

variational thinking.
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Introduccion
El presente trabajo de grado se inscribe en la Linea de lenguaje, razonamiento y
comunicacion de saberes y conocimientos matematicos del Programa de Maestria en Educacion,

Enfasis en Educacion Mateméatica de la Facultad de Educacion y Pedagogia de la Universidad del

Valle.

Este trabajo se desarrolla tomando como referentes tedricos elementos de la derivada como
objeto matematico y como objeto de ensefianza y aprendizaje Badillo (2003), la comprensién de
la derivada como objeto de investigacion en didactica de la matematica, Sanchez et al. (2008) y el
requerimiento epistemologico para el desarrollo de competencias argumentativas en geometria,
Calder6n y Leon (2012). Los dos primeros referentes permitieron aportar desde lo teérico las
dimensiones analitica y grafica de la derivada, asi como su nocion. En particular, la nocién de
derivada se retomd desde la definicion de Apostol (1979), la cual aporta al objeto matematico
desde la parte conceptual, ademéas acompafia, desde lo tedrico, la caracterizacion de los procesos
semidticos y cognitivos desarrollados por alumnos de grado undécimo de una institucién educativa
privada de la ciudad de Cali (Valle del Cauca), en la resolucion de problemas en el contexto de la

nocion de la derivada.

Por otro lado, el trabajo de Calder6n y Ledn (2012) aporta al estudio de la argumentacion,
como una forma de razonamiento y se caracteriza por usar un discurso con enunciados cuyo
objetivo, por lo general, es lograr la adhesion al punto de vista que posee el locutor respecto a un
topico en especial (Léon, 2005). Desde el punto de vista de este enfoque, se plantea que por medio
de la argumentacion se pueden tener avances significativos en la comprension de un objeto o

conocimiento matematico determinado, como lo puede ser la derivada.
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Como este trabajo centra su mirada en la caracterizacion de los procesos semidticos y
cognitivos desarrollados por estudiantes de grado undécimo en la resolucion de problemas en el
contexto de la nocién de la derivada, es necesario establecer algunas dificultades que ellos
presentan cuando se enfrentan a la resolucion de problemas sobre dicho objeto matematico. Estas
dificultades radican en que los significados analitico y grafico que construyen no estan
relacionados, pues ven esas maneras de representacion como elementos aislados, pero en esencia
son modos de presentar la misma informacién, solo que unos registros ofrecen mayor

potencialidad que otros para “decir” informacidn o sacar conclusiones, entre otros.

Para este planteamiento, los capitulos se dividieron de la siguiente manera:

En el Capitulo 1 se contextualiza y plantea el problema de investigacion, referido
fundamentalmente a la contextualizacion y justificacion del problema, apoyado por los referentes
utilizados en el trabajo, que se relaciona con los elementos de la derivada como objeto matematico
y como objeto de ensefianza y aprendizaje en profesores de matematica de Colombia, Badillo
(2003), la comprension de la derivada como objeto de investigacion en didéctica de la matematica,
Sanchez-Matamoros, Garcia y Llinares (2008) y el requerimiento epistemolédgico para el
desarrollo de competencias argumentativas en geometria, Calderén y Ledn (2012). También se

presentan el objetivo general y los especificos del trabajo.

En el Capitulo 2 se presentan los referentes tedricos. Ademas, se expresa que la validacion
y argumentacion de lo matematico en el aula (Calderon y Ledn, 2001), argumentar y validar en
matematicas (Calderdn y Ledn, 2003), asi como los requerimientos didacticos y competencias

argumentativas en matematicas (Calderén y Ledn, 2003) representan los adelantos tedricos
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adecuados relativos a la argumentacion, que permiten establecer un marco de referencia para
caracterizar lo que los estudiantes argumentan. También, se menciona que el referente tedrico
relativo al Aprendizaje de la argumentacion razonada (Martinez, 2001), tiene como parte
fundamental la enunciacién en la practica de la argumentacion. Desde el punto de vista de la
derivada, el andlisis desde una perspectiva cognitiva (Gavilan, 2010) representa un aporte tedrico
del concepto de derivada. Como elementos tedricos para establecer la nocién de derivada, se toman
en cuenta los planteamientos de la definicion de la derivada a partir de la utilizacion de limites
(Apostol, 1979). La perspectiva curricular para la derivada se fundamenta en los Lineamientos
Curriculares (MEN, 1998) y los Estandares Basicos de Competencias en Matematicas (MEN,

2006); finalmente, la argumentacién y el discurso (Leon y Calderon, 2001).

En el Capitulo 3 se presenta la metodologia del trabajo, que corresponde a experimentos de
ensefianza, a partir de una descripcion general dentro del enfoque de la investigacion de disefio;
en particular, se centra en aquellos denominados Teacher Development Experiment (TDE), se
describen los principios que los fundamentan y sus caracteristicas centrales (Soto, 2014). Lo
anterior, permitid justificar el disefio y aplicacion de una secuencia didactica para desarrollar con
los estudiantes la resolucion de problemas en el contexto de la nocion de derivada, para lo cual se

establece una contextualizacion y sistematizacion del disefio.

En el Capitulo 4 se presenta los analisis de los resultados y las conclusiones de la
investigacion desde los referentes tedricos y practicos planteados, relativos a la caracterizacion de
los procesos semioticos y cognitivos que desarrollaron los alumnos en la resolucion de problemas
en el contexto de la nocidn de la derivada y, asi, generar un aporte al desarrollo de pensamiento

matematico en los estudiantes.
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Finalmente, se presentan las referencias bibliograficas y, a manera de Anexos, los grupos de
gréaficas y extractos de didlogos de los protocolos de observacion que son producto del trabajo que
se realizd con los estudiantes para representar los procedimientos realizados por ellos frente a la

resolucion de problemas sobre derivadas.
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Capitulo 1. Aspectos Generales del Problema

Este capitulo tiene como propdsito presentar los componentes que permitieron mostrar que
existe una problematica que soporta este trabajo de investigacion; por lo que, en un inicio, se
elabora un recuento de algunas caracteristicas que deberia tener una investigacion que se funda en
el marco de la educacion matematica, para después resaltar las condiciones particulares que
implica pensar un trabajo que centra su interés en comprender los procesos semiéticos y
cognitivos, y en particular, el estudio de la nocion de derivada de la formacion de la educacién
media en estudiantes de grado undécimo. En particular, en cuanto a los educandos de la Institucién
Educativa donde se aplicara el trabajo, algunos presentan un desempefio escolar bueno, mientras

gue otros no tanto, esto pensando en que todos tengan oportunidades en el aprendizaje.

Asimismo, se presentan la pregunta de indagacion y la justificacion; luego los antecedentes
que respaldaron y orientaron las razones por las cuales desarrollar este trabajo. Para finalmente
cerrar con los objetivos, los cuales se constituyeron como los ejes conductores de este trabajo de
investigacion.

1.1 Contextualizacion y Planteamiento del Problema

La comprensidn de la nocion de derivada presenta dificultades en estudiantes de secundaria,
mas precisamente en el ultimo afio de estudio de bachillerato. Desde este punto de vista, este
trabajo revisa y propone caracterizar los procesos semidticos y cognitivos desarrollados por
estudiantes de grado undécimo en la resolucion de problemas en el contexto de la nocion de la
derivada, con el fin de mostrar los procesos argumentativos que se desarrollan en el aula de clase,
con lo que se pretende tener una mejor comprension y aprendizaje de la nocion de derivada en ese

nivel de formacién escolar.
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A partir de la necesidad de fomentar en los estudiantes competencias argumentativas que les
permitan desarrollar pensamiento matematico, el Ministerio de Educacion Nacional (MEN)
promueve desde los Estandares Basicos de Competencias en Mateméticas (MEN, 2006) dichos
procesos, pero dentro de la practica pedagdgica se evidencia que al estudiante, en la mayoria de
los casos, le cuesta dar explicaciones sobre lo que un problema le plantea y mas adn dar

explicaciones o argumentar sus alternativas de solucion a dicho problema.

De acuerdo con lo mencionado anteriormente, estas dificultades de los estudiantes,
despiertan un interés por abordar una propuesta que se centre en la caracterizacion de los procesos
semioticos y cognitivos que ellos desarrollan en la resolucion de problemas relacionados con la
derivada. Estos procesos muchas veces se asocian con los argumentativos, que los estudiantes
expresan en diversas situaciones. Aqui, vale la pena detenerse a analizar la interpretacion y
comprension de los registros de representacion semioticos, pues los procesos de adquisicion del
conocimiento matematico son muy complejos y no son procesos que se desarrollan de manera
espontanea, por lo que es necesario tener diferentes enfoques como lo son el epistemolégico y el
educativo, los cuales permiten ver la nocion de representacion como un estudio en comun, con el
proposito de caracterizar los fendmenos que se presentan en diversos procesos donde se lleva a
cabo el conocimiento o procesos que lo establecen (Duval, 2016). El enfoque educativo radica su
importancia en el mejoramiento en el aprendizaje de las matematicas, lo que puede promover el

razonamiento y la adquisicion del conocimiento matematico en los estudiantes.

La Educacién Matematica, como campo de investigacién, centra su mirada en los procesos
de adquisicion del conocimiento. Por ende, su estudio trata sobre problematicas que se relacionan

con los procesos de ensefianza y aprendizaje de las matematicas o de la adquisicion cultural del
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saber matemaético, desde diversas perspectivas tales como las epistemoldgicas, didacticas,
cognitivas, sociopoliticas y socioculturales. Esto, en particular, se ha realizado desde varias
perspectivas, grupos o lineas de investigacion como lo son la didéctica de las matematicas, la
historia y epistemologia de las matematicas, las tecnologias de la informacion y comunicacién en
Educacion Matemaética y el lenguaje, razonamiento y comunicacion de saberes y conocimientos
matematicos, por ejemplo, Rincon (2009), expresa la historia y epistemologia de la funcién
derivada; Font (2005) comenta algunas investigaciones sobre la didactica de la derivada; y
Gutiérrez (2017) propone un Objeto Virtual de Aprendizaje (OVA) para la ensefianza de la
derivada. Estos trabajos e investigaciones muestran algunos aportes a la Educacion Matematica,

desde diferentes lineas de investigacion.

En este caso, este trabajo se enfoca en el posicionamiento semidtico cognitivo,
correspondiente al trabajo que desarrolla la linea de lenguaje, razonamiento y comunicacion de
saberes matematicos asociada a la Universidad del Valle, lo que permite centrar la mirada hacia
un punto de vista del analisis de procesos semioticos que se planteen frente al mejoramiento de los
procesos de ensefianza y aprendizaje en el marco de las dificultades que los estudiantes han

presentado con respecto a la resolucion de problemas en el contexto de la nocion de la derivada.

El estudio del célculo implica dificultades en los procesos de ensefianza y aprendizaje de las
matematicas, en particular, respecto a la derivada que, junto con sus propiedades, les brinda a los
estudiantes oportunidades para incrementar el conocimiento frente al pensamiento variacional y
los saberes relativos al andlisis de situaciones problema, cuyos componentes varian y dependen de
diversas condiciones. Estos analisis pueden tratar de tematicas como la optimizacién, la razon de

cambio y trazo de curvas, con las cuales se puede indagar acerca de particularidades no tan
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evidentes en distintos contextos que son aspectos del entorno natural de los individuos. Adentrarse
en la nocion de derivada, al introducir el concepto de limite, puede tener diversas dificultades
Flores (2014), pues los estudiantes que tengan ciertos dominios y habilidades van a realizar los
procesos de derivacion y a aplicar conceptos en la solucion de problemas, pero esto no ocurre con
todos, de hecho, los estudiantes que sobresalen en cuanto a su conocimiento presentan dificultades
en las explicaciones sobre los conceptos relativos con el limite y la derivada, por lo que se

evidencian concepciones que no coinciden son las versiones propias de las matematicas.

Esta problemética se puede encontrar en los estudios de las formaciones basica y media en
matematicas, porque en muchos casos, mas no en todos, los estudiantes también presentan
dificultades en la resolucion de preguntas de las pruebas de Estado ICFES (L6pez, 2005) como
requerimiento en el ingreso a la Educacion Superior. Ademas, es posible que muchos estudiantes
al realizar los procesos de ingreso a la universidad no alcancen las minimas competencias
requeridas en el &rea y, por esto, no pueden ingresar, mientras que muchos de los que lo han hecho
presentan bajos rendimientos académicos debido a que no tienen las competencias requeridas, esto
es, por la poca relacion de la conceptualizacion en relacién con la introduccién al calculo, lo que
constituye grandes brechas en el aprendizaje del calculo y otros aspectos directamente
relacionados con las matematicas. Respecto a esto, es bueno considerar que las metodologias o
estrategias didacticas que los docentes llevan a cabo en las clases, pueden generar en los
estudiantes experiencias que pueden ser positivas 0 negativas, como por ejemplo que la
explicacion de un tema se resuelva solamente con dos o tres ejemplos explicados en clase. El
estudio de un tema determinado también requiere de una planeacion y otros aspectos como saber

la forma en que los estudiantes explican, trazan graficas, argumentan ideas, solucionan problemas,
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resuelven preguntas. Pensar y analizar estos aspectos puede alimentar las estrategias para llevar a
cabo en el aula de clase y brindar méas herramientas para mejorar el aprendizaje y la comprension

de un objeto matematico.

Por lo tanto, lo que se pretende en este trabajo es caracterizar los procesos semioticos y
cognitivos desarrollados por estudiantes de grado undécimo en la resolucion de problemas en el
contexto de la nocién de la derivada, para lo cual se tienen en cuenta preguntas como ¢por qué los
estudiantes no identifican la grafica de una derivada?, ¢qué dificultades presentan los educandos
en la deduccion de una derivada, dada la grafica de una funcion? Estas preguntas han generado la
hip6tesis central del presente trabajo, en la cual se desea comprender los procesos semi6ticos y
cognitivos, lo que puede aportar o mejorar el aprendizaje de los estudiantes. Por eso, la pregunta

que orienta este trabajo es:

¢,Cuales son las caracteristicas de los procesos cognitivos y semiéticos desarrollados por
estudiantes de grado undécimo en la resolucion de problemas en el contexto de la nocién de

derivada?

1.2 Justificacion

La comunicacién es de los aspectos mas relevantes entre las personas, pues permite, por
ejemplo, intercambiar ideas e interpretaciones sobre el entorno en que se vive. En las aulas de clase
se desarrollan diversas formas de la comunicacion de una idea, concepto o término, con el fin de
que la adquisicion de conocimiento alcance su meta. La interpretacion de como se comprenden las
cosas es lo que determina el enriquecimiento de saberes en el aula, lo cual despierta el interés por

analizar los enunciados que se dan en dicho contexto. En particular, en la clase de matemaéticas, se
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pueden plantear situaciones que impliquen la discusion de un saber, en procura de que este pueda

interpretarse de formas diferentes para desarrollar el pensamiento matematico en los estudiantes.

Las investigaciones realizadas sobre la ensefianza y el aprendizaje del lenguaje variacional
y el célculo diferencial en derivada (Sanchez-Matamoros, 2004)00; (Mendoza, Aleman & Avriza,
2017) en funciones y Garcia y Llinares, (1996), asi como la experiencia de profesores de educacion
secundaria da la posibilidad de verificar ciertas dificultades en la ensefianza y aprendizaje de los
conceptos en mencién. Teniendo en consideracion estos aspectos, en este trabajo se realizd un
estudio que intenta caracterizar lo que se ha observado respecto a las dificultades que presentan
estudiantes de grado undécimo en la resolucién de problemas relativos con la nocién de derivada,
las cuales radican en la incomprensién de las propiedades de los limites, la incongruencia que
realizan entre la representacion gréafica de una deriva y la representacion algebraica de su funcion.
También se pueden considerar los siguientes elementos: los bajos desempefios en pruebas
estandarizadas en la Institucion Educativa, respecto al componente numérico variacional; los
jovenes presentan dificultades con el tratamiento de expresiones algebraicas que necesitan ser
aplicadas en contextos matematicos; las interpretaciones de la derivada de una funcién son un
asunto de gran complejidad por su nivel de abstraccion (pendiente de la recta tangente,
interpretaciones desde el contexto de la fisica con el Movimiento Uniformemente Acelerado); no
se suele abordar la ensefianza de este contenido teniendo en cuenta la conversion de registros de
representacion semiotica conscientemente, haciendo que se desaproveche la interpretacion del
estudio de la variable; en el campo, aun falta ahondar en investigaciones que centren su atencion
en analizar los razonamientos, en particular los de tipo argumentativo en matematicas para este

contenido.
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En este sentido, el desarrollo de habilidades de orden comunicativo como lo son el
planteamiento de hipdétesis y establecimiento de condiciones y/o regularidades, generadas por
preguntas abiertas desligadas de cualquier algoritmo predominante; implica la necesidad de usar y
perfeccionar habilidades argumentativas en cualquier situacién que esté relacionada con las
matematicas, y que a su vez le permita al estudiante dar cuenta de forma mas coherente y
significativa acerca de los objetos y conceptos matematicos que habitualmente maneja, muchas
veces, bajo un esquema de representaciones semioticas que por si solas o sin ser contextuadas no
son lo suficientemente comprensibles. Teniendo en cuenta lo anterior, se hard un analisis de las
caracteristicas de los procesos semioticos y cognitivos desarrollados por estudiantes de grado
undécimo en la resolucién de problemas en el contexto de la nocion de derivada, donde también
se dé cuenta de las descripciones, explicaciones y argumentaciones que los estudiantes realicen

frente al contenido en discusion.

1.3 Antecedentes
Hay diversas investigaciones cuya preocupacién ha sido brindar a la ensefianza de los

sistemas analiticos el estatus que le corresponde en los curriculos escolares, como punto cumbre
de los estudios escolares, de tal manera que esto ha generado la existencia de diferentes miradas
sobre como se puede impulsar su ensefianza. También, establecer factores que dificultan su
aprendizaje en los estudiantes, esto seria reconocer y analizar los elementos curriculares,

didacticos y cognitivos.

De esta forma, diversos estudios han considerado las dificultades que se presentan en la
ensefianza y el aprendizaje de la nocidn de derivada, a causa de la carga cognitiva representada a

través de la coordinacion de los registros semidticos y los procesos que equivalen a desarrollar
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razonamientos matematicos; han expresado que existe una problematica en general, punto clave
de las investigaciones llevadas a cabo, por consiguiente, ha habido motivacion en investigadores
como Gutiérrez (2017), Alvarez (2013) y Sanchez-Matamoros (2008), entre otros frente a la
indagacién sobre estas dificultades que la afectan. Finalmente, los siguientes apartados hacen
referencia explicita y breve sobre algunas investigaciones que se han encargado de estudiar el

campo de interés mencionado.

1.3.1 Investigaciones Relacionadas con Aspectos de la Ensefianza y/o Aprendizaje del Calculo
Las matematicas han representado conocimientos esenciales en diferentes formaciones de
caracter profesional como la tecnoldgica, asi como en areas relativas a los aspectos econémicos y
administrativos. Al examinar los ambientes laborales de las personas graduadas en diferentes
carreras afines a lo financiero y computacional, los problemas sobre optimizacion y prevision son
de caracter fundamental, por lo tanto, en estas carreras, es necesario la ensefianza del calculo. En
los trabajos de Kent & Noss (2002) y Dorier (2010) se explica por qué y como el calculo es
importante en el quehacer de las diversas profesiones en campos laborales. Aqui, se hace referencia
a algo indispensable en la formacion profesional de las ramas, que cada vez crecen, y es al empleo
de la tecnologia, en concreto, de los programas de computacién. Lo referente a los manipuladores
simbdlicos, hojas de calculo, graficadores o procesadores de texto representa requisitos de diversas
actividades de nivel profesional. En lo que corresponde a las matematicas, el computo es un
soporte de la exploracién de conceptos matematicos, su visualizacion y la experimentacion con
dicha ciencia (Monzoy 2002). No obstante, los desarrollos en cuanto al material didactico a veces

son inherentes a la implementacién en el aula y validacion; por esto, el hecho de que haya un
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equilibrio entre los dos aspectos serd de vital trascendencia en el campo de la educacion

matematica.

Para citar un trabajo sobre las dificultades que los estudiantes han presentado en el célculo,
en el ambito internacional, por ejemplo en México, se puede hablar del Centro Universitario Valle
de Chalco, entidad de la Universidad Autonoma del Estado de México (UAEM), donde en el 2002
se llevo a cabo un proyecto que buscaba mejorar los resultados en la ensefianza y aprendizaje en
la introduccién al célculo, esto se realizd de manera conjunta con investigaciones del
Departamento de Matematica Educativa del Centro de Investigacion y Estudios Avanzados del
Instituto Politécnico Nacional (Cinvestav-IPN) (e. g. Martinez 2005; Cuevas, Moreno & Pluvinage
2005). Diversos factores han sido los que en esta universidad han representado el poco éxito con
estudiantes nuevos en cursos de calculo, aunque esto se ha dado constantemente en muchas
universidades en México. Las deficiencias mas importantes analizadas son: serias faltas de
prerrequisitos relacionados con el algebra, programas de estudio desactualizados, mal uso de la
tecnologia, entre otras. Como conclusion trascendental en estos estudios, se tiene que son
necesarios los conceptos que anteceden al célculo para direccionar de mejor manera su
comprension en niveles superiores, lo cual no quiere decir que se requieran cursos que ayuden a
remediar la situacion. Se puede decir que un factor importante en el alcance de la conceptualizacion
de funcion real fue que, en el inicio del curso, se promovié un pensamiento caracterizado como

funcional.

Algo que se considerd en la experiencia es que los estudiantes tienen una formacion
académica caracterizada por la heterogeneidad, pues corresponden a diferentes competencias y

planes de estudio. De hecho, muestran que pudieron o no haber realizado un curso de céalculo en
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el nivel medio superior. En suma, un factor a tener en cuenta es el econémico, pues muchos
alumnos requieren tener un trabajo que no tiene que ver con sus estudios porque la situacion
econOmica en la region donde se llevo a cabo la experiencia es precaria, lo cual conlleva a que

muchos alumnos dediquen medio tiempo en la institucion a sus estudios.

A pesar de todo, el célculo variacional es una herramienta esencial en las ingenierias y
profesiones afines, no es suficiente con la graficacion en la representacion de la variacion, por lo
que es también muy importante que los conceptos se comprendan y que el alumno los analice en
funcidn de llegar a las posibles soluciones de los problemas determinados. Por tanto, es necesaria
la modelacién matematica y los métodos heuristicos con el fin de que los estudiantes comprendan,
interpreten y analicen los problemas partiendo de razones de diferencias entre magnitudes
infinitamente pequefias; por ejemplo, entre algunos métodos se puede decir el que utiliza
representaciones a partir de gréficas, datos numéricos o el uso de diagramas Polya (Campos, 2001),

para alcanzar estructuras sencillas y, asi, poder lograr la posible interpretacién y solucién.

En particular y teniendo en cuenta lo anterior, las representaciones numeéricas tratan sobre
datos medidos realizando una tabulacion en relacion con las magnitudes que se refieren al
fendmeno fisico o experimental estudiado. En cuanto a las representaciones gréaficas, se puede
decir que se realizan a partir de curvas en el plano cartesiano o polar, teniendo en cuenta los
registros de datos de las magnitudes que se involucran en la situacion. Finalmente, las
representaciones algebraicas se producen mediante registros numéricos, donde se pueden escribir

ecuaciones que satisfacen el comportamiento de las variables relacionadas.
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En relacion con lo expresado anteriormente, los Lineamientos Curriculares (MEN, 1998) y
algunos trabajos de investigacion, uno de ellos llamado Manifestaciones emergentes del
pensamiento variacional en estudiantes de calculo inicial (Cabezas & Mendoza, 2016); y otro
Ilamado Estrategias didacticas para el fortalecimiento del pensamiento matematico variacional
(Sanchez, 2019), asi como la caracterizacion y categorizacion de las producciones de los
estudiantes, reconociendo algunas particularidades de ellas, evidenciando las diferentes maneras
de manifestacion del pensamiento variacional; proponen nuevos enfoques en los procesos de
ensefianza y de aprendizaje de las matematicas para contribuir al desarrollo del pensamiento
matematico variacional. Asi como se ha dicho, el concepto de variacion es fundamental en la
formacion de los estudiantes de ingenieria, porque brinda posibilidades frente a la modelacion,
interpretacion, comprension y analisis de fendmenos de constante cambio, como por ejemplo el
flujo de corriente, los fendbmenos periddicos, las magnitudes en el calculo de areas y perimetros.
No obstante, la fundamentacion de aquello que se esta estudiando implica dificultades de
aprendizaje y obstaculos que encuentra el estudiante en el alcance de una 6ptima conceptualizacion

y que ésta llegue a tener éxito dentro del campo formativo determinado.

Ahora bien, al hablar del concepto de infinitesimal, que se refiere a la diferencia entre dos
valores de la misma variable, de magnitud muy pequefia tendiente a cero sin llegar a serlo, y sus
aplicaciones a gran variedad de fendmenos, es algo dificil de comprender y conceptualizar en los
estudiantes. Sin embargo, visto a partir de los diversos campos de aplicacion, este concepto es
utilizado para establecer costos y materiales minimos, evaluar velocidades, aceleraciones, fuerzas,

entre muchas otras aplicaciones.
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Como colofén, en su investigacion, Lopez (2005) afirma que el desempefio académico en
matematicas en estudiantes de ingenieria, es significativamente bajo, lo que establece dificultades
en el aprendizaje del calculo diferencial y ha generado altos indices en la desercion escolar, pero
ademas expresa que esta problemaética se halla tanto en la universidad privada como publica. Esto
se comparte en trabajos como el de Gutiérrez, Buitrago & Ariza (2017) sobre las dificultades en
el aprendizaje del concepto de la derivada, cuya aplicacion se realizd con estudiantes de la
Universidad Militar Nueva Granada de Bogoté4, Colombia; investigacion que expreso dificultades
cognitivas y procedimentales de los educandos respecto a los conceptos. En efecto, algunas
universidades se han encargado de disefiar estrategias de aprendizaje que fortalezcan las
competencias, por ejemplo, algunas desarrollan cursos complementarios de precélculo con el fin
de que los estudiantes se nivelen, como lo hace la Universidad de los Andes. Asimismo, la Escuela
de Ingenieria Julio Garavito dicta cursos donde prima la resolucién de problemas mancomunados
con trabajos en laboratorios de informaética, en tanto que otras instituciones implementan tutorias,
talleres de refuerzo que acompafan las clases magistrales, o utilizan metodologicamente el
aprendizaje que se basa en problemas y también el manejo de las nuevas tecnologias que se

presentan en el proceso de ensefianza-aprendizaje.

En su mismo trabajo, Lopez (2005) afirma que algunas causas sobre las dificultades frente
al aprendizaje de las matematicas corresponden a la desmotivacion que los estudiantes tienen en
esta area, los indices de reprobacion de los cursos, la repeticion de la asignatura y la falta de
entendimiento en los conceptos estudiados. Dicho esto, el concepto de derivada es muy dificil de
comprender a partir del limite de una funcion, por lo cual es adecuado investigar y desarrollar

metodologias que ayuden a su adecuado aprendizaje.
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1.3.2 Investigaciones que Abordan el Enfoque Semiotico Cognitivo del Aprendizaje de las
Matematicas

La importancia de los sistemas de representacion radica en dotar de significado los conceptos
estudiados, lo que ha llevado a que algunas investigaciones centren su mirada en la forma en que
los estudiantes utilizan diversas representaciones como antecedente en la comprension del tema
dado. Asi, las representaciones y su coordinacion tienen primordial relevancia en el sentido de que
son instrumentos o herramientas conceptuales que el estudiante piensa para enfrentarse a la

resolucion de problemas.

En suma, tal importancia del uso de las representaciones se refiere a que se acepta que los
significados de los conceptos son construidos mediante la utilizacion de los signos (D’ Amore,
2006; Radford, 2000). En relacion con lo anterior, se ha dado gran interés al estudio sobre la
funcién que ejercen las representaciones en la construccion de los significados de la nocion de
derivada y en el abordaje de la misma, a través del estudio de la variacion utilizando inicialmente

contextos numéricos.

El aspecto epistemoldgico particular de las matematicas relativo a otros campos de estudio
conlleva a dotar a las representaciones semiéticas de un rol esencial (Duval, 2016). Estas se
componen como un unico medio de acercamiento a los objetos matematicos; lo que muestra el
problema cognitivo del paso de la representacion de un objeto a otra representacién del mismo
objeto. Por consiguiente y no menos relevante, las estrategias matematicas incluyen,
intrinsecamente, que en las representaciones semioticas haya transformacion de las mismas. Para
esto, es suficiente revisar la historia del desarrollo de las matematicas, en donde se puede
comprobar que lo correspondiente a las representaciones semiéticas ha sido fundamental en el

pensamiento matematico. Ademas, la posibilidad del tratamiento matematico, en cuanto al calculo
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se refiere, es dependiente del sistema de representacion utilizado; pues el aspecto primordial de
los signos no equivale a reemplazarse por objetos matemaéticos, sino a brindar la facultad de

sustituir algunos signos por otros.

Ahora bien, al hablar de transformacidn, en su investigacion Morales (2016) afirma que en
el andlisis acerca de los procesos de pensamiento de los estudiantes al realizar una actividad
matematica, se establecen dos tipos de transformaciones: tratamientos y conversiones, y que se
presentan algunas dificultades en el aprendizaje de las matematicas. Ademas, Duval (2006) plantea
que, en general, estas dificultades se encuentran en todos los niveles de la ensefianza y contextos
relacionados con las matematicas y que utilizar el lenguaje natural es inevitable, pues se vive en
todas las areas del conocimiento. Es menester aclarar que, la complejidad cognitiva de los
tratamientos, amerita analizar, independientemente, la forma en que los tratamientos se trabajan,
respectivamente, en los registros discursivo y grafico, incluso si se encuentran en igual proceso

matematico.

Asi, pues, las dificultades que se generan, dada la conversion en la actividad matematica,
son analizadas a partir de los pares de registros, los cuales son intercambiados en esta
transformacion; donde se puede mencionar el ejemplo de cuando se da una sencilla “traduccion”
de términos de cierto problema literal para convertirlo en determinada expresion algebraica, frente
a lo cual los estudiantes tienen poco éxito en su realizacion. Al respecto la conversién tiene la
caracteristica que puede o no ser congruente, y ademas que posee orientacion o sentido, lo que

proporciona al registro el caracter de partida como de llegada.

De la misma manera, se han encontrado trabajos de investigacion anteriores, donde se han

estudiado las dificultades en el aprendizaje de las matematicas y estdn muy relacionadas con el
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planteamiento de Raymond Duval. Por ejemplo, Guzméan (1998) establece el papel tan importante
de los registros de representacion en las soluciones que presentan los estudiantes, dado que
instaurar la distincion y coordinacion de diferentes registros, es tanto necesario como natural en
matema@ticas. Es preponderante que, en la ensefianza de las matematicas, estas actividades se
conviertan en objetos pedagdgicos. De otro lado, distinguir y coordinar registros se configura como
un papel esencial en el desarrollo del pensamiento, lo que, en didactica de las matematicas, ha

representado un punto central de estudio.

Finalmente, el trabajo de Morales (2016), muestra que los estudiantes utilizan los
monorregistros, escaseando la coordinacion explicita entre dos registros o varios. Las soluciones
permanecen en el registro de donde proviene el cuestionamiento, también acuden a los registros
de tipo algebraico que muchas veces se encuentran de manera extraordinaria en la clase. Es
adecuado tener presente que no se trata de unicamente el uso de los registros, sino también del
tratamiento y conversion entre ellos, lo cual se puede impulsar en diversas actividades que
permitan el mejoramiento en la comprension de los mismos, asi como el aprendizaje del objeto
tratado que este caso es la nocion de derivada, en la cual se presenta con frecuencia el manejo de
las representaciones graficas y algebraicas.

1.3.3 Investigaciones que Registran Adelantos Frente a la Nocidn y/o el Trabajo (Resolucion de
Problemas) con Derivada

De acuerdo con Londofio, Kakes & Decena (2013), la derivada representa un objeto principal
de estudio en el disefio curricular de programas sobre calculo diferencial en ingenierias,
licenciaturas en matematicas, fisica o afines. A nivel de la educacion secundaria, la derivada es un

tema que se estudia finalizando el bachillerato. Es tarea de los docentes, tanto en la universidad
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como en la educacién secundaria, establecer metodologias en la adquisicién de conocimiento,
impulsar habilidades y afianzar la aptitud que presenta el estudiante, en el sentido de que éste

obtenga un abanico de opciones con el que pueda confrontar la resolucion de problemas.

En el &mbito general y en forma publica es conocida una diversidad de dificultades relativas
al aprendizaje de las matematicas y en particular, a la nocion de la derivada que, frente a la
resolucion de problemas en diferentes contextos, requieren ciertos aspectos propios y concretos al
objeto de estudio en este caso y que se refieren a las reglas de derivacion, el conocimiento de
funciones a trozos, la interpretacion geométrica de la derivada, asi como los criterios de la primera

y segunda derivada.

A nivel internacional, por ejemplo, las reformas educativas en paises como México, plantean
que la resolucion de problemas debe corresponder a un principio clave en la adquisicion de
conocimiento y aprendizaje de las matematicas. Por ejemplo, Schoenfeld (1992) expresa que quien
se enfrenta a la resolucion de problemas matematicos, no va a encontrar un camino muy sencillo
de resolver, por lo que se necesita pasar por ciertos niveles de dificultades, es decir, confrontar
varios obstaculos que, de hecho, no son tan simples de sobrepasar en el planteamiento de la
solucion del problema en cuestion. En los trabajos de Selden y Mason (1994), asi como el de Orton
(1983), se ha mostrado la dificultad que tienen los estudiantes en resolver con habilidad problemas
rutinarios de calculo, lo que no sucede cuando se enfrentan a problemas no rutinarios. Se dice que
esto es a causa de la poca comprension sobre el concepto de funcién; también que lo comun del
aprendizaje y el reordenamiento del conocimiento, puede generar falsas construcciones

matematicas que se llevan en un prolongado lapso.
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En suma, Schoenfeld (1992) y Polya (1965), muestran la importancia de dos aspectos, el
primero, referente a proveerse de conocimientos acerca de la derivada, en particular saber sobre
reglas de derivacion, comprender cuando una funcion es derivable o no, reconocer los extremos
de una funcidn, entre otros. El segundo, son las estrategias heuristicas que se pueden llevar a cabo
en la ensefianza de la derivada como establecer preguntas sobre la incognita, trazar la gréfica,
expresar el problema planteado en forma diferente y buscar particularidades. Por esto, si se
pretende alcanzar la comprension de un problema, es adecuado establecer los datos, incognitas y
condiciones dadas. Se debe poner en practica estrategias cognitivas como particularizar,
enfrentarse a problemas sencillos, repasar casos con aspectos especiales, la utilizacion del ensayo
y el error. Asimismo, es imprescindible usar en la resolucion de problemas el dominio en diferentes

conocimientos tales como extremos, intervalos, trazo de gréficas y limites en funciones.

1.4 Objetivos

1.4.1 Objetivo General
Analizar las caracteristicas de los procesos semidticos y cognitivos desarrollados por
estudiantes de grado undécimo, en la resolucion de problemas en el contexto de la nocién de

derivada
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1.4.2 Objetivos Especificos

e Reconocer los elementos semioticos y cognitivos presentes en tareas que aborden los

estudiantes de grado undécimo en relacion con la nocién de derivada.

e Identificar las dificultades que presentan los estudiantes de grado undécimo al interpretar un

enunciado de problema en relacion con la nocion de derivada.

e Describir las dificultades que presentan estudiantes de grado undécimo al trazar la grafica de la

derivada de una funcidn a partir de la grafica de dicha funcion.

e Determinar las maneras en que los estudiantes de grado undécimo coordinan representaciones

semidticas y cognitivas para resolver problemas en relacion con la nocién de derivada.

Capitulo 2. Referentes Tedricos

El desarrollo de este trabajo requirié de la articulacion de distintos referentes teoricos. En
primer lugar, se dara una mirada a lo que ha planteado el Ministerio de Educacion Nacional sobre
el objeto matematico estudiado y la forma en que se han planteado los alcances de los estudiantes
frente a los aprendizajes al respecto; por medio de la perspectiva curricular, vista a partir de lo que
ha propuesto los Lineamientos Curriculares (1998), los Estandares Basicos de Competencias en

Matematicas (2006), en adelante EBC, y los Derechos Bésicos de Aprendizaje (2016), en adelante
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DBA. Después, el trabajo de Schoenfeld (1992) apoya lo relacionado a la resolucion de problemas
como aspecto importante en el aprendizaje de las matematicas. Luego, se establece la nocion de
derivada a traves de la definicion por limites (Apostol, 1979). Seguidamente, se estudia algunos
elementos semioticos frente al trabajo con la nocion de derivada a partir de la propuesta de Duval
(1999, 2004). Y, finalmente, los aspectos relacionados con el discurso y la argumentacion para
fomentar en estudiantes en el aula de matematicas, cuya propuesta corresponde a los
planteamientos de las autoras Calderon y Ledn Corredor (2012), sobre el requerimiento
epistemoldgico para el desarrollo de competencias argumentativas en geometria.
2.1 Perspectiva Curricular

La ley General de Educacion, ley 115 de febrero 8 de 1994 se instaura bajo los principios de
la Constitucién Nacional acerca del derecho a la educacion que tiene toda persona, es por esto que
ella define la organizacion y prestacion de la educacion formal, no formal e informal en los
diferentes niveles de estudio. Este proceso ha dejado interrogantes sobre el papel de la pedagogia
en nuestros tiempos, lo que ha llevado a reflexiones referentes al curriculo, plan de estudios y
evaluacion de los estudiantes. Ahora bien, el MEN ha desarrollado documentos que pretenden
atender estas necesidades para orientar y sefialar criterios curriculares acerca de la funcién de las

areas, en el sentido de mejorar la comprensién de ellas e impulsar su ensefianza.

Los Lineamientos Curriculares, documento elaborado por el Ministerio de Educacion
Nacional y publicado en el afio 1998, tienen como propdsito compartir algunos conceptos que los
sustentan por areas, con el objetivo de promover su estudio y apropiacion. Por su parte, los
Estandares Basicos de Competencias en Matematicas (MEN, 2006), plantean argumentos de tipo

curricular frente a la importancia de la formacién matematica en cuanto a su relacién con las
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visiones de la naturaleza de las matematicas. Esto, atendiendo a las investigaciones en educacion
matematica, las cuales se han comprometido a tener presentes aspectos relevantes en la ensefianza
y aprendizaje de las matematicas como la formacion de ciudadanos con competencias necesarias
en el desempefio de sus derechos y deberes democréaticos. En este sentido, los EBC (2006) recogen
los constructos teodricos que plantean los Lineamientos Curriculares referentes al concepto de
competencia, sefialandola como una consideracion pragmaética e instrumental del conocimiento
matematico, en la que se aplicaban estructuras matematicas que hacian el papel de instrumentos
que se utilizaban para desarrollar clases de pensamiento l6gico y matematico en cualquier contexto
(p. 48). También cabe destacar sobre los planteamientos de competencias la teoria del aprendizaje
significativo de Ausubel, Novak & Gowik, 1983; en el cual el papel de la significatividad del
aprendizaje radica en el sentido que se le otorgue a las practicas sociales aplicadas. Ademas, la
ensefianza para la comprension de Wiske (2003), en donde las tareas, actividades y proyectos

fundamentan el fortalecimiento de la comprensién.

En los Siete retos de la educacion colombiana para el periodo 2006 a 2019, Vasco hace
referencia al concepto de competencia, expresando que la apuesta por la calidad ha fijado su mirada
en el planteamiento de Estandares Basicos de Competencias y en la aplicacion de pruebas para
medir competencias. El Ministerio de Educacion procura que el llamado “circulo de calidad” se
cierre en estandares, pruebas y planes de mejoramiento. Los desempefios respecto a las pruebas
seran bajos sin planes de apoyo a los planes de mejoramiento de los colegios, sin dotacion adicional
y sin formacion continuada de los docentes. Las pruebas deben transformarse en concordancia con
los estandares y el Ministerio debe publicar estdndares conforme el ICFES cambie las pruebas. En

cuanto a las competencias, se requiere desarrollar un buen marco tedrico, que puede tener en cuenta
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la propuesta de Chomsky (las personas con cerebro normal tenemos la competencia lingiistica);
el trabajo de Dell Hymes sobre las competencias comunicativas; y los modelos alemanes, ingleses
y norteamericanos en sus competencias laborales. Lo que se puede complementar con los estudios
sobre como evaluar por competencias. El examen del ICFES y las pruebas ECAES pueden aportar
en algo a dicho marco tedrico pero no todo en cuanto a la evaluacién por competencias. En suma,
habria algo mas en el aporte a este marco tedrico y se trata de saber como ensefiar para el desarrollo

de competencias y formar a profesores al respecto.

Los aspectos anteriores dejan en concreto, el concepto de competencia al cual se refiere en
este trabajo, por lo tanto, teniendo en cuenta lo expresado en los parrafos anteriores, los Estandares
Basicos expresan que las competencias matematicas son logradas a partir de situaciones problema
significativas, lo que puede conllevar al alcance de competencias de mas alto nivel. Por lo tanto,
en la actividad matematica inherente a las competencias matematicas, se constituyen cinco
procesos generales, que también trajeron los Lineamientos Curriculares, que son formulacion y
resolucion de problemas; modelacion de fenémenos de la realidad; comunicacion; razonamiento
y formulacion, comparacion y ejercitacion de procedimientos y algoritmos. Ahora bien, ser
matematicamente competente se circunscribe en el pensamiento 16gico y matematico, en el cual
se presentan cinco pensamientos planteados por los Lineamientos Curriculares y que retoman los
Estandares Basicos, que son el numérico, el variacional, el espacial, el métrico y el aleatorio. Es a
través de estos cinco pensamientos que los Estandares Basicos abordan las competencias y
conocimientos que los estudiantes deben alcanzar en cada uno de los niveles de estudio de primero

a undécimo grado.
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Finalmente, el MEN publica en 2015 un primer volumen de los Derechos Bésicos de
Aprendizaje (DBA), definidos como un conjunto de saberes y habilidades fundamentales que han
de aprender los estudiantes en cada uno de los grados de educacién escolar, de primero a undécimo
en Lenguaje y Matematicas. En el segundo volumen, se agrega las areas de ciencias naturales y
ciencias sociales, ademas del grado de transicion. Los DBA se definen como un complemento en
el desarrollo de planteamientos curriculares en el sentido del apoyo a la planeacion, ensefianza y
gestion en el aula, sin embargo, en ellos se aclara que no agotan los contenidos implicitos en los
Estandares Bésicos, por lo que el mejoramiento en las competencias también depende de la calidad
de educacion que reciban los estudiantes. En los siguientes apartados se vera de qué forma los
Lineamientos Curriculares, Estdndares Béasicos y Derechos de Aprendizaje, plantean las
orientaciones correspondientes a la derivada, la cual, por su naturaleza, esta directamente

relacionada con el pensamiento variacional.

2.1.1 Lineamientos Curriculares en Matematicas

El inicio y desarrollo del pensamiento variacional planteado como un logro en la educacion
bésica, sobrepasa la ensefianza de contenidos matematicos fraccionados para ubicarse en dominar
conceptos y procedimientos que se relacionan uno con el otro, en el sentido de analizar y modelar
situaciones practicas y matematicas. Asi, el estudio de la variacion pretende cuantificarla a través
de magnitudes y cantidades, como se sefiala en la Serie Lineamientos Curriculares, en el apartado
2.3 una nueva vision del conocimiento matematico en la escuela, donde se aborda el pensamiento

variacional desde diversos desarrollos:

Respecto al algebra, se considera que en un primer momento generaliza patrones

aritméticos y posteriormente se constituye en una potente herramienta para la modelacion
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de situaciones de cuantificacion y de diversos fendmenos de variacion y cambio, es por
ello que debe involucrar entre otros aspectos el uso comprensivo de la variable y sus
diferentes significados, la interpretacion y modelacion de la igualdad y de la ecuacion, las
estructuras algebraicas como medio de representacion y sus métodos como herramientas
en la resolucion de problemas, la funcion y sus diferentes formas de representacion, el
andlisis de relaciones funcionales y de la variacion en general para explicar de qué forma
un cambio en una cantidad produce un cambio en otra, y la contextualizacion de diversos
modelos de dependencia entre variables, todos éstos desarrollos propios del pensamiento

variacional. (MEN, 1998, p. 17)

Ahora bien, desde el punto de vista histérico, la variacion inicia con las tablas babildnicas,
graficas de variacion y formulas algebraicas renacentistas. Ya, en la edad media, la variacion
proporcional era con lo que se contaba para modelar situaciones de variacién. No obstante, el
calculo logra configurarse en el estudio del movimiento visto desde el contexto matematico, donde
hay una construccién matemética de la variacion. Este vistazo historico permite observar algunos
nacleos conceptuales que se relacionan con la variacion: continuo numeérico, la funcion, las
magnitudes, el algebra (en el sentido simbolico y siendo clave la nocién de variable), modelos
matematicos de tipos de variacién (la proporcionalidad es de relevante significado). En la vida
cotidiana y en la cientifica, la variacion se ubica como la relacion entre variables, lo que promueve
en los estudiantes la observacion, el registro y el uso del lenguaje matematico. De esta manera, el
desarrollo del pensamiento variacional genera estructuras conceptuales que evolucionan con el
tiempo, y su aprendizaje aborda cada dia situaciones innovadoras, en cuya exigencia prevalezca

aquello que se ha aprendido para aproximarse a conceptos propios de las matematicas.
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En el abordaje del pensamiento variacional, se encuentran sistemas de representacion como
enunciados verbales, representaciones tabulares, gréaficos cartesianos o sagitales, representaciones
pictdricas e iconicas, formulas y expresiones analiticas. Estas representaciones son herramientas
muy valiosas a la hora de crear situaciones problema, donde confluyan fendmenos de cambio, pues
involucran al estudiante en procesos aritméticos, solucion de problemas y estimacion. En este
sentido, por ejemplo, el uso de tablas permite al estudiante un buen inicio en el estudio de la
funcion, dado que es una herramienta esencial en la comprension del concepto de variable, pues
aqui, se afianza el hecho de que una variable tenga un nimero infinito de valores de reemplazo y

se promueve la escritura de expresiones algebraicas.

Hay otra herramienta que se utiliza en primaria respecto a la variacién, que es el patron y
cuyo estudio implica el uso de representaciones pictéricas e iconicas. Es aqui donde la geometria
permite reconocer patrones y regularidades que se presentan en transformaciones, en las que el
estudiante puede describir verbalmente relaciones entre cantidades determinadas. En este punto se
puede utilizar las tabulaciones para graficar situaciones, identificando variables dependientes e
independientes y estudiando en profundidad el sistema cartesiano, el cual puede estudiarse desde
los primeros afios de escolaridad, porque permite dinamizar el concepto de variacion. Por ejemplo,
es posible plantear situaciones donde la relacion entre variables sea cualitativa, describiendo los
ejes de coordenadas y aportando en el conocimiento de las cantidades proporcionales, en las cuales
es muy adecuado promover el razonamiento multiplicativo, que caracteriza la obtencion de un
valor a través del producto de otros. Por lo tanto, el uso de graficas posibilita formas de ver la

dependencia entre variables, permitiendo asi, el estudio de la nocién de funcion.
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Conceptos como el de funcion, en el que la variacion predomina, pueden desarrollarse
utilizando las representaciones expresadas anteriormente, en las que también se permite el
conocimiento de conjuntos y de sus relaciones entre si. Luego de esto, vienen los tipos de
funciones, donde las caracteristicas de los mismos serian el punto de rigor para comprender los
patrones dados. Es aqui, donde las calculadoras gréficas y el uso de las tecnologias similares,
aportan al mejoramiento de la comprension de la variacion y, por lo tanto, de la conceptualizacion

de aspectos como el de funcion.

Los lineamientos curriculares presentan de esta manera el pensamiento variacional, haciendo
énfasis en que el significado y sentido de la variacion se puede acentuar con el uso de situaciones
problema, ademas, la utilizacion de representaciones gréaficas, algebraicas y tablas, permite
referirse con mayor precision a fenémenos de cambio relacionados con la vida cotidiana o &reas
del conocimiento en general. De esta manera y, particularmente, los Lineamientos Curriculares
(1998) afirman que la “organizacién de la variacion en tablas, puede usarse para iniciar en los
estudiantes el desarrollo del pensamiento variacional por cuanto la solucién de tareas que

involucren procesos aritméticos, inicia también la comprension de la variable y de las formulas”.

(p. 50)

2.1.2 Estandares Béasicos de Competencias
La nocion de derivada aparece en los Estandares Basicos de Competencias en Matematicas
(MEN, 2006), en los grados décimo y undécimo, desde el pensamiento variacional y sistemas

algebraicos y analiticos:
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“Interpreto la nocion de derivada como razon de cambio y como valor de la pendiente de
la tangente a una curva y desarrollo métodos para hallar las derivadas de algunas

funciones basicas en contextos matemdticos y no matemdaticos.” (p. 89)

Pero la derivada también aparece en los Estandares desde el punto de vista de la velocidad

media:

“Resuelvo y formulo problemas que involucren magnitudes cuyos valores medios se suelen
definir indirectamente como razones entre valores de otras magnitudes, como la velocidad

media, la aceleracion media y la densidad media.” (MEN 2006, p. 89)

Podemos ver que la derivada aparece en los estandares como modelo de situaciones: Modelo
situaciones de variacion periddica con funciones trigonométricas e interpreto y utilizo sus

derivadas.

Ademas, para los grados octavo y noveno, la derivada aparece en forma de variacion y por

medio de la definicion de pendiente de una recta, de la siguiente manera:

Modelo situaciones de variacion con funciones polindmicas.

Identifico y utilizo diferentes maneras de definir y medir la pendiente de una curva que

representa en el plano cartesiano situaciones de variacion. (MEN, 2006, p. 87)
Teniendo en cuenta las indicaciones generales y los contenidos, la nocién de derivada, se

plantea a partir de la derivada de una funcién en un punto, utilizando tanto el significado gréfico,

como analitico. Posteriormente, se pasa a la funcién derivada y al calculo de funciones derivadas.
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En este sentido, observamos que la derivada aparece en el curriculo de matematicas, a partir
de los Estandares Béasicos de Competencias en Matematicas, desde los grados octavo y noveno
como una definicidn explicita de pendiente de una recta. En los grados anteriores, la derivada no
aparece explicitamente sino por medio de otros términos como razén de cambio (MEN, 2006).
2.1.3 Derechos Basicos de Aprendizaje

En 2015 el MEN plantea los Derechos Bésicos de Aprendizaje, en adelante DBA, como un
conjunto de saberes fundamentales dirigidos a las comunidades educativas que, al incorporarse en
los procesos de ensefianza, promueven condiciones de igualdad educativa a todos los nifios, nifias
y jovenes del pais. Ademas, expresa que se plantean en concordancia con los Lineamientos
Curriculares y Los Estandares Basicos de Competencias, estableciendo una posible ruta de
aprendizajes para que los estudiantes alcances lo planteado en los Estandares Bésicos de
Competencias. En el caso de grado undécimo, los DBA presentan 17 saberes fundamentales, en

particular, respecto a la derivada se relacionan los saberes 3, 4 y 5 de la siguiente manera:

3) Interpreta la pendiente de la recta tangente a la grafica de una funcion f(x) en un punto A
= (a, f(a)) como el limite de las pendientes de las rectas secantes entre el punto A y puntos sobre
la gréfica que se acercan a A. Es decir, como:

fla+h) —f(a)
h

Utiliza esto para estimar la razon de cambio instantaneo f"(a) para un valor particular de a.

razén de cambio lim fla+h)—f(a) _ pendientede la

instantaneo de f en a h—0 h tangente en A
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»
o o*h °

(a) (b) (¢)

(a) Pendiente de una funcidn. La pendiente de la funcion f(x) se puede definir a traves de la secante que pasa por los
puntos Ay P; también se llama razén de cambio promedio.

(b) Forma en que el segmento AP se hace cada vez tangente a la curva f(x). Cada vez que el punto P se acerca al

punto A, la distancia h tiende a cero y, por lo tanto, se puede definir la pendiente de f(x) en el punto a, llamada f'(a).

(c) Ejemplo de la pendiente de la funcién sen (x) en un punto dado.

Figura 1. El punto P de la gréafica (a) se acerca al punto A a través de f(x), gréafica (b). En la tabla de la grafica (c) h
tiende a 0 cuando f(x) tiende a 0,5403, dado el punto (1, sen (1)). Tomado de Ministerio de Educacion Nacional, 2015.

Derechos Bésicos de Aprendizaje. Bogota: MEN.

4) Reconoce la derivada de una funcion como la funcion de razén de cambio instantaneo.
Dada la gréafica de una funcion, dibuja de manera aproximada la grafica de la derivada,
identificando claramente los ceros de la derivada y los intervalos donde ésta es negativa y positiva.

Por ejemplo, como lo muestra la figura 2:
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m=pendiente
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Figura 2. Gréficas de una funcion f(x) y de la derivada de f(x). La grafica de f(x) muestra el signo de la pendiente y
la derivada de f'(x) indica los ceros de la misma. Tomado de Ministerio de Educacion Nacional, 2015. Derechos
Basicos de Aprendizaje. Bogota: MEN.

5) Conoce las férmulas de las derivadas de funciones polinomiales, trigonométricas,
potencias, exponenciales y logaritmicas y las utiliza para resolver problemas. Por ejemplo, ¢cuél

es el radio de un circulo cuando su area crece a una razon instantanea de 20 cm?/cm?

dA
A=nr2—>5=2nr

Si dA/dr = 20 cm?/cm entonces 2rr = 20, lo cual quiere decir que r = 3,18 cm. Es decir,
cuando r es aproximadamente 3,18 cm el area del circulo crece a una razon (instantanea) de 20

cm? de area por cada centimetro que crece el radio.

La razon de cambio instantaneo del rea es mayor cuando el radio es mayor. Es decir, entre

mayor es el radio del circulo, mayor es el cambio en el area al incrementar el radio un centimetro.
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En estos tres saberes fundamentales, se pretende, en primer lugar que el estudiante interprete
la pendiente de la recta a la gréfica de una funcion en un punto dado; en segundo lugar, que dibuje
la gréafica de la derivada de una funcion, sabiendo que la derivada de la funcion es la funcion de
razén de cambio instantdneo. Y, en tercer lugar, que conozca las formulas de las derivadas de

varias funciones para utilizarlas en la resolucion de problemas.

Ahorabien, en el 2016 el MEN publica los Derechos Basicos de Aprendizaje en una segunda
version como un conjunto de aprendizajes estructurantes que han de aprender los estudiantes en
cada uno de los grados de educacion escolar, desde transicion hasta once. Es menester aclarar que,
este documento del MEN expresa que los DBA por si solos no constituyen una propuesta curricular
y que deben ser articulados con los enfoques, metodologias, estrategias y contextos de los
establecimientos educativos. De otro lado, en esta version cada uno de los aprendizajes
estructurantes trae un nuevo elemento Ilamado evidencias de aprendizaje, las cuales expresan
indicios claves que muestran a los profesores si se esta alcanzando el aprendizaje indicado en el
enunciado. A excepcion de las evidencias de aprendizaje, la estructura de los DBA conserva una

forma similar a su version en 2015: enunciado, evidencias de aprendizaje, ejemplo.

En el caso de grado undécimo, los DBA generaron 10 aprendizajes estructurantes, de los

cuales, tres de ellos se refieren a la derivada y expresan lo siguiente:

3) Utiliza instrumentos, unidades de medida, sus relaciones y la nocion de derivada como
razon de cambio, para resolver problemas, estimar cantidades y juzgar la pertinencia de las

soluciones de acuerdo al contexto.

Evidencias de aprendizaje:
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e Reconoce magnitudes definidas como razones definidas como razones entre otras

magnitudes.

e Interpreta y expresa magnitudes como velocidad y aceleracion, con las unidades

respectivas y las relaciones entre ellas.

e Utiliza e interpreta la derivada para resolver problemas relacionados con la vinculacion y
la razdn de cambio de funciones que involucran magnitudes como velocidad, aceleracion,

longitud, tiempo.

e Explica las respuestas y resultados en un problema usando las expresiones algebraicas y

la pertinencia de las unidades utilizadas en los célculos.

Ejemplo: Desde la terraza de un edificio con una altura (ho) de 40 metros, se lanza un bal6n
verticalmente hacia arriba con una velocidad inicial (Vo) de 19 m/s. La altura H que alcanza el

baldn en un tiempo t (en segundos) se puede calcular con la expresion: H = —4,9t2 + vyt + h,

Discute el significado y las unidades del nimero -4,9. Explica la relacion entre las unidades
de las magnitudes involucradas en la expresion para calcular la altura, de manera que ésta quede
expresada en metros. Explica por qué la velocidad se expresa en m/s y la aceleracion en m/s?,
Explica el sentido de la afirmacion “la expresion para H representa la gréafica de una parabola en
el sistema de coordenadas H contra t, pero el movimiento de caida libre puede ser vertical cuando

se suelta un objeto desde cierta altura”

5) Interpreta la nocion de derivada como razon de cambio y como valor de la pendiente de
la tangente a una curva y desarrolla métodos para hallar las derivadas de algunas funciones basicas

en contextos matematicos y no matematicos.
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Evidencias de aprendizaje
e Relaciona la nocion de derivada con caracteristicas numéricas, geométricas y métricas.

e Utiliza la derivada para estudiar la covariacion entre dos magnitudes y relaciona

caracteristicas de la funcion.
e Halla la derivada de algunas funciones empleando métodos graficos y numéricos.

Ejemplo: Cuando un atleta recorre cierta distancia se puede suponer que su velocidad no es
constante, que a partir del momento en que sale empieza a aumentar su velocidad hasta un pico

maximo y que disminuye progresivamente hasta el final. Si se admite que la ecuacion

F(t) = 0,00192¢t(250 — t)

Representa la distancia recorrida por el atleta en metros en t segundos. Averigua la distancia que

ha recorrido cuando alcanza la mayor velocidad. Usa la derivada para construir un argumento.

8) Encuentra derivadas de funciones, reconoce sus propiedades y las utiliza para resolver

problemas.
Evidencias de aprendizaje

e Utiliza la derivada para estudiar la variacion y relaciona caracteristicas de la derivada con

caracteristicas de la funcién.

e Relaciona caracteristicas algebraicas de las funciones, sus graficas y procesos de

aproximacion sucesiva.

e Calcula derivadas de funciones.
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Ejemplo: Un avién vuela a una altitud H cuando comienza su descenso a una pista de
aeropuerto que esta a una distancia L del avion, con respecto al suelo, como se muestra en la figura

3. Asume que la trayectoria de aterrizaje se representa con la grafica de una funcion polinomial
clbica y = ax3 + bx? + cx + d, donde y(-L) = H, y(0) = 0. Encuentra el valor de Z—z enx=0y

d .- d
2 enx =- L. Utiliza los valores de <

el valor de enx=0yenx=-Ljuntocony(0)=0y

209° 4 mz)

y =(-L) = H para mostrar que y(x) = H ( ) )

Trayecioria de atemzaje

Figura 3. Vuelo de un avion a una altitud H descendiendo a una pista de aeropuerto. Tomado de Ministerio de
Educacion Nacional, 2016. Derechos Basicos de Aprendizaje, Volumen 2. Bogota: MEN.

Se puede observar que tanto en los Lineamientos curriculares, como en los Estandares
Basicos y en los DBA, la resolucion de problemas es considerada como parte integral del
aprendizaje de las matematicas, ademas que los estudiantes deben ser preparados en la
construccién de nuevos conocimientos matematicos utilizando la resolucion de problemas en
contextos matematicos y en otros &mbitos, adaptando estrategias, reflexiones y analisis en dichos
procesos. En la resolucion de problemas un concepto muy importante es el de heuristica, que alude

a los métodos exploratorios y se conoce como la ciencia del descubrimiento, pues permite

! Tomado de Calculo de una variable. Finney, Demana, Waits y Kennedy. Prentice Hall Segunda Edicién, 2000
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desarrollar procesos de razonamiento que ayudan a la comprension del objeto o tema estudiados.
Este concepto es uno de los principales protagonistas en la elaboracion de este trabajo, pues lo que
se busca a la hora de la elaboracion de los disefios que se van implementar con los estudiantes es,
justamente, trabajar el objeto matematico derivada con registros de representacion que, como se
dijo anteriormente, permiten una mayor comprension del objeto estudiado con un tratamiento
acorde a lo que exigen los elementos curriculares presentados, la teoria de Duval, la resolucion de
problemas, entre otros elementos tedricos. Este seria un disefio novedoso que aporta al campo de
la Educacion Matematica, porque usualmente las entradas clasicas se realizan siempre desde la
parte algebraica y luego la analitica, dejando de lado la parte de la interaccién y las
representaciones visuales. Lo dicho anteriormente se interpreta en el sentido en que el estudiante
pueda también analizar los enunciados en lenguaje natural, algebraico, gréfico y que dicho analisis
le permita obtener una variedad de elementos, como las propiedades del objeto en cuestion, para
resolver la situacion dada, a través de la variacion. Esta parte nos es Util para analizar los procesos
semidticos y cognitivos desarrollados por los estudiantes y para ello, serd vital el uso de
representaciones semidticas en la aplicacion de situaciones problema a resolver. Se ampliara lo
concerniente a la resolucion de problemas en el siguiente apartado con los trabajos de De Faria
(2008) y Alonso & Martinez (2003), donde se realizan reflexiones al respecto y se establecen
algunas caracteristicas historicas de su aplicacion como via eficaz en la ensefianza de las
matematicas; desde las propuestas de Pappus (300 D.C.), Schoenfeld (1985), entre otros.
2.2 La Resolucién de Problemas

En la actualidad, uno de los retos en las matematicas es continuar en la contribucion del
progreso cultural, por esto, es necesario conservar y difundir el legado matematico desarrollado a

traves del tiempo, lo cual infiere gran esfuerzo muy bien organizado de la comunidad matematica.



CARACTERIZACION SEMIOTICA-COGNITIVA EN LA DERIVADA 39

En suma, los procesos de ensefianza y aprendizaje de las matematicas, que son inherentes a los
aspectos sociales y culturales, han mostrado muchas dificultades en los estudiantes, por lo que se
han presentado estudios acerca de procesos de comunicacion, adquisicion y comprension de las
matematicas, realizados por una extensa comunidad cientifica que desde hace muchos afios

continua en investigaciones al respecto.

Teniendo en cuenta lo anterior, y tomando como referente la resolucion de problemas, se
pueden citar los trabajos de G. Polya, Descartes, Leibniz, Euler, Poincaré, Hadamard, que han
contribuido a otras investigaciones. No obstante, una de las dificultades que se contintan
presentando en los estudiantes frente a la ensefianza de las matematicas es la resolucién de
problemas, lo que ha llamado la atencion en fijar la mirada en los procesos de ensefianza y
aprendizaje de la resolucion de problemas, que pueden impulsar en los estudiantes potencialidades
y dotar de significado los fendmenos de la vida cotidiana. Desde este punto de vista, se considera
en el presente trabajo, la resolucion de problemas como una actividad fundamental en la ensefianza
y aprendizaje de las matematicas, para el cual se traerd a colacion algunos breves elementos
historicos que lo caracterizan y que contienen conceptos tales que permiten mejorar el pensamiento

y razonamiento matematico de los estudiantes.

La resolucién de problemas destaca aspectos esenciales en el quehacer matematico. Sin
embargo, segin Rico (1988), es en la década de los 70 en la que esta actividad se establece como
un campo auténomo en el que se puede investigar sistematicamente. Autores como Brown (1983)
la han considerado, dentro de las matematicas, como una gran innovacion en la década de los 80;
asi mismo se agregan investigaciones al respecto por filésofos como Descartes y Dewey,

psicologos como Newel, Simon, Hayes y Vergnaud, matematicos como Hadamard y Polya,
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educadores matematicos como Steffe, Nesther, Kilpatrick, Bell, Fishbein y Greer, quienes con
enfoques diferentes han dejado ver que no existe una caracterizacion universal de la resolucion de

problemas (A. Tortosa, 1999).

Segun Schoenfeld (1985), hay cuatro enfoques que sintetizan los trabajos sobre resolucion
de problemas a nivel internacional: problemas presentados en forma escrita, sencillos pero la
Matematica siempre vista en el contexto del “mundo real”; matematicas aplicadas o modelos
matematicos, tratamiento de problemas que reflejan el “mundo real”; el estudio de los procesos
cognitivos de la mente, es decir, aspectos del pensamiento matematico relacionados con problemas
relativamente complejos; finalmente, la determinacion y ensefianza de los tipos de habilidades

requeridas para resolver problemas matematicos complejos, basado en el trabajo de Polya (1945).

Desde el punto de vista de Schoenfeld, (1985) la resolucion de problemas se define como el
uso de problemas o proyectos dificiles por medio de los cuales los estudiantes aprenden a pensar
matematicamente. La palabra “dificil” se refiere a la dificultad intelectual o el desconocimiento de
un algoritmo que lleve a la persona o resolutor a la solucion. De aqui, que la dificultad de un
problema sea relativa, pues depende del conocimiento del resolutor. De otro lado, se asume el
pensar matematicamente como el ejercicio de habilidades para formar categorias coherentes,
utilizar procesos de cuantificacién, para construir representaciones simbolicas del entorno y
desarrollar las competencias para resolver situaciones problemas cotidianos (Cruz, 1995).
Finalmente, es bueno referirse al resolutor como al estudiante que se encuentra resolviendo cierto

problema.

Puesto que la resolucion de problemas no es una tendencia nueva, debido a las

investigaciones que los cientificos han presentado y que se refieren al tratar de comprender y
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ensefar habilidades frente a dicha cuestion, segin R. Delgado (1999) se han clasificado en dos
etapas delimitadas por el trabajo de G. Polya (1945). La primera etapa, desde la antigtiedad hasta
1945, destaca los siguientes tres aportes: el primero, del filésofo griego Sdcrates, siglo V a.C., en
el Didlogo de Platon, donde dirigié con preguntas a un esclavo para llegar a la solucién de un
problema que consistia en la construccion de un cuadrado de area doble a la de un cuadrado dado.
El segundo, del filésofo francés René Descartes, siglo XVII, con los modelos del pensamiento
productivo o consejos para aquellos que quisiesen resolver problemas con facilidad. El tercero, del
matematico suizo Leonard Euler, siglo XVIII, quien introdujo reflexiones de técnicas utilizadas
por él y aplico la educacion heuristica en sus estudiantes. No obstante, estos trabajos no reflejaron
cambios en el proceder educacional equivalentes a ver la resolucién de problemas como una via

en la ensefianza de las matematicas, Delgado (1999).

La segunda etapa, desde 1945 a la actualidad, tiene como autor principal a G. Polya (1945)
con sus obras How to solve, Mathematical and Plausible Reasoning (1954) y Mathematical
Discovery (1965), siendo la primera un importante estimulo para los autores posteriores quienes
han investigado al respecto. En suma, un momento relevante en esta etapa es la vuelta hacia lo
basico como salida a la crisis planteada por la Matematica moderna, que, segin Schoenfeld (1985),
transforma a la resolucién de problemas en el nlcleo central de las matematicas de los 70. Otro
aspecto que no puede pasar inadvertido es la creacion de los Estandares Curriculares por el Consejo
Nacional de Profesores de Matematica de los Estados Unidos, 1980, donde se considera esta
actividad como eje central del curriculo. En la década de los 80, el autor Allan Schoenfeld estudia

y critica el método de G. Polya, mostrando subestrategias mas alcanzables al trabajo con
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estudiantes, y planteando categorias que permiten reflejar formas de solucionar problemas;

también publica en 1985 su obra Mathematical Problem Solving.

En esta etapa tenemos autores como L. Fridman y E. Turetski, Union Soviética, quienes en
1989 traen su libro Como aprender a resolver problemas, donde ubican elementos tedricos,
desarrollando estrategias de resolucion. En esta década, el Informe Cockcroft (1985), muestra un
andlisis comprensivo de la matematica de Inglaterra y Pais de Gales, donde en el capitulo 6 expresa
que la resolucion de problemas es consustancial a las matematicas, las cuales son utiles
aplicdndolas en una situacion concreta, los estudiantes lograrén cierta experiencia en la aplicacion
de las matematicas en la resolucion de problemas que no necesariamente comprendan repeticiones

de ejercicios vistos, Tortosa (1999).

Llegados los afios 90, la resolucién de problemas se convierte en un tema central en
diferentes espacios de investigacion, constituyéndose en una actividad trascendental de estudio en
el campo de la Educacion Matematica. Por ejemplo, podemos ver que en universidades como
Granada, Valencia y Barcelona, en Espafia, se destacan los trabajos de L. Rico y J. Gascon sobre
resolucion de problemas; asi como en México, con los aportes de Santos Trigo (1993) como
Learning Mathematics: A perspective base don problems solving. También en Cuba, se pueden
citar los trabajos del grupo BETA, en el que la Dra. H. Hernandez, ha desarrollado investigaciones
en el nivel superior, asi como en los niveles de ensefianza primaria donde encontramos autores
como A. Labarrere, L. Campistrous y C. Rizo. Asimismo, se puede mencionar los trabajos de tesis
doctorales de Delgado, R. (1999), Llivina, M. (1999), Jiménez, M. (2000), Ferrer, M. (2000),

Rebollar, A. (2000) y Alonso, 1. (2001), entre otros.
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Ahora bien, una forma de describir el papel importante que juega la resolucién de problemas
en la ensefianza de las matematicas, es mostrando diferentes paradigmas o formas ideales de
abordar los problemas, que se presentan en la préctica docente real y que estan basados en los
trabajos de J. Gascon (1994) y Chevallard (1992). El paradigma teoricista, considera a la
resolucion de problemas como un aspecto secundario en el proceso didactico global, dejando de
lado las tareas dirigidas, convirtiendo problemas en aspectos triviales y rutinarios. El paradigma
tecnicista, hace énfasis en las técnicas simples, teniendo el conductismo como base principal. El
paradigma modernista pretenderia superar los anteriores, en el sentido de brindar primacia al
momento exploratorio, preservando la descontextualizacion de los problemas y basandose en la
psicologia genética. El paradigma constructivista, elabora nuevos conocimientos y relaciona el
momento tedrico con el exploratorio, otorgandole importancia a la actividad de resolucion de
problemas en la génesis de los conceptos; deja de lado la técnica y presenta los problemas de
manera aislada. El paradigma procedimental, orienta al alumno en las técnicas utilizadas pero
descuida el momento teérico, pues proporciona problemas prefijados. EI paradigma de la
modelizacion, construye un modelo para un sistema determinado, buscando conocimientos
relativos a los sistemas modelados; presenta limitaciones en los momentos de la técnica y deja los
problemas aislados. El paradigma de los momentos didacticos retne los problemas en funcién de
las técnicas con el fin de estudiarlas, utilizarlas y producirlas; relacionandose con la técnica, la

teoria, los aspectos procedimentales y de modelizacion.

De acuerdo con los autores Alonso & Martinez (2003), en su articulo sobre resolucion de
problemas, donde se realiza una caracterizacion histérica de su aplicacion como via eficaz para la

ensefianza de las matematicas, este ultimo paradigma es el que se debe implementar, desarrollar y
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aplicar en los procesos de ensefianza, pues integra actividades matematicas, alcanzando cierta
estabilizacion de los procesos didacticos. De otro lado, se puede sefialar las funciones de la
resolucion de problemas en los procesos de ensefianza y aprendizaje, Branca (1980), como
objetivo, proceso y destreza basica. Como objetivo, es bueno indicar su aplicacién y utilidad en la
cotidianidad. Como proceso del pensamiento, aplica conocimientos previos a situaciones nuevas,
reorganizando datos, construyendo estructuras en forma de secuencia, priorizando en
procedimientos y métodos empleados. Finalmente, como destreza basica, plantea objetivos
especificos, organizando tipos de problemas y métodos, haciendo énfasis en los conceptos e
impulsando habilidades. Esta ultima funcion genera el sistema de habilidades matemaéticas,
Hernandez (1984), con base en la teoria psicoldgica de la actividad en los niveles secundario y
terciario de la educacion, donde se analizan tareas matematicas llevadas a cabo en estos niveles y,
ademas, aplicando habilidades béasicas como interpretar, identificar, recodificar, calcular,
algoritmizar, graficar, definir y demostrar. Esto no fue suficiente en la formacién de estudiantes,
por lo que se ha realizado una apertura a trabajos basados en habilidades como modelar
(Rodriguez, T., 1991), fundamentar (Valverde, L., 1990), comparar (Delgado, R., 1995), controlar
(Hernandez, H., 1997), resolver, aproximar y optimizar (Delgado, R., 1999) y representar (Alonso,

1., 2001).

Segun Santos Trigo (1994), las tendencias predominantes en la ensefianza de las matematicas

y la resolucién de problemas serian:

e La existencia de un apartado, identificado al final de un tema, donde se discuten algunas

estrategias y su papel.
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e El uso de problemas seleccionados para aplicar los contenidos, después que los mismos
han sido presentados de forma abstracta a los estudiantes. A partir de aqui se discuten los
pasos en el modelo de G. Polya, proceso que puede ser rigido y rutinario, en el sentido

de que se obliga a seguir las fases cuando puede resolver el problema directamente.

e El inicio del estudio de un determinado contenido matematico a través de la resolucion
de algin problema, donde la solucion del mismo justifica la necesidad de estudiar el

contenido.

e La resolucion de problemas presentada, a través de todo el curso, espacio para discutir
diversidad de problemas, presentar ideas, realizar conjeturas, utilizar ejemplos,

contraejemplos y plantear diferentes métodos en la actividad de resolver problemas.

De igual manera, se menciona lo planteado por Kilpatric (1998), que caracteriza el uso de la

resolucion de problemas como via para ensefiar matematicas:

e Andlisis de problemas como vehiculo para tener alcances a nivel curricular, como la

motivacion, recreacion, justificacion o practica.

e Resolucién de problemas como una de habilidades que se debe ensefiar en el curriculo.

e Resolucién de problemas tomada como un arte, simulando la actividad matematica en el

aula.

Para finalizar este apartado sobre resolucién de problemas, se mostrara algunos aspectos del
enfoque Open-Ended, por Becker & Shimada (2005), utilizado por Japén en las aulas y que lo
expresa De Faria (2008), en su articulo sobre algunas reflexiones en la resolucién de problemas.

En la década de los 70 se impulsd en Japon la investigacion en el tema, centrando los problemas
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tradicionales de respuesta Gnica como completos o cerrados; y los de variedad de métodos como

abiertos. El enfoque Open-Ended consiste en los siguientes aspectos:

e Presentar un problema abierto a los estudiantes.

e Brindar el tiempo adecuado, individual o grupalmente, en busqueda de innovaciones en

los procesos.

e Comparar las soluciones obtenidas, argumentando, discutiendo y estableciendo

preguntas.

Generalmente, en las escuelas japonesas, los procedimientos corresponden a una Unica idea
central, desarrollada y extendida. En el enfoque mencionado anteriormente, el profesor orienta la
clase motivando la participacion de nuevas ideas, promoviendo los aportes y conceptualizando
respecto del tema. Las ventajas atribuidas al enfoque serian el incremento de la participacién
activa, expresion de ideas propias, utilizacién del conocimiento propio y habilidades matematicas,
impulso de la creatividad y el trabajo colaborativo, ganancia de experiencias cognoscitivas e
incremento de la autoestima. Una desventaja puede ser el disefio de problemas abiertos interesantes
y que se puedan desarrollar en una leccion. En suma, se puede expresar que las caracteristicas de
una leccién de matematicas en la escuela japonesa son: relacion explicita entre los temas tratados,
es decir, la coherencia e integracion cognoscitivas; mayor tiempo a temas matematicos
importantes; mayor tiempo de trabajo en actividades no rutinarias, nuevas soluciones,

aplicaciones; méas conceptos desarrollados que aquellos solo establecidos.

La resolucion de problemas se convierte asi, en una actividad muy importante en el trabajo

con los estudiantes frente a los procesos de ensefianza de las matematicas, pues como se ha
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expresado, ocupa ya un lugar primordial de investigacion desde diversas ciencias como la
psicologia, y con mayor razén en el campo de la Educacion Matemaética, donde se le ha dado
relevancia a los procesos curriculares y la utilizaciéon de herramientas como las representaciones
semioticas, en busqueda de mejorar los procesos y las técnicas empleadas, apoyando asi, la
compresion de los temas u objetos matematicos que, para muchos estudiantes son de gran

dificultad en su aprendizaje.

En el siguiente apartado veremos la nocion de derivada, desde el punto de vista matematico,
es decir, teniendo presente su definicién como factor importante para este objeto matematico que
se estudia en este trabajo. Esta definicion de derivada nos muestra, ademas, una mirada a la forma
en que se utiliza la expresion algebraica y la utilizacion de simbologia matematica necesaria en el

discurso en el aula referente al objeto en estudio.

2.3 La Nocion de Derivada
El objeto matematico involucrado en este trabajo de profundizacion es la derivada, el cual
implica un vasto y riguroso tratamiento en cuanto a su definicion se refiere; pero para los objetivos

que se pretenden, se requiere acoger simplemente a la nocion de derivada.

El concepto de derivada en matematicas es fundamental en el calculo (Apostol, 1979), pues
permite establecer elementos que caracterizan el comportamiento de una funcion. La nocion de
derivada de una funcion, es un concepto clave del célculo, el cual conlleva diversos aspectos: su
perspectiva grafica, como pendiente de la tangente a la curva; su perspectiva analitica, como limite
del cociente incremental; su caracter puntual o global —es decir, en intervalos— y, segun exija la

resolucion de una determinada tarea, se puede utilizar aspectos que relacionan a f" y 7, que
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representan los simbolos de la primera y segunda derivada de una funcién. En conclusion, se puede

mostrar la derivada desde una perspectiva analitica y grafica.

Apostol (1979) define la derivada de una funcion en un punto ¢ como un limite de la siguiente

manera:

Sea f una funcion definida por lo menos, en un intervalo abierto (a, b) del eje x. Se elige un

punto x en este intervalo y se forma el cociente de diferencias:

fx+h) - f(x)
h

Donde el numero h puede ser positivo 0 negativo (pero no cero), y tal que x+h pertenezca
también a (a,b). EI numerador de este cociente mide la variacion de la funcion cuando x varia de

x a x+h. El cociente representa la variacion media de f en el intervalo que une x a x+h.

Seguidamente se hace tender h a cero y se estudia lo que le ocurre a ese cociente. Si tiende
hacia un cierto valor como limite (y serd el mismo, tanto si h tiende a cero con valores positivos
como negativos), entonces ese limite se denomina derivada de f en x y se indica por el simbolo
f'(x) (se lee « f prima de x »). Con lo que la definicion formal de f'(x) puede establecerse del

siguiente modo:

La derivada f"(x) esta definida por la igualdad:

fx+h) - fx)
h

f'(x) = lim
h—-0
Con tal que el limite exista. EI namero f"(x) también se denomina coeficiente de variacién

de f en x.



CARACTERIZACION SEMIOTICA-COGNITIVA EN LA DERIVADA 49

Para llegar a esta definicion de derivada ha sido necesario un largo camino, que comienza
en la Grecia clasica (con los primeros problemas de tangentes y célculo de areas) y termina en el
siglo XIX cuando se formula el concepto en forma de limite con la definicién epsilon-delta. Hasta
Newton y Leibniz no se considera realmente el comienzo del calculo. A continuacion, veremos

brevemente el desarrollo histérico de la derivada.

Desde el punto de vista histérico, Alesandrov et al. (1988) sefialan que hay varios tipos de
problemas que llevaron a los conceptos del célculo infinitesimal (derivadas e integrales), el
problema de las tangentes y el problema de las cuadraturas. Dentro de cada uno de estos tipos hay
diferentes clases, asi estan los problemas de movimientos, y los propiamente referidos a trazar la
tangente a una curva, entre los del primer tipo (derivadas) problemas de areas y de volimenes
entre los segundos (integrales). Para Gonzalez (1992) desde el principio los problemas de

diferenciacion se presentan no sélo a propo6sito de tangentes sino también de velocidades.

Sin entrar en un andlisis exhaustivo de la nocidn, estos problemas relativos a tangentes y
cuadraturas se venian abordando desde la antigliedad (Grecia clasica) pero lo que existia era una
coleccién de métodos particulares, no existian algoritmos generales (Katz, 1993). Disponer de
métodos generales para resolver estos problemas es una de las caracteristicas del célculo
infinitesimal, la otra caracteristica de la fundacion del calculo es la de tomar conciencia de la
reciprocidad entre el célculo de cuadraturas y la determinacion de tangentes y de su importancia

(Durén, 1996; Katz, 1993).

Edwards (1979) sefiala que los trabajos de Arquimedes relativos a tangentes de la espiral,

son de los pocos trabajos de naturaleza “diferencial” en la antigiiedad; a pesar de que también
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obtiene &reas y volumenes no se le considera descubridor del célculo ya que sus métodos no son

suficientemente generales y no relaciona los problemas de &reas y tangentes.

Entre los predecesores de Newton y Leibniz podemos citar a Cavalieri con sus indivisibles,
a Descartes y Fermat. Fermat que introduce un método para el calculo de maximos y minimos
basado en la tangente a una curva, denominado “adigualdades” consistente, esencialmente, en
calcular la derivada e igualar a 0 (Sean, 1994; Gonzélez, 1992). También hacen aportaciones por
las que son mas conocidos como es la geometria analitica, en la que la ecuacion f(x,y)=0 es una

curva, este descubrimiento jugara un papel importante en los trabajos de Newton y Leibniz.

Para Kleiner (2001), Newton y Leibniz inventan el concepto general de derivada e integral,
reconocen la diferenciacion e integracion como operaciones inversas, desarrollan notaciones y
algoritmos que hacen del calculo un potente instrumento computacional. La notacion de Leibniz

ha llegado hasta nuestros dias, se siguen utilizando los diferenciales dx, dy, y el cociente dy/dx.

Newton parte de plantear el problema de calcular la velocidad (fluxién, x) de un movimiento

x (fluente), su notacion pervive aun en los libros de fisica.

Newton calcula “fluxiones” de curvas dadas por f(x, y)=0, utilizando la idea de momento
infinitamente pequefio de tiempo (momento de un fluente) que se describe como “razon Ultima de
las cantidades evanescentes”, de forma intuitiva se corresponde con la idea de limite (Katz, 1993).

Newton considera las fluxiones de x e y de la siguiente forma:

d d x d
=d—f y:—y:laderivadaf,z—y

x dt y dx
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Newton llega a establecer el Teorema Fundamental del Célculo y hace una aplicacion
importante del mismo, calcula las areas por antidiferenciacion y no mediante limites de sumas

(Edwards, 1979).

Otra figura clave en el desarrollo del calculo tal y como lo conocemos hoy es Euler, que
introduce el concepto de funcion y sobre el que se van a apoyar los posteriores avances, hasta Euler
la base del célculo son las curvas (f(x, y)=0). Euler introduce formalmente el concepto de funcién

como:

“Cualquier expresion analitica formada, de modo arbitrario, a partir de una

cantidad variable y de constantes” (Kline, 1972, vol. Il, p. 539)

Euler también introduce la derivada mediante los cocientes a partir de razones de
incrementos evanescentes, para Euler las derivadas se obtienen con cantidades infinitamente
pequefas (diferenciales) que pueden considerarse 0 en el limite. Por ejemplo, si y = X", entonces
y = (x+dx)" = x"+nx"1dx+(dx)?... y por tanto dy = y’-y, puede despreciarse (dx)? en comparacion

a dx (Katz, 1993).

En el siglo XVI1II, se plantea la cuestion de los fundamentos del calculo por las criticas a
Newton y Euler. Para soslayar la “evanescencia de las razones ultimas de Newton”, D" Alambert
da una definicion de derivada mediante el limite de cocientes incrementales, y no basada en
cantidades “infinitamente pequenas” (Edwards, 1979), su definicién viene dada por (Ay/Ax),

aunque no define de manera precisa el limite (Edwards, 1979).
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Lagrange en 1800 intenta dar fundamento al célculo sin referencias a infinitésimos, introduce
la notacion de las derivadas y define la derivada mediante el coeficiente de h en el desarrollo en
serie de f(x+h) que puede obtenerse para cualquier funcion?. En su intento por fundamentar el

calculo pretende huir del limite y recurre a las series (Kleiner, 2001).

En el siglo XIX, Cauchy intenta dar rigor al analisis definiendo el concepto de limite, define
la derivada de una funcion en un punto x como el limite de la razon de diferencias w
cuando h es infinitamente pequefia. De la derivada de una funcién en un punto pasa a definir una

., . . - +h)— <.y
nueva funcién, para cada x se le asocia el limite de w La definicion basada en €-6 es

propuesta por Weiertrass y se basa en las propiedades de los numeros reales, y en este momento
el fundamento del anélisis se aleja de la geometria y se acerca a la aritmética “aritmetizacion del

calculo” (Kleiner, 2001).

Actualmente la definicion de derivada que se utiliza viene dada a través del limite

fx+h)=f(x)

P , pero la nocién de limite como se ha visto es posterior a la de derivada, y se introduce

en el siglo X1X con objeto de dar una justificacion rigurosa al concepto derivada (Durén, 1996).

En el articulo “Una propuesta didactica para la ensefianza del concepto de derivada”, los

autores Alvarez, Colorado y Ospina (2013) sefialan:

Estas dificultades también se reflejan en los programas de la Universidad del

Quindio, la falta de comprension de los conceptos matematicos limita los

2 para Lagrange cualquier funcion es desarrollable en serie (Katz, 1993)
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desempefios de los estudiantes en los cursos de matematicas, conllevando al fracaso
y la desercidn universitaria, en especial los estudiantes que ven célculo diferencial.
(Sanchez, 2007). Artigue et al. (1995) afirman que es una ensefianza marcada por la
manipulacion de formulas evidenciada en la determinacion del limite, derivada o
integral de una funcidn, en lugar del analisis de estos conceptos y su aplicacion en

la solucion de los problemas del entorno académico y social del estudiante. (p. 105)

Lo anterior muestra que es constante la falta de conceptualizacion en los estudiantes y la
implementacién de formulas que no dan resultados en los aprendizajes. Por lo tanto, es importante
abordar estudios sobre la nocion de derivada porque permite a los estudiantes conocer mejor sus
propiedades, saberlas utilizar y resolver problemas sobre derivadas que se aplican en otras ciencias
como en fisica. La argumentacion de los estudiantes, fundamental en el proceso de aprendizaje de
las matematicas (Maldonado, 2015), tiene especial valor para construir el significado de conceptos

y nociones, como en este caso el de derivada.

En la ensefianza de la derivada no es suficiente con plantear una definicion, escribir en un
tablero sus propiedades y trabajar ejercicios relativos al tema. La nocién de derivada implica que
se debe indagar sobre el limite de funciones, reforzar aspectos del algebra basica para fomentar el
mejoramiento de las propiedades mencionadas; un buen manejo de la factorizacion y las

expresiones algebraicas, puede conducir a una adecuada apropiacion de la nocion de derivada.

2.4 Algunos Elementos Semioticos y Cognitivos Frente al Trabajo con la Nocion de Derivada

Las actividades cognitivas fundamentales como la conceptualizacion, el razonamiento, la

resolucion de problemas o la comprension de textos, representan aspectos centrales de
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investigacion en el aprendizaje de las matematicas, el cual por la complejidad que encierran ciertos
componentes, necesita utilizar sistemas de expresion y de representacion que difieran del lenguaje
natural o de las imégenes tales como escrituras algebraicas, graficos cartesianos, tablas de datos,
entre otros. De acuerdo con Duval (1999), no puede haber comprensién en matematicas si no se
distingue un objeto de su representacion, toda confusion entre el objeto y su representacion genera
una pérdida en la comprension, es decir, el conocimiento adquirido se hace inutilizables por fuera
de su contexto de aprendizaje. Ademas, las representaciones semioticas, producciones constituidas
por el uso de enunciados en lenguaje natural, férmulas algebraicas, graficos, entre otros; equivalen
al medio por el que una persona exterioriza sus representaciones mentales, es decir, las hace
visibles a los demas. En este sentido, las representaciones semidticas cumplen una funcion de
comunicacion. En el presente apartado, se veran algunos elementos semi6ticos y cognitivos en el
trabajo con la derivada.
2.4.1 Registros de Representacion Semidtica (Lengua Natural, Registro Grafico, Registro
Algebraico, Registro Auxiliar, Tabulacion)

Hablar de sistemas de representacion infiere tener presente el analisis de contenido referente
a la derivada, pues éste permite describir la derivada a partir de la perspectiva didactica. Segun

Gomez (2000):

Con este andlisis el profesor busca producir una descripcién estructurada y sistematica
del contenido matematico desde la perspectiva didactica. Para ello, él debe construir la
estructura conceptual de este contenido, en la que sea posible identificar los conceptos y
procedimientos involucrados, junto con los sistemas de representacion que permiten

referirse a esos conceptos y procedimientos. Adicionalmente, el profesor debe realizar un
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analisis fenomenoldgico que le permita identificar los fendbmenos naturales, sociales y
matematicos que pueden ser modelizados por subestructuras matematicas contenidas en

la estructura anterior. (Gémez, 2000, p. 3)

Asimismo, Gémez (2007), expresa sobre el analisis de contenido que es “el procedimiento
en virtud del cual el profesor puede identificar, organizar y seleccionar los significados de un
concepto o estructura matematica dentro del contenido de las matematicas escolares”. Es decir, las
matema@ticas escolares corresponden al andlisis de contenido, cuyo propoésito es describir la
estructura matematica a partir de la ensefianza y aprendizaje en el aula de clases; ademas, es de
considerar tres organizadores de curriculo que son: la estructura conceptual, los sistemas de

representacion y la fenomenologia del tema matematico de la derivada (Solano, 2017).

La estructura conceptual se refiere a la descripcion de la estructura matematica de un tema
de las matematicas escolares, teniendo como base los conceptos y sus relaciones; asi como
teniendo en cuenta los sistemas de representacion, los modelos y fendmenos inscritos. Segun Rico
(1995): “los conceptos son aquello con lo que pensamos y, segun su mayor 0 menor concrecion,
podemos distinguir tres niveles de conocimientos en el campo conceptual” (Rico, 1995, p. 11). Es
asi, que los conceptos representan las unidades de informacion relacionadas entre si v,
frecuentemente, permiten representaciones graficas o simbolicas. Estas unidades no estan aisladas,
sino que pueden formar redes conceptuales muy valiosas. Al respecto, segun Thurston (1994), se
presentan en la tabla 1, diferentes formas de significado simbodlico de la derivada, donde la

derivada como méximos y minimos esta dada segun Pino-Fan, Castro, Godino, Viceng (2013).

Tabla 1l

Diferentes formas de concebir la derivada
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Concepcion Accion Notacion
Infinitesimal Razo6n de cambio (A_y)
Ax
Simbolica Cambiar un simbolo por otro (x™) = nx"1
(kf) = kf’
F+9)=f+g
f9)=f9g+9f
(1)' _f9-fg
g g*
(F(g@)) = F(9())g' )
Légica Rigor de escritura Ve>0,36>0|f(x)=6
‘[f(x + Ax) — f(x)] 5‘
© - <&
Ax
Geomeétrica Calcular la pendiente de la M = tana
recta tangente
Tasa (Rate) Velocidad instantanea i f(t) —f(®
tl—gll t1 - t
Concepcion Accidn Notacion

Aproximacion (Derivada de

Caratheodory)

Microscopica

Algebraica
Analitica

Intuitiva: razén de cambio

Continuidad de la funcion de Mejor aproximacion lineal de

pendientes de las rectas la funcién

secantes ancladas en un punto

Dinadmica Limite haciendo zoom en la

funcion
f(x+h)—f(x)

h
y fx+h)—f(x)
m
h—0 h

Limite de rectas

Cociente diferencial

Limite del cociente diferencial

Rectas secantes. secantes

Razon de cambio promedio Razon de cambio instantanea
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Méaximos y minimos Trazado de curvas Problemas de méaximos Yy
minimos
Funcidn Una funcion que asigna al argumento el valor de la pendiente de

la recta tangente

Nota: f y g son funciones, A es un incremento en x e y.>

Como lo muestra la tabla 1, estas acepciones sobre la derivada, muestran cantidad de
conceptos que se van relacionando unos con otros, formando una red simbolica o estructura

conceptual necesaria de conocer para acceder de mejor manera al objeto de estudio.

El segundo organizador de curriculo que comprende el analisis de contenido se refiere a los
sistemas de representacion, que concierne a los sistemas de signos por medio de los cuales se

designa un concepto. Su importancia reside en que:

e Los sistemas de representacién organizan los simbolos mediante los que se hacen

presentes los conceptos matematicos.

e Los distintos sistemas de representacion aportan distintos significados para cada

concepto.

e Un mismo concepto admite y necesita de varios sistemas de representacion

complementarios.

En la manipulacion de las propiedades y operaciones matematicas, las representaciones

brindan signos o figuras que pueden proceder como expresiones acerca de los conceptos

3 Tomado de: Solano Camargo, S. P. (2017). Las concepciones del concepto de derivada: dos estudios de caso sobre
un matematico y un licenciado en matematicas.
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matematicos estudiados, paralelamente se puede ver el conocimiento matemaético escolar como
una estructura sistémica donde se manejan objetos, relaciones, operaciones y propiedades; por lo
que el caracter sistémico es recibido por las representaciones matematicas (Rico, 2000; Castro &

Castro, 1997).

Los diversos tipos de representacion se pueden clasificar en internos y externos (Duval,
1999; Castro & Castro, 1997): las representaciones internas o mentales, contemplan el objeto a
falta de significante perceptible (Duval, 1999), mientras que las representaciones externas se
producen de manera visible por el sujeto para comunicar (Duval, 1999; Castro & Castro, 1997).
En esta clasificacion, aunque las representaciones se opongan, se presenta una gran relacion, pues
las representaciones externas tienen doble funcién, que es comunicar las representaciones mentales
permitiendo el acceso al resto, mientras que la segunda es el trabajo que ejerce en la produccién
de las representaciones mentales (Duval, 1999). Segun Castro & Castro (1997), las
representaciones externas equivalen a estimulos para los sentidos en los procesos de elaboracién

de nuevas estructuras mentales.

Para mirar de qué manera los sistemas de representacion contribuyen al aprendizaje de un
concepto, es requerido gque se distinga el concepto de sus representaciones externas, las cuales son
primordiales en la comprensién del concepto. Hitt (1998), afirma que para distinguir un objeto
matematico de su representacion se hace necesario que el estudiante represente dicho objeto, al
menos, de dos maneras diferentes. De otro lado, una representacion de un concepto matematico
no es suficiente, pues sélo presenta algunas propiedades notables, lo permite afirmar que, para la
mejor comprension de un concepto matematico, son necesarios varios sistemas de representacion

(Duval, 1999; Castro & Castro, 1997).
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La parte fundamental de la utilizacion de los sistemas de representacién en los procesos de
ensefianza y aprendizaje radica en que su aplicacion sea significativa y coherente, pues de ello
depende una acertada caracterizacion del concepto, como lo sostienen Castro & Castro (1997, pp.
103 — 104): “no hay un unico sistema capaz de agotar en su totalidad la complejidad de relaciones
que cada concepto encierra”; de esta manera, es importante decir que los usos simultaneos y
descontrolados de los sistemas de representacion ocasionan problemas y dificultades en los

procesos.

De acuerdo con lo anterior, es necesario complementar la importancia de los sistemas de
representacion con tres aspectos basados en los trabajos de Bedoya, 2002; Duval, 1999; Castro &

Castro, 1997):

1. El manejo de los sistemas de representacion requiere del nivel de competencia de los

profesores y alumnos para usar las diferentes representaciones.

2. Es esencial en el trabajo en el aula, no abusar de las potencialidades que ofrece a cada
concepto los sistemas de representacion, pues sus usos simultaneos y no controlados

pueden crear dificultades en el aprendizaje.

3. El docente debe prestar atencion al papel que asigna a las representaciones icnicas en
el proceso de ensefianza, pues la creencia de que éstas son mas naturales, puede implicar
estructuras conceptuales complejas para los estudiantes, lo que podria desmejorar los

procesos de ensefianza y aprendizaje (Castro & Castro, 1997).

Rico (2000), establece una caracterizacion de las representaciones en el campo de la

Educaciéon Matematica:
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Las representaciones matematicas se han entendido, desde entonces, en sentido amplio,
como todas aquellas herramientas -signos o gréaficos- que hacen presentes los conceptos y
procedimientos matematicos y con las cuales los sujetos abordan e interactian con el
conocimiento matematico, es decir, registran y comunican sus conocimientos sobre las
matematicas. Mediante el trabajo con las representaciones las personas asignan

significados y comprenden las estructuras matematicas. (Rico, 2000, pp. 1)

Desde el punto de vista cognitivo, la representacion de un concepto matematico implica un
sistema semidtico particular y usual, lo que conlleva a que las estructuras matematicas vayan

acompafadas de varios sistemas de representacion. No obstante, se puede inferir que:

No es usual considerar cuales son los aspectos y propiedades de un concepto o estructura
matematica que se destacan mediante cada tipo de representacion. Cada uno de los modos
de representacidn, junto con las reglas que los acompafian, propone una caracterizacion
distinta del correspondiente concepto. Identificar los conceptos con cualquiera de sus
representaciones es una simplificacion escolar, inadecuada para la investigacion en
Educacion Matematica. Por ello se deben diferenciar varios tipos de representacion en

cada concepto. (Rico, 2000, p. 8)

De otro lado, Duval (2004) asegura que “la utilizacion de representaciones semidticas es
primordial para la actividad matematica y para serle intrinseca”. Es asi que, en un tratamiento
matematico no puede faltar un sistema semiético de representacion. De acuerdo con Duval (1998),
hay tres actividades cognitivas en relacionadas con la semiosis, que permiten que un sistema

semidtico sea un registro de representacion:

e La presencia de una representacion identificable.
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e El tratamiento de una representacion que es la transformacion de la representacion dentro

del mismo registro donde ha sido formulada.

e Laconversion de una representacion que es la transformacion de la representacion en otra
representacion de otro registro en la que se conserva la totalidad o parte del significado

de la representacion inicial (Duval, 1998).

Al cambiar un registro semidtico también se lo hace la representacion semiotica, por el
contrario, si cambia una representacion semiética no necesariamente cambia el registro. Para
el caso de este trabajo de profundizacion, podemos ver a continuacion distintas

representaciones semidticas del concepto de la derivada:

1. Lenguaje simbdlico. Representaciones semidticas:

Definicion algebraica: f("+)‘f(")

ar

e Notacién de Leibniz: =
dx

e Definicion analitica: w

e Definicion simbdlica: y = x" = y" = nx™ !
e Definicién geométrica: m = tana
e Definicion funcional: y = f"(x)
2. Lenguaje verbal escrito. Representaciones semidticas:

e Definicion geometrica: la derivada es la pendiente de la recta tangente.
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e Definicién como razén de cambio: la derivada es una razon de cambio instantanea.
e Definicidn analitica: la derivada es el limite del cociente diferencial.

3. Lenguaje grafico. Representaciones semidticas:
e Definicidn intuitiva: representacion cartesiana de la recta secante.

La siguiente figura 4 representa la recta que se forma después de unir los puntos P y Q por
donde pasa la curva o funcién dada. Los incrementos estan simbolizados por las distancias que

hay entre las coordenadas de dichos puntos (esto se puede ver también en la figura 5 aunque no
aparezca la secante).

Y

f(xo+h) |
f (xo+ A X ) -

R (Xo+h; fix,))

.! LI T ) )
0 / X Xoth = X0+ Ax x
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Figura 4. Representacion cartesiana de la recta secante de una funcion. La recta r es secante a la funcion f(x), pasa por

los puntos Py Q. A, y A, son cambios en cada eje.*

e Definicion geométrica: representacion cartesiana de la derivada como la pendiente de la

recta tangente.

La siguiente figura 5 muestra la recta tangente en el plano cartesiano, en donde se presenta

la funcion f(x) o curva dada:

Y=f(x)
:~ fla+h)-f(a)

\ . : >
a a+h X

Figura 5. Representacion cartesiana de la derivada como la pendiente de la recta tangente. La recta tangente toca a la

curva f(x) en el punto P, y h es el cambio en el eje de las abscisas.®

4. Lenguaje verbal oral:

e Los gestos, la cinésica se encarga del estudio del significado expresivo de los gestos y

de los movimientos corporales que acompafian los actos linguisticos (RAE, 2016).

4 Tomado de http://limitesudea.blogspot.com.co/2015/08/nocion-intuitiva-de-limite.html.
°> Tomado de http://campusdematematicas.com/calculo-infinitesimal/significado-geometrico-de-laderivada-de-una-
funcion.
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e Parte tonal, la prosodia se encarga del estudio de los rasgos fonicos que afectan a la

métrica, especialmente de los acentos y de la cantidad (Rae, 2016).

Para cerrar los aspectos que corresponden al analisis de contenido respecto a los
organizadores de curriculo, tenemos la fenomenologia, dimension que organiza los significados de
un concepto en las matematicas escolares. La fenomenologia como factor integrante del
significado de un concepto nace a partir de una vision funcional del curriculo, dado que los sentidos
en los que interviene un término conceptual matematico incorporan fendmenos que soportan el
concepto. En el campo de la Educacion Matematica, Freudenthal (1983) define fenomenologia y

fenomenologia didactica asi:

La fenomenologia de un concepto matematico, estructura o idea consiste en describirlo en
relacion con los fendmenos para los que fue creado y con aquellos a los que se extendio
en el proceso de aprendizaje de la humanidad. Cuando esta descripcion tiene que ver con
el proceso de aprendizaje de una generacion joven, es entonces fenomenologia didactica:
una manera de mostrarle al profesor aquellos lugares en los que los aprendices pueden

involucrarse en el proceso de aprendizaje de la humanidad. (Freudenthal, 1983, p. ix)

Segun Puig (1997) el analisis fenomenoldgico se encuentra en el entorno del andlisis
didactico: “el analisis fenomenoldgico de un concepto o de una estructura matematica consiste
entonces en describir cuales son los fendmenos para los que es el medio de organizacion y qué

relacion tiene el concepto o la estructura con esos fenémenos. ” (p. 63)

Segovia y Rico (2001) afirman que la fenomenologia es una agrupacion de fenémenos,
mientras que el analisis fenomenologico describe dichos fendmenos, destacando que los conceptos

organizan los fendmenos. En este sentido, un analisis fenomenologico debe reconocer las
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subestructuras correspondientes a esa estructura, los fendmenos organizados por cada una de ellas
y la relacion entre subestructuras y fendmenos. Asi, entre los fendmenos referentes a la derivada
se pueden citar por ejemplo el movimiento de una particula, el fendmeno de la caida libre, en la
geometria el &rea y el volumen de una esfera, la catenaria, en economia, el costo marginal y el

ingreso marginal.

De esta manera, el analisis de contenido en el uso de los sistemas de representacion queda
caracterizado por los organizadores de curriculo vistos anteriormente y necesarios para la mejor
comprension del objeto matematico estudiado, que en este caso es la derivada. En el siguiente
apartado se estudiara dos conceptos que estan directamente relacionados con la aprehension de
representaciones semiéticas (semiosis o semiotica) y la aprehensién conceptual de un objeto

(noesis o0 noética).

2.4.2 Semiosis y Noesis

La forma de acceder y de resolver un problema matematico es susceptible del analisis
correspondiente, por la multiplicidad cognitiva de los estudiantes, lo que tiende a ser importante
en cuanto a las condiciones de organizacion de los cambios de registros, dado que esto permite
orientar los fines del aprendizaje. Por esto, un aspecto relevante en didactica de las matematicas,
es la noesis, que se trata de la adquisicion de conocimiento y del concepto matematico estudiado.
Se puede, por tanto, establecer una relacién inseparable entre noesis y semi6tica, pues esta ultima
define las condiciones de posibilidad de la noésis. Esto es, para mejorar el aprendizaje, es necesaria
la utilizacion de diversos sistemas semioticos de representacion, cuya coordinacion entre ellos se

hace indispensable en el estudio de determinado concepto matematico.
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Pasar de un sistema de representacion a otro no es evidente ni espontaneo, en general, a los
estudiantes se les dificulta identificar el mismo objeto por medio de sus representaciones en
diferentes registros semi6ticos. En este punto, es importante decir que cada concepto matematico
no es un objeto real y estd comprometido a utilizar representaciones de diferente naturaleza. En
matematicas hablamos de “objetos matematicos”, no de “conceptos”, por consiguiente, el objeto
matematico por conceptualizar no es un objeto real (segun el sentido de Aristételes, no es una
cosa) y como resultado, no hay accesibilidad objetiva a la percepcidn, por lo que se hace necesario

utilizar signos concretos para representarlos.

La actividad matematica es realizada sobre los objetos y los representantes, de donde
aparece la paradoja del pensamiento matematico que se funda en que las representaciones
semioticas posibilitan la actividad sobre los objetos matemaéticos pero el aprendizaje de los objetos
matematicos es conceptual, es decir que, primero, quien aprende puede confundir los objetos
matematicos con sus representaciones semidticas; y segundo, en forma de pregunta, ;,como lograr
el dominio de los tratamientos matematicos, asociados a las representaciones semidticas si no

tienen un aprendizaje conceptual de los objetos matematicos?

De acuerdo con Duval (1993), la adquisicién conceptual de un objeto matematico esta basada
en el uso de varios registros de representacion semiética y en la creacion de nuevos sistemas

semidticos, lo que se establece como aspecto fundamental en el mejoramiento del conocimiento.

A continuacion, veremos las actividades cognitivas que son inherentes a la semiosis, dada

su importancia en el manejo de las representaciones semidticas.



CARACTERIZACION SEMIOTICA-COGNITIVA EN LA DERIVADA 67

2.4.3 Transformaciones, Tratamientos y Conversiones

Duval (2004) sostiene que en los procesos de ensefianza y aprendizaje de las matematicas
son adecuados para el analisis de actividades cognitivas como la conceptualizacion, el
razonamiento, la resolucion de problemas y la comprension de textos, las cuales necesitan del
lenguaje natural, las imagenes, registros de representacion y de expresion. Las matematicas
implican la utilizacion de sistemas de escritura numérica, notaciones simbdlicas relativas a un
objeto en particular, escrituras algebraicas, l6gicas y funcionales, donde diferentes lenguajes se
llevan a cabo paralelamente al lenguaje natural con el fin de expresar relaciones y operaciones,
figuras geométricas, graficos cartesianos, redes, diagramas de barra, diagramas de torta, entre
otros. En este sentido, dominar las operaciones esenciales frente a la representacion de un
conocimiento es muy importante, pues establece una actividad cognitiva tal que se vincula a los
tratamientos de comprensidon y dificultades del aprendizaje conceptual, lo que podria ser el motivo
de obstaculos que se pueden resolver al coordinar diferentes registros semiéticos; por consiguiente,
el aprendizaje de las matematicas se convierte en un aspecto primordial por las habilidades

dominadas en los cambios de registro.

Es menester aclarar que, no distinguir el objeto matematico de sus representaciones, puede
implicar la no comprension en matematicas. De otro lado, es diferente hablar de una representacion
semidtica que de una representacion mental, pues esta Ultima representa imagenes y concepciones
que realiza alguien sobre un objeto, una situacion o un aspecto ligado al mismo. Las
representaciones semidticas sostienen su importancia en la comunicacion y en la actividad
matematica; el tratamiento de los objetos matematicos necesita de un sistema de representacion

semidtico determinado, por ejemplo, la realizacion de calculos numeéricos es susceptible de un
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sistema de escritura escogida, como es el caso de los nimeros decimales, fraccionarios, binarios,
entre otros. En el caso de la derivada, es muy utilizado el lenguaje algebraico, por los calculos o
procedimientos para hallar, por ejemplo, la derivada de una funcion, bien sea con el uso de limites
o0 con las propiedades estudiadas del objeto matematico respectivo. Asi, la funcién de tratamiento
es exclusiva de las representaciones semidticas y no de las mentales. Pero es importante aclarar la
coexistencia que hay entre el desarrollo de sistemas semidticos innovadores y la lengua natural,
pues su andlisis, asi como la importancia que se le dé en el aula de clases, permite abrir mas

caminos en el mejoramiento del aprendizaje en matematicas.

Ahora bien, la semiosis comprende tres actividades cognitivas directamente relacionadas con
la transformacion de representaciones, a saber: formacion, tratamiento y conversion. La formacion
de representaciones en un registro semidtico particular conlleva a tener presente un conjunto de
los caracteres y determinaciones que comprenden aquello que se pretende representar. Es, por

tanto, el recurso a un signo para renovar la observacion o reemplazar la percepcién de un objeto.

Los signos empleados corresponden a un sistema semiotico establecido y manejado por
otros, como la lengua materna, una representacion grafica, una lengua formal, entre otros. La
formacion constituye actos como la designacion nominal de objetos, la reproduccion de su
contorno percibido, la codificacion de relaciones o de algunas propiedades de un movimiento.
Estos actos son atrayentes si las representaciones se articulan de tal manera que sean de orden
superior, como por ejemplo una frase, imagen, esquema, tabla u otros, lo que necesita de la apertura
a una estructura propia a cada sistema semidtico; por consiguiente, es fundamental que la
formacion de representaciones semioticas considere siempre las reglas propias al sistema utilizado,

tanto por motivos de comunicacién, como para posibilitar el uso de los medios de tratamiento que
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propone el sistema semiotico utilizado. De esta manera, se habla de reglas de produccién y no de
conformidad. El dominio que comprende un sistema semiético debe acoger la representacion

semiotica utilizada (Duval, 1995).

En cuanto a las reglas de conformidad, se puede decir que aluden a la determinacién de
unidades elementales, como simbolos, vocabulario, entre otros; las combinaciones admisibles de
unidades elementales para formar unidades de nivel superior; las condiciones para que una
representacion de orden superior sea una produccion pertinente y completa. Estas reglas proponen
reconocer los elementos fisicos, por ejemplo, los sonidos, como una representacion de algo en un
sistema semiético, tal como lo es una formula de fisica. Asi, las reglas admiten las representaciones
en un registro determinado e identifican el sentido correspondiente a una representacion, que no
igual al que la cre6. No obstante, conocer las reglas no satisface por completo la comprension de
las representaciones dadas, pues didactica y epistemoldgicamente, las reglas participan mas en

controlar la aceptacion de una representacién elaborada que en su formacion.

Segun Duval (1995), formar representaciones semidticas es mas dificil que aplicar reglas de
conformidad, pues la formacion requiere de determinados caracteres de un contenido observado,
en relacion con las posibilidades de representacion inherentes al registro producido. En este
sentido, hay que considerar la descripcion, como una actividad a realizar en la formacién, a partir
situaciones distintas que dependen de los datos. La seleccién a producir no tiene que ver con las
mismas tareas cognitivas segin que los datos sean sacados a partir de una indagacién perceptiva
de un objeto o que se encuentren determinadas por una representacion en otro registro, como por

ejemplo las imagenes.
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Para el caso particular de este trabajo de profundizacion, un ejemplo de la actividad cognitiva
de formacion respecto a la derivada podria ser su propia definicion, la cual enunciamos en el

apartado de la nocion de derivada, segin Apostol (1979):

La derivada f"(x) esta definida por la igualdad:

fx+h) - fx)
h

fx)=

Con tal que el limite exista. EI nimero f'(x) también se denomina coeficiente de variacién

de fen x.

El manejo, la explicacién y discusidn que se pueda generar en torno a esta definicion, implica
tener presente los signos utilizados, los cuales corresponden a un lenguaje aritmético y algebraico,
cuyos significados son inherentes al discurso y actividad matemaética en el aula de clases. Por
ejemplo, la expresion “lim” implica un conjunto de saberes que corresponden al acercamiento de

un valor dado respecto a otro, y muchas veces, esto puede ser apoyado del registro geométrico.

De otro lado, las otras dos actividades conservan la transformacion en otras representaciones,
manteniendo el contenido de la representacion inicial. EI tratamiento es, pues, una transformacion
que produce otra representacidn en el mismo registro, es decir, dada una representacion inicial, la
idea es llegar a una terminal, referida a cierto problema o situacion, teniendo presente que se trata
de una transformacion, cuyo caracter corresponde a una representacion interna a un registro de
representacion. Por ejemplo, el calculo representa un tratamiento interno al registro de una
escritura simbdlica, pues reemplaza expresiones dadas por nuevas expresiones. No obstante, el

calculo es un proceso de transformacion de escritura de nimeros, que combina el tratamiento y la
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conversion. Asi, la parafrasis es una transformacion interna al registro del discurso en la lengua
natural, asi como la anamorfosis contempla la transformacion interna al registro de figuras, pese a
que no se mantenga la situacion representada. El funcionamiento de la transformacion interna a un
registro de representacion infiere el sentido y la referencia (Frege, 1971). En general, el tratamiento
de una representacion semidtica compete a la expansion de la informacion, pues, por ejemplo, en
el lenguaje, la potencia creativa estd basada en una expansion discursiva, donde la parafrasis

comprende la forma mas pobre.

En cuanto a las reglas de expansién de una representacion, ofrecen una representacion de
igual registro que la representacion inicial y, ademas, difieren de las reglas de conformidad. Las
primeras reglas de expansion informacional se han dado en el ambito de la ldgica, segun regla de
agregacion y de sustitucion. Las reglas de produccién, que son inferenciales, definidas a partir de
la Inteligencia Artificial, se han inspirado en ellas (Newell & Simon, 1972). En suma, se conocen
también las reglas de coherencia temética para la expansion discursiva en el registro de las lenguas
naturales (Charolles, 1978). Finalmente, estan las reglas asociativas de contigidad y de similitud,
que orientan la “asociacion de ideas”, es decir, son comunes a la vez a la expansion discursiva en

las lenguas naturales y a la movilizacion de las representaciones mentales (Saussure, 1973).

Respecto a lo anterior, algunas reglas de tratamiento no son tan particulares de un registro
de representacion, como las reglas de derivacion (que se refiere a los resultados o consecuencias),
pues corresponden a razonamientos deductivos, los cuales se pueden realizar tanto en el registro
de una lengua formal como en el de la lengua natural. Las reglas de derivacion son libres de un
registro determinado, lo cual no quiere decir que haya neutralidad en cuanto a los registros de

representacion que funcionan en ellas. Es decir, que las reglas de derivacion en el registro de una
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lengua natural no pueden funcionar sin que las reglas de coherencia temética y de asociacion por
similitud o contigliidad dejen de funcionar. Como lo sefiala Duval (1995), hacer poner en marcha
estas reglas en registros de la lengua formal puede ocasionar un retiro del razonamiento en el

desarrollo de los conocimientos.

Para el caso del presente trabajo, un ejemplo de la actividad cognitiva de tratamiento seria
las dos formas de calcular una derivada de una funcion dada f(x) = x?2, la primera utilizando la

definicién de limites, la segunda a partir de la derivacion de un monomio o polinomio:

veon — ge fFR)=f(X) _ . (x+h)2—x? P — 9a2=1
D) fG) = lim—=———= = lim——— 2) f(x) = 2x?71 = 2x
, 4. x?+42xh+h?-x2 . 2xh+h?
fix) = M& h - MS h
h(2x+h) _

f(x)= ;lL_T))’é - ;ll_rfol (2x + h)

ff(x)=2x+0=2x

Finalmente, en la actividad cognitiva de conversién, la transformacion genera una
representacion en un registro diferente al inicial. Por ejemplo, la transformacion
analdégica/numérica de la informacion sonora, referente a la frecuencia y la amplitud de las ondas,
las cuales pueden transformarse en agrupaciones constituidas de 0 y 1, donde es posible que se
reconstituyan por medio la conversion inversa. Se puede inferir que la conversion tiene gran
riqueza epistémica, dado que es una transformacion de la representacion de un objeto, en una
representacion de este mismo objeto en otro registro. En un caso particular de terminologias,

operaciones como “traduccion”, “ilustracién”, “transposicion”, “interpretacion”, “codificacion”,

hacen corresponder una representacion en un registro con otra representacion en otro registro. Se
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habla, pues, de una transformacion externa que se relaciona con el registro de la representacion
inicial. La ilustracion pone en correspondencia un enunciado con una figura o elemento, el paso
inverso, seria una descripcion o interpretacion. Al plantear una ecuacién sobre algin problema,
daria como resultado la conversidn de expresiones linguisticas relacionadas con otras expresiones
de las mismas relaciones en el registro de un escrito simbdlico. Lo inmediatamente anterior,
expresa que el contenido de la representacion producida oculta relativamente la representacion de
partida, es decir que la correspondencia en la conversion, infiere la seleccion en el contenido de la

representacion de partida, asi como la reorganizacion de sus elementos (Duval, 1995).

No obstante, la conversion necesita diferenciar entre el sentido y la referencia de los
simbolos o signos, ademas, entre el contenido de una representacion y lo que ella representa. A
falta de la percepcion de esta diferencia, la conversion se hace enteramente dificil, a saber, el
calculo numérico. Por ejemplo, algo frecuente que evidencia que los estudiantes lleguen a décimo
grado sin saber calcular, es el fracaso en la conversion pero no en el tratamiento, porque el hecho
de que puedan realizar operaciones como la suma entre decimales o entre fracciones, no significa
que tengan la habilidad de convertir una escritura decimal a fraccionaria, pues ello forma parte
esencial en el céalculo. Por tanto, es una necesidad distinguir entre la significacion operatoria y el
namero representado, esto es, la significacién operatoria no es igual para 0,64, para 16/25 y para

64-1072, pues son diferentes procedimientos de tratamiento desarrollar las siguientes operaciones:
0,64 +0,64=1,28
16/25 + 16/25 = 32/25

64x1072 + 64x1072 = 128x1072
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Los tres significantes “0,64”, “16/25” y “128 x 102” comprenden una significacion
operatoria distinta pero representan el mismo numero. La significacion operatoria referida al
significante es primordial en el procedimiento de tratamiento y debe diferenciarse del objeto
namero representado, pues, de lo contrario, la sustitucion por conversion de 0,64 a 16/25 no es
posible. Esto nos permite regresar a la situacion de como establecer dicha diferenciaciéon. En
particular, se trata de entender si un aprendizaje orientado a la adquisicion de actividades de
conversion corresponde a la misma naturaleza que un aprendizaje que se dirige a adquirir

actividades de tratamiento.

Podemos tomar como ejemplo de conversion, para el presente trabajo, cuyo objeto es la
derivada, la siguiente figura, que muestra la gréfica de la funcion f(x) = x2, asi como la grafica de
su derivada f"(x) = 2x, y al lado derecho podemos ver las expresiones algebraicas correspondientes
a estas dos graficas en el plano cartesiano. Ambos registros, el gréafico y el algebraico sintetizan el

mismo objeto determinado en la figura 6:
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f 1Y
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4 La grafica indicada con f representa
la funcién fix) = x2
3
La grafica indicada con f'representa la
derivada ' (x) = 2x
2
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Figura 6. Gréfica de la funcion x? y su derivada 2x, con sus respectivas expresiones algebraicas. Ambos registros, el
geométrico y el algebraico, representan el mismo objeto matemaético, en este caso la derivada 2x (Elaboracién propia).

La significacion operatoria representa aqui los procedimientos de los que dispone el
estudiante para obtener la grafica, como por ejemplo la métrica, las distancias entre valores en el
plano cartesiano, las propiedades del sistema analitico tratado, entre otras. Esto, debe diferenciarse
del objeto representado, que es la derivada y, que en la expresion algebraica indicada, se obtiene a
partir de procedimientos como las propiedades de derivacién o diferenciacion, asi como la

definicion por limites.

Ahora bien, la observacion en clase, los analisis de resultados en encuestas, las experiencias
de aprendizaje, dan cuenta que la conversion de las representaciones semidticas comprende un
aspecto poco espontaneo y muy complejo de acceder en el estudiante. A parte de las dificultades

que tienen los campos conceptuales tratados, el cambio de registros contiene aspectos cuya
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complejidad no es para dejar de lado, asimismo, la falta de coordinacion entre registros produce

obstaculos en los aprendizajes conceptuales.

De acuerdo con lo anterior, las actividades cognitivas de formacion, tratamiento y
conversion, se encuentran reagrupadas y confundidas en tareas de produccién y de comprension.
La produccién de una respuesta moviliza, a la vez, la formacion de representaciones semidticas y
su tratamiento. La comprension de un aspecto moviliza las tres actividades cognitivas. Las tareas
de produccion y de comprension pueden desarrollarse de manera que haya productos observables
e interpretables en la comunicacién, pero existen reglas de funcionamiento propias de las
actividades cognitivas, tales que se sustentan en los sistemas semioticos y que, ademas, son
independientes de los limites que determinado aspecto de la comunicacion puede aplicar a la
comprension de representaciones semiéticas (Duval, 1995). En consideracion con lo anterior y en
particular a este trabajo de profundizacion, el analisis de las representaciones semidticas aplicado
al objeto matematico derivada, aporta a la linea del lenguaje, asi como al campo de la Educacién
Matematica. Pues, desde el razonamiento, el lenguaje y la comunicacion de saberes se busca
ampliar el rango de la linea de trabajos que aborden dicho objeto matematico, porque dada la
dificultad y el nivel de abstraccién que éste presenta, en el grado de escolaridad que se esta
tratando, grado undécimo, es muchas veces muy complejo; ademas es una idea que poco se ha
abordado y, por ende, no se alcanzan las competencias necesarias para concluir que los estudiantes

se han apropiado de los conocimientos estudiados.

2.5 Aspectos Relacionados con el Discurso y la Argumentacion para Fomentar en
Estudiantes

La utilizacion de representaciones semidticas en el contexto de resolucion de problemas es

un aspecto permeado por el lenguaje y la comunicacion de saberes matematicos. Y es en los
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procesos de ensefianza y aprendizaje donde estos elementos permiten desarrollar aspectos como el
de la explicacién y el discurso que se necesita para que los saberes sean adquiridos y pueda mejorar
la comprension de un determinado objeto de estudio. En este apartado se presentan algunos
aspectos relacionados con el discurso y la argumentacion en matematicas, para fomentar en
estudiantes, vistos a partir de los estudios de las autoras Dora Inés Calderon y Olga Lucia Ledn
Corredor, quienes presentan su trabajo El requerimiento epistemolégico para el desarrollo de
competencias argumentativas (2012), como uno de los elementos didacticos identificados en
investigaciones sobre factores didacticos, que se construye desde las categorias del sentido y la
trama argumentativa. En este caso, se aclara que el sentido consolida el conjunto de significaciones
construidas para un objeto teérico, mientras que la trama argumentativa es el constructo que
justifica la existencia de una forma de ver un objeto tedrico y que se transforma en el referente de
base en los contenidos escolares. Es menester aclarar, por los propdsitos de este trabajo, que se
hara énfasis en el sentido, mientras que no se hablara de las tramas argumentativas por la

complejidad y extensién de la temaética.

Como complemento al referente tedrico mencionado anteriormente, se tiene el trabajo de
Jiménez y Pineda (2013), que se llama Comunicacion y argumentacion en clase de matematicas,
documento que tiene como propdsito mostrar la importancia del desarrollo de la argumentacién en
un ambiente donde se lleven a cabo estrategias de comunicacion, como trabajo en grupo y la
heuristica solucionador-escucha, que consiste en el lenguaje tomado como préactica social, lo cual
beneficia la reflexion, el dialogo y la comunicacién como un proceso de interaccion social, donde
se le da importancia a lo dicen y expresen los demas. Este referente tedrico aporta al presente

trabajo, desde el punto de vista del discurso y la argumentacion para fomentar en estudiantes,
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porque destaca al lenguaje como un aspecto que contribuye a los procesos de ensefianza y
aprendizaje de las matematicas; ademas, que esta relacionado directamente con la comunicacion,
lo cual no siempre se utiliza de forma adecuada en clase, desconociendo las diferencias entre el
lenguaje del docente y el estudiante, siendo éste un punto clave en cuanto al hecho de qué idea se

tiene de comunicacion.

Ahora bien, para abordar, el requerimiento epistemolédgico (Calderon & Leon, 2012),
primero se tendra presente el sentido de un enunciado geométrico, el cual esté constituido por los
siguientes componentes: el contenido semantico, el valor légico de verdad o consistenciay el valor
epistémico. Se asigna el sentido, siempre que se pongan en juego estos tres aspectos segun
contextos de enunciacion. Al contenido seméantico lo determinan dos factores primordiales, el
primero es el conocimiento previo del que se dispone para identificar un contenido y en particular
unos objetos matematicos referidos en él. El segundo, alude a las formas de acceder a los objetos
matematicos referidos en dichos contenidos. Duval (1991) determina cuatro modos de acceder a

los objetos matematicos segun la forma de presentacion:

e Un modo de acceder intuitivo vinculado al reconocimiento de formas y a la discriminacion
de propiedades caracteristicas. La aprehensién de propiedades invariantes mediante de
modificaciones visuales, aprehension que, segin Duval, fundamenta una epistemologia
ingenua, en la cual el contenido que deviene de las palabras y del discurso depende del
acceso directo a los objetos por una experiencia sensible. En el caso de la derivada se

accede a ella como una recta tangente a una curva o funcion dada.

e Un modo de acceder intuitivo vinculado a la estructuracion temporal y espacial de toda

experiencia y representacion posible. Este es un acceso definido por el campo de
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percepcion y no por los objetos en particular. En el caso de la derivada, se accede como un

objeto geométrico bidimensional que se puede trazar en el plano cartesiano.

e Un modo de acceder apoféntico, establecido por la operacion de predicacion para
determinar un objeto, esto es, el establecimiento de vinculos para la expresion de una
propiedad, relacion o accion con una expresion que designa los objetos. En este caso, se

accede a la derivada como la recta tangente a una curva en un punto determinado.

e Un modo de acceder puramente I6gico, que se asocia con la construccién del objeto a través
de la forma de expansion discursiva producto de la derivabilidad deductiva. Los objetos a

los que se accede son operaciones de pensamiento controladas semidticamente.

Duval ubica las tres Gltimas formas de acceder propias de un tipo de epistemologia, de
manera que la segunda corresponde a la epistemologia kantiana, la tercera a la epistemologia
dialéctica y la Gltima la epistemologia constructivista desarrollada después de Frege y Hilbert. En
el caso de los sistemas geométricos, los elementos que componen el sistema, que se refiere a las
relaciones, situaciones y objetos, pueden representarse en un registro particular, como el de las
figuras. En el caso del presente trabajo, el registro se puede pensar en el campo de la geometria
analitica con elementos como el plano cartesiano, las rectas, los puntos, las coordenadas, entre
otros. Las figuras potencian la forma de acceso intuitiva para los objetos geométricos, mas el
acceso a elementos como las definiciones y axiomas es del tipo apofantico. En otras palabras,
indispensable el desarrollo de las formas de acceso intuitiva y apofantica para una apropiada

compresion de los objetos geométricos.

Un elemento determinante en las formas de acceso mencionadas anteriormente, es el

contenido semantico, que se pone en juego en la asignacion de sentido a un enunciado y a una
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proposicion; ademas, puede vincularse mas alla de contextos tedricos de enunciacion, pero el
desarrollo de un contenido geométrico para un enunciado demanda la ubicacion de contextos

tedricos de enunciacion.

En cuanto a otro de los componentes del sentido, el valor epistémico, que corresponde al
grado de fiabilidad que tiene lo enunciado en una proposicién, el contenido de una proposicion en
el momento de su aprehension produce un rango de fiabilidad que va desde lo evidente, lo
plausible, lo posible, lo verosimil, lo necesario hasta lo imposible, lo absurdo y lo inverosimil. El
valor epistémico se relaciona con la comprension del enunciado y se delimita por la comprension
del enunciado, por tanto, una misma proposicion es susceptible de conservar valores epistémicos
diferentes de acuerdo a los interlocutores, también puede contener estados de conocimientos
diferentes, asi como pertinencia de medios sociales diferentes; lo cual denota que no existe un

Unico sentido para una proposicion.

El dltimo componente del sentido, el valor lI6gico de la proposicion, expresa que la
proposicion puede ser verdadera, falsa, indeterminada o consistente, valores ldgicos desarrollados
desde la teoria de la concepcion hasta una teoria que se fundamenta en lenguajes formales; ademas
cabe destacar que dichos valores 16gicos no solo dependen de la comprension del contenido, sino
también de procesos de verificacidén o prueba. Es importante saber que los valores epistémico y
I6gico, como componentes del sentido, tienden a identificarse en algunas situaciones, pero deben
separarse en el estudio del desarrollo del sentido. Al respecto, la reaccidn que se ha generado a la
pregunta ¢hay mas nimeros naturales que pares? ha sido tomada como absurda o tonta dada la
proposicion que forma su contenido, pues la expresion “niimero par” infiere una particion mitad-

mitad en los nimeros enteros, lo que, consecuentemente, liga un valor epistémico de evidente y
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un valor de verdad de verdadero respecto a la proposicion “hay mas numeros naturales que pares”.
De esta manera, evidente y l6gicamente verdadero se convierten en atributos inseparables y, pese
a que en otras areas del conocimiento evidente y verdad son inseparables debido a la funcién de
los enunciados de constatacion, en matematicas, la percepcion es excluida como argumento
matematico para la prueba y, en suma, el Unico empalme probable es el que proceda de un valor

epistémico necesario con un valor Idgico de verdadero o consistente (Duval, 1991).

Si la proposicion es enunciada en un contexto teorico especifico, el sentido tiene un estatus
que depende del contexto de enunciacion. Segun Duval, se distingue un contexto global como los
discursos previos organizados a partir del discurso producido y un contexto local concerniente a
la organizacion propia del discurso producido; de esta manera, un enunciado puede tener un estatus
de premisa, conclusion, definicion o teorema, conforme los contextos globales. Los niveles
mencionados se integran a los componentes del sentido, constituyendo asi los componentes que
conforman el sentido de una proposicién enunciada. Asi, el estatus tedrico de una proposicion
define su estatus operatorio posible para un paso de razonamiento e induce un valor epistémico

propio libre del valor impulsado por la comprension del contenido de la proposicion.

De esta forma, es conformado un valor epistémico tedrico y la ubicacion de un contexto de
enunciacién tedrica modifica el sentido de una proposicién por la prioridad del valor epistémico

tedrico encima del valor epistémico semantico.

En la figura 7 se muestra un cuadro que representa las relaciones entre los componentes que

determinan la asignacion de un sentido a una proposicion.
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Figura 7. Relaciones entre los componentes del sentido. Flecha 2: hay un gran nimero de valores epistémicos entre
los valores Idgicos de verdad. Flecha 1: al compararlo con la flecha 2, la aparicién de un valor epistémico teérico

inducido por el estatus tedrico, inhibe el valor epistémico semantico inducido por el contenido (Duval, 1991).5

® Tomado de Calderon, D. 1., & Corredor, O. L. L., 2012, El requerimiento epistemolégico para el desarrollo de
competencias argumentativas en geometria, Investigaciones en Educacién Geométrica, 51-86.
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Los componentes del sentido mostrados en la figura 7 se explican en la presentacion de su
estudio epistemoldgico para una proposicién que enuncia una relacion matematica. Ahora bien,
las autoras, Calderon y Ledn Corredor, respecto al desarrollo de este referente epistemolégico,
plantearon un contexto tedrico de enunciacion, el euclidiano, pues su trabajo hace énfasis en un
sentido asociado al objeto particular que es la relacion pitagorica. Para el caso del presente trabajo,
el contexto tedrico de enunciacion seria el analitico, pues corresponde a una rama de las
matematicas llamada geometria analitica, cuyos primeros resultados fueron desarrollados por René
Descartes, filésofo y matematico francés, cuya obra Discours de la méthode pour bien conduire sa
raison et cherecher la vérité dans les sciences (Discurso del método para dirigir bien la razon y
buscar la verdad en las ciencias), publicada en 1637, mas conocida como Discurso del método,
contiene un apéndice titulado La géométrie, donde se descomponen problemas complejos en partes
mas sencillas hasta lograr componentes basicos que se presentan a la razon de manera evidente.
En relacion con este aspecto analitico, en este trabajo el sentido se encuentra asociado al objeto
particular que seria la derivada, pues su estudio implica la utilizacion de graficos cartesianos,
procedimientos algebraicos y planteamientos de tablas de datos, elementos que se encuentran

relacionados directamente con el aspecto analitico mencionado.

Por otro lado, el referente epistemoldgico presentado en el campo del discurso y la
comunicacion de saberes en matematicas es susceptible de la utilizacién de elementos como las
definiciones, las explicaciones, las descripciones y las demostraciones. Sobre las definiciones y
sus tipos, Brown (1999), afirma que: “Este es un topico lleno de interesantes e importantes
resultados. Muchos de ellos fundamentales para el como se comprende las matematicas”. Ademas,

expresa que no es un tema muy discutido, pues en las matematicas existe un punto de vista que



CARACTERIZACION SEMIOTICA-COGNITIVA EN LA DERIVADA 84

domina, es oficial y, supuestamente sin problemas. Segin Brown (1997), una definicion incluye a
los objetos, pero no sus propiedades, pues no debe convertirse en parte del argumento en una

demostracion.

En teoria de conjuntos se habla de conjunto y pertenece a, los demés conceptos se definen a
través de estos términos primitivos, por ejemplo, la definicion de subconjunto es ASB « (Vx)
(x € A —> x € B). Se considera, ahora, el teorema que menciona que el conjunto vacio es un
subconjunto de todo conjunto y se puede mostrar a través de la expresion “C”:(VS) @ € S, 0
utilizando los términos primitivos: (VS)(Vx)(x € @ - x € §). Como se observa, los teoremas
pueden ser expresados sin las definiciones, cuya funcidn es proporcionar la identificacion de

objetos reales, de tal forma que no exista confusion con otros.

Las definiciones no se realizan de manera aleatoria, se estimulan a causa de la presencia
recurrente de un objeto establecido o la necesidad de establecer una identificacion de un objeto
que lo exige el desarrollo matematico determinado. De esta manera, si se desea probar el teorema
expresado anteriormente, es necesaria la definicion de conjunto vacio; como, por ejemplo, las que
aparecen en algunos libros: @ = [x: x # x]. Este aspecto es muy importante en matematicas, es
decir, introducir objetos por medio de definiciones, conocidas como definiciones nominales, con
las cuales se asegura que a través de axiomas se garantice que aquello definido existe; estas serian

definiciones reales.

Con respecto a las definiciones en geometria, se puede mencionar las axiomaticas de
contenido como la euclidiana, relacionada con los siguientes criterios aristotélicos: el primero, que
los atributos en una definicion vistos de forma separada, cubren mas de lo definido, en cambio, si

se combinan, cubren solo lo definido; el segundo, que la definicion debe mostrar aspectos ya
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conocidos; el tercero, “conocer que una cosa es, es lo mismo que conocer por qué es”.” Por
ejemplo, las definiciones propuestas por Euclides sobre linea, punto y plano, obedecen al segundo
principio, dejando claro que las axiomaticas de contenido caracterizan objetos, efectuando ante
todo la distincion y no tanto la constitucion. Ahora bien, las axiométicas formales estdn basadas
en los trabajos de Dedekind (1881) en teoria de numeros, Hilbert (1899) en geometria, Zermelo
(1908) en teoria de conjuntos y Frege (1879) en el desarrollo de la formalizacion. En estas
axiomaticas, las definiciones deben relacionarse con el sistema que las constituyen y no pueden
verse de forma separada, por tanto, la existencia de objetos esta dada por el principio de no-
contradiccion. Asi, el hecho de precisar elementos por la definicion hace uso de ambas
axiomaticas, porque en las de contenido se determina los objetos que establecen el dominio que
alude a la teoria, mientras que en las formales sobresalen las relaciones fundamentales entre
objetos. Lo anterior, se comprueba con el siguiente ejemplo tomado de los Elementos de Euclides

y de la geometria de Hilbert:
DEFINICIONES EN EUCLIDES:
Un punto es lo que no tiene partes.
Una linea es una longitud sin anchura.
Los extremos de una linea son puntos.
Una linea recta es aquella que yace por igual respecto de los puntos que estan en ella.

Una superficie es lo que tiene longitud y anchura.

7 Para ver en detalle el desarrollo de estos tres requerimientos, se puede acudir a la introduccion de Heath al libro
primero de los Elementos de Euclides (Heath, 1958).
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Los extremos de una superficie son lineas. (Euclides, Libro Primero)

Definicion en Hilbert: “Considere tres conjuntos distintos de objetos. Permitamos
que objetos del primer conjunto sean llamados puntos y denotados por A, B, C, [...];
permitamos que los objetos del segundo conjunto sean llamadas lineas y seran denotadas
por a, b, ¢, [...]; permitamos que los objetos del tercer conjunto sean llamados planos y
denotados por a, 8,7, [...]. Los puntos son también llamados los elementos de la geometria
de la linea; los puntos y la linea son llamados los elementos de la geometria del plano, y
los puntos, las lineas y los planos son llamados los elementos de la geometria del espacio.”

(Hilbert, 1997, p. 3)

Los objetos establecidos en las definiciones mencionadas son de diferente naturaleza. En las
definiciones de Euclides, los objetos se caracterizan por sus atributos, en tanto que en las de Hilbert
se plantea un sistema semantico comun a los objetos. Ahora bien, para el caso de este trabajo de

profundizacidn, la definicion primordial es de la derivada, que se mostro en el apartado 2.3, asi:

Apostol (1979) define la derivada de una funcién en un punto ¢ como un limite de la
siguiente manera: Sea f una funcion definida por lo menos, en un intervalo abierto (a, b)
del eje x. Se elige un punto x en este intervalo y se forma el cociente de diferencias:

fx+h) - fx)
h

Donde el nimero h puede ser positivo 0 negativo (pero no cero), y tal que x+h

pertenezca también a (a,b). El numerador de este cociente mide la variacion de la funcién
cuando x varia de x a x+h. El cociente representa la variacion media de f en el intervalo

gue une x a x+h. Seguidamente se hace tender h a cero y se estudia lo que le ocurre a ese



CARACTERIZACION SEMIOTICA-COGNITIVA EN LA DERIVADA 87

cociente. Si tiende hacia un cierto valor como limite (y sera el mismo, tanto si h tiende a
cero con valores positivos como negativos), entonces ese limite se denomina derivada de f
en x y se indica por el simbolo f*(x) (se lee «f prima de x»). Con lo que la definicion formal

de f"(x) puede establecerse del siguiente modo:

La derivada f"(x) esta definida por la igualdad:

fx+h)-fx)
h

Con tal que el limite exista. EI namero f*(x) también se denomina coeficiente de variacion

f(x) = lim

de fenx.

Se puede ver que en esta definicidn se busca el recurso de expresiones algebraicas, asi como
prevalece el uso de términos simbolicos, el lenguaje natural y algunos conceptos que deben ser
previamente conocidos. De esta manera, la definicion de derivada tiene tanto de las axiomaticas
de contenido, como de las formales, pues guarda los criterios aristotélicos, sobre todo el segundo,
donde se aclara que se debe expresar aspectos previos, como por ejemplo el de limite de una
funcion; ademas prevalece el sistema formado en la propia definicidén y que es comun a los objetos
tratados en ella, que corresponde a los aspectos analitico y geométrico, los cuales no se deben ver
de forma separada, puesto que el uno se refiere a los procedimientos algebraicos y propios del
calculo, mientras que el otro refleja el espacio en el que se pueden ubicar los objetos estudiados,
por ejemplo el plano de dos dimensiones, conocido como plano cartesiano. Es importante, para
propositos de los procesos de ensefianza y aprendizaje, no descuidar el uso de las definiciones,
pues, permiten formalizar el objeto estudiado, acentuando los momentos de conceptualizacion

realizados en el aula de clases respecto a la derivada o cualquier otro objeto matematico. Los
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aspectos afianzados en una definicion establecen un escenario de elementos que sefialan el acceso
a un objeto matematico determinado, asi como a un campo tedrico matematico, cuyo requisito ha

de satisfacer el requerimiento epistemoldgico.

Por otro lado, otro elemento importante en el requerimiento epistemoldgico trata sobre las
explicaciones y descripciones. Al respecto, Frege (1971) afirma que hay unas proposiciones
relevantes en las axiomaticas que no pueden ser pensadas como matematicas y sefiala que los
axiomas, los términos no definidos y las definiciones no lo son todo: “Nosotros podemos asumir
que existen unas proposiciones de una tercera clase, las proposiciones explicatorias, que aunque
no deben ser consideradas pertenecientes a las matematicas mismas, deberian relegarse como el
preambulo para una propedéutica” (p. 7). Cualquier presentacion de una teoria produce maneras
de acceso a los términos no definidos, por ejemplo, si hablamos de punto, hay libros de geometria
donde lo definen como “la huella que deja la punta de un lapiz en una hoja” (Calderén & Leon,
2012), que corresponde a un enunciado informal que intenta esclarecer el objeto estudiado, lo cual,
segun Frege corresponde a un preambulo no matematico. En particular, respecto a la derivada, se
utiliza con mucha frecuencia el punto, desde el momento en que se define la derivada en un punto
dado que se ubica en un intervalo cerrado de la funcion establecida, aqui es importante ver como
el espacio estudiado va cambiando, pues se trata de un espacio de dos dimensiones, por lo que el
punto presenta dos coordenadas. En este sentido, la definicion de derivada requiere elementos
como la recta tangente a una curva, donde los textos de calculo suelen utilizar enunciados como
“el punto A se desliza sobre la curva acercandose al punto B”. Aqui se percibe la necesidad que

hubo de utilizar palabras que implican dinamismo o movimiento, algo no muy matematico pero
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que, en union con otros elementos como los puntos, puede ser un buen intento de acceso al objeto

estudiado.

Teniendo en cuenta lo anterior, los procesos descriptivos cuyas pretensiones sean ilustrar en
los sujetos el acceso a objetos dados, no se pueden considerar rigurosamente matematicos, no
obstante, deben ser inexorables respecto al comportamiento del sujeto epistémico. Esto, a pesar de
que, desde el aspecto légico, las definiciones representen algo primordial y carente de valor

epistémico semantico, no significa que no haya un significado psicolégico.

Un altimo elemento relevante en el requerimiento epistemoldgico, que mencionan las
autoras Ledn y Corredor (2012), es el lugar de la demostracion. En relacion con lo anterior, la
accion didactica exige que se establezcan principios de distincion entre lo que determina la
regulacién y aceptacion de cierto comportamiento matematico y los que no son matematicos.
Ahora bien, los elementos mostrados hasta el momento, han caracterizado el sentido para un
enunciado matematico, lo que debe movilizarse junto con enunciados que no son propios de las
matematicas, pero permiten el acceso a ciertos contextos, como las proposiciones explicativas.
Recuérdese que el componente l6gico del sentido se afirma desde los procesos deductivos, los
cuales garantizan un estatus l6gico valido frente a un enunciado matematico. Desde este punto de
vista, la prueba obedece a los procesos que busquen afirmar la validez de una proposicion, lo que
limita los procesos argumentativos, que persiguen la conviccion y, aunque no comprendan pruebas
ni principios de deduccion légica, elaborar una prueba implica tener presente argumentos y tramas
argumentativas, cuyo propdsito es llegar a la validez de una proposicion. Es por esto que, un caso
particular de argumentar seria la prueba. Es menester aclarar que, en relacién con las tramas

argumentativas, son consideradas como un tejido de relaciones discursivas elaborado por un sujeto
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argumentador, cuyo objetivo es convencer a un auditorio del sentido particular presentado

(Calderén & Leon, 2001).

Dicho lo anterior, la prueba condiciona la argumentacion en:

e Laexplicacion de las premisas consideradas.

e Una estructura fuerte para la conexion de los argumentos determinada por logicas

formales.

e Larelativizacion de los auditorios y los contextos para lograr un caréacter atemporal

e impersonal. (Calderén & Ledn, 2012, p. 73)

De igual manera, el contexto argumentativo restringe la prueba a partir de la intencionalidad
y la incertidumbre del sujeto en relacion con la validez en una proposicion. Por ejemplo, en
matematicas, el teorema de Pitagoras tiene un caracter atemporal en su demostracion, pues o todas
las demostraciones no vienen de la misma proposicion o existe solo una demostracion en varios
registros. En lo que concierne a la derivada, unos teoremas se demuestran Unicamente utilizando
procedimientos algebraicos acompafiados de expresiones en lenguaje natural y algunos simbolos
matematicos, mientras que otros requieren el uso de registros geométricos que proporcionen mejor
comprension de aquello que se esta estudiando. A continuacion, se muestran dos teoremas sobre
derivadas, Apostol (1979): el primero trata sobre la derivada de funciones con base en las cuatro

operaciones fundamentales, el segundo consiste en una aplicacion del teorema del valor medio:

Teorema 4.1. Sean fy g dos funciones definidas en un intervalo comudn. En cada punto en
que fy g tienen derivadas, también las tienen la suma f + g, la diferencia f — g, el producto

f- gy el cociente f /g. (Para f /g hay que afiadir también que g ha de ser distinta de cero
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en el punto considerado). Las derivadas de estas funciones estan dadas por las siguientes

formulas:

) (f+g =f+g,
(i) (-9 =f-g,
(i) (f-oy =fg+gf,

(iv) (g) = % en puntos x donde g(x) # 0.

Demostracion de (i). Sea x un punto en el que existen ambas derivadas f'(x) y g’ (x). El
cociente de diferencias paraf + g es

fE+n+g&+M]-[fG)+9M)] _ fGr+h) () +g(x+h) —g(®)
h h h

Cuando h — 0, el primer cociente del segundo miembro tiende a f'(x) y el segundo a g"(x)

y por tanto la suma tiende a f"(x) + g"(x). (Apostol, 1979, p. 201-202)

Solo se presentd la demostracion de la parte (i), pues para propositos del presente trabajo, es
suficiente con ilustrar el uso del lenguaje algebraico. Hay casos en los que se utilizan las
representaciones geométricas para puntualizar aquello que se esta presentando, como es el caso

del teorema de los maximos y minimos:
Teorema 4.8.

Supongamos f continua en un intervalo cerrado [a,b] y que existe la derivada f* en todo

punto del intervalo abierto (a,b), excepto acaso en un punto c.
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a) Si f'(x) es positiva para todo x < ¢ y negativa para todo x > c, f tiene un maximo

relativo en c.

b) Si, por otra parte, f'(x) es negativa para todo x < ¢y positiva para todo x > c, f tiene

un minimo relativo en c.

Demostracién.

En el caso a), el teorema 4.7 a) nos dice que f es estrictamente creciente en [a,c] y
estrictamente decreciente en [c,b]. Luego f(x) < f(c) paratodo x # c en (a,b), con lo que

f tiene un maximo relativo en c. (Apostol, 1979, p. 229)

S ) <0
<o
F@>0 i
|
|
|
| ' |
| | |
] ] ]
[t} c b
a) Maximo relativo en c. b) Minimo relativo en c.

Figura 8. Maximos y minimos en el punto c.®

En la demostracion del teorema anterior solo se presenta la parte a), pues se pretende mostrar
la necesidad de la utilizacion de los registros geométricos; en esta demostracion se alude a un
teorema 4.7 que, en el texto de Apostol, se refiere al crecimiento y decrecimiento de la funcion f

en el intervalo [a,b], dado el signo de la derivada f"(x), ademas de cuando f"(x) es cero.

8 Tomado de Calculus (p. 229), por T. Apostol, Volumen I, Editorial Reverte.
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Las demostraciones del teorema de Pitagoras, asi como las mostradas anteriormente, dejan
entrever diferentes maneras de experiencia frente al significado de una prueba. Respecto a la
proyeccion didactica del requerimiento epistemoldgico, el caracter fenomenoldgico de la prueba
alude a la relevancia de los procesos de prueba y demostracion, en cuanto a la comprension del
conocimiento matematico, lo cual se puede expresar en la caracterizacion de prueba por Martin-

Lof:

La prueba de un juicio es la evidencia de €l [...] prueba es lo mismo que evidencia [...] la
prueba de un juicio es el mayor acto de aprehensién, compresién y entendimiento o mirada

de él. Asi, una prueba no es un objeto es un acto. (Martin-Lof, 1983-4, p. 231)

De esta manera, la prueba seria, primeramente, un acto y, luego de procesos de reflexion, un
objeto. Desde esta misma Optica, Richard Tieszen (1992) caracteriza los siguientes actos llamados

de prueba, tomando un mismo enunciado matematico:

e Una prueba es el cumplimiento de una intencién matematica. La intencionalidad se
establece segun los actos de cognicion que debe apuntar a los objetos por la forma
de contenido de los actos, ademas se relaciona con los procesos de sentido, pues los
contextos de enunciacion no tedricos corresponden al contenido semantico asociado
a una proposicion x. El acto cognitivo aqui, se fija segln lo que un sujeto A piense
de x. De acuerdo a la manera en que se dé el contenido, el desarrollo del conocimiento
depende de la informacion y evidencias adquiridas. La prueba cumple, entonces, una
intencion matematica, la cual puede ser un acto cognitivo lleno o vacio y, dado que,
los objetos de los actos matematicos cognitivos no necesariamente existen, la

evidencia de que existan es la prueba. Asi, se cumple el acto matematico cognitivo
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con el resultado de la evidencia. Tieszen (1992) afirma que es posible tener creencias
y opiniones en matematicas, pero la prueba permite que se genere la necesidad de
completar estados de conocimiento en relacion con objetos sin evidencia. Por
consiguiente, la prueba tiene la funcion de evidencia que puede asociarse a la
adecuacion, por ejemplo, las pruebas intuicionistas son plateadas a partir de algo
relevante en el sentido de responder preguntas en relacion con lo que produce creer

en X.

e La prueba como una realizacion de una expectativa matematica. La concepcion de
un objeto puede obtenerse sin necesariamente verlo, lo que muestra una intencion
vacia que podria verse como las expectativas a causa de creencias o recuerdos,
aspecto cognitivo cuando se pretende desarrollar conocimiento. Las expectativas
varian de acuerdo a como se vaya construyendo el conocimiento, asi que la prueba

no debe ser independiente de la intencionalidad.

e La prueba como la solucion de un problema matematico. La prueba no puede
separarse de la solucién de un problema, pues su resolucion se debe a creencias que
se adquieren, para llegar a la solucién o no. Esto permite el mejoramiento frente al

conocimiento que alude al problema.

e La prueba como un programa que satisface una especificacion particular. Este es
un tema actual que se refiere a si las maquinas, como programas que ejecutan
especificaciones en particular, tienen o0 no intencionalidad. En caso negativo, es

posible argumentar que las pruebas automatizadas otorgan evidencia de
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derivabilidad, bajo el concepto de que las pruebas son entendidas por seres con

intencionalidad.

e La distancia prueba-demostracion. Caracterizar la prueba desde la intencionalidad
representa un acto establecido por una intencién de completitud. Las pruebas
expresadas como demostraciones del teorema de Pitagoras y las enunciadas sobre la
derivada, son evidencia con prueba, pasando por la parte visual que, se apoya en la
elaboracion de sentido basado en un valor epistémico semantico, asi como utilizando
el discurso tedrico que, se sustenta en las componentes epistémica, tedrica y logica.
De esta manera, la prueba tendré la intencion de hacer evidente un objeto, mientras
que la demostracion es una prueba que desarrolla teoria en un contexto tedrico

particular.

Finalmente, en cuanto a los aportes del trabajo de Calderon y Ledn (2012), los elementos
que aluden al requerimiento epistemologico como la elaboracién de sentido, asi como las
definiciones, explicaciones, descripciones y demostraciones, son fundamentales en la realizacion
de tramas argumentativas en geometria y, en particular en el discurso argumentativo utilizado en
el estudio de la derivada, pues acentla la accidn didactica del profesor, promoviendo la articulacion
entre campos conceptuales que se asocian al campo objeto frente a la formacién geométrica,
ademas aporta criterios en cuanto a la aceptacién de un enunciado como matematico, de una
argumentacién como pertinente y de una prueba como demostracion. Respecto a la derivada, el
discurso argumentativo puede generar mayor confianza y una apropiacion de elementos, tales que

permiten la caracterizacidn de objetos a través de enunciados, términos y expresiones que permitan
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un mejoramiento en la compresion de este objeto que, por su caracter abstracto, como se ha

mencionado anteriormente, es complejo de comprender.

En este apartado sobre los aspectos que tienen que ver con el discurso argumentativo, el
trabajo que se menciono al inicio del mismo y que estd muy relacionado con el de las autoras
citadas con anterioridad, es el de Jiménez y Pineda (2013), Comunicacion y argumentacion en
clase de matematicas, dado que los procesos argumentativos, pueden aportar al mejoramiento de

la comprension de objetos matematicos.

De acuerdo con Jimenez & Pineda (2013), la importancia del desarrollo de la argumentacion
radica en que se trabaje en un ambiente donde se produzcan estrategias de comunicacion como el
trabajo en grupo y la heuristica solucionador-escucha, donde el lenguaje se toma como una préactica
social que fomente aspectos como el didlogo y la reflexion. Este es un aporte que se puede tener
en cuenta en los procesos de ensefianza y aprendizaje en cualquier tematica, donde suelen
presentarse dificultades respecto a la comunicacion entre docentes y estudiantes, en particular, en
matematicas, ciencia que trata sobre aspectos que se fundamentan desde lo abstracto, razén por la
cual es necesario un lenguaje adecuado en la comunicacion e interaccion de ideas, enunciados,

expresiones, afirmaciones y demas.

Desde el punto de vista histdrico, las clases de matematicas se han inclinado por el
platonismo, el positivismo ldgico, el estructuralismo y el formalismo, lo que ha generado que el
docente exprese las ideas en forma axiomatizada y sin relacion alguna con la realidad (Jiménez,
2010). En consecuencia, los estudiantes no comprenden estas verdades abstractas y las aceptan,

manteniendo la pasividad, sosteniendo poca comunicacion y argumentacion.



CARACTERIZACION SEMIOTICA-COGNITIVA EN LA DERIVADA 97

Se hace necesario, por tanto, contribuir a la formacién de pensamiento argumentativo (Ledn
& Calderdn, 2003), donde se promueva la comunicacion, la participacion del estudiante, larelacion
entre el contexto y el saber matematico, aprehendiendo el lenguaje matemético de manera que se
integre al del estudiante (Jiménez et al., 2010). Al respecto, la idea seria vencer algunas dificultades
de incompetencia comunicativa y matematica, es decir, dificultades presentadas en la
interpretacion y produccion de discursos argumentativos (Ledn, 2003). Para esto, se debe generar
espacios, dinamicas y estrategias que favorezcan el razonamiento matematico donde se pueda

interactuar sin limite alguno.

Este tipo de interrelaciones permiten que la comunicacion y el lenguaje articulen la
comprension y laargumentacion, pues la discusion y consensos al respecto generan la construccion
de nuevos saberes. Investigaciones sobre la argumentacion en el aula sustentan esta reflexion,
como, por ejemplo, Crespo (2006), sobre la argumentacion en el aula, trabajo que muestra las
dificultades de los estudiantes frente a la comprension de la necesidad de las demostraciones en
matematicas, en esta investigacion se concluye que se puede evitar la algoritmia en el aula con el
uso de las demostraciones logicas y la argumentacion, eludiendo el trabajo mecénico y rutinario.
Leon y Calderon (2001), sobre la validacion y argumentacion en el aula, donde se aprecian
recursos argumentativos que orienten la validacién en soluciones de problemas matematicos. Se
aplico en una poblacién de estudiantes de primer semestre de universidad, ademas encontraron
componentes socioculturales utiles en la interaccion argumentativa en matematicas, lo que reflejé
recursos empiricos y analiticos que venian acompariados del aporte escrito. Otro aspecto relevante
fue que el convencimiento de las ideas discutidas va creciendo en concordancia con los elementos

discursivos utilizados, como por ejemplo el descriptivo y el explicativo.



CARACTERIZACION SEMIOTICA-COGNITIVA EN LA DERIVADA 98

En suma, el trabajo de Planas (2010), acerca de practicas escritas en la argumentacion,
destaca que la argumentacion hace parte de la formacion de los estudiantes y, por consiguiente,
también desde el punto de vista del profesor, pues se encontr6 dificultades précticas y de
interpretacion en la argumentacién en matematicas; por lo que se recomienda llevar a la préctica
el anélisis de los usos que estudiantes y profesores realizan en este tipo de practicas. En el trabajo
de Carneiro (2008), se presentan las experiencias que docentes han tenido en la ensefianza de las
matema@ticas, determinando que la union de los mismos puede permitir la superacion de
dificultades al respecto y, ademas que los profesores investigados, en su préctica pedagdgica de
problemas cotidianos permite la reflexion de su préctica y la mediacion de situaciones mas

agradables en la ensefianza y el aprendizaje.

Estos trabajos, que han aportado de gran manera al campo de la Educacion Matemaética, no
han descuidado el elemento comunicativo, pues si en el aula de clase la esencia es la comunicacion,
es seguro que los estudiantes desarrollen habilidades comunicativas y también construyan
matematicas bajo el uso de la argumentacién (Diaz, 2008). La clase de matematicas debe
aprovecharse para robustecer y desarrollar las habilidades argumentativas. El propdsito aqui es de
motivar los espacios actuales de estudio y de investigacion sobre estas teméticas, en donde se hace
necesario que el profesor establezca mejores actividades dindmicas e integre estrategias de
comunicacion, en las que docente y estudiantes sean libres de discutir, participar, interactuar,
opinar, justificar, explicar y argumentar. De acuerdo con lo anterior, la intension que tiene el
presente trabajo, cuyo objeto es la derivada, es no perder de vista esta perspectiva, en el sentido de

tener una opcion que sea viable para llevarla a cabo en el aula de clase de matemaéticas, en



CARACTERIZACION SEMIOTICA-COGNITIVA EN LA DERIVADA 99

particular, con la importancia del discurso y la argumentacion integrados al anlisis de los procesos

determinados.

Ademas, es importante decir que los aportes de Ledn y Corredor (2012), asi como el de
Jiménez y Pineda (2013) sobre aspectos argumentativos en clase de matemaéticas, son apropiados
para realizar los anélisis respectivos del presente trabajo, por los elementos que presentan como el
de contenido, el discursivo y el comunicativo, pues los mismos brindan posibilidades de entablar
estrategias viables para llevar a cabo en el aula y, asi, poder afianzar el aprendizaje de objetos
como la derivada, la cual, por su naturaleza correspondiente a un campo como lo es el del calculo,
implica dificiles accesos de conocimiento y complejos procesos de comprension y aprendizaje en

los estudiantes.

En suma, como aporte al campo de la Educacion Matematica, es necesario que el profesor
plantee la importancia de las reflexiones sobre su practica pedagogica y permita entornos en los
que se pueda desarrollar la argumentacion a través de la interaccion discursiva y comunicativa.
Respecto a lo anterior, el aspecto con el que se pretende que este trabajo de profundizacion
contenga elementos novedosos no solo al campo de estudio, a la linea de lenguaje y comunicacién,
sino también para la ensefianza y aprendizaje de objetos de estudio como la derivada; es justamente
la necesidad de integrar aspectos del discurso, argumentacion y del analisis de las representaciones

semidticas en el calculo en matematicas, en particular en grado undécimo.

Capitulo 3. Fundamentos Metodoldgicos

En este capitulo se presentan los distintos aspectos relacionados con la metodologia que

orienta este trabajo. Se presenta el disefio metodoldgico de corte cualitativo, que se estructura



CARACTERIZACION SEMIOTICA-COGNITIVA EN LA DERIVADA 100

desde los trabajos de Cobb (2000) y Confrey et al. (2000), sobre los experimentos de ensefianza,
describiendo las fuentes de datos, asi como las diferentes fases desarrolladas en la investigacion.
Un aspecto relevante en estas metodologias corresponde a la apertura que ofrecen al poder
interpretar fendbmenos dados en contextos particulares, asi como establecer un marco integral de
la situacion estudiada, a través de la relacion de los componentes del fendmeno en investigacion,

lo que proporciona un progreso en la construccién de explicaciones.

Teniendo en consideracion el estudio cualitativo, se propone inicialmente explorar los
Experimentos de Ensefianza como una alternativa que permita plantear el presente trabajo. Se
presentan en este capitulo las particularidades de esta metodologia de trabajo. Igualmente, se
realiza una descripcién de algunos elementos que forman parte del desarrollo del experimento,
tales como las conjeturas, sus dimensiones y las trayectorias de aprendizaje sobre las que estos

aspectos se ponen en escena.

Finalmente, se presentan los disefios de las actividades que componen la trayectoria; asi
como los interrogantes que constituyen dichas actividades, estableciendo sus particularidades y las
formas de actuacion que se esperan, es decir, las hipdtesis en relacion con el funcionamiento de la
trayectoria.

3.1 Experimentos de Ensefianza

En este apartado se exponen los elementos del marco metodolédgico que se estructura a partir
del trabajo de Cobb (2000). Esta metodologia suministra formas de indagar las posibilidades que
brinda la investigacion dada una determinada propuesta del profesor y lo que se produce en el
aprendizaje de los estudiantes, teniendo presente los cambios que van resultando en el aula de

clase.
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Teniendo en cuenta lo anterior, la metodologia de experimentos de ensefianza permite
abordar los siguientes aspectos: estudiar el grado en que la participacion de los estudiantes en
actividades de clase sostiene sus aprendizajes en matematicas, estudiar la actividad del profesor y
las formas de mejoramiento en la interaccion con los estudiantes, observar las actividades
propuestas por el profesor y las construcciones potenciales del estudiante en la clase a partir de
ellas, desarrollar constructos tedricos que posibiliten maneras de comprender lo sucedido en el

aula de clase.

El presente trabajo de profundizacion esta adscrito en este abanico de opciones en el
quehacer matematico mediante los experimentos de ensefianza, el cual ha puesto en préctica las
propuestas que para la derivada se han desarrollado en el marco de referencia. Esta metodologia
propicia que se desarrollen los siguientes aspectos paralelamente: se mide el impacto del
experimento de ensefianza en la formacion de los estudiantes, se extrapolan recomendaciones para

el ajuste y posterior continuacion de la propuesta.

El trabajo con los experimentos de ensefianza implica que el investigador debe hacer
presencia en las actividades de clase, por lo tanto, el profesor forma parte del equipo que acompafia
la investigacion. En cuanto al disefio, no debe ser definitivo, esto quiere decir que puede ser
susceptible de modificaciones o adecuaciones que se den por las discusiones referentes a los
desarrollos de los estudiantes. Lo dicho anteriormente corresponde al primer analisis realizado
sobre la implementacion, el andlisis “local”, que tiene presente los detalles de la implementacion

del experimento.

Lo anterior compone lo caracterizado por el disefio y la implementacién en el aula de clase

del experimento de ensefianza.
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Con lo anterior se tiene lo que caracterizan el disefio y la puesta en el salon de clase del
experimento de ensefianza. Es necesario también, plantear algunos elementos que perfilen el
andlisis subsiguiente a estos aspectos, como por ejemplo el andlisis “retrospectivo”, el cual situa
los sucesos ocurridos en el aula de clase en un contexto tedrico, que permite la comparacion, por
ejemplo, como estrategias de interpretacion. El andlisis retrospectivo permite al investigador
regresar, revisar y reflexionar acerca de lo acontecido en el aula de clase al momento de
implementar el experimento. Aquello que se vaya descubriendo puede compararse con casos
paradigmaticos, con los supuestos iniciales e hipdtesis, ademéas con los fundamentos tedricos

ubicados en la base del disefio.

A continuaciéon se presenta una descripcion de algunos factores primordiales de los
experimentos de ensefianza, teniendo en cuenta que se han establecido los ajustes necesarios

respecto a la metodologia en el desarrollo del trabajo de profundizacion.

3.1.1 Generalidades de Los Experimentos de Ensefianza y las Trayectorias de Aprendizaje

Se asume que la investigacion en educacion matematica cumple una amplia variedad de
propdsitos. No es corta la lista de elementos que se abordan actualmente en el campo y asimismo
el tipo de miradas que se dan de dichos elementos; basta con revisar los temas de algunos congresos
nacionales e internacionales (22 temas ocuparon las discusiones del CIAEM, 2015) o los nimeros
recientes de algunas publicaciones, para darse cuenta de que, aunque el campo es relativamente

nuevo, es un campo amplio y prolifico.

En este contexto de trabajo se reconoce sin embargo que es necesario profundizar en las
investigaciones del salon de clases de matematicas de corte un poco mas especulativo (Confrey &

Lachance, 2000), en relacion con algunas tendencias mas cualitativas o en las que las condiciones
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particulares de los entornos reales de los salones de clase se restringen; una investigacion en las
que algunas de las restricciones se “relajen” mientras que otras se mantengan. De entre los trabajos
mas reconocidos en este &mbito se encuentran los de Cobb (2000) y sus colaboradores, los cuales
han propuesto un modelo de disefio de investigacion que utiliza las condiciones comunes y
naturales propias de un salén de clase, acompafiada de elementos tedricos para crear e investigar

nuevas estrategias educativas.

Las estrategias desarrolladas a través de este tipo de trabajos de investigacion son pensadas
para cambiar y reformar las précticas de ensefianza, asunto que llama la atencion para este trabajo
de investigacion, pues propone maneras alternativas que se pueden aplicar en el desarrollo de la
clase de calculo, en particular sobre la derivada, de la Institucién Educativa en mencion. Sin
embargo, el asunto central de dichos trabajos es que se presentan como una forma de acercarse al
estudio de las clases de una manera que permite establecer una mejor conexion entre la teoria y la
practica. Asi, los experimentos de ensefianza estan motivados por el compromiso del investigador
en prestar especial atencion a las interacciones de los participantes de la clase, pues en estas
seguramente aparecen concepciones e interpretaciones fundamentales para los propoésitos de esta

investigacion.

En la realizacién del experimento de ensefianza se identifican dos niveles: un micronivel y
un macronivel (Cobb, 2000). En el primero se encuentra el experimento de ensefianza en el
momento en que fue pensado y se hicieron ciertas anticipaciones, junto con los elementos previstos
para desarrollar la ensefianza, los cuales contemplan las actividades de clase planeadas y aplicadas.
Se cierra este primer nivel con el analisis de la implementacion de dichas actividades, un analisis

local que permite identificar lo que ocurre en clase y a partir de ahi desarrollar los ajustes para las
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actividades siguientes. Estos ajustes tienen que ver con los desarrollos de la conjetura, asi como

con ciertas caracteristicas de las actividades.

En el segundo, el macronivel, se estudia la secuencia completa de ensefianza, todos los
elementos que constituyeron la planeacion del experimento y sus diversas actividades de clase asi
como los detalles de su implementacion; se trata de crear conexiones, relaciones y explicaciones
entre la teoria local que gui6 el disefio y la implementacién de las actividades, para tratar de
explicar la forma en que las trayectorias de aprendizaje y las conjeturas respondieron a lo esperado

en el experimento de ensefianza; esto se realiza mediante un andlisis retrospectivo.

El experimento de ensefianza inicia con la identificacion de unas metas de aprendizaje y la
forma en que el proceso de ensefianza puede ser realizado, asi como una descripcion de las maneras
en gue se espera discurra el aprendizaje (la conjetura). Lo anterior se concreta en la formulacion
de una trayectoria hipotética de aprendizaje, la cual ha de incluir una descripcion coherente de
cdmo se desarrollara el aprendizaje de los estudiantes, es decir, precisar como el pensamiento y la
comprension de los estudiantes puede evolucionar con dichas actividades, lo cual permite ver que

estos elementos estan en una clara interrelacion.

Aunque los aspectos sociales, en los que se funda el experimento de ensefianza, no aparecen
de manera explicita en la planeacion, se debe reconocer que un analisis puramente psicoldgico que
caracterice el aprendizaje independientemente de la situacion social en la que esta toma lugar, es
inadecuado cuando se disefian y planean las situaciones. Sin embargo, en este trabajo los aspectos
sociales del saldn de clase estaran en general implicitos, o por lo menos no se haran referencias

puntuales procedentes de analisis especificos de estos aspectos.
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Este analisis de las caracteristicas particulares de la metodologia de experimentos de
ensefianza permitio establecer las condiciones para determinar una conjetura que guie el
experimento de ensefianza, los elementos que componen las trayectorias de aprendizaje v,
finalmente, identificar propuestas tedricas y metodoldgicas en relacion con la forma en que han de
conducirse los andlisis finales. Se presentan entonces los pormenores de dichos elementos del

experimento de ensefianza.

Un primer elemento importante a la metodologia es el concepto de trayectoria de
aprendizaje, el cual tiene ya, al menos, 20 afios. Se us6 para dar forma a un trabajo que articulara
las maneras en que las concepciones de los estudiantes progresan de un estado informal hacia uno
més elaborado. Siendo un concepto tan nuevo, como ocurre con tantos otros en educacion
matematica, no se encuentra aun un consenso entre los miembros de la comunidad en relacién con
su definicion y alcance. En este trabajo se parte de la acepcion de trayectoria de aprendizaje dada

por Confrey & Maloney (2009):

... a researcher-conjectured, empirically-supported description of the ordered network of
constructs a student encounters through instruction (i.e., activities, tasks, tools, forms of
interaction and methods of evaluation), in order to move from informal ideas, through
successive refinements of representation, articulation, and reflection, towards increasingly

complex concepts over time. (p. 347)

... una descripcion conjeturada por un investigador y respaldada empiricamente de la red
ordenada de constructos que un estudiante encuentra a través de la instruccion (es decir,
actividades, tareas, herramientas, formas de interaccion y métodos de evaluacién), para

pasar de ideas informales, a través de refinamientos sucesivos de representacion,
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articulacién y reflexion, hacia conceptos cada vez mas complejos a lo largo del tiempo. (p.

347)

Al estar fundamentada en dos perspectivas, una sociocultural y una psicoldgica, la idea de
trayectoria de aprendizaje hace énfasis en que la comprension de los estudiantes esté influenciada
por el proceso de ensefianza en el que ellos estan inmersos (sociocultural) y que asimismo dicha
comprension estd basada en una organizacién de las experiencias individuales de los estudiantes
(psicoldgica). Es decir, se postula como una propuesta que intenta darle un lugar a la organizacion
adecuada del proceso de ensefianza y al mismo tiempo reconoce las particularidades que el
aprendizaje tiene para los estudiantes en una disciplina especifica. Esta dualidad es fundamental

al momento de planear y ejecutar las diferentes componentes de la trayectoria de aprendizaje.

Las trayectorias de aprendizaje se han empleado como fundamento en diversos trabajos.
Confrey et al (2012) reportan su progreso en construir evaluaciones diagndsticas disefiadas
alrededor de trayectorias de aprendizaje que fomentan el aprendizaje de los estudiantes. En su
trabajo disefian una plataforma de evaluacién para el salon de clase. Se rescatan de esta reflexion
las tres funciones claves que sefialan para las evaluaciones en el salon de clases: monitoreo
curricular, evaluacion formativa, evaluacién diagnéstica. Clements, D., Wilson, D., & Sarama, J.
(2004) crean una trayectoria hipotética de aprendizaje basada en investigaciones previas sobre la
composicién de figuras geomeétricas en estudiantes de preescolar, ademas disefian instrumentos
para identificar el progreso de los estudiantes en dicha trayectoria; emplearon diversos métodos
como la investigacién accion con profesores y estudios que involucraban un amplio grupo de
estudiantes; reportan el avance de los estudiantes en el desarrollo de habilidades para componer y

recomponer figuras bidimensionales.
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Otros estudios, como el de Wilson, Mojica y Confrey (2013), formulan un conjunto de
trayectorias para trabajar con profesores en formacién como un curso de métodos de ensefianza.
Con ellas se mostraba como estas trayectorias pueden ser usadas para que los profesores en
formacion aprendan sobre los procesos de razonamiento de sus futuros estudiantes; basados en el
hecho de que estos profesores no tenian experiencia con el trabajo en clase, la conjetura afirmaba
la dificultad que ellos enfrentarian al intentar describir dichos procesos de razonamiento. Muestran
finalmente que el trabajo con estas trayectorias y conjeturas apoya la construccion de modelos para

los tipos de razonamientos que pueden desarrollar los estudiantes.

Las nuevas aproximaciones para el trabajo en clase de matematicas han buscado que este
trabajo, organizado y dirigido por el maestro, permita estimular las ideas matemaéticas de los
estudiantes a través de tareas cuidadosamente seleccionadas, en ambientes de clase en los que se
alienta a los estudiantes a intercambiar sus ideas, con un compafero o con la clase en general y
con el profesor, como una estrategia que les ayude a darle sentido a las mismas. Ademas, ponen
especial atencion a la comprension que van alcanzando los estudiantes de los temas en estudio
como un elemento mas en la planeacién de las actividades de clase. Por lo anterior, el conocimiento
que tenga un profesor de estas formas de trabajo se considera fundamental para el éxito de estas
nuevas aproximaciones. Las trayectorias de aprendizaje se constituyen asi en un mecanismo
potente de poner en accidn todas estas consideraciones y por lo tanto en un recurso valioso para

los profesores.

En ellas el profesor tiene un papel central en el proceso en la medida que es él quién orienta
el trabajo con las tareas y herramientas que se disefiaron —para el experimento de clase; es quien

da forma y garantiza las diferentes interacciones discursivas en el salon de clase, al fomentar el
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uso del lenguaje necesario para construir y presentar ideas, sugerir nuevas formas de enfrentar un
problema, sefialar errores y ofrecer alternativas de trabajo, etc. Las trayectorias de aprendizaje
pueden proveer a los maestros con una estructura que apoya sus capacidades para atender el
progreso de sus estudiantes, ya que permite ajustar la ensefianza a las particularidades de su clase

y conseguir los desarrollos conceptuales propuestos.

Wilson et al. (2013) afirman que las trayectorias de aprendizaje permiten estructurar ideas
generales para el trabajo en clase y al mismo tiempo tienen la flexibilidad que permite hacer
adecuaciones a las particularidades de algunos grupos. De esta manera las trayectorias pueden
asociarse con los estandares, apoyar la organizacién curricular, en general pueden apoyar el trabajo
del profesor. Estas pueden describir el aprendizaje de los estudiantes como un proceso que va
seflalando sus desarrollos, como un conjunto de posibilidades mas no como un grupo de

prerrequisitos.

Reconocen la experiencia de los aprendices como un recurso que debe ser usado en la
planeacion de las actividades; permiten tener en cuenta las exigencias l6gicas de las matematicas
al mismo tiempo que las exigencias cognitivas para el desarrollo de los conceptos. Se reconoce
una relacion directa entre el aprendizaje de los educandos y los procesos de ensefianza en los que
ellos participan; este aprendizaje no se desarrolla de manera espontanea sino a través de la
participacién de los estudiantes en experiencias cuidadosamente disefiadas. Esta participacion se
aprovecha mejor en la medida en que los profesores comprendan el pensamiento matematico de

sus estudiantes.

Al estar basadas en evidencia empirica y tedrica sobre las formas en que se desarrolla el

aprendizaje de los estudiantes, en este caso la propuesta para el aprendizaje de la geometria en
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relacion con las actividades cognitivas que requiere dicho aprendizaje, puede asegurar mayor
coherencia en una propuesta de trabajo en clase; ademas las trayectorias permiten una organizacion

curricular que establece conexiones entre estandares lo cual apoya dicha coherencia.

Estos elementos se pondran en juego para el disefio de la trayectoria de aprendizaje que
corresponde al desarrollo de este trabajo de investigacion sobre la derivada. Dicha trayectoria se
disefia e implementa teniendo en consideracion elementos como los saberes de los estudiantes, la
interaccion entre el profesor y los aprendices. El analisis de la trayectoria proporciona los
elementos necesarios frente a los aspectos centrales del trabajo, tales como saber cuéles son las
representaciones semioticas utilizadas, como se va desarrollando el discurso en el aula respecto a
las preguntas plateadas, entre otros; lo que permite formular las conclusiones finales sobre los
aportes al mejoramiento del aprendizaje del objeto estudiado y su contribucién al campo de la

educacion matematica.

3.1.2 Las Conjeturas y el Desarrollo de los Experimentos de Ensefianza

Un experimento de ensefianza tiene varios componentes y etapas de desarrollo. Entre uno de
los componentes se destaca la conjetura, la cual es una afirmacion sobre los hechos del salon de
clase que se basa en evidencias, tanto tedricas como experimentales, que recoge las creencias del
equipo de investigacion en relacion con las formas en que se han de desarrollar los aprendizajes
de los estudiantes. En particular, permite relacionarse con coémo las matematicas deberian, para

propdsitos educativos, organizarse y conceptualizarse (Confrey, et al. 2000).

Su formulacién intenta recoger elementos que apoyen nuevas maneras de aproximarse a un
contenido matematico y las formas de llevarlo a clase; esta formulacion adopta un caracter

experimental y, a diferencia de una hipotesis, no se contempla como una afirmacién que ha de ser
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probada. Se espera que dicha conjetura guie el proceso de investigacion, lo cual implica que los
eventos que ocurren en el mismo pueden hacer cambiar la conjetura y de la misma manera se
espera que ciertos cambios en la conjetura impliquen ajustes al desarrollo del proceso. En ultimas,

en el trascurso de la investigacion la conjetura se revisa y se reelabora.

Confrey et al (2000) propone que en la formulacion de una conjetura se deben tener en cuenta
dos dimensiones; al estilo del ya conocido simil de la moneda, se afirma que una conjetura tiene
dos partes diferentes, pero estrechamente ligadas que se conjugan al momento de formularla. Se
tienen entonces la dimension del contenido de la conjetura y la dimension pedagdgica de la

conjetura; la primera asociada a qué se debe ensefiar y la segunda a como se debe hacerlo.

La primera dimension establece el contenido matematico de la conjetura. No se formula
necesariamente en términos de temas sino a partir de una descripcion de los elementos que se
consideran constituyen el aspecto matematico que se va a estudiar. La segunda, la dimension
pedagdgica, al responder la pregunta de cdmo ensefiar dicho contenido, atiende cuestiones
relacionadas con la organizacién del salon de clase, el tipo de tareas y actividades que se han de

proponer o los recursos con los que dicha ensefianza debe realizarse.

Esta conjetura esta ligada, como se menciona en su definicion, al marco tedrico que guia la
investigacion. Esta relacién permite planear las actividades y la metodologia que guian el
experimento de ensefianza; ademas, por su vinculo con la experiencia, la conjetura queda situada
en un escenario escolar particular. Las dimensiones de la conjetura permiten establecer relaciones
entre la teoria y la practica pedagogica; esto requiere una revision y analisis cuidadoso de la
literatura existente (Confrey, et al. 2000). Todos estos aspectos son una condicién fundamental

para el proceso de analisis que seguira a la implementacion del experimento de ensefianza.
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La conjetura interviene ademas en la determinacion y ajustes a la pregunta de investigacion,
asi como en los métodos de recoleccion de datos. En este sentido, la conjetura recoge todos los

aspectos que se sefialaban para la investigacion cualitativa.

Para este trabajo, la formulacién de la primera conjetura responde a dos decisiones, cuya
explicitacion es necesaria para sentar una posicion en relacién con el grado de particularidad que

se quiso introducir.

La primera decision tuvo que ver con la redaccion de una expresion general de la conjetura
y sus dos versiones particulares para cada una de las dimensiones (de contenido y pedagogica);
esta forma de presentar la conjetura no parece necesaria segun lo revisado en la parte tedrica. Sin
embargo, se consideré pertinente que la primera formulacion deberia aparecer como una
ratificacion explicita del proposito de incluir consideraciones cognitivas en el disefio del
experimento, y que las otras dos formulaciones de la conjetura aportaran a la claridad necesaria

para el disefio de las situaciones.

La segunda decision tuvo que ver con el grado de generalidad de las dimensiones. En la
dimension del contenido se recoge, con la formulacion presentada y de manera general, una
descripcion que abarca el pensamiento variacional, en el campo del calculo que propone el MEN.
Pensar que un experimento de ensefianza, incluso varios, puedan dar cuenta de todos estos
elementos seria ingenuo, pero lo que se busca con tal formulacién no es comprometerse con tal
cantidad de trabajo sino, de nuevo, fijar una posicion en relacion con precisar que el tipo de calculo
que se trabajara se puede identificar a partir de la propuesta que ha formulado el MEN para la
matematica escolar. En la dimensién pedagdgica aparecen varios procesos complejos y en cuyo

desarrollo intervienen diversos elementos; esto se consideré como una potencialidad en el sentido
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de que con base en esta conjetura se pueden formular otras conjeturas, mas particulares y asociadas
de manera directa con las tres situaciones que vinculan con ella. Se presentan las formulaciones

mencionadas:

Conjetura: el planteamiento de una propuesta de ensefianza del célculo debe considerar
aspectos referentes a los procesos cognitivos inmersos en la resolucion de problemas en el contexto

de la nocion de derivada.

Dimension del contenido ¢qué ensefiar?: El desarrollo del pensamiento variacional al inicio
de la educacién basica debe estudiar la representacion de graficas en el plano cartesiano, sus tipos
y sus relaciones aritméticas, como algebraicas; ademas, el uso del discurso para expresar
propiedades, formular, defender argumentos y resolver problemas. Los tépicos del calculo que se
han de desarrollar tienen que ver con los conceptos principales y las aplicaciones: en los primeros
se tiene en cuenta la derivada de funciones y algunas graficas. En los segundos, el trazo de gréaficas

utilizando derivadas.

Dimension Pedagogica ¢coémo ensefiar?: Las actividades cognitivas que direccionan este
trabajo son: la conceptualizacion; la resolucion de problemas; el razonamiento, en particular el
estudio de aspectos relacionados con el discurso y la argumentacion en el aula referente al calculo

y la geometria analitica.

La formulacion de esta conjetura procurd atender a las caracteristicas que se presentaron
para las mismas; esta formulacion recoge el estado final de la conjetura con la cual se desarrolld
el experimento de ensefianza. Con la conjetura propuesta, se puede ahora pensar en las actividades
y en la metodologia de su implementacion en el aula de clase, es decir, sentar las bases para la fase

de implementacion del experimento de ensefianza.
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Ahora bien, en el planteamiento de elementos como la conjetura y la trayectoria, entre otros,
permite explicar la manera en que la metodologia utilizada no se establece sin ningtn sentido, sino
con el propdsito de que el disefio y la implementacion sean justificados a partir de bases tedricas
que den cuenta del porqué y para qué se utilizan las actividades en el aula de clase. Ademas, es
importante ir analizando la manera en que los experimentos de ensefianza se van desarrollando en
el camino y la forma en que los resultados vayan aportando al mejoramiento de la ensefianza y
aprendizaje del objeto en particular, asi como al campo de la Educacion Matematica. Respecto a
dicho campo, se puede inferir que ha entrado en un nuevo periodo; se han producido diversos
cambios en la manera en la que el conocimiento matematico se entiende. Los educadores
matematicos buscamos entender la experiencia matematica de nuestros estudiantes, al considerar
su actividad matemética en el contexto de la ensefianza como una manifestacion de su
razonamiento y comprension. Por ello, un experimento de ensefianza se realiza para conocer de
primera mano el razonamiento y el aprendizaje matematico de los estudiantes. Se asume que hay
un conocimiento matematico que le es propio, particular, a cada estudiante, el cual es distinto del

que tiene el investigador. La tarea del investigador es identificarlo (Cobb, 2000).

Steffe y Thompson (2000) proponen como base de la investigacion entender este
conocimiento, como una forma de intervenir de manera mas significativa en el aprendizaje de los
estudiantes. Ademas, se propone que los fundamentos conceptuales de las matematicas escolares
pueden estar basados en los conocimientos matematicos que los estudiantes desarrollan, es decir,
la organizacion de los aprendizajes escolares se puede fundamentar en lo que los estudiantes saben

y en lo que deben aprender. Asi pues, la realizacion de un experimento de ensefianza juega un
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papel central en el alcance de esta propuesta, ya que sus caracteristicas estan en una relacion

estrecha con estas nuevas miradas sobre el trabajo de clase de matematicas.

La planeacion del experimento se inicia con la determinacion de los contenidos o areas que
serén cubiertos con el desarrollo de la intervencion en clase; en esta parte es importante tener en
cuenta lo que el profesor, y el colegio, tienen planeado para trabajar con los estudiantes. Aqui la
conexion con la conjetura se hace explicita en el sentido de que esta ha de influir en la seleccion,
sucesion y duracion de lo que se ha de trabajar en clase; de la misma manera, el caracter
experimental de la conjetura ha de permitir cierta flexibilidad para que el investigador pueda hacer
adecuaciones de acuerdo con las intervenciones de los estudiantes en el transcurso del

experimento.

La planeacion debe atender también las formas de trabajo en clase; se trata de responder a la
pregunta sobre como se estructurara la intervencion en el salon de clase. Para ello, se recurre a los
elementos tedricos que guiaron la formulacién de la conjetura, los cuales apoyan la toma de
decisiones en relacion con cédmo organizar a los estudiantes, al tipo de problemas o situaciones
que enfrentardn, los materiales que se disefiaran para el trabajo de los estudiantes, etc. Las
actividades, que en este trabajo se agrupan en situaciones, determinan los modos de recoleccion
de la informacion. Los registros o evidencias del trabajo realizado por los estudiantes constituyen

en los métodos que se han de privilegiar para esta recoleccién de informacion.

En el experimento de ensefianza se cuenta con la participacion del profesor y de los
estudiantes, que al mismo tiempo es el investigador que conduce dicho experimento. En particular,
en este trabajo el profesor organizé tanto la planeacién de las clases de los estudiantes como los

elementos de la trayectoria, pues comparte intereses investigativos y de formacion de sus
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estudiantes, en relacion con el desarrollo de este trabajo. Luego su rol era el de guiar tanto la
planeacion de las intervenciones en clase y el desarrollo de la investigacion, en una labor
compartida con la investigacion que se conformo para efectos del desarrollo del experimento de

ensefanza.

Gran parte de la informacidn que resulta de la implementacion del experimento de ensefianza
es analizada por el investigador, en particular en los analisis locales, pues se tomé una muestra de
8 estudiantes de grado undécimo, de un grupo de 37 en total, dado que sus conocimientos sobre
las matematicas y los temas asociados al objeto matematico en cuestion, representaban mayores
posibilidades de la obtencidn de producciones de las cuales se podia extraer informacion para los
respectivos analisis del trabajo. Ademas, la escogencia de los 8 estudiantes se realiza desde el
punto de vista en que presentan mejores competencias en matematicas respecto a sus compafieros,
lo que puede generar una mejor apertura a las discusiones e intervenciones en clase, ademéas
permite dar una mirada mas completa tanto a los disefios como a las interacciones que ocurren en
su implementacion, dado que la mayoria no participa de forma constante. Cabe aclarar que, en este
grupo de 8 jovenes, también hay algunos que no tienen un desempefio escolar tan alto como sus

comparieros, para dar equilibrio y brindar oportunidades de aprendizaje a todos.

En el caso particular de este trabajo, se propuso que, de los andlisis locales, se hicieran
actividades teniendo en cuenta las de afios anteriores y cdmo se pueden mejorar, y que del reporte
de los consolidados y del andlisis retrospectivo se diera cuenta en el presente informe. De estos

detalles se hard mencién mas adelante en el documento.
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3.1.3 El Analisis de los Datos

En un experimento de ensefianza los analisis que se realizan son de dos tipos, y se ajustan a
los dos grandes momentos propuestos para dichos experimentos. El primero, analisis local, se
realiza sobre la marcha del experimento y se combina con el analisis preliminar de las tareas que
se emprendio con la formulacidn inicial de la conjetura. Se trata sobre todo de someter a andlisis
los disefios, de tal manera que se puedan hacer los ajustes necesarios para continuar con el
experimento. Al mismo tiempo, ir obteniendo informacidon sobre el desempefio de los estudiantes

con la cual se pueda estudiar el funcionamiento de la conjetura.

El segundo, andlisis retrospectivo, tiene lugar después de la implementacion de todas las
situaciones que componen el experimento de ensefianza; se basa en toda la informacion recogida,
que seguramente serd depurada con las herramientas de analisis que se definen en la metodologia,
ademas emplea tanto la informacion como los resultados de los andlisis locales; este Gltimo analisis
intentard dar cuenta del desarrollo final del experimento, las caracteristicas que adopt6 la
trayectoria de aprendizaje puesta en juego y debe dar indicios sobre las posibles implicaciones que,
para los disefios en particular y para las trayectorias de aprendizaje en general, tuvo la realizacion

del experimento de ensefianza.

El andlisis de las actividades explora asuntos cuantitativos de la actividad de los estudiantes,
revisando cuestiones como el desempefio general de la clase frente a las actividades o las
caracteristicas de algunas de sus respuestas; y también explora asuntos cualitativos como describir
los métodos empleados por los estudiantes y las posibles inferencias que de ello se pueda hacer en

relaciéon con su comprensién de lo propuesto. Como parte final de este analisis se espera construir
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una narracion coherente del desarrollo de las ideas de los estudiantes y su conexién con la

conjetura. El capitulo siguiente de este trabajo tendra por meta presentar dicha narracion.

Se asume entonces que la investigacion de disefio es efectivamente un elemento significativo
para la investigacion educativa, lo que hace a este tipo de estudios un modelo de investigacion
valido y significativo en general (Molina, M., Castro, E., Molina, J. y Castro, E., 2011) dado que
el disefio es regulado por una conjetura explicitamente formulada y bien desarrollada. La
adecuacion de este trabajo y la calidad del mismo se deben buscar, entonces, en la descripcion de
la forma en que la conjetura guio el disefio, la préctica en el saldn de clase y el analisis de los datos.
3.2 Disefio de Actividades

El disefio se determiné por medio de situaciones que comprenden ciertas actividades, que,
se llamaran tareas. La intencion es gque todas las situaciones estén relacionadas entre si, por medio
de los aspectos curriculares, la resolucién de problemas, la utilizacion de registros de
representacion y la apertura a las participaciones, explicaciones o argumentos que tengan los
estudiantes, esto Ultimo, a través de palabras que van dentro de lo que se pide realizar, tales como
porqué, justifique, como o explique. Los criterios para la seleccion o eleccién de los disefios estan
vinculados directamente con lo que se propone en cada situacion y deben ir encaminados u
orientados al analisis local (micronivel) y global, Ilamado retrospectivo (macronivel), pues al
momento de la implementacién debe haber una continuidad del desarrollo de los procesos, lo que

dara coherencia a las conclusiones del trabajo de investigacion. Estos criterios son:

e Los conocimientos que tienen los estudiantes sobre las funciones, la derivada o, en su

defecto, la recta tangente a una curva.
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e Necesidad de acceder a los registros gréafico y algebraico de los objetos funcion matemaética

f(x) y derivada de una funcion matematica /" ’(x).

e Necesidad de obtener registros escritos sobre los procesos de resolucion de los problemas

planteados y registro oral sobre la justificacion que dan al proceso de resolucién empleado.

e Necesidad de generar procesos (espacios) de didlogo, participacion, discusion,
argumentacion sobre qué registros de representacion se estan utilizando de acuerdo a la
nocion de derivada y, ademas, sobre la forma en que los estudiantes estan pensando o
desarrollando pensamiento matematico, esto es, el razonamiento matematico que realizan

en funcién de las tareas relacionadas con la resolucién de problemas.

En relacion con los instrumentos de recogida de la informacion, se realizara una breve
orientacion sobre las situaciones a aplicar, que trata sobre la grafica de funciones y su derivada,
asi como las expresiones algebraicas que representan una funcién y su derivada. Se realizé la
videograbacion de las discusiones y socializaciones de las respuestas de los estudiantes, asi como

la salida al tablero para mostrar las construcciones solicitadas y explicaciones al respecto.
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ORIENTACION TEMATICA PREVIA

Contextualizacion
Aspectos especificos de comprension
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Salida al tablero y socializacion

Grabacion en video de la discusion y
socializacion de las respuestas sobre las
situaciones. Ademas. de las intervenciones o
preguntas de los estudiantes.
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Figura 9. Instrumentos de recogida de la informacién (Elaboracion propia).

DURANTE LA
IMPLEMENTACION
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La trayectoria de aprendizaje es una intervencion planeada sobre un periodo de tiempo en
un salon de clase. En su formulacion interviene la conjetura, en sus dos dimensiones, ya que la
conjetura determina algunas de las condiciones para la planeacion de la ensefianza: los temas,
métodos y el rol de maestro, por ejemplo. La trayectoria de aprendizaje esta constituida como una
red ordenada de constructos en la que intervienen: actividades, tareas, herramientas, formas de
interaccion en clase y métodos de evaluacion. Para el caso de este trabajo, se tienen dos momentos,
uno corresponde al analisis local de las situaciones y otro al andlisis retrospectivo. Respecto al

primero, se tiene:
Trayectoria 1: Desarrollo de la nocion de derivada y algunas de sus propiedades

e Actividades: Construccion de graficas de funciones a partir de una situacion o

contexto de la vida cotidiana, con el uso del lapiz y papel.
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e Tareas: de construccion, de identificacion.

e Herramientas: lapiz, papel y regla (no es obligatorio).

e Formas de interaccion en clase: explicacion, socializacion, taller, escritura,
discusion.

e Meétodos de evaluacion: andlisis y seguimiento al proceso.

Las situaciones del experimento de ensefianza, que son tres, se disefiaron con base en esta
trayectoria 1 y se presentan en el siguiente apartado. Cada situacion corresponde a un tipo de
modelo: de acuerdo con el movimiento, con el uso de recipiente y matematico. La situacion 1 es
de movimiento, la situacion 2 es de recipientes, y la situacion 3 corresponde a modelo matematico.
Cada situacion tiene dos actividades y cada una de ellas comprende algunas preguntas, que

[lamaremos tareas, que son de construccion e identificacion, como se muestra en la siguiente tabla

2, que representa la rejilla de andlisis para los datos:

Tabla 2.

Rejilla del tipo de tareas y modelos para cada situacion y actividad planteadas

REJILLA PARA EL ANALISIS DE LOS DATOS
TIPO DE MODELO
Movimiento Recipiente Matematico
Construccion S1A1 S2A1 S3A1
Identificacion S1A2 S2A2 S3A2

TAREA
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Nota: Las notaciones S1, S2 y S3 corresponden a las situaciones 1, 2 y 3 respectivamente; asi como

Al, A2y A3 seran las actividades 1, 2 y 3. (Elaboracion propia)

Los elementos esenciales para el andlisis retrospectivo seran los datos que se tienen de la
implementacién de la trayectoria; los resultados de este analisis y los de los analisis locales,
conformara aquello que va a sustentar las conclusiones. Estos aspectos han de sentar las bases para
la determinacién de un conjunto de estrategias de trabajo que permitan relacionar los estandares,
la propuesta de trabajo del colegio y la perspectiva cognitiva como un elemento organizador de las

actividades de clase.

En las trayectorias de aprendizaje se consideran diferentes elementos; no obstante, la
cuestion central para este trabajo es la conjetura que orienta el disefio de las situaciones; la
conjetura general, y sus dimensiones se presentaron en el apartado 3.1.2. Se presentan ahora las

conjeturas particulares de cada una de las situaciones y una descripcion de éstas.

La situacion 1 comprende dos actividades y surge como una adecuacion de la propuesta de
Ledn & Calderon (2012), asi como la de Duval (1995); la primera, referente al requerimiento
epistemoldgico, sobre cuyas diversas particularidades recae un aspecto relativo a la definicion en
matematicas, pues el estudiante deberd construir graficas de funciones. La segunda, esta
directamente relacionada con la construccion de representaciones semidticas, en este caso, graficas
que corresponden a una situacion dada o de la vida cotidiana. La situacion 1 esta constituida por
dos actividades en las que se plantean preguntas sobre la construccion de graficas respecto a una
situacién dada en la que intervienen funciones matematicas, las cuales estan directamente
conectadas con la derivada, pues ésta también es una funcion. Aqui, se espera que el estudiante

pueda razonar sobre los cambios que se dan en una funcién respecto al tiempo en un problema
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dado. Las actividades son de una formulacion sencilla y, por lo tanto, su desarrollo no ha de
implicar mayor impedimento a los estudiantes, pues se cuenta con las explicaciones y formulas

necesarias, ademas, se recuerda en que éstas no se vean como algo que hay que memorizar.

Conjetura: el uso de gréaficas de funciones en el plano cartesiano, en la resolucion de tareas
de construccion e identificacion, cuando el modelo es de movimiento (donde se plantea una
situacion de la vida real y el estudiante ha de plasmarla en una representacion gréfica en el plano
cartesiano), permite que los estudiantes tracen y reconozcan graficas de funciones donde una

variable cambia respecto a la otra (variable dependiente e independiente)

Dimension pedagogica: las tareas de construccion e identificacion, cuando el modelo es de
movimiento dada una situacién de la vida cotidiana, aportan al desarrollo de actividades
cognitivas, por ejemplo, la asociacion de diferentes variables en una situacion para analizarlas en

conjunto.

Dimension del contenido: la gréafica de una funcidn, en este caso lineal y cuadratica, es una
representacion semiotica que permite mejorar la comprension de los cambios que se dan en una

situacion dada.

La situacion 2 consta de dos actividades sobre el uso de recipientes de llenado con un liquido.
Aqui, es importante la adecuacion del trabajo de resolucion de problemas de Alonso y Martinez
(2003), sobre resolucion de problemas y Duval (1995), acerca de registros de representacion
semidtica; pues es el estudiante quien debe construir e identificar las graficas de una situacion
donde hay recipientes de diferentes formas, los cuales son llenados de un liquido, a razon
constante; donde es inherente el uso de representaciones semioticas, en este caso graficas. Ademas,

la escogencia del objeto “recipiente” le da al trabajo la perspectiva que se pretende analizar que es
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la de resolucion de problemas, dado que es un objeto fisico que se ubica en un contexto de la vida

real o cotidiana.

Conjetura: el uso de representaciones graficas que corresponden a funciones en el plano
cartesiano, en la resolucion de tareas de construccion e identificacion, cuando el modelo es de
recipientes llenados de un liquido a razon constante, permite que los estudiantes tracen y
reconozcan ciertos cambios de dicho llenado respecto a las variables altura y volumen, que son
variables dependiente e independiente, respectivamente, donde este cambio corresponde a la

derivada de una funcién.

Dimension pedagogica: las tareas de construccion e identificacion, cuando el modelo es de
recipientes que se estan llenando con un liquido, a razén constante, lo que se pide graficar en el
plano cartesiano, aporta al desarrollo de actividades cognitivas como el razonamiento, pues el trazo

de funciones implica el conocimiento de propiedades geométricas, pero también aritméticas.

Dimension del contenido: el trazo y la identificacion de una grafica en el plano cartesiano
dado un recipiente que esta siendo llenado por cierto liquido, permite a los estudiantes reconocer
los cambios que se dan con las variables en juego, el volumen respecto a la altura. Esto posibilita

reconocer la funcion lineal y cuadratica, que también son derivadas de funciones matematicas.

La situacion 3 también consiste en dos actividades, con tareas de construccion e
identificacion, las cuales pueden ser sustentadas por el trabajo de resolucion de problemas de
Alonso y Martinez (2003), porque en ellas se presenta una situacion donde el estudiante puede
orientar su resolucion respecto al uso de las representaciones geometricas desde el punto de vista
analitico, pues se da un enunciado que se soporta bajo una gréafica en el plano cartesiano y ésta

debe mostrarse en una expresion analitica. La resolucion del registro geométrico al analitico, como
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se mostrd en Duval (1995) no es facil ni trivial pero la situacion 2 se encuentra planteada para

reforzar o apoyar dicha conversion.

Dimension pedagodgica: las tareas de construccion e identificacion, cuando el modelo es
matematico, aportan al desarrollo de actividades cognitivas como la resolucion de problemas,
porque el trazo de graficas, asi como el planteamiento de expresiones algebraicas de dichas
graficas implica el manejo de propiedades geométricas y aritméticas que relacionan variables y

constantes relativas a las situaciones dadas.

Dimension del contenido: la construccion e identificacion de una expresion analitica dada
una grafica en el plano cartesiano de una situacion de contexto real, permite a los estudiantes
asociar los cambios gque se dan con las variables en juego, la altura respecto al volumen, en relacion
con otro tipo de representacion que impulsa la comprension del objeto matematico que es la
derivada. Esto posibilita reconocer que cada funcion tiene su derivada y ésta, a la vez es una

funcién con caracteristicas similares a la funcion dada.

En los siguientes apartados se presenta el analisis de cada una de las situaciones mostradas
anteriormente, las cuales se encuentran ligadas al disefio y consideraciones iniciales que se
hicieron en el micronivel. Cada una de estas situaciones se implemento y el analisis local de dicha
implementacién guid el trabajo consecutivo; con el analisis retrospectivo, macronivel, de esta

implementacidn se propone en el capitulo 4 dichos analisis que guian la continuidad del trabajo.

3.2.1 LaSituacion 1
Esta situacion comprende dos actividades, una de construccion y otra de identificacion, son

tareas que consisten en la produccion de una representacion grafica dado un enunciado que trata
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sobre un sujeto que se encuentra realizando cierto movimiento como ir en bicicleta. Este es un
proceso que debe mantener una estructura conceptual y el uso de los registros de representacion,
como dos de los elementos que integran el andlisis de contenido (el otro es la fenomenologia),
donde el profesor identifica, organiza y selecciona los significados de un concepto matematico

dentro del contenido de las matematicas escolares.

En suma, la actividad cognitiva que los estudiantes pueden impulsar es el razonamiento,
dado que en esta actividad se plantean dos representaciones cuyo sentido se moviliza en virtud del
movimiento, lo que implica identificar los cambios entre las variables, como lo son la distancia y

el tiempo.

En cuanto a los elementos que corresponden al sistema geométrico analitico, en el plano
cartesiano, corresponden a las propiedades de funciones matematicas, el dominio y el rango, los
ejes coordenados, la ubicacion de un punto en el plano cartesiano. Estos elementos, aplicados a
partir de las propiedades matematicas de la geometria analitica, vistas desde el trazo de figuras
como la linea recta, permiten establecer las relaciones entre variables, pues de esta manera, el
estudiante podra dar cuenta de si se trata de un movimiento que se puede representar a través de

una linea recta o una curva que presenta otro tipo de cambios entre variables.

De aqui, que la nocion de derivada que se ha propuesto se ve desde el cambio que se presenta
entre dos variables dadas que sufren cambios a la vez, es decir, la derivada seria aqui el analisis o
comportamiento de una funcién a partir de “el cambio del cambio”. El primer cambio es la relacion
entre las variables velocidad y tiempo, mientras que el segundo cambio se refiere a la relacion

entre distancia y tiempo.
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Por otro lado, desde el punto de vista de la perspectiva curricular, la situacion 1 pretende
desarrollar o acompariar lo planteado por los Lineamientos Curriculares en Matematicas (MEN,
1998) a partir de su abordaje al pensamiento variacional, en el que se encuentran sistemas de
representacion como enunciados verbales, representaciones tabulares, graficos cartesianos y
férmulas, cuya importancia es propicia en las situaciones problema, donde confluyan fenémenos
de cambio, pues comprometen al estudiante en procesos aritméticos, solucion de problemas y
pueden apoyar la comprension del concepto de variable. Ademas, la situacion 1 disefiada, intenta
reflejar lo que platean los Estandares Basicos de Competencias (MEN, 2006), en la parte del
pensamiento variacional, los sistemas algebraicos y analiticos, que lo establecen en los grados
décimo y undécimo, a partir de la nocion de derivada que, a propésito, fue el apartado 2.3 que se
encuentra en el capitulo 2 del presente trabajo. Esta relacion con el estandar mencionado es porque
las tareas involucran determinar la razon de cambio que, en definitiva, se refiere a la derivada de

la funcion estudiada, es decir, el valor de la pendiente de la tangente a una curva.

Por ultimo, la situacion 1 permite reflejar lo que establecen los DBA (MEN, 2015) en el
grado undécimo, en su numeral 4, donde se le pide al estudiante que dibuje la grafica de la derivada
de una funcién dada la grafica de dicha funcién. Estos tres aspectos curriculares no pueden
independientes de lo que pretende la situacion, pues su integracion a la misma no se hace de manera
aleatoria sino mediante los procesos que va transformando el disefio y los propésitos que se tienen
respecto a lo que se pretende que el estudiante estudie, analice, razone, escriba, dialogue y
produzca. Por supuesto, que la nocion de derivada es muy importante en este sentido, pues permite

el acceso al objeto matematico a lo largo de las tareas sin descuidarlo conceptualmente.
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Recordemos que la conjetura de esta situacion se present6 en el apartado anterior, con sus
respectivas dimensiones: pedagogica y del contenido, ademas de sus elementos primordiales, los
cuales orientaron la fase del disefio, que produjo las dos actividades propias de esta situacion y que

se muestran a continuacion.

Situacion 1. Actividad 1

Antes de iniciar con esta actividad, el estudiante ha de recibir, por parte del profesor, una
orientacion sobre como se presenta el modelo a estudiar, es decir, una explicacion de una situacion
donde una persona se encuentra corriendo sobre un plano horizontal a cierta velocidad constante,
explicando la gréfica en el plano cartesiano del movimiento propuesto. Esto con el fin de que el
estudiante se involucre directamente con el tipo de representacion que se pretende graficar, pues
el planteamiento del movimiento dado, por si solo, puede llevar al estudiante a pensar en otras
representaciones geométricas, como por ejemplo el mismo sujeto de la vida real ubicado en un
espacio inadecuado, como el plano cartesiano, reproduciendo un movimiento real adaptado a una

representacion geométrica que no corresponde.

Es menester aclarar que el docente proporcionara las orientaciones necesarias relativas a los
elementos asociados a las representaciones geométricas realizadas, como los ejes cartesianos, la
ubicacion de puntos, la descripcion de las variables de cada eje coordenado, entre otros. Esta parte
de la construccién geométrica puede realizarse con o sin reglas o escuadras, pues se puede llevar
a cabo Unicamente con lapiz y papel, ya que la actividad no pretende fijar la atencion en aspectos
como la precision en las propiedades de una figura geométrica, ademas los elementos en este caso

son propios de la geometria analitica y esto permite cierta libertad al dibujar o trazar lineas.
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En la marcha de la explicacion y de la actividad, los estudiantes podréan establecer preguntas
y discutir entre ellos, pues se pretende que el proceso no se dirija en el sentido en que se estd
ensefiando algo nuevo, sino que la construccion e identificacion de objetos matematicos permita
también la expresion de ideas que promuevan el discurso o lenguaje desarrollado en el aula. Esta

parte se promueve en las demas actividades.

LICEO MIXTO LA MILAGROSA
MATEMATICAS - GRADO UNDECIMO

Profesor: Mario Rail Gémez Ceron

SITUACION 1

ACTIVIDAD 1

Una persona viaja en bicicleta sobre un plano horizontal en linea t=0s t=1s t=2s

recta a velocidad constante, recorriendo 10 metros cada

segundo. como lo muestra 1a siguiente figura: ,Kp, - s ,.?, g ,-\"-, —
(A= S (5

1. Construve la grafica de distancia contra tiempo. en el plano
cartesiano, que representa esta situacion. Explica la forma en
que realizas la construccion de la grafica.

]

. La expresion x =10 1, donde x es la distancia, en metros. recorrida por el ciclista y ¢ es el tiempo transcurrido. en
segundos: representa la ecuacion del movimiento descrito. Construya la grafica de 1a derivada de esta ecuacion.
¢Cual es la velocidad del movimiento descrito, esto es, 1a razon de cambio entre 1a distancia y el tiempo? Explica
tu razonamiento y justifica tus respuestas.

Figura 10. Situacion 1, actividad 1

Situacion 1. Actividad 2

Lo que se pretende en esta actividad es mantener el contexto de movimiento que se ha
planteado, en este caso, un carro que viaja en una montafa rusa, se plantea el Movimiento
Rectilineo Uniforme, asi como el Movimiento Rectilineo Uniformemente Variado. En un inicio la
velocidad es constante, pero a medida que el carro va avanzando, tiene una serie de subidas y
bajadas, unas mas inclinadas que otras, lo que muestra el crecimiento y decrecimiento que tiene la
velocidad. En cuanto a la relacion con los aspectos curriculares, es importante mencionar que las

tareas de esta situacion 1 traten sobre el abordaje al pensamiento variacional, Lineamientos
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Curriculares (MEN, 1998) porque permite el acceso a la utilizacion de los sistemas de
representacion, tales como los gréficos cartesianos, férmulas y representaciones tabulares, lo que
puede ser esencial en la comprension del concepto de variable. La situacion 1, actividad 2 se

muestra en la figura 11:

LICEO AMINTO LA NMILACROSA
==/ MATENMATICAS - GRADO UNDECINO
. Profesor: Mario Raul Géomez Cerom

SITUACION 1

ACTIVIDAD 2

El carro de una montafia rusa vinga entre los puntoa A v B con velocidad constante v, como lo muestra la figura

CLi Y

-

1. (Como varia la velocidad del carro cuando va del punto A a G? Describe tu respuesta por escrito, mediante una
grafica vy explicala en la socializacion de la actividad. (En qué partes de la pista viaja maéas rapado el carro? oY
deaspacio? | Donde va mas rdpido el carro, en B o D?, jen D o F?, cen C o E? | Dénde acelera el carro?, [ donde
desacelera? Explica tus respuestas.

L]

Conmdere la migumente grafica como la funcion 70 N (mrk

gue representa la distancia recorrida por el carro en t

funcion del tiempo r. Las rectas que pasan por los w 7o

puntos F, Q, R, 5y T, son las tangentes de /1) en

dichoa puntos, Si m representa las pendiente de las

rectas tangentes en 1os puatos P, O, R, Sy 7, ;jcual

de las siguientes opciones es correcta? Justifica tu

respuesta:

- v
[ m = 0enQ

A A m=0enSy7T n
-‘ m = OQenl"v R

m > 0en¥ vr
m < Qen R
o= Qeon Q@ yvS

3. En la sigutente figura se considera en la parte de armiba la grafica de la funcion /17 v, en la parte de abajo, la
grafica de la funcion /7 (7), que es la derivada de /7). Se muestran los puntos o, a. & ¥ ¢ sobre el aje 7. Analice 1a
derivada /(1) en los intervalos (o,.a), (a.l) v (d.e) v responda

~ (o)
. Ve ccual de las siguientes opciones expresa cofrectamente que la
‘_// derivada /(7)) sea positiva, negativa o cero?
= e F(t) »0Dendo,a)ybec) Ly = Own Ca, b
at =t - (%) A Je) < Oen (a, b) n Fe) < 0Deno,a)yvb c)
F) = 0enayvhb J(e) Qenayhd

v v

J o

" \“\ -/h/ AL
g

Figura 11. Situacion 1, actividad 2.°

9Enel punto 1 de S1A2 se plantean varias subpreguntas; el docente interesado en el trabajo es libre de aplicarlas todas
o algunas si asi lo decide. Grafica y preguntas del punto 1 tomado de Alayo, F. (1990). El lenguaje de funciones y
graficas. Ministerio de Educacion y Ciencia. Centro de publicaciones, Universidad del Pais Vasco, p. 22 y 23.
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Se busca que el estudiante identifique la gréafica adecuada para el movimiento dado y que
ponga en funcionamiento los procesos de razonamiento y visualizacion, actividades cognitivas que
permiten establecer aquello que la persona esta pensando y como lo esta pensando, a través del
uso de representaciones semidéticas que le dan significado al objeto matematico estudiado. En esta
actividad hay cuatro tareas, las dos primeras consisten en preguntar sobre la grafica de la distancia
contra el tiempo, y las dos Ultimas la grafica de la velocidad contra el tiempo; en este caso decimos

que el par de las segundas gréaficas representan la derivada del par de las primeras.

Un dato importante en S1A1 es que no se considerd tratar con valores numericos o constantes
asignadas a la distancia o velocidad del movimiento, pues se procura que el estudiante pueda
acceder a la resolucion de problemas independientemente si el enunciado contiene este tipo de
datos, ademas, esta forma utilizada en muchas situaciones en calculo, proporciona al estudiante el
uso de herramientas conceptuales no tan monotonas y repetitivas. Como se ha dicho, la derivada
es la recta tangente de una funcién, en un punto dado de la misma, la cual expresa la forma como
esta cambiando dicha funcion respecto a la otra variable en juego que, en este caso, seria el tiempo;
en este sentido lo que se pretende es que el estudiante pueda relacionar una gréfica con la otra a
través de la derivada, es decir, no se trata de repetir lo que, generalmente, se realiza en una clase
de célculo, donde se menciona que la velocidad es la derivada de la distancia, sino que, el uso del
razonamiento y las representaciones semidticas en estudio sean el recurso que permita establecer
las relaciones entre las gréaficas, permitiendo extraer conclusiones o argumentos al respecto como

los cambios que se dan entre las variables del movimiento.
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3.2.2 La Situacion 2

Esta situacion se compone de dos actividades, cuyas tareas estdn comprenden la construccion
e identificacion de graficas en el plano cartesiano. Se continla realizando las indicaciones u
orientaciones respectivas al llenado de un recipiente por medio de agua a razon constante. Los
trazos de las gréficas se pueden realizar con o sin el uso de reglas o escuadras, esto porque no se
esta haciendo hincapié en la precision de los objetos geométricos estudiados como la linea recta o
los ejes coordenados, pues lo importante en dicho trazo es que se identifiquen los elementos a los
cuales se les ha apuntado en el trabajo de investigacion, como la derivada y las funciones

matematicas que se puedan relacionar con el movimiento o problema estudiado.

Desde la perspectiva curricular, que se encuentra en el capitulo 2 del presente trabajo, la
situacion 2, asi como en la situacién 1, abarca la nocion de derivada, que es un dato fundametal y
que plantean los Estdndares Béasicos de Competencia (MEN, 2006). Ademas, esta situacion
pretende desarrollar dos aspectos, el primero el que establece los DBA (MEN, 2015) en el grado
undécimo, numeral 3 y que se refiere a interpretar la pendiente de la recta tangente a la grafica de
una funcion f(x) en un punto A, pues el estudiante ha de estimar, hallar o calcular la derivada de la
funcion dada en dicho punto, lo que se escribe asi f'(a), donde a es la coordenada en el eje x del
punto dado. El segundo aspecto es el numeral 4 de los DBA (MEN, 2015) en el grado undécimo,
en el cual el estudiante debe identificar los intervalos donde la derivada es negativa, positiva o

cero.

Estos aspectos de la perspectiva curricular se vinculan desde el punto de vista de, una vez
estudiada la nocion de derivada, se pueda analizar algunos elementos de la misma, que le permitan

al estudiante mejorar la conceptualizacién de este objeto matematico, asi como impulsar su
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razonamiento en la construccion de graficas y fomentar la utilizacion de los registros de

representacion que apoyen la comprension de la derivada.

Situacion 2. Actividad 1

En este caso se tiene el llenado de recipientes que se han establecido a partir de figuras
geomeétricas volumétricas como el cilindro, el cono truncado directo e inverso. La escogencia de
esta situacion es uno de los aspectos que le proporciona los elementos novedosos al presente
trabajo de profundizacion, pues, visto desde el punto de referencia de la resolucion de problemas,
este tipo de contextos permiten que el estudiante pueda apreciar la situacion desde una Optica
diferente a la que, por lo usual, se le ha brindado o ensefiado en esta area como lo es el calculo,
como por ejemplo, hallar la derivada de una funcidn dada, utilizando la formula que corresponde
a la definicién de la misma, lo que, en el capitulo anterior de este trabajo, se habia mencionado
como un procedimiento mecénico que no permite establecer aperturas a la discusion, participacion

y argumentacion de diversidad de ideas, concretas y alusivas al tema, entre profesor y estudiantes.

En esta situacion es vital el desarrollo de las actividades cognitivas como el razonamiento y
la conceptualizacion, en primer lugar porque las tareas permiten un acercamiento a la relacion que
existe entre las variables dependiente e independiente, lo que conlleva a la definicion de derivada
de una funcion, y en segundo lugar, porque la identificacion de las graficas dados los recipientes,
promueve en el estudiante la busqueda de opciones aplicables al fendmeno dado vy, a la vez, brinda
nuevos elementos de la relacion entre variables mencionada como lo son la correspondencia entre
laalturay el volumen del recipiente. Hay que recordar que la conjetura de esta situacion se presento

en el apartado 3.2, asi como su dimension pedagdgica y dimension del contenido que se tomaron
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como elementos centrales de la trayectoria de aprendizaje, la cual guié el proceso de disefio y se

construyé con base en las reflexiones tedricas que se acaban de presentar.

LICEO MIXTO LA MILAGROSA
MATEMATICAS - GRADO UNDECIMO

Profesor: Mario Rail Gomez Ceron

SITUACION 2
ACTIVIDAD 1

Para calibrar un recipiente, de forma que se pueda utilizar para medir liquidos, es necesario
saber de qué manera la altura del liquido depende del volumen que hay en el recipiente. La
siguiente grafica muestra como varia la altura del liquido en el recipiente X a medida que el
agua cae dentro de €l a razon constante.

1. Construye. en el mismo diagrama, la grafica para los recipientes A v B. Explica el
procedimiento que utilizaste para tal construccion.

h

VAYAUS

Vaso X A

2. En la siguiente figura se muestra la grafica f{v), que representa la variacion de la altura respecto al volumen del
liquido en el vaso X. Larectal, cuvaecuacion es 2 = v+/, es tangente a 1a funcion f{v) en el punto (2,3). Encuentre
[ 7(2) v justifica fu respuesta.
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Figura 12. Situacion 2, actividad 1.2

En esta actividad puede presentarse dificultades de tipo cognitivo, respecto a la forma en que
se construya la grafica que se pide, por lo que es muy importante la participacion de los estudiantes
en relacion con el discurso en cuanto a los argumentos se refiere, es decir, que debe generarse
oportunidad para debatir o expresar ideas sobre porqué creen que la gréfica debe tomar tal o cual
sentido. También es importante otro aspecto del contenido estudiado y se trata de los elementos
nuevos que, sin desmeritar lo que digan los estudiantes pueden aportar a la construccion
mencionada, como por ejemplo las propiedades de las figuras geométricas en tres dimensiones,
los cambios de velocidad que se puedan dar en el llenado, a pesar de la hipoétesis inicial, otras
variables como el radio y el didmetro, entre otros. Es adecuado, en este punto, tener en cuenta estas
particularidades que se puedan dar en el aula de clases, pues por lo planteado por Gascon (1994)
y Chevallard (1992), desde sus trabajos sobre resolucion de problemas, referenciados en el capitulo
2 del presente trabajo, un aspecto primordial en la forma como se puede enfrentar un problema es
mostrando diferentes paradigmas o formas ideales de abordar los problemas, que se presentan en
la practica docente real o en la experiencia que el profesor haya observado sobre el objeto

matematico estudiado.

Situacién 2. Actividad 2

En esta actividad se continta con el llenado de recipientes, aqui el estudiante debe identificar
cual de las graficas, que se brindan como opciones, corresponde al llenado del recipiente dado. El

propdsito de la tarea de identificacién que se presenta aqui corresponde a la forma en que las

10 El punto 1 de S2A1 esta basado en Alayo, F. (1990). El lenguaje de funciones y graficas. Ministerio de Educacion
y Ciencia. Centro de publicaciones, Universidad del Pais Vasco, p. 32.
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variables de altura y tiempo estan cambiando, lo cual se debe directamente a la forma del
recipiente. La discusion que se puede presentar al respecto, conservando las actividades de orden
cognitivo y semiotico, implica tener presente los procesos de pensamiento en cuanto a la derivada
de una funcion lineal es una constante, mientras que la de una funcion cuadrética es una lineal;
esta estructura conceptual es la que encierra el problema dado, en relacion con la forma del

recipiente, pues al cambiar ésta, cambia la forma de la gréfica representada.

La figura 13 muestra la ilustracion correspondiente a la actividad 2 de la situacion 2, donde
se plantea el llenado de un recipiente, para lo que se ha explicado u orientado anteriormente con
un recipiente diferente, por ejemplo, cilindrico. Esto en el sentido en que el desarrollo de la tarea
no corresponda a resolver aspectos diferentes o complejos (como las funciones trigonomeétricas,
que implican tratamientos con conceptos que pueden convertirse en procedimientos muy dificiles
de resolver para estos casos) en relacion a lo que indique la idea principal, la cual podria ser, por

ejemplo, trazar una funcion lineal y analizar como cambia o se comporta dicha funcion.
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LICEO MIXTO LA MILAGROSA
MATEMATICAS - GRADO UNDECIMO

Profesor: Mario Rail Gomez Ceron .
SITUACION 2

ACTIVIDAD 2
1. En el siguiente recipiente, un frasco de evaporacion, cac agua a razon constante, /cual de las siguientes graficas

representa la variacion de la altura & respecto al volumen v, de agua que va cayendo en el recipiente? Justifica y
explica con claridad tu razonamiento.

A B (4
) \ h h h
7 o -
J
> -
= rd
/ /"‘
~ _ //
Frasco de evaporaciion . PRSI G v Y

2. La funeién f{v) representa la altura /i respecto del volumen v para el recipiente del punto 1. ;Cudl de las siguientes
grificas representa, aproximadamente, la derivada de f{v)? Justifica tu respuesta,

A v B o
L

Figura 13. Situacion 2, actividad 2.1

J v

|/ ——— /)

Es importante mantener la relacion entre las tareas de esta situacion (actividades 1y 2), que

se refiere a generar elementos, como la discusion en clase, que permitan al estudiante ver que, en
este caso, se puede ver como una variable cambia respecto a otra y, a la vez, cbmo cada variable
cambia con respecto a la otra en el tiempo; a esto podemos llamar “el cambio del cambio”, en
virtud de lo cual se genera la nocién de derivada, desde el punto de vista intuitivo pero practico,

pues ello depende del contexto en el que se ha planteado la situacién. La segunda tarea de esta

11 | as gréaficas de la pregunta 1 estan basadas en Alayo, F. (1990). El lenguaje de funciones y graficas. Ministerio de
Educacion y Ciencia. Centro de publicaciones, Universidad del Pais Vasco, p. 33 y34
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situacion pretende que el estudiante identifique la gréafica de la derivada de la funcion desarrollada

en la tarea 1.

3.2.3 La Situacion 3

Los componentes de esta situacion son dos actividades, donde las tareas asignadas estan
conformadas de la construccion e identificacion de una expresion algebraica dada una grafica que
corresponde a la derivada de una funcion. Esta situacion es apropiada para establecer un espacio
donde se pueda discutir y entablar argumentos relativos a la forma como cambian las variables de
la funcidn representada en la grafica dada. En la primera tarea el estudiante debe construir la
grafica de la funcidn de la situacién dada y la de su derivada, mientras que en la segunda tarea se
debe identificar la expresion algebraica que representa dicha derivada. En ambos procesos se trata

de justificar las respuestas para promover el dialogo, discusién y participacion de los estudiantes.

Desde el punto de vista de la perspectiva curricular, se pretende mantener la coherencia del
disefio con lo que platean los Lineamientos Curriculares en Matematicas (MEN, 1998), a partir del
abordaje al pensamiento variacional, asi como los Estandares Béasicos de Competencias (MEN,
2006) desde la nocion de derivada. Esto para llevar una linea transversal de coherencia entre todas
las situaciones del disefio. Finalmente, una parte vital de la situacion, en cuanto a los aspectos
curriculares, corresponde a los DBA (MEN, 2015) numerales 4 y DBA (MEN, 2016) numerales 3
y 5. El primero se refiere a la construccion de las graficas de la funcion y de la derivada de una
situacién dada. El segundo expresa que el estudiante ha de explicar sus respuestas a partir de
expresiones algebraicas, tal como lo plantean las evidencias de aprendizaje que se muestran en el
numeral 3, DBA (MEN, 2016), los que se pueden observar en el capitulo 2 del presente trabajo.

En suma, se registra el numeral 5 de los DBA del afio 2016 (que representan el segundo volumen
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de la propuesta curricular nacional) porque en la situacion disefiada, el estudiante debe hallar la
derivada de la funcion dada empleando métodos gréficos, tal como lo expresa la parte de las

evidencias de aprendizaje mostradas en dicho numeral.

A continuacion, se presentan las actividades de cada situacion.

Situacion 3. Actividad 1

La tarea que corresponde a esta situacion trata sobre la construccion de la gréfica de la
funcion que represente la situacion dada, sobre un recipiente que se llena de agua a razn constante.
Ademas, el estudiante ha de graficar la derivada de la funcion que ya ha graficado con anticipacion,
dando continuidad al procedimiento que pretende el disefio de la situacion, la cual esta
directamente relacionada con las dos situaciones anteriores, en el sentido de que el estudiante
pueda construir las graficas de una funcién dada y también la de su derivada. Un aspecto
importante aqui, es que el disefio pretende que el estudiante proceda a las construcciones de las
graficas en forma de continuidad, es decir, se pide, primero la de la funcién y luego la de la
derivada, pero esto no quiere decir que las respuestas puedan tener otro orden, como primero
graficar la derivada de la funcidn, pues esto no impide que la utilizacién de las representaciones
semidticas, en el desarrollo de la situacion, busque mejorar la comprension del objeto matematico
estudiado, por el contrario, la justificacion de las respuestas permite el acceso a la discusion,
expresion de ideas o participacion de los estudiantes en la resolucion de la situacion. La siguiente

figura muestra la situacion 3, actividad 1:
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LICEO MIXTO LA MILAGROSA
MATEMATICAS - GRADO UNDECIMO

Profesor: Mario Raul Gomez Ceron

SITUACION 3
ACTIVIDAD 1

Un recipiente en forma de cilindro circular recto, de altura 2 y volumen v, se llena de agua a razén
constante, como lo muestra la figura. Construya la grafica que representa la variacion de la altura
respecto del volumen v, la cual llamaremos f{v). Luego, construya la grafica de la derivada de f{v),
es decir, de f '(v). Explica el procedimiento que utilizaste para tal construccion.

Figura 14. Situacion 3, actividad 1

Situacion 3. Actividad 2

La tarea que corresponde a esta actividad trata sobre la identificacion de una funcion que
represente la situacion dada, sobre un recipiente que se llena de agua a razon constante. Es una
tarea que permite al estudiante indagar sobre la gréafica de la funcion de la situacion dada, ademas
de la gréfica de la derivada de dicha funcion. Un aspecto importante, en lo que pretende esta tarea,
es la relacion entre las diferentes representaciones semioticas como una grafica y una funcion, lo
que ademas permite al estudiante mejorar su comprensién y razonamiento matematico en cuanto
al objeto matematico derivada. La resolucion de problemas en un contexto dado se ha desarrollado
en cada situacion, relacionandolas entre si y, siempre manteniendo el propdsito de ver la derivada
no como un tema donde hay que hallar determinados resultados numéricos, utilizando formulas
mecanicamente, sino mediante la utilizacion de herramientas y enunciados que conlleven a la
utilizacion del lenguaje natural, algebraico, de los sistemas de representacion y de las

participaciones de los estudiantes. La siguiente figura 15 muestra la situacion 3, actividad 2:
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LICEO MIXTO LA MILAGROSA
MATEMATICAS - GRADO UNDECIMO

Profesor: Mario Raul Gomez Ceron

SITUACION 3
ACTIVIDAD 2

Un recipiente en forma de cono truncado, como un vaso invertido, de altura 4 y volumen v, se llena de agua a razén
constante como lo muestra la figura.

(Cual de las siguientes expresiones representa la ecuacion de la derivada f "(v)? Justifica tu
respuesta:

A ffv)y=v
B. f'(v)=+v
C. f'(v) =v?

Figura 15. Situacion 3, actividad 2

En esta situacion se pretende acercar mas al estudiante al uso de expresiones algebraicas y
la busqueda de alternativas que le permitan relacionarlas con los otros sistemas de representacion,

como lo son las tablas y las gréaficas.

3.2.4 Implementacion del experimento

Este trabajo se encuentra orientado bajo las concepciones de la metodologia de los
experimentos de ensefianza, donde se realizaron tres fases: disefio, implementacion y analisis. La
teoria sobre la cual se situa el experimento esta basada fundamentalmente en tres propuestas, la de
Ledén & Calderon (2012), Duval (1995) y Alonso & Martinez (2003) que, establecen las
investigaciones acerca del discurso y la argumentacion en el aula, bajo el recurso del requerimiento

epistemoldgico en geometria; las representaciones semidticas y la resolucion de problemas,



CARACTERIZACION SEMIOTICA-COGNITIVA EN LA DERIVADA 141

respectivamente. Esto con el propdsito de formular una alternativa de trabajo en clase de calculo

basada en criterios semioticos, cognitivos y no solo matematicos.

En la primera parte del trabajo se hizo la consolidacion tedrica del mismo, la cual incluye la
definicion de los elementos de las propuestas tedricas mencionadas anteriormente y que fueron
empleadas en la formulacion de los disefios de las actividades; junto con estos elementos se hizo
una revision curricular que permitio identificar las trayectorias de aprendizaje que se seguirdn en
el experimento de clase. Con estos aspectos se realizo el disefio de la primera situacion. Se avanz6

en los primeros elementos de andlisis de las intervenciones en clase.

Los disefios buscaban fomentar en los estudiantes la utilizacion de sus capacidades de
construccién, identificacion y razonamiento; en particular, que a partir de los registros de
representacion producidos pudieran acceder con mayor comprension al objeto matematico tratado
Yy, por qué no, a dialogar sobre sus propiedades y caracteristicas. Ademas, es preciso mencionar
que la identificacién de elementos sobre la funcién y su derivada, buscar reconocer lo que
mencionan los aspectos curriculares, términos como recta tangente, incrementos, entre otros. Las
tareas sobre las explicaciones o argumentos buscan que se puedan dar los espacios necesarios para
lareflexion de ideas, aportes y participacion de los estudiantes, lo que permite que apoye el proceso

de la resolucion de problemas que se vaya desarrollando en cada situacion.

Para esto se eligio el trabajo referente al llenado de recipientes, en el que interviene la
relacion entre variables como la altura y el volumen, pues su analisis promueve hablar del cambio
que hay al momento de dicho llenado, bien sea para una variable o para otra, pero manteniendo

una relacion entre las dos, una como variable dependiente y otra como independiente. Estas
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relaciones entre variables son fundamentales en el desarrollo del pensamiento variacional y en la

aprehensidn de conceptos matematicos que aluden a la derivada en calculo.

Se continua con la aplicacion, analisis y redisefio de las situaciones de clase; la
implementacién se realiza con los estudiantes de grado undécimo del Liceo Mixto La Milagrosa;
los andlisis se hacen de acuerdo al disefio y redisefio de situaciones, lo que estuvo apoyado de las
sesiones del trabajo de grado; las retroalimentaciones, orientaciones, correcciones e indicaciones
de los profesores que aporta esta materia de la maestria, sirven de insumo para la definicion de las
trayectorias de aprendizaje antes formuladas y para los ajustes consecuentes en las situaciones a
implementar. Ademas, el andlisis local estd fundamentado por el disefio y redisefio de las
situaciones, asi como por los aspectos mencionados anteriormente, lo que ocupa un lugar relevante

para este trabajo pues sigue las bases de los experimentos de ensefianza.

De la implementacion se guardan registros en videos, el material sobre las situaciones, los
registros escritos sobre las producciones de los estudiantes, sus didlogos, salidas al tablero y
explicaciones. Fue necesario realizar breves orientaciones sobre la nocion de derivada, sobre todo
para afianzar los conocimientos de los estudiantes y ponerlos en relacion con la recta tangente,
objeto matematico que tuvieron muy en cuenta los estudiantes a la hora de la realizacion de las

situaciones, lo que le dio mayor fuerza a la fase de implementacion.

Teniendo como base fundamental la metodologia de los experimentos de ensefianza, la
implementacién de cada una de las actividades iba dando lugar a ajustes necesarios que podian
llevarse a cabo en futuras intervenciones, como por ejemplo, dar lugar a méas propiedades de la
derivada o de las mismas funciones matematicas, pues es uno de los puntos donde los estudiantes

presentan mayores dificultades a la hora del andlisis de este tipo de objetos matematicos o de la
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resolucion de problemas al respecto. De igual manera, esto no era motivo para detener el proceso
ni poner en evidencia en clase, que se deban hacer tales ajustes, sino como un aspecto que el
profesor autor de este trabajo tuvo presente de forma interna en para fines de la ensefianza del

objeto estudiado o futuras investigaciones; por tanto, siempre se procedio de una situacion a otra.

Una vez realizadas las intervenciones en clase, asi como sus analisis locales, se inicia al
andlisis retrospectivo que se aprecia en la metodologia; es decir, se hace una revision global de los
disefios, la implementacién, las participaciones, explicaciones y resultados de los andlisis locales
con el fin de identificar variables que permitan hacer una analisis de las condiciones que generaron
efectos significativos en el disefio e implementacion en relacion con la caracterizacion de los
registros de representacion semidtica y cognitiva realizados por los estudiantes. Estos aspectos del
analisis retrospectivo son también base fundamental para mantener la relacion de las tareas con la

perspectiva curricular segin el MEN, en lo referente al pensamiento variacional.
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Capitulo 4. Anélisis de Resultados y Conclusiones

Una vez se inicio6 el experimento, con base en la informacidn recogida se procedia a revisar
y reformular la conjetura con el fin de apoyar la revision del disefio de las situaciones, se considero
siempre la planificacion y temporalizacion de las actividades que previamente se habian propuesto.
Se tomaron decisiones de diferentes tipos que afectaron las intervenciones: los objetivos de la
investigacion, las formas de recoger los datos, los conocimientos de los estudiantes y ajustes al

disefio de las actividades.

Respecto a los objetivos, la propuesta inicial contemplaba dos objetivos especificos, el
primero se refiere a reconocer los elementos semidticos y cognitivos presentes en tareas que
aborden los estudiantes, mientras que el segundo trata sobre identificar las dificultades que
presentan los estudiantes de grado undécimo al interpretar un enunciado de problema en relacion
con la nocién de derivada. Pero se fue dando la necesidad de ajustarlos de acuerdo con los
requerimientos que implicaba analizar las caracteristicas de los procesos semiéticos y cognitivos
desarrollados por estudiantes, segun el objetivo general, pues éste reclamaba, ademas, describir
las dificultades que presentan estudiantes y determinar las maneras en que los estudiantes
coordinan representaciones, lo cual le permite al trabajo seguir un camino ordenado de objetivos

de acuerdo al seguimiento y analisis de los disefios.

Dicho lo anterior, los otros dos objetivos que complementan un sistema adecuado del analisis

de las caracteristicas de los procesos semidticos y cognitivos se formularon asi “Describir las
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dificultades que presentan estudiantes de grado undécimo al trazar la gréfica de la derivada de una
funcion a partir de la grafica de dicha funcion” y “Determinar las maneras en que los estudiantes
de grado undécimo coordinan representaciones semioticas y cognitivas para resolver problemas
en relacion con la nocidon de derivada”. De esta manera, el disefio, implementacion y analisis,
cobran un orden significativo de los procesos a seguir en el trabajo, en particular, lo que el

estudiante realiza y produce en clase.

Desde un principio, en cuanto a las actividades se refiere, el interés central era las
producciones de los estudiantes, su participacion y discusion en clase, mas el discurso o las
orientaciones del docente se iban ajustando de acuerdo al como los estudiantes iban a dialogar
entre todos o explicar a los demés lo que se iba preguntando, pues no se trataba se resolver un
taller sino de explicar y justificar lo que iban resolviendo; por tanto, el actor principal es el
estudiante con sus producciones y explicaciones, dado que esto permite establecer el analisis
necesario para caracterizar los procesos semidticos y cognitivos de los mismos. Asi, dichas
producciones serian las que dotan de informacion a las caracteristicas del disefio. Es por esto que,
un trabajo donde la tematica central trate sobre las actuaciones del profesor puede realizarse en el

marco de otro trabajo.

Teniendo en cuenta que una de las dificultades que se presentan en los estudiantes frente a
la ensefianza de las matematicas es la resolucion de problemas, que llama la atencion en fijar la
mirada en los procesos de ensefianza y aprendizaje en esta tematica y que ello puede impulsar en
los estudiantes potencialidades y dotar de significado los fendmenos de la vida cotidiana; tal como
se explico en el apartado 2.2 del presente trabajo, se puede inferir que la escogencia de enunciados

y problemas que contenian tematicas de movimiento relacionadas tanto con las ciencias (fisica)



CARACTERIZACION SEMIOTICA-COGNITIVA EN LA DERIVADA 146

como con aspectos cotidianos, como una persona realizando un recorrido con su bicicleta,
generaba en el disefio, un contexto de preguntas adecuadas para tratar al objeto matematico vy, asi,
abordarlo con enunciados no tan complejos de resolver, lo que puede motivar al estudiante a

generar confianza en la continuidad del desarrollo de las tareas.

Por esto, justamente se penso que los enunciados tuvieran contextos de movimiento como el
rectilineo uniforme, dejando de lado la forma tradicional como se ha abordado la derivada, es
decir, en proporcionar preguntas donde se pide al estudiante aplicar determinada formula
algebraica para realizar los célculos solicitados y, asi, llegar a un valor que, muchas veces, se hace
de forma mecanica, en lo que la mayoria no sabe como aplicar la formula dada, ni porqué se utiliza.
Para tal efecto, los enunciados con movimiento brindan mayor posibilidad de pensar sobre la

variacion o los cambios que se puedan observar entre una variable y otra.

Un elemento importante que dirigia u orientaba las actividades, respecto a lo que se
establecio en la conjetura del experimento, que se puede encontrar en el apartado 3.1.2 del presente
trabajo, estaba referido a los procesos cognitivos que se pretendia que los estudiantes realizaran,
esto es, la conceptualizacidn, la resolucion de problemas, el razonamiento y la argumentacion,
procesos que le daban forma a la dimension pedagogica de dicha conjetura. De esta manera, en
estos procesos, se propuso que los estudiantes realizaran actividades de construccion e
identificacion, pues ellas permitieron un vinculo entre la resolucién de las actividades y la

direccion que estaba tomando el estudio del objeto matematico derivada.

En un primer acercamiento a la propuesta de los disefios, las preguntas establecieron mucho
énfasis en la funcion de una situacién dada, expresando de manera poco notoria la participacion

de la derivada. Esto se logro ajustar de acuerdo a lo que propone la perspectiva curricular, pues en
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ella se presenta los procesos de aprendizaje que debe desarrollar o alcanzar el estudiante, en
funcion con sus competencias en el estudio. Es decir, no se lograba ver, de forma directa, que las
tareas condujeran al estudiante a hallar, calcular o resolver un problema o situacion, en donde la
derivada sea el protagonista del proceso. Las asesorias en el trabajo de grado de la Maestria
brindaron las herramientas que se necesitaban para realizar este tipo de ajustes, lo que era
coordinado con lo que propone la conjetura que se refiere a que el planteamiento de una propuesta
de ensefianza del célculo debe considerar aspectos referentes a los procesos cognitivos inmersos
en la resolucion de problemas en el contexto de la nocion de derivada. Asi, la transformacion que
se iba dando en los disefios no solo era concerniente a realizar procesos cognitivos, sino que el
objeto matematico a tratar, fuera el aspecto clave y explicito en la presentacion de los enunciados

y preguntas planteadas.

En las preguntas disefiadas, se tuvo presente, por tanto, que no podrian prescindir de aspectos
novedosos en el sentido de proponer actividades no tan comunes en este tipo de trabajos de
investigacién y sin descuidar sus propdsitos centrales. Es por esto, que el tratamiento con los
recipientes se percibe como un aspecto diferente que puede permitir el acceso al objeto matematico
forma tal que, a partir de lo que propone la metodologia de los experimentos de ensefianza, los
referentes tedricos y la perspectiva curricular, pueden bridar una justificacién adecuada para que

las situaciones y actividades puedan ser implementadas de la manera mas correcta posible.

En particular, se muestra como un analisis de los datos obtenidos, en relacion con los
objetivos de este trabajo, permite avanzar en la consolidacion de determinadas caracteristicas que
han de tenerse en cuenta para el disefio de situaciones que favorezcan el desarrollo de procesos

semidticos y cognitivos en la resolucion de problemas en el contexto de la nocién de derivada.
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También, las recomendaciones que surgen de la implementacion del experimento permiten inferir
algunas posibilidades y potencialidades de la trayectoria de aprendizaje como estrategia para
organizar el trabajo en clase, de tal manera que se puedan contemplar las exigencias curriculares
llevadas a cabo en nuestro pais inherentes al objeto matemaético derivada y los desarrollos
investigativos que para la ensefianza del calculo y el desarrollo del pensamiento variacional se
presentaron en este proyecto. Al final de este capitulo se establece una breve explicacion de estas
recomendaciones y de las maneras de relacionarlas con la propuesta de trabajo en la institucién
educativa donde se aplicé este trabajo de investigacion.
4.1 Resultados del Analisis Local

En el marco del experimento de ensefianza, aspecto fundamental de este trabajo, se disefiaron
tres situaciones, cada una con determinadas actividades que la componen. En cada situacion se
procurd que apareciera una tarea de construccion y otra de identificacion. Se implementaron en el
grado undécimo del Liceo Mixto La Milagrosa en el marco de las actividades que se relacionan

con el desarrollo de los contenidos respecto al area de calculo.

La metodologia de este proyecto asumio que los analisis locales de dichas implementaciones
se llevaran a cabo a partir de la realizacion de los disefios, las propuestas iniciales, los posibles
cambios de preguntas, los ajustes necesarios y el nimero de estudiantes. Se propuso, entonces, que
el analisis retrospectivo del experimento, que contempla dichos resultados y producciones de los

estudiantes, se llevara a cabo en este trabajo de maestria.

Se presenta, en esta primera parte del capitulo, una sintesis de los resultados de los analisis
locales, sobre todo aquello que se encuentra en relacion con los propdsitos de este trabajo. Se han

organizado en dos grupos, el primero, lo referido a las actividades realizadas en relacion con las
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actividades de construccion e identificacion y, el segundo, lo concerniente a las actividades de

conceptualizacion, razonamiento, resolucion de problemas y argumentacion.

Es menester aclarar que la presentacion que se hace no pretende individualizar el desarrollo
de las actividades, pues en las preguntas de construccién aparecen reflexiones inherentes a la forma
como los estudiantes trazan gréficas y elaboran explicaciones al respecto; en las de resolucion de
problemas aparecen las de identificacion, por ejemplo, cuando los estudiantes eligen una opcién
de tres, pero ya con un mejor conocimiento del contexto dado. Es decir, los apartados se establecen
como un orden del analisis, pero se entiende que estas operaciones aparecen simultdneamente en

las actuaciones de los estudiantes, aunque las actividades intentan acentuar en una u otra de ellas.

4.1.1 Construccion e ldentificacion

Se ubicaron las actividades de construccidn e identificacion para que los estudiantes tuvieran
mayores posibilidades de expresar o razonar sobre las preguntas. De acuerdo con los
planteamientos curriculares, tiene méas sentido y mayores posibilidades de generar mejoramiento
en el aprendizaje del estudiante, si en primera instancia, se aborda el problema produciendo la
grafica de una situacion dada. Ademas, de acuerdo con los planteamientos de los registros de
representacion (Duval, 1999), estos promueven una mejor ensefianza y aprendizaje de las
matematicas, en el analisis de actividades cognitivas. En primera instancia, se logré que los
estudiantes tuvieran una cierta motivacién de resolver las actividades que promueven la
elaboracién de graficas, lo que, acompafiado con preguntas sobre justificar los procedimientos,

generaba la necesidad de explicar lo trabajado.

La actividad de construir presentd en los estudiantes la necesidad de tener un marco de

referencia para poder acceder a aquello que se preguntaba, es decir, tener en cuenta elementos del



CARACTERIZACION SEMIOTICA-COGNITIVA EN LA DERIVADA 150

grafico cartesiano como los ejes (que ya no tenian las variables tipicas x,y), los puntos, las
coordenadas Y las escalas en cada eje con un nimero respectivo. En el caso de la siguiente gréfica,
de la pregunta 1, actividad 1, situacion 1, hay una necesidad de saber que cada nimero escrito en
el eje de la distancia o del tiempo tenga su unidad respectiva. De otro lado, fue adecuado indicar
preguntas sobre explicar como realiz6 la gréfica, lo que permite indagar sobre cuéles pueden ser
los errores del estudiante al elaborar la representacion gréfica de la funcion dada, ademas de sus

aciertos.

Figura 16. Construccién de la grafica de una funcién

Uno de los aspectos que definen la importancia de la utilizacién de sistemas de
representacion radica en que ellos organizan los simbolos mediante los que se hacen presentes los
conceptos matematicos; ademas, los distintos sistemas de representacion aportan distintos
significados para cada concepto. De aqui, la eleccion de designar en las tareas la construccion de
la grafica de una funcién matematica y la grafica de su derivada, pues el proposito de llegar a la
grafica que se pide parece ser el Unico en la actividad, pero hay elementos correspondientes a los

saberes que ya han tenido los estudiantes, como por ejemplo, la distincion entre una funcion y otra
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desde el punto de vista geométrico, y que se pueden afianzar paralelamente en el desarrollo de las
preguntas, aportando y preparando el camino para obtener respuestas o soluciones donde haya el

mejor aprendizaje posible.

En relacién con lo anterior, Hitt (1998), afirma que para distinguir un objeto matematico de
su representacion se hace necesario que el estudiante represente dicho objeto, al menos, de dos
maneras diferentes. Las tareas sobre construccion presentes en los disefios no impiden que el
estudiante pueda representar la funcién matematica Unicamente de manera grafica o geométrica,
pues el recurso a usar las tablas de datos permite que el objeto matematico pueda analizarse desde

varias representaciones, como lo muestra la figura 17:

Figura 17. Dos maneras de representar el objeto matematico funcién

En este caso el estudiante pudo incluir en su explicacion otra forma de representar la funcion
correspondiente a la tarea. De esta manera, el disefio de las actividades no se ha dado en forma
improvisada, es decir, las preguntas de construccion no son asignadas por carencia de fundamento,
sino también para preparar al estudiante en cuanto a las preguntas que vienen en camino, que son

las de identificacion y que, por lo general, contienen graficas de funciones y derivadas de las
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situaciones dadas. Estas tareas de identificacion tienen como proposito que el estudiante reconozca
algunos elementos primordiales de la derivada de una funcion como, por ejemplo, la recta tangente
en un punto de la curva dada, que también se puede entender como la razén de cambio de una

funcidén en un punto determinado.

Las actividades de identificacion estan muy relacionadas con la forma de evaluacion que los
estudiantes han tenido en su propio contexto escolar como, por ejemplo, las pruebas saber que, en
el caso de la Institucién Educativa donde se aplico los disefios, se desarrolla desde la educacién
primaria, con el fin de que los estudiantes conozcan este tipo de pruebas y se familiaricen con el
tipo de preguntas que hay en ellas. Las actividades de identificacion contienen un enunciado, que
viene apoyado por un grafico de una funcion o curva en el plano cartesiano, lo que exige al
estudiante plantear diferentes alternativas de solucion para poder justificar la respuesta, pero en el
sentido de partir de la informacion dada para llegar a la correcta, pasando por una serie de
operaciones y relaciones entre variables que hacen parte de los procesos cognitivos como la

resolucion de problemas y el razonamiento.

La situacion 1 permitié al estudiante reconocer el concepto de funcion, los tipos de funcién
y la derivada de una funcion. Aqui, la actividad de formacion de representaciones semioéticas
permitio a los estudiantes respetar las reglas del sistema semidtico establecido. En las otras dos
situaciones se procurd mantener un elemento muy importante en la derivada que es la definicién,
porque las tareas promovieron el enfoque de la recta tangente a una curva, tal como lo orienta el
enfoque curricular, como por ejemplo en los DBA (MEN, 2016), donde se expresa graficar la

derivada de una funcion identificando los intervalos de crecimiento y decrecimiento.
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En el planteamiento inicial de la situacion 1 se pretendia que el estudiante analice los
cambios que se dan en un movimiento determinado, pero solamente a partir de la funcion que el
estudiante pensaba, pero sin tener en cuenta como cambiaba la velocidad, es decir, Unicamente se
estaba planteando los cambios que se daban en la distancia recorrida. Por lo que, con los ajustes
realizados, se vio la necesidad de que el estudiante pasara por los procesos de transformacion de
representaciones semioticas para llegar a la gréafica de la derivada de la funcion que correspondia
al movimiento dado. En esta actividad de transformacién, se podia ver la manera en que se fuera
dando la relacion entre la funcion y su derivada, desde el punto de vista conceptual y, a la vez,
relacionarlo con los efectos que este pueda tener con una situacion de contexto como el

Movimiento Rectilineo Uniforme.

La actividad 2 de la situacion 1 tuvo varios ajustes desde el punto de vista conceptual y
grafico, pues en un inicio se habia pensado en que el movimiento del ciclista se fuera dando en
subidas y bajadas dejando de lado el cambio en la velocidad, lo que le iba dar mayor fuerza si lo
tuviésemos presente en la graficacién de la derivada de una funcién. Por esto, el ajuste al
movimiento de un carro en una montafia rusa brindd la importancia de motivar al estudiante
analizar sobre dichas subidas y bajadas, ademas de los momentos donde la velocidad era constante.
Esto, porque mas adelante, dichos cambios en la velocidad, le iban a dar al momento de resolucion
de la tarea, el suficiente espacio para acceder a la derivada de la funcion vista desde la tangente de

una curva en un punto en el plano cartesiano.

Las situaciones 2 y 3 se propusieron inicialmente a partir del llenado de recipientes, pero sin
mencionar de forma literal la derivada de una funcién, pues las preguntas exigian dar respuestas

sobre los cambios que se daban entre las dos variables en juego, que son la altura y el volumen del
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recipiente. Se vio la necesidad de establecer los ajustes requeridos para que el estudiante indague
sobre la derivada y, asi, poder desarrollar lo que los planteamientos curriculares han expresado
sobre el aprendizaje de la derivada, a través de, por ejemplo, lo que mencionan los Estandares
Bésicos de Competencias (MEN, 2006), relativo a la nocion de derivada y pendiente de la tangente

a una curva.

La utilizacion de los registros de representacion en las tareas, la implementacion de contextos
que difieran del directamente matematico, como el del movimiento en fisica y el llenado de
recipientes de diferente tipo; se constituyen en recursos que ofrecen posibilidades diferentes de las
tradicionalmente utilizadas en contextos de aula en matematicas donde las preguntas oscilan entre
calcular una derivada utilizando una formula dada que, casi siempre para los estudiantes carece de
significado. En cambio, una situacion donde el razonamiento del estudiante se presta en funcion
de aquello que se le esta exigiendo, esto es en plantear diversas opciones de solucién a una pregunta
dada, se convierte en una opcién de actividades que pueden tenerse en cuenta para el aprendizaje

de la derivada en la Institucion Educativa.

4.1.2 Conceptualizacion, Razonamiento, Resolucién de Problemas y Argumentacion

Al realizar el analisis de la implementacion de las situaciones disefiadas se puede inferir que
las tareas tienen la caracteristica de permitir al estudiante desplegar su actividad matematica a
través del desarrollo explicito de un razonamiento entre la exploracion y la sistematizacion. Esto
implica que las preguntas contienen, como parte de los elementos que las constituyen, dispositivos
que permiten a los estudiantes desarrollar, de manera autdbnoma, procesos de exploracion tales

como la formulacién de hipétesis, su validacion, y si es del caso, su reformulacion.
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Figura 18. Formulacidn de hipotesis relativa a una gréafica

La gréfica de la izquierda esta trazada por el estudiante, y es la que el problema entreg6. El
estudiante traza la gréafica de la derecha para preguntar qué sucederia si la grafica de la altura
respecto al volumen fuera la de la derecha y no la de la izquierda. Es una pregunta que permite la
participacién de los estudiantes para presentar sus puntos de vista en la reorientacién del
significado de la grafica inicial respecto a lo que pretende la tarea que, en este caso, es construir la
grafica de la funcién de la altura respecto al volumen en el llenado de dos recipientes similares

pero que varian en volumen.

Las explicaciones de los estudiantes en las preguntas sobre identificacion presentan mayores
dificultades que las de construccion, debido a la conceptualizacion respecto a la derivada que,
como se menciono en el apartado 2.2 de resolucién de problemas del presente trabajo, es un objeto
matematico que ha presentado muchas dificultades en el aprendizaje del calculo, por su caracter
relacionado con el concepto de limite de una funcién. No obstante, es de notar que, a pesar de que
los estudiantes presentan estas dificultades, la mayoria de las veces intentan establecer alternativas
de solucion, dado que en esta Institucion Educativa presentan constantes actividades donde todas

las preguntas deben ser justificadas y ello representa un trabajo usual en el quehacer escolar diario.
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Las justificaciones de los estudiantes presentan mayores dificultades para llevar a cabo el
discurso oral en comparacion con el escrito, pueden escribir los procedimientos para explicar la
construccion de una gréfica en el plano cartesiano, pero no tanto en cuanto a la parte verbal, lo que
refleja una falta de utilizacion de términos, conceptos, simbolos o palabras que den cuenta del
significado matematico que representa lo que han dibujado o construido geométricamente. Estos
fueron momentos claves para aprovechar la clase y, asi, brindar instantes en que los estudiantes
mostraron algunos argumentos, tratando de explicar la forma en que resolvieron las construcciones
de las gréficas. La importancia del desarrollo de la argumentacion radica en que se fomente

aspectos como el didlogo y la reflexion.

La implementacion de los disefios conserva el propoésito de mantener la necesidad de
contribuir a la formacién de pensamiento argumentativo, donde se promueva la participacién del
estudiante generando espacios favorables para el razonamiento matematico donde se pueda
interactuar sin limite alguno. Aunque esta no es una labor féacil de llevar a cabo, el disefio de las
tareas, donde se pedia explicar y justificar las respuestas, tenia como propoésito impulsar este
aspecto. Al respecto, algunos estudiantes aprovecharon las oportunidades que tuvieron para
expresar sus puntos de vista sobre el movimiento de las situaciones y en ciertos momentos se
sintieron sin temor a dialogar entre ellos con el fin de discutir sus propias formas de pensar y
mejorar sus respuestas. Un punto a favor para lograr estas interacciones fue la disposicion de los
estudiantes para acceder a la implementacion, pues el horario fue en momentos extraescolares, asi
como también la cantidad reducida de estudiantes, lo que permitié mayor confianza para expresar
ideas, hacer preguntas e interactuar sobre como realizaron los procedimientos respectivos. En

relacion con lo anterior, un elemento importante en el aprendizaje es el trabajo colaborativo, pues
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puede generar explicaciones entre estudiantes lo que impulsa la comprension del objeto de estudio.
En la situacion 1, actividad 2, pregunta 1, se da una interaccion entre dos estudiantes (F y A),
donde F se dirige a A expresando sus propias ideas sobre como graficar:

F: yo voy a hacer la grafica con las mismas lineas de acé (refiriéndose a la grafica que hay

que

construir)

A: en la grafica no

F: ¢por qué?

A: porque, por ejemplo, en las bajadas la grafica no es asi (representando con su mano que
va

hacia abajo)

F: pero si va bajando...

A: no, porque la velocidad aumenta

F: por eso, si la velocidad aumenta, pues va bajando
A: pero en la grafica tenés que hacerla hacia arriba
E: jah, si!

A: debes colocar los puntos tal cual estan ahi (sefialando la figura de la montafia rusa,
ademas

expresa como deben ir las lineas que representan los intervalos)

Es de notar la seguridad que muestra el estudiante A en sus reacciones, mientras que F desde
un inicio expresa una forma de comprender el enunciado que se ha brindado en la tarea, pues una
vez los estudiantes comienzan a dar sus ideas o posturas frente a la forma de entender el problema,
F parece lograr el convencimiento de lo que piensa frente a cbmo percibe los cambios que hay

entre las variables. Esta es una forma muy cercana a cédmo se debe comprender el problema
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establecido, que muestra una representacion iconica de la situacion, donde se mueve un carro en

una montafia rusa, el cual tiene subidas y bajadas, diferentes entre si.

El andlisis del movimiento, desde el punto de vista espacio-temporal, es muy diferente a
como se ve desde lo iconico, pues las bajadas y subidas no son las mismas en la grafica de la
distancia contra el tiempo. Si el carro baja, su velocidad aumenta, lo que significa que, la curva
que representa la funcion de la distancia recorrida, es en forma creciente. Al final, la interaccion
permite brindar las posturas argumentativas suficientes para generar maneras diferentes de ver el
problema, acercarse mas a lo que pretende la tarea y resolverla con el &nimo de encontrar
propiedades que se presentan en el comportamiento de una funcién, cuando estd siendo

representada geométricamente.

En el lenguaje utilizado por los estudiantes predominan términos que son de uso comun,
mientras que poco se hace uso del lenguaje especializado en este contexto del calculo. Desde el
punto de vista de la semantica, la terminologia utilizada por los estudiantes procura dar una
denominacién a los términos utilizados en el discurso en geometria y calculo. Ademas, se presenta
la falta de la construccion de explicaciones vy justificaciones donde haya una terminologia que
transite en lo conceptual y en lo geométrico paralelamente y que aluden al como han realizado las
graficas de las tareas que hay que abordar. No obstante, esto no fue un impedimento para poder
llegar a la construccion de las graficas pedidas, como se aprecia en la figura 16 presentada
anteriormente, donde la estudiante elabord una respuesta que parece reflejar una conceptualizacion
acorde a lo que se esta preguntando, pero que refleja, a la vez, las hipotesis de tipo analitico que le
permiten acceder a la representacién semiotica, como por ejemplo, el comportamiento de la

variable de la posicion respecto al tiempo, lo cual hace falta justamente en la explicacién que
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escribe en la parte derecha de la figura. Asi, es de recordar que la representacion semidtica utilizada
tiene algunos elementos del concepto que se estad movilizando, y no solo los que corresponden al
pensamiento geométrico, sino los referidos al pensamiento variacional que, en este caso, habla
tanto de la funcion principal como de su derivada. Mantener un equilibrio conceptual entre estas
dos partes, genera una mejor construccién de la representacion semiética que aporte a la

comprension del objeto matematico central, lo que en general, es su funcién principal.

Los resultados anteriores muestran la necesidad de generar tematicas y actividades que
promuevan tanto los procesos de conceptualizacion como los de la resolucion de problemas, asi
como actividades que impulsen el razonamiento y la argumentacion en el aula; lo que no tiene
como principio el uso de actividades improvisadas, monotonas o de realizacion mecanica, pues lo
que llama la atencion aqui, alude fundamentalmente a la parte discursiva, donde predomine la
explicacion o justificacion de aquello que se realiza, sin perder de vista el objeto matematico

movilizado y sus propiedades.

En este sentido, es de notar que algo que utilizan muy poco lo estudiantes son las
definiciones, las propiedades y las caracteristicas de los objetos matematicos que tratan o de los
cuales hablan. Un elemento que casi no utilizaron, por ejemplo, fue el de la definicion. Este
representa un referente epistemoldgico vital en el discurso argumentativo, pues debe ser
protagonista en la comunicacién de saberes en matematicas por su naturaleza cognitiva. Una
definicion, por si sola, no trae consigo el acceso a las propiedades del objeto matematico, pero si
establece una amplitud del uso de un sistema de signos y significados que solo se pueden
comprender con una adecuada lectura del lenguaje matematico especializado, guardando las

proporciones segun el grado donde se presente, en este caso, de grado undécimo. En suma, las
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definiciones participan del aspecto conceptual, generando la utilizacion ineludible de recursos,
expresiones algebraicas, descripciones y explicaciones que seran necesarias para dotar de sentido
los procedimientos realizados por los estudiantes, en particular en la construccion e identificacion
de graficas, funciones y derivadas.
4.2 Anélisis Retrospectivo

Una vez se ha realizado las intervenciones en el aula, asi como el andlisis local, se procedid
con el analisis retrospectivo, consistente en una revision global de los disefios, tres situaciones,
cada una con 2 actividades, resueltas por 6 estudiantes (ver anexo 1), la implementacion, las
intervenciones y participaciones de los estudiantes, y los resultados del analisis local; con el
proposito de reconocer variables que permitan la realizacion de un analisis de las caracteristicas
de los procesos semioticos y cognitivos que desarrollaron los estudiantes en la implementacion,

en cuanto a la resolucién de problemas referentes a la nocion de derivada.

Por tanto, se realiza una revision de las situaciones y la informacién recogida, teniendo
presente, como un factor fundamental, la perspectiva curricular establecida por el MEN, la
informacidn acerca del pensamiento variacional desarrollada por los mismos y las condiciones que
los procesos cognitivos y semioticos implicados aplican al disefio de las actividades.
Aprovechando la utilidad de estos recursos, se elabora la rejilla de analisis que permitio
caracterizar los resultados y realizar el analisis respectivo, en la que se clasifican los procesos
cognitivos y semidticos, por medio de particularidades muy concretas sobre el uso de
representaciones semidticas, como se realizan los pensamientos de los estudiantes para llegar a la

construccién o identificacion de una grafica, entre otros.
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Durante las intervenciones se realizaron algunas grabaciones, no todas las actividades
presentan videograbacion dado que se tomd algunos momentos importantes de la aplicacion de las
situaciones, pues no en todos los momentos los estudiantes se encontraban discutiendo,

explicando, saliendo al tablero y argumentando.

El analisis retrospectivo comienza teniendo presente los resultados del analisis local de los
resultados obtenidos en la implementacion, con la intencion de establecer elementos que fueran
acordes con el objetivo general del presente trabajo: analizar las caracteristicas de los procesos
semioticos y cognitivos desarrollados por estudiantes de grado undécimo, en la resolucion de
problemas en el contexto de la nocién de derivada; del cual se desprendian los objetivos

especificos.

Un primer acercamiento a los datos se realizd observando los procesos cognitivos de los
estudiantes, en cuanto a la conceptualizacién y el razonamiento, la forma en que interpreta el
enunciado de un problema relativo a una funciéon dada y su derivada, la identificacion de la
derivada como razon de cambio y como la recta tangente a una curva en un punto, el uso de la
proporcionalidad, la variacion y/o la coordinacién entre dos cantidades, cémo son los pasos
algebraicos utilizados en procedimientos y como son los pasos de los célculos algebraicos

utilizados para la construccién de gréficas.

Luego, se procedio a observar los procesos semidticos y los que aluden al discurso, esto es,
las explicaciones, argumentaciones e intervenciones de los estudiantes. A saber, se tuvieron en
cuenta elementos como la utilizacién y/o trazo de representaciones graficas cartesianas, la

coordinacion y relacion entre representaciones semioticas, la intervencion y/o participacion
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utilizando explicaciones y/o argumentos, la explicacion de las construcciones geométricas y las

argumentaciones y/o justificaciones en la identificacion de gréficas.

En cuanto a los procesos cognitivos, las preguntas que conducen al estudiante explicar lo
que ha realizado, fueron un acierto en los disefios, pues, aunque no todos hablaban o explicaban
verbalmente, tenian la opcidn escrita para redactar los procedimientos que utilizaron en sus
respuestas. Desde este punto de vista, la cognitividad es un proceso que puede dar cuenta de como
el estudiante realiza procedimientos algebraicos o geométricos. En algunos estudiantes pudieron
lograr plantear ideas que daban cuenta de la forma como interpretaban el enunciado problema,
ademas, en sus explicaciones, intentaban usar términos del lenguaje especializado en matematicas,
aunque en la mayor parte de su discurso, prevalece el uso de un lenguaje cotidiano y se nota la
intencidn de incluir palabras relacionadas con el objeto tratado. La siguiente intervencion de los
estudiantes A y E, aungque A se encuentra justificando su punto de vista, muestra estos aspectos,
en la situacion 1, actividad 2, pregunta 1:

A: es que por ejemplo, profe, en el caso, pues, yo también me inclinaba por la B, solo que
hay muchos puntos en los que no cuadra, por ejemplo, en el caso de a y b, ella tiene dos
tipos de movimiento, uno que va en bajada y otro que va en...perdon, tres tipos de
movimiento, que va en bajada, que seria de la parte concerniente del intervalo de oa, viene
en bajada, y él llega hasta ahi a hacer una parabola, entonces llega justo en ese punto, ahi
se vuelve horizontal y luego se vuelve otra vez positiva la pendiente. Pero en el caso de la
opcidén B, cuadraria solamente en el punto de que f prima de t es mayor a cero en ab, que
seria la parte en la que llega el pico de la parabola, que seria la zona horizontal y que, ve
perdon, que seria la parte en la que vuelve a subir para tomar el intervalo de b a c. En el
caso de que es totalmente igual a cero, es en la punta de la parabola que seria justo cuando
ya no tiene ninguna curvatura, solo que, en el segundo, en el tercer punto que dice, f prima
de t es menor a cero en oa y bc, en ese punto es en el que no me cuadra, ya que en oa si
aplica.

E: es que en oa la pendiente es positiva

A: por eso, y ¢en bc? También es positiva y mira que no cuadra la opcion
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En esta intervencidn se hace uso de los elementos que se han aprendido en clase y los que se
deben a las habilidades que los estudiantes tienen en la materia. Estos elementos corresponden a
una red conceptual que forma parte de la conceptualizacion en matematicas y que organiza en
forma jerarquica y estructurada el conocimiento. Otro aspecto importante es la interpretacion del
enunciado problema que, en este caso, lo que el estudiante interpreta estd muy orientado a lo que
pretende la pregunta, pues tiene claridad acerca de la diferencia entre la representacion icénica del
movimiento y la representacion espacio-temporal de la situacion, esto es, la gréfica de la distancia
contra el tiempo. Lo que no logra ver, en un primer instante, es la relacion de las gréficas de la

funcidn y su derivada.

Desde los procesos semidticos, se presentd el uso de representaciones graficas que dieran
cuenta de las funciones que aludian a las situaciones presentadas. Al respecto, se presenté un
frecuente uso de representaciones graficas que correspondian a los movimientos dados, en este
caso, como el de la situacién 1, actividad 1, de una persona que va en bicicleta con una velocidad
constante de 10 m/s. En general, los estudiantes construyeron las graficas de la distancia contra el
tiempo, asi como la de la derivada de dicha funcidn que seria la velocidad del movimiento. En esta
actividad se realizd una orientacién de conceptos basicos, en el sentido de que los estudiantes

recordaran algunos elementos importantes del objeto matematico.

Las graficas realizadas por los estudiantes estan caracterizadas por mantener una relacion
entre el objeto matematico y su utilidad en la vida cotidiana, como es en el caso de los problemas
sobre fisica, muy aplicados en el caso de la derivada; pues tratan de mantener en su discurso,
términos que se utilizan en este &mbito, como lo son la distancia, la velocidad, el tiempo, y los

intentan relacionar con sus contextos fisicos respectivos, por ejemplo, el Movimiento Rectilineo
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Uniforme. Estos recursos del conocimiento propio de los estudiantes en su aprendizaje de la fisica,
fueron muy dtiles a la hora de elaborar las gréaficas respectivas, lo que demuestra un acierto en el
disefio de las preguntas respecto al acceso que se pretende establecer para el estudiante frente a un
conocimiento que no es facil de comprender por el caracter abstracto de la derivada. En el siguiente
grupo de graficas, es caracteristico el uso de elementos propios de la geometria analitica como por
ejemplo un uso correcto de los ejes coordenados, el recurso a la escala numérica, esto es, la
identificacion de coordenadas que representan nimeros reales sobre cada eje, la escritura de puntos
con sus dos coordenadas respectivas. Aunque un elemento faltante es la ubicacion de las unidades
que se nombran en el problema, como lo son los metros (m) para la distancia y los segundos (s)
para el tiempo; lo mismo sucede en la gréfica de la derivada (velocidad), pues en el eje vertical

debe estar indicada la unidad m/s y en el tiempo la letra s.

19 (a)

19 (b)
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Figura 19. Construccién de las gréaficas de la situacion 1, actividad 1.

En la figura 19 (a) se presenta una construccion muy acertada de lo que pretende la actividad,
pues, ademas de los elementos mencionados anteriormente, también se acomparia la construccion
por expresiones algebraicas y aritméticas que detallan, desde las matematicas, que la velocidad es
la que se muestra en la que el estudiante elabor6. Estos célculos estdn muy relacionados con la
derivada vista como razén de cambio, pues, un propoésito de las preguntas era que los estudiantes
pudieran establecer relaciones entre los conceptos matematicos fisicos, como es el caso de la
velocidad, y los que son directamente propios de un contexto matematico, como lo es la derivada

como razén de cambio.

En la figura 19 (b), se presenta la construccién de las graficas del movimiento trabajado en
estas dos actividades. Una de las caracteristicas de los estudiantes es que cuando piensan en el
término “grafica”, lo asocian con el trazo de los ejes coordenados y la ubicacion de puntos en el
plano en dos dimensiones pero no con una linea o curva en el plano que represente el objeto

matematico, resultado de la construccion geométrica realizada. En la conceptualizaciéon y la
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resolucion de problemas, una caracteristica primordial en el mejoramiento de los aprendizajes es
la actividad matematica del estudiante que estd mediada por las situaciones problema a través de
las cuales toman sentido y significado los conceptos matematicos. Es por esto que, las dificultades
presentadas por los estudiantes en cuanto a la construccion de gréaficas, presentan errores en los
conceptos utilizados, tanto en lo geométrico como en lo algebraico, como se muestra en la parte
de debajo de la figura 18, donde los puntos ubicados son los que, para el estudiante representa el
objeto matematico estudiado; ademas la confusién entre la velocidad y la aceleracién, por las

unidades que escribe, m/s?.

Un elemento importante en el andlisis de estas situaciones es el uso de elementos propios de
conceptos matematicos que facilitan la construccién de las gréficas de la funcién y su derivada,
que es la correspondencia biunivoca, que los estudiantes pudieron utilizar en algunos momentos
de su razonamiento. Esto se muestra en la siguiente intervencion del estudiante E cuando se refiere

a la explicacion que da sobre la construccion de la grafica de esta situacion:

E: x e y son igualdades, asi que si aqui en distancia es 10, tenemos que buscar en tiempo
lo que corresponde a 10y, asi, sucesivamente.

Otro elemento importante en el razonamiento de los estudiantes es el de proporcionalidad,

que se muestra en la siguiente intervencion:

A: si, como también puede ser que le dé 20, es directamente proporcional la una a la otra;
si aumenta el tiempo, aumenta la distancia, si disminuye el tiempo, disminuye la distancia.

Como se aprecia, el estudiante no sélo establece el concepto de proporcionalidad sino que
justifica la construccion de su gréafica, aclarando la relacion entre las dos variables. Esto demuestra

que la derivada no es un objeto matematico que se comprende a partir del uso de nuevos
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conocimientos del célculo, los saberes y competencias que tenga el estudiante son muy importantes

en la comprension de la nocién de derivada.

De otro lado, una caracteristica de los procesos cognitivos y semiéticos identificados, es que
conforme fueron avanzando las actividades, las preguntas comprendian mayor dificultad en cuanto
a las justificaciones, pero no en el uso de las gréficas, lo que fue un recurso que permitio describir
lo que los estudiantes pensaban sobre el movimiento planteado en las tareas. No se percibe, por
tanto, una facilidad de los estudiantes para coordinar representaciones entre si, para lo cual, es
menester aclarar que no se esperaba que tuvieran un mayor dominio frente a esta situacion. En
primer lugar, no construyen varias graficas en el mismo plano cartesiano, las elaboran aparte, por
lo que es muy dificil tomar una posicion de evaluacion acerca del crecimiento y decrecimiento de
la funcion que han graficado. No obstante, en cada grafica de la situacion 2, actividad 1, intentan

que las curvas trazadas tengan alguna diferencia entre si.
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Figura 20. Construccion de las gréficas, situacion 2, actividad 1

Existen aspectos en los enunciados del problema que, aunque parezcan obvios de realizar,
no siempre se tienen en cuenta, es decir, no son tan relevantes pata los estudiantes. Como lo es el
caso de esta actividad mostrada en la figura 20, donde, a pesar de que el enunciado decia que las
graficas deben trazarse en el mismo plano, ningin estudiante sigui6 esa indicacion y la omitid,
como si se tratara de algo irrelevante para el prop6sito que se tenia. La caracteristica de los
procesos semioticos aqui, es que, el trazo sobre el mismo plano permite una mejor
conceptualizacion y razonamiento del objeto trabajado, pues se pretendia que, al ver las gréaficas,
el estudiante pueda comprender mejor porqué los recipientes de diferentes volimenes presentan

gréficas distintas pero que tienen algunas caracteristicas en comun.
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Un elemento importante en el andlisis es el discurso que utilizaron los estudiantes, tanto a
nivel de lo escrito, como el verbal. Por eso, se tuvo en cuenta que, es probable que algunos
estudiantes no se sientan con disposicion de hablar, explicar o participar. Asi, las preguntas que
consistian en que el estudiante debe justificar su respuesta, tienen como propdsito dar acceso al
estudiante a los conceptos estudiados pero también, estar acordes a lo que propone el MEN, en los
aspectos curriculares y, ademas, que puedan plantear sus propias ideas sin limite alguno. El
siguiente grupo de graficas muestra que las preguntas no son aleatoriamente seleccionadas, sino
que corresponden a un hilo conductor curricular que, en este caso, exige que el estudiante
desarrolle aspectos como interpretar la nocion de derivada y la recta tangente a la gréfica de una
funcion en un punto. Y los apoyos que el disefio presenta ante estas necesidades es que haya una
justificacion de las respuestas y se pueda dar cuenta de una relacion entre las graficas de una
funcidén y su derivada. En la implementacion, aquello que permitia que esto se movilizara eran las

caracteristicas como la construccién y la identificacion.

Se puede ver un mejor trazo en las graficas de la figura 21 (a) y (b), pues las justificaciones
son coherentes con aquello que se ha construido e identificado, cuyo fundamento radica en la
relacion de variacion que establece el estudiante con las dos variables en cuestion, la altura y el
tiempo. Por ejemplo, para el recipiente en forma de esfera, elige la opcién donde explica que a
medida que el agua cae al recipiente, el llenado cambia de llevar mucho volumen a llevar cada vez
menos volumen, pues la forma del recipiente se va cerrando cada vez mas. En suma, este elemento
caracteriza los avances que los estudiantes puedan tener respecto al pensamiento variacional. Se
puede inferir que este tipo de intervenciones pueden estimularse en el sentido de avanzar con otros

conceptos que no se tuvieron en cuenta en este trabajo pero que son, de igual manera, relevantes
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dentro de lo que concierne a la derivada, a saber, los puntos de inflexion; donde la curva cambia

de concavidad, desde el punto de vista geométrico.

21(a)

21(b)
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21(c)

Figura 21. Justificaciones situacion 2, actividad 2

En la figura 21 (c), otro estudiante no se aproxima a lo que se pregunta en la tarea pero
tampoco deja de lado su participacion escrita, teniendo razon en que, respecto al volumen, existen

cambios que se cristalizan en lo que se incrementa y lo que decrece.



CARACTERIZACION SEMIOTICA-COGNITIVA EN LA DERIVADA 172

La situacion 3 aporté desde lo tedrico, pero también desde los referentes que aluden a la
resolucion de problemas, pues contiene actividades disefiadas para responder aspectos mas
precisos sobre la nocion de derivada. Las actividades anteriores fueron Utiles para preparar al
estudiante y poseer los suficientes antecedentes conceptuales como para poder identificar aspectos
maés definidos en la relacion que hay entre una funcién y su derivada. La figura 22 muestra el grupo
de gréficas que corresponde a esta caracterizacion. Las graficas de la figura 22 (a) representan un
buen acercamiento de lo que se pretende con el planteamiento de una situacion problema, con el
Ilenado de recipientes y la relacion que se puede establecer entre la gréfica de una funcion lineal y
su derivada que, en este caso corresponde a una funcion constante. En las graficas de la figura 22
(a) prevalece dicha relacidn, pero con dificultades de conceptualizacion, pues, el estudiante tiene
claridad sobre la relacion entre una funcion cuadratica y su derivada, pero no reconoce cual es
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Figura 22. Construccion e identificacion de graficas, situacion 3, actividades 1y 2



CARACTERIZACION SEMIOTICA-COGNITIVA EN LA DERIVADA 173

Las caracteristicas mas comunes en los trazos de graficas de las actividades fueron aquellas
que contenian escalas numeéricas en los ejes, de repente, existe la necesidad de los estudiantes por
incluir en sus representaciones nimeros que den cuenta de las relaciones de variacion que van

elaborando o pensando. Con mucha menos frecuencia se presenta el uso de tablas de datos.

El asunto central en los desempefios de los estudiantes es que logran establecer la variacion
como un elemento importante en el analisis de una funcién y su derivada, a pesar de que no se
logre hallar la gréfica de la misma en muchos momentos, pero es alli donde los otros recursos
como el discurso y la conceptualizacién pueden reorientar las pretensiones y aprendizajes del

estudiante.

Los resultados obtenidos, que se resumen en los elementos anteriores, evidencian las
potencialidades de una propuesta de trabajo en clase de célculo basada en los procesos cognitivos
y semioticos, pues abren una amplia gama de opciones de trabajo con los conceptos matematicos
propios del pensamiento variacional, ademas dejan ver que es posible hacer avanzar a los
estudiantes en formas de trabajo que dan cuenta de desarrollos en su conocimiento algebraico y
geométrico al mismo tiempo que construyen e identifican alternativas de actuacién y reflexion

potentes para la resolucion de problemas.

Se establece la apertura frente a la necesidad de continuar en la relacion entre los procesos
de conceptualizacion y razonamiento, y entre la construccién e identificacién, pues se ve que los
estudiantes presentan serias dificultades para usar un discurso potente en calculo. Los resultados
de este analisis orientan la formulacidn de una estrategia de trabajo para las clases de calculo y las

reflexiones que se puedan plantear en ese sentido y que se pueden aplicar en el caso del colegio.
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Esto, como uno de los principios méas importantes del presente trabajo, apoyar la investigacion al

respecto y aportar al campo de la Educacion Matematica.
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Tabla 3

Rejilla de analisis de la implementacion
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REJILLA DE ANALISIS PARA LOS VIDEOS Y PRODUCCIONES DE LOS ESTUDIANTES

PROCESOS

COGNITIVO

CONCEPTUALIZACION

RAZONAMIENTO

INTERPRETACION

DE UN ENUNCIADO
PROBLEMA EN
RELACION CON LA

El 62,5% realiza
una interpretacion
aproximadamente
cercana a lo que

uso DE LA
PROPORCIONALID

AD, LA VARIACION
Y /0 LA

El 25% utiliza la
proporcionalidad,
la variacién, la
coordinacion entre

SEMIOTICO
UTILIZA Y/O El 87,5% utiliza y/o
TRAZA traza
REPRESENTACION representaciones
ES GRAFICAS  gréficas cartesianas

DISCURSIVO
INTERVIENE Y/O El 37,5% interviene
PARTICIPA, ylo participa
UTILIZANDO utilizando

EXPLICACIONES

explicaciones y, por

NOCION DE pretenden las COORDINACION dos cantidades y/o CARTESIANAS Y/O momentos
FUNCION Y tareas ENTRE DOS cémo son los ARGUMENTOS argumentos
DERIVADA CANTIDADES pasos algebraicos

(FORMA EN QUE utilizados en

CAMBIAN UNA EN procedimientos en

RELACION CON LA forma cercana a lo

OTRA) que se pretende

Y/O COMO SON

LOS PASOS

ALGEBRAICOS

UTILIZADOS EN

PROCEDIMIENTOS
IDENTIFICACION El 50% identifica COMO SON LOS ElI 625% da COORDINA Y El 25% relaciona EXPLICA LAS El 37,5% explica las
DE LA DERIVADA la derivada como PASOS DE LOS cuenta de como RELACIONA representaciones CONSTRUCCIONE  construcciones
COMO RAZON DE razdn de cambioy CALCULOS son los pasos de REPRESENTACION semidticas en forma S GEOMETRICAS geométricas desde el

CAMBIO Y COMO
LA RECTA
TANGENTE A UNA
CURVA EN UN
PUNTO

como la recta
tangente a una
curva en un punto

ALGEBRAICOS
UTILIZADOS Y LOS
PASOS PARA LA
CONSTRUCCION
DE GRAFICAS
(PENSAMIENTO
VARIACIONAL)

los célculos
algebraicos y los
pasos para

construir graficas

ES SEMIOTICAS

aproximadamente
adecuada

punto de vista verbal
y escrito. El resto
solo lo hace en
forma escrita

ARGUMENTA Y/O
JUSTIFICA LA
IDENTIFICACION

DE LAS GRAFICAS

El  25% intenta
acercarse al
planteamiento  de
argumentos y trata
de justificar la
identificacion de las
graficas. El resto lo
hace en forma
escritaen cuanto a la
justificacion
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4.3 Conclusiones

Este trabajo permitid hacer adelantos significativos en la comprension de diversos
fendmenos asociados con la clase de célculo: precisar sobre los conceptos primordiales y sus
propiedades, asi como determinar elementos tedricos que estimulan la formulacion de criterios
cognitivos para el disefio de situaciones de clase, poner en accion una propuesta metodolégica que
apoya el vinculo teoria — practica en el contexto del trabajo en clases de célculo y, en general, la
revision de las diversas caracteristicas que se relacionan a este tipo de investigacion. Por ejemplo,
la propuesta referida a las actividades y tareas comprende preguntas que van encaminando al
estudiante a pensar en situaciones relativas a la funcion, pero, a la vez, sin perder la nocion de
derivada; este es el caso de la situacion 1, donde la funcion y la derivada cobran mayor importancia

a partir de un movimiento en el que la velocidad es constante y, por momentos, variable.

Frente a esta situacion, tipica de un movimiento en el que es aplicable el pensamiento
variacional, los estudiantes buscaron soluciones con caracteristicas muy comunes, por ejemplo, el
uso del plano cartesiano para explicar los cambios que se presentaban en el movimiento dado y la
utilizacion de las escalas de medicion para ubicar los objetos relacionados como los puntos y las
rectas que los unian. Esta caracteristica es utilizada por los estudiantes, sobre todo si se les orienta
o0 ensefia el uso adecuado de los elementos del plano cartesiano y su importancia en cualquier
relaciéon dada: elementos como las descripciones de cada eje, en los que uno representa la distancia

(Y4
S

(su unidad entre paréntesis “m’ que significa metros) y el otro el tiempo (su unidad “s” segundos).
El uso adecuado de este tipo de elementos permite una mejor comprension de la relacion que se
estd estableciendo y, por tanto, implica mayores probabilidades de acceder a los objetos

matematicos estudiados.
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En cuanto al discurso del docente, se iba ajustando de acuerdo con la manera como los
estudiantes iban a dialogando entre todos y explicando a los demés lo que se iba preguntando, se
habia dejado claridad que no se trataba de sélo resolver un taller sino de explicar y justificar lo que
iban resolviendo; por lo tanto, el actor principal era el estudiante con sus producciones y
explicaciones, por ejemplo, la utilizacion del lenguaje que las actividades iban mostrando. Aqui,
el estudiante intentaba acceder o se preocupaba por hablar en el lenguaje propuesto, como lo es en
el caso de la razén de cambio, donde a pesar de que se trata de un término que no es fécil de
comprender en una primera instancia, los estudiantes se guiaban por las orientaciones dadas y lo
que se pudo recordar de los temas que ya se habian estudiado; de tal manera que al referirse a este
término, establecian la relacion entre dos magnitudes, aunque muchas veces con errores
conceptuales y de escritura, pero en Gltimas intentando acceder al conocimiento establecido o lo

que se buscaba resolver en la actividad, que era hallar la velocidad de una persona en bicicleta.

Respecto a los referentes tedricos que soportan el presente trabajo, como por ejemplo los
que aluden a los sistemas de representacion semiotica, gracias a su implementacion en este trabajo
se logra una mejor comprensién de los procesos de construccion. Aspectos como la utilizacion de
los registros de representacion y la coordinacion entre los mismos, permiten que los estudiantes
indaguen en diferentes actividades cognitivas y mejoren los procesos de conceptualizacion que
tenian al respecto. En este caso, se pueden reconocer elementos semidticos utilizados por los
estudiantes, lo que se vincula al primer objetivo especifico del presente trabajo, como por ejemplo,
el trazo de la gréfica de la velocidad de un ciclista (anexo 1, situacion 1, actividad 1), en donde
para los estudiantes era muy importante que cada nimero ubicado en los ejes del plano cartesiano,

€9

velocidad y tiempo, tenga su unidad de medida (“m/s” metros por segundo y “s” segundos); sin
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embargo, este detalle lo fueron corrigiendo a medida que fueron avanzando las actividades. Este
tipo de errores que se encuentran también en la situacion 1, actividad 2 (anexo 1), fueron muy
comunes en los estudiantes, por ejemplo, desde la parte cognitiva, lo cual se puede mostrar a partir
de las explicaciones de los estudiantes, en este mismo caso del trazo de la gréafica de la velocidad
del ciclista, los estudiantes se referian a la recta trazada desde el uso del lenguaje como la velocidad
constante a los largo del eje x, o los cambios entre una variable y otra (los cuales, si la velocidad

era constante, no existian).

Lo anterior muestra ciertas dificultades que presentan los estudiantes al escribir o trazar
graficas, por ejemplo, en un plano cartesiano. Pero estas dificultades tienen una relacién muy
estrecha con las que aluden al interpretar un enunciado de problema en relacién con la nocién de
derivada, por ejemplo, las conversiones que el estudiante debe realizar de un lenguaje a otro, como
ir de un enunciado en lengua natural a una gréfica de una funcidn en el plano cartesiano. Algunas
dificultades al respecto corresponden a no reconocer elementos del plano cartesiano como la
descripcion de los ejes, es decir, la unidad de medida utilizada. Otra dificultad era que, si la
pregunta se referia a graficar una funcién determinada y la de su derivada, para los estudiantes era
muy complejo establecer criterios de comparacion o relacion sobre los elementos que se
proporcionaban en el enunciado, por ejemplo, en un principio, algunos no podian relacionar las
distancias con los tiempos en un Movimiento Rectilineo Uniforme, para poder llegar a la velocidad

del movimiento dado.

En relacion con la derivada, la dificultad, aqui, correspondia a la falta de significados de los
estudiantes frente a la lectura de los enunciados que expresaban la derivada, lo que Duval (2006)

llamaba “traduccion” de términos. En la ensefanza del céalculo, este tipo de dificultades pueden
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esperarse, pero no por ello, se debe dejar de lado proporcionar al estudiante elementos necesarios
para mejorar la comprensién de la lectura que esté realizando. En particular, estas dificultades se
daban muy constantemente en los problemas sobre llenado de recipientes, porque aqui se habla de
una situacion muy cercana a la cotidianidad, donde se pueden establecer expresiones algebraicas

y representaciones geométricas que den cuenta del planteamiento de lectura.

Estas dificultades mencionadas se relacionan con la forma en que los estudiantes coordinan
representaciones semioticas y cognitivas para resolver problemas en relacion con la nocién de
derivada, pues en los procedimientos realizados por los estudiantes era comun el uso de graficas
para ubicarlas en el plano cartesiano. Respecto a las expresiones algebraicas y sus graficas, como
en la situacion 3, la forma de coordinacion era mas facil cuando los estudiantes seguian ciertos
pasos de deduccion, como saber que la derivada de una funcién lineal es constante y que la de una
funcion cuadratica es lineal. Estas formas se iban afianzando a medida que las actividades iban
avanzando, no obstante, las dificultades en los calculos algebraicos y la ubicacion de elementos en
el plano cartesiano siempre se mantenian y requerian de la orientacion del profesor en algunos

momentos.

Finalmente, el trayecto que se va elaborando con el disefio de las preguntas y la resolucion
de las mismas, permitio establecer las relaciones mas precisas posibles para que el estudiante no
haya visto las tareas de forma independiente, sino como que la una representa un gran aporte

tedrico para la siguiente.

Se logro establecer una caracterizacion de los resultados o producciones de los estudiantes
en sus procesos de razonamiento; se puede ver que la construccion de graficas siempre estuvo

acompafiada de enunciados que, aunque muchos carecian de términos correspondientes al lenguaje
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especializado en matematicas, siempre tuvieron la disposicion de dejar por sentado su punto de

vista, intentando justificar lo que construyeron o identificaron.

Se disefiaron tres situaciones en las que se puso en juego una caracterizacion de los procesos
semioticos y cognitivos en la resolucion de problemas en el contexto de la derivada. Aqui, se tuvo
en cuenta caracteristicas de los procesos de construccion, identificacion, argumentacion y
razonamiento que iban a representar en gran medida aquello que constituyd cada situacién. No se
podia dejar de lado la perspectiva curricular, cuya relevancia representa lo que el estudiante debe
aprender en el desarrollo del pensamiento variacional y en el sentido en que lo que se haya
disefiado esté compensado sustancialmente en el razonamiento matematico; de manera que, Si

hubo o no logros en el aprendizaje, no correspondia a los derroteros del presente trabajo.

El andlisis de las producciones de los estudiantes, asi como los resultados de sus respuestas
en cuanto a lo que pretendia cada tarea y las videograbaciones representaron la identificacion de
criterios y caracteristicas que fueron la base para darle fundamento a los analisis local y
retrospectivo. No obstante, estos resultados reflejan que los procesos semidticos y cognitivos no
se agotan con la implementacion desarrollada, ademas las caracteristicas de las situaciones y
actividades propuestas, asi como las formas en que los estudiantes se acercaron a estos

conocimientos reflejan un aporte del presente trabajo al mejoramiento del aprendizaje del calculo.

Las propuestas de los disefios, las reformulaciones de los mismos, los aspectos que se deben
tener presentes en la implementacion, los analisis llevados a cabo, entre otros aspectos, se fundan
en la orientacion de los profesores del trabajo de grado de la Maestria en Educacion con Enfasis
en Educacion Matematica; asi como la coherencia que debe haber entre lo que se propone como

implementacién y lo que la sustenta, que alude a los experimentos de ensefianza, representa uno
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de los aspectos mas importantes en el alcance de los objetivos de este trabajo, lo que permite
recoger algunos elementos que se pueden ofrecer respecto a la ensefianza de la derivada en

secundaria y los aportes que estos puedan brindar a la Educacion Matematica.

Desde este punto de vista, se plantean algunas preguntas abiertas que pueden tenerse en

cuenta para futuros intereses relacionados con el presente trabajo:

a. ¢Como mejorar el aprendizaje de las propiedades que se relacionan con el céalculo de
derivadas?

b. ¢Cuales son los sistemas de representacion que utilizan los estudiantes en el célculo de
derivadas, implementando el concepto de limite?

c. ¢Qué procesos semidticos y cognitivos pueden utilizar los estudiantes en el célculo de

derivadas usando funciones trigonométricas?

Estos y otros interrogantes que se pueden generar alrededor del tema o del objeto matematico
derivada, pueden ser un punto de partida para establecer futuros trabajos que aporten al aprendizaje

de las matematicas.
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A. Anexo: transcripcion de los videos e introduccion a las actividades

P: profesor

A: estudiante 1

B: estudiante 2

C: estudiante 3

D: estudiante 4

E: estudiante 5

F: estudiante 6

Descripcidn videos situacion 1, actividades 1 y 2

Breve orientacion acerca de la derivada por parte del profesor
Conversacion:

El profesor realiza una orientacion sobre la nocion de derivada, haciendo énfasis en forma sintética
sobre las representaciones geométricas y analiticas de una funcion.

Situacion 1, actividad 1

El profesor lee la pregunta 1 de la actividad 1, situacién 1.

P: ¢cual es la velocidad?

A: x sobret

P: donde ¢X es qué?

A: la distancia y t es el tiempo, de 5, 5 metros sobre segundo
P: si, 5 metros sobre segundo

Los estudiantes construyen la grafica pedida.

El profesor realiza una breve explicacion sobre la razon de cambio, a partir de las coordenadas de
los puntos que han ubicado los estudiantes en el plano cartesiano, expresando que la velocidad se
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puede ver como la razon de cambio entre la distancia recorrida y el tiempo transcurrido en un
intervalo o entre dos puntos del plano cartesiano.

Al respecto (sobre los puntos indicados por los estudiantes en el plano cartesiano) se expresa lo
siguiente:

A: 0 sobre 0, 5 sobre 1, diez sobre 2

P: ¢ddnde esta el cambio?, ;qué cambio se puede analizar alli?
A: ;se duplican?

P: este punto (sefialando la gréfica) ¢qué coordenadas tiene?
A:1comab

P:y ¢éste de aca? (sefialando otro punto en la gréafica)

F: 10 coma 2

P: seria ¢2 coma 10?

P: ¢cudles son las coordenadas de x para estos dos puntos?
A:ly?2parax

P:y ¢las coordenadas de t?

A: 5y 10, no, ;qué?

P:det

A: las coordenadas detson 1y 2, las de x eran 5y 10

El profesor indica que se puede restar las coordenadas en x, lo mismo con las de t, y que al dividir
los resultados pregunta g los estudiantes qué valor se obtiene y cdmo podemos llamar a dicho
valor.

P: ¢cual es la razon de cambio en este procedimiento que acaban de hacer?
B: 5sobre 1 que da5

E sale al tablero, dibuja la gréfica de la pregunta 1, distancia contra tiempo y explica como la
realizo.

B. Anexo: explicaciones y graficas.

La siguiente grafica es la que dibujo E:
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E: X es distancia, y es tiempo, aqui son igualdades
A le dice a E que esta tapando lo que dibujo, E se hace a un lado y continua su explicacién

E: x y y son igualdades, asi que si aqui en distancia es 10, tenemos que buscar en tiempo lo que
corresponde a 10y, asi, sucesivamente. Y, asi, es una razén de cambio que daria la velocidad, que
seria 10 metros sobre segundo (escribe en el tablero)

P: ¢de donde sale el 10?
E: de la razdn de cambio de esto (sefiala la gréafica)
P: ¢cdmo se calcula la razén de cambio?

E escribe en el tablero la forma como se halla la razén de cambio. F interviene diciendo que en la
graficano va la letray sino t para el tiempo, pues E habia escrito y en vez de t. E hace la correccion.
Ademas, C pregunta por qué E hizo en el eje x tres rayas, donde A interviene y expresa que se trata
del nimero 30.

P: entonces, ¢como se calcula la raz6n?

E: porque son igualdades, x es igual a y, distancia es igual a tiempo, velocidad es distancia sobre
tiempo y eso es lo que me da la razén de cambio.

E ha escrito en el tablero el calculo de la razon de cambio o velocidad, como lo muestra la siguiente
figura:
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El profesor pregunta si los estudiantes estan de acuerdo. Los estudiantes dicen que si.

A: si, como también puede ser que le dé 20, es directamente proporcional la una a la otra; si
aumenta el tiempo, aumenta la distancia, si disminuye el tiempo, disminuye la distancia.

P: ¢puede ser 1 sobre 10 o 10 sobre uno?

A: no, siempre tiene que ser la distancia sobre tiem...(se queda pensando, observando los calculos
de E), ¢usted por qué puso 1 sobre 10? (A le pregunta a E), es 10 sobre 1.

E:y, ¢ho seria lo mismo?
A: no, una cosa es que dé diez y otra es que dé 0,1
El profesor interviene recordando que la razon de cambio relaciona la distancia con el tiempo.

A: es similar a la formula de la velocidad, sélo que en lugar de velocidad como tal, se toma como
la raz6n que hay entre ambos.

Situacion 1, actividad 1, pregunta 2

A sale al tablero, dibuja la grafica de la derivada de la funcion inicial y explica su razonamiento.
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A: la velocidad es constante en todos los tiempos, como se muestra en la gréfica (refiriéndose a la
grafica de distancia contra tiempo de la pregunta 1), muestra que por cada segundo avanza 10
metros, la razon de cambio es de 10 también, por lo tanto, la velocidad es distancia sobre tiempo,
tenemos la distancia de 10 metros y el tiempo de 1 segundo y al dividir 10 entre 1 nos da 10.
Entonces, al ser constante en cada uno de los tiempos, ya sea, tenemos 20 metros, 2 segundos, nos
va a dar 10, 30 metros, 3 segundos, nos va a dar 10 siempre. Entonces lo que esta grafica muestra
(sefalando la grafica de velocidad contra tiempo) el eje vertical y lo cambia por una v, que va a ser
la velocidad, y en el eje x que tenemos una t, va a reemplazar la x, en ese caso la t es el tiempo.
Entonces, en el eje vertical, v, vamos a tener 10 m/s, 20 m/s, como bien sabemos que nuestra
velocidad es de 10 m/s, constante, siempre se mantiene en linea recta. Llegado el caso de que
llegue un punto en que la velocidad varie, ya sea disminuye o aumente, esta grafica va a llegar a
un punto, se hace un pico, luego baja o dependiendo de como varie.

Situacion 1, actividad 2, pregunta 1
Cada estudiante lee la pregunta y procede a responderla.
E expresa lo que piensa sobre el movimiento presentado en la pregunta 1.

E: segun la logica, parece que el carrito va més rapido del punto B a C porque va acumulando
energia

A: pues esa seria la l6gica del movimiento, la velocidad del carrito va a aumentar cada que vaya
bajando, porque viene acumulando energia desde la parte més alta. En la subida seria verlo como
una especie de motor, entonces la velocidad solo va a ser como empuje, entonces va totalmente a
disminuir. En el punto D que seria el punto mas alto, digamos que podria tener una velocidad cero,
porque ya no tiene como tanto eso...
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P: vamos a ir un poco mas lento, es decir analizando cada intervalo, ¢tu qué piensas? (sefialando a
E, quien estaba levantando la mano)

E: al principio en el punto A, él ya no tiene, apenas estd comenzando a reunir la energia de empuje
que dice A, de B a C comienza a bajar y vuelve a reunir energia.

P: de B a C ¢baja cobmo?

E: de Ba C vaasiyse vaa inclinar

P: ;como cambia la velocidad de B a C?

E: aumenta

P:y¢deCaD?

Todos los estudiantes dicen que la velocidad disminuye.
P: y también cambia la velocidad o ¢no?

Todos los estudiantes dicen que si.

P: ok, sigue A

A: entonces, en el caso de D a E, la pendiente es mucho mas larga, entonces la velocidad pasa a
ser mucho mas. Ya en el punto de E a F, la inclinacién de la colina ya es mas inclinada que en el
caso de C a D, entonces ahi la velocidad disminuye ain méas. Aqui la velocidad vuelve a disminuir
De F a G varia otra vez, en ese caso vuelve a disminuir. En el punto F a G ya la inclinacion es muy
leve, entonces vuelve a tomar como un punto similar al de A y B.

Los estudiantes preguntan sobre la gréafica que hay que elaborar, P realiza orientaciones finales
sobre la gréfica de la velocidad que deben construir los estudiantes.

F se dirige a A diciendo lo siguiente:

F: yo voy a hacer la grafica con las mismas lineas de acé (refiriéndose a la grafica que hay que
construir)

A: en la grafica no
F: ¢por qué?

A: porque, por ejemplo, en las bajadas la grafica no es asi (representando con su mano que va
hacia abajo)

F: pero si va bajando...
A: no, porque la velocidad aumenta

F: por eso, si la velocidad aumenta, pues va bajando
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A: pero en la gréfica tenés que hacerla hacia arriba
E: ah, yal

A: debes colocar los puntos tal cual estan ahi (sefialando la figura de la montafia rusa, ademas
expresa como deben ir las lineas que representan los intervalos)

D sale al tablero y dibuja la grafica de la velocidad que se pide en la pregunta 1. Y procede a
explicar su construccion.

D: bueno, pues la velocidad va cambiando por los diferentes puntos, empieza siendo constante de
A a B, luego la velocidad aumenta de B a C y de C a D la velocidad disminuye, luego aumenta
nuevamente de D a E y disminuye la velocidad de E a F y vuelve a ser constante de F a G.

P: ¢cestan de acuerdo? A, ti qué dices, porque te veo como con dudas

A: pues si decimos que es constante, bien dicho pues en el punto anterior, la velocidad constante
es horizontal. Entonces en el punto que dice de A a B no es inclinada, sino que deberia ser mas
bien horizontal (en ese momento C traza sobre el aire, imaginariamente, una linea recta horizontal,
apoyando lo que dice A). Ya los demas puntos tanto de B a F, yo si los veo bien, un poquito
exagerada la de D a E (sus compafieros rien), un poquito exagerada.

P: ¢por qué exagerada?

A: es como muy, mucho mas como acelerada, pues si, es una inclinacion méas amplia pero sigue
siendo un poco mas, un poco muy acelerada de lo que, tal vez, en mi opinion, representaria, pero
esta bien, demuestra que tuvo una aceleracion el carro. Del punto F al G, yo la haria un poquito
mas horizontal, no tan horizontal, pero si un poquitico mas horizontal.

P: es decir que, una linea recta entre mas inclinada, ;crece mas?, ¢hay mas aceleracion? Ademas,
lo que han dicho ustedes es que entre A y B la velocidad es constante, ¢cierto?, ;como seria la
linea recta entre Ay B?
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A sale al tablero, pues desea sugerir una correccion en la grafica, lo que es aprobado por los demas.

A: esos son los cambios que haria yo (traza las lineas horizontalesde AaB yde Fa G.
Situacion 1, actividad 2, pregunta 2

Los estudiantes leen la pregunta y proceden a contestarla pero C pregunta sobre cémo es la grafica
del movimiento si el carro va en bajada. El docente realiza una orientacion al respecto y luego
pregunta a los estudiantes sobre el crecimiento de una recta.

P: Si la recta va asi (con su brazo representa una recta inclinada que, aproximadamente, forma con
la horizontal menos de 90°), ¢crece? o ¢decrece?

A: porque el vehiculo esta en bajada ¢no?, o sea que aumenta

C: ¢la linea es asi? (con su brazo representa una recta que, aproximadamente, forma con al
horizontal, menos de 90°)

A: pero segun este grafico cuando la linea esta hacia arriba, esta aumentando la velocidad
P:y ¢si la linea esta asi? (con su brazo representa una linea horizontal)

A'y C dicen que esta constante

El profesor finaliza las orientaciones sobre el crecimiento y decrecimiento de una funcién.
A:yocreoqueeslaB

P: ¢por qué?

A: porque lo de funcion de la pendiente dependiendo si el nimero que estéa en ella es positivo,
negativo o igual a cero es una relacion proporcional hacia donde va a ser examinada la pendiente,
en el caso de que sea una curva hacia arriba, el namero debe ser positivo, si es horizontal, cero, y
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si es inclinada hacia abajo debe ser negativo. En el caso de las tangentes de laQ y la S, ya que
son...al ser horizontales, debe ser igual a cero, m es igual a cero; entonces en esa, la opcion m
igual aceroen Qy S, ya que son horizontales. En el caso de R, ya que es la Unica que va en bajada,
su pendiente es negativa, ya que dice m es menor a cero, y todo nimero menor a cero debe ser
negativo. Y, en las rectas donde estan los puntos P y T, al ser inclinadas, mas T que P, eh la
pendiente es positiva (con su brazo izquierdo, realiza una representacion de una recta inclinada
con aproximadamente menos de 90° respecto de la horizontal)

P: B, ¢tl querias preguntar?

B: si, pero no importa que la pendiente esté mas inclinada en T que en P, igual es positiva en los
dos puntos

P: ¢qué creen?

Los estudiantes asientan.

Los estudiantes proceden a leer la pregunta 3
Situacion 1, actividad 2, pregunta 3

D: paramieslaB

P: ¢por qué?

D: primero, porque, ¢h... (Se queda en silencio, piensa). De a a b como es una bajada la velocidad
aumenta.

P: de ;solob?, 0decaab?

D: no, de aab. Luego de b a c, va en subida, por lo tanto, la velocidad disminuye. Y en los puntos
a 'y b, es un punto neutro, entonces no, es igual.

P: ¢qué creen?, ¢alguien mas quiere decir su justificacion?
El profesor expresa que deben tener presente la diferencia entre un punto y un intervalo

A: es que por ejemplo, profe, en el caso, pues, yo también me inclinaba por la B, solo que hay
muchos puntos en los que no cuadra, por ejemplo, en el caso de a y b, ella tiene dos tipos de
movimiento, uno que va en bajada y otro que va en...perdon, tres tipos de movimiento, que va en
bajada, que seria de la parte concerniente del intervalo de oa, viene en bajada, y €l llega hasta ahi
a hacer una parabola, entonces llega justo en ese punto, ahi se vuelve horizontal y luego se vuelve
otra vez positiva la pendiente. Pero en el caso de la opcién B, cuadraria solamente en el punto de
que f prima de t es mayor a cero en ab, que seria la parte en la que llega el pico de la parabola, que
seria la zona horizontal y que, ve perddn, que seria la parte en la que vuelve a subir para tomar el
intervalo de b a c. En el caso de que es totalmente igual a cero, es en la punta de la parabola que
seria justo cuando ya no tiene ninguna curvatura, solo que, en el segundo, en el tercer punto que
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dice, f prima de t es menor a cero en oa y bc, en ese punto es en el que no me cuadra, ya que en oa
si aplica.

E: es que en oa la pendiente es positiva

A: por eso, y ¢en bc? También es positiva y mira que no cuadra la opcién
A: la gréfica de la derivada es positivadeaab

P: ¢por qué?

A: porgue, segun los cuadrantes, son, uno que es positivo-positivo, positivo-negativo, negativo-
negativo, negativo-positivo, que son cuadrante uno, dos, tres y cuatro, creo que el uno seria el que
es positivo-positivo, el dos es positivo-negativo, el tres es negativo-negativo, el cuatro es negativo-
positivo.

F: yo pienso que es la A pero no me cuadra con la grafica de arriba
A: pero la pregunta es sobre la gréafica de la derivada, que es la de abajo

A: en ese caso, seria la A, porque en los intervalos oa y bc, como estan en el cuadrante uno, que
es totalmente positivo, o sea sobre el eje X, serian automaticamente positivos. En el de ao, ve
perdon, el intervalo de a a b, se convierten en negativos, o sea que estan por debajo de la linea de
X

Situacion 2, actividad 1, pregunta 1

El estudiante A construye la grafica de la altura contra el volumen de la situacion dada para los
recipientes A y B. Explica su construccion:

A: la gréafica de A es la misma ciencia, solo que el recipiente B no es tan amplio en la parte de
arriba, o sea en la boca del recipiente, no tiene gran diferencia en sus volimenes a medida que va
aumentando la altura.

P: ¢por qué la gréafica de B va arriba de la de A?

A: porque no se amplia en el volumen, en cambio el otro ya va aumentando, ésa aumenta de medio
en medio y el otro ya aumenta de tres en tres, entonces una es mas inclinada que la otra
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Situacion 3, actividad 1, pregunta 1

El estudiante E construye las graficas de la funciones f(v) y f'(v). Explica su construccion:

E: en este caso, a diferencia del anterior (refiriéndose a la situacién 2) que era un, una especie
como de trapecio, este es cilindrico, es decir que su forma es totalmente recta, no tiene variacién
ni de volumen, ni variacion de sus tamafos, entonces va a ser directamente proporcional, si
aumenta la altura, el volumen va a aumentar pero van a ser constantes sus volimenes; entonces
por eso puse que cuando esté en la altura 1, su volumen va a ser de 1, en la altura 2, su volumen
de 2y, asi, sucesivamente. En el caso de la derivada f prima de v, esa seria una linea completamente
recta ya que en la f de v no hay ningun tipo de variacion en su altura y en su volumen, entonces se
mantiene totalmente constante y en las derivadas la constante siempre es una linea horizontal
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