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RESUMEN

Esta tesis aborda como problema la ausencia de un referente de formacion
matematica, relativa al concepto de funcion, deseable en egresados del
bachillerato, que dé respuesta a las exigencias de los cursos de calculo en
carreras de ciencias e ingenieria. Inicialmente muestra los resultados de un
estudio historico del concepto de funcién apoyado sobre la adaptacion que del
modelo de S. Toulmin hizo Delgado C. (2003) complementandolo con aspectos de
la epistemologia genética de Piaget. Posteriormente presenta un articulo sobre el
papel que desempefa el concepto de funcion en los cursos de calculo diferencial e
integral analizando, desde las matematicas mismas, la manera en que dicho
concepto es demandado en la constitucion conceptual de otros conceptos,
procesos o problemas matematicos. Luego describe, a través de mapas
conceptuales matematicos ajustados, una estructura teérico conceptual de funcién
gue da respuesta a las demandas previamente identificadas; esta se fundamenta
epistemologica, didactica y cognitivamente. Finalmente se caracteriza un estado
basico de comprensién a través de la identificacion de actos de comprension y
obstaculos asociados, segtin una propuesta de Alvarez J. (2009) sobre lo que es
comprender un concepto matematico, y se identifican problemas que pudieran
presentarse en la apropiacion de partes seleccionadas de la ETC, incluyendo

reportes de otras investigaciones.

Palabras clave: funcion, estructura tedrico conceptual, demanda matematica,

demanda cognitiva, actos de comprension, obstaculos, comprension.
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INTRODUCCION

En las dltimas décadas las investigaciones acerca de la ensefianza y aprendizaje
de las mateméticas se han enfocado principalmente en el estudio de la
construccion conceptual de los objetos matematicos, enriqueciéndose de las
teorias y metodologias de campos como la Psicologia, la Epistemologia y la
Semidtica entre otras y ramificAndose en lineas de investigaciéon como la Historia
de las matematicas, las Tecnologias de la informacion y las comunicaciones y la
Didactica de las matematicas; en esta Ultima linea ha enfocado sus trabajos el
grupo “Formacién Matematica en Contextos Curriculares” del Instituto de
Educacién y Pedagogia de la Universidad del Valle. Esta tesis se enmarca en los
proyectos de dicho grupo, reporta un estudio que surge de la preocupacion por el
bajo rendimiento académico que, con frecuencia, presentan los estudiantes de
ciencias e ingenieria en los cursos de Calculo y toma como objeto matemético de
analisis el concepto de funcion por su caracter articulador e integrador en dichos

cursos.

El andlisis se aborda desde tres frentes: un estudio historico critico del concepto,
un estudio del papel que juega el concepto de funcion en los citados cursos
universitarios y el andlisis de diversas investigaciones que han identificado
problemas vy dificultades notables en los procesos de apropiacion del concepto de

funcion.

El apoyo tedrico y practico central del trabajo de investigacion se obtiene de los
trabajos de Alvarez J., Delgado C., Sierpinska A., Dubinsky E., Tall D. y Vinner S.
y se complementa por algunas de las diversas investigaciones que se han hecho
acerca de la historia, ensefianza y aprendizaje del concepto de funcion y de sus
conceptos soporte: Breidenbach D., Carlson M., Rithing D., Deulofeu J., Kleiner
I., Hitt F., Monna, A. F., Ochoviet C., Ruiz, L., Sfard, A., Youschkevitch, A. P. entre

otros.

12



Este trabajo de investigacién busca primero, a través de un barrido histérico, en el
que se identifiqguen las necesidades y desequilibrios que favorecieron la evolucién
del concepto de funcidon hasta su forma actual, y de un analisis del papel que
desempeiia dicho concepto en los primeros cursos universitarios de calculo,
proponer una estructura tedrico conceptual que responda a tal papel; segundo,
caracterizar, a partir de la estructura propuesta, un estado basico de comprension
de funcién vy, tercero, identificar problemas y vacios notables que pudiera tener un
estudiante en el proceso de apropiacion de partes seleccionadas de dicha
estructura; todo esto con el fin de proporcionar elementos epistemolégicos y
didacticos para posteriores propuestas de ensefianza del concepto de funcién en
la transicion bachillerato universidad, en una aproximacién mas cientifica a la
teorizacion sobre la ensefianza y aprendizaje de los conceptos matematicos en el

bachillerato.

Los capitulos 1, 2 y 3 dan cuenta de los antecedentes y la justificacion del
problema de investigacion, someramente descrito en esta introduccion, y del

marco tedrico y metodoldgico en que se apoya todo el proceso.

El estudio histérico se presenta en el capitulo 4 y se apoya sobre la adaptacion
que del modelo de S. Toulmin hizo Delgado C. (2003) en su estudio de la
continuidad en los griegos al complementarlo con aspectos derivados de la
epistemologia genética de Piaget. Las ideas de Toulmin sobre el conflicto cultural
(desde el punto de vista de la filogénesis) se nutren de los mecanismos de
equilibracion propuestos por Piaget (desde el punto de vista de la ontogénesis)
para explicar el avance del concepto de funcién como fruto de desequilibrios entre

conocimientos y necesidades en momentos historicos de la cultura.

En el capitulo 5 se presenta el articulo “El concepto de funcién en los primeros
cursos de Calculo”, como resumen de los resultados del estudio de la manera en
que el concepto de funcion es demandado matematicamente en los cursos de

calculo diferencial e integral. Con ese fin se disefiaron programas representativos
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de los cursos que se dictan en las principales universidades de la region y se
estudio la manera en que esos temas se abordan en los textos que suelen
utilizarse como guia en esas universidades. Los programas representativos y el

estudio de demandas aparecen en los anexos.

La estructura tedrico conceptual propuesta se caracteriza en el capitulo 6 y da
alcance al primer objetivo; utilizando criterios derivados del estudio histérico
critico, del estudio del papel del concepto de funcién en los cursos de Célculo, de
nuestra concepcion de formacion matematica y de diversas investigaciones
relativas al concepto de funcion se escogen los conceptos que se articulan a
través de nexos definicionales y/o proposicionales y se ponen en juego en los
problemas de base, configurando la estructura teérico conceptual de funcion.
Cada seleccion es justificada epistemoldgica, didactica y cognitivamente.

En el capitulo 7 se describe un estado basico de comprension de funcion a través
de la identificacion de dificultades, problemas, vacios notables, actos de
comprension y posibles obstaculos que podrian presentarse en la apropiacion de
partes seleccionadas de la estructura tedrico conceptual y que han sido reportados
en otros estudios o encontrados al interior de este trabajo. Con este capitulo se

alcanzan el segundo y tercer objetivos.

A lo largo de los capitulos 5, 6 y 7 se presentan hallazgos y recomendaciones
relativas a la didactica y cognicion del concepto de funcién, en la medida en que

se van presentando los productos de la investigacion.

Finalmente, es importante aclarar que lo presentado en este trabajo de
investigacion, no constituye una propuesta didactica ni se ha apoyado sobre
entrevistas o intervenciones con estudiantes, si no que es fruto de reflexiones
orientadas por el modelo teérico expuesto en los trabajos de Alvarez J. (1998,
2005, 2007, 2009) y por el andlisis de gran variedad de investigaciones, en busca

de apoyar maestros en ejercicio o configurar elementos para posteriores
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investigaciones, que culminen en propuestas didacticas para el concepto de

funcién en la transiciéon bachillerato universidad.
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1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA DE INVESTIGACION Y SU
JUSTIFICACION

En este capitulo se mostrard como, al interior de nuestro grupo de investigacion y
fruto de reflexiones sobre la formacion matematica y el aprendizaje conceptual de
las matemaéticas en la transicion bachillerato universidad, se identifica el problema

de investigacion.

Luego de describir el contexto problematico y puntualizar la pertinencia de la
investigacién para la educacion matematica, se plantean las preguntas que la

orientan y dan lugar a sus objetivos.

1.1. CONSIDERACIONES TEORICAS INICIALES, EL CONCEPTO DE
FORMACION MATEMATICA Y EL CONCEPTO DE
ESTRUCTURA TEORICO CONCEPTUAL

El grupo de investigacion “Formacion matematica en contextos curriculares” deriva
su nombre del concepto de formacion matemética introducido por el profesor Jairo

Alvarez, cuyas ideas principales se exponen brevemente a continuacion.

Formaciéon matematica es un término que tiene un doble caracter: como proceso o
como estado y que puede referirse a una persona concreta o0 a una persona ideal
(lo que podria llamarse un “sujeto epistémico”). Cuando se habla de formacion
matematica como proceso se hace referencia al proceso mediante el cual un
sujeto (ideal o concreto) construye un conjunto articulado de conocimientos
matematicos. Cuando se habla de formaciébn matematica como estado se hace
referencia al estado o nivel de conocimientos matematicos que un sujeto (ideal o
concreto) ha alcanzado después de un proceso formal de ensefianza-aprendizaje.

El concepto presenta también una doble perspectiva: desde las matematicas y
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desde el sujeto que aprende. En el primer caso, se circunscribe la perspectiva
matematica a un contexto curricular, en particular la transiciébn bachillerato
universidad (aunque el modelo puede adaptarse a niveles superiores o inferiores)

y en el segundo, al comportamiento intelectual y afectivo del sujeto.

Algunas investigaciones del grupo se han enfocado en la formacion matematica
desde la perspectiva del sujeto, buscando indagar por los procesos de
construccion personal del conocimiento por parte de los sujetos en ambitos
curriculares, entendiendo formacion matematica como “un comportamiento
intelectual complejo, en el que se articulan diferentes habilidades y estrategias
intelectuales, actitudes, expresion de una estructura cognitiva y afectiva que se
construye y evoluciona como resultado de experiencias de todo tipo, en especial
de procesos de aprendizaje en relacibn con un conocimiento mateméatico
socialmente existente, en contextos curriculares especificos, en términos del cual

se evalla y valora dicha formacion.”(Alvarez, 2005, 2).

Otras investigaciones se han enfocado en la formacion matematica desde la
perspectiva de las matematicas, como estado y como proceso. Desde la
perspectiva de las matematicas la formacion matemética como estado, se
entiende como el conocimiento matematico que debe poseer una persona en un
contexto cultural y/o profesional especifico. Desde esa misma perspectiva, la
formaciébn matemética como proceso se entiende como la “secuencia de
contenidos matematicos que es necesario construir para alcanzar dicho nivel de
conocimientos. Formacién mateméatica como estado y como proceso son, por lo
tanto, caras de una misma moneda.”(2) Es en esta ultima perspectiva que se
enmarca esta investigacion, es decir, se investiga acerca de la formacion
matematica, como estado y como proceso, desde la perspectiva del conocimiento
matematico socialmente existente apoyandose en el concepto de estructura
tedrico conceptual, entendida esta, en palabras del profesor Alvarez, como “un
conjunto estructurado de conceptos, problemas y procesos matematicos, mediante

la cual se caracteriza un saber matematico presente en un discurso matematico
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especifico, que puede tener o no fines de ensefianza’(8), e indagando acerca de
posibles referentes para caracterizar la comprensién que de tal conocimiento es
necesario que alcance un sujeto que planea ingresar a carreras de ciencias e

ingenieria.

1.2. ANTECEDENTES Y JUSTIFICACION DE LA INVESTIGACION

Esta investigacion surge como fruto de la preocupacion, ya generalizada, por las
dificultades que presentan los estudiantes en su desempefio frente a situaciones
que exigen la aplicacion de habilidades y estrategias intelectuales que,
normalmente, se consideran parte de la formacion matematica esperada en
cualquier estudiante promedio egresado del bachillerato. Dichas dificultades se
evidencian en recurrentes fracasos al relacionar variables, establecer
correspondencias y/o dependencias entre magnitudes en fenOmenos objeto de
estudio, analizar fendbmenos de covariacion etc. con la natural consecuencia de

reprobacién de cursos y, en algunos casos, hasta la desercién universitaria.

Este es un fendmeno bastante reportado, a nivel nacional algunos estudios
muestran un bajo aprovechamiento en los primeros cursos universitarios de
matematicas con mortalidades entre el 35% y el 70%, porcentajes que
permanecen como lo confirman estadisticas citadas en el encuentro realizado en
la Universidad ICESI en el afio 2005.

Esta situacion ha sido objeto de estudio desde diferentes perspectivas, algunas
enfocadas en la identificacion de los problemas institucionales que pudieran
generarla (Grupo Educacién Matematica E.R.M, 1990), (Alvarez y Marmolejo,
1989), otras (las que son del interés de esta investigacion) en la caracterizacion de
deficiencias en la formacion matematica del alumno que llega a la universidad, por
ejemplo considerandolas resultado de insuficiencias en la construccion del

conjunto béasico de registros de representacion (Robledo, 2003) o como
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manifestaciones observables de estados de comprensién de los conceptos
matematicos (Alvarez, Delgado et al, 2004) citando, en ambos casos, dificultades
inherentes a los cursos de calculo, en los que resulta relativamente sencillo
“‘entrenar” al estudiante en la ejecucion de calculos mecanicos pero muy dificil la

ensefianza del significado profundo de los conceptos.

Estas dificultades pueden provenir de numerosas fuentes y tienen diversas
manifestaciones, pero algunas investigaciones dejan en claro que los estudiantes
de nuestra regién no estdn culminando sus estudios de bachillerato con un
conocimiento adecuado del concepto de funcion, en particular la investigacién de
Alvarez y Delgado muestra que porcentajes superiores al 58% de los estudiantes
que ingresa a la Universidad del Valle, no reconoce como tales funciones definidas
por partes y que una gran mayoria tiene dificultades al establecer relaciones entre
los distintos modos de representacion de funciones, quedandose generalmente en
concepciones dominadas por algun prototipo (formula, gréfica, tabla de valores,

curva regular).

No es nuevo que la ensefianza y aprendizaje del concepto de funcién es algo
complejo, numerosas investigaciones dan cuenta de ello: Breidenbach, Dubinsky,
Hawks, Nichols (1992); Carlson (1995); Cooney, Wilson (1993); Dreyfus,
Eisenberg (1984); Dubinsky y Harel (1992); Kaput (1992); Kleiner (1989);
Leinhardt, Saslavsky y Stein (1990); Monk (1987, 1989,1992); Sierpinska (1992);
Vinner, Dreyfus (1989); Sfard (1991), Ruiz (1998), Guzman (1998), Cantoral, R. y

Montiel, G. (2001) son s6lo algunas de ellas.

De cara al calculo diferencial e integral su trascendencia en la transicion
bachillerato universidad es innegable. Las investigaciones de Deulofeu J, Hitt F.
(1996) Oviedo, Lina Ménica Ma. (2003), Alvarez y Delgado (2001a, b, cy d) y
Bagni, G. (2004), entre otras, constituyen una muestra de los esfuerzos que se
han enfocado en esta probleméatica cuyos origenes, segun nuestra experiencia,

podria encontrarse bien sea en propuestas de ensefianza que dejan al estudiante
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con una version restringida del concepto de funcién que no responde a las

exigencias que plantea la universidad o bien, en la ausencia de tales propuestas.

Propuestas insuficientes podrian tener origen en desconocimiento por parte de los
maestros del objeto de estudio, de las dificultades inherentes a su ensefianza y
aprendizaje y de lo que realmente significa comprender el concepto de funcion. Lo
cual no resulta extrafio si se tiene en cuenta la falta de un referente para una
formacién mateméatica respecto del concepto de funcidon que pueda dar respuesta
a las exigencias de los primeros cursos universitarios de céalculo y para determinar

estados de comprensién de tal concepto.

En la universidad la situacidon no mejora, alli la problemética se aborda al iniciar los
cursos de calculo con una primera unidad de funciones, limitada en tiempos y
estrategias de ensefianza, dejando a los estudiantes en niveles de comprension
instrumental (en términos de Skemp) que no solucionan el problema tal vez por

razones similares a las citadas en los parrafos anteriores.

Un punto de partida para buscar soluciones a este problema seria entonces
proponer un referente de formacion deseable, en cuanto al concepto de funcién,
en estudiantes que egresan del bachillerato, como fruto de estudios previos del
concepto y de su papel en el desarrollo de los saberes propios de los primeros
cursos de célculo, en lo que se podria llamar una aproximacion cientifica a su
caracterizacion. Dicho referente debe servir de base para definir un estado basico
de comprensién de funcion que permita hacer frente a las demandas de los cursos
universitarios de calculo, esto exige la formulacion de qué se entiende por
comprender este concepto, en lo que puede constituirse en la puesta en practica
de teorias e investigaciones al respecto. Ambos elementos proporcionarian
fundamento a probables propuestas de ensefianza del concepto de funcién en el

bachillerato.
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Un trabajo como este abriria también una via de acercamiento a una teoria de la
ensefianza de las mateméticas en términos, si se quiere, mas cientificos,
partiendo de un acercamiento epistemologico al concepto en estudio y a la manera
en que este es puesto en juego en contextos curriculares mas avanzados y
continuando con la caracterizacion de un articulado de saberes en torno del
concepto. Este primer producto proporcionaria elementos para dos aspectos
identificados como problematicos en nuestros analisis preliminares: un primer
aspecto relativo a proponer referentes de formacion con miras a capacitar a los
estudiantes egresados de un determinado programa de formacién para responder
a demandas posteriores y un segundo aspecto relativo al estudio de dificultades y
obstaculos propios de la ensefianza y aprendizaje del concepto que provean

elementos para caracterizar y estudiar estados de comprension.

Fundamentar propuestas de ensefianza del concepto de funcion y abrir un camino
hacia una teoria de la enseflanza de las matematicas es un claro aporte a la
educacion matematica, se configura entonces una labor de sumo interés y de gran

pertinencia que amerita ser emprendida.

1.3. PROBLEMA DE INVESTIGACION

Siguiendo los planteamientos de la seccidon anterior, los estudiantes estan
llegando a los programas de ciencias e ingenieria con un concepto de funcion que
resulta insuficiente para lo que los cursos de célculo diferencial e integral les
plantean. Entre otras, la causa nace de propuestas de ensefianza a nivel de
bachillerato que no se han consolidado a partir de un referente claro que permita
saber “qué es lo que necesita la universidad” y del desconocimiento de un
significado contextualizado para la comprension del concepto de funcion y de las

dificultades y obstaculos inherentes a su aprendizaje.
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Un referente de “lo que necesita la universidad” puede expresarse a través de las
estructuras teorico conceptuales propuestas por Alvarez (2009) y un significado
para la comprension del concepto de funcion puede formularse a partir de tal
referente. Esto permite formular tres preguntas cuya busqueda de respuestas

orientaran esta investigacion.

¢Como debe ser una estructura tedrico conceptual, relativa al concepto de
funcién, que responda a las demandas mateméticas de los primeros cursos de
carreras de ciencias e ingenieria y que sirva como referencia para caracterizar un
estado de formacion matematica deseable en los estudiantes que ingresan a

dichas carreras?

¢, Como debe ser un estado basico de comprension deseable, con respecto a dicha

estructura, en un estudiante que ingresa a dichas carreras?

¢Qué dificultades y vacios notables suelen presentarse en el proceso de
construccion personal, por parte de los estudiantes, de partes representativas de

la estructura tedrico conceptual de funcién propuesta?

1.4. OBJETIVOS DE LA INVESTIGACION

Las preguntas arriba planteadas se consolidan en los siguientes objetivos:

1.4.1. Objetivo 1:
Caracterizar una estructura tedrico conceptual, relativa al concepto de funcion, que
responda a las demandas matematicas del curriculum de primer semestre de las
carreras de ingenieria y ciencias, que sirva de referencia para caracterizar un
estado basico de comprension de dicho concepto, deseable en estudiantes

bachilleres, que ingresan a dichas carreras.
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1.4.2. Objetivo 2:
Describir un estado basico de comprension de funcion, deseable en bachilleres

gue ingresan a carreras de ingenieria y ciencias.

1.4.3. Objetivo 3:
Identificar problemas y vacios notables que se suelen presentar en la construccion
personal, por parte del alumno, de un estado basico de comprension de funcién.
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2. MARCO TEORICO

El objetivo 1 plantea caracterizar una estructura teorico conceptual (ETC);
alcanzar este objetivo requiere, primero, explicar qué se entiende por dicho objeto
y cOmo se constituye. En este sentido se siguen los planteamientos consignados
en (Alvarez, 2009). Y, segundo, disponer de criterios epistemolégicos, cognitivos y
didacticos, que permitan fundamentar la caracterizacion especifica que se realice
de tal ETC. En este sentido se recurre a diversos estudios y publicaciones y en
especial al estudio realizado sobre el rol que cumple el concepto de funcion en un
primer curso universitario de Célculo (Ver capitulo 5, “El concepto de funcion en

los primeros cursos de Calculo”).

Los objetivos 2 y 3, plantean describir un estado basico de comprension, deseable
en bachilleres que ingresan a carreras de ingenieria y ciencias, e identificar
problemas y vacios notables que suelen presentarse en la construccion personal
de tal estado por parte del alumno. Estos objetivos requieren, a su vez, de una
descripcion de lo que se entiende por comprender un concepto matematico y esto,
desde luego, se apoya en referentes tedricos importantes, que se describen en

este capitulo.

2.1. OBSTACULOS COGNITIVOS Y ACTOS DE COMPRENSION

La nocibn de obstaculo epistemolégico aparece por primera vez en la
epistemologia de las ciencias experimentales (Bachelard, 1938) y fue retomada
por Brousseau en 1976 quien la redefinié en términos de la teoria de situaciones
didacticas. Brousseau definié un obstaculo como un conocimiento propio del saber
matematico que funciona en ciertos dominios pero que en otros es fuente de

errores, no es idiosincrasico, es resistente y dificil de modificar.
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Brousseau expone sus primeras ideas sobre las nociones de concepcion y
obstaculo en diferentes articulos publicados entre los afios 1980 y 1989. En ellos
figura una clasificacion de los obstaculos atendiendo a que su origen se sitle en
uno u otro de los polos del sistema didactico (alumno, profesor y saber) o en la
sociedad en general, distinguiendo entre obstaculo ontogenético, didactico,
epistemologico o cultural:

“Los de origen ontogenético son aquellos que se producen debido a limitaciones

del estudiante (neurofisiolégicas entre otras) en el momento de su desarrollo”.

“Los de origen didactico son aquellos que parecen depender, solamente, de la
escogencia de un proyecto dentro de un sistema educativo (de una propuesta

institucionalizada de ensenanza del concepto)”

“Los de origen epistemoldgico son aquellos de los cuales uno no puede ni debe
escapar, debido a su rol constitutivo del conocimiento que se trata de construir.

Son encontrados en la historia de los conceptos mismos” (Balacheff, 1997)

Autores como Cornu (1991), segun cita de Delgado (1998), utilizan el termino
obstaculos cognitivos para agrupar los obstaculos anteriores, resefiados por

Brousseau.

Es Sierpinska quien, en su trabajo “Sobre la comprensién de la nocién de funcién”
(Sierpinska, 1992) liga la nocion de obstaculo con la nocion de acto de
comprension. En dicho documento, adhiriendo al planteamiento de William Kuyk
(1982) y otros, dice Sierpinska: (con relacion a los planteamientos a que alude) “lo
qgque es importante en el llamado proceso de aprendizaje y creacién de las
matematicas son las discontinuidades, mas que largos periodos en los que un
progreso sostenido (de retroceso o stagnation) toma lugar” (Traduccién libre, 2).
Citando a Kuyk escribe “en el aprendizaje matematico los saltos (features) son
prominentes: El reconocimiento repentino de una regularidad en la actividad de

resolucibn de problemas, pero también en el descubrimiento de ciertas
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caracteristicas que encajan en un cuadro comprensivo son ejemplos de ello”

(Traduccion libre, 2)

En esta direccion Sierpinska plantea que, en lo relativo al aprendizaje en
matematicas, cree que debe concentrarse en los saltos, es decir en los saltos
cualitativos que pueden ocurrir en la mente humana. Dice que, mirados en
perspectiva, dichos saltos, es posible identificar nuestras maneras antiguas o
previas de conocer y que nos obstaculizan el conocer en una nueva forma. Este
conocimiento puede ser calificado como un obstaculo (que puede ser
epistemoldgico) pero si en lugar de mirar los errores del pasado concentramos
nuestra mirada en lo que esta frente a nuestros ojos, podemos mirar el salto como
una nueva manera de conocer. La primera imagen puede ser llamada un acto de
superacion de una dificultad o un obstaculo. La ultima vision la podemos llamar un
acto de comprension. Las dos imagenes son complementarias. Ninguna de las
dos, por si sola da cuenta del salto. Ambas son necesarias para explicar o que

pas6. Consecuentemente concluye:

“para describir lo que significa comprender un concepto particular ambas visiones

0 imagenes son necesarias: Actos de comprensidon y actos de superacion de

dificultades u obstaculos”. (El subrayado es nuestro, traduccion libre, 3). Respecto

de estos ultimos Sierpinska es clara en que enfoca su atencion en los de tipo

epistemologico.

Los obstaculos epistemolégicos son inevitables en la construccion de la
comprension de los conceptos y su existencia se refleja en su desarrollo histérico,
por tanto un estudio epistemoldgico de un concepto puede dar evidencia de
obstaculos epistemolégicos que subsistan en sujetos actuales, ayudando a
estudiar la comprensién que un estudiante puede tener de dicho concepto segun
las diversas maneras en que puede percibirlo y los obstaculos inherentes a esas

maneras.
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Siguiendo a autores como Looke (1985), Dewey (1988), Hoyles & Noss (1986),

Sierpinska identifica como fundamentales los siguientes actos de comprension:

-La identificacién de un objeto entre otros objetos. El resultado de este acto es la
aparicion, como imagen principal, de lo que hasta el momento ha sido solo fondo,
haciéndose merecedor de interés y estudio. Si ya tiene un nombre, lo hace digno

de la posicién de término cientifico, o de tener un nombre, si no lo ha tenido.

-La discriminacion entre dos objetos. Nos hace conscientes de la existencia de
dos objetos distintos. Notamos tanto sus diferencias como sus propiedades

relevantes.

-La generalizacibn como acto que nos hace conscientes de la posibilidad de
extender el rango de aplicaciones. Descubrimos nuevas posibilidades de

interpretacion y consideramos irrelevantes algunos supuestos.

-La sintesis en su papel de reconocimiento de relaciones entre hechos aislados,
conllevando a que hechos, propiedades, relaciones, objetos son agrupados en

totalidades consistentes.

Sierpinska menciona también el acto de usar propuesto por Hoyles & Noss (1986)
refiriéndose a la actividad de utilizar conceptos como herramientas para alcanzar
objetivos especificos. Segun ella, usar no es un acto de comprension pero si una

condicion necesaria para que cualquier acto de comprension ocurra.

2.2. LA DEFINICION EN EL APRENDIZAJE CONCEPTUAL

Algunos autores han buscado identificar el papel de la definicion en el aprendizaje
de un concepto matematico; en esta tesis, interesan los planteamientos de Vinner
(Vinner, 1991) y de Sierpinska, (Sierpinska, 1992).
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VINNER (1991, 65) identifica que la definicion pone en evidencia el conflicto entre
la estructura de las matematicas, como es concebida por los matematicos

profesionales, y el proceso cognitivo de adquisicion de los conceptos.

Vinner plantea que saber la definicion de un concepto no garantiza su
comprension, si no que es necesario construir lo que él y Tall llamaron “concept

image” y que aqui se traduce como “imagen del concepto”:

“Usaremos el término imagen del concepto para describir la estructura
cognitiva total asociada a un concepto, lo que incluye todas las imagenes
mentales y propiedades y procesos asociados. Se construye a lo largo de
los afios, a través de experiencias de todo tipo, cambiando a medida que el
individuo recibe nuevos estimulos y madura”. (Traduccién libre de Tall y
Vinner, 1981, 152)

Vinner describe luego la manera como la interaccion entre la definicion y la imagen
del concepto interviene en la formacién del concepto en la estructura cognitiva del

sujeto.

En sus planteamientos afirma que cuando se intenta ensefar un concepto a partir
de su definicién y de ejemplos, se pueden generar algunas desadaptaciones en el
aprendizaje conceptual, puesto que la imagen del concepto que construye el

sujeto con frecuencia no refleja todos los aspectos del concepto:

“Una situacion similar puede ocurrir cuando un concepto es presentado por
medio de una definicion. La celda de la imagen del concepto esta vacia

inicialmente, después de varios ejemplos y explicaciones, poco a poco se
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va llenando. Sin embargo, no necesariamente refleja todos los aspectos de

la definicion del concepto.” (Traduccion libre, 70)

Vinner ejemplifica esta situacion citando el caso de estudiantes que, después de
estudiar el concepto de funcion como correspondencia entre dos conjuntos que
asigna a cada elemento del primer conjunto exactamente un elemento del
segundo conjunto, no admiten que la correspondencia que asigna a los numeros
diferentes de cero su cuadrado y -1 al cero, es una funcién. Considera Vinner que
esta situacion puede superarse si se tiene conciencia de la necesidad de una
interaccion de largo plazo entre la definicion y la imagen del concepto, favorecida
por la presentacion de suficientes situaciones y ejemplos que cubran toda la

generalidad que posee la definicién del concepto de funcién.

En opinién de Vinner:

"...muchos profesores de nivel secundario y universitario esperan un
proceso unidireccional para la formacion del concepto, como se muestra en
la figura 3, a saber, que esperan que la imagen del concepto estara
formada por medio de la definicion de concepto y sera completamente
controlada por ella." (Traduccién libre, 71)

En el proceso de formaciéon conceptual Vinner diferencia contextos cotidianos y

contextos técnicos.

En el primer caso, para comprender una frase, usualmente no acudimos a la
definicion de los términos presentes en ella. Esto sucede porque en dichos
contextos los términos no los hemos conocido a través de una definicion, si es que

la tienen, si no a través de su uso. Los contextos técnicos, por el contrario,
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imponen situaciones en las que no consultar la definicion puede llevar a resultados

inadecuados.

Vinner no limita sus analisis al papel de la definicion en la formacién del concepto,
aborda también su papel en los procesos de solucion de problemas o tareas.
Plantea que el comun de los maestros de secundaria (Vinner se refiere al contexto
en que él realiza su investigacion) espera que sus estudiantes, en el proceso de
solucién de un problema en contexto técnico, consulten, de una u otra manera la
definicion del concepto, sin embargo pese a ser este el proceso deseable, los
estudiantes no suelen actuar de esta manera, Si no que actian, basicamente,

consultando su imagen del concepto:

"...no importa como reacciona el sistema de asociacion cuando se plantea
un problema en un contexto técnico, no se supone que formulara una
solucion antes de consultar la definicion del concepto. Esto es, por
supuesto, el proceso deseable. Lamentablemente la practica es diferente, la
celda de la definicibn del concepto, incluso si no esta vacia, no es

consultada durante el proceso de solucion."(Traduccion libre, 73)

Con la ultima frase de la cita anterior, Vinner hace referencia a que la definicion
del concepto comunmente no es consultada en el proceso de solucién de una
situacién problema. Vinner profundiza un poco mas en estas ideas mencionando
coémo las personas actlan segun sus habitos cotidianos al resolver situaciones y
proponiendo una estrategia para obligar la consulta de la definicion formal del

concepto:

“La vida cotidiana impone habitos y el sujeto no es consciente de la
necesidad de consultar la definicién formal. En la mayoria de los casos, la

referencia a la celda de la imagen del concepto resulta ser exitosa. Este
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hecho no anima a la gente a hacer referencia a la celda de la definicion de
concepto. Sélo problemas no rutinarios, en los que imagenes del concepto
incompletas puedan llevar a errores, pueden animar a la gente a referirse a
la definicibn del concepto. Esos problemas son escasos y cuando son
propuestos los estudiantes lo consideran injusto. Por lo tanto, no hay
aparentemente ninguna fuerza que puede cambiar los habitos de
pensamiento comun que son, en principio, inadecuados para contextos

técnicos.” (Traduccion libre, 73)

En sintesis, Vinner plantea que el mero conocimiento de la definicion matematica
de un concepto no garantiza su comprension. Pero explicita la importancia de esta
en los procesos de solucion de situaciones problema en contextos técnicos como
el matematico, enfatizando en la necesidad de que los estudiantes adquieran
conciencia de la importancia de consultar la definicion formal del concepto en

dichos procesos.

SIERPINSKA (1992) hace también planteamientos sobre el papel de la definicion
en el aprendizaje de los conceptos matematicos. Al igual que Vinner, dice que
para comprender un concepto no es suficiente con leer su definicion. Afirma que
debemos llegar a ubicarlo en relacidn a otros conceptos, distinguiéndolo de ellos y

descubriendo sus aplicaciones:

“Solamente cuando hemos visto ejemplos de lo que es y de lo que no es el
objeto definido, cuando podemos decir que éste es y ése 0 aquel no es,
cuando tenemos conciencia de sus relaciones con otros conceptos, cuando
advertimos que estas relaciones son analogas a otras que nos son
familiares, cuando descubrimos la posicion que el objeto tiene en una teoria

y cudles son sus posibles aplicaciones, entonces podemos afirmar que
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hemos comprendido alguna cosa respecto al concepto” (Traduccion libre de
Sierpinska, 1992, 2)

Segun Sierpinska, llegar a comprender el concepto de funcion significara llegar a

responder dos preguntas:

‘¢ Qué dice la definicion del concepto de funcién?... ;A qué hace alusion la

definicion?” (Traduccién libre, 6)

Dice entonces que la respuesta a la primera pregunta se puede agotar con la
definicion de funcidén como una tripla, pero al abordar la segunda manifiesta que,
mas alld de lo que dice la definicion, estdn presentes interpretaciones y

aplicaciones del concepto, asi como formas de pensamiento y razonamiento.

Sin embargo no niega la importancia de la definicion, por el contrario la considera
importante porque encierra y articula los objetos que permiten su existencia y que
nos deben guiar en la blusqueda de las condiciones para comprender el concepto

de funcién:

“Asi, en nuestro intento de definir las condiciones basicas de comprension
del concepto de funcidn, trataremos de guiarnos por una exploracion de los
referentes de la definicion de funcion. Nos hacemos la pregunta: ¢ A qué se
refiere en realidad la definicibn? ¢Qué objetos presentes se pueden
identificar, discriminar en medio de ellos? ¢(Qué clase de ordenaciones
pueden ser encontradas que puedan surgir de la extension de la realidad

por discernimiento, generalizaciones y sintesis?” (Traduccion libre, 6)

Un aspecto importante en la investigacion de Sierpinska radica en la identificacion
del conflicto entre la definicion del concepto de funcion y el prototipo que los

estudiantes construyen a partir de los primeros ejemplos a los que han sido
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expuestos, los cuales generalmente son “continuos, no diferenciables en al menos
un namero finito de puntos, construidos sobre un trozo de una curva en su
representacion grafica, dados por una formula simple” (Traduccién libre, 24).
Supone entonces el estudiante que de ese prototipo es que debe dar cuenta la
definicion, pero al encontrarse con que esta admite como tales otras funciones
diferentes al prototipo, tiende a rechazar la definicion a cambio de modificar el
prototipo. Para Sierpinska, pasar de esta actitud a aquella en que se acepta la
definicion con todas sus consecuencias, es un gran salto que exige un estudio

mas alla de las funciones elementales.

En Vinner (1991) aparece ejemplificada esta situacion; €l menciona el caso de
estudiantes que citan la definicibn de funcion pero no aceptan como tales
funciones definidas por partes. Tanto Vinner como Sierpinska analizan la
construccion conceptual, pero Vinner se enfoca también en los procesos de
solucion de tareas o situaciones problema y el papel que en tales procesos
desempefia la definicidbn. Respecto de esto Ultimo, es importante para el desarrollo
de nuestro tercer objetivo considerar el trabajo que, apoyados en Vinner,

adelantaron Alvarez y Delgado:

PROBLEMATICA TALL-VINNER. REFORMULACION OPERATIVA EN EL
CASO DE FUNCION (Alvarez y Delgado, 2001a)

Como ya se dijo, para Vinner un sujeto adquiere un concepto cuando construye

una imagen de él:

“Suponemos que adquirir un concepto significa formar una imagen de él. Conocer
de fondo la definiciébn, no garantiza comprender un concepto. Para comprender,

creemos, se requiere tener una imagen del concepto” (Traduccion libre, 1991, 69)
Adicionalmente Tall y Vinner aclaran que:

fa imagen del concepto formada, no tiene que ser coherente en todo

momento” (Traduccion libre, 1981, 152)
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Lo que indica que la estructura que construye el sujeto muestra diferentes facetas
dependiendo de las necesidades del momento, es decir, reacciona activando la
parte de ella que mejor se adapta a la situacion segun su estado de desarrollo. En

palabras de Tall y Vinner:

“Llamaremos imagen evocada del concepto a la porcion de la imagen del

concepto que se activa frente a una determinada situacion” (152)

La imagen evocada a que se hace referencia depende entonces no sélo del
estado de desarrollo de la estructura cognitiva si no del contexto en que sea
exigida.

En cuanto a la definicion del concepto, Tall y Vinner hacen una importante
diferenciacion entre la definicion institucional o formal del concepto y la definiciéon

gue construye el estudiante o sea la definicién personal del concepto:

“La definicibn de un concepto, si es que tiene una, es otro asunto.
Consideraremos la definicion del concepto como una conformacién de
palabras utilizadas para especificar el concepto. Un individuo puede
aprenderla por repeticion o, mas significativamente aprenderla y
relacionarla, en un mayor o menor grado, con el concepto como un todo.
También puede ser una reconstruccion personal de una definicion. En este
caso la conformacion de palabras que el estudiante utiliza es una
manifestacion de la imagen evocada del concepto. De esta manera una
definicion personal del concepto puede diferir de una definiciéon formal del

concepto.” (152)

Apoyados en los planteamientos anteriores y en observaciones empiricas, Tall y

Vinner, identifican algunos problemas en el aprendizaje de conceptos matematicos
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que se manifiestan como desarticulaciones entre el concepto personal, la
definicion institucional del concepto y la definicién personal, en lo que Alvarez y

Delgado han denominado “Problematica Tall-Vinner”:

En algunos casos la imagen evocada en un contexto puede ser incoherente con la
evocada en otro, se habla de un primer problema identificable en los citados

articulos:

A. “El concepto-imagen mirado como un todo puede presentar incoherencias,
al activarse o ponerse en juego en diferentes situaciones” (Alvarez y
Delgado, 2001a, 4)

En otros casos, el concepto personal que ha construido el sujeto puede no estar

acorde con el concepto matematico institucional:

B. “Entre el concepto-imagen o concepto personal que construye el sujeto y el
concepto matematico institucional se pueden presentar desadaptaciones,
que llamaremos matematicas, relativas a la forma en que el sujeto apropia

el significado socialmente compartido del concepto matematico” (5)

Se presentan también situaciones en que el estudiante no dispone de una
definicion personal o, en caso de disponer de una, esta no estar acorde con la

definicion institucional:

C. “Es frecuente que los estudiantes no dispongan de la definicion personal de
un concepto matematico que han estudiado; pero aun en el caso de tenerla,
y aun si la definicion que verbalizan concuerda con la definicion
institucional, ella puede estar desarticulada del correspondiente concepto

imagen sin que tenga efectos en la accion del sujeto” (6)

Los tres problemas identificados mas arriba permiten explicar porqué, en ciertas

circunstancias, un estudiante puede dar evidencias de comprension de un

35



concepto y, en otras, no, ya sea en sus acciones 0 en las descripciones o

justificaciones que da de ellas.
En opinién de Alvarez y Delgado,

“...lo anterior remite a la importancia de la articulacién entre la definicion
personal y el concepto personal como un todo..., que convierte la definicion
personal en un elemento que da coherencia a las distintas partes del

concepto personal que son evocadas en diferentes contextos.” (7)

En consonancia con esta ultima afirmacion, en la que el papel de la definicién es
central, ellos introducen los conceptos de ‘“estabilidad”, “adaptabilidad” y

“coherencia”:

“Diremos que una definicion personal, relativa a un concepto matematico,
es estable en la medida en que la persona verbaliza una definicion sobre el

concepto en forma consistente y equivalente en diferentes situaciones.” (9)

“Una definicion personal estable se llama bien adaptada o bien ajustada
matematicamente si es equivalente a la definicion institucionalizada de

funcién.” (9)

“La coherencia de la definicion se refiere al grado de articulacién que tiene
dicha definicion personal con la accion, es decir con el concepto imagen

evocado...” (9)

Aclarando que la estabilidad no necesariamente implica buena adaptacion
matematica y que una definicién personal estable, ya sea bien o mal adaptada,
puede no ser coherente, o una definicion personal estable, mal adaptada, puede

ser coherente pasan a plantear que comprender un concepto:

‘implica construir un concepto imagen asociado con el concepto, pero
agregaremos que esta comprensién se constituye en un concepto personal

bien constituido matematicamente en la medida en que el sujeto dispone
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de una definicion personal estable del concepto, coherente y bien ajustada

a la definicion matematica del concepto...” (10)

Con todo lo expuesto, queda en evidencia el papel preponderante de la definicién
institucional como referente para el analisis del aprendizaje conceptual y de los
procesos de solucién de situaciones problema. En el marco metodolégico se vera
como, en el desarrollo del capitulo 7, la definicion sera eje de parte de los analisis
que se adelantaran para alcanzar el segundo y tercer objetivos.

2.3. TEORIA APOE DE DUBINSKY- LA ABSTRACCION REFLEXIVA
Y LA TOMA DE CONCIENCIA DE PIAGET

Influido por la propuesta de Piaget acerca de la abstraccion reflexiva como base
para la construccion de los conceptos mateméticos, Dubinsky (1992) desarroll6 la
teoria Accion-Proceso-Objeto-Esquema (APOE) en la cual la comprension se
desarrolla a partir de la manipulacion de los objetos, ya sean fisicos o mentales,
conformando acciones que se interiorizan como procesos que luego se
encapsulan como objetos. Estos objetos pueden desencapsularse hacia el
proceso desde el cual se originaron. Finalmente las acciones, los procesos y los

objetos se organizan en esquemas.

El mecanismo que permite esta construccion es la abstraccion reflexiva; mediante
ella el sujeto puede identificar los elementos mas sobresalientes del concepto y
separar las propiedades que los relacionan. La abstraccion reflexiva posibilita la
construccion de nuevas estructuras a través de la creacion de interconexiones
entre conceptos que se han abstraido previamente, de ahi que este concepto
revista importancia en el analisis de los procesos de construccién mediante los
cuales un estudiante apropia una definicion matematica que se estructura sobre
varios conceptos, como es el caso en la ETC que se propondra para el concepto

de funcién.
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Para Dubinsky un esquema no es estatico si no que se encuentra en constante
evolucion. En este modelo la base para la comprension es la accion, es decir,
cualquier operacion mental o fisica, de caracter externo y generalmente de tipo
algoritmico, y que pueda transformar un objeto, ya sea este fisico o mental (Asiala
y otros, 1997), en este sentido esta teoria es similar a la comprension como
superacion de obstaculos, a través de actos de comprension, propuesta por

Sierpinska.

La repeticién de la accién en circunstancias similares conlleva su interiorizacion
convirtiéndose en una construccién interna: un proceso, el cual tiene la
caracteristica de poder ser descrito, reflejado y/o revertido por el sujeto, aunque no
exista el estimulo externo que dio comienzo a las acciones iniciales. Se asemeja
esta afirmaciéon con la toma de conciencia propuesta por Piaget, segun cita
Delgado (1998, 57)), en la que ocurre el paso de lo inconsciente a lo consciente, a

través de

“...continuas construcciones, que consisten en rehacer acciones u
operaciones de las que se quiere tomar conciencia y esto a todos los
niveles: la toma de conciencia del acto transforma a éste en imagen; la de
la imagen transforma a ésta en palabra; la del movimiento transforma a éste
en un signo; la toma de conciencia del esquema de accion transforma a
éste en un concepto. Todas ellas, son procesos de reconstruccion que
comparten el hecho de construir en el plano de la representacion
conceptual aquello que ya existe en el plano de la accion, es decir, el paso
de una asimilacion practica (esquema-objeto) a una asimilaciéon conceptual

(esquema conceptual-observables/ y/o/ coordinaciones inferenciales).”

La coordinacion o la reversion de un proceso puede dar lugar a otros procesos; la
coordinacion ocurre cuando el sujeto se enfrenta a situaciones en que debe
componer dos procesos diferentes en una estructura mas compleja, la reversion

ocurre cuando la situacién a que se enfrenta el sujeto exige un proceso contrario
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al que ya ha interiorizado. En el caso del concepto de funcion, para la coordinacion
y la reversion un buen ejemplo es la composicion y la inversion respectivamente.
Una vez el sujeto puede actuar sobre un proceso, ya sea reflejandolo o
revirtiéndolo, se puede considerar que este ha sido encapsulado convirtiéndose en
un nuevo objeto al que es posible asociarle un nombre (también un simbolo), esto
altimo es especialmente importante por cuanto el sujeto, a través del nombre (o
del simbolo, en esta tesis) puede evocar el objeto y al proceso que lo origind para
desencapsularlo cuando sea necesario a fin de utilizar sus propiedades en nuevos
procesos, en el caso del concepto de funciébn el encapsulamiento y
desencapsulamiento da cuenta de situaciones como la creacion de conjuntos de
funciones y la posterior definicion de operaciones como la suma y la multiplicacion

en dichos conjuntos.

Cuando el sujeto posee una coleccion de objetos y procesos relativamente
coherente que le sea Util para comprender una situacion y actuar frente a ella con
un objetivo especifico se dice que ha construido un esquema. Se trata de una
representacion mental del concepto, que incluye acciones, objetos, procesos e,
incluso, otros esquemas y puede ser utilizada para resolver una situacion o como
un objeto sobre el que pueden ejecutarse acciones y procesos. El mecanismo que
permite la construccién y/o ampliacién del ambito de aplicacion de un esquema es

llamado generalizacion el cual no es mas que una forma de abstraccion reflexiva.

2.4. ESTRUCTURAS TEORICO CONCEPTUALES

Como se dijo en la seccion de antecedentes y justificacion, para aportar
herramientas que posibiliten la busqueda de solucibn a la problematica
identificada, esta investigacibn se apoyara en un referente de formacién
matematica deseable, respecto del concepto de funcién, en el contexto curricular

de interés, con el fin de identificar dificultades en el proceso de construccion de
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dicho concepto. Alvarez (2009), con el fin de hacer una descripcion de un
determinado saber matematico, utilizable como referente en el estudio de

problemas, propone el concepto de Estructura Teoérico Conceptual (ETC):

“...se hace necesario caracterizar un saber matematico institucional, que
debe servir como telén de fondo para enmarcar el analisis de diferentes
problemas... Por ejemplo,... se quiere analizar, sistematicamente, las
demandas cognitivas o actos de comprension que, un determinado tema
matematico, ensefiado en un determinado contexto curricular, les plantea a
los alumnos que lo estudian. En todas estas situaciones esta presente un
saber matematico institucional que sirve como referente de dichos analisis.
Con el fin de disponer de diferentes conceptos y de una metodologia que
nos permita responder a tales necesidades hemos elaborado el concepto

de estructura tedrico conceptual. ” (Alvarez, 2009, 1)
Siguiendo a Alvarez:

“Una estructura tebérico conceptual matematica (ETC) es un conjunto
estructurado de conceptos, problemas y procesos matematicos, mediante la
cual se caracteriza un saber matematico presente en un discurso

matematico especifico, en nuestro caso, con fines didacticos.” (1)

Alvarez, mediante el siguiente diagrama, exhibe los elementos constitutivos que

dan forma a una ETC:
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Figura 1. Elementos constitutivos de una ETC
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Como puede observarse en el diagrama, los conceptos se relacionan de dos

maneras: mediante nexos definicionales y mediante nexos proposicionales.

Para él, los nexos definicionales representan las conexiones que se establecen
entre conceptos mediante definiciones, las cuales, por consideraciones didacticas,

pueden no ser las formales.
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La construccion de un concepto muchas veces exige la introduccién previa de
otros conceptos que sOlo entran en juego para preparar el camino de ese

concepto, por tal razén Alvarez afirma que:

“Los conceptos no vienen aislados. Forman nucleos con base en los cuales
se van formando estructuras conceptuales amplias. La definicibn o
elaboracibn de conceptos se apoya en otros conceptos (conceptos
componentes o de soporte). Esta concatenacion es fundamental en la

construccion del conocimiento matematico.” (2)

Un concepto puede ser entonces el centro de lo que él ha llamado nucleo
conceptual y dentro de este pueden surgir otros conceptos que no son soporte
del concepto central pero que lo operacionalizan o lo complementan. Al respecto

Alvarez cita como ejemplos:

“Mientras el concepto conjunto es un concepto componente o de soporte
del concepto funcion, conceptos como dominio, imagen pueden
considerarse complementarios. Hay también conceptos que toman un
concepto central como soporte para profundizar en él generando
categorias en el concepto original. Conceptos como los de funcién inyectiva

2

y sobreyectiva, respecto del concepto funcion, serian de esta naturaleza.’

3)

Con fines didacticos es fundamental establecer las jerarquias entre los conceptos

conformando estructuras.

Los nexos proposicionales son los teoremas o proposiciones que se establecen
entre conceptos. Exhiben resultados tedricos que, segun uno u otro autor pueden
ser presentados como teoremas. Dentro de ciertos limites, una estructura teérico
conceptual es relativa, puesto que los nexos definicionales o proposicionales
pueden ser construidos de distintas maneras, de modo que lo que en una

presentacion puede ser considerado un teorema en otra puede ser una definicion:
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“Estas proposiciones constituyen los resultados teéricos que los textos
subrayan como teoremas segun las concepciones de los autores. Es
importante, por lo tanto, que quede claro, desde un principio, que la forma
de presentar dicha estructura es relativa dentro de ciertos limites, que los
nexos tedricos pueden ser construidos de distintas maneras y que los nexos
gue se destacan pueden tener variaciones de acuerdo con la manera de

comprender el tema.” (3)

Alvarez al hablar de la manera como se da la insercion de las matematicas en el
conocimiento cientifico-técnico y humano en general, menciona una doble faz del
conocimiento matematico, de un lado, la faz interna, es decir, las mateméticas
como ciencia autbnoma en la cual se expresan los resultados o verdades relativas
a sus estructuras y conceptos, los criterios de su validacion etc. Y, de otro lado, su
faz externa en la cual se expresan los procesos de matematizacién de la realidad
empirica y la forma como sus conceptos y desarrollos interactian con otras

disciplinas.

Apoyado en estos conceptos define el siguiente elemento constitutivo que se
explicita en el diagrama, se trata del concepto de matematizacion:

“...los procesos mediante los cuales se conectan las que hemos
denominado faz interna y faz externa de las matematicas, es decir,
mediante los cuales las matematicas participan en la construccion
conceptual de otras disciplinas y, en general, a los procesos mediante los
cuales problemas no matematicos son representados Yy resueltos

matematicamente.” (4)

Para referirse a interacciones conceptuales consolidadas como parte de un
conocimiento socialmente existente, utiliza el término modelos socializados de

matematizacion haciendo referencia a modelos
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“apropiados por el lenguaje ordinario o lenguajes especializados...La
definicion de rapidez como una derivada es uno de tantos modelos
socializados de matematizacién, al igual que modelos de crecimiento como

el lineal y el exponencial.” (4)
Otro elemento importante de una ETC lo constituyen los problemas de base:

“Estan referidos a los problemas que se espera el alumno esté en

capacidad de resolver al culminar el estudio del tema considerado.” (4)

En la propuesta de Alvarez acerca de la descripcién de un estado basico de
comprension respecto de un concepto matemético, los problemas de base son
centrales en lo que él ha llamado el marco interpretativo de los conceptos de la

estructura teérico conceptual.

Estos pueden ser de orden tedrico, es decir, aquellos problemas que el estudiante
debe resolver como muestra de que ha apropiado la estructura teérico conceptual
0 que se convertirdn en soporte para conceptos matematicos posteriores. Los hay
también surgidos desde otras disciplinas, en este caso se trata de problemas
prototipicos que se enmarcan en modelos socializados de matematizacién que

inscriben a la ETC en una practica cientifica o tecnolégica especifica.

Aparecen también como elementos de una ETC los sistemas semioticos de

representacion matematica:

“...hacen referencia al conjunto de simbolos, figuras y graficas (registros
semioticos), con sus reglas de manejo, que se ponen en juego en el
discurso matematico para designar o representar conceptos y participar en
la expresidon de los nexos definicionales y proposicionales y, por supuesto,

en la representacion semidtica de los procesos matematicos...” (5)
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Para Alvarez el estudio de tales sistemas y registros semiéticos es de gran utilidad
en el analisis de los procesos de ensefianza y aprendizaje de las ETC y de los

procesos matematicos expresados en ellas.

El término procesos matematicos hace referencia al Ultimo elemento
considerado en el diagrama. Se trata de las elaboraciones mediante las cuales se
demuestran los nexos proposicionales y se resuelven los problemas de base, en el
primer caso son procesos de justificacion y prueba que incluyen, mas que
demostraciones, cualquier tipo de argumentacion con registro semiético que esté
orientada a legitimar el nexo proposicional a que esté asociada, y en el segundo,
procesos de resolucion de problemas. La importancia de estos procesos radica

en que

“...son los referentes del conocimiento matematico procedural o estratégico
gue se expresa en el saber matematico que se quiere caracterizar mediante
la ETC vy, por lo tanto, constituyen elementos concretos que permiten
apreciar el nivel de fundamentacion y razonamiento que sustenta el

conocimiento matematico que se quiere caracterizar mediante la ETC.” (5)

Estos procesos matematicos se objetivan y registran de manera escrita mediante
procesos de transformacion simbdlica es decir, “secuencias de cadenas de

registros semiéticos o de representaciones graficas” (6)

Sugiere Alvarez para describir las ETC la técnica de los mapas conceptuales
matematicos con el fin de facilitar su andlisis y discusién. Este concepto se
inspira en los mapas conceptuales de Novak y Gowin (1986) y sera ampliado en el

capitulo 6 al presentar el primero de tales mapas.

En linea con todo lo anterior Alvarez propone tales estructuras como referentes del
sentido y significado matematicos de los conceptos matematicos y de la

comprension que logra un sujeto de tales conceptos:

45



“La comprension, como fenémeno subjetivo, tiene su referente en los
significados matematicos e interpretativos en contexto, que se expresan en
dichas estructuras, y que se presentan ante el sujeto como demandas
cognitivas. La comprension, en su mejor sentido, se entiende como la
apropiacion de dichos significados, en cuyo proceso el sujeto construye sus

versiones personales de tales estructuras.” (Alvarez, 2009, 7)

Respecto de tales versiones personales aclara que pueden estar bien o mal

adaptadas mateméaticamente.
En consecuencia, considera la comprension conceptual como de caracter relativo:

“Para juzgar sobre la comprension que alcanza un sujeto, de un concepto,
es necesario considerar, por lo tanto, la estructura teérico conceptual que
se toma como referencia y, desde esta perspectiva, lo que significa
comprender un concepto puede tener connotaciones diferentes seguin sea

la estructura teodrico conceptual que se toma como referencia.” (7)

Y ve la apropiacién de conceptos mas como la apropiacion de estructuras teorico

conceptuales:

... mas que de conceptos aislados, de lo que se trata es de la apropiacion
de estructuras tedrico conceptuales, que sirven de marco de referencia a

los conceptos segun situaciones dadas de ensefianza.” (8)

Dicha apropiacién entonces plantea demandas cognitivas que él entiende como
actos de comprensiéon en el sentido de Sierpinska, y por tanto tal apropiacién

representa actos como:

“...identificar objetos o procesos matematicos, o discriminar entre ellos,
identificar 0 reconocer conexiones entre entidades matematicas,
generalizar, sintetizar articulaciones que generan nuevas totalidades u
objetos (etc)” (8)
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La pregunta ¢Qué significa comprender un concepto matematico?
adquiere entonces un referente caracterizable desde la perspectiva de las

matematicas

‘mediante un conjunto de demandas cognitivas, es decir como un conjunto
de actos de comprension requeridos por la apropiacion de la ETC que sirve
de referencia al concepto. La comprension que alcanza el sujeto (su estado
de comprension personal) estara determinado por sus respuestas a tales

demandas.” (8)

Siguiendo estas ideas Alvarez propone planos de referencia para la

comprension conceptual:

“Un plano de referencia es un conjunto articulado de demandas o actos de
comprensidn que se consideran necesarios para apropiar aspectos

parciales de la ETC que sirve de referencia al concepto.” (9)

Destaca dos planos en particular, uno relativo al conjunto de actos de
comprension requeridos por la apropiaciéon del significado matematico del
concepto, el cual puede ser presentado mediante una definicion, no
necesariamente la formal. En este primer plano las demandas cognitivas (los actos
de comprensién) estan asociadas con el reconocimiento de los conceptos soporte
y con la identificacién de su articulacién y del papel en la generacién del nuevo
concepto, asi como del fruto de dicha articulacion. Siendo la definicion la que da la
manera en que se articulan los conceptos soporte y el papel que desempefian en
la construccion del nuevo concepto, es entonces la que se constituye en referente

para este primer plano.

El otro plano esta relacionado con los actos de comprension, o demandas
cognitivas, requeridos en la apropiacion de versiones notables en contexto del

concepto y con la identificacion de las correspondencias entre tales versiones y la
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version matematica del concepto. Es a estas versiones que Alvarez llama marco

interpretativo del concepto.

Las versiones en contexto surgen de interacciones entre el concepto y conceptos,
matematicos 0 no matematicos, siendo en estos Ultimos que se manifiesta la
participacion de las mateméticas en la construccion conceptual de otras ciencias y
en sus aplicaciones en la vida cotidiana y en el conocimientos cientifico y/o
técnico. Esto hace parte de lo que Alvarez ha llamado la faz externa del

conocimiento matematico y que ejemplifica de la siguiente manera:

“Por ejemplo, respecto de conceptos como integral definido y derivada de
una funcién, los conceptos de trabajo y rapidez, que son conceptos de la
fisica, son versiones en contexto, respectivamente, de dichos conceptos y
por lo tanto pertenecen a su marco interpretativo. Pero son también
versiones en contexto, de los mismos conceptos matematicos, pero al
interior de las matemaéticas, los conceptos de area debajo de una curva y
pendiente de una recta tangente. En realidad estos ultimos conceptos han
sido, en gran medida, generadores histéricos de los conceptos de integral y
derivada.” (11)

Alvarez recalca que los dos planos de referencia constituyen una unidad dialéctica
en el desarrollo historico del concepto, por cuanto las versiones en contexto
constituyen aquello a lo que se refiere la definicion y le da sentido al concepto v,
“por tanto constituyen referentes de comprension que el sujeto debe integrar en el

proceso de su construccion personal.”

Afirma también que los marcos interpretativos son abiertos, pero se acotan y se
construyen en el contexto de ensefianza desde la importancia matematica y la

significaciéon en la practica matematica que tengan las versiones notables.

Recomienda igualmente que al estudiar estados de comprensién debe prestarse

especial atencion a demandas cognitivas que proceden de procesos de
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abstraccion reflexiva que dan lugar a la interiorizacién de acciones externas y a

encapsulamientos de procesos y objetos en simbolos.

Hay una aclaracion de suma importancia en el documento de Alvarez, la
elaboracion de una ETC para caracterizar lo que significa comprender un concepto
en contextos curriculares es un elemento de importancia para la fundamentacion
de propuestas didacticas, pero no plantea estrategias de ensefianza. Si no que, en

sus palabras:

‘Lo que se plantea es que, para comprender un concepto, no importa como, el
sujeto debe constituir, él, los actos de comprension identificados y mediante los
cuales se concreta el planteamiento sobre lo que significa comprender dicho

concepto.” (12)
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3. MARCO METODOLOGICO

3.1. CON RESPECTO AL PRIMER OBJETIVO:

El proceso de caracterizacion de una estructura tedrico conceptual relativa al
concepto de funcion, inicia con la identificacion de las demandas matematicas que
el curriculum de carreras de ciencias e ingenieria le plantea a aquellos estudiantes
que ingresan a estas carreras; se trata de identificar de qué manera o maneras el
saber matemético (conceptos, teoremas, proposiciones y/o problemas) presente
en el contexto de los cursos de matematicas del primer afio en carreras de
ciencias o ingenieria, exige en su construccién o solucién al concepto de funcién.
Este proceso se aborda desde la éptica de la actividad matematica en un contexto
curricular, analizando qué elementos o connotaciones del concepto de funcién
ingresan en la construcciéon de algunos saberes matematicos. A manera de
ejemplo pueden citarse elementos como dominio, rango, maneras de expresion o
representacion, etc. En cuanto a connotaciones, el concepto de funcion, para
ciertos saberes matematicos, entra como simple regla de asociacion, para otros
ingresa como objeto sobre el cual operar. La identificacion de estos aspectos es
un primer insumo para vislumbrar redes en torno y constitutivas del concepto de

funcion que, se pretende, construya un estudiante.

Para la identificacion de las demandas se disefian programas representativos de
los cursos de Calculo Diferencial y Calculo integral de los ofrecidos por
universidades de la region, luego esos cursos se exploran, desde una perspectiva
matematica, a fin de identificar aquellos conocimientos que se construyen en ellos
y que requieren el concepto de funcion como soporte y aquellos problemas que
exijan, bien sea, del concepto de funcion como herramienta de solucion o de

elementos proporcionados por dicho concepto.
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Las demandas identificadas no constituyen el Unico elemento para la
conformacién de la ETC; la concepcion de formacion matematica que, respecto
del concepto de funcién, agencia la linea de investigacion y que se consolida en la
manera como se integran todos los aspectos considerados en la propuesta en el
contexto curricular considerado, es otro factor determinante en la escogencia de
los conceptos, teoremas, problemas de base y deméas elementos que ingresamos
en la ETC. Teniendo en cuenta estos dos aspectos se conforma un listado de
conceptos considerados importantes en la conceptualizacién de funcién y que le
permitan al sujeto construir estrategias y/o procedimientos frente a situaciones de
aprendizaje en el contexto de los primeros cursos de mateméticas universitarias

(lo que se ha llamado “responder a las demandas matematicas”).

Sin embargo no basta con seleccionar los elementos; un concepto puede tener
diversas definiciones dependiendo del sistema axiomatico de que haga parte, un
teorema puede enunciarse de varias maneras, incluso algunos conceptos en un
sistema ingresan como definiciones mientras en otros ingresan como teoremas.
Esta observacion toma aun mayor fuerza en contextos curriculares en los cuales

inciden no solo factores de tipo axiomatico sino también de tipo didactico.

Por estas razones es importante disponer de criterios adicionales a las demandas
matematicas y a una concepcién de formacion matematica, para adoptar una u
otra presentacién de los conceptos y/o teoremas y establecer unos u otros nexos
entre conceptos en el momento de configurar la estructura teérico conceptual de
funcién. Esos criterios se construyen a partir de dos vias: la primera consiste en un
estudio historico critico del concepto de funcion, que permita establecer un
esquema de su génesis Yy desarrollo desde la perspectiva de las necesidades
sociales y personales que lo promovieron y analizar la manera como unas u otras
formulaciones se vieron, o no, favorecidas dependiendo de factores histéricos y
epistemoldgicos. La segunda se nutre de investigaciones didacticas relativas al
concepto de funcidn y sus conceptos tanto complementarios como constitutivos; a

este respecto la bibliografia es demasiado amplia y un estado del arte para cada
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elemento se tornaria interminable, pero se seleccionan aquellos elementos que
entren en consonancia con la concepcion de formacion matemética que se
consolidara a lo largo de la investigacion, respecto del tipo de concepto de funcién
gue se propone para que construyan los estudiantes y de la manera que se

considera mas adecuada para propiciar esa construccién personal.

El proceso de establecer los diferentes nexos requiere de un analisis, desde las
matematicas mismas, de las definiciones, a fin de identificar relaciones jerarquicas
entre conceptos, es decir, identificar qué conceptos ofician como soporte de otros
y de qué manera ingresan en la definicibn de los conceptos que se han
configurado como centrales en nucleos conceptuales que, debidamente
articulados, a través de nexos, ya sean definicionales o proposicionales,
finalmente son los que van conformando la estructura conceptual amplia que da

formaala ETC.

Todo lo anterior provee una descripcién de caracter matematico de la ETC, pero
es importante, con fines de presentacion y apoyo en su descripcion detallada y de
adentrarse con mayor claridad en los analisis del segundo y tercer obijetivos,
representarla a través de mapas conceptuales matematicos ajustados. La
representacion sintética a través de este sistema se constituye en una
herramienta que proporciona una visualizacion clara de la estructuracion
conceptual del concepto de funcién, otorgando a su descripciébn un mayor alcance
en la ilustracion de los nexos y jerarquias entre los conceptos. Los mapas
conceptuales matematicos ajustados son una adaptacion de los trabajos de Novak
y Gowin (1986) realizada por el profesor Alvarez (1998), quien conserva las pautas
relativas a la jerarquia vertical de los conceptos y a la utilizacion de évalos para su
representacion, pero sustituye las palabras de enlace por dos tipos de nexos de
caracter matematico: proposiciones y definiciones, representando las primeras por
flechas continuas dirigidas de la hipétesis a la tesis y las segundas, por flechas

punteadas dirigidas de los conceptos soporte al concepto definido a partir de ellos.
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Introduce ademas los nucleos conceptuales que facilitan la descripcion
matematica del concepto central.

Finalmente la ETC se complementa con aquellos problemas que se espera el
estudiante esté en capacidad de resolver una vez apropiada la estructura, es
decir, con lo que en el marco tedrico se ha llamado problemas de base. Estos se
proponen y formulan bajo tres criterios: primero, que den articulacion y
operacionalidad a los elementos constitutivos de la ETC apropiada por el
estudiante; segundo, que le otorguen significacion a la ETC con respecto al
contexto curricular en que se propone y tercero, que pongan en juego los
conceptos de la estructura tedrico conceptual en situaciones propias de lo que en

el marco tedrico se define como el marco interpretativo.

3.2. CON RESPECTO AL SEGUNDO Y TERCER OBJETIVOS:

Se dijo en el marco teérico que, para Alvarez, la comprension se entiende como la
apropiacion de dos significados para el concepto: el matematico y el de sus
versiones en contexto (lo que se llamé marco interpretativo), los cuales se
expresan en estructuras tedrico conceptuales y se presentan al sujeto como
demandas cognitivas. Por tanto, para describir un estado basico de comprension
de funcién, es necesario disponer de una estructura teérico conceptual de
referencia, conformada con una seleccion de elementos de la ETC formulada al
alcanzar el objetivo anterior. Tales elementos deben configurar el significado
matematico basico del concepto de funcion y dar sentido a su marco interpretativo.
En el primer caso, se trata de elementos conceptuales que estructuren de manera
basica, pero completa, la definicion de funcion que se haya propuesto en el primer
nacleo conceptual (Ver seccion 6.3.1). En el caso del marco interpretativo, se trata
de versiones en contexto del concepto de funciéon que se caractericen por su

representatividad matematica en cuanto a:
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-La variedad de objetos que puedan considerarse en la constitucién del dominio y
del codominio.

-La variedad en los criterios que definen su regla de correspondencia.
-La importancia del papel que juegan en la practica curricular.

Una vez definida la ETC de referencia, el estudio de las demandas cognitivas que
su apropiacion le plantea al estudiante, permitira describir un estado béasico de
comprension de funcion. Las demandas cognitivas, como se dijo en el marco
tedrico, se entienden como actos de comprension y obstaculos asociados. En este
punto es necesaria una aclaracion: aunque el término actos de comprensiéon es
tomado en el sentido propuesto por Sierpinska (1992), es importante tener en
cuenta que, en su investigacion ella se enfoco, principalmente, en identificar actos
de comprension y obstaculos epistemoldgicos que pudieron presentarse en el
proceso histérico de construccion del concepto de funcién, pero esos actos de
comprensién no necesariamente tienen vigencia en el aula moderna, cuando se
trata de comunicar, en un contexto curricular especifico, un concepto de funcién ya
elaborado y expresado mediante una definicibn que media en los procesos de

apropiacion personal del concepto.

En el proceso de identificacién y analisis de los actos de comprension y obstaculos
asociados, se identifican también problemas reportados por otras investigaciones,
los cuales denotan dificultades y vacios notables en la apropiacion del significado
matematico del concepto de funcidbn o de sus versiones en contexto, dando

respuesta al tercer objetivo.

Todo el proceso anterior serd abordado sucesivamente para cada plano de
referencia. En el caso del primero, el proceso se orientara mediante el estudio de

dos actos de comprension complejos:

Reconocimiento de los conceptos que ingresan como soporte explicito en la

definicion de funcion.
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ii. Identificacion de la forma como se articulan los conceptos soporte y los roles
que adoptan en la constitucién del concepto de funcion, e identificacion del

nuevo proceso -objeto matematico que se estructura con ellos.

Una parte complementaria, pero no menos importante, de la comprension
conceptual proviene de procesos de abstraccion reflexiva que permiten al sujeto
reflexionar y referirse al concepto que ha construido, al interiorizar sus acciones y
encapsularlas como procesos y objetos en simbolos. Estos procesos también
configuran problemas que se manifiestan a través de desadaptaciones entre la
definicion personal del concepto y la definicién institucional (Ver en el marco
tedrico “Problematica Tall-Vinner...”), respecto de estos problemas se haran
algunas consideraciones que permitiran completar la enmarcacion del proceso de

apropiacion del significado matematico del concepto de funcion.

Para el segundo plano de referencia el proceso se abordarid a través de las

siguientes acciones:

-Identificar los actos de comprensidén que plantea la apropiacion de las versiones
en contexto en relacién con la definicidn general de funcion y el papel que esas
versiones en contexto pueden jugar en el logro de tales actos de comprensién y en

la superacién de obstaculos asociados.

-Analizar los actos de comprensién, correspondientes a la apropiacibn misma de
las versiones en contexto que se han propuesto como representativas del marco

interpretativo.
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4. ESTUDIO HISTORICO-CRITICO DEL CONCEPTO DE FUNCION

4.1. DESCRIPCION DEL ESTUDIO

Numerosos estudios evidencian la complejidad de este concepto tanto en su
génesis como en la construccion personal que de él debe hacer cualquier
estudiante en la actualidad. En cuanto a su génesis, esta puede remontarse
incluso a la edad antigua ya que desde 4000 afios atras, estaba presente, aunque
en un estatuto protomatematico, en las culturas babilénicas ligado implicitamente
a tablillas de registro de observaciones astrondmicas y en la cultura Griega en los
estudios sobre relaciones entre magnitudes geométricas variables. Posteriormente
y aun conservando el mismo estatuto, en la edad media se encuentra presente en
el estudio de fendbmenos naturales centrados en las relaciones entre cantidades
variables dependientes e independientes y ya en la era moderna, haciendo su
transicion entre el estatuto paramatematico y el estatuto matematico, aparece a lo
largo de todos los desarrollos matematicos relacionados con la extension del
concepto de nimero, la creacién del algebra simbdlica, el estudio del movimiento y
la union algebra-geometria (Sastre, P., Rey, G.; Boubée, C. 2008).

Siguiendo a Youschkevitch (1976, 9) y atendiendo lo expuesto en el parrafo

anterior, se consideran tres etapas en este estudio:

EPOCA ANTIGUA (2000 a.C — 500 d.C):

Se habla aqui de las matematicas conocidas como antiguas o prehelénicas
(desarrolladas en las antiguas civilizaciones de Egipto, Mesopotamia, China e
India) y se incluyen las matematicas helénicas. En las civilizaciones antiguas,

aunque la egipcia llevaba la batuta, cada una hizo aportes que configuraron el
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marco en que se gestaron los problemas que, se considera, propulsaron la
génesis de las primeras nociones de funcion. En cuanto a sistemas de numeracién
los egipcios crearon uno basado en jeroglificos que, posteriormente, inspir6é el
sistema romano; los babilonicos utilizaban un sistema sexagesimal, la china
antigua y la india antigua utilizaron sistemas de base diez y fueron mas all&:
implementaron el cero. Estas culturas también desarrollaron, aunque de manera
rudimentaria, un algebra, los egipcios llegaron a resolver lo que hoy se conoce
como ecuaciones de primer grado, los indios implementaron correctamente la
regla aritmética de calculo, los mesopotamicos introdujeron el concepto de
namero inverso alcanzando la solucidon de algunos sistemas de ecuaciones y la
implementacion de algoritmos para calcular sumas de progresiones. Los chinos
tuvieron como aporte principal la creacion del “método del elemento celeste”,
desarrollado por Chou Shi Hié, para encontrar raices enteras y racionales, e
incluso aproximaciones decimales para ecuaciones de la forma Pn(x)=
asx*asx+a x’+aix+a, Esta época se caracteriza inicialmente por la preocupacion
por el conteo y, posteriormente ante la ausencia de una idea abstracta de variable,
por utilizar como métodos de registro de las cantidades tablas, descripciones
verbales o graficos; cuando se hacer referencia a cantidades se incluye también
resultados de operaciones que ahora se conocen como binarias y de progresiones
geométricas. Ya en la cultura helénica aparecen problemas que en la actualidad
se llaman “clasicos”, como la cuadratura del circulo y la duplicacion del cubo cuya
basqueda de solucion trajo consigo la creacion de diferentes curvas por parte de
Apolonio, Arquimedes y Pappus, entre otros. Como puede observarse el trabajo
matematico se caracterizé por la busqueda de herramientas o métodos para
contar o para registrar cantidades ya sean observadas o calculadas. Por tanto, la
identificacion de dos problemas (-el registro escrito, bien sea de observaciones de
dos cantidades relacionadas, o bien sea de valores calculados para cantidades
numeéricas en las culturas babilénicas y —el problema relativo a la determinacion de

relaciones entre cantidades geométricas variables en la cultura helénica) lleva a
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considerar esta etapa como unidad de andlisis en este estudio puesto que aun no

se aborda el problema del movimiento como sucederé en la etapa siguiente.

EDAD MEDIA (476 d.C — 1453 d.C):

Esta etapa inicia con la caida de Roma y termina con la toma por parte de los
turcos de Constantinopla. Suele pensarse que en esta época no hubo avances en
las ciencias, incluida la matematica, pero solo es que, comparativamente con la
época helénica, los avances fueron menores. Europa se encuentra difuminada en
pueblos aislados, su cultura se ha alejado de la herencia griega, pero los arabes
recuperan buena parte de ese legado dando al mundo las bases de la aritmética y
del algebra. Es el estudio de los fenbmenos naturales lo que importa ahora, y es
justamente lo que produce avances en la concepcion de variable tanto
dependiente como independiente y en los medios de representacion de
propiedades que cambian, evidenciandose como caracteristica epistémica en esta
etapa el estudio del cambio, en particular del movimiento, problema que
propulsiona la evolucion del concepto de funcion y que hace considerar esta etapa

separadamente en este estudio.

PERIODO MODERNO (desde finales del siglo XVI):

A finales del siglo XVI y comienzos del XVII se inicia un periodo de adelantos
fundamentales para las matematicas modernas: -se extiende el concepto de
namero. —se crea el algebra simbdélica. —se produce la unién entre el algebra y la
geometria (a partir de ahora, la geometria se subordina al algebra). Todo esto
gracias a que el estudio del movimiento (movimiento de puntos que describian
curvas, cuerdas vibrantes, flujo de calor) es el problema central para las ciencias

(Kleiner, 1989) y las matematicas se tornan en modelo racional a seguir en su
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solucién. En los inicios de este periodo el concepto de funcidon se encuentra
fuertemente vinculado a expresiones analiticas, y aun es una mera herramienta
para expresar relaciones entre cantidades que dependen una de otra, sin embargo
es en esta etapa que el concepto de funcién se convierte en un problema en si

mismo adquiriendo el estatuto matematico.

4.2. MODELO DE ANALISIS

En este estudio se utiliza la metodologia que el profesor César Delgado aplicé en
Su investigacion respecto a los conceptos de limite y continuidad (Delgado C.
1998), en particular al estudiar la evolucion del concepto de continuidad en los
clasicos griegos (2003). Delgado hace una adaptacion del modelo de Stephen
Toulmin (1977) sobre la evolucion de los conceptos, complementandolo con
conceptos derivados de la epistemologia genética de Piaget. De esa manera las
ideas de Toulmin sobre el conflicto cultural (lo que se constituiria en la filogénesis)
se nutren de los mecanismos de equilibracion propuestos por Piaget (es decir, la
ontogeénesis) para explicar el avance cientifico como fruto de desequilibrios entre

conocimientos y necesidades.

Piaget atribuye las modificaciones en el estado de conocimiento a equilibraciones

o reequilibraciones que ocurren en un proceso que Delgado (1998, 39) describio:

1. La interaccidén: un sujeto que interactiia con el medio externo. La calidad de la
interaccién depende de

2. el estado de equilibrio o desarrollo actual de su estructura que ha sido
producto de un

3. proceso de equilibracion anterior que se concretdé en dos aspectos del

conocimiento: la forma, que se deriva de la estructura interna (no observable pero
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que se manifiesta en la organizacién de los esquemas de accion) y el contenido
que se deriva de las situaciones a las que esta forma se aplica. Asociado al
proceso de equilibracion esté el

4. mecanismo de actividad cognitiva, la activacion de un esquema de accién se
origina por un desequilibrio momentaneo que se percibe como una necesidad y
desencadena un conjunto de acciones para satisfacerla. Esto implica el
funcionamiento de un ciclo cognitivo con las asimilaciones y acomodaciones
propias de los esquemas que debe conducir a

5. una equilibracién entre la asimilaciéon y la acomodacion como resultado de la
satisfaccion de la necesidad si este es el caso. O asimilaciones y acomodaciones
reciprocas si se trata de modificaciones introducidas en el ciclo cognitivo, o, en el

sistema estructural a causa de un conflicto cognitivo,...”

Toulmin, por su parte, considera importante estudiar aquellos problemas que
surgen entre el sujeto y el medio y los que surgen entre los sujetos miembros de
una comunidad, pues como fruto de esas interacciones se produce, segun él, el
avance cientifico. La acumulacion gradual, en el acervo cultural, de modificaciones
en los métodos de solucion de esos problemas es la que configura, en un proceso
continuo y secuencial, el progreso cientifico. Por eso es importante considerar lo
que se configura como problema y bajo qué condiciones, a este respecto Toulmin

afirma

“Los problemas surgen (sostengo) cuando nuestras ideas sobre el mundo
estan en conflicto con la naturaleza o entre si, esto es, cuando nuestras
ideas corrientes quedan atrds, en algunos aspectos remediables, de

nuestros ideales intelectuales.” (Toulmin, 1977, 160)
Es de resaltar el conflicto cognitivo como fuente de los problemas y, por supuesto,
del progreso cientifico; Toulmin lo describe a través de la diferencia entre los

“‘ideales intelectuales” (1) y la “capacidad corriente” (C):
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Problemas cientificos = Ideales explicativos-Capacidades corrientes.

Para él los ideales explicativos estan constituidos por las concepciones
compartidas por la comunidad de la disciplina sobre la forma que debe tomar una
explicacion completa del fenédmeno; les llama ideales porque para Toulmin la
realidad s6lo puede conocerse por aproximaciones sucesivas siempre superables.
Las capacidades corrientes hacen referencia a teorias, instrumentos técnicos y
demas patrimonios historicos que conforman la disciplina y permiten abordar la

solucién de problemas actuales.

La diferencia arriba expuesta es la que promueve el avance cientifico y favorece el
cambio conceptual; este puede configurarse desde diversas variaciones

conceptuales que pueden o no conducir a caminos exitosos.

Lo que se presenta a continuacion es justamente la identificacion de esas
variaciones conceptuales que llevaron a la configuracion actual del concepto de
funcion, en la medida en que se vayan presentando los problemas que movilizaron
la nocién de funcién en cada época, se iran también presentando las respectivas
nociones o definiciones de funcion y las probables variaciones conceptuales que

condujeron por los caminos que se describen.

4.3. EPOCA ANTIGUA (2000 a.C - 500 d.C):

Inicialmente en la antigua Babilonia (2000 a. ¢ 600 a. c) el hombre asumia el
mundo como elemento independiente de sus propias decisiones, se veia mas bien
él como sujeto al albedrio de ese mundo, es decir, se sentia fragil ante su entorno.
Por esta razén busca como empalagar a los elementos que él, por considerar mas

inalcanzables, les atribuia mas poder: los astros celestes. Asi que los idolatra, les
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ora, les ofrece sacrificios y ofrendas. Pero esto hace necesario estar pendiente de
los resultados de estas acciones, la observacion de esos astros se va convirtiendo
casi en sistematica, arrojando como frutos registros escritos de los cuales
sobreviven tablillas de arcilla con las cuales el hombre buscaba, inicialmente,
evidencia de cambios en el comportamiento de los astros: es necesario buscar
pues regularidades en los cambios registrados, esto lleva al estudio de problemas
de variacion continua: luminosidad de la luna en intervalos de tiempo iguales,
periodos de visibilidad de algunos planetas en relacién con el angulo con el sol y
otros. En sus calculos usaban tablas sexagesimales de cuadrados y raices
cuadradas, de cubos y de raices cuUbicas, también potencias sucesivas. No
expresaban los resultados de sus andlisis de forma general, sélo aparecen en sus
tablas casos concretos a los que les buscaban generalidades sin llegar a
formulaciones genéricas (Ruiz, 1998, 107), es decir, introducen el problema
presente en la pregunta:

P1: ¢qué regularidades existen en la relacion entre cantidades de diferentes
magnitudes variables?

Autores como Pedersen (1974, 36) ven en estos trabajos:

IF: Instinto de funcionalidad. Se expresa como una relacion muy general que
asocia elementos de dos conjuntos, fruto de su profundizacibn en métodos
cuantitativos al tratar de aritmetizar observaciones dificilmente medibles, mediante
lo que ahora se llamaria extrapolaciones e interpolaciones en busca de
regularidades tal como lo evidencian las humerosas tablas dejadas por las culturas

babilénicas.

Pero este mero instinto no llega a vislumbrar aun los cambios y su relaciéon pues
los trabajos de las culturas babildénicas versaban solamente sobre casos
concretos, sin llegar a formulaciones aunque buscaran regularidades; los valores

de las magnitudes son solo vistos como puntuales, discretos, particulares, sin
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llegar aun a las ideas de cambio y de cantidad variable concebidas mas adelante
por el pensamiento griego al producir la variacién conceptual (V1), desde IF hacia

una nocion menos lejana a la de funcion:

NCR: Nocion de cambio y de relacion. Nocién ajena a las matematicas, pero
presente en el pensamiento griego como idea muy primitiva de funcion. Se
expresa como una “nocion de cambio y relacion entre magnitudes variables” (Ruiz,
108). Para los griegos la concepcion de variabilidad era exclusiva de las
magnitudes fisicas y externa a los objetos mateméticos considerados estaticos. La
respuesta al problema P; se manifiesta en la creacién de las proporciones las
cuales se constituyen, en este momento histérico, en el mejor medio para
comparar magnitudes que, ademas, estaban completamente desprovistas de su
caracter numérico. Esta separacion entre numeros y magnitudes alimentada por la
inconmensurabilidad que ratificaba a los nUmeros como enteros y discretos y a las
magnitudes como continuas hizo construir una version discreta de los fenémenos
naturales oponiéndose por siglos al avance en la construccién del concepto de

funcion.

4.4. EDAD MEDIA (476 d.C — 1453 d.C):

Ya en el siglo XIll, la busqueda no solo de explicacion de los fenomenos si no,
ademas una explicacion racional produce el problema P, generado por la

pregunta:

P,: ¢ por qué ocurren los fendmenos naturales sujetos al cambio y al movimiento?
NCR da cuenta del cambio, pero no del porqué, empieza pues a tornarse
insuficiente para dar respuesta a esta nueva pregunta planteada en el marco de

una época signada por la racionalidad y la busqueda de “lo real, lo permanente, lo
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inteligible, tras el mundo cambiante de la experiencia sensible...” (Crombie, 1979,
p.29. citado por Ruiz, 111). Esta pregunta surge, aproximadamente a comienzos
del siglo XIIlI, en particular esta referida a fenbmenos que incluian movimiento; se
buscaba un modelo que respondiese a todas las cuestiones, la matematica
entonces se convierte en la ciencia racional modelo para estas explicaciones
tendiendo a ocupar cada vez un lugar mas importante en las ciencias de la
naturaleza poniendo en duda la demarcacion establecida por Aristételes entre
estas y las matematicas, o sea la variacion conceptual V,. Filosofos como
Grosseteste y Bacon llegan a afirmar que las matematicas son el principal
instrumento para estudiar los fendmenos naturales, lo que desembocd, como fruto
de un largo proceso de cerca de cuatro siglos, a que en el siglo XIV se otorgara
gran atencion a la formulacibn matematica nutrida de la cuantificacion de los
movimientos (Crombie, 1979) sustituyendo la pregunta P, por la pregunta Ps:

P3: ¢.como suceden los cambios en los fendmenos naturales?

NCR es ahora aun mas insuficiente, no da cuenta ni del porqué ni del como de los
cambios que registra, de modo que no da respuesta a las necesidades, se ha
producido el desequilibrio y urge encontrarlo: Heytesbury y Swineshead habian
desarrollado en Inglaterra la teoria de la intensidad de formas y, con ella, una
cinematica-aritmética mientras en Francia Oresme se orientaba hacia la
geometria, de modo que, en ambos casos, el movimiento era estudiado
matematicamente por primera vez en términos de distancia y tiempo,

contribuyendo al desarrollo de la variacion conceptual Vs:

RF: relacion funcional: se expresa como una relaciéon cualitativa entre el
fenbmeno a explicar y las condiciones necesarias y suficientes para su
produccion. Es, basicamente, una relacion cualitativa causa efecto en la que se
muestra claramente como estan relacionados los cambios en lo que ahora
llamariamos variable dependiente con los cambios en lo que ahora llamariamos la

variable independiente, es decir, la descripcion de los fendbmenos se hace desde el
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“como” (lo que no alcanzaba NCR), pero es fruto mas de especulaciones tedricas
que de la experiencia con el mundo fisico, debido tal vez a una escasa
sistematicidad en las medidas que no se alcanzaria hasta el siglo XVII, por esta
razon la citada idea de relacion funcional (RF) se desarroll6 so6lo en principio y fue
expresada por dos métodos principalmente: El Algebra de palabras” de
Bradwardino de Oxford en el que se empleaban letras del alfabeto para
representar las cantidades variables y las operaciones se indicaban con palabras,
y el método geométrico, de Oresme, que acudia a las graficas para representar la
forma en que las cosas varian; el objetivo de Oresme era representar “las
intensidades” de una cualidad de una magnitud continua, que depende de otra
analoga, pero como aun se conserva la nocion de numero como conjunto de
unidades, Oresme debe acudir a utilizar segmentos (que si son continuos) para
representar las magnitudes y sus cambios. Sus representaciones, como las del
Algebra de palabras, son mas cualitativas que cuantitativas, existe en ese
entonces un desfase entre las especulaciones tedricas y las herramientas
matematicas y de medicién disponibles, aspectos que constituyen una necesidad
latente durante siglos y que no permitia el avance de la descripcion de los
fendémenos fisicos, nuevamente se tiene un desequilibrio entre la necesidad y lo

disponible.

4.5. PERIODO MODERNO (desde finales del siglo XVI):

El estudio del movimiento ha traido consigo nuevas preguntas, todas ellas
referidas a las relaciones entre cantidades variables:
Ps: ¢como expresar de manera funcional la relacion entre las causas y los

efectos?
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Galileo (1564-1642) tuvo gran empefio en buscar resultados y relaciones en la
experiencia mas que en la abstraccion, la experiencia para €l estaba favorecida
por nuevos instrumentos de medida que introdujeron aspectos cuantitativos donde
antes no existian. RF permitia expresar relaciones entre variables pero de una
manera cualitativa, para Galileo esto no es suficiente, los nuevos instrumentos de
medida le arrojan resultados que superan lo expresable con RF, el desequilibrio ha
sido establecido. René de Cotret afirma que es en este contexto que, el desarrollo
de la concepcion de variable dependiente (gracias a los trabajos de Galileo), vital
en el establecimiento de relaciones causa-efecto de manera cuantitativa,
contribuyd enormemente a la evolucion de la nocion de funcion (R. de Cotret.
1988, 13, citado por Ruiz, 1998, 117). En patrticular se identifica en este momento
histdrico la variacion conceptual V4, es decir, el paso de RF a una nocion ain mas

cercana de funcion:

RFC: Relacion funcional expresada cuantitativamente: Nocién que se expresa
como una relacion funcional causa-efecto expresada cuantitativamente. Dichas
relaciones eran verificables mediante la observacion y la medicion, pero Galileo
aun expresa sus leyes de manera homogénea, en forma de proporciones,
conservando el caracter que durante muchos siglos estancé el concepto de
funcién dandole lugar al concepto de ecuacion y encubriendo aspectos de la

variacion continua.

En este punto de la historia resulta interesante llamar la atencién sobre un detalle
trascendente para este estudio; el hombre sigue buscando respuesta a la pregunta
sobre como expresar las relaciones entre cantidades variables (en este momento
en particular las relaciones entre cantidades y el tiempo), entre las causas y los
efectos, pero de esas busquedas ha emergido un objeto matematico: funcién, el
cual trae consigo preguntas que, sin hacer sombra a las ya mencionadas, se

toman buena parte del trabajo de los hombres de ciencia del momento:
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Ps: ¢Qué entidades se pueden clasificar dentro de la categoria de funciones?
¢,Como definir funcién? ¢ Como es correcto expresarla?

Hasta el siglo XVII la relacion entre el algebra y la geometria era de subordinacion
de la primera respecto de la segunda. Para la geometria so6lo existian aquellas
curvas que pudieran trazarse con regla y compas. Esta situacion restringia al
algebra en su campo de aplicacion y a la geometria en el espectro de curvas
conocidas, puesto que algunas construcciones geométricas eran casi imposibles.
Las dos empiezan a tornarse insuficientes frente a las necesidades que la
humanidad le planteaba a la ciencia que consideraba modelo de racionalidad. La
diferencia ideales explicativos - capacidades corrientes se ha producido; primero
Vieta (1540-1603) y luego René Descartes (1596 - 1650), buscan resolver
problemas de construcciones geométricas mediante el algebra dandole sentido a
esta desde la geometria (Pierre Fermat (1601-1655) por su parte, hace lo mismo
apoyado en los trabajos de Vieta (Kline 1992, 402-403. Citado por Delgado, 1998,
178)), Vieta ve posible expresar la igualdad y la proporcién entre magnitudes
mediante el algebra (Kline, 1972, citado por Sastre, Rey, Boubée, 2008, 145) y
Descartes (y Fermat) establece que una curva se puede construir con solo su
expresion algebraica superando el criterio —griego— que exigia la constructibilidad
de la linea para aceptar la existencia de una curva (Delgado, 1998, 180),
ampliando el espectro de curvas conocidas distinguiendo, incluso, entre curvas
geométricas y curvas mecanicas. De esta manera, afirma Youschkevitch (1976,
25) es a Descartes a quien se le debe la idea de presentar una funcién en forma
analitica al determinar que una ecuacion en X y y muestra la dependencia entre
dos cantidades variables; RFC ahora se queda corta, ya no es suficiente
establecer una relacién funcional aunque sea cuantitativamente, la combinacion
algebra-geometria (lo que podria llamarse algebreizacion de la curvas) posibilita
predicciones operacionales para las relaciones funcionales, es necesaria la
variacion conceptual Vs. Apoyado en Descartes, Gregory (1638 - 1675) realizara la
distincion entre funciones “algebraicas” y “trascendentes” y, en 1667, da una

definicion mas explicita de funcion:
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COD: Cantidad obtenida de otras: una funcién es una cantidad que se obtiene
de otras cantidades mediante una sucesiébn de operaciones algebraicas o
mediante cualquier otra operacion imaginable.

Segun Youschkevitch (26) este paso de expresar funciones en términos de
ecuaciones tuvo un poderoso efecto en el desarrollo de las matematicas pues le
otorgo el verdadero estatus de calculo al estudio de las funciones. Similarmente,
Sierpinska (1989a) le otorga un gran valor al desarrollo de la notacién algebraica
en la superacién del obstaculo epistemolégico de la diferenciacion entre nimero y
magnitud. Sin embargo es importante mencionar que este logro también produjo lo
gue Ruiz (121) llamé encantamiento con el algebra que, a la larga, se constituyo
en obstaculo epistemolégico para el concepto de funcién: considerar como

funciones sélo aquellas que pudieran expresarse algebraicamente.

El desarrollo del célculo diferencial e integral se apoya primordialmente en la
existencia del algebra, de la variable y del método de las coordenadas, pero lo que
realmente motiva y dirige todo este proceso es el empefio por buscar solucion a
los problemas de la mecanica, la astronomia y la fisica, problemas que abundan
en situaciones de dependencias funcionales. Ya no es suficiente con explicar
coémo ocurren los fenédmenos, el hombre busca también predecirlos. Dos hombres
abordan, casi de manera simultanea pero a distancia, estos problemas: Newton y
Leibniz. Newton los aborda desde una concepcion mecanicista en la que
(influenciado por Isaac Barrow, su maestro) interpreta las variables dependientes
como cantidades que poseen una velocidad de cambio y este cambio discurre de
manera continua en el tiempo (nocidn universal, de fluir constante). Con Newton
se produce la variacion conceptual Vg; los problemas de la mecéanica estan
estrechamente ligados al tiempo, para Newton este se convierte en la “...nocion
universal e interpreta las variables dependientes como cantidades que transcurren
de forma continua y poseen una velocidad de cambio..., la funcién es una fluente,

es decir, una cantidad que transcurre en el tiempo, la derivada es la fluxion, y sirve
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para estudiar las variaciones de la fluente.” (Ruiz, 123). Esta nocion de funcion,
fruto de la variacién conceptual Ve, puede denominarse CVT:. Cantidad que
transcurre en el tiempo. Es notable como esta implicito en este concepto, el
concepto de variable dependiente, es decir, magnitud cuya variacion es producida

por la variacion de otras en el tiempo.

Por su parte, Leibniz se apoy6 en un contexto principalmente geométrico ligando
elementos geométricos a una curva. La diferencial (dy) de una ordenada, la define
como un segmento tal que su relacion a dx sea igual a la relacién entre la
ordenada y la subtangente. Para él el término funcion designa cualquier cantidad
gue varia de un punto a otro de la curva. La necesidad de disponer de un término
para designar cantidades que dependen de una variable ya es evidente, tal y
como lo sefiala Youschevits (130) acerca de la obra de Bernoulli y de Leibniz, y
esta necesidad conducira a utilizar el término funcién con este fin, pero haciendo
referencia soélo a aquellos casos expresables de manera analitica. Esto constituye
una nueva variacion conceptual: V7, identificable en un articulo de Jean Bernoulli
titulado “Remarques sur ce qu’on a donné’jusqu’ici de solutions des problémes
sur les isopérimetres” publicado en 1718 en las memorias de la real academia de
ciencias de Paris (Youschkevitch, 35) en el que, por primera vez, se hace

referencia explicita a una funcién como una expresion analitica:

FMV: Funcion de una magnitud variable: “llamamos funcién de una magnitud
variable a una cantidad compuesta de cualquier manera que sea de esta magnitud
variable y de constantes” (Bernoulli citado por Boyer, 1986, 531).

Bernoulli, incluso, propone la letra f para denotar la funcion, escribiendo fx, sin
paréntesis. Si se lee con cuidado lo escrito por Bernoulli, no se encuentra alli
evidencia que indique que las funciones se expresaran analiticamente, sin
embargo muchos historiadores coinciden en afirmar que en esta época las

funciones se pensaban como expresiones analiticas.
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Es importante observar que, en el pensamiento de los matematicos de entonces,
ya se tiene un nombre para la funcion, se tiene conciencia de ella y se utiliza como
herramienta, es decir, tiene un estatuto paramatematico y esta en transicion a ser
objeto en si misma de estudio (estatuto matematico), lo cual, se podria afirmar,
ocurre a partir de Euler (alumno de Bernoulli), (Boyer, 1959, 243) quien piensa que
el concepto de funcién es el organizador de todos los demés conceptos del calculo
(Delgado, 189) y propulsa la transicion del calculo vinculado estrechamente con la
geometria, al calculo que se ocupa de funciones; vale recordar que, en este punto
de la historia, el andlisis infinitesimal es la disciplina cientifica en boga, y aunque
esta intimamente relacionada con la fisica, la geometria y la mecanica, ha ido
adquiriendo su estatus de disciplina independiente: “Tous les concepts initiaux du
calcul perdent graduellement leur carapace géométrique et mécanique, prennent
une formulation arithmétique ou algébrique et commencent a étre appréhendés
comme précédant logiquement les concepts semblables des autres sciences
exactes.” afirma Youschkevitch, (35). ElI concepto de funcion no es la excepcion,
asi que su definicion ya no podia estar en términos generales, no expresados de
manera analitica como era debido de acuerdo con los “canones” del momento.
Euler escribe entonces una nueva definicion acorde con el momento historico,
apoyandose en la de su maestro Bernoulli pero cambiando el término cantidad por
el de expresion analitica, término con el que hace referencia a las operaciones
algebraicas incluyendo los procesos de paso al limite abarcando entonces, como
funciones, los polinomios, las funciones que se obtienen de series infinitas y las
funciones trascendentes (Delgado, 190). A este paso en la nocion de funcion se le

puede denominar variacion conceptual Vs. En las palabras de Euler:

FEA: Funcidn como expresion analitica: “una funcién de una cantidad variable
es una expresion analitica compuesta de una manera arbitraria por esa variable y
por numeros o cantidades constantes”. (“Introductio in anlysis infinitorum”, escrita
por Euler en 1744 pero publicada en 1748. Citado por Delgado, 190). Es entonces

Euler el autor del desarrollo ulterior del concepto de funcion y quien desarrolla un
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estudio centrado en dicho concepto, es decir, lo considera un objeto de estudio; se
puede afirmar que es en este momento cuando el concepto de funcion obtiene el
estatuto matematico (Delgado, 197) puesto que se formulan las primeras
definiciones explicitas y se propone una clasificacion para las funciones siendo
estudiadas como objetos matematicos.

Sin embargo Euler restringia el concepto de funcién a las expresiones analiticas y
creia que la manera mas general y mejor de representarlas era a través de series
de potencias enteras, los mateméaticos de la época compartian esta creencia y
pensaban que toda funcion podia expresarse de esta manera. Esto tuvo como
consecuencia que los estudios se enfocaran en “las formas de representacién mas
gue en una relaciéon entre variables en la cual la variable dependiente debe ser
determinada univocamente por la variable independiente.” (Delgado, 191).

En este punto del desarrollo del concepto de funcion empiezan a tejerse varias
situaciones que configuraran un ambiente que exige nuevos cambios en el
concepto, de nuevo se producira el desequilibrio entre ideales explicativos y

capacidades corrientes:

- En ese momento (mediados del siglo XVIII) se hace aun méas estrecha la relacion
entre la nocidn de funcion y la nocion de curva: si a toda funcion le corresponde
una curva era razonable pensar que a toda curva le corresponde una funcién. Lo
gue entra en contradiccion con la definicion de funcion del momento, puesto que
no toda curva tenia asociada una expresion analitica asi que, de acuerdo con la
definicion, no tenia asociada una funcion. Euler se ve entonces abocado a admitir
como funciones las llamadas curvas mecanicas, es decir aguellas que su grafico
se ve como la trayectoria que describe un punto en movimiento por ejemplo, la
espiral de Arquimedes (Sastre, Rey, Boubée, 148) (Delgado, 206) aunque no
tuvieran una expresion analitica para algunas de ellas. Aparece a la sazon la
clasificacion euleriana en continuas y discontinuas. Continuas eran aquellas que

se representaba mediante una sola ecuacion y discontinuas eran aquellas que se
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definian por mas de una expresion algebraica o eran arbitrarias, es decir, definidas

por movimientos libres de la mano o mixtas.

-Los matematicos aceptaban por “articulo de fe”, es decir sin demostracién y sin
duda alguna, que:

“si dos expresiones analiticas coinciden en un intervalo, ellas coinciden en todas
partes” (Sastre Vazquez, P.; Rey, G.; Boubée, C. 2008, p.148)

-El problema de la cuerda vibrante: se trataba de una cuerda elastica con
extremos fijos que era deformada a fin de ponerla a vibrar. El problema radicaba
en encontrar la funcidn que describe la forma de la cuerda en cada instante.
Dalambert (1717 - 1783), Euler (1707 - 1783) y Daniel Bernoulli (1700 -1782)
abordaron la solucion de este problema lo que suscit6 diferencias y coincidencias
entre ellos. En 1747 Dalambert propone una solucién que coincide con la solucion
dada por Euler un afio después, sélo que Euler no la consideraba la mas general.
Seis afios después Daniel Bernoulli propone otra solucion, pero Euler y Dalambert
la rechazaron puesto que se trataba de una funcién par y periddica, sélo que ellos
llegaban a esta conclusion por que en aguel entonces se daba por sentado que si
dos funciones coincidian en un intervalo entonces coincidian en todas partes; en
este ultimo hecho y en el concepto de funcién que se manejaba en la época se
encontraba la raiz de sus diferencias: funcién era cualquier expresion analitica,
pero Euler se da cuenta que esa definicion restringia las soluciones al problema
de la cuerda vibrante (dejaba por fuera las curvas arbitrarias) y decide modificarla
a fin de dar lugar a estas curvas y a funciones definidas por expresiones analiticas
a trozos y funciones que tenian un grafico y no tenian una expresion analitica.
Como puede verse, se dan todas las condiciones para la siguiente variacion
conceptual (Vg), Euler promulga entonces su nueva definicion de funcion, en el
prefacio de su «Institutiones calculi differentialis» en 1755 (Ruiz, 129) (Delgado,
192):
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FRV: Funcion en términos de la relacion entre variables: “Si unas cantidades
dependen de otras de tal modo que sufren una variacion cuando estas ultimas
varian, entonces se dice que las primeras son funciones de las segundas; esta
denominacion es la mas extensa y contiene en ella misma todas las maneras por
las cuales una cantidad puede ser determinada por las otras. Si, por consiguiente,
x designa una cantidad variable, entonces todas las otras variables que dependan
de x no importa de qué manera, o que son determinadas por X, son llamadas

funciones de x.” *

El concepto de funcién incluye ahora funciones definidas a trozos y funciones que,
aunqgue tuvieran un grafico, carecian de una expresién analitica. Sin embargo, en
la practica los matematicos de la época pensaban en las funciones como
expresiones analiticas o curvas (Sastre, Rey, Boubée, 150), mas exactamente
funciones continuas en la acepcion de la época, o, en términos de Ruiz (130):
“perfectamente determinadas, indefinidamente derivables, desarrollables por
medio de una serie de Taylor, integrables y representables mediante una curva
algebraica o trascendente.” Se llega asi a dos nociones de funcion: la formal, de
expresion analitica (incluso expuesta, implicitamente por Cauchy en 1827 en su
curso de analisis algebraico (Youschkevitch, 58), y la de correspondencia arbitraria
(promulgadas por Euler y Jean Bernoulli). Sélo a finales del siglo XIX se
establecera la relacibn entre ambas gracias a otra evolucién del concepto de
funcién engendrada por reflexiones en torno a la ambigua nocién de continuidad.

La concepcion euleriana de continuidad (mas exactamente de discontinuidad) no
pudo sostenerse por mucho tiempo. Con el paso de los afios los matematicos
fueron produciendo ejemplos de funciones que serian discontinuas en el sentido
de Euler, pero podian expresarse por medio de una sola ecuacién, asi que serian

continuas, “se trata de los casos de funciones definidas por dos expresiones

! Por esta misma época, Lagrange, en respuesta las duras criticas del obispo George Berkeley (ver
Delgado, 1998. p.194) publica en 1797 Théorie des functions analytiques (1797, Euvres, 9). Alli
consigna una definicién de funcién muy similar a la propuesta por Euler.
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analiticas diferentes en dos intervalos diferentes del dominio de la variable
independiente (Euler-discontinuas) y que pueden ser representadas por una unica

expresion (por tanto era Euler-continua) —Por ejemplo, f(x)=vx2-. La distincién
entre funciones continuas y discontinuas lleva entonces a contradiccion.”
(Delgado, 206). Esto hizo cada vez mas insostenible el criterio de Euler. El
desequilibrio se ha presentado nuevamente, las explicaciones de Euler ya no son
suficientes, el medio (en este caso el gremio de matematicos del momento) exige
respuestas que la estructura existente no puede dar, de nuevo deben producirse
cambios que respondan a demandas. Asi se produce la variacion conceptual Vio:
en 1822 Fourier, a raiz de sus estudios sobre la teoria del calor, conjetura sin
demostrarlo, que es posible representar, mediante una serie trigonométrica,
cualquier funcion discontinua en el sentido de Euler (mixta) (Youschkevitch, 53).
Cuando Fourier afirma que esto es cierto para todas las funciones el término

funcidén tiene su mas general interpretacion para ese momento:

FVA: Funcién como valores arbitrarios: “In general, the function f(x) represents
a succession of values or ordinates each of which is arbitrary. An infinity of values
being given to the abscissa x, there are an equal number of ordinates f(x). All have
actual numerical values, either positive or negative or null. We do not suppose
these ordinates to be subject to a common law; they succeed each other in any
manner whatever, and each of them is given as if it were a single quantity” (D.
Ruthing, 1984, 73) (Grattan-Guinnes, 1984, 199)

Esta definicion amplia el rango de funciones (superando el rango de funciones
representable mediante series de Taylor) considerando ahora también aquellas
gue tuvieran puntos en los que no fueran derivables o en que no fueran continuas,
es decir, la definicion de funcion exige ahora la inclusion de cualquier

correspondencia arbitraria.

74



Los trabajos de Fourier le dieron importancia nuevamente a la expresion analitica
y en consecuencia a la definicion del concepto de funcién, pero carecian del rigor
necesario en la escritura matematica propia de la época, Dirichlet asume entonces
el trabajo de reescribir la produccion de Fourier encontrando que su conjetura
sobre la representacion de cualquier funcion como una serie era falsa. La situacion
esta dada, el sistema presenta un desequilibrio, obliga al sujeto, en este caso
Dirichlet, a buscar nuevamente el equilibrio. En 1829 intentando encontrar las
condiciones para que fuera posible la afirmacion de Fourier, dio lugar a la
variacion conceptual Vi;: definié funcion de modo que -su dominio esté definido
sobre un intervalo determinado. —exista una correspondencia cuya regla de

asociacion sea arbitraria:

FCA: Funciébn como correspondencia arbitraria: “y es una funciéon de la
variable x, definida en el intervalo a<x<b, si para todo valor de la variable x en ese
intervalo, le corresponde un valor determinado de la variable y. Ademas, es
irrelevante como se establece esa correspondencia.” (N. Luzin, 1940, 314-334)

Con esta definicion se da un salto doble: de la expresion analitica (o curva) a
cualquier representacion o, sencillamente a la no representacion (ya son admitidas
como funciones incluso algunas que no poseen expresion analitica y no pueden
graficarse) y de considerar las funciones continuas en el sentido euleriano, como
funciones discontinuas, o las discontinuas en el sentido de Euler como continuas.

Se puede ilustrar este hecho con la funcién conocida como funcién de Dirichlet:

c, Si x es racional

f(x)= 3 d, six esirracional
A pesar de no poseer una expresion analitica y no tener una grafica asociada, es

una funcién de acuerdo con la definiciébn propuesta por Dirichlet. Ademas no es

continua en ningun punto.
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Gracias a estos trabajos el concepto de funcion inicia un proceso de separacién de
la representacion analitica con la cual habia estado tan ligada hasta el momento,
que “No se especifica su dominio ni su regla de correspondencia, es una totalidad
gue englobada en una Unica expresion analitica contiene intrinsecamente los
diferentes caracteres de paridad o imparidad, periodicidad, continuidad, etc.”
(Delgado, 208). En particular el ejemplo citado arriba exige un concepto de funcién
mucho mas general que incluya como funciones algunas “con una infinidad de
valores extremos y discontinuidades y/o de valores infinitos en un intervalo
finito,...” (Grattan-Guinness, 164-165 citado por Delgado, 208), es decir, el
concepto de funcion se ha independizado de la expresion analitica y ha pasado a
constituirse en lo que se podria llamar un “apareamiento arbitrario”. Dirichlet logra
determinar intervalos de convergencia para las series de Fourier lo que amplio el
espectro de funciones representables mediante dichas series, incluyendo
funciones que podian no ser diferenciables en muchos puntos o ser discontinuas
en otros tantos (Delgado, 208) debido a esto Dirichlet propone otra definicion en
1837 gue respondia a estas nuevas exigencias (variacion conceptual Vi»):

FRR: Funcion como regla de relacion: “Si una variable y esta relacionada con
otra variable x de tal manera que siempre que se atribuya un valor numérico a x
hay una regla segln la cual queda determinado un Unico valor de y, entonces se
dice que y es funcion de la variable independiente x.” (Boyer, 1986, 687 citado por
Delgado, 208)

Esta definicion no es mas que la ratificacion de que ya estaban dadas las
condiciones para expresar el concepto de funcibn como correspondencia
independizandolo de la expresion analitica y del apoyo geométrico tan necesario
durante su constitucion. La “desgeometrizacién” se toma al concepto de funcién,
los métodos del analisis de Cauchy no requieren ya de la intuicibn geométrica ni
de la expresion analitica (algebraica o trascendente) (Ruiz, 132; Grattan-Guinnes,
146). Contemporaneamente a esta definicion, en diversos articulos, aparecieron

otras definiciones de funcién que mostraban cémo, en otros contextos también el
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concepto de funcién era exigido en términos de asociacion arbitraria, pero
conservando la posibilidad de expresar una regla de asociacion. Por su parte,
Riemann (alrededor de 1858), se adhirié a la concepcién de Dirichlet (Grattan-
Guinnes, 171,181 y 207), las necesidades de sus investigaciones asi lo clamaban:
se dedico a buscar funciones con infinitas discontinuidades pero con una integral
definible y/o una serie trigonométrica convergente. En cuanto a Weierstrass y sus
seguidores, dedicaron sus esfuerzos a “la construccién de expresiones analiticas
gue definan funciones con infinitas oscilaciones y discontinuidades en un intervalo
finito...” (Grattan-Guinnes, 181), estos trabajos también se apoyaron en esta
definicion dado su caracter general.

Puede verse en las dos ultimas definiciones propuestas por Dirichlet, como la
primera hace referencia a la asociacion arbitraria (“...es irrelevante como se
establece esa correspondencia.”) y la segunda a una regla de asociacion (“...hay
una regla segun la cual queda determinado un Gnico valor de y, entonces se dice
que y es funcion de la variable independiente x.”) es decir, con cada una busca
responder a una necesidad imperante en un momento determinado. Pero las
circunstancias que configuraron el correspondiente  desequilibrio no
desaparecieron (el trabajo de buscar condiciones para la representacion en series
de Fourier para la primera y el trabajo de asimilacién de ejemplos de funciones
extrafias para la segunda) asi que pareciera presentarse una dicotomia. Esta
nueva situacion de desequilibrio no se prolongé por mucho tiempo. En 1870,
ratificando el caracter central adquirido por el concepto de funcion, y respondiendo
a la necesidad, ya ineludible, de responder simultdneamente a dos exigencias, la
asociacion arbitraria 'y la regla de asociaciébn, Hermann Hankel en
“Untersuchunger uber die unendlich oft oszillierenden und unstetigen Funktionen”
(pagina 49) formulo la siguiente definicion que que puede considerarse como

variacion conceptual Vi3:
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FAA-RA: Funcion como asociacion arbitraria y como regla de asociacion:
“On dit que y est fonction de x si a chaque valeur de x d’un certain intervalle
correspond une valeur bien définie de y sans que cela exige pour autant que y soit
définie sur tout l'intervalle par la méme loi en fonction de x, ni méme que y soit
définie par une expression mathématique explicite de x” (H. Hankel, 1870. Citado
por Youschkevitch, 61).

Esta definicion, aunque de manera implicita, cubre las dos opciones consideradas
por Dirichlet, reconcilidndolas en una sola, gracias al proceso generado por la
evolucion del concepto de continuidad. No exige que y esté definida por la misma
ley en todo el intervalo, ni que sea definida por una expresion matematica explicita
en x. Pero la manera en que se expresa la definicion tampoco rechaza que pueda
darse una misma ley o que exista una expresion matematica. Sin embargo es
claro que se apoya totalmente en la definicion de Dirichlet como de hecho
sucedera a lo largo del siglo XX hasta la actualidad, aunque algunas definiciones
mantienen el caracter de correspondencia univoca (Ruiz, 133) y otras evolucionan

a la idea de pares ordenados como se vera mas adelante.

La nocion general de funcién presentada por Dirichlet es pues la base para
posteriores definiciones que, en realidad, no la modifican de manera significativa y
contintan teniendo el caracter de funcién estrictamente numérica. Sin embargo no
se puede dejar de mencionar que esta nocion ha sido sometida a
cuestionamientos mas filosoficos que surgidos de desequilibrios que pudieran
hacer de la definicion algo insuficiente. En particular se prest6 a discusién la frase
de la definicibn de 1829 que hace referencia a la no importancia de la regla de

correspondencia: “...es irrelevante como se establece esa correspondencia.” El
debate al respecto se dio en torno a un axioma formulado por Zermelo en 1904
(axiom of choice) y tomé forma en un intercambio de cartas entre Baire, Borel,
Hadamard y Lebesgue en 1905 (Para mayores detalles ver Monna, 1972/73, 57-
84 y Moore, 1982). La discusion giraba en torno a si la definicion de un objeto

matematico, ya fuera un numero o una funcion, legitimaba su existencia. Para
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Lebesgue la definicion de Dirichlet era demasiado amplia, para Baire y Borel
carecia de significado y para Hadamard era adecuada. Baire, Borel y Lebesgue
eran partidarios de explicitar una ley definitiva de correspondencia en la definicion
de una funcion. Por su parte Hadamard, consideraba que la exigencia de una ley
para determinar una funcién era un retroceso hacia el siglo XVIII, cuando el
concepto de funcion estaba fuertemente ligado a la expresion analitica. Este
debate no es mas que una ilustracion de debates mas amplios entre partidarios de
unas u otras filosofias de las matematicas. De hecho el problema nunca fue
resuelto pero, seguramente dio lugar al crecimiento de otros conceptos mas

profundos en algunas ramas de las mateméticas. (Kleiner, 296, 297)

En los afios siguientes las matematicas crecieron ya independientes, en algunos
casos, de la fisica y sus motivaciones y en otros muy de la mano de sus
problemas. Muchas ramas profundizaron en sus avances desde sus propios
intereses; estos avances se reflejaron en evoluciones del concepto de funcion
promovidas desde necesidades diferentes y, por supuesto, generando variaciones
conceptuales diferentes. Llaman la atencién especialmente dos de ellas por la
trascendencia que tienen para la educacibn matemética y la probleméatica que
involucran en el aprendizaje del concepto de funcién, mas que por representar una

gran diferenciacion respecto de la definicion de Dirichlet.

La primera de ellas es promovida por ramas de las mateméticas cuyas
necesidades no se ven satisfechas por funciones numéricas definidas sobre
intervalos de reales, si no que exigen del concepto una mayor generalidad que no
restrinja su utilizacion. Se trata de aquellas ramas para las que se hace necesario
definir funciones de funciones, es decir, constituir con funciones el dominio sobre
el que se definiran otras funciones, esta variacion conceptual, identificada en este
estudio como V14, puede describirse desde los factores que la promovieron (no

necesariamente en orden cronoldgico puesto que muchos de esos desarrollos se
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dieron paralelos aunque independientes) por cuanto no se ve reflejada en una

definicion en particular:

Un primer desarrollo que propulsé esta variacion conceptual corresponde a los
espacios de Hilbert. Es de nuestro interés que este tipo de estudio requiere
trabajar con clases de equivalencias de funciones y no con funciones particulares,
es decir, el concepto de funcion ya es exigido como un objeto, no como proceso vy,
adicionalmente, las funciones a que se hace referencia no son numéricas ni
responden a la regla de asociacion o a la expresion analitica, es decir, no pueden
ser caracterizadas como funciones ni en el sentido de Euler ni en el de Dirichlet,
aunque pueden ser tratadas como tales; en términos de Davis y Hersh (1981):
“...involve a further evolution of the concept of function. For an element in L, is not
a function, either in Euler’s sense of an analytic expression, or in Dirichlet’s sense
of a rule or mapping associating one set of numbers with another. It is function-like
in the sense that it can be subjected to certain operations normally applied to
functions (adding, multiplying, integrating). But since it is regarded as unchanged if
its values are altered on an arbitrary set of measure zero, it is certainly not just a
rule assigning values at each point in its domain.” (L.= {f(x)=f*(x) is Lebesgue-

integrable}).

Sobre 1887 Volterra define un “funcional”: funciones con dominio en un conjunto
de funciones y codominio en intervalos de numeros reales o complejos. Las
funciones ya no solo son las asignaciones, ahora son también a quienes se les

asigna, ahora constituyen objetos sobre los cuales se actta. (299)

Por los lados de la fisica, alrededor de la década de los 30 (siglo XX), ciertas
situaciones idealizadas producian como soluciones lo que parecian ser funciones
pero que no se correspondian con ninguna de las funciones admitidas como tales
en la concepcién vigente en el momento: se portaban como la derivada de

funciones discontinuas (recuérdese que una condicidbn necesaria, aunque no

80



suficiente, para la derivabilidad es la continuidad). Por la misma época el problema
que ocupaba a los fisicos era explicar el comportamiento de los atomos y de los
electrones, pero la fisica clasica no era suficiente, se hacia necesaria una sintesis
de la fisica clasica y la fisica relativista. En 1927, el fisico britAnico Paul Adrien
Maurice Dirac introdujo la funcion delta o de impulso (&) en su articulo “The
physical interpretation of the quantum mechanics”, en el que demostraba la
equivalencia entre las formulaciones de la mecanica cuantica de Heisenberg y
Schroédinger. Pero la “funcién delta de Dirac” en realidad no lo era en el sentido del
calculo diferencial e integral, pues podia probarse que no existia como tal aunque
pudiera calcularse la integral mediante la que se definia [3]:

f(a) = / 5(z — a) f(z) da

Estas dos ultimas situaciones fisicas, contribuyeron enormemente en la variacién
conceptual V4, pues generaron la necesidad de admitir como funciones nuevos
objetos que no lo eran desde la éptica de la teoria vigente. Como respuesta a esta
necesidad se crea la teoria de distribuciones por Sergéi Sobolev en 1935; en ella
se definen funciones que asignan a cada funciéon de un espacio de funciones
diferenciables, una distribucion expresada como una integral impropia. Una
funcién de distribucién o funcién generalizada es una integral y corresponde a una
funcion lineal continua. Todas las funciones convencionales pueden considerarse
como distribuciones. También las nociones de espacio métrico y espacio
topoldgico, desarrolladas en las dos primeras décadas del siglo, exigieron la
utilizacién de funciones como operadores lineales entre dichos espacios, es decir,
funciones de funciones. En estos desarrollos propulsores de la variacion
conceptual V4, la gama de funciones se amplié a un nuevo nivel: se construyeron
funciones de funciones, la regla de asociacién es ahora alguna operaciéon que se
hace sobre funciones, para obtener otra funcion. jNo resulta facil, mediante la

definicion de Dirichlet, determinar si se trata o no de una funcién! Ya esa definicion
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se torna insuficiente, se ha generado una necesidad que no se satisface con las
herramientas disponibles y exige una variante en el desarrollo, en este caso un

nivel superior en el concepto de funcion que engloba los anteriores.

La segunda de estas variaciones conceptuales, Vs, se va produciendo en la
medida que finaliza el siglo XIX y avanza el siglo XX, es decir, en la medida que
toma fuerza la teoria de conjuntos. Esta teoria se empieza a gestar entre 1873 y
1897 cuando el matematico aleman Georg Cantor (1845-1918) plantea a su amigo
Richard Dedekind el problema relativo a la posibilidad de hacer corresponder
biunivocamente los numeros naturales con el conjunto de todos los numeros
reales del continuo. Cantor construyd una demostracion de esta imposibilidad, es
decir, demostro la no numerabilidad de los reales. Pero este hecho no hizo mas
que incentivar otras cuestiones de este tipo en la mente de Cantor: ¢seria posible
establecer una correspondencia entre una superficie y una linea recta de tal
manera que a cada punto de la superficie correspondiera un solo punto de la linea
y reciprocamente? Le preguntd a Dedekind a comienzos de 1874 (Grattan
Guinness, pagina 242). Para los matematicos de la época la respuesta era obvia e
inmediata: “No”. Sin embargo en 1877, Cantor construye una correspondencia
biunivoca entre los puntos de cualquier espacio p-dimensional y los del continuo
lineal. De alli en adelante Cantor empieza a constituir la teoria de conjuntos
lineales de puntos y a introducir los nimeros transfinitos, necesarios para su teoria
general de conjuntos infinitos (para mas detalles, ver Grattan Guinness, 235-282).
Los trabajos de Cantor se tradujeron rapidamente al italiano y al francés, de modo
qgue sus ideas tuvieron pronta y amplia difusion obteniendo el valor que se
merecian (y por supuesto algunos detractores). Afios después, en 1903, Rusell
demuestra inconsistencias en la definicion intuitiva de conjunto propuesta por
Cantor: “Por un conjunto entendemos una coleccion cualquiera M de objetos
definidos y distintos de nuestra percepcion o de nuestro pensamiento (a los cuales
llamaremos los elementos de M) en un todo” (“contribuciones a la fundamentacioén

de la teoria de conjuntos transfinita” 282, citada por Grattan Guinness, 266), a
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través de la famosa paradoja que plantea por carta a su amigo Friedrich Ludwig
Gottlob Frege (1848 - 1925); en ella pregunta si el conjunto de los conjuntos que
no se contienen a si mismos forma parte de si mismo (conocido también como la
paradoja del barbero); la paradoja consiste en que si ese conjunto no se contiene
a si mismo entonces hace parte de €l mismo por la definicion del
conjunto(contradiccidn), y si se contiene a si mismo entonces no puede estar en él
mismo (de nuevo, contradiccion). Queda en evidencia que la definicibn de Cantor
es ingenua por su caracter circular y debe reelaborarse, lo que da inicio al proceso
de reconstruccion de la ya famosa teoria. Rusell da solucién radical a la cuestion
con su “teoria de tipos” en la que propone diferentes niveles de conceptos con la
condicion de que ningun concepto puede aplicarse a conceptos de nivel igual o
superior. En 1908 Ernst Zermelo (1871-1953) construyd, por primera vez en la
historia, la axiomatizacion de la teoria de conjuntos mediante siete axiomas (el de
extensionalidad, el de conjuntos elementales, el de separacion, el del conjunto-
potencia, el de unidn, el de eleccién y el de infinitud) otorgandole precision, pero
restringiéndola para evitar las paradojas ya identificadas. Mas adelante esta
axiomatica fue depurada por Fraenkel (1922), Skolem (1923), von Newman (1925)
y otros hasta llegar a la teoria de conjuntos actual. La axiomatica construida exige
una definicion de funcién como una relacién entre elementos de dos conjuntos
(pueden ser conjuntos de conjuntos o de otros objetos) expresada o no, mediante
pares ordenados, que permita formular conceptos, como los axiomas de eleccion
o la buena ordenacién de un conjunto, el axioma de reemplazamiento, el concepto

de ordinal y otros, en términos propios a la axiomatica propuesta.

Lo anterior pone en boga y fortalece la acepcion de una definicion de funcion
desde un punto de vista estrictamente conjuntista, la teoria axiomatica de
conjuntos tom¢ tanta fuerza que la nocion de funcidon inmersa en ella llegd a
considerarse la definicion ultima del concepto; definiciones de funcion expresadas

como relaciones entre conjuntos o como pares ordenados nacen de alli y se
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consolidan como la variacién conceptual Vis, a través de la definiciéon formulada

por el grupo Bourbaki en 1939:

FCRF: Funcion como relacion funcional: “Let E and F be two sets, which may
or may not be distinct. A relation between a variable element x of E and a variable
element y of F is called a functional relation in y if, for all x€E, there exists a unique
yEF which is in the given relation with x. We give the name of function to the
operation which in this way associates with every element x€E the element yEF
which is in the given relation with x; y is said to be the value of the function at the
element x, and the function is said to be determined by the given functional
relation. Two equivalent functional relations determine the same function.” (ver

Bottazzini, pag 7 citado por kleiner, 299)

Segun Kleiner, el grupo Bourbaki también formul6 esta definicion como un
subconjunto del producto cartesiano ExF, es decir, proponen la definicion de
funcion como un conjunto de pares ordenados (FCPO: Funcion como par

ordenado).

Nétese como en esta definicion los Bourbaki llaman relaciéon funcional a la
relacion entre un elemento variable x de E con un Unico elemento variable y de F y
llaman funcion a la operacién que permite la asociaciéon entre x e y. Se trata de la
primera definicion como relacion entre elementos de conjuntos; anteriormente las
definiciones se formulaban respecto de expresiones algebraicas, de cantidades
variables que dependian unas de otras, de asociaciones entre valores numericos,
ya sea tomados de intervalos o de cantidades variables, pero no respecto de
elementos de conjuntos; es pues la primera definicion conjuntista de funcién de
gran influencia desde el momento de su formulacibn dado el gran trabajo

presentado por este grupo y que, aunque nunca fue su finalidad, influyé en
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determinaciones pedagdgicas que afectaron desde luego, la nocion de funcién que

se ha presentado en numerosos cursos universitarios y de bachillerato:
“...Su nombre fue asociado igualmente al fendmeno de las llamadas
"matematicas modernas", con la modificacion durante los afios sesenta de
los programas de matematicas de la ensefianza secundaria introduciendo
"los conjuntos”, y las nociones y vocabulario de la matematica "estructural”.
Aunque ninguno de ellos intervino directamente en tales actividades y quien
mas se aproximo -Dieudonné-rechazé toda relacion, no puede negarse que
muchos de los patrocinadores franceses del movimiento eran partidarios
entusiastas de Bourbaki formados en su lectura.”

(http://divulgamat.ehu.es/weborriak/historia/mateospetsuak/Bourbaki3.asp)

Godement, miembro del grupo Bourbaki, presenta en 1971 una definicién de
funcién como terna, es decir, una definicibn aun més estructural:

FCT: Funcién como terna: “se llama funcién a la terna f=(G,X,Y), en donde
G,X,Y son conjuntos que verifican las condiciones siguientes:

1) Gc XxY

2) Para todo x€X, existe un y sélo un y€Y, tal que, (x,y)€G, G es la grafica de la
funcion f.

El dnico elemento y de Y tal que (x,y)€G se llama valor de la funcion f en x, y se
utiliza para designarlo y=f(x). Es evidente entonces que la gréfica G es el conjunto
de pares de la forma (x,f(x)) donde xEX, lo que estd de acuerdo con la idea
intuitiva de funcién.

AcX se le denomina conjunto de partida de fy a Y conjunto de llegada de f.”
(Godement, 1971, 63-64. Citado por Ruiz, 134).

Apostol, en su edicibn de 1973, es una buena muestra de libro de texto cuya
utilizacién aun perdura y en el cual es clara la influencia de la definicidon conjuntista

expresada como pares ordenados:

85


http://divulgamat.ehu.es/weborriak/historia/mateospetsuak/Bourbaki3.asp

FCPO: Funcién como pares ordenados: “una funcién f es un conjunto de pares
ordenados (x,y) ninguno de los cuales tiene el mismo primer elemento” (Apostol,
1973, 65).

En textos actuales se encuentran variaciones de estas mismas definiciones, pero
lo comun en todas es la funcion como relacién, como terna o0 como conjunto de

pares ordenados.

Es importante, después de este extenso recorrido por la evolucion del concepto de
funcion, no dejar de tener en cuenta que en las definiciones actuales ya nada
gueda de cantidades que fluyen produciendo magnitudes variables, ni de puntos
gque se mueven sobre curvas, ni la idea de variabilidad. La abstraccion
definitivamente se tomé a la definicion y, esto, muy seguramente la ha alejado de

la comprension de nuestros estudiantes.
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5. EL CONCEPTO DE FUNCION EN LOS PRIMEROS CURSOS DE
CALCULO

Nuestra busqueda de un estado de formacibn matematica, acorde con las
exigencias de los primeros semestres de carreras de ciencias e ingenieria, debe
empezar, como es natural, por la identificacion de dichas exigencias en la
actividad matematica propia del contexto curricular de interés para esta
investigacién. En el marco teorico se dijo que esas exigencias se asumen como
elementos o connotaciones del concepto de funcion, que intervienen en la
construccion de algunos saberes matematicos, en la solucién de situaciones
problema o en la comprobacion o demostracién de teoremas o0 proposiciones y
constituyen el insumo para entrever posibles redes conceptuales en torno y
constitutivas del concepto de funcién, que luego devendran en la ETC bajo la
orientacion de nuestra concepcion de formacion matemética y de criterios
epistemologicos, didacticos y cognitivos tal y como ya se menciond en el marco
tedrico y en el marco metodoldgico.

Esta parte de la investigacion se desarroll6 sobre contenidos representativos para
un primer curso universitario de Célculo diferencial e integral, ambos en el
contexto de carreras de ciencias e ingenieria. Con el término representativo se
hace referencia a una escogencia fruto de la comparacion de un conjunto de
programas y/o textos reconocidos en universidades de la region, segun criterios
que se desprenden de la concepcion de formacion matematica que respecto del

concepto de funcién se evidencia a lo largo de esta tesis.

Se sintetiza en esta seccion los resultados del estudio que, en el anexo B, aparece
bajo el nombre de “Demandas matematicas al concepto de funcion en los primeros
cursos universitarios de Calculo”; se describe el papel que juega el concepto de

funcién en el desarrollo de tales cursos, a través de la definicion de algunas
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categorias de analisis y la conformacién de algunos grupos de demandas que se

identificaron en el mencionado estudio.

5.1. TIPOLOGIA DE CONCEPTO DE FUNCION DEMANDADO:

En primera instancia el concepto de funcion es demandado como regla de
correspondencia que asigna a cada elemento de un conjunto numeérico de partida
un elemento en otro conjunto numérico de llegada, en algunos casos intervalos de
reales, en otros conjuntos discretos. Esta asignacion suele hacerse evidente a
travées de flechas, tablas, parejas ordenadas, férmulas o mediante
representaciones en el plano cartesiano. En el estudio de demandas se identificd
gue esta tipologia del concepto de funcién es demandada en el concepto de limite,
cuando se exhibe la manera en que valores cada vez mas cercanos a un valor del
dominio se corresponden con valores cada vez mas cercanos a un determinado

valor en el rango:

“En el calculo y sus aplicaciones a menudo nos interesamos por los valores f(x) de
una funcibn f cuando x estd muy cerca de un numero a, pero no es
necesariamente igual a a. De hecho, en muchos casos el nUmero a no esté en el
dominio de f; esto es f(a) no esta definido. Vagamente hablando, nos hacemos la
siguiente pregunta: ¢si X se acerca mas y mas a a (pero x=a), f(x) se acerca
también cada vez mas a algun numero L? si la respuesta es si decimos que el
limite de f(x), cuando x tiende a a, es igual a L, y escribimos
lim, . f()=L
(Swokowski, 1982, 50).
“...En la figura 2.4 damos una interpretacion geométrica en la cual la flecha curva

indica la correspondencia entre x y f(x).
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Figura 2.4”
(56)

En los apartes que se han tomado como muestra, es importante llamar la atencion
sobre el uso de los simbolos f, x, a, f(a) y f(x), de los cuales el estudiante debe dar
cuenta de su interpretacion a todo lo largo de los cursos de calculo: f para el objeto
matematico funcién, x para un elemento variable, genérico en el dominio de la
funcion, a para un elemento especifico, fijo en el dominio de la funcién, f(a) para el
valor de la funcion en el elemento fijo del dominio a y f(x) para el valor genérico de
la funcién. Igualmente importante, aunque no aparezca explicito en los apartes
escogidos, es la notacion utilizada para especificar el dominio y el rango de una
funcion, estos suelen presentarse por medio de los simbolos Dom(f) e Im(f) y se
utiliza la notacion propia de conjuntos o de intervalos reales, segun sea el caso,

para especificar el conjunto en particular.

La misma tipologia del concepto de funcién y los mismos simbolos pueden
identificarse en las presentaciones que suelen hacerse del concepto de
continuidad a través de representaciones en el plano, en ejemplos de funciones
gue relacionan variables fisicas a traveés de formulas expresadas analiticamente y
presentadas en la introduccién al concepto de derivada y en problemas de

aplicacién de maximos y minimos.
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En los casos anteriores el dominio es un conjunto numérico continuo, isomorfo a la
recta numérica, sin embargo existen casos en que la regla de correspondencia
tiene como dominio un conjunto discreto, como ocurre en la presentacion que
suele hacerse del concepto de integral como limite de sumas de Riemann: el
dominio son los rectangulos de la particién (conjunto discreto) y la funcion asigna a
cada uno de ellos el valor correspondiente a la altura del rectangulo limitado por la

curva de la funcion a integrar.

En segunda instancia es importante tener en cuenta que dicha regla de
correspondencia no se restringe a conjuntos numéricos aungque en los cursos de
calculo ese sea el caso predominante; en conceptos como la funcién derivada o la
integral indefinida el concepto de funcién pasa a ser una regla de correspondencia
definida sobre un conjunto de funciones, esto se puede ejemplificar con el teorema

fundamental del calculo en el que se define una funcion de otra funcién:

“EL. TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO
Sea f una funcion continua en un intervalo cerrado [a,b].

Parte I. Si se define G como
X
G(x) = f f()dt
a

para todo x en [a,b], entonces G es una antiderivada de fen [a,b]...”
(243)

Se ratifica asi la tipologia de funcion como regla de correspondencia pero
generalizada a procesos de cambio sobre elementos de cualquier tipo de conjunto
(dominio), es decir, conjuntos numéricos (discretos o continuos) 0 N0 NUMEricos
gue pueden ser funciones e incluso conjuntos de figuras en el plano como ocurre
con las transformaciones en el plano: reflexion, proyeccion, homotecia, rotacion,

traslacion e inclinacion.
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La tipologia del concepto de funcién identificada como demandada en los primeros
cursos de Célculo, conduce entonces a que la definicion de funcidon que se adopte
al interior de la ETC debe ungir como correspondencia o regla de asignacion
general entre conjuntos tanto numéricos como no numéricos que pueda

extenderse luego a versiones mas especificas, por ejemplo transformaciones.

5.2. OPERACIONES CON FUNCIONES:

Como puede observarse en el anexo correspondiente a las demandas
matematicas al concepto de funcion, con la operacionalizacién del concepto de
limite, las operaciones entre funciones emergen como elemento necesario tanto
en procesos demostrativos como operativos. Siendo el concepto de limite soporte
de los conceptos de continuidad, derivada e integral, estos también tienen a
dichas operaciones en el engranaje de su conceptualizacion y operatividad. Las
operaciones suma, producto y cociente de funciones se tornan entonces de
obligatorio manejo para la construccion y aplicacion de dichos conceptos. Se
llustra lo anterior con algunos apartes de textos representativos:

“TEOREMA

Silim,,, f(x)=LY lim, ,,g(x)=M , entonces
(I) Iimx—>a[f(x)+g(x)]: L+M.
(i) fim,_,, f(x)eg(x)=LeM .

(iii) tim ) _

L , Siempre y cuando M= 0.
g(x) M

El teorema anterior a veces se escribe como sigue: (2.12)
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() lim,, [f )+ g()]=lim,, f(x)+lim,_, g(x)
(i) lim,_,, f(x)eg(x)=lim_, f(x)elim,, g(x)

f(x) _lim,_, f(x)
“g(x)  lim,_, g(x)

(i) lim
Donde se supone que los limites indicados existen y lim, ., g(x) = 0en (iii). Los

resultados (i) y (ii) pueden generalizarse a sumas y productos de mas de dos
funciones.

En palabras, (2.12) puede enunciarse como sigue:

()El limite de una suma es la suma de los limites.

(iNEl limite de un producto es el producto de los limites.

(iii) El limite de un cociente es el cociente de los limites.” (Swokowski, 64).

En el aparte reproducido es importante llamar la atencién sobre un detalle
simbdlico, f(x)+g(x) hace referencia a la funcion suma de f y g, f(x).g(x) hace
referencia a la funcién producto de fy g e igual ocurre con el cociente, es decir, se
asume la apropiacion de este simbolismo para las operaciones aritméticas de
funciones, dando por sentado que estas operaciones entre funciones dan lugar a

otras funciones.

Otra operacion que no es de caracter aritmético pero igualmente es exigida en el
estudio de limites, de continuidad, de derivadas y de integrales, es la composicion

de funciones:
“...Demostraremos ahora un teorema que nos dice que la propiedad de la

continuidad se conserva en la operacion composicion. Con mayor precision,

tenemos lo siguiente:
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TEOREMA 3.5 Suponiendo que v es continua en p y que u es continua en q,
siendo g=v(p), la funcién compuesta f=u , v es continua en p.” (Apoéstol, 1973,
173).

El manejo simbdlico nuevamente es requerido como parte de las demandas al
concepto de funcién; f=u , v hace referencia a la funcibn compuesta de vy u (“v
compuesta u”) o sea a la funcion obtenida al efectuar la composicion en orden
aparentemente inverso a la manera como se escribe, aspecto que sera muy
importante tener en cuenta en la ETC que se propondra. Respecto de la operacién
composicién resalta que el nivel de profundidad con que va siendo exigida es
mayor en la medida en que se avanza hacia el calculo integral, pasando por la
conocida regla de la cadena en la cual se opera sobre funciones compuestas y
alcanzando un punto algido con el método de integracién por sustitucion:

“Las integrales de la forma

[ 1909 = F(g00) + ¢

Pueden calcularse calculando...” (Salas y Hille, 1984, 264)

La demanda al concepto de funcién inversa surge en el estudio de las llamadas
funciones elementales y se extiende a través de todo el curso de célculo
diferencial e integral. Una de las tematicas en que es mas clara la exigencia a este
concepto, es en el estudio de la derivada de funciones inversas (funcion
logaritmica y exponencial, funciones trigonométricas y sus inversas), el cual toma
forma en el teorema que permite calcular la derivada de la funcion inversa:

“TEOREMA 6.7. Supongamos f estrictamente creciente y continua en un intervalo
[a,b], y sea g la inversa de f. Si existe la derivada f(x) y no es nula en un punto x
de (a,b), entonces la derivada g'(y) también existe y no es nula en el
correspondiente punto y, siendo y=f(x). Ademas, las dos derivadas son reciprocas

una de otra; esto es, tenemos
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1

9' ()= 10

(Apostol, 308, 309)
En otros textos la formulacion de la ecuacién anterior es la siguiente:

T e —

froF )

(Salas y Hille, 146)

Formulacién que evidencia la notacién utilizada para la funcién inversa: f(x),
notacion sobre la que sera importante volver al describir la ETC dadas las

dificultades, ampliamente reportadas, que representa para los estudiantes.

5.3. PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES:

En este apartado se analizan las propiedades de inyectividad, sobreyectividad,
monotonia y continuidad (a nivel intuitivo, gréafico) de las funciones.
El concepto de inyectividad es demandado como condicion necesaria y suficiente

para la existencia de la inversa de una funcion:

“Funcion inversa
Sea f una funcién inyectiva. La inversa de f, simbolizada por f*, es la tGnica funcién
definida en la imagen de f y que satisface la ecuacion f(f"(x))=x para todo x en la

imagen de f.” (Salas y Hille, pagina 40)

También es demandado como condicidn necesaria, pero no suficiente, para la
monotonia de funciones. Aunque estos conceptos no son exclusivos de los cursos
de calculo universitarios, suelen abordarse a este nivel de manera previa a
tematicas como la derivada de funciones y por tal razbn se considera esta

demanda como propia de dichos cursos.
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En cuanto a la sobreyectividad, su importancia para los cursos de célculo radica
en la relacion que establece entre el codominio y el rango o conjunto de imagenes
de la funcidn, necesaria para establecer condiciones para la composicién e
inversion de funciones.

El concepto de monotonia aparece en los cursos de calculo en el marco de las
aplicaciones de la derivada de funciones como elemento para ejercitar el concepto
de derivada y su operatividad; el llamado criterio de la primera derivada exige del

concepto de funcién creciente y funcidén decreciente en su formulacion:

“Sea f una funcién continua en un intervalo cerrado [a,b] y que admite derivada en
cada punto de un intervalo abierto (a,b). Tenemos entonces:

a) Sif(x)>0 para todo x de (a,b), f es estrictamente creciente en [a,b].

b) Sif(x)<0 para todo x de (a,b), f es estrictamente decreciente en [a,b]

c) Sif(x)=0 para todo x de (a,b), f es constante en [a,b].” (Apostol, 228)

Puede verse que aparece también el concepto de continuidad como condicién
necesaria para este teorema; aunque a esa altura del curso de calculo el concepto
de continuidad ya ha sido construido, se considera que una conceptualizacién
previa, a nivel intuitivo, principalmente geométrico, es necesaria para abordar la
construccion épsilon-delta apoyada en el concepto de entorno y que, como ha sido
ampliamente reportado (Delgado, 1998; Vrancken y otros, 2005; Artigue, 1995;
Cornu, 1981, 1983), genera tantas dificultades a los estudiantes.

5.4. REPRESENTACION GRAFICA DE FUNCIONES:

Los conceptos de limite y continuidad, el teorema del valor intermedio para
funciones continuas, el concepto de derivada como solucién al problema de la

pendiente de la recta tangente, la aplicacion del concepto de derivada en el
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trazado de curvas, el concepto de integral como area bajo una curva, el teorema
del valor medio para integrales definidas, entre otros, se construyen o ilustran
mediante representaciones graficas de funciones. A continuacion se presentan
algunos apartes de textos, que permitiran ilustrar la manera en que la grafica de
una funcién es demandada por los anteriores conceptos.

Una primera muestra hace referencia a la manera en que la gréfica de una funcion
permite visualizar los entornos que acotan el limite de la funcion a medida que se

acota el valor de x en torno a a:

y 4 P(x,f(x))

lim

f(x)=L

X—a

Figura 2.7

(E. Swokowski, 57)

Resulta especialmente llamativo este caso de utilizacion de la grafica de una
funcién porque la grafica adquiere un caracter dinamico al mostrar, como apoyo al
discurso del texto, que la disminucion del valor épsilon, es decir, del radio del
entorno de L, genera disminucion en el valor delta, el radio del entorno de a. El

mismo caracter puede verse cuando la grafica de una funcién es utilizada para
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ilustrar el concepto de derivada como solucion al problema de la pendiente de la
recta tangente. Situacion distinta se presenta cuando la grafica es utilizada para
ilustrar el teorema del valor medio o el concepto de integral definida, en esos
casos la gréfica tiene un caracter estatico. En el manejo simbdlico aparece la
notacion (x,f(x)) para designar un punto genérico de la grafica en el plano
cartesiano.

Suelen utilizarse también gréaficas para representar los casos de discontinuidad,
dichas graficas también poseen el caracter dinamico a que se hizo referencia en el

parrafo anterior:

y A A
y -
| D¢ g X
a a
() 0
\ y A
y \:\/
| R | .
a X a X
(i) ()
(77)

5.5. MODELOS FUNCIONALES:

97



Los modelos constante, lineal, cuadratico, exponencial, logaritmico y peridédico son
ampliamente demandados a todo lo largo de los cursos de célculo diferencial e
integral; en algunas tematicas son demandados como simples funciones sobre las
cuales se halla un limite, se estudia su continuidad, se determina su derivada o su
integral, en otras se constituyen en herramientas para modelar situaciones o

soluciones a situaciones problema.

En cuanto a la demanda de que son objeto estos modelos funcionales por parte de
los conceptos de limite, continuidad, derivada e integral como funciones sobre las
que operan dichos conceptos, no es necesario ilustrarlos aqui pues el lector
interesado puede remitirse al respectivo anexo o verificar en cualquier texto de

calculo.

Resulta més importante ilustrar aquellos casos en que estos modelos funcionales
son demandados como herramientas para modelar situaciones o soluciones a

situaciones problema:

En particular, el modelo lineal es demandado como herramienta en la construccion
del concepto de derivada, cuando este es introducido como solucién al problema
de encontrar la ecuacion de la recta tangente a una curva en un punto y como
modelador de situaciones problema que se plantean en el marco de aplicacion del

concepto de derivada.

Los deméas modelos citados arriba son exigidos primordialmente en el dltimo
sentido mencionado en el parrafo anterior (como modeladores de situaciones
problema), en problemas extraidos del ambito de la economia, la administracion y
la fisica en los que la situacion se describe mediante una funcion sobre la que

luego se aplica el concepto de derivada:
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“20. Un fabricante de articulos para alumbrado sabe que puede vender x lamparas
de pie por semana a p dolares cada una, donde 5x=375-3p. El coste de
produccién es (500+15x+1/5x%) délares. Demostrar que el maximo beneficio se
obtiene cuando la produccion es de alrededor de 30 unidades por semana.” (Salas
y Hille, 198)

“19. Un camién ha de recorrer 300 km en una carretera llana a velocidad
constante de x km por hora. Las leyes de circulacién prescriben...” (Apostol, 238)
‘EJEMPLO 5. Un bloque de peso W es movido a lo largo de un plano por una
fuerza que forma un angulo 6 con la recta...Hallar el angulo 6 para el que la fuerza
de propulsion necesaria para vencer la friccion sea lo mas pequefia posible.” (235)
5. “Un cable telegréfico consta de un nucleo de hilos de cobre con una cubierta de
material aislante. Si x denota la relacion del radio del nucleo al espesor de la
cubierta, se sabe que la velocidad de transmisién de sefales es proporcional a
x?log(1/x). ¢ Para qué valor de x es maxima la velocidad? (Salas y Hille, 351)
Como puede verse, se trata de situaciones tipicas de modelos de crecimiento que
se pueden representar mediante funciones constantes, lineales, cuadraticas,

exponenciales, logaritmicas o trigonomeétricas.

En el calculo integral la demanda es analoga, se presentan situaciones problema
gue se modelan mediante alguno de los modelos funcionales para luego aplicar el

concepto de integral:

“17. Una region plana tiene la forma de un semicirculo de radio a montado en un
cuadrado con lado 2a. Encuentre el centro de gravedad de esta region.”

“18. Una region tiene la forma de un triangulo equilatero de lado a montado en un
cuadrado de lado a. Encuentre su centro de gravedad.” (Swokowski, 482)

La notacidén simbdlica utilizada puede variar segun la tematica y el texto utilizado;
cuando estas funciones son demandadas como elementos sobre los que actian
los conceptos de limite, continuidad, derivada e integral suele utilizarse f(x)=mx+b

para la funcion lineal y f(x)=c para la funcién constante. A la funcion cuadratica no
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se hace referencia explicita mediante una expresion analitica, si no que aparecen
casos concretos de ella, expresados en la forma f(x)=ax*+bx+c. Lo mismo sucede
con las funciones exponencial, logaritmica y trigonométricas las cuales se
expresan en la forma f(x)=a* para la exponencial, f(x)=log.x para la logaritmica y
f(x)=senx, cosx, tanx para las trigopnométricas.

Las notaciones a que se hace referencia presentan, en algunos casos, variaciones
importantes en su expresion, en especial cuando la demanda se presenta en la
modelacién de situaciones mediante funciones. Resulta importante llamar la
atencién del lector sobre el siguiente ejemplo, reproducido ya en parrafos
anteriores pero que se cita nuevamente para una mas facil ilustracion:

“20. Un fabricante de articulos para alumbrado sabe que puede vender x lamparas
de pie por semana a p ddélares cada una, donde 5x=375-3p. El coste de
produccién es (500+15x+1/5x%) délares. Demostrar que el maximo beneficio se
obtiene cuando la produccion es de alrededor de 30 unidades por semana.” (Salas
y Hille, 198)

En él aparece una funcion lineal expresada implicitamente, es decir, no aparece
una de las variables despejada: 5x=375-3p. Existe cierta tendencia a utilizar esta
notacion cuando las funciones en cuestién estan expresando la relacién entre

variables en el contexto de situaciones problema.

En este mismo sentido la notacion implicita tiene una particular utilizacion, las
llamadas conicas (elipse, hipérbola, parabola con eje de simetria paralelo al eje x),
la circunferencia y otras curvas, con las debidas restricciones en su dominio, se
utilizan para expresar analiticamente funciones mediante notacién implicita:

“30. La ecuacion x*+y*=1 define una o mas funciones y de x. (a) Supuesto que
existe la derivada y’ y sin resolver la ecuacion respecto a y, demostrar que y’
satisface a la ecuacién x*+y?y’=0. (b) Supuesto que existe la segunda derivada y”,

demostrar que y”’=-2xy siempre que y#0.” (Ap6stol, 221,)
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“32. La ecuacion 3x*+4y*=12 define implicitamente dos funciones y de x si |x|<2.
Supuesto que la segunda derivada y” existe, demostrar que verifica la ecuacion
4y*y7=-9.” (221).

5.6. FUNCION COMO PROCESO Y FUNCION COMO OBJETO:

Aunque las concepciones de funcion como proceso y como objeto no son
excluyentes una de la otra si no complementarias, existen teoremas,
proposiciones, conceptos, procesos de solucion o de demostraciéon que enfatizan
una de las concepciones sobre la otra. Se ilustran a continuacion algunas
situaciones representativas, propias de la actividad matematica de los cursos de
calculo en que alguna, o ambas, de las concepciones son exigidas.

Una buena muestra de la demanda de la concepcién de funcién como proceso es
el teorema del valor intermedio para funciones continuas, en €l el concepto de
funcién es exigido como regla de correspondencia o asignacion entre elementos

del dominio y elementos del rango:

“TEOREMA DEL VALOR INTERMEDIO

Si una funcion f es continua en un intervalo cerrado [a,b] y si f(a) # f(b),
entonces f toma todos los valores entre f(a) y f(b) en el intervalo [a,b].

(Swokowski, 82)

Los simbolos f(a) y f(b) hacen clara referencia a elementos del rango, asignados
mediante la regla de correspondencia de la funcion a los elementos a y b del
dominio, 0 sea que se esta usando la concepcidon de funcion como proceso. Sin
embargo, cuando el teorema hace referencia a “la funcion f’ el simbolo f hace

referencia a la funcion como un todo, es decir, como un objeto; el simbolo f
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encierra en si todas las significaciones, modos de representacion y reglas de la

funcién en estudio.

No obstante existen algunos teoremas en que el concepto de funcién es

claramente demandado como objeto, dejando de lado su acepcidon como proceso:

“EL TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO

Sea f una funcion continua en un intervalo cerrado [a,b].

Parte I. Si se define G como

G(x) =f f(t)dt

para todo x en [a,b], entonces G es una antiderivada de f en [a,b].

Parte Il. Si F es una antiderivada de f, entonces

b
j f(x)dx = F(b) — F(a).

(243)

En la parte | de este teorema, la funcion f, centro del teorema, es un objeto sobre
el cual se define otra funcién, a través de una operacién de orden superior: la
integral, que opera sobre ella tomandola como insumo de entre un conjunto de

elementos del mismo nivel: el conjunto de funciones numéricas.

En la parte IlI, la funcion F, antiderivada de f, es evaluada en los valores a 'y b
nuevamente la funcion es exigida en su acepcion de regla de asociacion, es decir,
como proceso. Se ve como, a lo largo del estudio del calculo las concepciones de

funcién como objeto y como proceso van y vienen, coexisten todo el tiempo.
Se ve como, ninguna de las dos concepciones deja de aparecer ratificandose la

afirmacion de Sfard (1991): son concepciones complementarias, dos caras de una

misma moneda.
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6. CARACTERIZACION DE LA ESTRUCTURA TEORICO
CONCEPTUAL

6.1. INTRODUCCION

En la via de alcanzar el objetivo nimero uno (Caracterizar una estructura teérico
conceptual, relativa al concepto de funcién, que responda a las demandas
matematicas del curriculum de las carreras de ingenieria y ciencias y en términos
de la cual se puedan caracterizar estados de comprension del concepto de funcién
en bachilleres que ingresan a tales carreras) y luego de haber identificado las
demandas matematicas respectivas, en este capitulo se describird la estructura
tedrico conceptual del concepto de funcion que se postula como respuesta a

dichas demandas.

Su estructuracién obedece a criterios tanto epistemolégicos como didacticos,
cognitivos, matematicos y curriculares que reflejan la concepcién de formacién
matematica que se agencia al interior de la linea de investigacion, a los cuales se
ha hecho mencién en el marco tedrico y en el metodoldgico y que se ampliara en

la medida que se vaya presentando la ETC.

En ella se han incluido aquellos conceptos, en torno al concepto de funcion, que
se considera que, si son objeto de aprendizaje del alumno, contribuiran en buena
medida a que él pueda responder a las demandas descritas en el capitulo anterior
y que estructuran matematicamente al concepto de funcién. Como se dijo en el
marco tedrico, entre los conceptos se establecen diferentes nexos que los vinculan
de una manera organica, ya sea definicionalmente (definicién de unos conceptos a
partir de otros) o proposicionalmente, en este ultimo caso se hace referencia a

teoremas, respecto de los cuales no se pretende solamente que el estudiante los
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conozca como simple apropiacion del discurso matemético, si no que los vea
como procesos de legitimacion en la construccion del conocimiento matematico,
esto es imprescindible por su importancia en el afianzamiento de los
conocimientos que se van adquiriendo y por su caracter estructurador conceptual

al exigir la verificacion de cualquier conjetura por valida que esta parezca.

Se han agrupado los conceptos en nucleos conceptuales segun criterios de tipo
matematico en cuanto un concepto se relaciona y/o depende de otros en su
formulacion. En otras palabras la presentacion de esta ETC busca mostrar de
manera explicita y precisa la vision acerca del concepto de funcién que debe
construir un estudiante al finalizar su bachillerato, exhibiendo las relaciones entre
el concepto de funcion y todos los conceptos complementarios a él y entre ellos

mismos.

Adicionalmente a los conceptos y nexos entre ellos, la ETC incluye problemas de
base, es decir, aquellos problemas que se espera el estudiante esté en capacidad
de resolver una vez haya construido su propia version de la ETC. En la seleccién
de los problemas de base se tuvo en cuenta que estos fueran prototipicos sin ser
abiertos, que su proceso de solucién se encuentre dentro del contexto de la ETC y
gue tengan relevancia en la formacion matematica del alumno desde la

perspectiva del concepto de funcion.

Para que resulte mas clara la exposicion de la ETC y de los distintos vinculos
entre conceptos, haciendo mas facil cualquier discusion alrededor de ella, esta se
ha representado mediante el sistema de mapas conceptuales descrito en el marco

tedrico segun la propuesta del profesor Jairo Alvarez.

El capitulo se inicia con una vision esquematica en la que se describen
someramente los nucleos conceptuales, los nexos proposicionales y los
problemas de base ilustrando su estructuracion a través de un mapa conceptual
matematico global de la ETC. Esta vision esquematica incluye la descripcion del

conocimiento soporte externo a la estructura tedrico conceptual.
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Contintia luego con la descripcion detallada, nucleo a nucleo, de la ETC. Alli se
hace una descripcién esquematica y se presenta el mapa conceptual matematico
de cada nucleo conceptual, para después entrar en el detalle de su descripcion.
Esta descripcion aborda primero los nexos definicionales, no a través de la mera
presentacion de definiciones si no de la ilustracion de la importancia
epistemoldgica y didactica del nexo y, para los nexos de mayor trascendencia,
presentando también un breve analisis de probables dificultades reportadas por
algunas investigaciones y algunas sugerencias didacticas apoyadas sobre tales
estudios y sobre la experiencia docente. Para aquellos nucleos que incluyen nexos
proposicionales, se presenta el respectivo andlisis, constituido por la formulacion,
el proceso de justificacion y prueba, los conceptos y teoremas soporte y un
analisis cognitivo en cuanto a la comprension de lo que dice el nexo y de su

proceso de justificacion.

Finalmente se presentan los 6 problemas de base seleccionados para la ETC,
para cada uno se presenta su formulacion, técnica de solucion, soporte teérico y

justificacion.

6.2. VISION ESQUEMATICA DE LAETC

6.2.1. Estructuraciéon en nucleos conceptuales:
Recordemos que una estructura teorico conceptual es un conjunto estructurado de
conceptos, problemas y procesos matematicos y como tal puede alcanzar niveles
de complejidad relativamente altos que hacen de su presentacion un proceso largo
y complicado; sabemos que los conceptos matematicos no existen aisladamente,
si no que sus definiciones se apoyan en otros conceptos formando una
concatenacion que configura el andamiaje sélido que conocemos como
caracteristica fundamental de las matematicas, esto es resultado de los procesos

mismos de variacion conceptual que han dado lugar a los conceptos matematicos
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que conocemos en la actualidad, la génesis misma de los conceptos es un
proceso complejo, intrincado en redes que proceden de los méas diversos sentidos;
sin embargo ese mismo andamiaje, que complejiza la estructura de las
matematicas, puede también constituir una herramienta para simplificar la
presentacion de estructuras teérico conceptuales, se trata de conformar, alrededor
de conceptos centrales, constitutivos del concepto principal (en este caso el
concepto de funcion), nucleos conceptuales que incluyan conceptos soporte,
conceptos complementarios u operacionales del concepto central y/o conceptos
que generan nuevas categorias en él, como estrategia para configurar

paulatinamente la ETC global del concepto principal.

En este orden de ideas, al interior de la estructura tedrico conceptual que
proponemos para el concepto de funcién y que ilustramos globalmente en el mapa
conceptual mateméatico que aparece mas abajo, se configuran los siguientes
nacleos conceptuales que seran descritos de manera pormenorizada en la seccion

llamada descripcién detallada:

e Primer nlcleo: CONCEPTO GENERAL DE FUNCION. Este nicleo se
centra en el concepto general de funcion y agrupa los conceptos de
dominio, codominio, imagen y rango, complementarios a él y que permiten
generar en el concepto de funcién las categorias que se agrupan en el
segundo ndcleo. Se incluyen también los conceptos de variable
dependiente y variable independiente. Todos los nexos son definicionales.

e Segundo nucleo: FUNCIONES INYECTIVAS, SOBREYECTIVAS Y
BIYECTIVAS. Nucleo conformado con las categorias que se generan en el
concepto de funcion segun criterios relativos a la regla de asociacion:
funciones inyectivas, sobreyectivas y biyectivas. Este ndcleo se relaciona
con los subnucleos 4.2 y 4.3 a través de los nexos proposicionales NP1 y
NP2. El primero de ellos vincula el concepto de funcién inyectiva con el

concepto de monotonia y el segundo, al mismo concepto con la grafica de
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una funcion numérica. Similarmente, el concepto de funcion inversa,
ubicado en el nucleo 3, se apoya definicionalmente en el concepto de

funcién inyectiva.

Tercer nucleo: COMPOSICION E INVERSION DE FUNCIONES. Incluimos
en este ndcleo la composicion e inversion de funciones como procesos
apoyados en la regla de asociacion de las funciones en cuestion. Estos dos
conceptos se vinculan a través del nexo proposicional NP3 que establece la
manera como puede formularse la funcién inversa mediante la composicion

de funciones.

Cuarto nucleo: FUNCIONES NUMERICAS. Agrupamos en este nulcleo
funciones con dominio y codominio en los numeros reales, de probada
importancia para los cursos de célculo. Incluimos también aspectos
relativos a sus propiedades y representacion grafica. El nucleo se

estructura en cuatro subnucleos:

o Subnlcleo 4.1: FUNCION NUMERICA. Se centra en dicho concepto;
de él se desprenden definicionalmente los conceptos de funcién con
dominio discreto y funcién definida por partes, los cuales a su vez

apoyan la definicion del concepto de funcién con dominio mixto.

o Subnlcleo 4.2: REPRESENTACION GRAFICA DE FUNCIONES
NUMERICAS. Con centro en el concepto grafica de una funcion, incluye
conceptos relativos a la caracterizacion de la grafica de una funcién
numerica: asintotas, tanto verticales como horizontales, a partir de las
cuales se define, aunque de manera intuitiva con un tratamiento
principalmente grafico, el concepto de limite; en este dultimo v,
naturalmente en el concepto de grafica, se apoya el concepto de
continuidad. Como elemento de utilidad en el andlisis grafico, se incluye

también el concepto de simetria axial y respecto de un punto. Al interior

107



de este subnucleo no incluimos nexos proposicionales, pero si se

relaciona, a través del nexo NP2, con el concepto de inyectividad.

o Subnlcleo 4.3: FUNCIONES MONOTONAS Y VALORES EXTREMOS.
Centrado en estos dos conceptos, deriva de ellos definicionalmente los
conceptos de funcién creciente, funciébn decreciente, maximos vy
minimos locales y absolutos de una funcion. El concepto de funcién
mondtona recibe los nexos proposicionales NP4, NP5 Y NP6 de los
modelos exponencial, logaritmico y lineal respectivamente. A su vez el
concepto de extremos de una funcion se vincula con el modelo
cuadratico a través del nexo proposicional NP7. Citado anteriormente, el
nexo NP1 vincula el concepto de monotonia con el de inyectividad.

o Subnlcleo 4.4: FAMILIAS DE FUNCIONES Y PARAMETROS.
Subnucleo centrado en el concepto de familia de funciones que permite
definir el concepto de modelo funcional. Incluye los modelos funcionales
constante, lineal, cuadratico, exponencial, logaritmico y periédico. Los
modelos exponencial, logaritmico y lineal tienen nexos proposicionales
(NP4, NP5 y NP6) con el concepto de funcion monétona, mientras que
el modelo cuadratico lo posee con el concepto de extremos de una
funcién (NP7).

Quinto nucleo: OPERACIONES CON FUNCIONES. Se estructura
alrededor del concepto de conjunto de funciones numéricas en R, sobre
este se definen las operaciones aritméticas suma y multiplicacion y la
composicion de funciones como operacion, esta ultima se apoya tambiéen

sobre el nucleo 3 (composicion e inversion de funciones).
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6.2.2. Conocimiento soporte de la ETC:

- Conceptos: Como pudimos constatar en nuestro estudio historico, el concepto de
funcién es tal vez la mejor muestra de lo intrincado y lento que puede resultar el
proceso de construccion de un concepto matematico, por tanto su construccion
matematica se cimenta en estructuras previas, organizadas sobre conceptos
debidamente articulados por fuera de la estructura tedrico conceptual del concepto
de funcion y que de manera directa o indirecta entran en la definicion de funcion

y/o de los demas conceptos que conforman dicha estructura.

De acuerdo con lo anterior y analizando cada ndcleo desde una perspectiva
matematica identificamos que para la estructuracion del primer nicleo (concepto
general de funcién) es necesario el concepto de conjunto, entendido como
coleccion de elementos cuyo criterio de conformacion puede ser conocido o no y
el concepto regla de asociacién. Similarmente, los conceptos incluidos en el
segundo nucleo (funciones inyectivas, sobreyectivas y biyectivas) y en el tercer
nacleo (composicion e inversion de funciones) apoyan su conformacion
matematica en relaciones entre conjuntos, nos referimos a relaciones de
inclusion (subconjuntos) y de pertenencia (elemento-conjunto), a fin de disponer
de elementos para aplicar criterios relativos a la clasificacion de funciones segun
su regla de asociacién y decidir si es posible o no componer dos funciones y/o
hallar la inversa de una funcién. En este mismo sentido el determinar dominio y/o
codominio de la composicion de dos funciones requiere que entre los conjuntos se
puedan definir operaciones (unién, interseccién, diferencia, complemento) ya
sean estos conjuntos generales o conjuntos numéricos. En el cuarto y quinto
nacleos (funciones numeéricas y operaciones con funciones), el trabajo con
funciones numéricas exige del conjunto de los nameros reales, en particular
intervalos de reales. Respecto de este sistema, el estudio y manipulacién de

funciones numéricas exige de los axiomas de orden y, en general, de todas las
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propiedades que hacen de él una estructura numeérica (cuerpo) a fin de que sea
posible establecer valores extremos, intervalos de monotonia de una funcion,
propiedades y operaciones, asi como las nociones de limite y continuidad
apoyados en los conceptos de asintota y densidad de los reales respectivamente.
Asi mismo la representacion gréfica de funciones numeéricas se cimenta sobre el

concepto de producto cartesiano y requiere para su representacion de un

sistema de coordenadas cartesianas.

-Teoremas: no identificamos teoremas 0 proposiciones que actien como soporte a

la ETC propuesta.

-Procesos matematicos notables: se destacan como procesos trascendentes, de
tipo mateméatico, necesarios para la construccion de la estructura tedrico
conceptual dos procesos: covariacion y manipulacion algebraica. El primero de
ellos fue fundamental en la constitucion histérica del concepto de funcién, en el
estudio histérico se encontr6 cémo, el estudio de los fendmenos naturales en la
edad media genera avances significativos en la concepcion de variable tanto
dependiente como independiente y en los medios de representacion de
propiedades que cambian; se encuentra pues, que el estudio del cambio, en
particular del movimiento, impulsa la evolucion del concepto de funcion al requerir
para su desarrollo la concepcion de las ideas referentes a la manera como el
cambio en una magnitud produce cambios en otra, es decir, la covariacion. O sea
que, epistemoldgicamente, buena parte de la génesis del concepto de funcién se
encuentra en la nocion de covariacion; matematicamente hablando el concepto de
funcién tiene una de sus bases en la nocion de dependencia entre variables como
proceso matematico previo y necesario para que el concepto de funcién adquiera
su acepcion como relacion entre magnitudes variables. Respecto de los procesos
relacionados con la manipulacion algebraica, se hace referencia a todos aquellos
procesos relacionados con la generalizacion de operaciones y relaciones
aritméticas y su expresion en términos de variables, constantes e incégnitas, en

otras palabras expresiones algebraicas y ecuaciones; los procesos de simplificar,
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factorizar, encontrar el valor numérico de una expresion, resolver una ecuacion,
expresar situaciones geométricas mediante expresiones algebraicas hacen parte
de dichas manipulaciones algebraicas que consideramos soporte para la
estructura tedrico conceptual. Las razones para esta consideracion parten de la
experiencia didactica y del estudio historico del concepto de funcion; desde el siglo
XVI 'y comienzos del XVII el estudio del movimiento (movimiento de puntos que
describian curvas, cuerdas vibrantes, flujo de calor) es el problema central para las
ciencias (Kleiner, 1989, citado por Ruiz Higueras, 1998) y las matematicas se
toman el protagonismo en su solucion, en este contexto se produce la extensién
del concepto de nimero, la creacion del algebra simbdlica y su posterior unién con
la geometria (subordinacién de la geometria al algebra); el concepto de funcion,
en este momento de su desarrollo, se liga a las expresiones analiticas, y aunque
es una mera herramienta para expresar relaciones entre cantidades que dependen
una de otra, es en esta etapa que adquiere el estatuto matematico, en la forma de
lo que hoy se conoce como funcibn numérica y que, en la estructura teérico
conceptual que se propone, conforma un nucleo conceptual importante segun lo
muestra el estudio de demandas, de modo que la vinculacién epistemoldgica y
matematica entre dicho ndcleo y los procesos que se han llamado de

manipulacion algebraica es clara y necesaria.

6.2.3 Nexos proposicionales:

Los nexos proposicionales que aparecen al interior de la ETC establecen vinculos
de tipo implicativo o de equivalencia entre conceptos de un mismo nucleo
conceptual o entre conceptos de distintos nucleos; le otorgan un caracter organico
a la estructura al mostrar las interrelaciones existentes entre los distintos
componentes de la estructura revelandola como un todo que soélo se fracciona con
fines de presentacion. Cada nexo proposicional tiene asociado un proceso de
demostracion o de prueba que se exhibira en la presentacion del respectivo nucleo

segun criterios relativos al contexto curricular en que se enmarca la estructura.
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NP1 Relacion monotonia-inyectividad: establece el criterio de inyectividad
para una funciébn segun sea monotona o no. Vincula el subnudcleo 4.3
(funciones monotonas y valores extremos) con el ndcleo 2 (funciones

inyectivas, sobreyectivas y biyectivas).

NP2 Criterio de la recta horizontal para funciones inyectivas: otorga una
herramienta gréafica para determinar la inyectividad de una funcion. Vincula
el subnucleo 4.2 (representacion grafica de funciones numéricas) con el

nacleo 2 (funciones inyectivas, sobreyectivas y biyectivas).

NP3 Formulacion de funcién inversa como composicién: proporciona la
definicién de funcién inversa apoyada sobre la composicién de funciones.
Se trata de un nexo interior al nudcleo 3 (composicion e inversion de

funciones).

Los nexos NP4, NP5 y NP6 establecen la relacion entre los parametros de la
expresion analitica del modelo de crecimiento exponencial, logaritmico y lineal con
la naturaleza de la funcién que representan, asi como con la grafica respectiva.
Estos nexos son de destacar por el valor conceptual que otorgan a los parametros
como determinantes de la naturaleza de los modelos funcionales, adicionalmente
dan paso a la nocién de funciones de funciones es decir, funcibn como objeto. Los
tres vinculan el subnudcleo 4.2 (familias de funciones y parametros) con el

subnucleo 4.3 (funciones monétonas y valores extremos).

NP4 Criterio de monotonia para las funciones exponenciales
NP5 Criterio de monotonia para las funciones logaritmicas
NP6 Criterio de monotonia para funciones lineales

NP7 Extremos absolutos de la funcion cuadratica: permite determinar los
valores extremos de la funcién cuadratica a partir de los parametros de su

expresion analitica. Vincula el subnucleo 4.2 (familias de funciones y
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parametros) con el subnudcleo 4.3 (funciones mondétonas y valores

extremos).

6.2.4 Problemas de base:

Los problemas de base que incluimos en la estructura tedrico conceptual, buscan

poner en juego todo el marco tedrico de la estructura, de manera sectorizada,

dando lugar a dinamicas que movilicen el conocimiento al interior de la estructura

pero exigiendo procesos de pensamiento no mecanicos ni memoristicos si no de

tipo inferencial, basados en aplicaciones no evidentes de los conceptos y nexos de

la estructura. Cada uno de los problemas que presentamos a continuacion se

analizara a fondo en la seccion correspondiente una vez se hayan descrito todos

los nucleos conceptuales.

Pbl Reconociendo y construyendo funciones en distintos contextos.
Involucra este problema de base lo relativo al reconocimiento y
construccion de funciones en diferentes contextos: tabla, conjunto de
parejas ordenadas, gréfica cartesiana o expresion analitica. Se enmarca en
el primer nucleo conceptual, pero se relaciona también con el ndcleo 4 por

cuanto considera también funciones numéricas.

Pb2 Reconociendo y construyendo funciones inversas en distintos
contextos. En este problema de base se agrupan los conceptos y técnicas
relativas al reconocimiento y construccion de funciones inversas en
diferentes contextos. En ciertos aspectos utiliza los conceptos de
composicién e inversién de funciones como proceso, apoyandose en el
nacleo 3, en otros utiliza la composicion y la inversibn como operaciones
binarias apoyandose en el nucleo 5. Pone en juego los criterios de
inyectividad de funciones presentes en el nucleo 2 y favorece la articulacion

conceptual y proposicional al exigir la utlizacion de los nexos
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proposicionales NP2 y NP3. Aunque el énfasis del problema se hace para

funciones numéricas, también se incluyen funciones que no lo son.

Pb3 Resolviendo ecuaciones de primer grado en F(R). Este problema
de base plantea la utilizacion de las operaciones entre funciones descritas
en el quinto nudcleo para solucionar ecuaciones algebraicas cuyas
incégnitas son funciones. Se trata de poner en juego estrategias, apoyadas
en la inversién de la composicion y de la multiplicacion de funciones como

operaciones binarias, para despejar incégnitas.

Pb4 Graficando una funcién numérica. Este problema de base agrupa
estrategias y técnicas basicas para la construccion de graficas de funciones
numeéricas expresadas analiticamente, en especial aquellas que permitan el
analisis de caracteristicas matematicas, como intervalos de monotonia,
valores extremos, simetrias, asintotas y discontinuidades de diverso tipo,

desde su proceso de construccion.

Pb5 Resolviendo ecuaciones e inecuaciones trascendentes en una
variable. Problema de base contextualizado en el subnucleo 4.4 y apoyado
en el ndcleo 5, se enfoca en la utilizacion de de las propiedades de las
funciones exponenciales, logaritmicas y trigonométricas para resolver

ecuaciones e inecuaciones en una incégnita.

Pb6 Operando con funciones. Problema de base que busca evidenciar la
apropiacion del sistema abstracto de representacion de funciones, a través
de la realizacion de operaciones, expresadas simbodlicamente, en diversos

contextos.
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6.2.5 Mapa global de la ETC

Figura 2. Mapa Global De La Estructura Teoérico Conceptual
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En la Figura 2 se presenta una vision esquematica de la ETC global propuesta

para el concepto de funcién.

En el mapa se representan cuatro de los elementos constitutivos de una ETC: los

conceptos, los nexos entre ellos, y que se clasifican como definicionales y
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proposicionales y los problemas de base. Hay otros dos elementos de la ETC,
como son los procesos mateméaticos, asociados con procesos de justificacion y
prueba y solucion de problemas, y aspectos relacionados con representaciones
semidticas que no se representan en el diagrama. Por esta razon se dice que el

diagrama da una vision esquemética de la ETC.

Por ser una visidbn esquemética no aparecen aqui conceptos especificos, pero si
nucleos conceptuales, los cuales se representan mediante Ovalos con borde
punteado. Tal es el caso del ndcleo (2) Funciones inyectivas, sobreyectiva y
biyectivas. En los mapas de los nucleos y subndcleos conceptuales, que se
describiran en detalle mas adelante en este mismo capitulo, se podran apreciar

Ovalos de borde continuo para representar los conceptos.

Los nexos definicionales, se representan por medio de flechas punteadas e
indican que el concepto de donde parte la flecha ingresa como soporte en la
construccion de la definicion del concepto hacia el cual apunta la flecha. Por
ejemplo, la flecha punteada que une el nucleo (1), concepto general de funcién,
con el nucleo (4), funcibn numérica, indica que el concepto general de funcién

ingresa en la formulacién de la definicion de funcién numérica.

Los nexos proposicionales se representan por medio de flechas continuas que
indican que existe un teorema o proposicién que liga al concepto de partida como
antecedente con el concepto de llegada como tesis, y que enumeramos como
NP1, NP2, NP3, NP4, NP5, NP6 y NP7 arriba en la presentacion de los nexos
proposicionales. Por ejemplo, la flecha continua (Marcada NP1) que une valores
extremos y funcion monotona (Subnucleo 4.3) con funcidn inyectiva, sobreyectiva
y biyectiva (Nucleo 2), representa el teorema que establece el criterio de

inyectividad para una funcion segun sea monétona o no.

Los problemas de base se representan con rectangulos que aparecen en la parte

inferior del mapa, al extremo de flechas punteadas que permiten identificar los
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conceptos que dan sentido y relevancia a tales problemas, por ejemplo Pb3,

“resolviendo ecuaciones de primer grado en F(R)”.

6.3 DESCRIPCION DETALLADA DE LA ESTRUCTURA TEORICO
CONCEPTUAL

6.3.1 Primer nucleo: concepto general de funciéon

6.3.1.1 Descripcion esquematica: Este nucleo se ha estructurado alrededor del
concepto general de funcion. Como puede observarse en el mapa conceptual
matematico que aparece mas abajo, dicho concepto se define a partir de los
conceptos de conjunto y regla de asociacion, sin embargo se incluye como
concepto previo el de niumero real, dado que en el contexto escolar predominan
las funciones numéricas que requieren de una imagen conceptual de numero real
bien adaptada matematicamente. Aparece complementado el concepto de funcion
por los conceptos de dominio, codominio, imagen, rango (conjunto de valores de la
funcion), variable dependiente y variable independiente que, aunque no ingresan
explicitamente en su definicion, generan nuevas categorias en él.

No se proponen nexos proposicionales ni problemas de base al interior del nucleo.

Obviamente, este nlcleo posee nexos definicionales con todos los demas nucleos.
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6.3.1.2 Mapa del ndcleo

Figura 3. Primer Nucleo. Concepto General De Funcion
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6.3.1.3 Nexos definicionales

Concepto de funcion: en los textos universitarios y aun en textos de bachillerato
es comun encontrar presentaciones del concepto basadas en definiciones
estructurales de funcion, que hacen mas remota su comprensién para el
estudiante; son de este tipo definiciones de funcibn como terna o como un
conjunto de pares ordenados, surgidas posteriormente a la definicion de Dirichlet,
producidas por desarrollos de las matematicas como los espacios de Hilbert, el

“funcional” de Volterra, el concepto de distribucion, las nociones de espacio
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métrico y espacio topoldgico, la axiomatica construida por el grupo Bourbaki, la
teoria de conjuntos iniciada por Cantor y desarrollada por Zermelo (1908),
Fraenkel (1922), Skolem (1923), von Newman (1925) y otros, en las cuales el
concepto de funcidn supera las expresiones algebraicas, la dependencia entre
cantidades variables y las asociaciones entre valores numéricos, ya sea tomados
de intervalos o de cantidades variables, para evolucionar a funciones de funciones
y a relaciones entre elementos de conjuntos 0 a conjuntos de pares ordenados
(Ver variaciones conceptuales Vi4 y Vis5 del estudio historico critico, capitulo 4)
alcanzando niveles de estructuracion propios de discursos matematicos

evolucionados, alejados del discurso propio de contextos escolares.

Tales definiciones, estructuradas en contextos axiomaticos, se tornan de dificil
acceso para el lector inexperto, en el caso del concepto de funcién, una definicion
que es el resultado de un proceso histérico de mas de 4000 afios ha sido ya
descontextualizada de toda significacidon distinta a la que el discurso axiomatico al
que pertenece le exige. Los procesos de ensefianza requieren una posicion
diferente, que favorezca la construccion personal del concepto de funcién por
parte del estudiante, es decir, necesitan definiciones mas operativas que
estructurales, contextualizadas en un universo cercano y asequible al estudiante.
La definicion de funcién altamente evolucionada debe entonces contextualizarse
adecuadamente, debe pasar por el proceso que Chevallard llamé transposicion
didactica: “El conjunto de transformaciones que sufre una obra para ser ensenada”
(Chevallard, Y., Bosh, M., y Gascoén, J, 1997, 136).

De otro lado es importante recordar que, de los conocimientos matematicos, los
sujetos pueden tener dos concepciones: una estructural y una operacional, en el
caso particular del concepto de funcion Anna Sfard afirma: “una funcién puede ser
definida no s6lo como un conjunto de pares ordenados, sino también como un tipo
de proceso computacional” (Sfard, 1991, 4), en este sentido, es posible constatar,
como quedo dicho en el capitulo 5 (“El concepto de funcion en los primeros cursos

de célculo y algebra lineal), que en general el concepto de funcion es exigido en
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ambas concepciones a lo largo de los cursos de célculo y algebra lineal, pero la
concepcion operacional precede a la estructural y es necesaria para la

construccion conceptual de muchos de los conceptos de dichos cursos.

No quiere decir lo anterior que es suficiente que el estudiante alcance una
concepcion de funcibn como proceso, pero si que debe partirse desde alli
posibilitando la construccién de la nocién de funcién como objeto que seré exigida
por otros conceptos mas elaborados como el Teorema fundamental del calculo
(ver capitulo 5). Asumir el concepto de funcién como un proceso y como un objeto,
es condicion necesaria para su comprension y, por tal razon, esta propuesta se
inclina por una definicién de tipo operativo general, que posibilite su utilizacion en
contextos tanto numéricos (geométricos, analiticos y algebraicos) como cotidianos
o cientifico-técnicos, favoreciendo la construccion del concepto de funcién a partir
de su operacionalizacion, pero potenciando el paso al concepto de funcién como

objeto cuando el avance en el proceso de formacion matematica lo exija.

Lo que se busca es evitar, en lo posible, la aparicion de dificultades ligadas a este
concepto, que ya han sido claramente identificadas entre estudiantes que se

enfrentan a los cursos universitarios de matematicas:

-los criterios que utilizan los estudiantes para identificar funciones generalmente
no obedecen a lo establecido por la definiciéon, aunque puedan citar muy bien
esta (Vinner y Dreifus, 1989), si no que dependen del tipo de representacion
utilizada, es decir, existe un divorcio entre la “definicion del concepto” y la “imagen
del concepto” (Tall y Vinner, 1981; Alvarez y Delgado 2001a). En el capitulo 7 se
vera gue este tipo de desadaptacion es de las mas frecuentes en los procesos de
construccion conceptual de funcién, probablemente como resultado de presentar
el concepto a través de una definicion de funciébn como terna o como conjunto de
pares ordenados, lo que restringe el concepto a un solo contexto dificultando la

movilizacion a otros contextos.
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—a los estudiantes les resulta dificil pasar de una concepcion de funciébn como
proceso a una concepcion de funcion como objeto (Sfard, 1992; Dubinsky, 1991;
Dubinsky y Harel, 1992). Si de entrada se presenta una definicion de funcién como
objeto (como lo es la definicién tipo terna o pares ordenados) la situacion se
tornard mas complicada: no existira el salto cualitativo, menos aun se podra llegar
a la concepcion como objeto sin ni siquiera haber construido la nocién que,
compartiendo el criterio de Sfard, se considera previa. Una definicion operativa y
generalizada puede potenciar la construccion del concepto de funcibn como
proceso e incrementar las posibilidades del salto a la otra concepcion cuando esta
empiece a ser exigida.

—los estudiantes no perciben la importancia del pensamiento funcional y asocian el
trabajo con funciones sélo con el contrato didactico (Artigue, 1998, 5). Una
definicion de funcién poco operativa, rigurosa y alejada de sus posibilidades como
herramienta cotidiana, técnica y/o cientifica reforzara esta dificultad, el estudiante
pensara en funciones como la tarea a realizar para aprobar el curso, sin ver en ella

sus potencialidades como economia de pensamiento.

-es preponderante la frecuencia con que los estudiantes asocian el concepto de
funcién con una féormula o con una curva. El origen de esta confusion es de tipo
didactico, puesto que, en gran medida, el concepto suele presentarse mediante
ejemplos que corresponden a este prototipo, el estudiante lo asocia entonces al
concepto de tal modo que, en adelante, cada vez que vaya a identificar funciones

lo hace a través de él, pasando por alto la definicion.

Complementariamente a las dificultades reportadas en los parrafos anteriores, al
interior de esta investigacion, en el estudio de demandas (ver capitulo 5) se
encontré que el concepto de funcion, en cursos de calculo diferencial, es exigido
en su acepcion como regla de correspondencia expresada ya sea mediante una
expresion algebraica, una grafica, un conjunto de pares ordenados o flechas que

vayan de un segmento de recta a otro. En cualquiera de los casos era vital el
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reconocimiento, independientemente del medio de representacion, de la
asociacion univoca como elemento fundamental en la tematica a tratar: contextos
numeéricos (calculo diferencial e integral), contextos vectoriales (vectores en R"
calculo de varias variables), o de contextos en que se trata con conjuntos de
funciones (funcién derivada en célculo diferencial, integrales indefinidas en célculo

integral).

Todo lo anterior lleva a considerar que sélo una definicion de caracter general, que
explicite las condiciones que debe cumplir una asociacién entre elementos,
cualguiera que estos sean, para llamarse funcion, puede posibilitar el
reconocimiento como funciones de una gran diversidad de relaciones, ya sean
estas de tipo cotidiano, técnico, cientifico, mateméatico o numérico (segun la
naturaleza del dominio) y cualquiera que sea su sistema de representacion
(manera de expresion de la regla de correspondencia). En particular nos parece
de vital importancia que el estudiante vea las funciones numeéricas s6lo como un

caso particular de funcion.

Por tanto se postula como definicion de funcién (D1): “llamaremos funcién a toda
asociacion entre dos conjuntos A y B, en la que a todo elemento de A le
corresponde un Unico elemento de B. Los conjuntos A y B pueden ser iguales o no
y los elementos que los conforman pueden ser objetos materiales o abstractos.”
Utilizaremos las letras f, g, h o F, G, H para denotar las funciones como un todo o
sea que al utilizarlas nos referiremos a una funcion con todos sus conceptos

complementarios.
Al conjunto A lo llamaremos dominio (D2) de la funcién.
Al conjunto B lo llamaremos codominio (D3) de la funcion.

El elemento asignado en B, para un elemento x de A, le llamaremos imagen o

valor (D4) de la funcién en x. Lo denotaremos y 6 f(x).
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Al subconjunto del codominio formado por todas las imagenes de la funcién lo

llamaremos Rango (D5).

Sin embargo, el concepto de funcidon que deben construir los estudiantes no puede
guedarse expresado mediante un lenguaje cercano al lenguaje natural, si no que
es fundamental que el mismo estudiante llegue a expresar los esquemas que ha
construido, mediante el lenguaje propio de las matematicas, puesto que es
mediante ese lenguaje que se producirdn sus avances a través de la estructura
tedrico conceptual que dara respuesta a las demandas matematicas al concepto
de funcién. Pero la expresion simbodlica del concepto debe ser fruto de la
construccion por parte del estudiante de esquemas que encapsulen en lo que lee,
0 escribe, el concepto y su aplicacion en procesos de identificacion de funciones.
Por tal razon la definicion anterior de funcion debe evolucionar, en el proceso de
construccion personal de la estructura tedrico conceptual, a la representacion

semidtica tradicionalmente utilizada.

Definidos todos los elementos anteriores, como estrategia que genera una
dialéctica entre ellos y relativiza la importancia del codominio, se incluye como
complemento de la definicion de funcion el criterio de igualdad entre funciones:
“‘diremos que dos funciones f y g son iguales si y solamente si, comparten el
mismo dominio y para todo x en el dominio de fy g se cumple que f(x)=g(x).” Este
criterio fue introducido en el proyecto SCS del grupo de investigacion y se ha
retomado, en esta propuesta de estructura teorico conceptual, por cuanto su
puesta en practica obliga al estudiante a iniciar el salto hacia la concepcion de
funcién como objeto, ya que el hecho de comparar funciones como un todo exige
interiorizar y condensar el proceso algoritmico o de asociacion que las origina para
desligarlas de él y constituirlas en elementos sujetos a categorizacion (los
términos interiorizacion, condensacion y cosificacion fueron introducidos por Anna
Sfard en 1991). El criterio de igualdad lleva al estudiante a considerar como
iguales funciones que tienen diferente codominio, o que no seria posible en una

definicion como terna o como conjunto de pares ordenados puesto que, bajo estas
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definiciones, diferentes codominios determinan diferentes funciones (Respecto de
la manera en que este criterio incide en la comprension basica de funcién ver
capitulo 7, primer plano de referencia); esto incide también sobre el concepto de
funcidén sobreyectiva pues lo flexibiliza ya que cualquier funcién puede serlo con
s6lo introducir modificaciones sobre su codominio. Por tales razones no se incluye
en la definicion de funcién, ninguna especificacion sobre el codominio aparte de

ser el conjunto de donde se toman las imagenes de la funcion.

D6 Variable: el concepto de funciéon ha evolucionado apoyado en el concepto de
variable. Las culturas prehelénicas veian los valores de las magnitudes que
tabulaban como puntuales y aun no vislumbraban la variabilidad, pero estuvieron a
un paso de alcanzar lo que la cultura griega encontré al buscar regularidades en
las relaciones entre magnitudes, nos referimos a considerar las magnitudes como
cantidades variables. Fue esta primera idea el estante sobre el que se apoyd la
primera nocion, aunque muy primitiva, de funcion, es decir, desde sus inicios las
cantidades variables son la esencia de la nocion de funcion (ver capitulo 4, estudio

histérico critico).

En la evolucion del concepto de funcion es reiterada la aparicién del concepto de
variable como elemento sobre el que se estructura este, se puede decir que estos
dos conceptos han evolucionado de la mano. Sin pretender un estudio historico
del concepto de variable, es pertinente hacer un breve recorrido por su evolucion
que permita tener claridades respecto de la conceptualizacién que se considerara
necesaria para la estructura teérico conceptual. Como ya se dijo, para los griegos
no habia variables sino magnitudes variables que, ademas, sélo podian ser
magnitudes fisicas, los objetos matematicos eran estaticos y niamero y magnitud
estaban completamente separados. A comienzos del siglo XIlII el interés se enfoca
en fendmenos relacionados con el movimiento y las matematicas adquieren un
papel fundamental en la busqueda de explicaciones al por qué de los fenbmenos
estudiados, pero la separacion numero-magnitud sigue vigente por lo tanto las

explicaciones eran primordialmente cualitativas. En el siglo XIV las preguntas
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evolucionan al como, esta exigencia pone de manifiesto la insuficiencia en el
concepto de variable como mera magnitud que cambia, se dan entonces los
primeros pasos a la cuantificacion de los cambios: Oresme desde lo geométrico y
Heytesbury y Swineshead con la construccidn de una cinematica-aritmética. El
concepto de variable se aproxima al de cantidad que cambia (cantidad de una
cualidad diria Oresme), pero se representa a través de segmentos. La busqueda
del como conlleva la separacion entre lo que ahora se conoce como variable
dependiente y variable independiente. El obstaculo para la unificacion numero-
cantidad aun no ha sido salvado: no se dispone de instrumentos de medicion
adecuados para las especulaciones teéricas que rigen la investigacion, solo
cuando los instrumentos de medicion evolucionan un poco, Galileo ve favorecido
su trabajo y desarrolla la concepcién de variable dependiente como cantidad que
cambia debido a los cambios en otra pero aun en referencia a cantidades fisicas,
s6lo que ahora aquellas relacionadas con el movimiento. El paso hacia la
algebrizacion de la geometria fue también el paso hacia la separacién del
concepto de variable del mundo fisico: Vieta, Descartes y Fermat, entre los siglos
XVI y XVII, muestran que una curva se puede construir a partir de su expresion
algebraica, pero es Descartes quien, al determinar que una ecuacién en x y y
muestra la dependencia entre dos cantidades variables, le otorga el estatus de
variable a las letras utilizadas por él para representarlas, es decir, se da el paso
hacia la variable como simbolo que representa cualquier valor de una cantidad,
sin embargo esa cantidad continGa, en esencia, siendo una cantidad fisica. Con
Newton el concepto de variable no cambia de estatus pero se explicita claramente
la variable dependiente: magnitud cuya variacion es producida por la variacion de
otras en el tiempo. Ya en el siglo XVIII, Jean Bernoulli postula una definicion de
funcidn que explicita una expresion analitica de una magnitud variable y de
cantidades constantes. La adquisicion del estatuto matematico del concepto de
funcién determinaria, finalmente, la separacion del concepto de variable
matematica del concepto de variable fisica, aparece Euler en esta historia con su

consideracion de funciones Unicamente para aquellas que tuvieran una expresion
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analitica, se considera en esta investigaciéon que desde alli se empieza a hacer
referencia explicita a variables numéricas separadamente del mundo fisico, pero
las variables numéricas pueden representar cantidades fisicas cuando esto sea
necesario. Después de Dirichlet, las variables incluso pueden hacer referencia a
las mismas funciones u otros objetos. Como puede verse en este breve recorrido
historico, el concepto de variable en su evolucion cada vez ha ido abarcando un
mayor dominio, pasando de la estricta representacion de cantidades fisicas a

considerar estas sélo como un caso particular de ellas.

Desde los puntos de vista cognitivo y didactico, es importante tener en cuenta
aspectos relativos a confusiones que suelen presentarse con el concepto de
variable. Algunas son relativas a los diversos significados que suelen asignarse a
la manera como se representan o0 sea a los usos que se le dan a los simbolos

literales, a este respecto Kiichemann (1980) identifico seis:
-a la letra se le asigna un valor numérico (Letra evaluada).

-la letra es ignorada o su existencia es reconocida pero no se le atribuye ningln

significado (Letra no utilizada).

-la letra se considera una abreviacién del nombre de un objeto o un objeto en si

(Letra como objeto).

—la letra representa un numero particular pero desconocido y los alumnos son

capaces de operar directamente sobre ella (Letra como incégnita especifica).

—la letra representa 0 es capaz de asumir distintos valores (Letra como nimero

generalizado) y

—la letra representa un rango de valores no especificado y existe una relacion

sistematica entre dos conjuntos de valores de este tipo (Letra como variable).
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De estos seis usos el Ultimo reviste especial interés para esta tesis, pues
corresponde al que mas amplia demanda ofrece al concepto de funcién, sin
embargo los otros cinco se presentan con frecuencia en las matematicas del
bachillerato por lo cual el estudiante puede entrar en confusiones que afecten la
construccion personal que debe hacer del concepto de funcion; este aspecto se
profundizara en el capitulo 7 junto con otras confusiones que son relativas
propiamente a las caracterizaciones que puede tener una variable segun el

contexto en que sea utilizada (Usiskin, 1988) a saber:

-incégnita especifica (nimero desconocido pero de valor fijo que puede ser

calculado utilizando las condiciones dadas).
-namero generalizado.
-relacion funcional (entre dos cantidades cuyos valores cambian).

Existe un tercer aspecto relativo a confusiones que suelen presentarse con la
discriminacion entre variable dependiente y variable independiente, sobre el cual
se volvera mas en detalle en el capitulo 7, por la incidencia negativa que tiene en
el nivel de asertividad en actividades relacionadas con los conceptos de limites y
continuidad, o con situaciones propias del marco interpretativo del concepto de
funcién. Se trata de la no discriminacion entre variable dependiente y variable
independiente al representar funciones numeéricas en un plano cartesiano
(Vrancken y otros, 2005, 6).

Como puede verse, la comprension del concepto de variable presenta dificultades
generalizadas para los estudiantes, derivadas tanto de su epistemologia, como de
su representacion y del significado que se le asigne segun el contexto de trabajo.
Definirlo pues no resulta algo sencillo. Como lo que se busca es construir una
estructura teorico conceptual que dé respuesta a las demandas previamente
identificadas al concepto de funcién, pero sin olvidar aspectos como los arriba

mencionados, se utilizard como definicidén de variable una que atienda a:
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*la generalidad que ha alcanzado el concepto después de siglos de evolucion, es
decir, que su mencién pueda hacer referencia a valores numéricos, objetos o
cantidades fisicas, objetos matematicos (funciones, vectores, espacios, etc.);
discriminados estos entre los que cambian por si mismos y los que lo hacen por

causa de cambios en otros;

*lo que en su modo de representacion exige el concepto de funcion, es decir,
como letra evaluada o como numero generalizado, en particular atendiendo a la
demanda identificada en el estudio de demandas respecto a la determinacién de
valores de una funcion numérica en cualquiera de sus modos de representacion

(Ver capitulo 4, “El concepto de funcién en los primeros cursos...”);

*la caracterizacion propia del contexto de trabajo con funciones, o sea en su
utilizacion para representar una relacion funcional entre dos cantidades cuyos

valores cambian; una de ellas por causa de cambios en la otra.

Coherentemente con lo anterior, en la ETC se designa con el nombre de variable
al simbolo que, en la expresion con la cual se describe una funcién, sea esta
analitica o no, representa cualquier valor de un conjunto de referencia, sea este un
conjunto numérico o no. Se utiliza la letra x cuando el conjunto de referencia es el
dominio de la funcién y la letra y, cuando el conjunto de referencia es el codominio
de la funcién. En el primer caso se habla de variable independiente, en el

segundo caso, de variable dependiente.
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6.3.2 Segundo nucleo: funciones inyectivas, sobreyectivas y biyectivas.

6.3.2.1 Descripcion esquemaética: En este nucleo se han agrupado funciones
que tienen como criterio de clasificacidn caracteristicas relativas a su regla de
asociacion segun sea biunivoca o determine que el rango y el codominio sean
iguales; se trata de funciones inyectivas y funciones sobreyectivas. Como puede
observarse en el mapa conceptual matematico presentado mas abajo, los nexos
intra son soélo de tipo definicional y vinculan los conceptos de funcion inyectiva y
sobreyectiva con el concepto de funcion biyectiva. En cuanto a los nexos inter
aparece uno de tipo definicional que vincula el concepto de funcion inyectiva como
soporte del concepto de funcion inversa y dos proposicionales, uno con el
concepto de funcibn monétona (al interior del subndcleo 4.3) y otro con el
subnucleo numero 4.2 (representacion grafica de funciones numéricas). Respecto
de estos dos ultimos, se presentaran detalles al abordar los ndcleos que aportan la
hipétesis de cada uno de ellos.

No se proponen problemas de base relacionados con este nucleo.
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6.3.2.2 Mapa del nudcleo

Figura 4. Segundo nucleo. Funciones inyectivas, sobreyectivas y biyectivas
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6.3.2.3 Nexos definicionales Los conceptos de funcion inyectiva y funcién
sobreyectiva surgen del andlisis de la regla de asociacion de la funcién en dos
sentidos: un primer sentido referido a la cantidad de veces que los elementos del
rango (subconjunto del codominio que se conforma con las imagenes o valores de
la funcién, es decir, los f(x)) son utilizados como imagenes (inyectividad) o, en
otras palabras, el caracter biunivoco que puede tener la regla de asociacion y un
segundo sentido referido a la comparacion entre el rango y el codominio de la
funcion (sobreyectividad).

D7 Funcién inyectiva: En el primer sentido, hay un caso particular en el que cada
elemento del rango sélo es utilizado una vez como imagen por ser la regla de
asociacion biunivoca, en cuyo caso se dice que la funcion es inyectiva. Este

concepto puede definirse desde varias perspectivas:

-La cardinalidad del dominio es igual a la del rango. Este tipo de definicién, aunque
se desprende del concepto de funcibn como asignacién, se apoya en otro
concepto que no hace parte de la estructura tedrico conceptual y presenta como
desventaja su caracter poco operativo, salvo en casos de funciones con dominio
finito, representables mediante tablas o diagramas sagitales, lo cual puede
reforzar en el estudiante la tendencia a considerar este tipo de funciones como
prototipos a usar como apoyo en la identificacién de funciones; adicionalmente, en
su aplicacion el estudiante compara conjuntos, mas no analiza la funcion en si
misma, lo que genera dificultades al utilizarse en contextos como el cartesiano o el
analitico en los cuales la conformacion del rango puede tornarse complicada. Sin
embargo, sin asumirla como la definicibn de funcién inyectiva, es positiva su
presentacion a los estudiantes como una consecuencia de la relacion biunivoca
entre dos conjuntos sean estos discretos (finitos o infinitos) o continuos, y de
manera posterior a la construccion personal, por parte del estudiante, de la

definicion que se asuma para funcién inyectiva.

-Cada elemento del rango es imagen de un solo elemento del dominio. Es esta

una definicibn apropiada para analizar funciones representadas mediante
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diagramas sagitales, tablas, pares ordenados o en el plano cartesiano, por tanto
su aplicacion exige ese primer paso en la estrategia. De manera introductoria
parece adecuada, ademas de necesaria, por cuanto obliga a la utilizacion del
registro grafico de la funcion, lo que pone en juego el pensamiento visual, de vital
importancia en el aprendizaje del célculo (Zimmermann, 1990, 136). Si la funcién
no ha sido presentada en este tipo de registro, sera necesaria la conversion entre
el tipo de registro utilizado y el grafico para poder realizar el “mapeo” del
codominio y el dominio lo que refuerza un aprendizaje profundo del concepto de
funcién gracias a la movilizacion entre diferentes representaciones. Sin embargo
ingresa aqui un aspecto de importancia identificado por el grupo de investigacion y
gue se analizara mas en detalle en el capitulo 7, se trata de que los estudiantes
identifican como funciones solo aquellas que son inyectivas y/o al pedirles que
definan funcion inyectiva, lo hacen mediante la definicion de funcion (Alvarez,
Delgado y otros, 2001b, 65). En el primer caso lo que falla es el conocimiento en
acto que no se corresponde con el institucionalmente aceptado, el estudiante
posee una imagen conceptual mal adaptada matematicamente del concepto de
funcion. En el segundo caso lo que falla es el modo de representacion del
conocimiento en acto por diferencias entre el lenguaje natural y el lenguaje
matematico (para mas detalles ver pagina 65 de dicho documento), al respecto
debe recordarse que se presentan problemas de comprensién asociados a las
representaciones semioticas del discurso matematico, tanto en el sentido de crear
significados a partir de dichas representaciones como en el sentido inverso, es
decir, al representar semioticamente significados personales que pueden estar
bien o0 mal adaptados matematicamente. Este es un problema que, en muchos
casos, es generado por enfoques de ensefianza que privilegian algunos sistemas
de registro sobre otros. El estudiante no es exigido para movilizarse entre unos y
otros sistemas de registro por lo cual construye conceptos de poca generalidad y
esquemas insuficientes para la movilizacion entre diferentes registros. Por este
motivo esta definicion no debe asumirse como definicidbn Udltima de funcion

inyectiva, puesto que pierde aplicabilidad en otros registros como el algebraico,
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propio de contextos analiticos, o en casos de funciones de dificil representacion
grafica o de funciones que no tienen dominio numérico (funciones vectoriales por
ejemplo), es decir, debe abordarse introductoriamente, como definicién aplicable a
registros gréaficos, pero siempre preparando el paso a otra definicién de aplicacion
en otros registros. Esto Ultimo puede potenciarse mediante la utilizacién de
contraejemplos que pongan en conflicto los esquemas que el estudiante ha
construido y que ya resulten insuficientes para la identificacion adecuada de
funciones inyectivas, o sea diversos casos de funciones, en diferentes registros,
gue no sean inyectivas o de relaciones que pudieran ser inyectivas aunque no

sean funciones.

-No hay, en el dominio, dos o0 méas elementos diferentes con la misma imagen. Es
esta definicion muy similar en su estructura a la anterior y, como tal, presenta las
mismas ventajas y desventajas de ella. Sin embargo, al analizarla mas en detalle,
vemos gue esta se centra en el dominio mientras la anterior se centra en el rango
lo que le da una forma logica a su escritura favoreciendo el acercamiento a la
definicion formal, en lenguaje matematico, necesaria para la construccion de otros

tipos de registro en estados mas avanzados de formacion matematica.

-Si dos elementos del dominio tienen la misma imagen entonces dichos elementos
son iguales. Esta definicién, aqui expresada en lenguaje natural, se desprende de
manera logica de la anterior y es la que se propone como definicién de funcion
inyectiva. Es importante sefialar que, aunque sea propuesta esta como definicion,
se ha enfatizado en una construccién previa que llegue, incluso, hasta la expresién

en el registro propio del lenguaje de las matemaéticas:

Si X3, X, son elementos del dominio de f tales que f(x;) = f(x,), entonces x; =

Xo.

Este tipo de definicidén, construida a partir de registros de tipo gréafico y de lenguaje
natural, encapsula las definiciones ya citadas sin perder operatividad. Presenta la

ventaja de ser aplicable en cualquiera de los registros (grafico, tabular, algebraico
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0 en lenguaje natural), puede aplicarse a funciones de dominio discreto o continuo,
conformado por objetos materiales o abstractos. A pesar de enfatizar en la funcién
como proceso, abre camino hacia la construccion de una conceptualizacion como
objeto, dado el nivel de generalidad que proporciona y la manera como encapsula
en una sola frase todo el concepto permitiendo aun la movilizacion desde ella
hacia cualquiera de los diferentes registros existentes para funciones. Es
importante que el estudiante construya esta definicion que sera fundamental en
otros apartes de la estructura (por citar un ejemplo, en los analisis

correspondientes a la relacibn monotonia inyectividad, nexo proposicional NP1)

D8 Funcion sobreyectiva: en el segundo sentido, es decir, en cuanto a la
comparacién entre el rango y el codominio de una funcion, el caso particular que
se toma para establecer una categoria en el concepto de funcion es aquel en que
estos sean iguales, es decir, la funcion es sobreyectiva. Este concepto puede

enfocarse, para efectos de la estructura tedrico conceptual, de varias maneras:

-Una funcién es sobreyectiva si su rango es igual a su codominio. Esta definicién
se apoya en los conceptos de codominio y rango, y en su operatividad utiliza la
comparacion de conjuntos, por esta razén resulta apropiada en casos de
funciones en registro tabular o sagital, e incluso hasta cartesiano, como etapa
inicial de construccion del concepto, cuando aun el estudiante conforma, casi que
paso a paso, el rango de las funciones a través de la aplicacion de la regla de
asignacion propuesta, o dicho rango ha sido puesto de manifiesto. Sin embargo al
ser exigida para analizar funciones en registro algebraico el estudiante se
encontrara con una definicibn poco operativa y requerird una definicibn mas

evolucionada, desventaja propia de una definicion formulada en lenguaje natural.

-Una funcién es sobreyectiva si todos los elementos del codominio son imagenes
de la funcién. Posee el mismo campo de aplicacion que la definicion anterior, sélo
cambia en cuanto que no cita explicitamente el rango, si no que hace referencia a

él citando las imagenes de la funcién como “pidiendo” la revision elemento a
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elemento. Se trata de una definicion bastante procedimental, basada en la
constatacion paso a paso de la condicion de sobreyectividad, de nuevo se tiene
una definicion adecuada en las primeras instancias de introduccion del concepto,
pero que debe evolucionar a una definicion que, sin perder operatividad, extienda
su campo de aplicacion y posibilite al estudiante la movilizacion entre los diversos
tipos de registro utilizados para representar funciones y el manejo de funciones
con dominios numéricos tanto continuos como discretos y en funciones con

dominio y codominio no huméricos.

-Una funcion es sobreyectiva si para todo elemento en el codominio, existe un
elemento en el dominio del cual este es imagen. No resulta sencillo llegar al nivel
de elaboracién implicito en esta definicion, a pesar de estar expresada en lenguaje
natural. Llegar a ella exige el trabajo previo en las definiciones anteriores y la
presentacion de diversidad de casos de funciones sobreyectivas y no
sobreyectivas, en diferentes registros, que coloquen al estudiante en conflicto
cognitivo al acudir a las herramientas definicionales disponibles pero insuficientes.
La aplicacion de esta definicion a funciones representadas en registros tabulares,
sagitales o, incluso, cartesianos pasa por el “mapeo” de los elementos del
codominio, pero al momento de plantear el andlisis de funciones expresadas
algebraicamente o funciones cuya representacion en ese tipo de registro posea
niveles de dificultad altos, se tornara insuficiente. Este conflicto debe dirigirse de
manera adecuada a la construccion de una expresion de la definicidn en lenguaje

matematico que la ponga en posicion de extender sus alcances:

Para todo y en el codominio de f, existe un x en el dominio de f, tal que
f(x)=y.

Se toma esta definicion como meta de construccion en esta parte de la estructura
tedrico conceptual, por cuanto cubre las definiciones iniciales y extiende su

aplicacion a funciones no numéricas (por ejemplo funciones vectoriales) o

funciones expresadas analiticamente que pueden ser analizadas a partir de
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manipulaciones algebraicas y porque reviste el caracter de preparatoria para el
problema de base Pb3.

D9 Funcién biyectiva: diremos que una funcién es biyectiva si es inyectiva y

sobreyectiva.

Podria parecer intrascendente este concepto, sin embargo, desde el punto de
vista matematico es fundamental, en particular al abordar tematicas
correspondientes a espacios, Subespacios, bases, homomorfismos e
isomorfismos. Desde los puntos de vista cognitivo y didactico, el concepto de
funcién biyectiva pone en juego de manera simultanea los conceptos de funcién,
funcién inyectiva y funcion sobreyectiva lo que permite al maestro y al estudiante
identificar y abordar situaciones de imagenes conceptuales mal adaptadas o
dificultades ya sea con la interpretacion personal de representaciones semiéticas o
con la representacion semidtica de significados personales. Esto sera posible en la
medida en que el estudiante sea enfrentado a distintas situaciones que lo
movilicen entre diversos registros y en ambos sentidos, es decir, trabajar
identificando y clasificando funciones, de acuerdo a las definiciones vy
construyendo, €l mismo, funciones que cumplan con tales definiciones en todos

los registros.

6.3.2.4 Nexos proposicionales Los nexos proposicionales NP1 y NP2 vinculan
a este subnucleo con los nucleos conceptuales 4.3 y 4.2 los cuales aportan las
respectivas hipotesis, por tal razon haremos su descripcion al presentar cada uno

de esos subnucleos.
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6.3.3 Tercer nucleo: composicion e inversion de funciones

6.3.3.1 Descripcidbn esquematica En este nucleo se han agrupado los
conceptos de composicion e inversion de funciones considerados como proceso.
Se busca destacar procesos, propios del trabajo con estos conceptos, que exijan
del concepto de funcién en cada uno de sus modos de representacion. En el mapa
conceptual matematico, presentado mas abajo, se ilustran las relaciones entre
estos conceptos y otros conceptos presentes en otros ndcleos. A nivel intra se
incluye un nexo proposicional que vincula, en ambos sentidos, los conceptos de
composicién de funciones y funcién inversa; a nivel inter se presenta el nexo
definicional que explicita el concepto de inyectividad como soporte para la
inversion de una funcion y el nexo definicional que permite la definicion de la
composicion y la inversion de funciones como operaciones binarias en el marco

del nucleo conceptual “operaciones con funciones”.
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6.3.3.2 Mapa del ndcleo

Figura 5. Tercer Nucleo. Composicion e inversion de funciones
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6.3.3.3 Nexos definicionales

D10 Composicion de funciones:
En el estudio de demandas se evidencié que numerosas funciones numéricas (por
ejemplo funciones racionales y funciones radicales) son funciones compuestas y

que conceptos como limite, derivada e integral exigen de manera cada vez mas
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elaborada la composicion de funciones (Ver capitulo 5, “El concepto de funcién
en...” y el anexo A, “Demandas matematicas...”). Es de considerarse también que
la composicion posee un caracter operativo que tiene como insumo y producto
funciones, lo que la reviste de especial importancia en el camino a la consolidacion

del concepto de funcién como objeto.

Por tanto, la construccion de dicho concepto es un trabajo didactico de particular
importancia que debe abordarse desde un terreno en que el estudiante pueda
movilizar sus conocimientos previos. La idea es que, a partir de la nocién de
funcién como proceso, el estudiante pueda conceptualizar la composicion de dos
funciones f y g, definidas sobre conjuntos de elementos reales o numeéricos
(discretos o continuos) y representadas en cualquiera de los registros, como el
proceso de asignar a un elemento x, en el dominio de g, el elemento f(g(x)) en el

rango de f:

Si el rango de la funcidn g esta contenido en el dominio de la funcion f, la
composicion fog (se lee “g compuesta f’) es la funcién definida en el dominio

de g mediante

(fog)(x)=f(9(x))-

El camino a dicha conceptualizacion debe apoyarse en situaciones que pongan al
estudiante en la necesidad de concluir las condiciones que deben cumplir las
funciones a componer en cuanto a su dominio y su rango, inicialmente funciones
definidas sobre conjuntos discretos para hacerlas luego extensivas a funciones

definidas sobre conjuntos numéricos continuos.

Es particularmente importante la relacion entre el dominio de fy el rango de g: la
condicion de que el rango de la funcion g sea subconjunto del dominio de f, mirada
mas en detalle, exige que exista por lo menos un elemento en el dominio de g, tal
gue g(x) esté en el dominio de f para que tenga sentido calcular f(g(x)); en dicho

caso la funcion fog tiene como dominio el subconjunto de elementos en el dominio
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de g que cumplen la condicion anterior. Las razones para proponer esta condicion
en la definicién son de tipo didactico pues asi no todo par de funciones puede ser
objeto de composicion, lo que exige del estudiante la verificacion previa de la
condicion, otorgandole la debida importancia a los conceptos complementarios de
dominio, codominio y rango que, como se vera en el capitulo 7, son vitales para la

comprension basica del concepto de funcion por parte de los estudiantes.

Existe un aspecto, relativo al sistema de representacion simbdlica, de particular
importancia en el aprendizaje y ensefianza de la composicién de funciones y que,

por tal razén, no puede pasarse por alto en ninguna propuesta didactica:

fog se lee en sentido inverso “g compuesta f”. La razon para esta lectura se origina
en el orden en que se “aplican” las dos funciones que se estan componiendo: el
dominio de la funcion compuesta (fog, g compuesta f) es el dominio de la funcién g
(A en el diagrama que aparece mas abajo); esta asigna a cada elemento de su
dominio valores en su rango, que es subconjunto del dominio de f (B en el
diagrama que aparece mas abajo); luego f asigna a cada elemento del rango de g
un elemento en su propio rango (C en el diagrama que aparece mas abajo), que

es el rango de la funcibn compuesta; esquematicamente:

g f
A —-B —>C

x — g(x)— f(g(x))

La experiencia docente puede mostrar las dificultades que genera en los
estudiantes este detalle, aparentemente superfluo pero que para ellos reviste todo
el caracter de confusion. Esta es una buena razén para introducir el concepto
aprovechando la visualizacion grafica otorgada por la representacion sagital o
tabular. En muchos casos el concepto es presentado a los estudiantes desde el
formalismo de la definicion pasando de inmediato al conocido proceso algebraico

de componer funciones sustituyendo una expresion algebraica en otra, esta
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estrategia refuerza la dificultad expuesta arriba, mientras que el inicio gréfico
permite una visualizacion que posibilita que el estudiante, al operar directamente
sobre los objetos (en este caso los elementos de los conjuntos), construya el
concepto de composicion mas alla de las manipulaciones algebraicas que soélo

refuerzan las habilidades algebraicas.

D11 Funcion inversa: durante el proceso de construccion personal de la
estructura tedrico conceptual de funcién es vital que el estudiante no “vea” las
funciones como objetos estéticos, carentes de accién en cuanto relacién entre
variables involucradas en fendmenos cientificos o cotidianos, de modo que, mas
adelante, el concepto de funcibn como objeto sea construido de manera sélida,
con el respaldo de un bagaje procedimental al cual acudir cuando sea necesario;
el concepto de funcion inversa puede contribuir de manera significativa a este

objetivo.

Es importante recordar que es frecuente que los estudiantes vean el grafico de
una funcibn como un objeto estatico en el plano (Carlson et al, 2007), sin percibir
en él una descripcion, no verbal, de la asociacion entre un conjunto de valores de
entrada y un conjunto de valores de salida. En el capitulo 5 se vio como esta
percepcion de la grafica de una funcién es vital en la comprension de conceptos
como limites, continuidad y derivada, por tanto la ETC debe proveer elementos
para la construccién de esa concepcién de la grafica de una funcion; el estudio de
la funcién inversa puede aportar estrategias a este fin si su presentacion se
aborda a través de una definicion que exija el andlisis grafico. Consecuentemente

se propone como definicién inicial para la funcion inversa:

“funcidn que a cada valor de salida, de la funcion cuya grafica se ha

ilustrado, le asigna el correspondiente valor de entrada”.

Esta definicion, eminentemente verbal, grafica y transitoria, permitirdA ademas

concluir la necesidad de la inyectividad como condicion para la posibilidad de
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construccion de la funcion pedida. Movilizar esta definicion a otras mas formales

sera un excelente ejercicio de cambio de registro para el concepto de funcién.

Paralelamente a la introduccion previa y llevando al estudiante a considerar casos
no numéricos o numéricos discretos, puede hacerse la presentacion anterior pero
sobre una funcion registrada en una tabla de valores que puede construirse desde
una grafica cartesiana, una descripcion verbal de la regla de asociacion o una
expresion algebraica, o bien puede ser el punto de partida para luego
transformarse a esas maneras de representacion. El trabajo sobre este tipo de
representacion presenta el mismo caracter del anterior y también permite llegar a
la conclusién de la inyectividad como condicion necesaria para la inversion y

favorece el proceso de construccion de la definicién formal de funcién inversa.

Marcela Ferrari y Rosa Maria Farfan, en su estudio socioepistemoldgico de lo
logaritmico (Ferrari y Farfan, 2008, 10), explican la confusibn que suele
presentarse con la funcion inversa y el reciproco de una expresion algebraica,
considerar f(x)=x como la inversa de f(x)=1/x es un ejemplo de esta situacion. Ellas
aducen como origenes posibles para dicha confusion: -los usos comunes de la
palabra inversa y la palabra reciproco en contextos mateméaticos escolares vy
contextos no matematicos, -la utilizacion de la expresidn inversa tanto para
funciones inversas como para la proporcionalidad inversa y -el uso de la notacion
f1 y x*, en el primer caso para la funcién inversa y en el segundo para el
reciproco de x. Posiblemente, a través de la movilizacion del estudiante entre
diversos modos de representacion, en su ejercicio personal de construccion de
funciones inversas en diversos registros y verificando siempre la condicion

necesaria de inyectividad, esta dificultad podria ser obviada.

En concordancia con esta linea de pensamiento, la expresion para funcién inversa
propuesta arriba no debera quedarse como definicion, sino que debe ser un primer
paso hacia una definicion formal construida desde el trabajo del estudiante. Se

propone entonces que, a continuacioén, la inversa de una funcion sea encontrada
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mediante la estrategia de deshacer el proceso de asignacion de la funcion original,
pero sin perder el apoyo de las expresiones anteriores como sustento al cuidado
gue debe tenerse con la inyectividad y las posibles restricciones en el dominio y el

rango; en este punto se plantea como definicion:

“llamaremos funcion inversa a aquella funcion definida por el proceso que
deshace el proceso de la funcibn que se toma como directa. La

denotaremos por f*(x).”

Esta definicion entra ya a hacer necesario analizar el proceso mediante el cual se
asignan los elementos del codominio a los elementos del dominio, para poder
realizarlo en sentido inverso. Es fundamental la utilizacion de esta definicion con el
fin de que el estudiante vea las funciones como procesos de asignacion que
pueden ser invertidos, no sélo como una curva estatica en el plano. Esto previene
situaciones que suelen presentarse a causa de andlisis sesgados por un solo
punto de vista, como el reportado por Marcela Ferrari y Rosa Maria Farfan (9): los
estudiantes extienden la simetria con respecto a la recta y=x, para una funcion y

su inversa, a otras simetrias.

Sin embargo la definicién anterior debe ser superada en aras de la formalizacién,
necesaria en cursos mas avanzados y que soOlo debe llegar como resultado del
proceso de cosificacion del concepto de funcidén inversa para convertirse en una
definicién aplicable en todos los contextos y que sirva de base para otros

conceptos. Como definicion formal de funcién inversa proponemos:

Dada una funcién inyectiva f, con dominio A y rango B, llamaremos funcion
inversa de f a la funcion g, con dominio en B y rango en A, tal que g(y)=x si
y solamente si f(x)=y, con x en Ay y en B. A la funcion g, inversa de f, la

denotaremos f.

Esta definicién es aplicable en cualquiera de los registros utilizados para funciones

(plano cartesiano, tabla de valores, parejas ordenadas, expresion algebraica,
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expresion verbal) dado que aun deja el concepto en su acepcion como proceso,
puesto que las expresiones g(y)=x y f(x)=y, invocan y permiten el proceso de
asociacion propio de la funcidn en cuestion para tabular o graficar segun sea el
caso. Sin embargo esta proxima a la construccion del concepto de funcion inversa
como objeto al no depender de ninguno de los modos de representacion en su

expresion.

6.3.3.4 Nexos proposicionales Al interior de este ndcleo se ubica el nexo
proposicional (NP3) que vincula en un doble sentido la composicion de funciones y
la funcion inversa. Se trata de la proposicién que establece que dos funciones son
inversas si y solamente si su composicién, en los dos érdenes posibles, arroja
como resultado la funcion identidad.

Esta proposicion y su demostracion son de especial importancia en la construccion
personal de la estructura tedrico conceptual por su caracter relativo, ya que, en
otros discursos, puede también considerarse como otra manera de definir la
funcion inversa (en cuyo caso la definicion aqui presentada seria una proposicion)
con la desventaja de asumir, de entrada, la funcion como objeto, poniendo un
punto alto a su comprension; sin embargo es positivo que el estudiante conozca
estas otras formulaciones para que vea cdémo las relaciones entre conceptos y
teoremas pueden darse de diferentes maneras, segun las formulaciones se den en

un contexto u otro.

La proposicién tiene un valor adicional: da paso a la encapsulaciéon de la definicién
de funcion inyectiva, puesto que deja de ser una mera clasificacion para
convertirse en una condicion que “autoriza” operaciones entre funciones en el
proceso de prueba. Ya no se trata de la constatacion de condiciones para

inyectividad, sino que es ella en si misma una condicién.

En cuanto a la formulacion del nexo, esta debe hacerse de manera acorde a la

notacion utilizada para la composicion de funciones:
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6.3.3.4.1 NP3: fy g son funciones inversas si y solamente si f,g(x)=x para todo x

en el dominio de g y gof(y)=y para todo y en dominio de f.

El teorema puede ser presentado en cuanto a lo que afirma a través de gréficas de
funciones inversas mediante las cuales puedan constatarse todas las condiciones
de la proposicion; también es importante la presentacion de gréaficas de funciones
gue no cumplan alguna o algunas de las condiciones para analizar las razones por
las que, en esos casos, no se cumple el resto de la proposicién. Todo lo anterior
también puede hacerse con funciones representadas mediante pares ordenados o
tablas en aras de realizar conjuntamente los mismos analisis, pero sin perder de
vista el caracter variable de los valores en consideracion. La visualizacion es un
mecanismo importante en la construccion social del conocimiento matemético
(Cantoral y Montiel, 2001; Ferrari y Martinez—Sierra, 2003) y por tal motivo debe

ser implementada en el mayor nUmero posible de situaciones de ensefanza.

En cuanto a la demostracion, apoyar el nexo en el concepto de funcion como
conjunto de pares ordenados resulta contraproducente con la nocién de funcion
gue se pretende construya el estudiante; el par ordenado puede constituirse para
el estudiante en un objeto estético restando a la funcién su caracter de proceso de
asignacion o de relaciéon de dependencia entre cantidades que varian, por esa
razon, una vez se hayan hecho los analisis correspondientes a lo que nos dice el

nexo puede abordarse el proceso de justificacién y prueba.
-Proceso de justificacion y prueba

La prueba se hace en dos partes, una para cada implicacibn que compone la

equivalencia.

En el primer sentido, consiste en tomar un elemento arbitrario del dominio de cada
una de las funciones que se supusieron inversas y probar que, bajo la

composicién de las dos funciones, se conserva intacto.
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En el segundo sentido se trata de tomar un elemento del dominio de f y su
respectiva imagen, y, a partir de la hipétesis de que la composicion de las dos
funciones da la funcion identidad, probar que, bajo la funcién g, el elemento es
imagen de la que era su imagen bajo f y por tanto, segun la definicion, las

funciones son inversas.
El proceso demostrativo, paso a paso, es el siguiente:

Para el primer sentido de la equivalencia, el cual dice: “si f y g son funciones
inversas entonces fog(x)=x para todo x en el dominio de g y gof(y)=y para

todo y en dominio de f”.

Primer paso: sean fy g funciones inversas y sea a en el dominio de g es decir en
el rango de f, entonces g(a)=b para algun b, Unico, en el rango de g que es el

dominio de f, por tanto f(b)=a.

Segundo paso: como consecuencia de lo anterior y de que f es una funcién

inyectiva

9(a)=b

flo@I=f(b)=a,

es decir que para cualquier x en el dominio de g se cumple que
fla()]=x.

Tercer paso: sea a en el dominio de f, es decir, a esta en el rango de g, entonces

f(a)=b para algun b, unico, en el rango de f que es el dominio de g, por tanto
g(b)=a.

Cuarto paso: como consecuencia de lo anterior y de que g es una funcién

inyectiva

f(a)=b
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g[f(a)l=g(b)=a,

es decir que para cualquier y en el dominio de f se cumple que
alf(y)l=y.

con lo cual queda demostrado el primer sentido de la equivalencia.

La implicacion en sentido contrario, que completa la equivalencia del nexo
proposicional, afirma: “si g es una funcién tal que f(g(x))=x para todo x en el
dominio de g y g(f(y))=y para todo y en el dominio de f, entonces fy g son

funciones inversas”.
La demostracion se organiza de manera similar a lo que hemos presentado arriba:

Supongase que existe una funcién g tal que f(g(x))=x para todo x en el dominio de

gy g(f(y))=y para todo y en el dominio de f.

Primer paso:

Sea a en el dominio de f entonces b=f(a) para algun b Unico en el rango de f.
Segundo paso:

Como g es una funcién se puede afirmar que g(b)=g(f(a)).

Tercer paso:

Puesto que g(f(y))=y para todo y en el dominio de f, tenemos que g(b)=a o0 sea

gue g cumple la condicion para ser la inversa de f.
Cuarto paso:

Ahora sea a en el dominio de g, entonces b=g(a) para algun b unico en el rango

de g.

Quinto paso:
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Como f es una funcion se puede afirmar que f(b)=f(g(a)).
Sexto paso:

Puesto que f(g(x))=x para todo x en el dominio de g, tenemos que f(b)=a o0 sea

que f cumple la condicion para ser la inversa de g.
-Conceptos y teoremas soporte

En la formulacion y comprensién de lo que dice el nexo es necesario que el
estudiante esté familiarizado con la significacion propia del lenguaje logico
matematico, a fin de que la expresion “si y solamente si” evoque en él la doble
implicacién, es decir, debe disponer del concepto de equivalencia como condicion
necesaria y suficiente. No se identifica ningan otro concepto o teorema externo a

la estructura que se constituya en soporte para el nexo.

En el proceso de justificacion y prueba es necesario el concepto de transitividad
de la igualdad y los procesos asociados al método de demostracién directa.

-Analisis cognitivo del nexo

Se consideran relevantes en la construccion de una version personal del nexo,

debidamente adaptada a la version institucional, los siguientes aspectos:
Primer nivel (relativo a la comprension de lo que dice el nexo):

La comprension de lo que dice el nexo exige que el estudiante disponga de una
version personal, bien adaptada matematicamente del concepto de funcion
inversa, apoyada en la composicion de funciones, pero que esté debidamente
articulada con el concepto de funcion como asignacion entre elementos de
conjuntos numéricos o no numericos, de modo que sea posible establecer una
conexion entre el enunciado del teorema y los ejemplos que tradicionalmente se

utilizan para presentarlo.
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La interpretacion de la primera parte de la equivalencia supone, de un lado, que el
estudiante, reconozca en los simbolos f y g funciones que pueden operarse
mediante la composicion y, de otro, que tenga articulado a la palabra inversa, un
significado personal, coherente con el significado institucional: el de una funcién
que “invierte” el proceso efectuado por otra sobre un elemento de su dominio y

que esto solo es posible bajo la condicién de que la funcion sea inyectiva.

En cuanto a la segunda parte de la equivalencia, es importante que el sujeto tenga
debidamente asociado al simbolo fog(x) todo el proceso de composicion de
funciones como evaluacion de la funcion f en el valor de la funcién g en X, sin

perder de vista las condiciones relativas al dominio.
Segundo nivel (relativo a la comprension de la prueba del nexo):

En primera instancia, la comprension de la demostracion del nexo exige la
adecuada interpretacion de lo que este dice, es decir, haber alcanzado el primer

nivel.

La demostracion se apoya en el concepto de funcibn como asignacién entre
elementos de dos conjuntos, por tal razén es necesario que el estudiante disponga
de dicha conceptualizacion, a un nivel en que pueda revertir el proceso y ver esta
reversion como la funcion inversa en la que el anterior dominio pasa a ser el rango
y el anterior rango pasa a ser el dominio. Después de esta primera etapa en la
construccion de la prueba, al componer la funcién con su inversa, debe disponer
de una concepcion de la composicidbn como un proceso de evaluacion sucesiva de

dos funciones.

Ya en el sentido contrario de la equivalencia, esta se apoya en idénticas
condiciones que la prueba del primer sentido, pero adicionalmente, al tomar dos
valores iguales (b y f(a)) aplicando sobre ellos la funciébn g, conservando la
igualdad, el argumento reposa sobre una conceptualizacion de funcion estructural,

en el sentido en que el sujeto debe tener muy presente que a valores iguales del
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dominio les corresponde valores iguales en el rango. Si el sujeto no comprende la
necesidad de este argumento para la prueba entonces no esta alcanzando un
nivel adecuado de comprension de ella, ignora que “aplicar” una “operaciéon” a los
miembros de una igualdad esta se conserva solo si se trata de una funcion y, de

no ser asi, el teorema no seria valido.

6.3.4 Cuarto ndcleo: funciones numéricas

Este ndcleo, cuyo mapa conceptual mateméatico aparece mas abajo, se ha
conformado agrupando aquellas funciones definidas sobre conjuntos de nimeros
reales. El ndcleo aparece estructurado en cuatro subnucleos, el primero de ellos
se esquematiza en torno al concepto de funcion numérica e incluye una
clasificacion de funciones segun su dominio sea discreto o formado por intervalos
de numeros reales, se trata de incluir funciones que, tradicionalmente, son de
poco o ningun tratamiento en programas de bachillerato, pero que son bastante
exigidas en los cursos universitarios, como se pudo constatar en el estudio de
demandas (ver capitulo 5), son funciones con dominio discreto y funciones
definidas por partes. El segundo subnucleo se estructura en torno a un elemento
de importancia en el estudio de las funciones numéricas, se trata de la
representacion grafica, elemento esencial de la imagen del concepto que se
supone como ideal para el concepto de funcién. En el tercer subnucleo se han
agrupado los conceptos de monotonia y valores extremos de una funcién, los
cuales suelen presentarse soélo a nivel universitario y asociados al concepto de
derivada pero que se proponen, como parte de esta ETC, a fin de desligarlos de
ese concepto y buscar mayor generalidad al concepto de funcion que debe
construir un estudiante al generar, mediante los nexos proposicionales NP4, NP5,
NP6 y NP7 que se muestran en el mapa, categorias entre las funciones que se
han agrupado en el cuarto subnucleo obedeciendo a otro criterio de clasificacion:
son funciones numéricas que se caracterizan por tener una expresion analitica

que permite agruparlas conformando familias de funciones que definen modelos
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funcionales de crecimiento como el constante, el lineal, el cuadratico, el

exponencial, el logaritmico y el periddico.

Puede observarse también en el mapa conceptual matematico que, a nivel inter,
se incluyen los nexos proposicionales NP1 y NP2 que vinculan, respectivamente,
los subnucleos funciones monoétonas y valores extremos (4.3) y gréafica de una

funcion numérica (4.2) con el ndcleo de funciones inyectivas y sobreyectivas (2).

6.3.4.1 Mapa del nacleo

Figura 6. Nucleo 4. Funcién Numérica
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6.3.4.2 Descripcion detallada por subnucleos
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6.3.4.2.1 Subnucleo 4.1 funcién numérica En el estudio de demandas se
constato que los cursos de célculo diferencial e integral se estructuran en torno de
funciones numeéricas, sus propiedades y lo que puede o no puede hacerse con
ellas, de modo que sin un conocimiento pleno de este concepto dificilmente puede
construirse toda la conceptualizacion del calculo diferencial y del calculo integral.

Como lo ilustra el mapa conceptual matematico siguiente, el concepto de funcién
numerica se define desde el concepto general de funcion, utilizando como apoyo
el concepto de numero real como elemento que permite determinar la
caracteristica que lo diferencia de otras funciones: la naturaleza de su dominio. Se
incluyen en este subnucleo funciones numeéricas que obedecen, en su
clasificacion, a criterios relativos al tipo de dominio y/o a la manera como se
definen en él, pero cuya expresién analitica es tal que no cumple con las
condiciones para incluirlas como parte de algiin modelo funcional a partir de una
familia expresada genéricamente (subnucleo 4.4); son funciones que se han
definido sobre conjuntos discretos y/o han sido definidas por partes, es decir, a
través de diferentes expresiones para diferentes partes del dominio. No se

proponen nexos proposicionales al interior de este nucleo.
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6.3.4.2.1.1 Mapa del subnucleo

Figura 7. Subnucleo 4.1. Funcion Numérica
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6.3.4.2.1.2 Nexos definicionales

D12 Funcién numérica:

El concepto general de funcion, promulgado a lo largo de esta estructura tedrico
conceptual, incluye a las funciones numéricas, eje de los cursos de calculo
diferencial e integral, como una categoria mas del concepto, sin negar su probada
importancia. Dos puntos de vista han llevado a esta consideracion. El primero de

ellos se identificé en el estudio de demandas matematicas al concepto de funcién
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en los cursos de calculo diferencial e integral (ver en el capitulo 5, “El concepto de
funcion en los primeros cursos...”): los conceptos de limite, continuidad, derivada
e integral se construyen a partir de funciones numeéricas y su operacionalizacion, a
lo largo de estos cursos, se hace sobre dichas funciones; adicionalmente es
mediante funciones numeéricas que se modelan situaciones fisicas, quimicas o
econOmicas. El segundo punto de vista se identifico en el estudio histérico critico
del concepto de funcién: desde Galileo, con el desarrollo del concepto de variable
dependiente, el concepto de funcion evoluciona hacia funciones que expresan de
manera cuantitativa relaciones causa efecto (Ver variaciones conceptuales V3 y V4
del estudio historico critico, capitulo 4); Gregory, Newton, Bernoulli, Euler y
Dirichlet explicitan definiciones de funcidon netamente cuantitativas, que evidencian
coémo el concepto evoluciona amarrado a lo numeérico. No es sino hasta comienzos
del siglo XX que desarrollos ulteriores de algunas ramas de las mateméaticas
presentan la exigencia de funciones que no tuvieran caracter numérico (ver
variaciones conceptuales Vi4 y V35 del estudio historico critico, capitulo 4), es
entonces cuando el concepto adquiere mayor generalidad y las funciones
numéricas se constituyen en casos particulares del concepto de funcién. Sin
embargo los desarrollos en el célculo diferencial e integral ya se habian producido
en torno al concepto de funcién numérica, constituyendo a este en eje conceptual
de estas ramas de las mateméaticas pero como parte integrante de una categoria

mas amplia: el concepto general de funcion.

Se propende entonces por un concepto de funcién general y no restringido, que
permita al estudiante responder tanto en situaciones en que se demanda
funciones numéricas (cursos de calculo) como en aquellas en que no (curso de
algebra lineal, por ejemplo). Por tales razones se considera que el concepto de
funcién numérica debe presentarse al estudiante partiendo del concepto general
de funcion, a través de situaciones que exijan la construccion de relaciones de
caracter numérico que el estudiante pueda luego identificar como funciones

utilizando la definicibn general, de modo que construya una categoria de
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funciones cuyo dominio y codominio sean subconjuntos de los numeros

reales, es decir, funciones numéricas.

D13 Funciones con dominio discreto: este tipo de funciones ingresan como una
particularidad dentro de las funciones numeéricas, al restringir el dominio real a
conjuntos numéricos discretos, y adquiere especial importancia en el caso de
las sucesiones y las series, fundamentales en procesos de construccion de los
conceptos propios de la integracion de funciones. En la estructura tedrico
conceptual adquiere importancia en la medida que contribuye a la construccion de
una imagen del concepto de funcion amplia al crear categorias dentro de las
categorias en la clasificacion de funciones, lo que reforzara la nocién de funcién
como construccion humana no acabada. Se enfatiza la inclusion de las sucesiones
en esta clasificacion por cuanto es comun que estas no se piensen como
funciones dado el tipo de representacion simbdlica que las caracteriza y el estudio

gue suele hacerse de ellas separadamente del concepto de funcién.

D14 Funciones definidas por partes: en el estudio de demandas se vio que
aquellas funciones que exhiben diferentes reglas de asociacion para
diferentes partes de su dominio, como la funcion de Dirichlet o funciones
definidas por intervalos, suelen utilizarse para ilustrar casos de funciones que no
presentan un comportamiento “comun” en cuanto a su continuidad, derivabilidad y
limites, o sea que son mostradas como casos aislados y no como funciones objeto
de estudio en si mismas, restandoles la importancia que de hecho tienen, tanto en
el cuerpo tedrico de las matematicas como en la epistemologia del concepto de
funcién; histéricamente, este tipo de funciones jugé un papel importante en la
evolucion del concepto al construirse como contraejemplo frente al concepto de
funcién vigente en el momento, pues presentan un comportamiento atipico que
violaba las concepciones propias de la época, en particular en cuanto a las
caracteristicas de su grafica y de su expresion analitica lo que obligd a nuevas

variaciones conceptuales (Ver en el capitulo 4 las variaciones conceptuales Vo,
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V10, V11, V12 Y V13) necesarias para dar respuesta al reto planteado por la manera
en gue estas funciones se definen y que, a la larga, desembocan en el concepto
general de funcibn que se asume en esta estructura teorico conceptual. De
manera analoga estas funciones pueden jugar un papel importante en la
construccion personal del concepto de funcién por parte del estudiante, al
exhibirse como muestra de reglas de asociacién que cumplen con las condiciones
para clasificarse como funciones a pesar de no poseer una misma expresion para
todo su dominio. Desde un punto de vista didactico, el ejercicio, por parte del
estudiante, de construir funciones definidas por partes, distintas de las
tradicionales definidas por una simple expresiéon analitica y con una grafica de un
solo trazo, contribuira a la construccién de una imagen del concepto de funcion no
restringida y amplia que otorgue un papel preponderante a la definicion

matematica en las acciones que se ejecutan al reconocer o construir funciones.

D15 Funciones con dominio mixto: agrupa este concepto funciones cuyo
dominio esté conformado en parte por conjuntos discretos y en parte por
intervalos de reales, se trata de que el estudiante amplie su horizonte en cuanto
a la variedad de funciones que pueden construirse con sélo cambiar un valor en
ella o mediante la manipulacion del dominio en uno o més de sus puntos. Su
importancia didactica radica en su utilidad para la construccién de conceptos como
continuidad y limites, pues mediante este tipo de funciones se favorece el colocar
al estudiante en situaciones de conflicto necesarias para la superacién de
obstaculos respecto de estos conceptos, ya bastante referenciados en numerosos
estudios (Vrancken et al, 2005; Delgado, 1998; Cornu, 1981, 1983).
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6.3.4.2.2 Subnucleo 4.2 Grafica de una funcion Hitt (1996) admite que un
determinado conocimiento es estable en un individuo, si este puede articular las
diferentes representaciones del concepto sin contradicciones. Duval afirma que la
coordinacion entre diferentes registros de representacion es una condicion
fundamental para el aprendizaje de conceptos (Duval 1998, 189). Esta
investigacion es participe de estas afirmaciones y, siendo la representacion grafica
una de las representaciones existentes para el concepto de funcion, un objetivo de
cualquier programa de ensefianza del concepto de funcion debe ser que el
estudiante pueda construir su grafica y, a su vez, construir a partir de ella la regla
de asociacion que la rige y movilizarse hacia cualquiera de los otros registros
utilizados para representar funciones.

La representacion grafica de una funcion numérica es parte esencial de la imagen
del concepto que de ella deben construir los estudiantes; a través de ella se
construyen numerosos conceptos del calculo como se verifico en el estudio de
demandas (limites, continuidad, derivada, integral, ver capitulo 5) y favorece la
diferenciacion entre dominio y rango asi como posibilita la comprension de
procesos de covariacion. Duval también ha mostrado cémo las traslaciones del
sistema grafico a las representaciones algebraicas son las que causan mayores
dificultades (181). De alli que la representacion grafica de funciones haya sido
incluida en un subnucleo particular, cuyo mapa conceptual matematico se ilustra

mas abajo.

Naturalmente este subnucleo se ha soportado sobre el concepto de sistema de
coordenadas y sobre el subnucleo funcion numérica (4.1). Alrededor del concepto
de grafica de una funcién numérica se incluye el concepto complementario de
asintota, sobre el cual se construye el concepto de limite de una funcion, también
considerado en este ndcleo conceptual como elemento en el cual se apoya el
concepto de continuidad. Se incluye ademas el concepto de simetria por su

utilidad en el trazado de graficas.
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En cuanto a nexos proposicionales aparece nexo NP2 que vincula el concepto de
grafica de una funcion numérica con el concepto de funcién inyectiva, este es
importante en la construccion de la estructura tedrico conceptual por parte del
estudiante por cuanto exige operacionalizar la definicion de funcidén inyectiva
desde el contexto gréfico y potencia la diferenciacion entre el concepto de funcion
inyectiva y el concepto de funcion, es decir, puede prevenir la imagen del concepto
de funcion mal adaptada, que Alvarez et al llamaron CI (cuasiconjuntista inyectiva)
(Alvarez et al, 2001d, 64-65).

Atafie a este subnudcleo el problema de base denominado Pb4 relativo a
estrategias y técnicas basicas para la construccion de graficas de funciones
numéricas expresadas analiticamente, en especial aquellas que permitan el
andlisis de caracteristicas matematicas, como intervalos de monotonia, valores

extremos, simetrias, asintotas y discontinuidades de diverso tipo.
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6.3.4.2.2.1 Mapa del subnucleo

Figura 8. Subnucleo 4.2. Grafica de una Funcion
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6.3.4.2.2.2 Nexos definicionales

D16 Gréfica de una funcion: La gréafica de una funcién constituye un apoyo
definitivamente importante en el estudio de las propiedades de las funciones
puesto que, mediante ella, es posible que el estudiante constate la existencia de
valores maximos o minimos, de asintotas, de intervalos de monotonia, de valores
limites, de discontinuidades, si se trata de una funcion inyectiva, si posee inversa,
etc. De alli su importancia matematica y didactica. Mas que presentar una
definicion explicita de grafica de una funcién, interesa presentar una descripcion
de la imagen del concepto que se espera el estudiante construya. No se da mayor
importancia a la definicion por que esta no influye en el trazado de la gréfica ni en
su utilizacion didactica con fines de mostrar propiedades o caracteristicas de una
funcién en particular.

Como estrategia para que el estudiante reconozca que la grafica de una funcion
no es unica, se busca que la imagen del concepto que construya sea relativa al
sistema de coordenadas utilizado. Andlogamente, con el fin de que le asigne un
caracter dinamico, se pretende que esté constituida por puntos (x,f(x)),
enmarcados en razonamiento covariacional, con x en el dominio de la funcion, y

no por parejas de numeros aislados.

No se trata s6lo de que el estudiante construya gréficas de funciones, sino que
también a partir de graficas pueda determinar funciones; este aspecto en
ocasiones se descuida en procesos de ensefianza del concepto de funcion y es
fuente de desvinculaciones conceptuales entre la naturaleza dinamica de la

representacion grafica de una funcion y el concepto mismo de funcion.

D17 Sistema de Coordenadas: Acorde con el comentario anterior, definiremos
sistema de coordenadas como “un conjunto de puntos cuya posicion se encuentra

completamente determinada mediante una codificacion adecuada.”

D18 Asintota: este concepto tampoco debe restringirse a un solo sistema de

coordenadas: una asintota de una curva es una recta cuya distancia a un punto de
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la curva tiende a cero cuando el punto se aleja indefinidamente del origen de

coordenadas recorriendo la curva.

D19 y D20 Continuidad y Limite de una Funcion: Antes que postular cualquier
definicion para estos conceptos se pretende ilustrar aspectos relevantes sobre su
comprension. Es bueno empezar por recordar que sobre el concepto de limite se
soportan las definiciones y/o construcciones conceptuales de derivada e integral,
asi como de conceptos de otras ciencias; esta misma importancia hace que en
algunas propuestas de ensefianza sélo se enfatice su caracter instrumental con
enfoques algoritmicos que descuidan la construccion profunda de su definicion.
Puesto que su aprendizaje como objeto matematico tiene un nivel de complejidad
alto, derivado de aspectos cognitivos que no se puede generar meramente desde
su definicion matematica (Corna (1991) y Sierpinska (1985) citados por Azcéarate
(1996)) y de la existencia de varios obstaculos epistemoldgicos inherentes a ellos,
la simple presentacion de su definicion es insuficiente para la construccion del
concepto. Por tales razones la aproximacion que se propone es de tipo intuitiva,
apoyada esencialmente en el registro grafico, en particular el cartesiano, como

preparacion para la utilizacién posterior del lenguaje propio del rigor matematico.

Tall (1992) propone la utilizacion del conflicto cognitivo como punto de partida para
la superacion de los obstaculos relativos al concepto de limite, pero eso si
favoreciendo las tres representaciones: la gréfica, la numérica y la simbdlica.
Aunque su propuesta hace referencia sélo al concepto de limite (igual que los
obstaculos identificados por Cornu y Sierpinska), dada la sutil diferencia entre la
definicion de uno y otro concepto y el enfoque con que se pretende sean
abordados al interior de esta estructura tedrico conceptual, se considera
igualmente valida para el concepto de continuidad de cuya construccion se puede
desprender la de limite segun la propuesta de Delgado (1998). Este ultimo plantea
la construccion de las definiciones de continuidad y limite de una funcion a través
de una serie de situaciones fundamentales que provoquen el conflicto cognitivo y

obliguen al sujeto, a través de abstracciones reflexivas, a realizar modificaciones
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en sus ciclos cognitivos mediante la incorporacién de nuevos esquemas (lo que
podria resumirse Perturbacion — Desequilibrio — Regulacion — Compensacion
— Evaluacién — etc.) (Delgado, 1998, 251-314).

En la secuencia que él expone, la definicion (tanto la de continuidad como la de
limite de una funcién) va siendo construida por el mismo estudiante en la medida
que el proceso de ingenieria didactica se va cumpliendo, sin embargo es menester
citar una aclaracion importante del autor: “Finalmente se debe advertir que no se
puede asegurar una evolucién exacta a la que se observa en el diagrama de flujo
evolutivo, debido a que algunos obstaculos epistemolégicos o lagunas
conceptuales pueden impedir que cierta situacion caiga en el dominio de la Z.D.P.
de un estudiante concreto. No obstante, las situaciones deben ser efectivas para
revelar cuales son los obstaculos o dificultades conceptuales que han impedido
una toma de conciencia de un problema.” (315) (Delgado con el término Z.D.P
hace referencia a la Zona de Desarrollo Proximo propuesta por Vygotsky: “No es
otra cosa que la distancia entre el nivel real de desarrollo, determinado por la
capacidad de resolver independientemente un problema, y el nivel de desarrollo
potencial, determinado a través de la resolucion de un problema bajo la guia de un

adulto o en colaboracion con otro compafiero capaz” (Vygotsky, 1996, 133)).

Respecto de los obstaculos cognitivos, de las lagunas conceptuales y de la zona
de desarrollo proximo a que hace mencion Delgado, el lector puede consultar la
citada tesis. Es importante tener en cuenta que la propuesta de Delgado fue
elaborada para estudiantes de primeros semestres universitarios, lo que esta por
encima del contexto curricular de esta estructura teérico conceptual, sin embargo,
esta propuesta puede aplicarse estructurandose sobre el proyecto “Ensefiando
una unidad de funciones en la interfase universidad bachillerato con la ayuda del
SCS Mathematica” (Alvarez, Delgado et al, 2001c) alli se propone una
aproximacion intuitiva a los conceptos de limite y continuidad a partir de las
caracteristicas de las graficas sustentando la propuesta en los planteamientos de

Freudenthal (1983) acerca de la conveniencia de que el estudiante, en primera

162



instancia, construya objetos mentales que luego transformara en conceptos. La
idea es que la manipulacion de la grafica permita analizar comportamientos, que
den respuesta a preguntas enfocadas en, lo que Delgado llama, situaciones
fundamentales y que no son mas que cuestiones dirigidas a crear el conflicto
cognitivo adecuado a cada caracteristica que quiera estudiarse en la via de la
construccion de los conceptos de entorno (tanto en el eje de las ordenadas como
en el de las abscisas), asintota, limite y continuidad, pero sin renunciar al
acercamiento, adecuado al contexto curricular en que se enmarca esta
investigacién, del lenguaje descriptivo de lo observado al lenguaje propio de la
simbologia matematica o sea el lenguaje utilizado en el trabajo con limites de

funciones.

D21 y D22 Simetria Axial y respecto a un punto: refiriéndose estrictamente a la
grafica de una funcidn numérica, se puede definir el término simetria como la
correspondencia exacta en forma, tamafio y posicion de las partes de una grafica
respecto a un centro. Si este Ultimo es un eje (linea recta) se habla de simetria

axial, si es un punto, se habla de simetria respecto a un punto.

6.3.4.2.2.3 Nexos proposicionales

6.3.4.2.2.3.1 NP2: Si ninguna recta horizontal corta mas de una vez a la

grafica cartesiana de una funcion numérica entonces la funcidn es inyectiva.

-Proceso de justificacion y prueba

Para este nexo no se propone una prueba formal, si no un proceso de justificacion
apoyado en estrategias de movilizacion entre el contexto grafico y el contexto

algebraico en la representacion de funciones.
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Paso 1: se ilustra la situacion con una grafica general de una funcién continua
inyectiva y con la gréfica general de una funcién continua no inyectiva. Ambas son

atravesadas por una recta horizontal.

Paso 2: se muestra cOmo, en el primer caso, sOlo se presenta un Unico punto de
corte de la recta horizontal con la grafica, que corresponde al valor de la funcién
f(x1) correspondiente al elemento x; en el dominio. El cual, evidentemente es Unico
y, por tanto la funcién es inyectiva de acuerdo con la definiciéon “cada elemento del
rango es imagen de un solo elemento en el dominio”. Mientras que en el segundo
caso los puntos de corte de la recta horizontal con la gréfica de la funcién
corresponden a valores f(x1), f(x2),...,f(xn), todos iguales (por tratarse de una recta
horizontal) de donde se infiere que esta segunda funciébn no cumple con la
definicién de inyectividad: un mismo valor del rango corresponde a dos o mas

valores del dominio”.
-Conceptos y teoremas soporte

Tanto en la formulacion como en la justificacién los conceptos soporte son los
relativos al trazado e interpretacion de gréficas cartesianas de funciones y al

concepto de funcioén inyectiva.
-Analisis cognitivo del nexo
Primer nivel (relativo a la comprension de lo que dice el nexo)

La comprension de lo que afirma la proposicion exige del sujeto disponer de una
version personal, coherente con el significado institucional, asociada con las

expresiones “grafica cartesiana” “recta horizontal” y “funcién inyectiva” de modo
que le sea posible establecer la relacion de implicacion entre las dos expresiones
a saber: a partir de la visualizacion de la grafica cartesiana de una funcion,
determinar la imagen (o imagenes) que corresponde, mediante la funcion, a cada
elemento del dominio y caracterizar esta asociacion segun la definicion de funcion

inyectiva.
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Segundo nivel (relativo a la comprensién de la prueba del nexo)

La comprension del proceso de justificacion requiere de estrategias de
construccion e interpretacion de graficas cartesianas que estén debidamente
articuladas con la definicion de funcion y sus conceptos complementarios de
dominio, codominio, rango y regla de asociacion, de modo que la movilizacion
hacia la conclusion de la inyectividad sea posible. El proceso hacia la conclusion,
parte de la adecuada interpretacion de los puntos de la grafica como asociaciones
de elementos del dominio con elementos del rango, continda con la conversién del
sistema de representacion grafico al sistema de notacion simbdlica f(x) y finaliza
con la aplicacion de la definicidon de inyectividad en este ultimo sistema semidtico
de representacion. Como puede verse la conversion entre uno y otro sistema de
representacion se constituye en eje de la comprobacion del nexo junto con la

definicion, que juega el papel de criterio decisorio en la justificacion.

6.3.4.2.3 Subnucleo 4.3 Valores extremos y funciones monétonas

Como puede observarse en el mapa conceptual matematico asociado, este
subnucleo depende definicionalmente del subnucleo 4.1 (funciones numéricas),
agrupa los conceptos de monotonia y extremos de una funcion y, a partir de ellos,
genera categorias dentro de las funciones del subnucleo 4.4. En particular,
respecto del primer concepto permite determinar el caracter creciente o
decreciente en funciones numéricas y, respecto del segundo concepto, permite
determinar los valores en que una funcion elemental alcanza los maximos y/o
minimos absolutos o locales, a través de los nexos proposicionales NP4, NP5,
NP6 y NP7 que permiten establecer la monotonia y los valores extremos de las
funciones agrupadas en el subnucleo 4.4 (familias de funciones y parametros)
segun caracteristicas de los parametros de sus expresiones analiticas. De otro
lado se tiene el nexo proposicional (NP1) que establece la monotonia de una

funcién como condicion suficiente para que sea inyectiva.
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6.3.4.2.3.1 Mapa del subnucleo

Figura 9. Subnucleo 4.3. Valores extremos y funciones monétonas
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6.3.4.2.3.2 Nexos definicionales

Los conceptos de monotonia y valores extremos de una funcion, tradicionalmente
en los cursos de calculo, van amarrados al concepto de derivada y a su
operatividad, de suerte que el estudiante termina asociandolos exclusivamente a
funciones derivables y considerdndolos anexos al concepto de derivada,
restandoles la importancia que poseen en si mismos. En esta estructura tedrico
conceptual, se busca que estos conceptos se correspondan con el nivel de
generalidad propio del concepto de funcion y que puedan asociarse incluso con
funciones de dominio discreto; consecuentemente estos conceptos deben ser
abordados inicialmente en el registro grafico para luego construir definiciones de
corte analitico; la busqueda del cambio de registro a través de procesos mentales
gue coordinen dos 0 mas sistemas de representacion para estos conceptos es una

actividad necesaria para su construccion y para que el estudiante no confunda el
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objeto matematico con su representacién. Por esta raz6n es importante que,
aunque los conceptos se aborden desde el registro grafico esto no quede alli; para
un estudiante puede ser sencillo determinar los intervalos de crecimiento de una
funcién mediante la observacion de su gréafica y eso es un buen comienzo, pero
¢qué sucederd cuando se le pidan los intervalos de crecimiento de una funcion
que no resulte facilmente graficable? Es pues necesario que la construccién de los
conceptos de monotonia y extremos absolutos también se movilice al registro
analitico en forma tal que sea aplicable también a funciones numéricas de diversa

indole.

D23, D24 maximo relativo y maximo absoluto, minimo relativo y minimo
absoluto: conceptos de gran importancia en la caracterizaciéon grafica de una
funcidbn y, en particular, elementos vitales en las aplicaciones de funciones
cuadréticas; segun Castafieda (2004) Leibniz en 1683, caracteriza el maximo de
una funcibn mediante dos criterios geométricos, el primero mediante la
comparacion de estados con una linea horizontal que ubica la mayor de las
ordenadas y el segundo a través de una condicibn geométrica que explica que la
tangente a la curva en el punto maximo es paralela al eje de las abscisas, luego se
hace con criterios algebraicos (podriamos decir geométricos con visos analiticos)
utilizando las diferencias pero sin ilustrar la técnica utilizada. A pesar de no
tratarse de un texto con fines de difusidén, resulta interesante como Leibniz
empieza con argumentos geométricos, netamente visuales que luego hacen la

transicion a lo analitico.

Siguiendo a Castafieda, L"Hospital, A (1696), y Agnesi, M. (1748) a diferencia de
Leibniz, presentan el calculo con fines de difusion vy, tal vez, por tal razén en lo
referente al concepto de maximo exhiben varias formulaciones, pero todas parten
de argumentos geométricos apoyados en argumentos variacionales que, en

algunos casos, tocan lo analitico:

-la nocion de tamafo (argumento geométrico),
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-la naturaleza dindmica de las curvas (argumento geométrico con referente

analitico),

-la subtangente de magnitud infinita (geométrico - analitico) definida a partir de la

variacion de las abscisas,

-el signo de las diferencias infinitesimales (argumento analitico) destacando que

muy cerca del maximo las diferencias pasan de un signo a otro,

-la propiedad infinitesimal (analitico) indicando que cerca del maximo ocurren las

variaciones mas pequefas,

-la propiedad analitica a través de una regla que indica que en el maximo las

diferencias se hacen nulas o infinitas.

Siguiendo el mismo lineamiento, el cotejo de valores de funciones en su registro
grafico, tanto con dominio en intervalos de reales como con dominio discreto, que
posean maximos y minimos tanto relativos como absolutos y otras que no los
tengan, serd un buen inicio, primero para la construccion de estos conceptos y
luego para la construccion de una definicibn asociada a cada uno de ellos. La
comparacion visual de valores de la funcién, mediante rectas paralelas a las
abscisas y tangentes a la curva constituird un buen acercamiento que permitira
qgue el estudiante, por si mismo, vaya concluyendo las condiciones que debe
cumplir un valor para ser catalogado como maximo o como minimo, absoluto o
relativo de modo que la definicion sea parte activa de la imagen del concepto. Las
nociones de altura de la grafica (vision geométrica), de movimiento (0 sea una
vision dindmica o variacional de la grafica, en la que se observa “hasta donde
sube o baja la grafica”) y por ultimo una nocion algebraica apoyada en las
diferencias entre valores de la funcion, pueden ser los peldafios que se vayan
salvando en la construccion de la definicion que se considera adecuada para este

nivel de conocimiento:
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D25: “decimos que una funcién f, definida en un conjunto S, tiene un maximo
relativo en un subconjunto M de S, si existe por lo menos un elemento ¢ en M tal
que f(x)<f(c) para todo x en M. A f(c) se le llama el maximo relativo de f en M. Si la
desigualdad anterior se cumple para todo x en S entonces se dice que f(c) es un

maximo absoluto de f.

D26: “De manera analoga, decimos que tiene un minimo relativo en un
subconjunto M de S, si existe por lo menos un punto ¢ en M tal que f(x)2f(c) para
todo x en M. A f(c) se le llama el minimo relativo de f en M. Si la desigualdad

anterior se cumple para todo x en S entonces se dice que f(c) es un minimo

absoluto de £.”

D27, D28, D29 funcion creciente, funcion decreciente, funcion mondétona el
estudio grafico de una funcibn numeérica no puede considerarse completo sin
considerar el analisis de su naturaleza creciente, decreciente, constante o
sencillamente ninguna de ellas; estos conceptos constituyen el eje de la
caracterizacion de los modelos funcionales presentados en el subndcleo 4.4 y
contribuyen notablemente a la posibilidad que ellos tienen de representar

situaciones econémicas, fisicas o sociales.

La construccién de estos conceptos, de manera similar a los conceptos de
extremos de una funcion, parte de argumentos apoyados en contextos graficos y
de tablas, tanto de funciones de dominio real como de funciones con dominio
discreto, de forma que el estudiante analice ordenamientos que le permitan sacar
conclusiones pertinentes teniendo en cuenta de qué manera influye el orden
establecido en los elementos del dominio, en el ordenamiento de los elementos
del rango. Este andlisis es fundamental en dos sentidos, de un lado acentua la
diferenciacion dominio-codominio y de otro permite establecer que, en el analisis
de la monotonia, el ordenamiento de partida se hace en el dominio de la funcién vy,
una vez hecho este ordenamiento, la condicion se verifica en el codominio (mas

precisamente en el rango). La verificacion de estos conceptos, en un contexto
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cartesiano, se apoya en una vision dinamica de la funcion numeérica como puntos
gue se movilizan por la curva que la describe, sin embargo es importante que
ninguno de los contextos sea considerado independiente de los otros, a fin de no
perder generalidad en el concepto de funcién que se busca construir a lo largo de
la estructura tedrico conceptual y de que se favorezca la construccién de una
definicion de funcién creciente y decreciente de corte analitico, pero con vinculos
graficos cimentados en las relaciones de orden propias de los nimeros reales (eso

si, sin dejar de lado funciones con dominio discreto).
Se propone como meta de este proceso, construir como definiciones:

D27: “sea f una funcion definida en un conjunto S, diremos que f es creciente en
un subconjunto M de S si para todo par de elementos de M, X1y Xz, f(x1)<f(x2)

siempre gue x;<x, y diremos que

f es decreciente (D28) en un subconjunto M de S si para todo par de elementos

de M, X1y Xz, f(X)>f(x2) siempre que x1<X.

Una funcién f definida en un conjunto S se denomina mondétona (D29) en un

subconjunto M de S si es creciente en M o decreciente en M.”

6.3.4.2.3.3 Nexos proposicionales En este subnucleo se han ubicado nexos
proposicionales que vinculan de manera inter a los conceptos de este subnucleo

con el nucleo 2 y con el subnucleo 4.4:

NP4 sea f(x)=a* la funcién exponencial. Si 0O<a<1 entonces f es decreciente. Si

a>1 entonces f es creciente.

NP5 sea f(x)=log.x la funcién logaritmica. Si 0O<a<1 entonces f es decreciente. Si

a>1 entonces f es creciente.
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NP6 sea la funcion lineal f(x)=ap+ a;x. Si a;1<0 entonces f(x) es decreciente. Si

a;>0 entonces f(x) es creciente.

NP7 sea la funcién cuadratica f(x)=ag+ aix+apx?. f(-a1/2a,) es un extremo absoluto

de f. Si a,<0 entonces es maximo. Si a,>0 entonces es minimo.
Y al concepto de monotonia con el concepto de funcién inyectiva:

NP1 si una funcion numérica es monétona (creciente o decreciente) entonces es

inyectiva.

La importancia de estos nexos radica en que articulan mateméticamente los
diferentes elementos de la estructura al tiempo que posibilitan el establecimiento

de vinculos cognitivos entre los distintos conceptos:

En el primer caso los cuatro nexos (NP4, NP5, NP6 y NP7) otorgan un valor
especial a las caracteristicas de los parametros presentes en las expresiones
analiticas de las funciones algebraicas y de las funciones exponencial y
logaritmica. Son importantes porque vinculan los registros gréfico y analitico, al
exigir al estudiante constatar que las modificaciones en los parametros de la
expresion analitica generan cambios en la expresion grafica y viceversa. Esta
movilizacion entre registros, alimentada por wun factor adicional (la
interdependencia y congruencia entre los dos registros a través de la relacion
entre las caracteristicas de los parametros y la forma de la representacion gréfica)
potencia la construccion de una imagen del concepto de funcién lineal, cuadratica,
logaritmica y exponencial que articule la definicion, la representacion grafica y la

expresion analitica.

En el segundo caso, el nexo NP1 vincula el caracter creciente o decreciente de
una funcion (caracter grafico y de orden) con una caracteristica de su regla de
asociacion; a través de este nexo, dos cosas que parecerian no tener relaciéon
terminan siendo dependientes una de la otra: relaciones de orden entre valores del

dominio y del rango son condicion suficiente para determinar el cumplimiento de
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una caracteristica de la regla de asociacion, la inyectividad. Al descubrirse en toda
su significacion, este nexo le otorga a la estructura teérico conceptual un caracter
de interdependencia que le ilustra al estudiante el engranaje propio de una
estructura conceptual matematica, lo cual es fundamental en la formacion
matematica de cualquier persona. Su demostracion es una excelente oportunidad
para poner en juego estrategias demostrativas de importancia formativa y que,
cognitivamente, ponen en juego una correcta imagen del concepto de los axiomas
de orden en los numeros reales, de la inyectividad y de la monotonia, confrontada

desde el punto de vista analitico y el punto de vista gréfico.
Descripcion y andlisis matematico de los nexos

6.3.4.2.3.3.1 NP1 si una funcibn numérica es monotona (creciente o
decreciente) entonces es inyectiva.

Es conveniente que lo que afirma el nexo sea presentado al estudiante a través de
graficas de funciones monétonas y de funciones no monétonas, que permitan al
estudiante observar de qué manera la monotonia de una funcién incide en el
cumplimiento de las caracteristicas que hacen que sea inyectiva. Es muy
importante también que el estudiante analice graficas de funciones inyectivas que
no son mondtonas para que verifique que la reciproca del nexo no es cierta. En los
andlisis de los graficos seleccionados es fundamental la visualizacién de la gréafica
como un objeto dinamico en el que los conceptos de dependencia entre variables
sean puestos en evidencia, asi la grafica de una funciéon no sera vista como
estatica (es recurrente que los estudiantes consideren la grafica de una funcién
como una foto de ella (Carlson et al. 2007)) y su dinamismo podra promoverse

aprovechando las ventajas que otorga el andlisis de la monotonia.

Esta presentacion inicial es valida como estrategia para comprender lo que afirma
el nexo, pero no debe quedarse alli; abordar la demostraciéon es imprescindible
para la formacion matematica que se quiere que los estudiantes alcancen en torno

a la estructura teodrico conceptual de funcion, pues el proceso demostrativo pone
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en juego las estrategias propias de una demostracién directa apoyada en la logica
proposicional y ademas, vital para la construccion personal de la estructura, exige
del estudiante poner en dialogo la imagen grafica de funciones monétonas (y/o
inyectivas) con su definicion formal, lo cual fortalecera la conformacion de una
imagen del concepto coherente y bien adaptada matematicamente que conjugue
estos dos aspectos evitando la disociacion, frecuente por cierto, entre imagen del

concepto y definicién (Vinner, 1991).

Respecto del proceso demostrativo es pertinente presentar los siguientes

aspectos:
-Proceso de justificacion y prueba

La prueba de esta proposicion se basa en la definicidon de funcion monétona, la
cual, tomada como hipotesis, permite concluir la inyectividad como una
consecuencia casi inmediata apoyada por los axiomas de orden en los nimeros

reales:

Primer paso: Sea f una funcibn mondétona definida sobre un conjunto S de

nameros reales y sean x; y X en S, tales que xi#Xp,

Segundo paso: por los axiomas de orden en R x;<x, (6 viceversa) lo que implica,
por ser monétona la funcién f, que f(x;) < f(x2) (o viceversa, dependiendo si la

funcion es creciente o decreciente),

Tercer paso: como f(x1) y f(x2) son también nimeros reales entonces, por axiomas

de orden, f(x1)=f(x2),

Cuarto paso: tenemos que si x3#X, entonces f(x1)=f(x2), que es equivalente, segun
l6gica proposicional a su contra reciproca: si f(x;)=f(x2) entonces x;=x, lo que

prueba la inyectividad de f, segun la definicion de funcion inyectiva.

-Conceptos y teoremas soporte
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En la formulacién y comprensién de lo que dice el nexo es necesario que el
estudiante esté familiarizado con la significacidbn propia del lenguaje légico
matematico, a fin de que la expresion “si...entonces...” evoque en él el concepto
de condicion suficiente. No se identifican otros conceptos o teoremas externos a la

estructura que se constituyan en soporte para el nexo.

El proceso de justificacion y prueba se apoya sobre los axiomas de orden en los
nameros reales y en la légica proposicional como elemento para los procesos de

demostracion directa.
-Analisis cognitivo del nexo

Se consideran relevantes en la construccion de una version personal del nexo,

debidamente adaptada a la version institucional, los siguientes aspectos:
Primer nivel (relativo a la comprension de lo que dice el nexo)

A fin de interiorizar el significado del nexo, el estudiante debe tener asociadas a
las expresiones “funcion mondtona” y “funcion inyectiva” imagenes conceptuales
gue involucren registros graficos y analiticos a fin de que pueda encontrar relacion
entre los dos conceptos a través de la interpretacién de la implicacion como

condicion suficiente.

En particular en cuanto a la expresion “funcidn mondétona” su concepto imagen
evocado debe articular con la definicion, coherente con la definicién institucional,
una representacion cartesiana a fin de que se posibilite la correlacion con la
definicion de funcién inyectiva a partir de la identificacion de imagenes diferentes,

para elementos diferentes del dominio.

Asi pues, la disponibilidad de esquemas adecuados para la construccion y lectura
de gréficas de funciones, junto con definiciones de funcibn mondétona y funcion
inyectiva articuladas con sus representaciones graficas, son las que permiten la

comprension de lo que dice el nexo.
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Segundo nivel (relativo a la comprensién de la prueba del nexo)

La estrategia demostrativa es directa, apoyada en una serie de implicaciones que
parten de la definicibn de monotonia y continlan con la implicacion
correspondiente a la definicion de funcion inyectiva. Para que el estudiante
reconozca esta serie de implicaciones, como verdaderas y concluyentes, es
necesario que, partir de la definicion de funcion mondtona (y apoyado en una
representacion grafica, lo cual no es necesario pero si favorable desde el punto de
vista cognitivo) pueda establecer que a elementos diferentes del dominio, les
corresponde elementos diferentes del rango y que, posteriormente, y de ser
necesario apoyado por representaciones graficas, pueda asociar esta conclusion

con la definicién de funcion inyectiva.

6.3.4.2.3.3.2 NP4 sea f(x)=a" la funcién exponencial. Si 0<a<1 entonces f es
decreciente. Si a>1 entonces f es creciente.

Es aconsejable que la presentacion de este nexo sea precedida de un proceso de
construccion de graficas cartesianas de funciones exponenciales que se
diferencien en los valores del pardmetro a, asi el estudiante en ese proceso de
construccion podra establecer relaciones, graficas y numéricas, entre el valor del
parametro a y la manera en que se producen variaciones en los valores que toma
la funciébn a medida que los valores del dominio varian, es decir, inferir la
incidencia del valor del pardmetro a en la covariacidon entre los valores del dominio
y los valores que toma la funcién. Cubrir de manera exhaustiva este proceso de
analisis facilitara el proceso demostrativo puesto que podran establecerse vinculos
entre la grafica de la funcién exponencial, la regla de asociacion y la monotonia de
la funcion posibilitando el paso al “desmenuce” analitico necesario para la prueba

del nexo, la cual se expone a continuacion:
-Proceso de justificacion y prueba

El proceso de justificacion y prueba se apoya en la definicidon de funcion creciente

y funcién decreciente y en los teoremas relativos al orden en los niUmeros reales:
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Demostracion:

Primer paso: Sea f(x)=a* una funcion exponencial con 0<a<l y sean X1y X, en el
dominio de f tales que Xx;<x,, se debe probar que f es decreciente, 0 sea

f(x1)>f(x,), es decir, a*'>a*?.

Segundo paso: supongase que f(x1)<f(x,), es decir, a*'<a*?; como 0<a<l de esta
Gltima desigualdad y de los axiomas de orden en los numeros reales se puede
concluir que x;>x, lo que contradice la hipétesis, asi que a**>a*y la funcién es

decreciente.

Tercer paso: Sea f(x)=a" una funcién exponencial con a>1 y sean x; y X en el
dominio de f tales que x;<X,, se debe probar que f es creciente, o sea f(x1)<f(x2),

es decir, a*<a”*?.

Cuarto paso: supongase que f(x1)>f(x»), es decir, a*>a*%; como a>1 de esta Ultima
desigualdad y de los axiomas de orden en los nimeros reales se puede concluir

que X;>X, lo que contradice la hipétesis, asi que a“'<a*?y la funcién es creciente.
-Conceptos y teoremas soporte

Los conceptos y teoremas soporte, externos a la estructura, son relativos a las

desigualdades de numeros reales (axiomas de orden en los niUmeros reales).
-Analisis cognitivo del nexo
Primer nivel (relativo a la comprension de lo que dice el nexo)

La comprensién de lo que dice el nexo requiere que el estudiante haya construido
una imagen del concepto de funcion exponencial que articule las caracteristicas de

la constante a, la naturaleza de la funcion y su gréfica:

En cuanto a las caracteristicas de la constante se trata del reconocimiento en ella
de un numero real que cumple las propiedades de orden propias de este sistema

numeérico.
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En cuanto la naturaleza de la funcién, se trata de que el estudiante vea en ella un
modelo de crecimiento cuyas caracteristicas son representadas por el pardmetro

a.

En cuanto a la grafica de la funcion, el estudiante debe verla como una
representacion dinamica del modelo de crecimiento expresado analiticamente por

la funcion exponencial.
Segundo nivel (relativo a la comprension de la prueba del nexo)

El proceso de justificacibn que se presenta en este analisis requiere que el
estudiante disponga de estrategias derivadas de esquemas relativos a las
propiedades de orden en los nimeros reales, ya que son esas estrategias las que
permiten descifrar por qué el valor de a determina el tipo de comportamiento en la
variacion de la funcion. En este punto aparece, con un nivel relativamente alto de
importancia, el concepto de funcion como dependencia entre variables para hacer
posible establecer que el tipo de covariacién, entre el dominio de la funcién y sus
valores, esta determinado por las caracteristicas del parametro a. A un nivel mas
operativo, el estudiante debe dominar las estrategias necesarias para interpretar
las gréficas de funciones de una manera dindmica, en la que la curva se considere
una representacion de la forma en que varian los valores de la funcion debido a

variaciones en los valores del dominio.

6.3.4.2.3.3.3 NP5 sea f(x)=log.x la funcién logaritmica. Si 0O<a<1 entonces f
es decreciente. Si a>1 entonces f es creciente.

En este nexo como en el anterior es vital una introduccion grafica que proporcione
al estudiante la oportunidad de establecer, previamente al proceso demostrativo,
la relacion que guarda el valor del parametro a con la manera como se produce la
covariacion entre los valores del dominio y los valores que toma la funcion. Una
vez hecha esta introduccion, abordar el proceso demostrativo puede incluso ser
una consecuencia de este analisis. A continuacion se presenta el proceso

demostrativo:
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-Proceso de justificacion y prueba

El proceso de demostracion se apoya totalmente en las definiciones de funcién

creciente y decreciente y en los axiomas de orden en los numeros reales.

Primer paso: Sea f(x)=logax la funcion logaritmica con a tal que O<a<l1 y sean Xy
X2 en el dominio de f tales que x1<x,, se debe probar que f(x1)>f(x.), es decir, l0gaX1

>l0gax2. Sea b=logax1 y c=loga.X2. Supdngase que b<c.

Segundo paso: De acuerdo con la definicién de logaritmo, x;=a’y x,=a®, como por
hipdtesis x;<x,, entonces se tiene que a"<a’ con O<a<l y b<c lo que contradice
propiedades de orden en los numeros reales, asi que se concluye que b>c y por
tanto logaxi>logax,, es decir, f(x1)>f(xz) y entonces la funcién logaritmo es

decreciente.

Tercer paso: Sea f(x)=logax la funcion logaritmica con a tal que a>1 y sean X1y X
en el dominio de f tales que x;<x,, se debe probar que f(x;)<f(x;), es decir,

logaX1<logaXo. Sea b=10ga.X; Y c= logaXz. Supdngase que b>c.

Cuarto paso: De acuerdo con la definicién de logaritmo, x;=a° y x,=a’®, como por
hipdtesis x1<x,, entonces se tiene que a’<a® con a>1 y b>c lo que contradice
propiedades de orden en los nameros reales, asi que se concluye que b<c y por
tanto logaxi<logaxz, es decir, f(x1)<f(x;) y entonces la funcién logaritmo es

creciente.

-Conceptos y teoremas soporte

Aparecen como conceptos y teoremas soporte, externos a la estructura, las

desigualdades de numeros reales (axiomas de orden en los nimeros reales).

-Analisis cognitivo del nexo
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Primer nivel (relativo a la comprension de lo que dice el nexo)

La comprension de lo que dice el nexo se apoya sobre el significado de la
constante a como numero real determinante en las caracteristicas de la funcion
logaritmica y de su regla de asignacion. Este significado involucra lo relativo a sus
propiedades como elemento del sistema numérico de los reales y lo relativo a su

papel como factor que determina el crecimiento del modelo logaritmico.
Segundo nivel (relativo a la comprension de la prueba del nexo)

El proceso de justificacion exige estrategias de aplicacion de las propiedades de
orden en los numeros reales. Es de resaltar la necesidad de disponer de un
concepto de funcién como relacién de dependencia puesto que el estudiante debe
estar en capacidad de ver los valores de la funcion (y la naturaleza de su
variacion) como dependientes del pardmetro a. A un nivel mas operativo, el
estudiante debe dominar las estrategias necesarias para evaluar funciones y
representarlas en el plano cartesiano. También es importante que pueda
movilizarse entre una representacion grafica, dinamica y la expresiéon de una

funciéon como una relacién entre variables.

6.3.4.2.3.3.4 NP6 sea la funcion lineal f(x)=ag+ a;x. Si a;<0 entonces f(x) es
decreciente. Si a;>0 entonces f(x) es creciente.

Tradicionalmente existen dos maneras de formular este nexo, la que se presenta
arriba y la que utiliza la expresion f(x)=b+ mx para la funcion lineal. La diferencia
no radica sélo en los simbolos utilizados para representar las constantes, si no
que, en esta ultima forma, la funcion lineal es considerada separada de las
funciones polindbmicas mirandola desde la interpretacion en el plano cartesiano de
sus constantes (m es su pendiente, b su corte con el eje y) mientras que en la
primera se trata de una funcién perteneciente a la familia de funciones

polindbmicas. En este estudio se ha escogido esta expresion por la importancia del
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concepto familia de funciones, que se apoya en el concepto de funcion de un

parametro (funcion con dominio en R y rango en un conjunto de funciones).

Cuando se utiliza la expresion f(x)=b+ mx, el que la funciébn sea creciente o

decreciente es considerado una consecuencia del valor de m, es decir, el cociente
A . ., . .
ﬁ (pendiente de la funcion lineal), lo que constituye un argumento que se apoya

MA&s en un contexto geométrico que en las propiedades de los niUmeros reales.

Cuando se utiliza la expresion f(x)=ap+ aiX, el que la funcién sea creciente o
decreciente obedece a propiedades de la desigualdad en los numeros reales
puesto que a; es un parametro, no la pendiente de la funcién lineal, es en este

argumento que se apoya la demostracion del nexo.

Sin embargo, en el proceso didactico no puede dejar de presentarse la expresion
gue se apoya en el contexto geométrico, puesto que favorece los procesos de
interpretacion de la gréfica de una funcion lineal, estableciendo relaciones entre su
expresion analitica y su representacion cartesiana. El concepto de pendiente esta
intimamente ligado con el de covariacion, interpretada esta como una razén de
cambio entre la variable dependiente y la variable independiente; resulta
interesante, incluso, ver cdmo, cuando esta covariacion es constante se tiene una
funcion lineal, mientras que, si esa covariacion varia, se generan otro tipo de
funciones algebraicas de la misma familia (cuadratica por ejemplo). La
demostracion del nexo puede precederse de una prueba apoyada en la
interpretacion geométrica de la pendiente, que permita al estudiante inferir que el

signo de esa razon determina el caracter creciente o decreciente de la funcion
. T . A ..
lineal. Esta prueba se sustenta en el analisis del cociente ﬁ (a1 en la notaciéon de

familia de funciones), enmarcado en el grafico cartesiano, para establecer el tipo
de proporcionalidad entre x y f(x) y de qué manera esta se refleja en que la funcién
sea creciente o decreciente segun la forma en que incrementos en x generan

incrementos (o decrementos) en f(x). Esto exige esquemas relativos a funcion de
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., . A .
una funcion, puesto que el cociente é depende funcionalmente de f y esto se

refleja en su grafica. Por este motivo es fundamental, en este tipo de prueba, que

la imagen del concepto evocada de funcidn creciente o decreciente incluya el

e . . Ay
contexto graflco, pues es en este contexto que se Interpreta el cociente Ax

En cuanto a la prueba apoyada en la expresion f(x)=ao+ a;x se tiene lo siguiente:
-Proceso de justificacion y prueba

Se trata de una prueba apoyada en las propiedades de orden de los nameros
reales y sobre las definiciones de funcion creciente y decreciente, que no acude a
la interpretacion geométrica de las constantes a; y ap, lo cual denota demandas

cognitivas diferentes a las que se ilustraron al referirnos a la prueba geométrica.
Primer paso: Sea f(X)=ag+ a;x con a;>0y X, X2 en el dominio de f con x;< x.

Segundo paso: Como a;>0y X; <Xz entonces a; X; <ai Xpya; X3 +ap<az Xp+ap0

sea f(x;1) < f(x2), es decir, f es creciente.
Tercer paso: Sea f(X)=ag+ a;x con a;<0 y X1, X2 en el dominio f con x;< X.

Cuarto paso: Como a;<0 y X3 <Xy entonces a; X1 > ai; X2 y a1 X3 + ap> ai Xo+ ao, 0

sea f(x1) > f(x2), es decir, f es decreciente.
-Conceptos y teoremas soporte

De nuevo se tienen como conceptos y teoremas soporte, externos a la estructura

tedrico conceptual, los relativos al orden en los nimeros reales.
-Andlisis cognitivo del nexo
Primer nivel (relativo a la comprension de lo que dice el nexo)

La interpretacion de lo que dice la proposicion arranca con cierta dificultad en

cuanto a la comprension de que a; y ag, aunque en el marco de la funcién son
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constantes, pueden variar como parametros generando diferentes funciones

dentro de una misma familia de ellas.

Habiendo ya comprendido el significado implicito en los pardmetros, aparecen las
consecuencias generadas segun el valor de a;, es decir, aparece la comprension
de lo que significa que una funcion sea creciente o decreciente (monétona) y la
relacion que existe entre esto y el valor de a;. Es decir que, al leer estos registros
escritos, el estudiante debe evocar las caracteristicas de una funciéon sea lineal,
creciente o decreciente, tanto por su expresion algebraica como por su gréafica,
pero esas caracteristicas deben estar articuladas en un solo concepto (la funcion
lineal en uno y el caracter creciente o decreciente en otro) como un todo que le
posibilite la interpretacion del nexo aunque sin justificarlo aun, viendo la conclusién
como una consecuencia coherente de la hip6tesis. Por supuesto que todo esto
requiere de los esquemas asociados con la construccién e interpretacion de

gréficas de funciones, expresadas algebraicamente, en el plano cartesiano.
Segundo nivel (relativo a la comprension de la prueba del nexo)

Sin la comprension de primer nivel no es posible abordar la prueba del nexo. Al
abordarla es necesario el reconocimiento de que se esta tratando con funciones
cuyo dominio es el conjunto de los nimeros reales y de que estos poseen una
axiomatica en cuanto al orden, es pues fundamental la existencia en el sujeto de
los esquemas asociados a dicha axiomatica, de modo que sea posible asimilar el

discurrir l6gico en los pasos seguidos.

Cuando estos, partiendo de la desigualdad entre x; y X, (primer paso),
desembocan en la desigualdad entre las expresiones a; X; + ap Yy a; Xot+ ap (cuarto
paso), el sujeto debe, a través de una imagen del concepto evocado adecuada a
la funcion lineal, construir la desigualdad entre f(x;) y f(x2). Ya en esta parte de la
prueba, la lectura de la formulacion simbdlica de esta Ultima desigualdad, debe
evocar en el estudiante un concepto de funcion monotona que permita establecer

que la conexion entre la primera y la ultima desigualdad corresponde
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efectivamente a lo que plantea la proposicion como tesis (la funcion es creciente o

decreciente).

6.3.4.2.3.3.5 NP7 sea la funcion cuadratica f(x)=ao+ a;x+a,x°. f(-a;/2a,) es
un extremo absoluto de f. Si a,<0 entonces es maximo. Si a,>0 entonces es
minimo.

El nexo se ha formulado en términos de funciones polinémicas, es decir, como una
funcion de esa familia: un polinomio con todos sus coeficientes cero, excepto ao, a;
y a,. Tradicionalmente este nexo se prueba de manera grafica, sin discurrir
axiomatico, a través de la ilustracion de la relacidén entre los extremos de la funcién
y los valores de a; y a, determinando en qué casos se trata de un maximo y en

gué casos se trata de un minimo.
-Proceso de justificacion y prueba

Es costumbre demostrar la existencia del maximo o minimo de la funcion
cuadratica como una aplicacion de la derivada, aqui se pretende independizar
estos conceptos; el estudiante debe familiarizarse con el concepto de valores
extremos de una funcién cuadratica como una propiedad que depende de los
valores de sus parametros y no como un ejercicio de aplicacion de la derivada,

esto fortalece el concepto personal de familia de funciones y parametros.

La prueba que se presenta se apoya sobre el registro grafico sin perder de vista su
relacion con el registro analitico, de modo que el estudiante se movilice entre uno

y otro registro verificando conclusiones.

Mas que una prueba se trata de un proceso deductivo en el que, a partir del
concepto de simetria, se encuentra la abscisa del veértice de la grafica de la

funcién cuadratica, es decir, de la parabola:
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Figura 10. Grafica general de una funcion cuadratica.

v

—;

2a;  as

Como guia para el lector, previamente se muestra la grafica de una funcion

cuadratica general.

Primer paso: sea la pardbola de ecuacién y =a,x*+a;x+a,, haciendo x=0 se

encuentra su corte con el eje y, es decir, el punto de coordenadas (0,ao).

Segundo paso: el vértice de la parabola se encuentra sobre su eje de simetria, asi
que su abscisa serd el punto medio de las abscisas de dos puntos simétricos
respecto al eje de la parabola.

Tercer paso: 0 sea que si se encuentran las abscisas de dos puntos cualquiera
gue sean simétricos respecto al eje de la parabola, bastara encontrar el punto

medio de ellas para obtener la abscisa del vértice buscado.

Cuarto paso: como ya se tiene el punto (0,ap) sobre la parabola, ahora se
encontrara su simétrico buscando un x tal que tenga la misma ordenada que el
punto (0, ap) y que se encuentre sobre la pardbola, es decir, que satisfaga el

sistema
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y= 8.2X2+ ai X+ ag

y=ao

Quinto paso: se igualan las dos ecuaciones obteniendo la siguiente serie de

equivalencias:
ax>+ ai;x+ ag= ao
ax>+ a;x=0
X(axx+ a;)=0

x=0 0 ayx+ a;=0

de la ultima ecuacion se obtiene el valor x=- a;/a, que corresponde a la abscisa

del punto simétrico, respecto al eje de la parabola, del punto (0, ao).

Sexto paso: el punto medio entre x=0 y x=- a;/ a, corresponde a la abscisa del

vértice, asi que:

4
Jz_az+o__a1
2 2a,

Séptimo paso: se sustituye el valor de la abscisa del vértice en la funcién
cuadrética obteniéndose la ordenada, de modo que el vértice de la parabola es (-
ai/2ay,f(-a1/2ay)) por simple inspeccién de la grafica de una funcién cuadratica es
posible verificar que el vértice es un extremo absoluto de la funcion. Solo resta
comprobar en qué casos se trata de un maximo y en qué casos se trata de un

minimo.

Octavo paso: en cuanto a si se trata de un maximo o un minimo dependiendo del
signo de a,, este caracter se infiere de la naturaleza de la grafica puesto que si
a,<0 la parabola abre hacia abajo (y por tanto su vértice es un maximo) y si a,>0

la parabola abre hacia arriba (y por tanto su vértice es un minimo).
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-Conceptos y teoremas soporte

Externos a la estructura se tienen los conceptos de punto medio y solucién de

sistemas de ecuaciones.
-Andlisis cognitivo del nexo
Primer nivel (relativo a la comprension de lo que dice el nexo)

La comprension de lo que dice el nexo tiene exigencias relativamente altas, puesto
que su formulacién es bastante simbdlica. Cada expresion tiene una gran carga de
significacion; en primer lugar el estudiante debe identificar la expresion
f(x)=ap+aix+axx* como la expresién general de una funcién cuadrética en la que
se evalla f(-ai;/2a;). En segundo lugar, esta Ultima expresion debe identificarse
como un elemento en el rango de la funcién, para que sea posible clasificarla
como un extremo absoluto segun el concepto asociado con este nombre, tanto
gréfica, como analiticamente. En lo anterior se encuentra implicita la diferenciacion
entre pardmetros y variables para cada uno de los simbolos presentes en la

expresion general de la funcion cuadratica.
Segundo nivel (relativo a la comprensién de la prueba del nexo)

La comprension del proceso de prueba del nexo exige disponer de cierto
conocimiento del significado de cada uno de los coeficientes de la expresion
analitica de la funcién cuadréatica, en relacidon con su representacion cartesiana.
Sin esto no tendran sentido expresiones utilizadas en el proceso de justificacion
como “corte con el eje y (0,ap)”, “vértice de la parabola (-ai/2a,,f(-ai/2ay))”.
Igualmente es necesario que el estudiante disponga de elementos para interpretar
y construir la representacion grafica de una funcion cuadratica, incluyendo
elementos relativos a eje de simetria, ramas de la pardbola y vértice de la
pardbola. ElI concepto de punto medio emerge como elemento central en las
deducciones que llevan a encontrar las coordenadas del vértice pues sin €l no

tendra mayor significacion la prueba del nexo. Todo el proceso de justificacion se
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apoya sobre estrategias para la construccion e interpretacion de graficas de
funciones especialmente en lo relativo a decidir por qué dos puntos simétricos
respecto a una recta vertical tendran la misma ordenada y considerar cada punto

de la grafica de una funcion como un par ordenado perteneciente a la funcién.

6.3.4.2.4 Subnucleo 4.4 familias de funciones

Aunque no es tradicional incluir en programas de bachillerato este concepto, en el
estudio de demandas se identific6 como un concepto de importancia en procesos
de antiderivacion o determinacion de integrales indefinidas en la forma de
funciones primitivas (Ver capitulo 5, “El concepto de funcion en los primeros
cursos...”), lo que en cursos mas avanzados constituira la solucion a ecuaciones
diferenciales. Cognitivamente hablando, el concepto de familia de funciones es
fundamental para la conceptualizacion de las llamadas funciones elementales
(como la funcion lineal y la funcién cuadratica) y abre camino hacia la comprension
de funcién como objeto, al conformar conjuntos de funciones que cumplen ciertas
condiciones de agrupacion determinadas por valores de pardmetros lo que, a su
vez, puede aprovecharse para la construccion de funciones con dominio en los

reales y valores en esos conjuntos de funciones.

Como se puede apreciar en el mapa conceptual matemético que aparece a
continuacion, el subnucleo familia de funciones se estructura sobre el concepto
que lleva su mismo nombre el cual se apoya definicionalmente, en los conceptos
de funcion numérica, parametro y conjunto. Definido a partir del concepto de
familia de funciones, aparece el concepto de modelo funcional que permite definir
los seis modelos mateméaticos de crecimiento que se identifican como de mas
amplia demanda en los primeros cursos de matematicas universitarios: el

constante, el lineal, el cuadratico, el exponencial, el logaritmico y el periddico.
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6.3.4.2.4.1 Mapa del subnucleo

Figura 11. Subnucleo 4.4. Familias De Funciones
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6.3.4.2.4.2 Nexos definicionales

D30, D31 Familias de funciones, parametros y modelos funcionales: Las
integrales indefinidas pueden mostrar lo que es una familia de funciones que
comparte una misma expresion algebraica y la representacion gréfica ilustra el
significado de las caracteristicas que permiten agruparlas, pero su importancia
matematica se evidencia mas claramente en la solucion de ecuaciones
diferenciales y en la categorizacion de las llamadas funciones elementales y de las
funciones trascendentes, de gran utilizacidén en diversas ramas de las matematicas
y de otras ciencias. Didacticamente, el estudio de esta temética favorece la
creacion de situaciones en que el estudiante debe operar sobre funciones al hacer
corresponder a diferentes valores de un parametro, diferentes funciones dentro de
una familia, favoreciendo el paso de la conceptualizacion de funcién como proceso
a la conceptualizacién como objeto. La conformacion de conjuntos de funciones
(familias de funciones) con caracteristicas similares en su regla de asociacion, en
este caso en su expresion analitica (modelos funcionales), no obedece a razones
arbitrarias; las expresiones analiticas, en muchos casos, al enunciar la relacion o
regla de correspondencia entre la variable dependiente (generalmente y) y la
variable independiente (generalmente x), dejan en evidencia la existencia de otras
variables que permiten, parafraseando a Drijvers (2001), la generalizacion de una
clase o grupo de expresiones (en el caso que aqui atafie, funciones) conformando
familias de funciones que comparten una misma expresion, esas variables extras
son conocidas como parametros y su variacion determina funciones. Una vez
determinada una funcién, en ella el parametro pasa a ser una constante, mientras
las otras letras siguen como variables:

“por un lado, el parametro es un argumento de una funcion (de segundo orden), y
al variar, éste, determina ecuaciones o funciones, por otro lado, dentro de cada
ecuacién o funcion, que corresponde a un valor especifico del parametro, el
parametro es una constante, mientras las otras letras son incognitas o variables”
((Bloedy-Vinner, 2001).
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Resulta natural que los estudiantes tengan dificultades con este concepto puesto
que, ademas de distinguir variables, deben distinguir a estas de los pardmetros,
los cuales poseen su propia significacion y, a su vez, pueden considerarse como
funciones con dominio en los reales y codominio en el conjunto de funciones
numéricas. En el bachillerato no es muy comun explicitar este tipo de
conocimiento, pues es abordado pero solo a través del estudio de funciones con
caracteristicas comunes (por ejemplo “funciones exponenciales” o “funciones
lineales”) sin conceptualizar que se trata de modelos funcionales determinados por
familias que comparten una misma expresion que varia gracias a sus parametros;
esta limitada conceptualizacion es insuficiente cuando el estudiante, en los cursos
universitarios, se ve abocado al reconocimiento de la manera en que la variacion
en los parametros determina cambios en una funcién en el estudio de aplicaciones

de la derivada y de la integral indefinida como primitiva de una funcion.

De acuerdo con Duval (Duval, 1995) los fendmenos relativos al conocimiento
matematico no pueden ser objeto de estudio sin recurrir a representaciones; estas
representaciones, segun Rico (2000), pueden ser de dos tipos: graficas y
simbdlicas; a estas ultimas corresponden las expresiones analiticas de tipo
alfanumérico que permiten agrupar funciones numéricas en familias que pueden
determinar modelos funcionales. Su principal importancia radica en las
posibilidades que abren a la representaciéon de relaciones funcionales de una
variable, muy utilizadas para describir situaciones del mundo real, resolver
problemas y para expresar resultados en lenguaje matematico; no sobra recordar
gue no son esas expresiones las funciones en si mismas (en términos de Duval:
no debe confundirse el objeto matematico con su representacion) y es
fundamental disefiar estrategias que no propicien en el estudiante la construccién
de esquemas de funciones como expresiones analiticas si no como funciones que

al expresarse analiticamente toman ese tipo de expresion.

La contextualizacion de la construccion de modelos funcionales desde lo

geomeétrico y desde situaciones problema es una estrategia positiva en esta
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direccion pero sin dejar de lado el objetivo ultimo: la construccion del objeto
matematico funcién, el cual, a la larga, se constituird practicamente en centro de
las tematicas posteriores (limites, continuidad, derivada e integral de funciones).
Consecuentemente con lo expuesto, la construccion de los conceptos de familias
de funciones y modelos funcionales y de cada una de las funciones que se
agrupan en este subnucleo y siguiendo a J. Deulofeu (2001) debe hacerse
partiendo del uso de tablas que luego pasarian a constituir una primera
caracterizacion de los modelos de dependencia funcional, a partir de las cuales se
pueden establecer las respectivas relaciones aritméticas para llegar,
posteriormente a la construccion de graficas (en busca de evitar que el estudiante
asuma que los valores de la funcion son todos discretos) y de las respectivas

expresiones algebraicas.

La presentaciéon de familias que determinan modelos favorece, a su vez, la
posibilidad de presentar al estudiante los parametros como elementos que
determinan caracteristicas de la funcidn que se representa por esa expresion, es
decir, mostrar que las funciones pueden ser funcién de otros elementos (en este
caso funcion del parametro que las determina) lo que va en la direccion de la
conceptualizacion de la funcibn como objeto y de la concepcién de una

concepcidn unitaria de las mateméticas, es decir, una concepcion no fragmentada.

En particular se enfoca el estudio de los modelos funcionales mas conocidos:
funcién constante, funcion lineal, funcion cuadratica, funcion exponencial, funcion
logaritmica y funciones trigonométricas por su importancia en el proceso de
capacitar al estudiante en la utilizacibn de funciones en la resolucion de
situaciones y problemas contextualizados, a través del lenguaje algebraico y
grafico, como se vera en el capitulo 7 en la parte correspondiente al marco

interpretativo.

D32 Funcién constante: de aparente simpleza conceptual, no dejan de presentar

dificultades para los estudiantes aspectos como la falta de variacion en la gréfica,
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el hecho de que variaciones en el dominio no generen variaciones en el rango y
que en la expresion analitica no aparezca la variable independiente. Es de gran
utilidad didactica por tratarse de una funcion en que a todos los elementos del
dominio les corresponde un mismo valor en el rango, lo que la convierte en un
buen elemento de apoyo en la superacion del fendomeno identificado por Alvarez y
Delgado (Alvarez y Delgado, 2001a), respecto de estudiantes que utilizan la
definicion de funcién para definir funcion inyectiva, problema aparentemente
asociado con la interpretacibn de la frase “a cada elemento del dominio
corresponde uno y solo un elemento del codominio”, ya que esta funcién en su
codominio presenta una situacion radicalmente opuesta (al mismo elemento del

codominio le corresponden todos los elementos del dominio).

A partir de tablas y la representacion en el plano cartesiano el estudiante puede
construir la expresion algebraica particular de la funcién constante f(x)=ao con ag
en R, e identificar los efectos que produce la variacion del parametro ap tanto en
la expresién algebraica como en el grafico. Analizar el respectivo grafico
redundara en discusiones acerca del caracter dependiente de la funcidén respecto
de dicho parametro. De otro lado no puede dejarse de lado que el estudiante debe

analizar situaciones en contexto que se modelen mediante la funcién constante.

D33 Funcidn lineal: en su expresion analitica (algebraica) f(X)=ag+ a;x con agy
a; en R, el parametro determinante de su caracter de linealidad (a;) es conocido
como pendiente, concepto que guarda estrecha relacion con la proporcionalidad
tanto desde lo geométrico como desde lo aritmético a través de cada uno de los
lenguajes usuales para funciones: tabla, grafico o formula. En cada uno de ellos el
parametro “pendiente” establece la razén de cambio entre las variables
relacionadas, lo que le otorga a la funcion lineal su importancia como herramienta
en la solucion de problemas relacionados con fenbmenos de cambio y como
objeto mateméatico que sera sujeto de diversas demandas matematicas en
tematicas posteriores del célculo, especialmente en aquellos en que sea necesario

modelar situaciones, tanto geométricas como aritméticas y algebraicas, en que
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incrementos en la variable dependiente sean directamente proporcionales a
incrementos en la variable independiente y en aquellos en que sea necesario
expresar grafica o analiticamente modelos de crecimiento de este tipo. De las
funciones elementales es la llamada a iniciar el camino al reconocimiento de la
funcion como herramienta para representar el cambio, mas alla de la simple
asignacion de objetos; esto puede lograrse a través de la ilustracion de situaciones
de covariacion lineal representables mediante tablas y graficas que luego puedan
traducirse en expresiones algebraicas en las que pueda evidenciarse el papel de
los parametros ap y a; como elementos que determinan las caracteristicas de
posicion e inclinacion en la grafica y las condiciones iniciales y de covariacién en
el fendmeno a describir, en este Ultimo caso buscando la conceptualizacion del

modelo lineal como funcion de los parametros que lo describen.

D34 Funcién cuadratica: la caracterizacion de modelos elementales de
crecimiento (0o de decrecimiento) y de modelos que guardan relaciones de
proporcionalidad, no queda totalmente satisfecha con la funcién lineal; muy pronto
puede detectarse cOmo, en algunas situaciones, no hay proporcionalidad entre los
incrementos de las variables y el concepto de pendiente es rebasado por las
exigencias de la situacion a modelar, ya sea esta de tipo aritmético, geométrico o
de medida; empieza entonces a gestarse una importante transicion entre las
matematicas elementales y las avanzadas, a través de un modelo funcional que
salta de la proporcionalidad a variaciones de tipo cuadratico, cuya expresion
gréfica evidencia variaciones no lineales y cuya expresion analitica extiende el de
la lineal en un término adicional: f(x)=ap+ a;x+a.x’ con ao, a; y a, en R. Las
situaciones de variacion se extienden de esta manera a nuevas aplicaciones en
modelos de crecimiento y en la relacién entre incrementos. De manera analoga a
la funcion lineal, los coeficientes ag, a; y a, son los parametros que determinan la
naturaleza de la funcion representada mediante esa expresion y adquiere especial

importancia que el estudiante construya tablas y graficas que le permitan
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establecer diferencias y similitudes con la funcion lineal, concluyendo el modelo
funcional que se ajusta a la situacion representada. El ejercicio de establecer la
relacion entre los valores de los parametros y la funcidn cuadratica que se
determina, favorece la conceptualizacion de que la funcion puede ser una funcién
de los parametros en aras de un concepto estructural de funcién. No sobra
recomendar que el estudiante, mediante manipulaciones algebraicas, llegue a la
expresion algebraica f(x)=ay(x-h)*+k, mas cercana a la representacion grafica por

explicitar las coordenadas del vértice en el grafico de la funcién cuadratica.

D35, D36 y D37 Funciones exponencial, logaritmica y funciones
trigonométricas: hasta el siglo XVII sélo eran consideradas como funciones las
relaciones entre cantidades geométricas variables expresables mediante
ecuaciones, las relaciones que no poseian este tipo de expresion se decia que
trascendian a las expresiones algebraicas (Ver variacion conceptual Vs del estudio
histérico-critico, capitulo 4) y eran expresadas por medio de una explicacién del
método de construccidbn geométrica de su correspondiente curva, por tal razon
estas curvas eran llamadas trascendentes. Entre ese grupo de curvas se
encuentra la que hoy conocemos como funcion exponencial (D35) y que, segln
Trujillo (1995) sb6lo empezd su camino hacia la representacion analitica con
Nicolas Chuquet (siglo XV) y con Michel Stifel (siglo XVI) a través del surgimiento
de las nociones de exponente cero, negativo y fraccionario; el problema en
cuestion consistia en establecer relaciones entre la progresion aritmética de los
ndmeros naturales y progresiones geométricas. Parece que, en un largo proceso,
(para mas informacion ver Martinez G (2000)) se fue identificando la progresion
aritmética con las abscisas y la progresion geométrica con las ordenadas al tiempo
gue se evolucionaba en la notacién hasta llegar a lo que se conoce ahora como
funcion exponencial: funcion que a cada numero real x le hace corresponder

la potencia a* donde a es un nimero real, la denotamos por y = a*.
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De manera analoga, aunque por un camino alterno, la curva que hacia
corresponder una progresion aritmética en las ordenadas a una progresion
geométrica en las abscisas tampoco poseia una expresion algebraica (Bos, 1975),
no era admitida como funcién y se conocia como curva logaritmica o, en términos
actuales, funcién logaritmica (D36) o sea la que en la actualidad se define como
el exponente al cual se debe elevar la base a para obtener el nUmero x y
gue denotamos y=log, X. En cuanto a las funciones trigopnométricas (D37)
estas iniciaron su ingreso al mundo de la expresion analitica gracias a los trabajos
de Jhon Napier (1550-1617) sobre logaritmos y a Leonhard Euler (1707-1783),
quien las definio utilizando expresiones con exponenciales de nimeros complejos.
Lo tradicional en los programas de bachillerato es basar el estudio de las
funciones trigonométricas en las propiedades de los triangulos rectangulos, sin
embargo el estudio de demandas permitié detectar que el estudiante mas adelante
debera enfrentarse a situaciones en que los angulos utilizados trascienden las
medidas posibles para un triangulo o en que las expresiones utilizadas mezclan
partes algebraicas con partes trigonométricas (por ejemplo senx + x) al calcular
limites, derivadas o integrales, es decir, situaciones en que las definiciones
apoyadas en el triangulo se tornan insuficientes en cuanto a su dominio y sus
propiedades analiticas. No debe abandonarse este tipo de presentacién para las
funciones trigopnométricas, pero si debe superarse en cuanto a extensiones en su
dominio y posibilidades de analizar propiedades analiticas como su grafica, su
naturaleza periddica (amplitud, periodo, fase) y su caracter de funciones a través

de la construccion mediante el circulo unitario.

Como puede verse las funciones exponenciales, logaritmicas y trigonomeétricas
comparten su tardio ingreso a la categoria de funciones y, desde una mirada
matematica, comparten el poseer expresiones analiticas diferentes de las
expresiones algebraicas. Histéricamente también comparten una especial
importancia desde sus origenes mismos, especialmente como herramienta en la

solucién de problemas de crecimiento (en el caso de las funciones exponencial y
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logaritmica) y de medida (en el caso de las funciones trigpnométricas). En la
actualidad el campo de accién de las funciones trascendentes se extiende desde
las matematicas basicas universitarias hasta los cursos mas avanzados; en el
estudio de demandas se constaté que en los cursos de célculo son funciones de
amplia utilizacion en modelos de crecimiento (exponencial y logaritmica) y en la
modelacion de fendmenos periodicos (funciones trigonométricas), sin embargo
debe evitarse la arraigada costumbre de presentar las funciones trascendentes
como simples herramientas en la soluciébn de problemas de ese tipo, pues
adicionalmente estas funciones presentan propiedades de corte analitico cuyo
estudio enriquece la imagen del concepto de funcion que se pretende construya el
estudiante para el concepto de funcién: su expresion analitica no es polindmica, la
manera de evaluarlas se sale del uso tradicional de las operaciones basicas, su
dominio esta sujeto a restricciones, presentan caracter creciente y decreciente en
diversos intervalos del dominio, pueden tener caracter periddico, no todas son
inyectivas y modelan situaciones que no pueden modelarse con las funciones

polinbmicas.

6.3.5 Quinto nucleo: operaciones con funciones

6.3.5.1 Descripcion esquematica: Los conceptos matematicos evolucionan
desde un estatuto protomatematico hasta un estatuto matematico pasando por el
estatuto paramatematico, esta evolucion es un reflejo del papel utilitario de los
conceptos en el desarrollo de la cultura y de las ciencias, en la medida en que
es0s conceptos se tornan insuficientes y pasan a ser “elementos de trabajo” para
otros conceptos mas avanzados; en el estudio historico critico (capitulo 4) se
estudio este proceso evolutivo para el concepto de funcion y como este concepto
se constituyd en eje de ramas de las mateméaticas como el céalculo.

Igualmente en el capitulo 5 se mostr6 que la conceptualizacion operativa de

funcidén no es suficiente para responder en los cursos de céalculo por cuanto varios
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conceptos se apoyan sobre operaciones que utilizan las funciones como objetos.
Es necesario recordar que con la construccion personal de la estructura teorico
conceptual por parte del estudiante, se pretende que, inicialmente, las funciones
sean generadas como procesos sobre otros objetos (que pueden ser numericos o
no numéricos (vectores por ejemplo), abstractos o reales), es decir, cubra una
etapa de interiorizacién; luego, por medio de la identificacién de propiedades y
relaciones, reconozca en esos procesos factores en comun que los agrupe en una
categoria autbnoma (condensacion) vy, finalmente, mediante el trabajo operativo
sobre ellas, las conciba como entidades abstractas o sea objetos reificados (Sfard,
1991, 20). Esta ultima etapa puede darse en la construccidon personal de este
nacleo conceptual, puesto que viabiliza el salto de la funcion como un proceso, a
la funcién como un objeto sobre el que puede actuarse, miembro de una categoria
(conjuntos de funciones numéricas) sobre la que pueden operarse procesos de un
nivel mas avanzado (por ejemplo composicion y operaciones aritméticas como la
suma Yy el producto) conformando un algebra que permite otras clasificaciones
(estructuras algebraicas como los espacios vectoriales) en estados mas

avanzados de conocimiento.

Como puede observarse en el mapa asociado, el centro del ndcleo es el concepto
del cual deriva su nombre, soportado en dos conceptos internos al nicleo (porque
no habian sido definidos antes en la estructura tedrico conceptual y su definicion
obedece al proceso de estructuraciébn de este nucleo): conjunto de funciones
numeéricas en R (F(R)) y composicion e inversion de funciones como operaciones
binarias, y en un concepto externo al nucleo: operaciones aritméticas en los
reales. Al interior de este ndcleo se configura y resuelve el problema de base Pb3
gue se especifica en la parte inferior del mapa y se amplia en la correspondiente

seccion.
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6.3.5.2 Mapa del ndcleo

Figura 12. Quinto ntcleo. Algebra de funciones
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6.3.5.3 Nexos definicionales

D38 Conjunto de funciones en R: Constituye este concepto el primer paso, al
interior de este nudcleo, hacia la concepcidon de funcibn como objeto. La
conformacion de conjuntos de funciones numéricas con dominio en los reales no
es una simple agrupacién de funciones, hay infinitas funciones numéricas con
dominio en los reales, asi que no se trata de un conjunto que pueda expresarse
por extension; el ejercicio de concebir este conjunto pone un punto alto en la
comprension del concepto de funcion desligando las funciones de los procesos de
asignacioén con los que, hasta el momento, el estudiante las ha tenido asociadas
para considerarlas ahora objetos abstractos estaticos (la palabra abstractos hace
referencia a objetos fruto de procesos mentales propios de la abstraccion
reflexiva). Este conjunto hace las veces de nueva categoria que integra las
funciones en R asignandoles su significacibn como funciones que ya tienen doble
caracter: el de proceso y el de objeto; puntualmente se trata del proceso que Anna
Sfard (1991) describe con las etapas de interiorizacion, condensacion vy
cosificacion, estadio este ultimo en el que se iniciard el proceso de interiorizacion
de los conceptos integrados en este nucleo: las operaciones binarias sobre

funciones.

D39, D40 Composicion e inversibn como operaciones binarias: ya se ha
hecho mencién en el tercer nucleo a la importancia epistemoldgica y matematica
de estos dos conceptos, sin embargo cabe mencionar algunos aspectos
adicionales relacionados con la trascendencia que tienen en la conceptualizacion
del concepto de funcién y con aspectos didacticos relativos al paso de dichos

conceptos como proceso a su consideracion como operaciones binarias.

La composicién de funciones es de las primeras operaciones que se definen entre
funciones y posee la caracteristica de que no es definida previamente entre

nameros, esto le otorga gran potencialidad como concepto que toma a la funcion
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como objeto sobre el cual se define u opera. Su importancia se extiende desde su
aplicacion en las funciones mas elementales, en contextos geomeétricos
(traslaciones o rotaciones de figuras en el plano), aritméticos (tablas de asignacion
de valores), algebraicos (funciones expresadas analiticamente) hasta estados en
que las funciones han evolucionado a transformaciones, derivadas, integrales,
transformadas, etc. Por tales razones, al interior de la estructura tedrico
conceptual, el concepto de composicion de dos funciones fy g, debe evolucionar
del proceso de asignacién a un elemento x en el dominio de g, de un elemento

f(g(x)) en el rango de f, a la asignacién de la funcién fog a las funciones fy g a

través de la operacion binaria composicion (D39).

Si se mira en detalle el proceso de composicion de dos funciones f y g (fog),
pueden verse algunos aspectos de interés didactico que no deben pasarse por
alto: el proceso pasa por la identificacion del dominio de la funcién f como
subconjunto del rango de la funcion g y debe tener como objetivo final la
identificacion del dominio de esta ultima y del rango de la primera como el dominio
y rango, respectivamente, de la funcion compuesta de esas dos; la situacion se

puede visualizar mejor en el esquema, ya tradicional:
A—-B-—->C
x — g(x)— f(g(x))

El conjunto B contiene el dominio de la funcion f y es el rango de la funcion g. El
conjunto C es rango de la funcion f. Al componer las dos funciones, A sera el

dominio de “g compuesta f’, es decir fog, y C sera su rango, esquematicamente:
A—- C

x — fog(x)
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guedando el conjunto B relegado a un nivel en que no es explicito a pesar de su
trascendencia en la posibilidad o imposibilidad de la composicion de las dos
funciones, pero esto sélo ocurre una vez fog es una nueva funcion, es decir, ya el
proceso de composicion ha dejado de serlo para convertirse en una nueva regla
de asignacion. Sin embargo puede ocurrir que el estudiante no visualice esta
situaciéon, es alli donde la diversidad en las situaciones a que el maestro lo
enfrente entra en juego. Situaciones en que el alumno deshaga una funcién en
dos o mas funciones que al componerse la produzcan, situaciones en que se
compongan dos funciones obteniendo una funcién que entra en contradiccién con
el proceso mismo, es decir, h(a), con h funcion compuesta de f y g, exista,
mientras que g(a) o f(g(a)) no exista. (Por ejemplo la composicion de las funciones
g(x)=\x y f(x)=x?, sin los anélisis adecuados conduce a h(x)= fog(x)=x de modo
que h(-1)=-1, pero el proceso f(g(-1))=f(\-1) no es posible pues V-1 no existe en
R.), situaciones en que el dominio de f no sea subconjunto del rango de g pero sin
embargo sea posible, algebraicamente, la composicion de las funciones, pueden
favorecer el proceso de significar la composicion de funciones como operacion
binaria en F(R). Adicionalmente es importante la verificacion de que la
composicién de dos funciones en F(R), siempre que esta sea posible, arroja otra
funcién en F(R).

Por su parte, en cursos de célculo diferencial e integral, el concepto de funcion
inversa reviste importancia como apoyo definicional a varios conceptos como el
concepto de funcién exponencial, funciones trigonométricas, e incluso en la
concepcion de la derivada y la integral de funciones como inversas. Este
concepto, en el tercer nucleo se concibio como proceso inverso al de la funcion
original o directa, ahora al interior del quinto nucleo se concibe como el elemento
inverso, mediante la composicion, es decir, el elemento-funcion del conjunto de
funciones F(R) que compuesto con la funcién f arroja la funcién identidad.

Simboélicamente: D40 “dada una funcion f en F(R), definimos la funcion
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inversa de f, como aquella funcién g, también en F(R), tal que fog=gof=x. A
la funcion g la denotamos por f*.” Como puede verse esta definicion ya no se
apoya en revertir el proceso de asignacion de la funcion original, si no en la
composicién de funciones como operacion binaria en F(R), o sea que pasa de ser
la inversion de un proceso a ser una propiedad de la composicion de funciones, lo
que le asigna a esta, y por ende al concepto de funcién, un estatus conceptual
mas elevado que el de mero proceso. Para el estudiante este paso no es
instantaneo ni fruto de una informacion, si no una construccién apoyada en
situaciones que hagan necesaria esa evolucion. Verificar que la funcion g,
obtenida mediante la reversion del proceso de la funcion f, es su inversa, a través
de la verificacion de que la composicion fog y gof arroja la funcion identidad; armar
colecciones de parejas de funciones que sean inversas (obtenidas a través del
proceso de revertir el proceso de la funcion original); utilizar esa coleccion de
funciones inversas para anular funciones en el marco de ejercicios matematicos
gue hagan necesario este proceso, son muestra del tipo de situaciones que
pueden posibilitar el paso de la concepcién de funcién inversa como proceso
inverso a la concepcion de funcién inversa como propiedad de la operacién binaria
composicidén y en este sentido se enfoca el problema de base Pb3 del que se hara

un analisis en la seccion correspondiente.

D41, D42, D43 suma, producto y cociente de funciones la suma, el producto y
el cociente de funciones evidenciaron su importancia en el estudio de demandas;
el calculo de limites de funciones exige de estas operaciones de una manera tanto
operativa como conceptual y de alli se desprende que lo mismo ocurra con los
conceptos de derivada e integral. Su importancia también radica en que se trata
de operaciones que se realizan sobre funciones, potenciando la conceptualizacion
como objeto de la funcion. Sin embargo, debe tenerse en cuenta que estas
operaciones se definen a partir de las respectivas operaciones sobre nimeros

reales:
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Sean fy g funciones en F(R) con el mismo dominio D, sea x en D, definimos
la suma de fy g: s(xX)=(f+g)(X)=f(x)+g(x);

el producto de fy g: p(xX)=(f.g)(x)=f(x).g(x)

el cociente de fy g: c(X)=(f/g)(x)=f(x)/g(x) siempre y cuando g(x) no sea

cero.

Puesto que f(x) y g(x) estan en R, en primera instancia las tres operaciones se
realizan sobre R, pero el conjunto de todas esas operaciones conforma la
respectiva funcién (s, p o ¢ segun el caso), lo que cognitivamente equivale a que el
conjunto de todas las acciones encaminadas a determinar valores de la funcién
operacion, debe interiorizarse por parte del estudiante para constituir el proceso
que determina esa funcidén-operacién como un objeto, elemento de la categoria
que conforma este ndcleo, es decir, otorgarle a ese proceso el estatus de
operacion binaria. Pero ese paso cognitivo no va de la mano con la definicion,
como bien lo afirma Vinner (1991): “Las definiciones crean un problema muy serio
en el aprendizaje de las matematicas. Representa, quizd mas que cualquier otra
cosa, el conflicto entre la estructura de las mateméticas, tal como la conciben los
matematicos profesionales, y los procesos cognitivos de la adquisicion de
conceptos” asi que se requiere de el importante proceso de abstraccion reflexiva,
de modo que las acciones que, inicialmente se efectian sobre reales, puedan
interiorizarse para formar los procesos correspondientes a la operacion y
encapsularse en los objetos que, en matematicas, se definen como operaciones
binarias, en este caso sobre funciones. En este proceso es importante que el
trabajo del estudiante no se limite al calculo de sumas, multiplicaciones y/o
divisiones, si no que estas sean utilizadas, en el marco de situaciones que hagan
de ellas instrumentos para procesos mas avanzados en los que el simple calculo

de un valor no sea suficiente, como ocurre en la determinacion de expresiones
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generales o graficas de funciones obtenidas mediante las operaciones, o en la
descomposicion de funciones, que se encuentren representadas analitica o
graficamente, para expresarlas como la suma, el producto o el cociente de dos

funciones.

6.4 PROBLEMAS DE BASE

Los problemas de base son parte fundamental de la ETC en cuanto elemento que
pone en juego su engranaje al exigir de los estudiantes procesos de solucion
apoyados en referentes tedricos de sectores de la estructura. Por tal razén se
presenta, ademas de su formulacién, la técnica de solucion acompafiada del
respectivo soporte tedrico. También se justifica, desde el punto de vista didactico y
cognitivo, la pertinencia de cada problema de base aduciendo razones apoyadas
en la manera en que la comprension de los referentes tedricos es puesta a prueba

y la operatividad que se demanda sobre ellos.

6.4.1 Pbl: Reconociendo y construyendo funciones en distintos contextos.

6.4.1.1 Formulacién Involucra este problema de base lo relativo al
reconocimiento y construccion de funciones definidas sobre diversos tipos de
objetos (reales o abstractos) y en diferentes contextos: tabla, conjunto de parejas
ordenadas, grafica cartesiana o0 expresion analitica de la forma y=f(x). El
reconocimiento 'y construccibn de funciones incluye reconocimiento o
determinacion de dominio, codominio, rango y regla de asociacion o
correspondencia, en el caso de funciones numéricas esta Ultima puede estar
definida de diversas maneras. La determinacion del dominio y del rango puede

involucrar célculos no muy complicados.
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6.4.1.2 Técnica de solucién y soporte tedrico El reconocimiento de funciones
inicia con reconocer la regla de asociacion y verificar si esta cumple con la
condicion propia de la definicion de funcién. Este primer paso en el proceso
obedece a diferentes técnicas dependiendo del contexto en que se defina la
funcion, en el caso de funciones definidas mediante tablas la verificacion de la
regla de correspondencia y el reconocimiento de dominio, rango y codominio es
una tarea practicamente visual; si se trata de funciones numéricas definidas a
través de ecuaciones en dos variables o representadas graficamente, las
respectivas técnicas se apoyan en criterios conocidos, como el del exponente de
la variable dependiente para funciones expresadas con ecuaciones o el criterio de
la recta vertical para funciones en contexto grafico. Para las funciones expresadas
como ecuaciones es importante considerar funciones definidas implicitamente, en
particular es recomendable poner en discusion aquellos casos donde el despeje
de la variable dependiente no sea expedito, abriéndose la discusién de si la
ecuacion define o no una variable como funcién de la otra, y qué técnicas o
procedimientos se podrian utilizar para resolver el problema.

Para funciones definidas mediante expresiones de la forma y=f(x), la
determinacién de dominios implicitos exige manipulaciones algebraicas que
permitan la solucion de ecuaciones e inecuaciones en una variable. En la
determinacion del rango la expresién y=f(x) es resuelta como una ecuacién en la
variable x para luego conformar el conjunto correspondiente al rango con aquellos
valores de y, para los cuales la ecuacion tiene una solucion en el dominio. Esta
Gltima técnica también es utilizable en la determinacion de funciones inyectivas v,
por supuesto, para determinar las preimagenes asociadas con un valor dado de la
funcidn, que se presenta permanentemente en contextos no matematicos y que

exhibe un nivel de dificultad notorio para los estudiantes.
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6.4.1.3 Justificacién Este problema de base, cuyo soporte teérico se ubica en
los nucleos 1 y 4 (concepto general de funcidbn y funcion numérica
respectivamente), agrupa un gran nimero de situaciones prototipicas que crean
condiciones para la construccién de un concepto personal de funcién acorde con
la generalidad que se propone en la definicién, buscando responder a la tipologia
gue se identifica como demandada por los primeros cursos de Célculo y buscando
evitar lo que, en la descripcidn del nucleo en que se enmarca este problema de
base, mencionamos como una de las mas frecuentes desadaptaciones del
concepto de funcion que construyen los estudiantes, la restriccion en la clase de
objetos que identifican como funciones (en particular es alta la tendencia a
identificar como funciones cualquier féormula o cualquier curva en el plano
cartesiano).

Adicionalmente el problema busca crear fundamentos operativos necesarios para
el manejo del concepto de funcién en cualquier tipo de contexto, especialmente
resaltamos el acercamiento a la interpretacién de la expresion y=f(x), como una
ecuacion en x, para un y dado, de gran aplicabilidad. La determinacién de rangos,
utilizando esta técnica, plantea un punto alto en el problema de base, es
aconsejable mirarlo como un plus, reservado para ciertos estudiantes, lo cual no
quita que debe quedar claro para todos los estudiantes el sentido, interpretacion y
manera de abordar en contexto la ecuaciéon b = f(x), siendo b un valor dado en el

rango.
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6.4.2 Pb2: Reconociendo y construyendo funciones inversas en distintos

contextos.

6.4.2.1 Formulacidon Se centra este problema de base en aspectos relativos al
reconocimiento de funciones con inversa y a su respectivo célculo en caso de esta
existir. Aunque el problema se enfatiza en funciones numéricas, también debe
incluirse una gran variedad de funciones que no lo sean. Es importante tener en
cuenta que el reconocimiento de una funcién inversa implica determinar su
dominio, su rango y la regla de correspondencia que la define.

Dada una funcion f, formulada ya sea a través de una tabla, una ecuacion, una
grafica cartesiana o una expresion analitica de la forma y=f(x), su formulacién en

términos generales podria ser:
e Determinar si tiene inversa y calcularla si es el caso.

e Verificar si la funcidén encontrada es en realidad la inversa.

6.4.2.2 Técnica de solucién y soporte tedrico El primer paso es la verificacion
de que se trata de una funcion inyectiva, lo que, de acuerdo con la definicion,
garantiza que tenga inversa. Respecto de esta verificacion vale recordar la
disponibilidad de tres estrategias:

1. La aplicacion de la definicion en cualquiera de sus tres versiones:

a. f(xy) = f(x2) 2 X1 = X2, donde x;, X2 son elementos arbitrarios en el

dominio de f.

b. x1 # x22 f(x1) # f(x2), donde xi, X2 son elementos arbitrarios en el

dominio de f.

c. Una funcion f es inyectiva si a cada elemento del rango le

corresponde solo una pre-imagen en el dominio.
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2. El estudio de la ecuaciéon y=f(x) para y arbitrario en el rango de f, respecto

de la unicidad de su solucion.

3. El método del contraejemplo para probar que se trata de una funcion que

no es inyectiva.

La seleccion de cualquiera de las estrategias anteriores obedece al grado de
dificultad segun el contexto en el cual se defina la funcién f.

En el caso de funciones definidas por tablas pequefias, cualquiera de las
estrategias 1. y 3. puede resultar efectiva y casi que inmediata. Igualmente la
determinacion de la regla de correspondencia para la funcion inversa es solo

cuestion de invertir la tabla.

Cuando la funcion se encuentra definida en contexto grafico las tres versiones
equivalentes de la definicion, citadas en la primera estrategia, son el sustento para
el criterio de la recta horizontal (nexo proposicional NP2) y por tanto cualquiera de
ellas es de utilidad y la regla de correspondencia puede encontrarse a través de la
simetria con respecto a la recta y=x. Tanto en este caso como en el anterior, la
verificacion de que efectivamente la funcién definida por la regla de
correspondencia encontrada es la funcién inversa, puede hacerse mediante la
composicién de funciones en el registro en que se ha planteado el problema,
apoyandose en el nexo proposicional NP3 que formula la funcion inversa a través

de la composicion de funciones.

Si la funcién esta definida a través de una ecuacion en dos variables, el proceder
mas légico es despejar la variable dependiente, lo cual remite este caso al que se
presenta cuando la funcion es representada a través de una expresion analitica de
la forma y=f(x). En esta ultima situacion se puede acudir a las versiones a. y b. de
la definicibn, aunque no son garantia de éxito para la tarea; puede también
acudirse a la version c. lo que requiere la solucion de una ecuacion en x, para

valores arbitrarios de y, que no siempre es de sencilla solucion, pero lleva
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directamente a encontrar la regla de correspondencia para la funcion inversa, si
esta existiera. En cuanto a la verificacion de si la funciéon calculada es o no la
inversa de la funcién dada, de nuevo se puede acudir al nexo proposicional NP3

gue vincula el concepto de composicion con el concepto de funcién inversa.

Como aspecto relevante se destaca que, de acuerdo con nuestras definiciones de
funcion y funcién inversa, una funcidon para tener inversa soélo requiere ser
inyectiva, de modo que el dominio de la funcion inversa siempre sera el rango de

la directa, aunque dicho rango no sea igual al codominio inicialmente propuesto.

6.4.2.3 Justificacién La formacién matematica que se espera de un estudiante,
con respecto al concepto de funcién, se ve nutrida en la medida en que la
manipulacion del concepto de funcion como objeto y como proceso, es alternada
por las exigencias de este problema de base. De otro lado el concepto de funcién
inversa fue identificado, en el estudio de demandas, como altamente significativo
para la conceptualizacion de funciones de uso frecuente y cuya relacion es de tipo
inverso, como las funciones exponenciales y logaritmicas, las funciones
trigonométricas y sus inversas y en conceptos de altos niveles de elaboracion,
centrales en los cursos de calculo y algebra lineal como derivada-integral o matriz
y matriz inversa utilizados estos ultimos en el contexto de transformaciones
lineales.

Adicionalmente, este problema de base resulta particularmente interesante porque
vincula los nucleos 1, 2, 3, 4 y 5 al poner en juego, tanto el concepto general de
funcién como los conceptos de funcion inyectiva, funcion inversa y composicién de
funciones. En particular la exigencia que hace de los nexos proposicionales NP2 y
NP3 fortalece, en la construccion personal que debe hacer el estudiante, la
articulacion conceptual y proposicional entre elementos de la ETC.
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6.4.3 Pb3: Resolviendo ecuaciones de primer grado en F(R).

6.4.3.1 Formulacién Este problema de base agrupa lo concerniente al estudio
de la ecuacidon de primer grado en el marco del algebra que se define sobre el
conjunto de funciones numéricas con dominio en los reales (F(R)). Si f, g, h son
funciones en F(R), la ecuacion de primer grado puede tener las siguientes
versiones generales:

o f.X+h =g (. Indica multiplicacion entre funciones)
e foX+h =g (“0” indica composicién de funciones)

e Xof+h=g

6.4.3.2 Técnica de solucion y soporte tedrico La técnica de resolucion sigue
el mismo procedimiento utilizado para la resolucion de ecuaciones lineales en el
conjunto de los numeros reales, pero el tratarse de ecuaciones definidas en F(R)
genera diferencias en la aplicacion de los conceptos involucrados.

El primer paso para despejar X se apoya en la existencia de una Unica funcién —h
(la funcién opuesta de h), en la propiedad asociativa para la suma de funciones y
en el axioma relativo a la uniformidad para la suma de funciones. Las versiones

citadas arriba se convierten entonces en las siguientes ecuaciones equivalentes:

o fX=g+(-h)
o foX =g+(-h)
e Xof = g+(-h)
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En la primera ecuacion, si f es una funcién que no se anula para ningun valor en
R, entonces posee reciproca unica 1/f y se puede terminar el proceso de despeje,
apoyandose en el axioma de uniformidad para la operacion binaria multiplicacion
de funciones y en la propiedad asociativa para esa misma operacion, obteniendo

como solucién anica: X=(g-h)/f.

En la segunda ecuacién, si f es una funcion biyectiva entonces posee inversa
(ademas unica) f* en F(R) lo que permite continuar con el proceso para despejar
X, apoyandose en las propiedades asociativa y uniforme, en este caso de la

operacion binaria composicién de funciones, obteniendo X=f'o(g-h).

Para la tercera ecuacion el razonamiento es similar, solo que la composicién con

la inversa se hace por la derecha.

6.4.3.3 Justificacion Este problema de base plantea cuestiones de fondo en la
parte conceptual, puesto que tras los procesos de solucion existen condiciones
necesarias y suficientes que no se evidencian como si se hace con las
condiciones suficientes y que traen consigo preguntas que es importante abordar:

En la primera ecuacion ¢Qué sucede con la solucién si la funcion f se anula en

algun punto?

En la segunda y tercera ecuaciones puede plantearse: ¢Qué sucede con la
solucion si la funcion f no posee inversa? ¢Qué sucede si la funcion f es inyectiva
pero no sobreyectiva? Ingresan factores como la restriccion de las funciones

segun conveniencias.

La comprensién del problema de base y de su proceso de solucidon supone una
concepcion de las operaciones entre funciones como operaciones binarias entre
objetos que no son numeros (aunque se apoyan en las operaciones entre
nameros) incluyendo en esa categoria la composicion de funciones. Adquiere

particular relevancia también la identificacion de semejanzas y diferencias entre
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los conceptos de opuestos aditivo y opuesto multiplicativo, de composicion y de
funcion inversa y el dominio de los procesos algebraicos que permiten resolver
una ecuacion de primer grado en los reales para extenderlos a una ecuacion lineal
en F(R).

Este problema de base aunque incluye algoritmos y algunos procesos de calculo,
se perfila desde una perspectiva tedrica y constituye una garantia de comprensién
del nudcleo 5, vital en el acercamiento del estudiante a la concepcion de funcion
como objeto. Este problema de base tiene un valor adicional en la formacion
matematica que se espera de un estudiante con respecto al concepto de funcion,
la comprension del problema mismo y las manipulaciones que exige, garantizan
de cierta manera la concepcién de funcién como objeto sobre el que se opera y
dicha operacionalidad, aplicada en solucion de ecuaciones, otorga al conjunto de
funciones numéricas en R, asi sea de manera intuitiva, el caracter de sistema
algebraico lo que, es un buen punto de llegada en la ETC de funcion que se
propone como respuesta a las demandas matematicas que, con respecto al
concepto de funcién, hacen algunas definiciones y teoremas importantes en los

cursos de célculo y de algebra lineal.

6.4.4 Pb4: Graficando funciones numéricas.

6.4.4.1 Formulaciébn Este problema de base envuelve aspectos relativos a
estrategias y técnicas basicas para la construccion de graficas de funciones
numeéricas a partir de su expresion analitica, enfatizando en aquellas que permitan
el andlisis de caracteristicas mateméticas, como intervalos de monotonia, valores
extremos, simetrias, asintotas y discontinuidades de diverso tipo, a partir de su
proceso de construccion.

Una version general del problema podria ser:
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Dada una funcion numérica f, expresada analiticamente, trazar su grafica y, a
partir de ella y de su proceso de construccion, analizar su comportamiento
matematico en cuanto a monotonia, valores extremos, simetrias, asintotas y

discontinuidades.

6.4.4.2 Teécnica de solucion y soporte tedrico La técnica general para el
trazado de la grafica inicia con el estudio de la expresion analitica de la funcion
para establecer su dominio mediante la identificacion de valores de indefinicion.
Esta primera parte del proceso exige del reconocimiento de posibles restricciones
segun el tipo de expresion analitica. Los valores de indefinicibn seran entonces
utilizados como indicadores de rupturas o discontinuidades y pueden constituir
asintotas o simplemente saltos en la grafica; el lograr esta clasificacion se apoya
en las definiciones que de estos conceptos se introdujeron al interior del subnucleo
4.2 y requiere de la elaboracion de tablas de valores de coordenadas de puntos
sobre la gréafica, que permitan analizar su comportamiento en las vecindades de
dichas discontinuidades. A esta altura de la técnica, han entrado en juego el
calculo de valores de una funcibn numérica expresada analiticamente, la
diferenciacion entre dominio y rango y la movilizacion entre la expresion analitica y
la expresion mediante tablas de valores.

Contribuye también, en el proceso de construccion de la gréfica, el determinar
simetrias y cortes con los ejes; estas determinaciones pueden hacerse a través de
la busqueda de los llamados ceros de una funciéon y del estudio de las
propiedades algebraicas de la expresion propuesta para la funcion a graficar, o a
partir del analisis del comportamiento de la expresion analitica segun propiedades
de los respectivos modelos funcionales identificados al interior de ella. El trazado
final de la curva también puede apoyarse en el establecimiento de analogias entre
la funcion a graficar y las expresiones generales de los modelos funcionales

estudiados al interior del subnucleo 4.4.

La determinacion de intervalos de monotonia y valores extremos para la funcion,

una vez construida la grafica, se puede considerar un ejercicio en esencia visual
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pero apoyado por las definiciones establecidas en el subnucleo 4.3. Sin embargo
también es importante que estos conceptos puedan ser utilizados como elementos
para la construccion de la grafica, en ese caso el ejercicio dejaria de ser visual
para pasar a ser un ejercicio apoyado en la diferenciacion entre dominio y rango,
en las propiedades de orden de los numeros reales y, desde luego, en las
correspondientes definiciones presentes en el subnucleo 4.3.

6.4.4.3 Justificacibn En la actualidad cualquier calculadora o paquete
informatico ofrece la posibilidad de obtener una expresion grafica de una funcién
con relativa facilidad, sin embargo es innegable que, didacticamente, la
consolidacion y posterior apropiacién de técnicas basicas para trazar y analizar
graficas de funciones, ofrece variedad de situaciones que favorecen la puesta en
juego de las capacidades analiticas del alumno en el contexto de la utilizacion de
las propiedades de las funciones, de las cuales varias son de importancia en la
aproximacion a conceptos mas avanzados relativos al concepto de funcion, en
particular el estudio de rupturas y la identificacion de asintotas es de gran utilidad
en el acercamiento a conceptos como limite y continuidad, de gran dificultad en los
cursos de célculo.

De otro lado, ha sido ampliamente reportada la tendencia, generalizada por cierto,
a asociar el concepto de funcién con curvas suaves y continuas, rechazando como
funciones aquellas curvas que presenten rupturas, saltos, restricciones y/o
asintotas; la construccion paso a paso de la grafica asociada con una funcion,
identificando caracteristicas como las ya mencionadas y confrontando estas con la
definicion de funcidén para constatar que no la violan, lo que ayuda firmemente a

solventar el obstaculo mencionado.

Este problema de base conlleva el estudio de varias funciones que se salen de los
prototipos, lo que contribuye a la construccién personal de un concepto de funcion

mucho mas general acorde con el que promulgamos en la ETC.
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6.4.5 Pb5: Resolviendo ecuaciones e inecuaciones trascendentes en una
variable

6.4.5.1 Formulacion: Compete a este problema de base lo relativo a la solucién
de ecuaciones e inecuaciones definidas mediante expresiones mateméaticas en
una variable de tipo trascendente, surgidas, o no, de aplicaciones cientificas o
tecnoldgicas. Este problema de base da origen a dos conjuntos de problemas
bien diferenciados:

e Sijtuaciones probleméticas que pueden ser resueltas utilizando propiedades de

las funciones exponencial y logaritmica.

e Situaciones probleméticas que pueden ser resueltas utilizando propiedades de

funciones trigonométricas.

6.4.5.2 Técnica de solucion y soporte tedrico Para el primer grupo de
situaciones la técnica de solucién es similar a la técnica utilizada para resolver
ecuaciones lineales en los numeros reales, pues se apoya en la existencia de
opuestos (-b o —f) tanto para niumeros como para funciones, en la propiedad
asociativa para la suma de funciones, en el hecho de que la funcién exponencial y
la funcion logaritmica son inversas una de la otra, en el axioma de uniformidad
para la suma y para la operacion binaria composicion de funciones y en las
propiedades que caracterizan a las funciones exponencial y logaritmica.

En el proceso de solucién pueden surgir expresiones conformadas por funciones
logaritmicas cuyas restricciones en el dominio es importante analizar, o por
funciones exponenciales cuya solucion solo puede garantizarse luego de la
revision de su inyectividad o monotonia, segun se trate de una ecuacion o de una

inecuacion. lgualmente es importante, antes de utilizar cualquier inversa, constatar
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las condiciones que deben cumplir las funciones en cuestidn y tener en cuenta que
el proceso puede conducir, finalmente, a funciones lineales o cuadraticas cuya
existencia de soluciones también depende de condiciones que deben ser

verificadas.

Para el segundo grupo de situaciones la técnica de solucion es similar a la del
primer grupo, excepto que ahora deben tenerse en cuenta las propiedades de las
funciones trigonométricas y sus inversas, asi como las restricciones que

posibilitan, o no, la necesaria operatividad en el proceso.

6.4.5.3 Justificacion Es tendencia generalizada la conceptualizacion vy
ejercitacion de los estudiantes en la resolucién de ecuaciones e inecuaciones
algebraicas, este problema de base amplia este horizonte al exigir que el
estudiante ponga en juego propiedades de operaciones definidas sobre conjuntos
gue no son numMéricos, en este caso, conjuntos de funciones.

De manera mas particular la importancia de este problema de base radica en la
conceptualizacién de las funciones exponencial, logaritmica y trigonométricas; la
utilizacion de ellas como funciones inversas y de sus propiedades en el contexto
de la solucién de ecuaciones, aborda cuestiones conceptuales que son puestas en
juego de manera préactica, al reorganizar ecuaciones e inecuaciones de modo tal
gue pueda efectuarse el proceso de deshacer una funcion mediante la aplicacion
de su inversa, lo que contribuye, a través de la instrumentalizacion de dichas

propiedades, a la conceptualizacion como objeto de las mismas.

El problema puede ser aprovechado didacticamente a partir de cuestiones de
fondo que sustentan de manera implicita el proceso de solucién, estas cuestiones

se resumen en preguntas como las siguientes:

¢, Qué condiciones debe cumplir cada uno de los parametros de la ecuacion o

inecuacion a fin de que tenga solucion?
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Respecto de las soluciones encontradas ¢ Estan definidas para todo el dominio en
que se defini6 el problema? En caso de que no sea asi ¢Cuales son las

restricciones y de donde se derivan?

¢En qué radica la importancia de la inyectividad? ¢En qué casos es necesaria y

en cuales no?

En caso de ser necesario ¢Es posible introducir alguna restriccion en el dominio

para posibilitar la existencia de soluciones?

¢Podria el proceso de solucién extenderse a situaciones definidas mediante

funciones que no sean mondétonas o que no sean inyectivas?

La comprension del problema de base y de su proceso de solucidon supone la
operacionalizacion de las propiedades de las funciones exponenciales,
logaritmicas y trigopnométricas y de la relacion existente entre ellas, esto alimenta
la busqueda de la construccion de la conceptualizacién de funciébn como objeto
utilizable en situaciones, matematicas 0 no matematicas, como instrumento
operativo. El problema también otorga importancia al proceso de deshacer el
efecto de una funcién aplicada sobre otra a través de la aplicacién de su inversa,
esto es importante porque, aunque se trata de ecuaciones o inecuaciones en x, las
funciones exponencial, logaritmica y trigopnométricas pueden aparecer actuando
sobre funciones lineales o cuadraticas, es decir, el problema en sus dos
agrupaciones involucra la composicion de funciones como un objeto dado que
debe ser desintegrado en aras de resolver la ecuacién o la inecuacion. Aparece
implicito un problema adicional: los dominios de las funciones en juego, cabe
plantear cuestiones respecto de la manera como el dominio de dicha funcion
determina los valores posibles para la funcion lineal o cuadratica sobre la cual sea

evaluada.

Pese a los algoritmos y procesos de célculo que puede incluir, este problema

constituye tedricamente un punto alto en la construccion personal, por parte del
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estudiante, de la estructura tedrico conceptual al garantizar en cierta medida la
comprension del nacleo 5 y del subnucleo 4.4, de importancia en la creacion de
categorias dentro del concepto de funcibn y en su objetivacion, aspectos
fundamentales del concepto de funcion que se identific6 como necesarios para
responder a las demandas que los cursos de &lgebra lineal y calculo plantean a
dicho concepto.

6.4.6 Pb6: Operando con funciones.

6.4.6.1 Formulacion Problema de base enfocado en el manejo operacional de
funciones, como exhibicibn de la apropiacion del sistema abstracto de
representacion propio de funciones. El problema implica realizar operaciones
simbolizadas en términos abstractos en distintos contextos.

Una formulacion general del problema de base puede ser la siguiente:

Dadas las funciones f y g, expresadas en cualquier contexto, un elemento a en el
dominio de f, un elemento b en el dominio de g y un elemento ¢ en el codominio de

f, calcular, si es posible:
o f(a)yf(f(a)).
o f(g(b)).

o xtal que c=f(x).

218



6.4.6.2 Técnica de solucién y soporte teérico El problema exige que el
estudiante haya construido la abstraccion del simbolismo propio de funciones, de
modo que pueda interpretar y resolver el problema independientemente de que
este se plantee en una tabla, en un conjunto de parejas ordenadas, en una grafica
0 a través de una expresion analitica. Tanto en el primero como en el segundo y
tercero puntos del problema de base, deben ser del conocimiento del estudiante
los conceptos de dominio, rango, imagen y preimagen, en cualquiera de los
contextos mencionados, interpretados como elementos constitutivos del concepto
general de funcion que propusimos al interior del ntcleo uno.

Encontrar f(a), cualquiera que sea el contexto, una vez se ha interpretado que se
trata de determinar la imagen de a mediante la funcion f, consiste en seguir el
proceso de asignacion definido por la funcion f discriminando adecuadamente la
ubicacion de a y f(a) entre dominio y rango a través de la técnica adecuada a cada
contexto. En el caso de funciones expresadas en tablas el proceso es
practicamente visual, en funciones presentadas como curvas en el plano
cartesiano, ademas de visual, incluye cuestiones relativas a la lectura de puntos
sobre una curva en el plano, en el caso de funciones expresadas mediante
formulas el proceso se remite a encontrar el valor numérico de la expresion con el
respectivo despeje si es el caso. Sin embargo el problema va mas alla, pide tomar
el valor asi obtenido en el rango de f, y asignarle el valor f(f(a)) es decir, tomar f(a)
como elemento del dominio para asignarle otro elemento en el rango a través del
mismo proceso anterior, o que trae consigo que el estudiante debe identificar que
el dominio y el codominio son un mismo conjunto o el codominio es subconjunto

del dominio.

El segundo punto, aunque lo pareciera, no esta poniendo en juego el concepto de
composicion de funciones; se trata de encontrar la imagen particular del valor g(b),
identificado previamente a través de la funcion g, mediante la funcion f. El

problema consiste en el juego de tomar valores obtenidos mediante una funcion
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como elementos sobre los cuales puede operar otra funcién utilizando los
procesos descritos en el péarrafo anterior. Resulta importante el detalle de los
dominios y codominios de las funciones en cuestidon para el problema a fin de que
el estudiante pueda decidir en qué circunstancias es posible resolver la situacion y

en cuales no lo es.

El tercer punto del problema de base tiene un proceso similar, s6lo que el
elemento conocido “c” debe ser identificado como elemento del codominio, para
luego hallar el elemento del dominio al cual este fue asignado por la funcién f,
revirtiendo el proceso que define a dicha funcion utilizando una técnica adecuada
al contexto en que se haya definido la funcion f. Cuando la funcién esta expresada
en tablas o curvas en el plano, se trata de un proceso visual; cuando la funcién
esta expresada en la forma y=f(x), se hace necesario acudir a las técnicas propias
de la solucién de ecuaciones en x. En algunos casos es recomendable poner en
discusion si dicha ecuacioén tiene solucion o bajo qué condiciones la tiene o si sus

soluciones hacen parte del dominio de la funcion.
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6.4.6.3 Justificacion Este problema de base confiere un primer nivel de
operatividad al concepto de funcion al plantear calculos con funciones en lenguaje
simbdlico, se trata de una aproximacion en la que se utiliza la manipulacion de
funciones como operadores sobre elementos de conjuntos para transformarlos en
otros, mas no aun sobre otras funciones, esto contribuye a la conceptualizacién de
funciébn como proceso, vital como base para avances conceptuales posteriores.
Conceptualmente otorga importancia a los conceptos complementarios al
concepto de funcion; los conceptos de dominio, codominio, rango e imagen, son
los que determinan que el problema de base tenga sentido o no y que su solucién
pueda encontrarse, asi que en este problema de base adquieren sentido y dejan
de ser simples nombres que aparecen en la definicion del concepto central.

El problema trae consigo un aspecto que no por escribirlo al final tiene menor
importancia, se trata de la utilizacion del lenguaje simbolico; en varios estudios
citados a lo largo de esta investigacion se ha visto como este se constituye en una
de las principales dificultades para los estudiantes, no sélo con el concepto de
funcién si no con otros conceptos. EI manipular funciones como operadores
representados mediante letras operativiza la utilizacién de la notacién simbdlica
desde un campo relativamente nuevo, en cuanto no se trata de los simbolos

tradicionales si no de simbolos propios de la tematica en cuestion.

Al incluir procesos de calculo, el problema garantiza, desde una perspectiva
operativa, la comprension de los conceptos de regla de asociacion, dominio,
codominio, rango e imagenes de una funcion incluidos en el ndcleo conceptual
uno. El tercer punto del problema de base tiene un valor adicional cuando exige la
solucion de la ecuacion b=f(x), de gran utilidad tanto en otros sectores de la ETC
como en situaciones no matemaéticas y fundamental para dar pie a discusiones de
trascendencia conceptual: la ubicacion de b, la ubicacién de la solucién, la
interpretacion de ella y si es acorde con las restricciones que pudiera tener la

funcién en cuestion.
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7. ACTOS DE COMPRENSION Y PROBLEMAS EN LA APROPIACION
DEL CONCEPTO DE FUNCION

7.1. INTRODUCCION

En este capitulo se pretende dar respuesta al segundo y tercer objetivo de esta

investigacion:

Caracterizar un estado basico de comprensiéon del concepto de funcion e
identificar problemas que suelen presentarse en la apropiacion personal de la ETC

de referencia.

Dicha respuesta se buscard a través de la identificacion y estudio de actos de
comprension relevantes en la apropiacion personal del concepto de funciéon y de

problemas cognitivos que suelen presentarse en ese proceso de apropiacion.

En el capitulo anterior se propuso y fundamenté una ETC que describe y articula
el saber matematico que, respecto del concepto de funcion, se considera deseable
haya apropiado un estudiante al momento de ingresar a la universidad, en
especial si esta interesado en iniciar estudios en carreras de ciencias e ingenieria
y que, por tanto, debe constituirse en un punto culminante de la formacién
matematica en la educacion secundaria para dichos bachilleres. Tal como se
plante6 en el marco teérico, siguiendo a Alvarez (2009), la apropiacion personal de
ese saber es un proceso de construccion que plantea demandas cognitivas que
traen consigo problemas y dificultades que el sujeto debe superar; por lo tanto, en
una aproximacion cientifica a la ensefianza del concepto de funcion y a la
descripcion de un estado basico de comprension de tal concepto, se buscara
identificar y estudiar tales demandas, entendidas como actos de comprension, y

tales problemas que se revelan en el aprendizaje del alumno los cuales pueden
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ser desadaptaciones, dificultades u obstaculos, en cuyo caso pueden haber sido
identificados como tales en otras investigaciones, los cuales se denotardn con
“O”, 0 pueden ser conocimientos previos que podrian llegar a constituirse en

obstaculos, los cuales se denotaran con “O*”.

En el mismo orden de ideas, se plante6 también en el marco tedrico y
metodoldgico, que, segln Alvarez, el estudio de la comprension conceptual se
puede abordar desde dos planos de referencia, el primero relativo al significado
matematico del concepto y el segundo, al marco interpretativo del concepto.

Con respecto al primer plano de referencia, se analizan en detalle los actos
complejos de comprension presentados en el marco metodoldgico y, de acuerdo
con lo planteado en el marco tedrico, se estudian aspectos relativos a demandas
cognitivas provenientes de los procesos de abstraccion reflexiva, necesarios para
el encapsulamiento del concepto personal de funcion en una definicion personal.
Se trata de la identificacion y analisis de dificultades que suelen presentar los
estudiantes en procesos de identificacion y construccién de funciones, que han
sido reportadas en otros estudios y que pueden identificarse como
manifestaciones de problemas en la interiorizacion y encapsulamiento del

concepto.

Con respecto al segundo plano de referencia, se describen las versiones en
contexto que se pueden considerar representativas para el concepto de funcion,
seleccionando como elemento central del marco interpretativo, dada la variedad
de objetos que pueden considerarse para su dominio y codominio y la variedad de
criterios que puede utilizarse para definir su regla de correspondencia, el concepto
de funcién numérica. Posteriormente se estudia el proceso de constitucién de tal
concepto, a través de un analisis de las demandas o actos de comprension
requeridos en su apropiacion y su relacion con la constitucion de actos de

comprension requeridos para lograr la sintesis del concepto general de funcion.
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Con el fin de orientar al lector en el seguimiento de los andlisis que dan desarrollo
a este capitulo, se presenta a continuacion el mapa conceptual matematico de

referencia para la caracterizacion de un estado basico de comprension de funcion:

Figura 13. Mapa conceptual de referencia para la descripcién de un estado
basico de comprension de funcién

MOMERD REAL

REGLA DECORRESPONDEMNCLA

COMCEFTO GEMERAL DE FUNCION
DOMINID, CODOMINIO, RANGO,
WARIAELEDEFENDIENTEE
INDEFEMDIENTE

CRITERIDO DEIGUALDAD
DEFUNCIONES

TRANSFOFR MAC ONES
GEOMETRICAS

FURCIGM NURERICA

OFERACIONES
EINARLAS

GRAFICA DE LUNA
FUNCION NUMERICA

FUMCIONES
ELEMEMNTALES

OTRAS FUNCIONES: con dominio
dE aeto, definidas porparnes,

Dirichlet, suces iones, atc
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7.2. ACTOS DE COMPRENSION Y PROBLEMAS ASOCIADOS CON
LA APROPIACION DEL SIGNIFICADO MATEMATICO DEL
CONCEPTO DE FUNCION.

En la identificacion de actos de comprensién necesarios para la apropiacion del
significado matematico del concepto, de acuerdo con la definicién de funcién que
se plante6 al describir el primer nucleo conceptual de la ETC, y segun los
planteamientos del marco teérico y del marco metodolégico, se sefialaron tres

actos de comprension complejos que se tratara de desarticular con cierto detalle:

i) Reconocimiento de los conceptos que ingresan como soporte explicito en

la definicidon de funcidn.

ii) ldentificacion de la forma como se articulan los conceptos soporte y los
roles que adoptan en la constitucion del concepto de funcion, e
identificacion del nuevo proceso -objeto matematico que se estructura con

ellos.

Se ha planteado (Ver marco tedrico, seccion 2.4), que el estudio de las demandas
que la apropiaciéon personal de una ETC le plantea al sujeto, se realiza a partir de
un conocimiento soporte o infraestructura matematica que se toma como punto de
partida en la construccion de la ETC y que, en el contexto de la ensefianza, se
supone disponible en el alumno. Es decir, tales demandas no se refieren a la
apropiacion de dicho conocimiento soporte sino a las demandas que plantea la
identificacion de su rol en la constitucion de la ETC objeto de estudio. Pero tal
conocimiento soporte podria no estar disponible plenamente en el sujeto y vacios
o desadaptaciones matematicas a este respecto, en la formacion matematica del
alumno, podrian constituirse en obstaculos cognitivos que limitan al sujeto en la
apropiacion de la ETC o reflejarse en desadaptaciones matematicas en la version
personal de la ETC que finalmente construye el alumno. Por esta razén, se

dedicara parte importante del capitulo a identificar actos de comprension,
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asociados con el conocimiento matemético de soporte, que se consideran
necesarios para que el sujeto pueda estar en posicion de construir un concepto
personal de funcion, bien adaptado matematicamente, y acorde con la generalidad
de la definicion utilizada. Este andlisis esta referido al acto de comprension
complejo enumerado como i). En los otros dos se analizardn propiamente las
demandas que la apropiacién del concepto le plantea al alumno, a partir del

conocimiento matematico que se toma como soporte en i).

)] Reconocimiento de los conceptos que ingresan como soporte en la

definicion de funcion.

Los conceptos que ingresan como soporte en la definicion de funcion utilizada (Ver
ndcleo conceptual No 1, capitulo 6), y sin conocer los cuales no seria posible
acceder al significado matematico del concepto de funcién, son conjunto y regla

de de asociacion o de correspondencia.

Actos de comprension relevantes y problemas en la apropiacion del

concepto de conjunto

En la definicibn de funcion, el concepto de conjunto es tomado como una
coleccion arbitraria, finita o infinita, de objetos que pueden ser concretos o
abstractos, especialmente numeros. Pero no es facil que un estudiante construya
una version personal de este concepto acorde con la generalidad que plantea tal
definicion; la version personal que los estudiantes poseen de este concepto suele
estar restringida a agrupaciones discretas ya sean finitas o infinitas. Estas
restricciones podrian tener dos tipos de origen; uno didactico por cuanto la
ensefianza del concepto de conjunto se aborda en estadios tempranos de la
educacién formal a través de la exhibicibn de modelos de conjuntos finitos,

concepcion que, de no ser modificada a lo largo del ciclo educativo, podria
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permanecer en la formacion mateméatica del alumno y constituirse en un obstéaculo
en la construccion personal de una versién general del concepto de funcion. El
otro, epistemoldgico, en referencia a la dificultad presente en el salto del nimero
discreto al namero continuo, reportada como histérica y obstaculizadora del

avance del concepto de funcién (ver capitulo IV, entre preguntas P,y P5).

También varios estudios muestran diversidad de dificultades asociadas a la
construccion del concepto de conjunto infinito, evidenciando la naturaleza
compleja de este concepto; en particular resalta el trabajo de Luis Moreno y
Guillermina Waldegg (1991) en el que se revela que los estudiantes de primeros

semestres tienen como prototipo de conjunto infinito el de los nUmeros naturales.

Una version personal de conjunto con las restricciones mencionadas, podria incidir
en que el sujeto construya una version personal del concepto de funcién que no
esté acorde con la generalidad que debe tener el concepto. Desde esta
perspectiva se destaca el siguiente acto de comprensién como requerido para la

construccion del concepto general de funcién:

AC1.: Identificar, como conjunto, toda agrupacion, finita o infinita, constituida ya

sea por objetos concretos o abstractos.

Se dijo arriba que este acto no es espontaneo y, por el contrario, se oponen a él
concepciones previas, restringidas del concepto de conjunto de origen tanto

didactico como epistemoldgico, lo que permite anticipar el siguiente obstaculo:
O*1: Pensar en los conjuntos como colecciones de objetos discretas y/o finitas.?

La pertenencia y la inclusién son relaciones basicas en el manejo y razonamiento
con conjuntos; su simbolizacién e interpretacion son importantes no solo en la

apropiacion del concepto de funcion si no también en la manipulacién de los

> Recordemos que conocimientos previos que podrian llegar a constituirse en obstaculos, los
denotamos con “O*”
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conceptos de dominio, codominio y rango. Es relativamente comun que los
estudiantes confundan la inclusion y la pertenencia utilizdndolas indistintamente y

gue utilicen mal su representacion simbdlica.

También puede resultar dificil para un estudiante establecer si un conjunto es
subconjunto de otro, en particular es dificil para los alumnos establecer la relacion
de inclusién entre conjuntos infinitos, pues piensan que los conjuntos infinitos son
todos iguales o que no lo son jamas, como reporta el trabajo de Luis Moreno y
Guillermina Waldegg (1991).

En consecuencia, los siguientes actos de comprension, relativos a la apropiacion
del concepto de conjunto, son relevantes para una adecuada apropiacion del

concepto de funcién:

AC2: |dentificar y discriminar las relaciones de pertenencia e inclusion entre

conjuntos y entre conjuntos y sus elementos.

AC3 Interiorizar tales relaciones y encapsularlas en los simbolos universalmente

utilizados para ellas.

Actos de comprension relevantes y problemas en la apropiacion del

concepto de regla de correspondencia

El término regla de asociaciébn o de correspondencia no es, propiamente, un
término matematico, es tomado del lenguaje ordinario; se puede entender como
pauta que determina una asignacion y que, de manera implicita, aparea objetos,

es en este sentido que se utiliza el término en la definicién de funcion.

Pese a que la definicion de funcién le impone a la regla de correspondencia, la
condicion de univocidad, esto no restringe la naturaleza de la asignacion, es decir,
no plantea que la regla de correspondencia deba venir especificada de una u otra
forma. En otras palabras, la nocidon de regla, que sirve como soporte a la definicion

de funcién, tienen un caracter general y la Unica restriccion que se le impone es la
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de ser univoca. Desde esta perspectiva y por el hecho de que el concepto de
correspondencia no es trabajado sistematicamente como un concepto matematico
previo, lo usual es que los alumnos tengan ideas espontaneas y no muy claras
sobre lo que es regla de correspondencia y, por lo tanto, su concepcion puede ser
restringida y lejana de la generalidad deseada como soporte del concepto de
funcion. Es comun, tal vez como consecuencia de una experiencia previa muy
restringida o distorsionada con el concepto de funcién, como ya se menciono en la
descripcion del primer nucleo conceptual (Ver capitulo 6), que se piense en regla
de correspondencia como una ley fisica o matematica que tiene una pauta
homogénea de asignacién. Esta concepcion, puede limitar el concepto personal de
funcibn que el alumno puede construir como se vera mas adelante. En
consecuencia, se destaca el siguiente acto de comprension y el obstaculo

cognitivo que se puede anticipar como su cara opuesta:

AC4: |dentificar como regla de correspondencia cualquier forma de asignacion o
apareamiento entre objetos, independiente de su naturaleza y de la forma como es

especificada.

O*2: Pensar en regla de correspondencia como una ley fisica o matematica que

se define mediante una pauta homogénea, una formula, por ejemplo.

i) Identificacion de la forma como se articulan los conceptos soporte y los
roles que adoptan, en la constitucion del concepto de funcién e
identificacion del nuevo proceso -objeto matematico que se estructura

con ellos.

En la definicidbn propuesta para el concepto de funcion, los conceptos conjunto y
regla de asociacion o correspondencia se articulan desempefiando, cada uno de
ellos, un papel. El concepto de conjunto ingresa en la definicibn desempefiando
los papeles de conjunto de partida y conjunto de llegada, elementos que se

articulan a través del concepto de regla de correspondencia, es decir, este ultimo
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ingresa como enlace entre ellos y en el preponderante papel de estructurador del
concepto.

Respecto del papel que desempefian los conjuntos que ingresan en la

definicion y complementacion del concepto de funcidn:

Los papeles que desempefian los conjuntos que ingresan en la definicibn general
de funcién propuesta, el uno como conjunto de partida (dominio) y el otro como
conjunto de llegada (codominio) son asimétricos, en el sentido que el orden que
toman en la definicién no puede ser alterado. No es lo mismo una funcion definida
de A en B, que una funcién definida de B en A. Por su lado el conjunto de rango,
definido como conjunto de imagenes de la funcion, esta asociado con el
codominio, sin identificarse plenamente con él, puesto que siendo un subconjunto
suyo, puede o no coincidir con él totalmente. Alvarez et al documentaron casos de
estudiantes que tienen dificultades en la diferenciacion de estos roles y consideran
indistintamente el conjunto de partida y el conjunto de llegada, confundiendo
dominio y codominio, en lo que ellos llamaron el prototipo CS (Cuasiconjuntista
simétrica) (Para mas detalles ver Alvarez et al, 2001d, 54-56).

Remitiéndose a la definicion de funcion, ella establece explicitamente “a todo
elemento del dominio le corresponde un unico elemento del codominio” (Ver
capitulo 6, descripcion del primer nucleo conceptual, definicion general de
funcion). Es decir, todos los elementos del dominio deben estar asociados con
algun elemento del codominio. Esta es una condicién que puede ser pasada por
alto por los estudiantes, de modo que identifican como funciones relaciones en las
gue no todos los elementos del dominio son considerados en la correspondencia o
asociacion. En la citada investigacion, Alvarez et al encontraron que hasta un 50%
de estudiantes de primeros semestres presentaban este prototipo de definicién

personal, denominado por ellos RR (Relacién restringida) (54-56).

Curiosamente, en otras ocasiones el estudiante no pasa por alto la anterior

condicion, pero la extiende gratuitamente al codominio, considerando que todos
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los elementos del codominio deben ser imagen de algin elemento del dominio,
esto también podria estar ligado con la confusibn dominio-codominio y lleva a
identificar como tales sélo a las funciones que son sobreyectivas. Alvarez et al
encontraron estudiantes de primeros semestres de ingenieria y ciencias que
disponen de este prototipo (simbolizado en dicha investigacion como RS, relacion
sobreyectiva) de definicion personal de funcién (54-56, 62).

A la luz de las consideraciones presentadas en los cuatro péarrafos anteriores,
resulta importante en la apropiacién del significado matematico de funcion, el

siguiente acto de comprension:

ACS5: Identificar y discriminar los roles de los conjuntos que ingresan en la
definicion de funcion: dominio y codominio, considerando su asimetria en la

correspondencia que define a la funcion.

ACG6: Discriminar codominio y rango, conceptuando este Ultimo como subconjunto

del primero.

ACY7: Identificar el caracter definitorio que tienen los roles de dominio y regla de
correspondencia y el caracter relativo del rol del codominio, cuyo nucleo invariante

esta asociado con el rango.

Respecto del papel que desempefia el concepto de regla de

correspondencia:

La regla de correspondencia es el elemento que, en la definicion, estructura el
concepto de funcién articulando los conceptos de dominio y codominio y dandole

existencia al rango a través de la determinacion de las imagenes.

La apropiacion por parte de los alumnos del concepto de correspondencia y del rol

que ella juega en la definicion presenta diversas clases de problemas.

Para empezar, como se dijo antes, la uUnica condicion que se estipula en la

definicion es su univocidad, sin embargo es comun que se le asigne un papel
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adicional a la regla de correspondencia al imponerle, por parte del sujeto, la
biunivocidad, de modo que se consideran como funciones sélo aquellas que son
inyectivas (uno a uno). Alvarez et al (54-56, 62) encontraron que porcentajes
cercanos al 36% de los estudiantes de primeros semestres de ingenieria y
ciencias, tenian este prototipo de definicion personal de funcion (Llamado por ellos
Cl, cuasiconjuntista inyectiva), aun después de un semestre de instruccion
universitaria. Alvarez y Delgado, en su investigacion sobre la problematica Tall-
Vinner para el caso de funcién (200l1a, 8), encontraron también que muchos
estudiantes al definir funcion inyectiva, lo hacian mediante la definicion de funcion
que cita la frase “la regla de correspondencia asocia a cada elemento del dominio
un y soélo un elemento del codominio”; sin embargo estos estudiantes tenian éxito

en situaciones en que debian identificar funciones inyectivas®.

Igualmente suele extenderse al codominio la condicidon que establece que la regla
de correspondencia es para todos los elementos del dominio, lo que podria ser
una fuente adicional de la errada identificacion como tales sélo de funciones

sobreyectivas, ya mencionada en parrafos anteriores.
Lo anterior lleva al siguiente acto de comprension:

ACS: Identificar la condicion de univocidad en la regla de correspondencia y

discriminarla de las condiciones de inyectividad y sobreyectividad.

O*3: Pensar como regla de correspondencia para funciones soélo las biunivocas o

sobreyectivas.

Un aspecto fundamental en la apropiacion del concepto de funcion es ver funcion
como una totalidad nueva, fruto de la articulacién de varios elementos: dominio,

regla de correspondencia, rango, codominio. Dicha totalidad esta presente, ya sea

® En este caso se trata de una desvinculacion entre el esquema que orienta la accion de

identificacion y el esquema que orienta la expresion a través del sistema semiético, en términos de
los autores, se trata de la desarticulacion entre el concepto imagen y la definicién personal del
concepto.
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que se mire la funcibn como un proceso de célculo, o que se tome como un objeto
que ingresa como insumo en algun proceso matematico (Ver capitulo 5, seccion
5.6). En la mayoria de las situaciones problematicas que enfrenta el alumno, en el
nivel escolar de interés en esta investigacion, las funciones operan
fundamentalmente, con algunas excepciones notables, (Ver capitulo 5, seccion
5.6) como procesos, mediante los cuales se calcula valores f(a), f(g(a)) o se
resuelven ecuaciones como b = f (x),(Ver capitulo 6, problema de base Pb3), por
lo que en el aula se tiende a enfatizar el manejo de la regla de correspondencia
sobre todo lo demas. Algo similar ocurre con los textos de matematicas (Ver
anexo, “Identificacion de demandas...”) en la forma de presentar una funcién: las
funciones algebraicas (por ejemplo) se describen sélo mediante la expresion
algebraica que las define, con el convenio (tacito) del dominio implicito. De no
tomar conciencia el lector de dicho convenio, esto puede contribuir a distorsionar
la vision de funcion como un todo, dejandola en la simple regla de asociacion.
Estas consideraciones podrian explicar la dificultad que tienen algunos estudiantes
para ver el dominio y el rango como conjuntos y su tendencia a verlos como
puntos aislados, reportadas en la investigacion de Oviedo (2003, 94), como
también la propension muy generalizada en los alumnos a dar sélo la regla de
correspondencia con omision del dominio cuando se les pide definir una funcién.
Se configura un posible obstaculo cognitivo de origen didactico por oposicion al

acto de comprension que debe dar cuenta de la funcién como una totalidad:

AC9: Identificar la funciébn como una totalidad nueva que se articula con los

elementos dados (dominio, regla de correspondencia, rango, codominio)
O*4: Pensar en funciones como reglas de correspondencia exclusivamente.

Un complemento fundamental de la definicion de funcion, es el criterio de igualdad
gue establece que dos funciones son iguales cuando tienen el mismo dominio y
sus reglas de correspondencia son tales que, a elementos iguales en el dominio

asignan elementos iguales en el codominio (Ver capitulo 6, descripcion del primer
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nuacleo conceptual). Este criterio estd asociado con actos de comprension
importantes asociados con la apropiacion del significado matematico de funcion.

En primer lugar el criterio introduce, lo que podria llamarse, una dificultad que
surge de una aparente contradiccion que se deduce del criterio. A pesar de que el
concepto de codominio juega un papel muy importante en la definicion de funcion,
y se ha asociado con actos de comprension requeridos para la apropiacion de
dicho concepto, el criterio de igualdad permite concluir que dos funciones son
iguales y sin embargo tener codominios diferentes, esto implica que el codominio
de una funcién puede cambiar, siempre que no involucre el rango, y la funcion no
cambia. En este sentido, toda funcion se puede hacer sobreyectiva sin modificarla
como funcién. La superacion de esta aparente contradiccién juega un papel
importante en la profundizacion de ACS5 (ldentificar y discriminar los roles de los
conjuntos que ingresan en la definicion de funcién: dominio y codominio,
considerando su asimetria en la correspondencia que define a la funcién), AC6
(Discriminar codominio y rango, conceptuando este ultimo como subconjunto del
primero) y AC7 (Identificar el caracter definitorio que tienen los roles de dominio y
regla de correspondencia y el caracter relativo del rol del codominio, cuyo nucleo
invariante estd asociado con el rango) en el sentido de que, si bien no se
contrapone con los roles que se han identificado para dominio, codominio y rango,
pone en evidencia el caracter, de alguna manera relativo del codominio y el papel
mas definitorio del dominio y de la regla de correspondencia que se articula con
ella. La aplicacion de este criterio para distinguir dos funciones, por ejemplo
algebraicas, definidas mediante la misma expresion matematica variable, pero
con dominios diferentes juega un papel fundamental para consolidar AC9
(Identificar la funcion como una totalidad nueva que se articula con los elementos
dados (dominio, regla de correspondencia, rango, codominio)) ayudando a crear
condiciones para superar el obstaculo que hemos identificado como O*4 (Pensar

en funciones como reglas de correspondencia exclusivamente.)
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En segundo lugar, el criterio de igualdad, contribuye a la identificacion de la
dualidad proceso —objeto (Sfard, 1991) que se presenta en muchos conceptos
matematicos y, en particular, en el concepto de funcion. Como se ha comentado
(Ver capitulo 6, descripcion del primer nucleo conceptual), la definicidn de funcidn,
enfatiza la concepcion de funcion como proceso: dado un valor en el dominio se
le asigna (se calcula) el valor correspondiente en el codominio, concepcién que
resulta fundamental cuando se opera con funciones. Pero, en muchas situaciones,
la funcién no ingresa explicitamente como un instrumento de calculo sino como un
objeto que es insumo en un proceso matematico en el que la funcion objeto puede
ser transformada para generar otra funcion, (por ejemplo funcion- funcion
derivada. Ver capitulo 5, “El concepto de funcién en los primeros...). Alcanzar tal
comprension de la funciobn como objeto es un proceso que toma tiempo y
alcanzarlo es un aporte importante para la adecuada apropiacibn matematica de
teoremas importantes (Ver capitulo 6, descripcion del primer nucleo conceptual).
Se puede entonces considerar que el estudio y aplicacién del criterio de igualdad,

puede contribuir a que el alumno alcance el siguiente acto de comprension:

AC10: Identificar funciones, como procesos o como totalidades estructurales,

segun las situaciones matematicas en que sean consideradas.

Los planteamientos anteriores llevan entonces a considerar de importancia el acto

de comprension relativo a la igualdad de funciones:
AC11: Identificar cuando dos funciones son iguales.

Resalta en todo lo anterior, como la generalidad del concepto de funcion se pierde
en la medida en que los conceptos soporte no la poseen; restricciones y/o
desadaptaciones matematicas en la conceptualizacién de conjunto, de regla de
correspondencia, de numero real o de variable, se traducen en restricciones en la
version personal que se construye del concepto de funcion, las cuales pueden
mudar a obstaculos didacticos que deben ser superados en el proceso de

conceptualizacién de funcion.
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Consideraciones sobre manifestaciones de problemas relacionados con los

procesos de interiorizacion y encapsulamiento simboalico.

En el marco teorico se plante6 que, en el estudio de la comprension conceptual,
ademas de los dos planos de referencia propuestos por Alvarez (2009), también
es importante tomar en cuenta demandas cognitivas, complementarias al proceso
de comprension, derivadas de la interiorizacion y el encapsulamiento. Se dijo
también, siguiendo a Dubinsky, que a través de la interiorizacién es que un sujeto
internaliza acciones externas encapsulandolas en procesos y objetos nuevos,
dando lugar a esquemas. (Ver teoria APOE en el marco tedrico, seccion 2.3). En
particular, para efectos de los andlisis sobre la apropiacion del significado
matematico del concepto de funcion, interesa el resultado de tales procesos, que

se concreta en la forma de definicion personal de dicho concepto

Antes de continuar es importante recordar que Tall y Vinner enfatizan en que
definicion personal y definicion formal de un concepto son cosas diferentes, y que

Alvarez y Delgado proponen:

“...comprender un concepto implica construir un concepto imagen asociado con el
concepto, pero agregaremos que esta comprension se constituye en un concepto
personal bien constituido matematicamente en la medida en que el sujeto dispone
de una definiciébn personal estable del concepto, coherente y bien ajustada a la
definicibn matematica del concepto...” (Ver marco tedrico, seccion 2.2, en

particular las definiciones de estabilidad, adaptabilidad y coherencia).

Pero Alvarez y Delgado formularon tal planteamiento para la comprension de un

concepto, en particular el de funcion, justamente como respuesta a una clase de

236



problemas que ellos identificaron como Problematica Tall-Vinner, relacionados con
las “...diferencias entre definicion formal y definicion personal...” y con
“...incoherencias entre los significados... cuando son activados por el sujeto ante
demandas cognitivas planteadas por situaciones problematicas diferentes...”
(Alvarez y Delgado, 2001a, 1) y que tienen como centro la definicion personal
construida por el sujeto como fruto de procesos de interiorizacion y

encapsulamiento.
Dicha problemética fue reformulada por ellos de la siguiente manera:

A. La imagen conceptual construida por un sujeto puede no ser consistente al
actuar frente a diferentes situaciones y puede presentar diferentes
desadaptaciones respecto a la definicion institucional (por ejemplo una imagen

conceptual restringida o conflictiva). (9)
Esta situacion puede ponerse en evidencia cuando un sujeto:

« Considera como funciones sélo aquellas definidas mediante una expresion

analitica o una curva (imagen conceptual restringida).

« Identifica como funciones sélo las que son inyectivas (imagen conceptual

conflictiva).

« Opera adecuadamente con funciones definidas mediante una expresion
matematica en una variable, pero no puede hacerlo con funciones definidas
mediante tablas o parejas ordenadas (la imagen conceptual es restringida y
no considera los diversos contextos en que puede construirse una funcion,

igualmente es inconsistente).

» Considera como funciones solo aquellas definidas mediante una regla de
asociacion homogénea para todo el dominio (imagen conceptual

restringida).
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Para los autores, lo que sucede es que el estudiante produce una definicién con la
que intenta describir la version personal de concepto que evoca frente a cada
situacion, o reconstruye, segun la situacion, la definiciéon que le fue ensefiada. La
verbalizacion es entonces “mas el resultado de una accién que el orientador de la
acciéon misma,” (6) y no ejerce una influencia activa en las tareas que el sujeto
desempefia con respecto al concepto. De modo que produce una definicion para
cada situacion de reconocimiento, manipulacion o construccion de funciones a que
se vea enfrentado. Estrategias didacticas en que el estudiante inicia el
conocimiento de funciones a través de la presentacion de funciones prototipicas

pueden favorecer la aparicion de este problema.

B. La definicibn que posee el sujeto puede ser estable y estar bien o mal
adaptada respecto de la definicion institucional y estar aislada de la imagen
conceptual. Es decir que aunque verbalice una definicion, esta no influya sobre

Sus acciones.
Se evidencia lo anterior cuando un sujeto
» Expresa una definicién de funcion no acorde con la definicion matematica.

+ Expresa una definicion de funcion acorde con la definicibn matemaética
pero no acepta como tales funciones definidas por partes o mediante

reglas de asignacion arbitrarias.

En este ultimo caso, en términos de Alvarez y Delgado, se habla de problemas de

adaptabilidad y/o incoherencia.

Tanto A como B, remiten a actos de comprension fundamentales para el proceso

de interiorizacion y encapsulamiento hacia la definicion personal de funcion:

AC12: Identificar la definicion formal de funcion como elemento que controla las

tareas cognitivas relacionadas con la construccion e identificacién de funciones.
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Siguiendo a Vinner (Seccién 2.2), se oponen a este acto los hébitos cotidianos de
pensamiento que, generalmente, resultan ser exitosos sin consultar ninguna

definicion formal de los conceptos con que se esta trabajando:

O*5: Extender al pensamiento matematico los habitos de pensamiento cotidiano,

en los cuales la definicibn no existe o no necesita ser consultada.

Como fruto del proceso el estudiante debe construir una definicion personal que le
permita responder adecuadamente, en cualquier contexto, a tareas relacionadas

con la construccion e identificacion de funciones:

AC13: Sintetizar una definicion personal de funcién estable, coherente y bien

adaptada matematicamente.

Antes de cerrar los analisis del proceso de apropiacion del significado matematico
del concepto de funcion, es importante resaltar el controvertido papel de la
definicion en el aprendizaje de los conceptos mateméaticos con una importante
aclaracion. No se sostiene aqui que los conceptos matematicos deben ensefarse
a través de la simple presentacion de su definicion, pero si que la definicién
matematica de los conceptos debe constituirse en referente o meta que oriente
toda labor de construccion conceptual. Se siguen aqui las ideas de Vinner (1991) y
Sierpinska (1992) cuyas citas ya presentes en el marco tedrico, no sobra repetir:

“La vida cotidiana impone habitos y el sujeto no es consciente de la necesidad de
consultar la definicion formal. En la mayoria de los casos, la referencia a la celda
de la imagen del concepto resulta ser exitosa. Este hecho no anima a la gente a
hacer referencia a la celda de la definicion de concepto. Sélo problemas no
rutinarios, en los que imagenes del concepto incompletas puedan llevar a errores,
pueden animar a la gente a referirse a la definicion del concepto. Esos problemas
son escasos y cuando son propuestos los estudiantes lo consideran injusto. Por lo

tanto, no hay aparentemente ninguna fuerza que puede cambiar los habitos de
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pensamiento comun que son, en principio, inadecuados para contextos técnicos.”
(Traduccion libre, Vinner, 1991, 73)

“Asi, en nuestro intento de definir las condiciones basicas de comprension del
concepto de funcidn, trataremos de guiarnos por una exploracion de los referentes
de la definicion de funcion. Nos hacemos la pregunta: ¢A qué se refiere en
realidad la definicion? ¢Qué objetos presentes se pueden identificar, discriminar
en medio de ellos? ¢(Qué clase de ordenaciones pueden ser encontradas que
puedan surgir de la extension de la realidad por discernimiento, generalizaciones y

sintesis?” (Traduccién libre, Sierpinska, 1992, 6)

7.3. ACTOS DE COMPRENSION Y PROBLEMAS ASOCIADOS CON
EL MARCO INTERPRETATIVO DEL CONCEPTO DE FUNCION

Como se planted, en el marco tedrico, con el término marco interpretativo relativo
a un concepto mateméatico se hace referencia a un conjunto de versiones en
contexto de dicho concepto. Este conjunto se puede considerar abierto en el
sentido que evoluciona segun estadios de formacion y de evoluciéon del mismo
concepto, por tal razén, en el marco de una propuesta de ensefianza especifica,
en un contexto curricular determinado, dicho conjunto requiere ser acotado, y
seleccionados sus elementos, con base en consideraciones matematicas y de
aplicacion del concepto. Desde esta perspectiva, son elementos de la ETC que se
toman como referencia para el estudio del concepto y de las demandas y actos de

comprension que permiten caracterizar lo que significa comprender tal concepto.

Se planted, también, que esas versiones en contexto constituyen aquello a lo que

hace referencia la definicién y, por tanto, le dan sentido al concepto y, de esta
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manera, se erigen como referentes importantes de la comprension que el sujeto

debe construir. En palabras de Sierpinska:

“...en el momento en que la nocién es aplicada en un contexto matematico o
matematizado, se estd usando lenguaje informal y este lenguaje informal trae
consigo significados que transcienden la mera légica de la definicion... existen
diferentes significados de la nocion dependiendo de los contextos... Esto
proporciona una imagen mas dinamica de una funcion.” (Traduccion libre,
Sierpinska, 1992, 5)

Pero, hay que agregar que dicho marco interpretativo, que se acota en el contexto
de una propuesta de ensefianza, debe tener una representatividad matemética, en
el sentido de que en el conjunto de versiones en contexto seleccionadas, se debe
expresar una variabilidad acorde con la generalidad del concepto, propia del
momento de formacion que representa la propuesta de ensefianza. Esto implica
que la apropiacion de dichas versiones, en articulacion con la definicion del
concepto, le permite al alumno construir una imagen del concepto, segun la
terminologia de Tall & Vinner, acorde con la generalidad de implicaciones logicas
de su definicion. Es decir, debe permitir vislumbrar la extension del conjunto de

objetos que se pueden identificar como casos particulares del concepto.

En la elaboracion de un marco interpretativo, representativo del concepto de
funcion, en la transicion bachillerato universidad, tal como se ha definido el
concepto, interesa poner de relieve la existencia de prototipos de reglas de
correspondencia funcional, que juegan un papel importante en la practica
curricular de la secundaria, incluyendo por supuesto la construccion misma del
concepto de funcién, pero sobre las cuales no existe una toma de conciencia

como versiones en contexto del concepto de funcion.

En primer lugar, se puede identificar un conjunto amplio de versiones del concepto
de funcibn en el contexto geométrico, que se podrian agrupar como

transformaciones geométricas en el plano. Se pueden incluir traslaciones,
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rotaciones, reflexiones, simetrias y homotecias. Aunque no suelen verse de tal
manera, son prototipos de funciones con dominio en conjuntos de puntos del plano
(en general en R?) con reglas de asociacién de tipo geométrico alejadas de la

clasica férmula, aunque definidas con criterios homogéneos de asociacion.

Otra version en contexto del concepto de funcion, que se puede incluir en este
marco interpretativo, es el concepto de operacién binaria, alimentado con las
operaciones entre nimeros y con operaciones entre funciones numéricas reales.
En este caso de operaciones binarias entre numeros, la funcion en contexto se
establece como una correspondencia que asigna a pares de nameros reales otro
namero real bien definido, que representa la suma o el producto de los dos
ndmeros iniciales, segun el caso. Es decir, su dominio es R? y su codominio el

conjunto de los numeros reales R.

Cuando se trata de operaciones binarias entre funciones, la regla de
correspondencia funciona de la misma manera, pues actia bajo el mismo
concepto de operacion binaria, sOlo que los objetos que intervienen en la
operacion ya no son numeros sino funciones. En este contexto, aspectos
fundamentales ligados con la apropiacién de esta version en contexto de funcién,
pasan no solo por la construccién del conjunto de funciones, con cuyos elementos
se construye la operacion binaria sino, también, por la abstraccion de constituir
funciones, vistas como procesos, en funciones vistas como objetos que son

INSUMOS en un NUevo Proceso.

Finalmente, y como elemento central de este marco interpretativo del concepto
general de funcion, en la transicion bachillerato universidad, interesa constituir,
mas alla del conjunto de funciones elementales, definidas como funciones de R
en R (R conjunto de numeros reales) y con regla de correspondencia definida

mediante una expresion matematica variable, el concepto de funciéon numérica.

Teniendo en cuenta el contexto curricular en que se trabaja esta tesis (transicion

de la secundaria a la universidad con destino a carreras de ciencia e ingenieria),
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se considera representativo el marco interpretativo que se propone para el
concepto general de funcion. En primer lugar, por la variedad de objetos que se
consideran en la constitucion del dominio y codominio: conjuntos de numeros
reales, de parejas de numeros reales, de puntos y regiones en el plano, de
funciones numéricas y, mas all4, la variabilidad de los conjuntos que se
constituyen con los objetos considerados para desempefar el rol de dominio. Y,
finalmente, por la variabilidad de reglas de correspondencia, definidas mediante
criterios geomeétricos, expresiones matematicas variables, ecuaciones, tablas,

por partes, por graficas etc.

Constituyendo el concepto de funcién numérica

Realizar un analisis detallado de las demandas cognitivas y problemas asociados
con la apropiacion de dicho marco interpretativo excede el trabajo de la tesis. Por
razones epistemoldgicas de un lado y de otro por la importancia del concepto de
funcién numérica en el estudio del calculo (Ver capitulo 5). Se centrara entonces la
atencion en el concepto de funcion numérica. El proceso puede ser tomado como
ejemplo para el estudio de las otras versiones en contexto del concepto de funcion
gue se han identificado como parte de su marco interpretativo.

El referente de lo que significa apropiar o comprender el concepto de funcion
numerica requiere, como en el caso de cualquier concepto, acotar y articular, con
su definiciébn, un marco interpretativo, en este caso, compuesto por un conjunto
representativo de funciones numeéricas, que, por supuesto son, a la vez, elementos

del marco interpretativo del concepto general de funcion.

Como elementos centrales de dicho marco interpretativo se proponen las
siguientes versiones de funciones numéricas: En primer lugar, el prototipo de
funciones definidas por una expresidbn matematica variable, cuyo dominio se

define implicitamente, y a cuyo interior se destacan las funciones elementales:
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lineal, cuadratica, exponencial, logaritmica, trigonométricas (seno, coseno,
secante etc.) y funciones definidas mediante expresiones racionales. Se incluyen,
ademas, sucesiones vistas como funciones de dominio discreto, la funcion valor
absoluto, funciones numéricas definidas por partes y la funcion de Dirichlet. La
variabilidad de las funciones numéricas consideradas en este caso no esta en los
objetos que van a constituir el dominio y el codominio, pues en todos los casos se
esta hablando de numeros reales, sino en los tipos de reglas de correspondencia
gue pueden dar origen a una funcion y articuladamente con la variacion de
dominios que se pueden considerar como elegibles o mejor, que emergen en el
estudio de las funciones numéricas en el contexto curricular que nos ocupa. La
representatividad de este marco interpretativo se podra ver en los analisis que

siguen a continuacion.

Demandas o actos de comprension requeridos en la apropiacion del
concepto de funciobn numérica y su relacion con la constitucion de actos de
comprension requeridos para lograr la sintesis del concepto general de

funcion.

Como ya se ha planteado antes, la comprension de este concepto, como el de
cualquier otro concepto, esta referida a la apropiacién articulada de su definicién y
del marco interpretativo que se asocia con el concepto. Se empezara por
identificar los actos de comprension que plantea la apropiacién de su definiciéon en
relacion con la definicion general de funcion y el papel que el marco interpretativo
puede jugar en el logro de tales actos de comprension y en la superacion de
obstaculos asociados. Al tiempo, se haran algunas consideraciones sobre los
actos de comprension, correspondientes a la apropiacion misma de las funciones

numeéricas que se han propuesto como parte de su marco interpretativo.
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El concepto de funcibn numérica se puede considerar una restriccion del concepto
general de funcion cuando los conjuntos involucrados en la definicion general se
restringen a conjuntos numeéricos. Al realizar esta sustitucion, la definicion de

funcién numérica quedaria:

Una funcién numérica es cualquier asociacion entre dos conjuntos numericos A 'y
B que pueden ser iguales o no, en la que a todo elemento de A le corresponde un
anico elemento de B. El conjunto A se denomina dominio y el conjunto B se

denomina codominio.

Reciprocamente, el concepto general de funcibn se puede ver como una
generalizacion del concepto de funcién numérica, al sustituir conjuntos numeéricos
por conjuntos arbitrarios en los roles de dominio y codominio. De hecho,
histéricamente, el concepto general de funcion, tal como se definié en esta tesis,
se obtiene como una generalizacion de la definicion dada por Dirichlet (ver
variacion conceptual Vi1 en adelante, capitulo 4, Estudio historico critico),
definicion que constituye un hito en el proceso de construccion histérica del
concepto de funcion y que corresponderia hoy a lo que entendemos por funcién

numeérica.

Los hechos anteriores pueden considerarse como un acto de comprension
necesario en la apropiacion del marco interpretativo de funcion numérica, el cual
tiene, como cara opuesta, que puede oponerse a él a modo de obstaculo, el hecho
de asimilar, implicitamente o explicitamente, el concepto general de funciéon a un
concepto restringido de funcidn numérica, tal como ya lo hemos sefialado en el
caso de identificar, en la practica, funciones como reglas que se definen mediante
expresiones matematicas variables y de manera homogénea en todo su dominio.
De acuerdo con lo anterior, se concreta el acto de comprension a que se ha

hecho alusion y el modo de pensar que puede obstaculizarlo:
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AC1(FN)*: Identificar el concepto de funcién numérica como una restriccion del
concepto general de funcion o, reciprocamente, identificar el concepto general de
funcién como una generalizacion del concepto de funcion numérica y, por lo tanto,
reconocer el conjunto de funciones numéricas como un subconjunto propio del

conjunto de funciones, que se reconocen como tales, desde la definiciébn general.

AC2(FN): Discriminar las funciones numéricas de funciones en contexto que no

lo son.

O*1(FN): Asimilar el concepto de funcion general con el de funcién numérica o

con un concepto restringido de funcion numérica.

Es pertinente observar como el conjunto de funciones que se proponen para
constituir el marco interpretativo del concepto general de funcién, y la forma como
tal conjunto ha sido estructurado, al convertirse en objeto de trabajo para el
alumno, en diferentes situaciones problematicas, propicia el logro de los actos de
comprension que se identifican y la superacion de obstaculos asociados. Las
diferentes clases de funciones consideradas propician, de un lado, reconocer
funciones que no son numéricas y, por lo tanto, discriminar funciones numéricas
de las que no lo son, contribuyendo, a superar la tendencia de identificar funcién

con funcién numérica.

Todos estos planteamientos sefialan que hay una interaccion no s6lo matematica
si no también cognitiva fundamental en la constitucién del significado matematico
de ambas definiciones que, necesariamente, se proyecta en los actos de
comprension requeridos para constituir uno y otro concepto, al igual que entre los

obstaculos que se oponen a tales actos de comprension.

En esta linea de pensamiento se puede empezar por revisar los actos y

obstaculos asociados con el segundo acto de comprensién complejo que se

* Con las siglas FN se significa que el acto de comprension o el obstaculo esta referido al concepto
de funcién numérica.
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sefiald6 como necesario en la apropiacion del significado matemético de la

definicion general de funcién:

Identificacion de la forma como se articulan los conceptos soporte y los roles que
adoptan en la constitucion del concepto de funcién, e identificacion del nuevo

proceso -objeto matematico que se estructura con ellos.

Con respecto a dicho acto complejo se plantearon los actos de comprension y
obstaculos asociados AC5, AC6, AC7, AC8, AC10, AC11, O*3, O*4 (ver, en
este mismo capitulo, el segundo acto de comprension complejo relativo a la

apropiacion del significado matematico del concepto de funcion)

Puesto que la estructura Iogica de las dos definiciones (concepto general y funcion
numerica) es la misma, no es dificil observar que tales actos de comprension
deben ser requeridos de igual manera en el proceso de apropiacion del concepto
de funcion numérica y que, el mismo tipo de obstaculos deben aparecer en su
camino. Esto es mas claro aun, al observar que lo que dice la frase que describe
cada acto de comprensiéon o cada obstaculo tiene el mismo sentido, cuando se
aplica en ambas definiciones. Las siguientes serian las versiones equivalentes

cuando se aplican al concepto de funcién numérica:

AC3(FN)~AC55: Identificar y discriminar los roles de los conjuntos que ingresan
en la definicion de funciédn numérica: dominio y codominio, considerando su

asimetria en la correspondencia que define a la funcion.

AC4(FN)~ACG6: Discriminar codominio y rango, conceptuando este Gltimo como

subconjunto del primero.

®> Con el simbolo ~ se significa la equivalencia entre los actos y obstaculos identificados para la
constitucién del concepto de funcidbn numérica, y los actos y obstaculos identificados para la
constitucién del concepto general de funcion.
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AC5(FN)~ACT: Identificar el caracter definitorio que tienen los roles de dominio y
regla de correspondencia y el caracter relativo del rol del codominio, cuyo nucleo

invariante esta asociado con el rango.

AC6(FN)~ACS8: Identificar la condicion de univocidad en la regla de
correspondencia y discriminarla de las condiciones de inyectividad vy
sobreyectividad.

O*2(FN)~0O*3: Pensar como regla de correspondencia para funciones numéricas

sé6lo las biunivocas o sobreyectivas.

AC7(FN)~AC9: Identificar la funcion numérica como una totalidad nueva que se
articula con los elementos dados (dominio, regla de correspondencia, rango,

codominio).

O*3(FN)~O*4: Pensar en funciones numéricas como reglas de correspondencia

exclusivamente.

ACB8(FN)~AC10: Identificar funciones numéricas, como procesos 0 COmo
totalidades estructurales, segun las situaciones mateméticas en que sean

consideradas.
AC9(FN)~ACL11: Identificar cuando dos funciones numéricas son iguales.

Resulta claro que las consideraciones que se hicieron en torno a estos actos y
obstaculos, en el caso del concepto general de funcidn (Ver dicha seccion, en este
mismo capitulo) son aplicables cuando nos restringimos al concepto de funcion

numeérica.

Hay pues un “paralelismo cognitivo” en el sentido de que el constituir tales actos,
no parece plantear demandas cognitivas diferentes en una definicion que en la
otra. En este sentido es importante destacar que lo que plantea la caracterizacion

de comprensién de un concepto, segun actos de comprension, es que las
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definiciones y los actos de comprension asociados deben constituirse en los dos
niveles mencionados (general- numérica), como parte del proceso de comprension
del concepto general de funcion. Pero nada se dice del orden, ni del como se
debe proceder para que el sujeto pueda alcanzarlos. Lo que si permite concluir
este paralelismo cognitivo, en lo que atafie a las definiciones y a los actos de
comprension sefalados, es que, sobre el supuesto de que el sujeto haya
constituido los conceptos de conjunto y numero real, desde una perspectiva
cognitiva, es indiferente proceder en el proceso de apropiacion por generalizacion

0 por particularizacion

En esta misma direccion se puede advertir que los obstaculos cognitivos
asociados proceden fundamentalmente de los problemas inherentes a la
apropiacion del planteamiento l6gico de la definicion. Y en el caso de O*3(FN) su

origen podria tener un componente didactico.

Actos de comprension asociados con el reconocimiento de los conceptos

soporte.

El reconocimiento de los conceptos soporte, se ha planteado, como acto de
comprension complejo, de partida, en la apropiacién del significado matematico
del concepto que se expresa en su definicién. En esta direccién, y respecto del
concepto general de funcion, se plantearon los actos de comprension
relacionados con el reconocimiento de los conceptos de conjunto y regla de
correspondencia. (Ver la seccidén citada anteriormente, relativa al primer acto
complejo de comprensién en la apropiacién del significado matematico del

concepto de funcién)

En tal seccién se destacO, en primer lugar, la importancia de que el alumno
lograra sintetizar un concepto general de conjunto y de regla de correspondencia
y se sugirieron implicaciones negativas en la apropiacion del concepto general de

funcién si tales sintesis no se alcanzaban plenamente. En este sentido se
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plantearon los actos de comprension AC1, AC2, AC3, AC4 y los obstaculos

cognitivos asociados O*1 y O*2.

Como en el caso de los actos asociados con la construccion del significado
matematico de la definicion general de funcion, que se estudiaron en parrafos
anteriores, no es dificil ver que estos otros actos de comprension y obstaculos,
cuando se consideran restringidos a conjuntos de numeros reales y reglas de
correspondencia entre ellos, se constituyen también como necesarios para la
constitucion del significado matematico de funcion numérica. Y que el obstaculo
que alla se identifica, igualmente surge como posible obstaculo para el logro de
tales actos de comprension, en el nivel de la definicion de funcion numérica. Se
tendria la siguiente formulacion para tales actos paralelos de comprension, en el

nivel de la definicion de funcién numérica:

AC10(FN)~ACL1: Identificar, como conjunto numérico, cualquier agrupacion, finita

o infinita, constituida por nimeros.

O*4(FN)~O*1: Pensar en los conjuntos numéricos solo como colecciones de

objetos discretas y/o finitas.

AC11(FN)~AC2: Identificar y discriminar las relaciones de pertenencia e inclusion

entre conjuntos y entre conjuntos y sus elementos.

AC12(FN)~ACS3: Interiorizar tales relaciones y encapsularlas en los simbolos

universalmente utilizados para ellas.

AC13(FN)~ACS5: Identificar como regla de correspondencia entre conjuntos
numéricos, cualquier forma de asignacidbn o apareamiento entre nameros,

independientemente de la forma como sea especificada.

O*5(FN)~O*2: Pensar, exclusivamente, en regla de correspondencia entre
elementos de conjuntos numéricos como una ley fisica 0 matematica que se

define mediante una pauta homogénea, una formula, por ejemplo.

250



De nuevo es necesario reiterar, como se hizo en el analisis anterior de actos de
comprension y obstaculos asociados con la apropiacion del significado matemético
del concepto general de funcion, que lo que se plantea es que tales actos de
comprension son requeridos, en ambos niveles de la definicion de funcién (general
y numérica) a pesar de que eventualmente puedan sintetizarse en un conjunto
unificado de actos de comprension, pero, el planteamiento nada afirma, ni del
orden, ni de la forma como se debe proceder para facilitar al sujeto su

constitucion.

En esta direccion el andlisis de estos actos de comprension y obstaculos
asociados, presenta, sin embargo, con relacion al analisis anterior, una diferencia
trascendental que puede arrojar claridad sobre el porqué de los obstaculos mas
fuertes, digamos de tipo epistemoldgico y didactico, que se presentan en la
constitucién del concepto de funcion. Las parejas de actos y el obstaculo que se
le opone AC1- O*1 y AC10(FN)-O*4(FN) estan asociadas, en el caso de la
definicién general (la primera) con la constitucién del concepto de conjunto y en el
caso de la funcién numérica(la segunda) con el concepto de numero real. En este
caso, los actos de comprensiéon que los liga parecen proceder mas naturalmente
como generalizacion de conjuntos de numeros a colecciones arbitrarias que
reciprocamente. Esta afirmacion se sustenta en el siguiente planteamiento: La
construccion del concepto de nimero real es la via natural en la secundaria para
orientar la construccién de una nocién de conjunto amplia y suficientemente
general, que incluya, por supuesto, conjuntos infinitos de diversa cardinalidad. O
sea que la apropiacion del concepto de namero real no solo resulta necesaria para
apropiar y manejar adecuadamente el concepto de funcién numérica sino que, no
parece posible construir una nocién general de conjunto, y por ende del concepto
general de funcion, que incluya conjuntos infinitos, mas alla del infinito potencial
de los numero naturales, por otra via. Este hecho tiene su fundamento
epistemoldgico en el mismo desarrollo historico del concepto de funciéon. En el

proceso histdrico de construccion hacia el concepto general de funcion, el camino
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se inicia con el surgimiento de las funciones numéricas que se expresaban en los
estudios de la mecanica a finales del siglo XVI y comienzos del siglo XVII (Ver
Capitulo 4, estudio histérico critico, variacion conceptual V4) y, tal como lo plantea
Sierpinska, (1992, 15), la vision heterogénea de numero que imperd por mucho
tiempo, fue sin duda un obstaculo que retard6 el surgimiento de tal concepto de
funcion (Ver capitulo 4, estudio histérico critico, entre preguntas P3y P4).

Por supuesto, la sintesis del concepto de conjunto, como soporte del concepto
general de funcién, debe ir mas alla de conjuntos numéricos de cualquier tipo; esta
extension, en la version personal del alumno, se puede ir alcanzando en la
medida que ingresan, al campo de trabajo del alumno, ademas de conjuntos de
objetos fisicos, R? (analitico), el plano cartesiano (geométrico) y conjuntos de
funciones, entre otros. Se podria decir, por lo tanto, que el curriculo de la
secundaria ofrece esta posibilidad pero que es desaprovechada. Tales conjuntos
no son identificados apropiadamente, como tampoco se estimula su manejo
simbdlico, ni la reflexién sobre su naturaleza y caracteristicas matematicas. Por lo
tanto, el alumno no realiza una toma de conciencia sobre su existencia, que le
permita incorporarlos en su construccién (imagen del concepto dirian Tall&

Vinner) del concepto de conjunto.

Dos conclusiones importantes, en términos de comprension del concepto de

funcion emergen de estas observaciones:

En primer lugar, la necesidad de ir construyendo, a lo largo del proceso de
formacion del alumno en la secundaria, un marco interpretativo representativo
para el concepto de conjunto, que le permita al alumno alcanzar, al término de
sus estudios de secundaria, esa sintesis del concepto de conjunto, apropiada
para fundamentar el concepto general de funcion. La posibilidad existe pero esta
siendo desaprovechada por las propuestas de enseflanza dominantes en la

secundaria.
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En segundo lugar, aunque el referente global para la apropiacion del concepto de
conjunto se configura con una gran variedad de conjuntos especificos de
naturaleza diferente, el eje estructurador de dicho proceso es la construccion del
sistema de los numeros reales, que se inicia desde la escuela primaria y culmina
al final de la secundaria y, por lo tanto, dicha construccion resulta fundamental no
solo como soporte de la construccion del concepto de conjunto sino de los

conceptos de funcion numeérica y funcion.

Pero, al igual que en el proceso de construccion de los referentes del concepto
de conjunto, las propuestas dominantes de ensefianza en la secundaria no
proveen un proceso adecuado de construccién de numero real. Son precarios,
tanto el saber matemético como los procesos de pensamiento, que dichas
propuestas, ponen en juego en torno a la construccién del concepto de nimero
real y que se proponen al alumno como objeto de estudio. Estos vacios, en la
propuesta curricular de la secundaria, son una de las tantas causas, sino la
principal, que explican la deficiente formacién en torno al concepto de nimero real
y, por ende, del concepto de funcién que logran construir los alumnos en

secundaria.

Este planteamiento se valida tanto nacional como internacionalmente. Son
variados los problemas que en estos ambitos se han hecho sobre el estudio de los

reales en la secundaria.

Hay estudios que reportan que es generalizada la tendencia a considerar como
conjuntos numeéricos solo aquellos conformados con nimeros naturales o enteros
y de caracter finito. Algunas situaciones de ensefianza perpetian esta restriccion,
como omitir en el trabajo con intervalos reales, el estudio de su naturaleza de
conjuntos numéricos, tratandolos como simples segmentos de recta. En este
mismo sentido se puede citar la investigacion de Fischbein (1979) quien identifico
obstaculos relativos a la no aceptacion, por parte de los estudiantes, de la

existencia de infinitos nimeros racionales e infinitos ndmeros irracionales en un
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intervalo, negacion que conlleva que los conjuntos de reales son considerados

mas como conjuntos discretos que como conjuntos continuos.

Sobre la nocion de infinito también se reportan diferentes estudios: Duval, 1983;
Fischbein, 1979; Moreno y Waldegg, 1991; Waldegg, 1996. Este ultimo recoge
buena parte de los anteriores y reporta que la infinitud de los numeros esta
presente en casi todos los estudiantes, tal vez como resultado de la construccion
desde etapas tempranas del proceso de conteo, pero que se trata sélo de infinito
potencial, en palabras de G. Waldegg, 1996: “...asociada a la ausencia de limites
o de fronteras, a la falta de conclusion o de término de un proceso que se repite 0
que progresa indefinidamente.” Waldegg cita, como ejemplo de este, la serie de
los nimeros naturales y recalca que se trata del Unico infinito aceptado por
Aristoteles y admitido por la ciencia hasta el siglo XIX. Existe otra connotacion del
infinito que, segun la misma autora, es de tardia aparicion y requiere de
situaciones conflictivas que poco aparecen a lo largo del bachillerato, se trata del
infinito actual, muy asociado con la completez de los niameros reales, de dificil
aparicion en el seno del pensamiento matematico del sujeto, de gran importancia
en el pensamiento del matematico moderno y vital en la construccion del concepto

de funcién numérica.

Finalmente estudios como los de Artigue M, 1995; Fischbein, 1994; Penalva y
Turegano, 1990 muestran que, al ingresar a la universidad, muchos alumnos tiene
una concepcién de numero real que adolece de numerosos vacios y distorsiones,
en otras palabras, no han construido un concepto personal de namero real bien
adaptado matematicamente. En el medio local esta afirmacion es aplicable a la
gran mayoria de los alumnos y la situacion es particularmente critica si se
considera que el curriculo universitario de las carreras técnicas no provee el
espacio para culminar este proceso de construccion. Pruebas aplicadas por
Alvarez (2007), muestran que deficiencias semejantes a las reportadas
internacionalmente, estan presentes en estudiantes colombianos respecto del

concepto personal que construyen de numero real. Las pruebas aplicadas
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permiten identificar, entre estudiantes de diferentes colegios de Cali, problemas
relativos a la representacion e identificacion de los numeros reales, al orden vy,
muy particularmente, al concepto de densidad; un porcentaje mayoritario de
alumnos evidencia fallas en el manejo operativo y tiende a aceptar que un numero
como 2,3440 tiene un siguiente y que entre dos numeros racionales, que definen

un intervalo, no existe necesariamente un ndmero irracional.

En conclusion, al terminar la secundaria, la mayoria de los alumnos tienen una
vision fragmentada del sistema de los numeros reales, al pensarlo constituido por
una clase desarticulada de numeros, enteros, fraccionarios, decimales vy
ocasionalmente irracionales, inmersos en una topologia con tendencia a ser
discreta, concepcion que sin duda limita la comprension y manejo del concepto de

funcion numérica y por ende del concepto general de funcién

Las consideraciones anteriores ponen de manifiesto los siguientes actos
adicionales de comprension en la constitucion del concepto de numero real y, por
afiadidura, del concepto de conjunto, tal como son requeridos como fundamento

del concepto de funcion:

AC14(FN): Sintetizar en un todo, como sistema, los distintos tipos de nimeros

reales, discriminado sus propiedades algebraicas y topoldgicas.
Acorde con esto:

O*6(FN): Pensar en los nimeros reales como un conjunto discreto de enteros,
fracciones racionales, nimeros decimales y algunos irracionales y de igual manera

de los conjuntos numéricos.

AC15(FN): Sintetizar la nocién de conjunto infinito discriminando la cardinalidad

de los niumeros naturales y la de los nimeros reales.

O*7(FN): Pensar el infinito sélo como proceso no acabado o como ausencia de

l[imite o frontera.
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Actos de comprension asociados con la apropiacion del concepto de gréfica

de una funcién numeérica.

Como un elemento que aporta de manera importante en la apropiacion del
significado matematico del concepto de funcion numérica, se incluye el concepto
de grafica de una funcion. Este es un elemento propio de las funciones numéricas.

Se define gréafica de una funcion numérica f(x):

G(f) = {(x.y) € R*1 y=f(x)}

En principio, el concepto mismo de grafica requiere de conceptos soporte, el
principal de los cuales es el de sistema de coordenadas cartesianas rectangulares,
gue esta fundamentado, a su vez, en el concepto de recta numérica, ligada a la
constituciéon del concepto de numero real. Se perfilan en consecuencia los

siguientes actos de comprension:

AC16(FN): Identificar la recta numérica como la representacion abstracta de una
correspondencia biunivoca, que preserva orden, entre los nimeros reales y los

puntos de una recta euclidiana.

AC17(FN): Identificar el encuadramiento geométrico de un sistema rectangular
de coordenadas cartesianas y el mecanismo mediante el cual se establece una

correspondencia biunivoca entre puntos en el plano y parejas de numeros reales.

En la constitucion de estos actos y en el manejo de las representaciones
semidticas asociadas con recta numérica se pueden identificar algunos obstaculos

cognitivos:

En el caso de la recta numérica y por ende del sistema de coordenadas
cartesiana, no es posible construir conceptos personales bien adaptados
matematicamente si se piensa en los reales como “un conjunto discreto de
enteros, fracciones racionales, numeros decimales y algunos irracionales”
(O*6(FN)).
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Igualmente, las interpretaciones y representaciones que realiza el alumno sobre la
recta numérica, o en el plano, cuando grafica, por ejemplo, funciones definidas por
partes sobre intervalos reales, presentaran varios tipos de deficiencias como
causa de esta concepcidon de numero real. Es relativamente comun que los
estudiantes consideren que el intervalo real (1,9], por ejemplo, tiene como ultimo
elemento a 8, de modo que la grafica correspondiente solo es trazada hasta tal

valor del dominio.

De otro lado, es pertinente destacar que, por regla general, el estudiante no
discrimina entre las representaciones semiéticas que se hacen de recta numérica,
sistema de coordenadas, grafica de una funcidén y los objetos abstractos que
representan. Como suele ocurrir, en distintas situaciones, el objeto representado
termina siendo reducido a su representacion llegando incluso a razonar que, si la
grafica de una funcién no es susceptible de trazarse, entonces no existe. Aunque
sin mucha importancia operativa, tal reduccionismo inconsciente se constituye en
un obstaculo, que podria considerarse de origen didactico, en la apropiacion del
significado  matemético de tales conceptos. Resultan pertinentes,
consecuentemente, el siguiente acto de comprension y el siguiente obstaculo

cognitivo:

AC18(FN): Discriminar entre los objetos matematicos: recta numérica, sistema
rectangular de coordenadas cartesianas, grafica de una funcibn y sus

representaciones semibticas.

O*8(FN): Reducir recta numérica, sistema de coordenadas y grafica de una

funcién a sus representaciones semiéticas.

La grafica de una funcion numérica, es una representacién semidtica de la

funcién®, usualmente definida mediante expresiones analiticas. Comprender la

® Como ente abstracto la grafica de una funcién numérica siempre existe pero, en muchos casos,
no es posible construir una representacién semiética apropiada. Ejemplo: el caso de la funcién de
Dirichlet
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grafica, implica, en primer lugar, identificar la correspondencia que se establece
entre sus partes con su expresion analitica, correspondencia que es mediada por
el sistema de coordenadas cartesianas en que se representa. En este sentido
pueden presentarse dificultades derivadas de pasar por alto el convenio eje x-
dominio, eje y-codominio, lo cual podria ser, también, una manifestacion de
confusion entre la variable dependiente y la variable independiente. Esta dificultad
fue identificada en una investigacion realizada en la Facultad de Ciencias Agrarias
de la Universidad Nacional del Litoral Esperanza. Prov. de Santa Fe (Argentina),
(Vrancken y otros, 2005, 6) acerca de dificultades relacionadas con la ensefanza
y aprendizaje del concepto de limite en un grupo de 49 estudiantes; en las
producciones se puede observar que mas de la mitad de los 49 estudiantes tiende
a confundir los ejes del plano al realizar la grafica de una funcién que cumpliera

con ciertas especificaciones.

En esa misma linea de andlisis, la grafica de una funcion numérica es la
representacion, en otro sistema semiético, de los pares conformados a partir de la
regla de correspondencia de dicha funcién. Tal representacién grafica es de tal
potencia representativa que revela en si misma, por ejemplo, si corresponde 0 no
a una funcién y si esta es inyectiva 0 no, a través de criterios bien conocidos. El
primero de ellos establece que una grafica representa una funcién numérica, Si
toda recta paralela al eje de y corta la grafica, a lo sumo, en un punto y el
segundo, que una gréfica representa una funcién numeérica inyectiva, si toda recta
paralela al eje x corta la gréafica, a lo sumo, en un punto (este ultimo criterio se
incluye en la ETC descrita en el capitulo 6, identificado como nexo proposicional
NP2). Desde esta perspectiva toman sentido los siguientes actos de comprension,

asociados con la apropiacién de la grafica de una funcién numérica.

AC19(FN): Identificar la correspondencia biunivoca entre pares de nimeros que
satisfacen la regla de asociacién de la funcion y puntos de la gréfica. La cual

establece, a su vez, una correspondencia entre los elementos constitutivos de la
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funcion numérica (dominio, codominio, rango, regla de correspondencia) y sus

respectivas representaciones graficas.

AC20(FN): Identificar los criterios graficos que permiten determinar si una grafica

representa una funcion y si esta es inyectiva o no.

La grafica permite viabilizar, a la vez, una vision sobre el comportamiento global
de la funcion, mas alla de una correspondencia puntual entre elementos del
dominio y el codominio. Permite visualizar, la forma como cambios en el dominio
de la funcion generan en cambios en el codominio (covariacién) dando una forma
geométrica a la regla de correspondencia. En este sentido, el estudio de la grafica
contribuye a que el sujeto, ademas de una concepcion de funciéon como proceso
de calculo, acceda a una concepcién de funcién como objeto (AC9 y AC10)y a
constituir el acto de comprension relacionado con la identificacion de la asimetria
de los roles del dominio y del codominio (AC5). En esta direccion se puede pensar
también, que el analisis de graficas de funciones, contribuye a dar sentido
matematico al concepto de variable independiente y variable dependiente que se
origina en las ciencias fisicas. Todo lo anterior lleva a plantear que, en el contexto
de su marco interpretativo, el reconocimiento de la grafica de una funcion en
correspondencia con su expresion analitica y su diferenciacion de las graficas de
otras funciones, constituyen actos de comprension importantes en la apropiacion
del concepto de funcidon numérica y de versiones particulares del concepto. Se

plantean, en consecuencia los siguientes actos de comprension:

AC21(FN): Identificar la forma de la grafica de una funcién numérica y ponerla en

correspondencia con su expresion analitica.

AC22(FN): Discriminar la grafica de una funcion de la graficas de otras funciones

numéricas

Finalmente cabe resaltar que la representacion semidtica marca una a porcion

reducida de la grafica pero usualmente puede ser suficiente para formarse una
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idea del comportamiento global de la funcion. Los sistemas de computacion
simbdlica rompen esta limitacion y su incorporacion en la ensefianza del concepto

de funcion, potencia el concepto de grafica y le da un dinamismo inusitado.

Actos de comprension asociados a la apropiacion del marco interpretativo

de funcién numérica

De acuerdo con los planteamientos que se han hecho respecto de los dos planos
que se deben integrar como referentes de la comprensién de un concepto
(significado matematico de la definicion- marco interpretativo), la comprension del
concepto de funciébn numérica, como afluente en la apropiacion del concepto
general de funcion requiere, consecuentemente, de la apropiacion de su marco

interpretativo. Se haran algunas consideraciones generales al respecto.

Apropiar dicho marco interpretativo implica apropiar, en relacién con la definicion
de funcion numérica y, en términos mas amplios, con la definicion general de
funcidn, las distintas versiones de funcion numérica que han sido propuestas para
constituir dicho marco interpretativo.(funciones definidas mediante expresiones
matematicas en una variable, definidas implicita o explicitamente, o por partes, a
cuyo interior se enfatizan las funciones elementales (lineal, cuadrética,
exponencial, logaritmica, trigopnometricas), sucesiones, valor absoluto y la funcién
de Dirichlet). Esto significa, en cada caso o prototipo, identificar los elementos que
constituyen la funcién (dominio, codominio, rango, regla de correspondencia)
segun se establece en la definicion. Se plantea entonces para cada una de dichas

funciones el siguiente acto de comprension:

AC23(FN): Identificar, en correspondencia con la definicién de funciébn numérica,
y por tanto con la definicion general, los distintos elementos constitutivos de la

funcién y la univocidad de la regla de correspondencia.

Esta identificacion tendra que darse en el marco de representacion analitica de su

regla de correspondencia e implica reconocer la funcion a partir de dicha
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expresion en conexion con su grafica. Con base en las consideraciones hechas en
torno al concepto de grafica, el reconocimiento de la grafica de una funcion
numerica que forma parte de su marco, forma parte de la apropiacion de dicha
funcién particular y constituye un aporte a la apropiacion tanto del marco
interpretativo de funcién numérica como del concepto general de funcion. Desde

esta perspectiva se proponen el siguiente acto de comprension

AC24(FN): Identificar y discriminar, en términos su expresion analitica y en
correspondencia con su representacion grafica, las distintas funciones notables

gue constituyen el marco interpretativo.

Parte importante de la apropiacion del marco interpretativo que se ha propuesto
para el concepto de funcidbn numérica, es reconocer las funciones elementales
como modelos socializados de matematizacion. Es decir identificar las
correspondencia que existe entre este tipos de funciones y fenébmenos cientificos
qgue pueden ser modelados por ellas. Este reconocimiento implica identificar las
regularidades de tales fendmenos cientificos o técnicos que permiten ser
modelados por este tipo de funciones o cualquier otro tipo de funcion numérica. El
punto remite también a la importancia de establecer en la secundaria, una
coherencia curricular externa entre los cursos de matematicas con los cursos de
ciencias naturales y otras asignaturas técnicas. Surge asi el siguiente acto de
comprension asociado con la apropiacion del marco interpretativo de funcion

numérica.

AC25(FN): Identificar las funciones elementales, o cualquier otra funcion del
marco interpretativo para tal efecto, como modelos socializados de

matematizacion.
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8. CONCLUSIONES

1. En esta tesis se hace frente a una problemética relativa al concepto personal de
funcién con que los estudiantes, recién egresados del bachillerato, llegan a la
universidad. Dicho concepto personal es insuficiente para responder a las
demandas matematicas que le plantearan los cursos de calculo diferencial e
integral. Varias investigaciones, mencionadas a lo largo de toda la tesis, dan fe de
esto y recalcan que se trata de conceptos personales de funcion, mal adaptados
matematicamente o restringidos, tal vez como consecuencia de propuestas
curriculares insuficientes, enmarcadas en situaciones de ensefianza prototipicas
que restringen la generalidad del concepto de funcion y que desconocen las
dificultades inherentes a su complejidad.

2. La insuficiencia en las propuestas curriculares puede ser condicionada, entre
otras cosas, por la falta de un referente sobre la estructuracion de funcién que da
respuesta a las exigencias de los cursos universitarios puesto que ni los
lineamientos curriculares, ni los libros de texto para bachillerato dan cuenta de

esto.

3. La persistencia de situaciones de ensefianza que desconocen las dificultades
inherentes a la complejidad del concepto, pueden tener origen en que, pese a la
abundante literatura respecto a las dificultades y obstaculos que comporta la
ensefianza y aprendizaje del concepto de funcién, no es facil para el maestro de
bachillerato indagar acerca de estos aspectos, pues las investigaciones al

respecto se encuentran dispersas y en muchos casos son muy complicadas.

4. El aporte a la busqueda de soluciones a la problematica descrita en los tres

items anteriores fue:
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4.1 Un estudio historico critico del concepto de funcion, en el que se analiz6 su
proceso evolutivo por medio del estudio de los desequilibrios, entre conocimientos
disponibles y dificultades, que dieron lugar a movilizaciones de la nocion de
funcién. Este estudio permiti6 evidenciar la complejidad epistemoldgica del
concepto de funcidn, sintetizada en la aparente simpleza de su definicion actual, y
concluir que tal definicion actual es una generalizacion de lo que ahora conocemos
como funcién numérica. Esto ultimo tiene particular incidencia en la conformacion
de lo que en el marco tedrico y metodologico se llamé el marco interpretativo del

concepto (Ver secciones 2.2, 3.2y 7.3).

4.2 Un estudio de las demandas matematicas que los cursos de calculo diferencial
e integral le plantean al concepto de funcion. Producto de tal estudio es el capitulo
5, que sirve como referente (junto con otros aspectos como la epistemologia del
concepto) para proponer un saber relativo al concepto de funcion que debe

asumirse como meta de formacion al finalizar el bachillerato.

4.3 Una estructura tedrico conceptual del concepto de funcién (Ver capitulo 6), que
caracteriza el saber mencionado en el punto anterior y sirve como referente para
elaborar propuestas curriculares y/o describir estados de comprensién como

posible estrategia de monitoreo a la formacion de los egresados de bachillerato.

4.4 Una propuesta de lo que es comprender un concepto matematico, aplicada al
concepto de funcién. Dicha propuesta se esboza en el marco teorico y en el marco
metodoldgico y toma forma en el capitulo 7, como estrategia para describir un
estado basico de comprension del concepto de funcidon. Esta puede ser tomada
como referente para replanteamientos tedricos que agencien nuevas propuestas
didacticas o investigaciones respecto de otros conceptos matematicos en este o

en otros niveles escolares.

4.5 Los capitulos 6 y 7 se pueden considerar un compendio de problemas
notables y obstaculos que suelen presentarse en la apropiacion del concepto de

funcién y de los conceptos que lo estructuran. En particular el capitulo 7 da cuenta
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de la complejidad de las exigencias cognitivas que plantean los procesos de
ensefianza y aprendizaje de este concepto.

4.6 Una metodologia que le otorga fundamentos mas cientificos a la
implementacion de propuestas de ensefianza. Esta se puede inferir del desarrollo
de los capitulos 5, 6 y 7 en los que se describe el papel del concepto en el
contexto curricular posterior al de la investigacion, se caracteriza un referente de
formacién respecto de tal concepto y se describe un estado basico de
comprensiéon 'y problemas notables en la apropiacion del concepto,

respectivamente.

5. En el desarrollo del capitulo 7 se identifico que el limitado concepto de funcién
con que llegan los estudiantes a la universidad, puede proceder de limitaciones en
la conceptualizacion de los conceptos soporte conjunto y regla de correspondencia
y de la adecuada identificacion del papel que juegan en la constitucién del
concepto de funcion (Ver seccion 7.2, desarticulacion detallada de los actos de
comprension complejos i) y ii)). Asi que resulta particularmente importante que se
tome conciencia de la gran variedad de conjuntos y de reglas de correspondencia
que pueden constituirse a lo largo de la educacion basica secundaria.

6. La generalidad del concepto de conjunto que los estudiantes deben construir
esta ligada con la construccién del concepto de numero real. En este sentido, en el
capitulo 7, se mostré6 a través de los actos de comprension y obstaculos
AC10(FN)~AC1, O*4(FN)~O*1, AC11(FN)~AC2, y ACI12(FN)~AC3, que una
insuficiente constitucion del concepto de numero real y de tal sistema numérico,
restringe la constitucion del concepto de funcion numérica y, por ende, del
concepto general de funcion por las razones alli expuestas (Ver en la seccién 7.3,
Actos de comprensién asociados con el reconocimiento de los conceptos soporte).
De modo que en el bachillerato se debe aprovechar el proceso de construccion del

concepto de numero real, para orientar a los estudiantes hacia una nocion de
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conjunto general, que incluya conjuntos infinitos de diversa cardinalidad superando

la discrecion y el infinito potencial de los nimeros naturales.

7. Se dijo al inicio de estas conclusiones que el concepto personal de funcion con
qgue los estudiantes llegan a la universidad resulta ser muy restringido. Segun
Alvarez (2009), la comprension conceptual tiene su referente en la apropiacion del
significado matemético del concepto y en su articulacion con un marco
interpretativo suficientemente representativo. Se puede entonces postular, como
hipétesis que la ausencia de tal articulacion es, en parte, causa de la falta de
generalidad del concepto que construyen los estudiantes y de que estos
desarrollen habilidades algebraicas pero escasas conceptualizaciones que les
permitan superar los obstaculos identificados en el capitulo 7. El bachillerato
provee espacios y oportunidades suficientes para la seleccion de versiones en
contexto suficientemente representativas. Sin embargo, como quedd dicho al inicio
de la seccion 7.3, a lo largo del bachillerato son numerosas las versiones del
concepto de funcibn que pasan desapercibidas para maestros y estudiantes,
limitando el marco interpretativo a las funciones elementales. Extender dicho
marco podria favorecer la constitucion de una concepcién de funcion
suficientemente amplia, en oposicién a la concepcion restringida con que suelen

llegar los bachilleres a la universidad.

8. Para Sierpinska, el mas fundamental de los actos de comprension del concepto
de funcion es la “identificacion de cambios en el mundo circundante como un
problema practico a resolver” (Traduccion libre, 1992, 7), el concepto general de
funcién, en su versibn moderna, esta alejado de tal identificacion. Solo ciertas
versiones en contexto tienen la posibilidad de acercar al estudiante a este acto de
comprension, en particular las funciones numéricas proveen un marco
interpretativo propicio a este acto. Parece esto sugerir que, en el proceso de
construccion del concepto de funcidn, es mejor proceder construyendo el concepto
general de funcion como una generalizacion del concepto de funcidn numérica

para aprovechar el amplio marco interpretativo que posee el concepto de funcién
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numérica en procesos explicativos de fenbmenos que le resultan cercanos al

estudiante.

9. En el contexto de la secundaria aparecen numerosas situaciones de ciencias
gque se modelan a través de funciones: escalas de temperatura, fendmenos
térmicos, cinematicos, dinamicos, hidrostaticos, etc. Articular dichas funciones
como base para conformar modelos socializados de matematizacion, puede
contribuir enormemente a fortalecer el papel del marco interpretativo y su
articulacion con el significado matematico del concepto de funcion, a la vez que
posibilita la integracion del trabajo en el area de ciencias con el trabajo de
construccion conceptual de funcién despojando a este ultimo de su imagen de

ente abstracto, estatico y alejado del mundo cercano.
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ANEXOS

Anexo A. Parcelacion esquematica representativa de un primer curso de

calculo diferencial e integral para carreras de ciencias e ingenieria

|. LIMITES Y CONTINUIDAD
1. Introduccién al concepto de limite
Definicién de limite de una funcién

Teoremas sobre limites y célculo de limites

h w N

Continuidad

II. DERIVADAS

1. Introduccién al concepto de derivada
Definicion de derivada de una funcion
Reglas de derivacién
Regla de la cadena

o bk~ 0N

Derivacion implicita

[ll. DERIVADA DE LAS FUNCIONES TRASCENDENTALES
1. Funcion exponencial y funcion logaritmica

2. Funciones trigonométricas y sus inversas

IV. APLICACIONES DE LA DERIVADA
1. Funciones mondtonas crecientes y/o decrecientes

2. Maximos y minimos relativos de una funcién
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N o g b

Criterios de la primera y de la segunda derivada para la
determinacion de extremos relativos y absolutos de una funcion,
intervalos de crecimiento y decrecimiento, concavidad y convexidad.
Trazado de curvas

Problemas de aplicacion de maximos y minimos

La derivada como una razén de cambio

Antiderivadas.

V. LA INTEGRAL DEFINIDA

1.

o 0k WD

Area

Definicidn de la integral definida

Propiedades de la integral definida

El teorema del valor medio para integrales definidas
El teorema fundamental del calculo

Métodos de integracion
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Anexo B. Demandas matematicas al concepto de funcion en los primeros

cursos universitarios de calculo.

Diremos que el concepto de funcion es objeto de una demanda matematica en
cuanto cualquier conocimiento, inherente a é€l, es requerido en la formulacién, bien
sea, de otro concepto, de un teorema o proposicion notable, de un problema o de
procesos matematicos, incluyendo aspectos relativos a representaciones
semidticas. La identificacion de tales demandas en los primeros cursos
universitarios de matematicas, permite constituir un conjunto estructurado de
conceptos, problemas y procesos matematicos que caractericen el saber
matematico que, respecto del concepto de funcién, se espera posea un estudiante

gue ingresa a carreras de ciencias e ingenieria y aspira no fracasar.

En esta investigacion nos referiremos a demandas que se expresan en el
curriculo del primer afio de carreras de ciencias e ingenieria y que seran
identificadas a través del analisis de cursos vertebrales en la formacion
matematica de sus estudiantes: Calculo diferencial e integral y algebra lineal. Para
cada uno de ellos se conformé una parcelacion esquematica representativa de los
cursos ofrecidos por universidades de la regidén. Luego se analizaron desde la
perspectiva de la propia experiencia y desde el enfoque presentado por algunos
textos seleccionados entre los utilizados como guia en cada universidad

identificando asi las demandas matematicas al concepto de funcion.

IDENTIFICACION DE DEMANDAS MATEMATICAS A LAS QUE ESTA
SUJETO EL CONCEPTO DE FUNCION EN UN CURSO
REPRESENTATIVO DE CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL
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Para la identificacion de tales demandas, hemos estudiado diferentes textos que
se iran sefalando en la medida en que se vayan abordando las tematicas
ilustradas en la parcelacidbn esquematica representativa presentada arriba. La
seleccion de los textos se basa en consideraciones de representatividad y
“tratamiento de los temas”, de acuerdo con nuestra concepcion de formacién
matematica. En cada caso tratamos de dar una vision de la forma como el texto
realiza el tratamiento del concepto, teorema etc., en cuyo contexto nos parece
pertinente destacar que el concepto de funcion esta siendo requerido
matematicamente de alguna manera. Los textos citados aparecen en letra cursiva.
Tales presentaciones se agrupan convenientemente para el analisis de las

demandas identificadas.

|. LIMITES Y CONTINUIDAD

1. introduccion al concepto de limite
Es tradicional iniciar la presentacién de este tema a partir de ejemplos que se
introducen, como motivacién, del concepto de limite antes de presentar la
definicion formal que, generalmente viene acompafada de la respectiva
interpretacion geométrica. Al final se presenta lo que podemos llamar algebra de
limites de funciones con ejemplos de aplicacion.

Para el analisis de la seccion de limites hemos escogido, como texto de
referencia Célculo con geometria analitica”, E. Swokowski.” A continuacién se

reproducen algunos apartes pertinentes en lo relativo al limite de una funcion:

" E. Swokowski, Célculo con geometria analitica, Boston, USA, Ed Prindle, Weber & Schmidt,
1982.
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Introduccion (segun Swokowski)(Pag 50)

“En el calculo y sus aplicaciones a menudo nos interesamos por los valores f(x) de
una funcion f cuando x estd muy cerca de un numero a, pero no es
necesariamente igual a a. De hecho, en muchos casos el numero a no esta en el
dominio de f; esto es f(a) no esta definido. Vagamente hablando, nos hacemos la
siguiente pregunta: ¢si X se acerca mas y mas a a (pero x=a), f(x) se acerca
también cada vez mas a algun numero L? si la respuesta es si decimos que el

limite de f(x), cuando x tiende a a, es igual a L, y escribimos

lim, , f(x)=L. (2.1)”
ANALISIS

Al referirse a “una funcion f’ el simbolo f hace referencia a la funcion como un
todo, es decir, a su significado como objeto matematico, incluidos sus conceptos
complementarios de dominio y rango debidamente diferenciados y diferenciando a
su vez el simbolo f del simbolo f(x) teniendo claridad en cuanto a este ultimo como
valor de la funcion f (“...por los valores f(x) de una funcién f...”). Es importante
también ubicar a f(xX) y a x como elementos del rango y del dominio

respectivamente. Por tanto aparecen como demandas:

» Representacion simbdlica del objeto matematico funcién mediante las letras f,
g, FoG.

» Representacion simbdlica de los elementos del dominio y sus respectivas

imagenes en el rango de una funcion mediante x y f(x) (0 g(x), F(x), G(X))

» Representacion simbdlica del dominio de una funcién: dom(f) y de la imagen de

una funcion Im(f).

2. definicion de limite de una funcién
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En la presentacion del concepto de limite es tradicional introducirlo con un ejemplo
particular en el que se toman valores del dominio cada vez mas cercanos a un
valor especifico para observar como, al sustituirlos en la funcién, los valores
obtenidos estan, a su vez, cada vez mas cerca de un valor especifico del rango
acotando, en ambos casos, a través de intervalos reales cada vez mas pequefios
que encierran los valores en cuestion. Describimos la forma como procede
Swokowsky (Pags 56 y 57):

“2.2 DEFINICION DE LIMITE
Volvamos al ejemplo 1 de la seccion 1 en donde se vio que lim X%%(3x—1)=5.5y

consideremos mas detalladamente la variacion de f(x):%(sx—l)cuando X se

encuentra cerca de 4. Usando los valores de la funcion tabulados en la pagina
53(¢,?) llegamos a las siguientes afirmaciones:

Si 3.9< x <4.1 entonces 5.35< f(x) <5.65
Si 3.99< x <4.01 entonces 4.485< f(x) <5.515
Si 3.99< x <4.001 entonces 5.4985< f(x) <5.5015
Si 3.999< x< 4.0001 entonces 5.49985< f(x) <5.50015
Si 3.99999< x< 4.00001 entonces 5.499985< f(x) <5.00015
Cada una de estas afirmaciones tiene la forma siguiente:
(2.3) si 4-0 <x< 4+, entonces 5.5-¢ < f(x) < 5.5+ ¢,

en donde las letras griegas € (epsilon) y o6 (delta) denotan numeros reales
positivos pequeios. Por ejemplo, la primera afirmacién se obtiene de (2.3) con 6=
0.1y e=0.15; la sequnda con 6 = 0.01 y € = 0.015; para la tercera se escoge ¢ =
0.001 y € = 0.0015; etcétera.

Podemos escribir (2.3) en términos de intervalos como sigue:
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Si x se encuentra en el intervalo abierto (4-6, 4+06), entonces f(x) se encuentra en

el intervalo abierto (5.5-¢, 5.5+ ¢).

En la figura 2.4 damos una interpretacion geométrica en la cual la flecha curva

indica la correspondencia entre x y f(x).

Z | N Z | Ny
N I S N I S
X f(x)
4-5 4 4+5 5.5-¢ 55 55+ ¢

Figura 2.4
Evidentemente (2.3) es equivalente a:
Si -0 < x-4 <¢, entonces —¢ < f(x)-5.5 < ¢.
Empleando valores absolutos esto puede escribirse asi:
Si |x-4 <5, entonces |f(x)-5.5<«.

Si en esta afirmacion no deseamos incluir lo que sucede en x=4, entonces es

necesario agregar la condicion 0<|x-4. Esto nos da:
Si 0<|x-4/<s, entonces |f(x)-5.5/<¢.

En la definicion de limite aparecera una afirmacion de este tipo; sin embargo es
necesario que cambiemos un poco nuestro punto de vista. Para llegar a (2.5),
primero consideramos el dominio de f y asignamos valores a X cercanos a
4.después observamos la proximidad de f(x) a 5.5. En la definicion de limite
invertiremos el proceso considerando primero un intervalo abierto (5.5-¢, 6.5+ ¢) y
determinando después si existe un intervalo abierto (4-6, 4+6) en el dominio de f,

para el cual (2.5) se cumpla.”
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(2.6) DEFINICION

Consideremos un intervalo abierto que contiene a a. Sea f una funcion definida en
todos los numeros del intervalo excepto posiblemente en a y sea L un numero
real. La afirmacion

lim

f(x)=L

X—a

Significa que para todo ¢>o0existe un s>o0tal que:

Si 0<|x—a/<s, entonces |f(x)-L|<z.”

El anterior andlisis introductorio también suele hacerse apoyandose en el contexto
grafico de una funcién, mostrando la relacién existente entre los intervalos en el
dominio y en el rango asumiendo nuevamente una funcién como una asignacion,
al utilizar similes en que se considera una funcidn como un aparato que envia
(casi “dispara”) desde el punto sobre el dominio con coordenada x al punto sobre
el rango con coordenada f(x) (representados ambos, dominio y rango, por medio
de dos rectas orientadas ya sea ambas horizontales o perpendiculares (plano
cartesiano) de modo que la funcién es representada o bien por flechas o bien por

puntos sobre el plano):

® E. Swokowski, Célculo con geometria analitica, Boston, USA, Ed Prindle, Weber & Schmidt,
1982, p. 56.
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y 4 P(x,f(x))

lim

f(x)=L

X—a

Figura 2.7°°

ANALISIS

La funcion es interpretada como una asignacion o correspondencia entre valores
de dos conjuntos numéricos a través de los puntos de una curva sobre un plano
cartesiano (que indica la asignacion de valores de la ordenada a valores de la
abscisa), o de flechas que los unen entre dos rectas numéricas horizontales (el
dominio y el rango) o entre un valor numérico y otro mediante la sustitucion en
una férmula expresada algebraicamente. Es claro entonces que se hace

referencia a funciones numéricas.

El concepto de funcidn estéa sujeto a las siguientes demandas:

°E. Swokowski, Calculo con geometria analitica, Boston, USA, Ed Prindle, Weber & Schmidt, 1982,
p. 57.
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= Concepto de funcion como regla de correspondencia.
= Concepto de funcidon como conjunto de pares ordenados.

= Célculo de valores de una funcién, definida por una expresion algebraica o en

el contexto de su representacion grafica, para valores dados en el dominio.
= Conceptos de dominio y rango.

= Representacion simbdlica: f para el objeto matematico funcion, f(x) para el
valor genérico de la funcién y f(a) como valor de la funcion en el valor fijo del

dominio a.
= Gréafica de una funcion.

= Covariacion entre variables en el dominio y variables en el rango de una

funcion.

3. teoremas sobre limites y calculo de limites

Teoremas

Para el calculo de limites se acostumbra presentar previamente teoremas basicos,

acompafiados de su respectiva demostracion.

A continuacién listamos dichos teoremas tal y como son presentados en el texto
escogido para esta seccion, agrupandolos para efectos de facilitar la presentaciéon
de nuestro estudio; posteriormente haremos el andlisis  correspondiente
acompafnado de la transcripcion de apartes del texto que sean pertinentes para la
ilustracion de algunas de las demandas identificadas en lo que dice el teorema:

Tipos de funciones y operaciones con funciones: (Swokowski, pags. 62-67)

e Limite de una constante:
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(2.8) TEOREMA

Si a y ¢ son numeros reales cualesquiera, entonces

e Limite de la funcién lineal:

“2.9) TEOREMA

Si a, b y m son nimeros reales, entonces,

(2.11) TEOREMA

Si lim,,, f(x)=LY lim, ,g(x)=M , entonces
(I) "mxea[f(x)"'g(x)]: L+M.

(i) lim,_,, f(x)eg(x)=LeM .

El teorema anterior a veces se escribe como sigue:
@) 1im,_[f ) +g(]=lim,_, () +1im, . g(x)
(2.12) (i) lim,,, f(x) e g(x) =lim,_,, f(x)elim,_, g(x)

00 _lim, . ()
909~ lim,_,, g(x)

@iy lim,_,
Donde se supone que los limites indicados existen y lim, _ g(x) = 0en (iii)). Los

resultados (i) y (i) pueden generalizarse a sumas y productos de mas de dos
funciones.

En palabras, (2.12) puede enunciarse como sigue:

()El limite de una suma es la suma de los limites.
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(iEI limite de un producto es el producto de los limites.

(iii) El limite de un cociente es el cociente de los limites.™°

“2.18)TEOREMA

Si f es un polinomio, entonces
lim,_,, f(x) = f(a)

para todo nimero real a.

“(2.19)COROLARIO

Si g es una funcién racional y a esta en el dominio de q,
entonces

“2.20)TEOREMA!?

Si a>0 y n es un entero positivo, o0 si a<0 y n es un entero impar
positivo, entonces

lim, ., 4x =%a.”

“2.22)TEOREMA*?

9 E. Swokowski, Célculo con geometria analitica, Boston, USA, Ed Prindle, Weber & Schmidt,
1982, p. 64.

"' E. Swokowski, Célculo con geometria analitica, Boston, USA, Ed Prindle, Weber & Schmidt,
1982, p. 67.
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Si una funcién f tiene un limite cuando x tiende a a, entonces

lim,_, 4/ f(x) =4/lim_,, f(x)

siempre y cuando n sea un entero positivo impar o bien n sea un entero

ANALISIS

Respecto a demandas al concepto de funcion tenemos:

Representacion simbdlica del objeto matematico funcion.

Representacion simbdlica para elementos del dominio y de sus imagenes, asi

como para los conjuntos dominio y codominio.

En la formulacién de los teoremas se hace explicita referencia a funciones

numeéricas: “Si a, b y m son nimeros reales...”

Definicién de las operaciones entre funciones (y sus respectivas restricciones

en cuanto al dominio) en el conjunto de las funciones numéricas.

El concepto de funciéon es exigido en su acepcion de objeto, el simbolo f
incluye (encapsula) todos los procesos y conceptos complementarios y soporte
del concepto de funcidén. Al utilizarlo se asume gue el lector evoca todo esto al
leer la expresion: “sea la funcion f’. Esto también se hace evidente en la
formulacion de los teoremas pues se define el limite sobre una operacion que

actua sobre una funcion, es decir, las funciones ya constituyen un conjunto de

2 E. Swokowski, Calculo con geometria analitica, Boston, USA, Ed Prindle, Weber & Schmidt,
1982, p. 68.
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elementos sobre el que se han definido operaciones, en particular las

funciones numéricas.

Determinacion de la imagen de un elemento del dominio mediante cualquiera

de las funciones obtenidas a través de las operaciones mencionadas.

Simbologia propia del algebra de funciones: f+g, f.g y f/g.

Reconocimiento de los simbolos como representativos de tres nuevas

funciones, fruto de las operaciones indicadas.

Conjunto de funciones numéricas cerrado para la suma, el producto y el

cociente.

Funcidn constante en su expresion algebraica (en este caso simplemente “c”,
en otros “f(x)=c” y en su representacion grafica a modo de relacion entre los

puntos de dos rectas:

..El limite mas simple de considerar involucra la funcidon constante definida por

f(x)=c, donde c es un numero real. Si se representa f geométricamente usando

dos rectas coordenadas | y I, entonces todas las flechas que comienzan en |

terminan en el mismo punto de I’, el punto con coordenada ¢, como se indica en la
figura 2.10.

cC-¢ c cte

Figura 2.10” (pag62)
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Funcion lineal en su expresion algebraica (en este caso mx+b, en otros
f(xX)=mx+b)

Aungue en el texto seleccionado para esta seccion no aparece la interpretacion
grafica del limite de la funcion lineal, la experiencia docente muestra que la
representacion gréfica es importante en esta parte. Por tanto consideramos
como demanda: técnicas para la representacion gréfica de funciones y para la

interpretacion de la grafica de una funcion numerica.

Al asignar el valor cero a m obteniendo un caso patrticular de la funcion lineal
se estd demandando considerar la funcién lineal como una funcion de un
parametro (en este caso m), es decir, dependiendo del valor del parAmetro se
obtiene una u otra funcion lineal. Estamos pues frente a otra demanda al
concepto de funcion: la funciébn como funcion de un paradmetro (familias de

funciones determinadas por la variacion de un parametro)

Esta Gltima demanda se hace evidente en los siguientes apartes del texto:

Demostracion. Si m=0 entonces mx+b=b y la afirmacién del teorema se reduce a

lim, ,,b=b, lo cual se demostré en el teorema (2.8).

Supongamos que m= 0. Definimos f(x)=mx+b y L=ma+b,...

413

El teorema relativo al limite de una funcion polinbmica se acomparfa de su

respectiva demostracién, la cual se apoya en los teoremas del limite del producto

y la suma de funciones:

Demostracion. Podemos escribir f(x) en la forma

f(x)=b, X" +b, X" +..+h,

®E. Swokowski, Célculo con geometria analitica, Boston, USA, Ed Prindle, Weber & Schmidt,
1982, p. 63.
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donde las b; representan numeros reales. Usando (2.12) y (2.17 (se hace

referencia a que lim,__ cx" =clim,_, x" =ca")),

lim,_, f(x)=lim_,(0,x")+lim,_, (b, _x"")+...+lim_, b,

X—a X—a

— n n-1
=pb,a" +b, ;2" +..+Db,

=f(a)' 7714
Puede observarse que aparece como demanda adicional al concepto de funcion:

* Funcion polinbmica en su expresion algebraica como la suma de varias

funciones.

Como consecuencia del teorema del limite de una funcion polinémica aparece el
corolario 2.19 (limite de una funcidon racional), su demostracion se apoya en el
cociente de funciones y en el valor numérico de un polinomio. Como demanda a
resaltar, aunque ya fue identificada anteriormente, tenemos la referente al dominio

de una funcidén y sus respectivas restricciones para la funcion racional:

“Demostracion. Podemos escribir q(x)=f(x)/h(x) donde f y h son polinomios. Si a
esta en el dominio de g, entonces h(a) = 0. Usando (2.12) y (2.18),

lim,,. f(x) f(a)
lim, . h(x)  h(a)

lim, . q(x) = =q(a)."™

En cuanto al teorema del limite de la funcién radical tenemos como demanda

adicional:

' E. Swokowski, Célculo con geometria analitica, Boston, USA, Ed Prindle, Weber & Schmidt,
1982, p. 66.

> E. Swokowski, Célculo con geometria analitica, Boston, USA, Ed Prindle, Weber & Schmidt,
1982, p. 66.
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» Funcion radical en su expresion algebraica.
» Representacion simbdlica para la funcién radical.
= Valor numérico de la funcion radical, teniendo en cuenta las respectivas

restricciones.

El teorema relativo al limite de funciones que involucran raices de expresiones
algebraicas (tedricamente expresiones algebraicas que representan funciones,
aungque no se haga explicita esta afirmacion ni el dominio de ellas) no supone

demandas adicionales a las mencionadas.

Teorema del emparedado, de la compresion o del sandwich:

Este teorema se presenta acompafiado de ejemplos que ilustren su aplicacion; su
demostracion parte de la definicion épsilon-delta.
En el texto escogido para el capitulo relativo a limite de una funcion el teorema se

presenta de la siguiente manera:

“...El estudiante principiante no debe dejarse engafar por los ejemplos anteriores.
No siempre pueden encontrarse los limites simplemente por sustitucion. Como se
ilustra en la seccion 2, en algunos casos es nhecesario hacer ciertas
manipulaciones algebraicas para obtener un limite. Algunas veces hay que
emplear otras herramientas. El siguiente teorema se refiere a tres funciones f, h 'y
g, donde h(x) se encuentra “emparedada” entre f(x) y g(x). si f y g tienen un mismo
limite L cuando x tiende a a, entonces, como se enuncia a continuacion, h debe

tener el mismo limite.

297



(2.23) TEOREMA*®

Si f(x) < h(x) < g(x) para todo x en un intervalo abierto que contiene a
a, excepto quizas para x=a, y Si

lim, , f(x)=L=1lim,_, g(x),

entonces:

ANALISIS

El texto se limita a citar el teorema sin ilustrar una situacion gréfica ni la
demostracion o justificacion, sin embargo, la experiencia docente nos muestra que
al ensefar este teorema es costumbre presentarlo a través de la grafica de tres
funciones continuas, donde una de ellas “avanza” entre las otras dos de modo que
resulte visualmente claro que si las dos que “emparedan” a la otra se acercan a un
limite cuando x tiende a a, entonces la funciébn emparedada debe tender a ese
mismo limite. Por tanto, en relacidbn con este teorema encontramos pertinente

identificar las siguientes “demandas”:

= Técnicas para la representacion e interpretaciéon de gréfica de funciones
numeéricas.

» Relaciones de orden entre funciones.

= Concepcion de funciébn como objeto.

» Representacion simbdlica propia de funciones.

4. Continuidad

' E. Swokowski, Célculo con geometria analitica, Boston, USA, Ed Prindle, Weber & Schmidt,
1982, p. 69.
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Al consultar algunos textos universitarios encontramos dos tipos representativos
de presentacion para el concepto y definicién de continuidad; el primero se apoya
sobre el concepto de limite y el segundo sobre el concepto de entorno. En ambos
casos la aproximacion al concepto se hace en el contexto grafico. A continuacion

analizamos ambas presentaciones:
-A través del concepto de limite:

Es tradicional definir continuidad apoyandose en las tres condiciones clasicas que

varios textos presentan como lo hace Swokowski (pag 75, 76, 77):

(2.27) DEFINICION

Una funcién f es continua en un ndmero real a si se satisfacen las tres
condiciones siguientes.

0] f esta definida en un intervalo abierto que contiene a a.
(i) lim . f(x) existe.

iy lim_, f(x) =f(a).

Estas condiciones se ilustran a través de la presentacion de graficas de funciones
que no son continuas y exhiben, claramente, el incumplimiento de una o mas de
las tres condiciones:
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El concepto de funcion es demandado en los siguientes aspectos:
» Funciones numéricas definidas sobre intervalos reales.
» Valor numérico de una funcion.
» Funcion como objeto sobre el cual operar.
= Técnicas para la construccidn e interpretacion de graficas de funciones
numeéricas, esto incluye todos los conceptos necesarios para este fin:
variable dependiente e independiente, ordenada, abscisa, par ordenado,

recta numeérica, dominio, codominio, rango.

Los conceptos de variable dependiente y variable independiente resultan
particularmente exigidos, poniendo en evidencia lo necesario de la

conceptualizacién de la dependencia entre las variaciones de dos variables (valga
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la redundancia). Esto se puede identificar en una de las explicaciones que ofrece
swokowski en la pag 76:

“..Otra manera de interpretar la continuidad de una funcion f es decir que una

variacion pequefia de x produce solamente una variacion pequefia de f(x)

-A través del concepto de entorno:
En Apdstol (161), adicionalmente a la definicion apoyada sobre el concepto de
limite aparece la siguiente:
“Una funcién f es continua en p si para todo entorno N;[f(p)] existe un entorno
N2(p) tal que
f(x) € N1[f(p)] siempre que x € Na(p).”

Esta presentacion del concepto de continuidad exige del concepto de funcion:

= Concepcion de funciébn como objeto encapsulado en el simbolo f.

= Dominio, codominio y rango de una funcion vistos como subconjuntos de

reales, susceptibles de representacion sobre la recta numérica.
= Simbolos f(x) y x representando valores del dominio y del codominio de la

funcion.
En cuanto a ejemplos y ejercicios referentes a continuidad de funciones, con
frecuencia se utilizan funciones escalonadas o definidas por partes, como puede
verse en el texto de Taylor and Wide (pag 74):
“‘Example 4. Is the function F specified by
F(x)=-2 for x<0,
F(x)=2 for x=0
continuous at 0?”

Por tanto tenemos como demanda al concepto de funcion:

» Funciones escalonadas o definidas a trozos o por partes.
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Funcion compuesta: esta demanda se hace evidente en el siguiente teorema

(swokowski pag 80):

“(2.31)
TEOREMA

“Si f y g son funciones tales que Ilim,_,, g(x)=by f es continua en
b, entonces

lim, . f(g(x))=f()=fdim,, g(x))”

Este teorema se acompafia de su demostracion y de algunos ejemplos, pero esto

no representa demandas adicionales a las ya identificadas.

Posteriormente se presenta el teorema del valor intermedio para funciones
continuas y su corolario respecto a la existencia de ceros de una funcion.

Demanda que no habia aparecido hasta el momento (swokowski pag 82):

“2.37) TEOREMA DEL VALOR INTERMEDIO

Si una funcion f es continua en un intervalo cerrado [a,b] y si f(a) # f(b),
entonces f toma todos los valores entre f(a) y f(b) en el intervalo [a,b].

...Un corolario del teorema (2.37) es que si f(a) y f(b) tienen signos opuestos,
entonces existe un numero entre a y b tal que f(c)=0; es decir, f se anula (tiene un

cero) en c”

=  Ceros de una funcioén
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Algunos ejercicios remiten a funciones definidas mediante diferentes reglas

(algebraicas) para diferentes partes del dominio (swokowski pag 83 y 84):

“30 sea

1 si x#3

f(x)=
0 si x=3

¢Es f continua en 3? Explique su respuesta”

» Funciones definidas por partes, que es una generalizacion de las definicion a

rozos.

II. DERIVADAS
1. Introduccién al concepto de derivada
Se suele introducir el concepto de derivada apoyandose en una situacion fisica
(generalmente el problema de la determinacién de la velocidad instantanea de un
cuerpo que se mueve en linea recta) o en una situacion geométrica (el problema
de determinar la pendiente de la recta tangente a una curva en un punto), en este
altimo caso no identificamos demandas matematicas al concepto de funcion
adicionales a la identificadas hasta este punto del andlisis; en el primer caso

hemos identificado las siguientes:

» Variable (tanto dependiente como independiente).
» Relaciones entre variables (en particular variables fisicas).
= Expresion algebraica de relaciones entre variables.

Para ejemplificar estas demandas citaremos algunos apartes del texto CALCULUS
de Tom M. Apdéstol (pags 193,194):

“Sea un proyectil lanzado verticalmente desde el suelo a una velocidad de 45 m

por segundo...Sea f(t) la altura en metros que alcanza el proyectil t segundos
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después...Experiencias fisicas indican que mientras el proyectil esta en

movimiento su altura f(t) viene dada aproximadamente por la formula
f(t)=45t-5t2.”

2. Definicion de derivada de una funcion

El proceso de solucion del problema anterior conduce entonces al limite de un
cociente incremental que luego es definido como la derivada de una funcion y
también se establece como la “funcién derivada”. Este proceso demanda del

concepto de funcion:

» Representacion grafica de funciones.

= Sistema simbdlico propio de funciones.

= Valores de una funcion.

* Incremento o variacion de una funcion.

Podemos constatar lo anterior en Apdstol (pag 195, 196):

“..El numerador de este cociente mide la variacion de la funcién...Con lo que la

definiciéon formal de f'(x) puede establecerse del siguiente modo:
DEFINICION DE DERIVADA. La derivada f(x) esta definida por la igualdad

f(x+h)— f(x)

(0 =im o ———

con tal que el limite exista. EI numero f(x) también se denomina coeficiente de

variaciéon de fen x.”

3. Reglas de derivacion
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Posteriormente se presentan numerosos ejemplos que ilustran el proceso de
encontrar la funcién derivada de funciones polindmicas, trigonométricas vy
radicales, concluyendo con los métodos de derivacion correspondientes a cada
caso, analogamente sucede con la derivada de la funcibn suma, cociente y

producto; esto presenta una nueva demanda al concepto de funcion:

= Algebra de funciones: esto agrupa todo lo relativo a métodos de simplificacion

y operatividad entre funciones expresadas algebraicamente.

» Funciones elementales, trigopnométricas, exponencial y logaritmica. En

particular funciones numeéricas expresadas mediante una formula.

4. Regla de la cadena
Aungue se trata de una regla mas de derivacion, esta suele presentarse aparte de
las demas por su caracter de dificultad puesto que requiere una perfecta claridad
en cuanto a la composicion de funciones. Tanto en su presentacion como en su
demostracion, no identificamos nuevas demandas al concepto de funcion. En los
ejercicios propuestos, no aparecen funciones adicionales a las ya identificadas en

secciones anteriores.

5. Derivacion implicita
La derivacion implicita es una consecuencia de la regla de la cadena, asi lo trata
Apéstol de modo que, sin dedicarle un apartado especial, lo presenta con un

ejemplo (Apéstol pag 219):

“La ecuacion x*+y*=r? se dice que define y implicitamente como funcién de x...”

Esto no trae consigo demandas adicionales a las ya identificadas mas que la del

propio concepto:
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» Funciones definidas implicitamente.

[ll. DERIVADA DE LAS FUNCIONES TRASCENDENTALES
En los cursos de célculo la funcién exponencial suele definirse como una integral y
la funcion logaritmo como su inversa. Este tipo de definicibn asume la funcion
como un objeto sobre el cual ya se opera. En todo caso surgen demandas
matematicas al concepto de funcién relativas a funcion como objeto y funcion
como proceso. Las relativas a esta Ultima concepcion son practicamente las
mismas ya identificadas. En cuanto al proceso de derivacion, es comun que sus
derivadas se presenten como simples definiciones apoyadas sobre la definicion

formal de las funciones trascendentes.
1. Funcién exponencial y funcién logaritmica

En cuanto a la funcién logaritmica en los cursos universitarios de calculo es

presentada como la integral de % (Apostol pag 281):

L(x) = jlx%dt

con respecto al concepto de funcidn esto tiene como demanda matematica:

* Funciones definidas en términos de otras funciones: en este caso se trata de la
funcion L(x) definida como la integral de otra funcion, también puede tratarse
de la funcién derivada definida como el limite del cociente incremental de una
funcién. Es importante aclarar que, para efectos de esta investigacion, al
referirnos a esta demanda, no nos interesan la integral o la derivada como

demandas, si no el concepto de la definicién de funciones de otras funciones.
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Es consecuencia directa de esta definicibn que la derivada de la funcion

R 1 ,
logaritmica sea =. En esta parte aparece claramente la necesidad de que
X

previamente se haya presentado el primer teorema fundamental del célculo.
Aunque esto no estad previsto de esta manera en la parcelacion esquemética
representativa de un primer curso de célculo diferencial e integral para estudiantes
de ciencias e ingenieria, en que hemos apoyado nuestro estudio, es importante
tener en cuenta las posibles demandas matematicas que dicho teorema puede

plantear al concepto de funcion:

Este teorema se presenta como la conexion entre la integracion y la diferenciacion

a través del concepto de funcion inversa:

“..El tipo de relacién entre estos dos procesos es en cierta forma semejante al que
hay entre «elevar al cuadrado»> y «extraer la raiz cuadradass. Si se eleva al
cuadrado un numero positivo y luego se busca la raiz cuadrada positiva del
resultado, se vuelve al nimero original. Andlogamente, si se calcula la integral de
una funcién continua f se obtiene una nueva funcion (la integral indefinida de f)

que después de derivada reproduce la funcion original f.” (Apostol pag 247)

Por tanto se demanda:

=  Funcidn inversa.

También puede analizarse como se asume que la integral o la derivada de una
funcién es otra funcion, es decir, que las funciones integrables (derivables)
empiezan ya a constituirse en un conjunto “cerrado” para la integracion ( y la
derivacién) como ya lo fue para la suma, la multiplicacion, el cociente y la

composicion:

= Algebra de funciones.
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En cuanto a los ejemplos y ejercicios referentes a la derivada y utilizacion de la
funcion logaritmica, estos no presentan demandas adicionales a las descritas

anteriormente.

El tratamiento que se le da a la funcidbn exponencial ratifica la demanda
matematica de la funcion inversa, puesto que esta es presentada como el

resultado del proceso de inversion de la funcion logaritmica

“..Por consiguiente podemos aplicar el proceso de inversion para definir y como
funcion de x. la funcion inversa resultante se denomina funciéon exponencial, o

antilogaritmo, y se representa por E.” (Apostol pag 296)

Es de llamar también la atencidn sobre la relacion existente entre las graficas de

funciones inversas y la composicion de funciones inversas:

“El dominio de E es todo el gje real; su recorrido es el conjunto de numeros reales
positivos. La grafica de E, que se representa en la figura 6.6, se obtiene de la
grafica del logaritmo mediante una simetria respecto a la recta y=x. Puesto que L y

E son inversas una de otra, se tiene

LIE(X)]=x paratodox y E[L(y)]ry paratodo y>0.”(Apdstol pag 296y 297)

Por supuesto que esto requiere la inyectividad de las funciones exponencial y
logaritmica, a fin de que sea posible la inversion, lo que desemboca también en la
sobreyectividad y, por supuesto, en la biyectividad de funciones. Esto claramente

nos lleva a identificar como demandas:

= Grafica de funciones inversas o simetria de graficas de funciones.
= Composicion de funciones inversas.

* Funcién inyectiva.

* Funcién sobreyectiva.
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En cuanto a la derivada de la funcion exponencial y sus ejemplos y ejercicios, a

nuestro criterio, no presenta nuevas demandas al concepto de funcion.

2. funciones trigonométricas y sus inversas

En los cursos universitarios de célculo el trabajo con las funciones trigopnométricas
parte de la existencia previa de los conceptos relativos a su definicion, a sus
inversas, a su dominio y a sus graficas. Asi que sus derivadas se determinan a
partir de la definicibn de derivada y de algunas identidades que también se

asumen conocidas. Por tanto tenemos como demandas al concepto de funcion:
» Funciones trigonométricas y sus inversas.

En cuanto a la derivada de las funciones trigpnométricas inversas, se determinan
tomando como herramienta el teorema referente a la derivada de funciones

inversas:

“TEOREMA 6.7. Supongamos f estrictamente creciente y continua en un intervalo
[a,b], y sea g la inversa de f. Si existe la derivada f(x) y no es nula en un punto x
de (a,b), entonces la derivada g’(y) también existe y no es nula en el
correspondiente punto y, siendo y=f(x). Ademas, las dos derivadas son reciprocas

una de otra; esto es, tenemos

gy = % (Apbstol pag 308 y 309)

Este teorema trae consigo las siguientes demandas que no habiamos considerado

hasta ahora:

» Funcién creciente y funcion estrictamente creciente (y, por supuesto, o mismo
para decreciente).En general toda la terminologia de funciones monotonas,
incluyendo versiones restringidas a intervalos incluidos en el dominio de la

funcion.
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VI. APLICACIONES DE LA DERIVADA

Las aplicaciones de la derivada, en los textos de calculo, suelen apoyar su
conceptualizacion inicial en propiedades graficas de las funciones. También es
relativamente comudn que se utilicen funciones cuya grafica es fisicamente
imposible construir para ejemplificar situaciones en que la derivada no es
aplicable. Sin embargo llama la atencién que conceptos como funcién creciente,
decreciente, maximos y minimos de una funciobn se presentan amarrados al
concepto de derivada, de esa manera el estudiante tiende a asociarlos con tal
concepto desligandolos del concepto de funcion.

1. funcion creciente y decreciente
La definicion de funcién creciente y decreciente, nos ratifica las demandas
relativas a los conceptos de dominio y rango y la representacion grafica de
funciones. No consideramos que existan otras demandas al concepto de funcion.
En el texto de Salas y Hille se muestra como ejemplo de funcion que no es

creciente, ni decreciente ni constante, la funcién de Dirichlet (pag 169):

“4. En el caso de la funciéon de Dirichlet

1,si x es racional

g(x)= _ o
0, si x es irracional

no existen intervalos para los que la funcién crezca o decrezca. Para cualquier

intervalo, la funcion salta entre 0 y 1, un namero infinito de veces.”

por tanto, tenemos como demanda:
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» Funcion de Dirichlet. Como ejemplificacién de funciones definidas por partes, o
funciones con reglas de asignacion diferentes para diferentes sectores del

dominio.

2. maximos y minimos relativos de una funcion

3. criterios de la primera y de la segunda derivada

El teorema relativo al criterio de la primera derivada para funciones crecientes y
decrecientes, demanda la consideracion de la derivada como una funcién y su

sometimiento a criterios de orden, esto no representa novedad en nuestro estudio.

La definicion de maximos y minimos relativos de una funciéon no trae consigo
nuevas demandas matematicas al concepto de funcion. Sin embargo pensamos
que, con la finalidad de desligarlos del concepto de derivada e integrarlos al
concepto del que se originan (el concepto de funcién), es conveniente incluirlos
como demanda matematica a tal concepto a fin de incluirlos en la estructura

tedrico conceptual que propongamos.

» Maximos y minimos relativos de una funcién.

» Maximos y minimos absolutos de una funcién.

El criterio de la segunda derivada exige, de otra parte, en términos graficos:

» Tangente a la grafica de una funcion en un punto, es decir, se exigen
estrategias propias del trazado e interpretacion de graficas de funciones Tal y
como podemos constatarlo en Salas y Hille (pag. 176y 177):

“4.3 MAXIMOS Y MINIMOS

Estrechamente relacionado con el tema que acabamos de estudiar, se encuentra

el problema de determinar los valores maximos y minimos de funciones...
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Se dice que una funcién f posee un maximo local (o relativo)
en c sii

f(c) = f(x) para todo x suficientemente proximo a c.

llustramos estas nociones en las figuras 4.3.1 y 4.3.2. Una inspeccion cuidadosa
de tales figuras sugiere que los maximos y minimos locales tienen lugar solamente
en aquellos puntos en que la tangente es horizontal [f(c)=0] o donde no existe

tangente [f(c) no existe]. Esto es lo que ocurre efectivamente.”

4. trazado de curvas
Luego de expuestas las tematicas anteriores estas son utilizadas en el trazado de

curvas, es decir, en el trazado de la gréafica de funciones.

Es costumbre establecer una serie de pasos a seguir en el trazado de las curvas,
aplicando los criterios expuestos; esto trae consigo las siguientes demandas al

concepto de funcién:

» intersecciones de la grafica de una funcién con los ejes.
= Convexidad y concavidad de la gréafica de una funcion.
»= Funciones pares e impares.

» Asintotas.

= Dominio y codominio.

Como muestra de lo anterior, citaremos algunos apartes de Apoéstol (pag. 231 y
232)

“4.18 Trazado de curvas
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...seguidamente es aconsejable situar los puntos (si existen) en los que la curva

corta a los ejes coordenados...

Deberiamos también determinar los intervalos en los que f es monétona
examinando el signo de f, y determinar los intervalos de convexidad y

concavidad...

En este ejemplo, la funcién es impar, f(-x)=-f(x), con lo cual la grafica es simétrica

respecto al origen.
En el ejemplo anterior, la recta y=x es una asintota de la curva...”

En el caso de cursos previos al calculo, tales intervalos y puntos son importantes
como elementos integrales de la grafica de una funcion y deben abordarse de
manera ilustrativa del comportamiento de una funcion. Por tal razon ratificamos su

demanda.

5. problemas de aplicacion de maximos y minimos
Esta parte del célculo est4 estrechamente relacionada con la ingenieria y las
ciencias y con el surgimiento mismo del calculo diferencial. La demanda para el
concepto de funcién radica, fundamentalmente, en la expresion, mediante
funciones, de problemas relacionados con estas areas, la utilidad del concepto de
funcion como medio para representar conceptos no matematicos, es decir, lo que
Alvarez ha llamado modelos socializados de matematizacion. Especificamente
citamos las siguientes situaciones en que el concepto de funcién es demandado

como elemento modelador:

= Expresion de perimetros, areas y volumenes

“27 Se desea construir un tanque de acero para almacenar gas propano, en forma
de un cilindro circular recto con un hemisferio en cada extremo. La capacidad
deseada es de 2 m®. ;Cudles son las dimensiones que requieren menor cantidad

de acero?” (Swokowski, pag 185)
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= Expresion de fuerzas.

‘EJEMPLO 5. Un bloque de peso W es movido a lo largo de un plano por una
fuerza que forma un angulo 6 con la recta...Hallar el angulo 6 para el que la fuerza

de propulsion necesaria para vencer la friccion sea lo mas pequefia posible.”
(Apoéstol, pag 235)

= Expresion de distancias, velocidades y tiempos.

“19. Un camién ha de recorrer 300 km en una carretera llana a velocidad
constante de x km por hora. Las leyes de circulacion prescriben...” (Apéstol, pag
238)

= Expresion de costos, utilidades e ingresos.

“20. Un fabricante de articulos para alumbrado sabe que puede vender x lamparas
de pie por semana a p ddélares cada una, donde 5x=375-3p. El coste de
produccién es (500+15x+1/5x%) délares. Demostrar que el maximo beneficio se
obtiene cuando la produccion es de alrededor de 30 unidades por semana.” (Salas
y Hille, pag 198)

6. la derivada como una razén de cambio
Este concepto vincula, como su nombre lo indica, la derivada con la razén entre el
cambio de dos variables, se trata entonces de interpretarla como un coeficiente de
variacion. El concepto de funcién es demandado de manera similar a como ocurre
con los problemas de aplicacion de maximos y minimos, pero adicionalmente es

importante la demanda que hemos llamado

= covariacion: hace referencia a funciones que puedan utilizarse como expresiéon
de relacién entre la variacion de dos variables. Como puede verse en la
siguiente cita en la cual se evidencia que la funcion derivada es demandada en

dichos términos:
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“En el caso mas general de una funcion diferenciable y=f(x) la gréafica es una

curva. La pendiente
dy '
i A

nos sigue dando el coeficiente de variacion de y con relacion a x, aunque este

coeficiente puede variar de un punto a ofro.” (Salas y Hille, pag 129).

El concepto de covariacion se hace aun mas evidente en problemas de aplicacion

de diferenciales:

“23 La arena que chorrea de un recipiente, va formando un monticulo cénico cuya
altura siempre es igual a su radio. Use diferenciales para estimar el incremento del
radio correspondiente a un aumento de 2 cm® en el volumen del monticulo,

cuando el radio mide 10 cm.” (Swokowski pag 113)

Muchos de las situaciones problema en que se aplica el concepto anterior se
refieren a coeficientes de variacion por unidad de tiempo, es decir, funciones que
expresan dependencia de alguna variable de la variable tiempo. Incluso algunos

textos dedican expresamente un capitulo a estas situaciones:
“4.8 COEFICIENTE DE VARIACION POR UNIDAD DE TIEMPO

Vimos que la derivada de una funcién da su rapidez de variacion. Supongamos
ahora que f(t) representa alguna magnitud en el instante t. La derivada f(t) da
entonces el coeficiente de variacion de la magnitud por unidad de tiempo” (Salas y
Hille, pag 208)

Lo anterior nos perfila como demanda al concepto de funcion:

= Funcién como expresion de relaciones de dependencia entre una variable y el
tiempo: los mas comunes como funcion del tiempo son el volumen, la presion,

la posicion, la velocidad, la aceleracion, la fuerza.

No identificamos nuevas demandas al concepto de funcién en esta seccion.

315



7. antiderivadas.
Vimos mas arriba que la funcion derivada se puede considerar como funcién de
una funcioén f:

f(x+h)— f(x)

fr(x)=1limy_, h

La antiderivada es planteada como la funcion cuya derivada es f, es decir, el
problema inverso. Que también suele exponerse: “Dada una funcién f, encuentre
una funcién F tal que F’=f.” (Swokowski pag 199) lo que ratifica la demanda

matematica “funcion de otra funcién”, identificada anteriormente

Aparece tras de esta aclaracion la necesidad de que el alumno se familiarice con
la construccion de funciones cuyos dominios sean funciones, como via hacia la

construccion de un concepto de funcién suficientemente general.

En esa misma linea de razonamiento, la no unicidad de las antiderivadas

demanda del concepto de funcién

» El concepto de familias de funciones, demanda identificada anteriormente, pero
que se hace aun mas evidente en esta seccion cuando se dice que la

diferencia entre las antiderivadas de una funcién es una constante c:

“Las antiderivadas no son unicas. Como la derivada de una constante es cero, si F
es una antiderivada de f entonces lo es también la funcion G definida por

G(x)=F(x)+c para cualquier numero c.” (Swokowski pag 200)

VIl. LA INTEGRAL DEFINIDA
La construccién del concepto de integral definida trae consigo interesantes
demandas al concepto de funcién. El proceso de sumas de Riemann, la definicion
de las alturas en tal proceso, etc traen implicitas funciones de dominio discreto

gue no se evidencian en el trabajo con los estudiantes pero lo dificultan.

Area
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El problema del area es utilizado como introduccién al concepto de integral, el
area se propone como funcion de un conjunto en la que el dominio es una
coleccion de conjuntos. Esta demanda al concepto de funcion aun no la habiamos

identificado:

* Funcién de conjunto de conjuntos

“Desde el punto de vista puramente matematico, esto significa que se tiene una
funcién a (funcion area) que asigna un numero real a(S) (él area de S) a cada
conjunto S de una cierta coleccion de conjuntos dada. Una funcion de esta
naturaleza, cuyo dominio es una coleccion de conjuntos y cuyos valores son

nameros reales, se llama funcion de conjunto.” (Apostol pag 71)

Se demanda también en esta seccion el concepto de funcion escalonada, funcion
suma, cociente y otras que no mencionamos por haber sido ya identificadas en

paginas anteriores de este documento.

1. Definicion de la integral definida

2. Propiedades de la integral definida

Apostol (pag 92) define la integral definida de una funcion f como el area del
conjunto de ordenadas de f sobre el intervalo de integracion

“TEOREMA 1.10 Sea f una funcién no negativa, integrable en un intervalo [a,b], y
sea Q el conjunto de ordenadas de f sobre [a,b]. Entonces Q es medible y su area

es igual a la integral

fbf(x)dx

317



A partir de esta definicion aparece el concepto de “funcién integral” que no es mas

que una funcion antiderivada expresada ya como una integral:

FG) = [ FOdt

F(x) esta definido a partir de la funcion f, es decir, demanda del concepto de

funcién lo que hemos llamado

= funcion de una funcion, existe en este caso una manifiesta dependencia de la

funcion F de la funcién f, la funcién es ahora un objeto matemaético, por tanto:

» funcién objeto matemético, con el cual es posible conformar conjuntos que
admiten operaciones y permiten la construccién de funciones definidas a partir
de otras funciones. (C: funcion objeto matematicos es un termino adoptado por

la didactica propio de la comprension del sujeto.

Cuando matematicamente se define por ejemplo suma entre funciones,
matematicamente esta dicho todo, pero desde la perspectiva de la apropiacion
personal de esta operacion el sujeto debe poder visualizar o encapsular las
funciénes como totalidades, es decir debe verlas como “objetos”. O sea, verlas
como un objeto es una demanda que la apropiacién de la operacion le plantea al
sujeto. Algo parecido ocurre cuando se define funcién derivada o funcién integral
y esta correspondencia se quiere apropiar como una funcién cuyo dominio son
funciones. En principio la comprensiéon de estos conceptos por parte del alumno
combina una apropiacién general del concepto de funcion con el concepto de
derivada o de integral. Esta utilizacion del concepto de funcién, para construir la
funcion derivada o integral seguramente se facilita si el estudiante esta
acostumbrado a construir funciones cuyo dominio sean funciones, y por lo tanto

este problema es el que emerge como demanda al concepto de funcién.

En otros textos se define la integral definida como el limite de las sumas de

Riemann, (Swokowski, pag 231)
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“(5.16) DEFINICION

Sea f una funcién definida en un intervalo cerrado [a,b]. La integral definida de f

desde a hasta b denotada por

[} f@dx,

esta dada por
b . . .
ja Fx)dx = ||}}|TEOZ. F(wi)Axi

siempre que el limite exista.”

En ese caso el concepto funcion es demandado desde la interpretacion
geométrica de la integral (mas precisamente de la suma de Riemann y de su
limite) y se trata del valor de una funciébn como altura de los rectangulos de la
particion, lo cual no representa una demanda adicional a las ya identificadas. Se
ratifica también la demanda en cuanto a valores méximo, minimo o valor promedio

de una funcién en un intervalo.

» también puede identificarse como demanda funcién con dominio discreto, en

este caso el dominio son los rectangulos

El concepto de funcion integrable no demanda tampoco nada adicional con

respecto al concepto de funcién excepto
» funcién acotada

(Swokowski, pag 232) “En consecuencia, si f es una funcion integrable en [a,b],

entonces f es acotada en [a,b]

En cuanto a las propiedades de la integral definida estas se deducen de las
propiedades de las sumatorias y de las propiedades mismas de la suma y resta de
funciones y de las relaciones de orden entre funciones, eso si, teniendo muy claro
aspectos relativos al dominio de las funciones. Por tanto no identificamos aqui

nuevas demandas al concepto de funcion.
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3. El teorema del valor medio para integrales definidas
La interpretacion geométrica del teorema del valor medio para integrales definidas
exige conceptos propios de la relacion de orden entre funciones (desigualdad de
funciones en un mismo intervalo del dominio, funcion positiva, las cuales son

demandas ya identificadas).

El enunciado en si mismo del teorema establece la igualdad entre una integral
definida y el producto de un valor de la funcién por la longitud del intervalo de
integracion, es demandado entonces el concepto de valor de una funcién y de su

integral en un intervalo:
(Swokowski, pag 240)
“5.29) EL TEOREMA DEL VALOR MEDIO PARA INTEGRALES DEFINIDAS

Si f es continua en un intervalo cerrado [a,b], entonces existe un nimero z en el

intervalo abierto (a,b) tal que

b
| feodx = rw-w

a

Para efectos de nuestro estudio, nos interesa la demanda relativa al valor de una
funcién, que ya fue identificada anteriormente. Y, en particular funcion como

totalidad en capsulada en f,

4. El teorema fundamental del célculo
El teorema fundamental del célculo reviste particular complejidad para los
estudiantes, en él se define una nueva funcién como la integral de otra funcion y la
relacion entre las variables es especialmente complicada de establecer. El

concepto de funcién es exigido en su dualidad proceso-objeto.

Swokowski (pag 243) presenta el teorema fundamental del célculo de la siguiente

manera
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“(5.31) EL TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO

Sea f una funcion continua en un intervalo cerrado [a,b].

Parte I. Si se define G como

G(x) =j f(t)dt

para todo x en [a,b], entonces G es una antiderivada de f en [a,b].

Parte Il. Si F es una antiderivada de f, entonces .

b
f F)dx = F(b) — F(a).

Al definir, en la Parte |,

G(x) =f f(t)dt

como una funcién con dominio en el intervalo cerrado [a,b] es demandado el
concepto general de funcion y, ademas, el concepto de funcion definida a partir de

otra funcion, demandas ya identificadas anteriormente.

La interpretacion y demostracion del teorema no trae consigo demandas
adicionales a las identificadas anteriormente: suma de funciones, igualdad de

funciones.
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5. Integrales indefinidas

Se trata ahora, basicamente de encontrar antiderivadas para funciones conocidas:

(Taylor and Wade, pag. 284) “That is, if S is an intervalo or a union If intervals and

if G is a function for which G’(x)=F(x), x € S, we write

JF(x)dx =Gx)+k

Where k is any real number, and we call

f F(x)dx

an indefinite integral of F(x);”

Nuevamente es demandado el concepto de familia de funciones pero ahora con
mas fuerza, puesto que, entrada la solucion de una integral indefinida es una

familia de funciones y estas ya constituyen objetos matematicos.

La determinacion de integrales indefinidas viene acompafada de tablas de
integrales y métodos de integracién, entre ellos escogemos los dos que creemos

representativos por cuanto otros métodos no son mas que aplicaciones de estos:

-integracion por partes

Este método demanda operaciones con funciones (suma, producto, potenciacion,
radicacion de funciones numéricas y/o trascendentes) que ya identificamos como
demandas matematicas al concepto de funcion y que constituyen un algebra de
funciones. Como muestra de una de estas integrales citamos a Taylor and Wade
(pag. 290):
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fxzexdx =x%eX — 2xe* + 2e* — k

-integracién por sustitucion o por cambio de variable

La integracion por sustitucion es aplicable para aquellas integrales indefinidas en
que la funcién a integrar es la derivada de una funciébn compuesta. Obviamente
tenemos este concepto como demanda al concepto de funcion, pero teniendo en

cuenta todas las restricciones relativas al dominio de las funciones compuestas:
(Swokowski pag. 251)

“suponga que F es una antiderivada de una funcion f, de manera que F’=f.
Ademas suponga que g es otra funcion derivable tal que g(x) esta en el dominio de
F para todo x en algun intervalo cerrado [a,b]. Podemos ahora considerar la
funcién compuesta definida por F(g(x)) para todo x en [a,b]. Aplicando la regla de

la cadena y el hecho de que F’=f obtenemos

DxF(9(x))=F(9(x))9'(x)=f(9(x))9'(X).

Esto a su vez nos da la férmula de integracion

f f(g(0)g' (dx = F(gx) +c

Por lo demas no identificamos nuevas demandas al concepto de funcion en esta
tltima seccidon de la parcelacion esquematica representativa en que nos hemos

apoyado.

323



