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ANALISIS DIDACTICO, MEDIDA ANGULAR, FUNCIONES PERIODICAS Y VAN HIELE

Resumen

Este trabajo de grado presenta una propuesta de transformacion didactica y curricular
enfocada en el disefio de una unidad didactica que toma al radian como eje articulador en
contenidos como la trigonometria, las funciones periodicas y el movimiento circular, con la
finalidad de abordar algunas problematicas persistentes en la comprension de la medida angular
por parte de estudiantes de grado décimo. La propuesta se materializa mediante la elaboracion de
un modelo local de anélisis y saberes didacticos que integra aspectos tedricos, practicos y
fenomenoldgicos, fundamentado en los principios del pensamiento geométrico descritos por la
teoria de Van Hiele, con el objetivo de potenciar habilidades geométricas y métricas en el
contexto escolar. Lo anterior se concreta mediante la aplicacion de una metodologia cualitativa
de investigacion — accién, que pretende ofrecer herramientas conceptuales y metodoldgicas para
afrontar los retos del disefio e implementacion de propuestas innovadoras en educacion

matematica.

Palabras claves: Innovacién curricular, unidad didactica, pensamiento geométrico, modelo local
de andlisis didactico, radian, funciones periddicas, teoria de los VVan Hiele, profesor en

formacion, movimiento circular, eje articulador.



ANALISIS DIDACTICO, MEDIDA ANGULAR, FUNCIONES PERIODICAS Y VAN HIELE
Abstract

This undergraduate thesis presents a proposal for didactic and curricular transformation, centered
on the design of a teaching unit that positions the radian as a key conceptual link among topics
such as trigonometry, periodic functions, and circular motion. Its purpose is to address persistent
challenges in students’ understanding of angular measurement at the tenth-grade level. The
proposal is developed through the construction of a local model of didactic knowledge and
analysis that integrates theoretical, practical, and phenomenological dimensions, grounded in the
principles of geometric thinking as outlined in the Van Hiele theory. The work is structured
within a qualitative action research methodology, aimed at providing conceptual and
methodological tools to support the design and implementation of innovative strategies in

mathematics education.

Keywords: Curricular innovation, teaching unit, geometric thinking, local model of didactic

analysis, radian, periodic functions, Van Hiele theory, pre-service teacher, circular motion,

conceptual link.
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Introduccion
El trabajo a continuacion presentado, se enmarca en la linea de investigacion de Didactica
de las Matematicas (Ddm) del programa de licenciatura en basica con énfasis en matematicas de
la Universidad del Valle. La presente investigacion pretende concretar por medio de la
integracion en el disefio de una unidad didactica, enfocada en el uso del radian, una propuesta de
modelo local de andlisis didactico, utilizando algunos elementos de la teoria de razonamiento
geométrico de los Van Hiele, para fortalecer el trabajo y desarrollo de competencias desde el

componente geométrico y métrico, de estudiantes de grado décimo de escolaridad.

Para reconocer elementos, habilidades y conocimientos clave de tipo didactico y
curricular que emplea un profesor frente a innovaciones curriculares y metodoldgicas. Se
pretende aplicar un modelo cualitativo de investigacion accion, por medio del cual puedan ser
identificadas y fortalecidas, desde las dimensiones didactica, curricular, matemética y
fenomenoldgica de sus componentes, las competencias desarrolladas mediante el analisis de un
objeto matematico crucial en la construccion de funciones trigonométricas de naturaleza real,

como lo es la medida angular en radianes.

11
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1. Capitulo1
1.1 Formulacion del Problema de Investigacion.

Por medio del estudio de la funcion trigonométrica se ha logrado desarrollar dentro de las
ciencias, herramientas cruciales que permiten al ser humano comprender el comportamiento de su
entorno y las leyes que rigen los distintos fendbmenos que ocurren a su alrededor. Sin embargo, a
pesar del uso de las funciones trigonométricas como una herramienta de modelacion para el
estudio de fendmenos tales como el movimiento circular uniforme, el desplazamiento de una onda
(mecanica o electromagnética) y otros acontecimientos inmersos en variados contextos, la
concepcion de su fenomenologia didactica, como una herramienta de trabajo en el aula es todavia
objeto de reflexidn constante, iniciando por el analisis de sus unidades de medicidn angular,

empezando por el radian.

Por medio de las funciones trigonométricas se puede comprender mejor el comportamiento
de la naturaleza que nos rodea. (Cabrera Matas, M. 1. F., 2022). De acuerdo con Montiel (2005), el
hombre busco incesantemente la recurrencia periddica de los fendmenos naturales, motivado por la
necesidad de tener intervalos de tiempo adecuados para determinar las épocas adecuadas para el
ejercicio de actividades sociales vitales como la agricultura, la pesca, la navegacion y el comercio,
todo esto investigado desde los registros de la observacién en el cambio de posicién de las estrellas

y planetas.

Luego, mediante la aceptacion y el estudio del infinito como un agente crucial al momento

de caracterizar y concebir objetos en la matematica, todo esto inspirado por el concepto de cambio

y variacion constante, la trigonometria adquiere también un estatus importante como una funcién

12
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trascendente de naturaleza analitica, donde sus argumentos de naturaleza geométrica ahora son
producto de la naturaleza de un movimiento en constante cambio y con un tratamiento de las

ecuaciones algebraicas. (Montiel, 2005.p.84).

El répido desarrollo en las formas de concebir la naturaleza de la trigonometria pasando
de ser una herramienta geomeétrica, a ser parte de una funcion trascendente, ha despertado dentro
del campo de la educacién matemaética la preocupacion por analizar los fendmenos de ensefianza
de la funcion trigonométrica. El andlisis e investigaciones surgidos a raiz de esta problematica
para la ensefianza de la matemaética escolar, se ha venido abordando por medio de la realizacién
de investigaciones enfocadas en analizar los fendmenos y problematicas existentes al momento

de trabajar la trigonometria del circulo y la del triangulo.

Investigaciones como las de Weber (2005), Moore (2010), Moore et al. (2012), Meneses
(2013), Ekici & Alagoz (2021), e incluso la investigacion de Alyami (2024); dejan entrever que
la preocupacion por analizar las relaciones y acontecimientos que ocurren dentro de los
fendmenos de aprendizaje y ensefianza de las funciones trigonomeétricas en contextos escolares,
lejos de lograr ser agotada sigue generando una preocupacion plausible dentro del campo de la
educacion matematica. Los profesionales del campo de la EM (Educacion Matematica) y de la
DdM (Didéctica de las Matematicas) continGian trabajando para desarrollar herramientas de
analisis que permitan abordar y atender las problematicas y fenomenologias resultantes del
trabajo con los objetos propios de la funcién trigonomeétrica, como un asunto relevante dentro del

campo de la ensefianza de las matematicas.

13
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Un caso crucial de analisis al momento de abordar el campo de la trigonometria ocurre al
momento de transformar la razon trigonométrica en una funcién trigonométrica, por medio de la
variacion del argumento y la eliminacion del paso de la equivalencia de la operacion con la razon
entre los lados del triangulo rectangulo, esta se convierte en una funcion de nimeros reales en su
dominio a nimeros reales en su codominio. De acuerdo con lo planteado por Ferndndez et al.
(2019), sino se logra interiorizar tal articulacion entonces se vuelve irrelevante el tratamiento del
objeto trigonométrico como razén o como funcion. Sin embargo, en el paso de la razén a la
funcion, se logra identificar un asunto de suma importancia, el cual afecta directamente toda la
fenomenologia que surge de dicha relacion, pues ademas de Fernandez, Montiel (2013) expone

que:

Maldonado (2005) identificé en la relacion (de equivalencia) del radian y el real, el
punto neural para construir y entender la nocion funcional de las relaciones
trigonomeétricas y concluye que, al no hacerse explicita en el discurso matematico
escolar, al estudiante le es indistinto el tratamiento como razén o como funcion.

(p. 21) (Citado en Fernandez et al.,2019, p.64)

La funcién trigonométrica encuentra en el radian un elemento articulador y fundamental
para el paso de la razén surgida por la relacion geométrica de los segmentos del triangulo
rectangulo, hacia la expresion algebraica, cuyo argumento de variacion posee un sistema de
medicion uniforme y congruente entre los valores pertenecientes a su dominio y codominio. Es el
radian un namero real, y la comprension de su naturaleza es crucial para que los estudiantes

puedan construir e interiorizar la nocion de funcion trigonométrica.

14
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Al momento de analizar, la articulacion de los conocimientos de la matematica escolar
aplicada en la escuela secundaria, con los conocimientos necesarios y aplicados en el nivel
superior de educacion, se siguen presentando dificultades conceptuales asociadas a la
manipulacion y uso de las funciones trigonométricas en contextos de aplicacion de las
matematicas dentro de la disciplina cientifica y otras ciencias como la ingenieria, astronomia,
etc. Se logran identificar dificultades al momento de manipular el argumento de la funcion,

entendiendo que dicho argumento es la medida angular en radianes.

En investigaciones recientes como las realizadas por Cruz & Montiel (2022), se sefiala
explicita la necesidad de desarrollar herramientas alternativas de ensefianza sobre los conceptos
de funcion trigonomeétrica que consideren dichos problemas estructurales entre los elementos de
la funcién, como es el caso del radian. Por su parte Alyami (2024) trabaja los sistemas de
representacion y estructuras conceptuales que el radian es capaz de evocar y modelar dentro de la
funcion trigonométrica, haciendo uso del concepto de precepto de Vinner & Tall (2000). En el
trabajo realizado por Ekici & Alagoz (2021), es resaltada la existencia de dificultades
conceptuales en los estudiantes al momento de realizar mediciones de angulos en radianes, y

utilizar sus propiedades dentro del analisis de fendmenos fisicos como el movimiento circular.

Afadido a lo anterior, Moore et al. (2012) exponen que, durante la realizacion de sus
investigaciones, se identificaron algunas de las dificultades sobre las cuales se han producido la
mayoria de las problematicas que surgen en el tratamiento de las funciones trigonométricas. Los

profesores suelen sentirse mucho mas comodos al trabajar con las medidas angulares en grados

15
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sexagesimales, pero dichas medidas no son las adecuadas para trabajar la funcion trigonométrica
de variable real, al pertenecer a otro sistema numérico, dicha dificultad se traslada al manejo y

significacion que dan los estudiantes al argumento de la funcion trigonométrica, que en su

senx

aplicacion al calculo moviliza obstaculos epistémicos en casos como el del lirr(l)
P

X

Sefiala Moore (2012), que de acuerdo con los resultados obtenidos por Fi (2003, 2006)
“se encontro evidencia sobre la utilizacion de procedimientos por parte de profesores en
secundaria, que no eran significativos al momento de aplicar conversiones entre medidas
angulares en radianes y grados” (p.16), este problema lleva a la incapacidad al momento de
describir un significado de la medida en radianes mas alla de estos procedimientos de
conversion. Se cita textualmente:
Varios estudios (Akkoc, 2008; Fi, 2003, 2006; Tall & Vinner, 1981;
Topcu, et al., 2006) han informado que los profesores no ven m como un nimero
real cuando se discute en un contexto de trigonometria. Mas bien, se observo a
estos profesores graficar  radianes como igual a 180 (como un niimero, no
grados), y otros profesores describieron © como la unidad de medida en radianes

(por ejemplo, un radian es tantos multiplos de 7). (2012, p.17).

Es importante considerar la existencia de fendmenos muy relevantes al momento de
abordar el radian como una unidad de medida, y es que el profesor en ejercicio debe contar con
un repertorio de herramientas suficientes y competentes, que le permitan detectar fendmenos
relacionados con la importancia del razonamiento sobre la magnitud y la medida, no solo para la

trigonometria, sino también para las conversiones de unidades y la medicién (Moore, 2012,
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p.19). El profesor tiene el deber de identificar que el radian para ser trabajado como unidad de
medida, pasa por un tratamiento especifico, a través de la coordinacion y articulacién de la
representacion de sus elementos compositivos provenientes de campos distintos de la matematica

(geometria, aritmética, métrica).

De acuerdo con Reed (2006) la idea de cancelar unidades puede esconder ideas muy
relevantes para entender la relacion entre las magnitudes y por tanto el docente debe interiorizar
la naturaleza de los componentes esenciales del radian con el fin de apoyar la interiorizacion del

concepto.

Para identificar y analizar propiedades importantes del tratamiento del radian, como
un agente movilizador de conocimiento y fendmenos importantes de la didactica en el contexto
de la matemaética escolar, se propone, teniendo en cuenta lo expuesto por Rico (2013), y lo
expuesto por Bedoya (2022), el disefio de un modelo local de analisis didactico. Esta propuesta
de analisis didactico sobre el radian se concreta en la construccion de una unidad didactica, que
permita al profesor en formacion fomentar una reflexion constante sobre la puesta en marcha de
aquellas habilidades cruciales como un profesional investigador del campo de la Didactica de las

matematicas (Ddm).

Los elementos recolectados en el disefio, seran propuestos a uso como herramientas de
investigacion, pues siguiendo las ideas planteadas por Stuart (2023), el profesor al examinar
criticamente sus propias practicas y buscar constantemente formas de mejorarlas, se convierte en

un agente activo en la construccion de propuestas de cambios y mejoras en el contexto del
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desarrollo del campo cientifico de la educacion matematica, desde el analisis de los elementos de

la didactica de las matematicas (Ddm).

Considerando la naturaleza de los objetos con los que se trabaja en la construccién de la
nocion de radian, se asume pertinente, aplicar como guia para el disefio de la propuesta de unidad
didactica, la integracion del modelo de razonamiento geométrico construido por Dina y Pierre
Van Hiele (modelo Van Hiele). Por medio de la integracién de este modelo como un referente
pertinente para la fase instructiva y el analisis de los fendmenos del movimiento circular, se
propone disefiar una serie de actividades que, mediadas por el uso de un geoplano circular,
buscan reflexionar desde la aplicacion y comparaciéon de un componente descriptivo,
denominado en el modelo como de razonamiento, y un componente instructivo, sefialado en el
modelo como fases de aprendizaje, sobre los elementos relevantes para alcanzar el nivel 11 de

razonamiento planteado por los Van Hiele, el cual se denomina de “analisis”.

1.2 Sistematizacién de la problematica de investigacion
De acuerdo con la propuesta investigativa, tedrica y metodoldgica desarrollada
través de la construccion de un modelo local de analisis didactico, que permita el disefio
de una unidad didéactica aplicando el modelo de Van Hiele para el trabajo con el radian, se

formulan las siguientes preguntas de investigacion:

1.2.1 Pregunta Problema:

De acuerdo con las propuestas de un modelo local de anélisis y conocimientos

didacticos basado en el estudio didactico del radian se propone resolver la pregunta: ;Qué
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elementos conceptuales y procedimentales se pueden identificar e integrar en la concepcién de
un modelo local de conocimientos y andlisis didacticos centrados en el concepto de radian,
articulando fenémenos del movimiento circular, para el disefio de una unidad didactica que
fomente el desarrollo del pensamiento geométrico como estrategia para la formacion de

profesores de matematica?

1.2.2. Preguntas auxiliares

¢ Qué elementos didacticos y fenomenoldgicos se pueden identificar en la ensefianza y
comprension de los contenidos escolares relacionados con las nociones de radian, funcion
periddica y movimiento circular en los estudiantes de grado décimo, mediante el disefio de un

modelo local de conocimientos y andlisis didacticos?

¢ Como se pueden integrar aquellos elementos propuestos en el modelo local de
conocimientos y analisis didacticos centrados en el concepto de radian, funcion periddica y
movimiento circular, para el disefio de una unidad didactica integrando el modelo de Van Hiele
con el fin de permitir el desarrollo del pensamiento geométrico para abordar las dificultades en la

concepcién de una medida angular perteneciente a los numeros reales?

¢ Qué competencias Y estrategias especificas debe desarrollar un profesor de matematicas
en formacidn inicial al integrar la teoria de Van Hiele, el modelo local de analisis y
conocimientos didacticos, y las nociones de radian, funciones periédicas y movimiento circular,

para fortalecer sus bases a nivel profesional en este nivel educativo?
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1.3. Justificacién de la investigacion
Para un profesor de matematicas en formacion y ejercicio, la construccion de
herramientas eficaces, enfocadas en enriquecer las interacciones de ensefianza y aprendizaje de
las matematicas escolares, dentro de un contexto de aula particular, es parte fundamental del

quehacer como un profesional del campo de la educacion matematica.

Tomando en consideracion las ideas de Rico (2005) y de Bedoya (2017) es importante
fomentar la reflexion sobre la importancia que tiene en la formacion docente la inclusion de
herramientas y referentes tedricos que permitan la elaboracién de andlisis didacticos locales, al
momento de abordar un fenémeno particular de ensefianza en matematicas, movilizado mediante
el tratamiento de un objeto matematico. Para conseguirlo, el docente debe asumir un papel activo
como investigador en Didactica de la educacion (Ddm), contribuyendo a la produccion de

conocimiento y promoviendo con esto dinamicas de innovacion en la disciplina.

El rol del docente no deberia limitarse a una traduccién pasiva o manipulacion de
elementos predefinidos en el aula, sino a un ejercicio critico y analitico que fomente el desarrollo
y la retroalimentacion constante de la disciplina. De acuerdo con Bedoya (2002) la construccion
de un curriculo en educacién matematica escolar debe convertirse en una herramienta que
promueva el crecimiento y la especializacion de la formacién del docente, enriqueciendo y

ampliando los recursos disponibles para planificar la ensefianza de las matematicas en la escuela.

Siguiendo las ideas propuestas por Camacho (2017), es fundamental que la capacidad de

planificacion docente sea considerada como una competencia importante dentro de los planes de
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formacion de profesores, puesto que, si esta no es debidamente desarrollada, podria traer
consecuencias significativas en la calidad de la ensefianza. Se debe fomentar la idea de
planificacién docente como una competencia que integre investigacion, pues retomando este las
ideas de Rico et al. “la planificacion docente es una de las competencias profesionales clave para
el profesor y que ésta menos desarrollada en los planes de formacion de profesores” (2008, p.

58).

La interaccion en el aula no es un proceso estrictamente situacional, en el que se cuenta
con una especie de modelo completamente replicable donde los fenémenos siguen un
comportamiento preestablecido, antes, por el contrario, es muy comun encontrar diversidad y
pluralidad en la manera en la que un mismo elemento puede ser detonante de otros diversos
elementos incluso de naturalezas distintas, dependiendo del contexto o el entorno especifico
donde se esté desarrollando una actividad de aprendizaje de las matematicas escolares. Siguiendo
las ideas expuestas por Berger & Luckman 2006 toda realidad es representada, es decir, “sé la
apropia un individuo o grupo, el cual la reconstruye en un sistema cognitivo, y la integra en su
sistema de valores dependiendo de su historia y del contexto social e ideologico que lo rodea”
(Citado en Martinez S., 2012, pp.38), por lo mismo cada situacion particular de aula pasa por un

fendmeno particular que lo caracteriza.

Dentro de los elementos a integrar en la propuesta, siguiendo las ideas descritas por
Camacho (2017) el cual retoma a Rico (2011), se toma en consideracion que la construccion de
las herramientas con las que un docente debe contar para enfrentarse al analisis de fenémenos

didacticos del aula debe pasar por una integracion bien planeada y lograda por medio de la
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aplicacion de un analisis did4ctico. Para el caso particular de este trabajo se considera importante
desarrollar dichas habilidades mediante el disefio de un modelo local de analisis didactico,

siguiendo el modelo desarrollado por el profesor Bedoya (2022).

Por medio del disefio de dicho modelo local de analisis didactico se busca abordar al
radidn como un agente movilizador de competencias en disefio y analisis didactico curricular,
esto porque de acuerdo con lo expuesto por Maldonado (2005) en Fernandez et al. (2019) con
respecto al radian:

Se identifico en la relacion (de equivalencia) del radian y el real, el punto
neural para construir y entender la nocion funcional de las relaciones trigonométricas
y concluye que, al no hacerse explicita en el discurso matematico escolar, al

estudiante le es indistinto el tratamiento como razén o como funcién. (p.64).

El radian posee una fenomenologia didactica particular la cual se convierte en un agente
articulador segiin Martinez S. (2012), de manera que debido a que “su funcion es la de
proporcionar una articulacién entre la Trigonometria, que utiliza el grado como unidad de

medida angular y al &ngulo como argumento funcional de las razones y de las FF. TT” (p.38).

Un disefio de un modelo local de anélisis didactico basado en el trabajo de un contenido
matematico como el radian, brinda la posibilidad de aplicar competencias de analisis didactico
propias de un profesional del campo de la educacién matematica, pues se integran fendmenos
didacticos relacionados al desarrollo de competencias del razonamiento geométrico y métrico, al

momento de movilizar los componentes elementales de un radian los cuales son: circunferencia
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unitaria, angulo inscrito, medida de un arco, proporcién entre la medida de un arco inscrito en
una circunferencia y la medida del perimetro de ese circulo unitario, conceptos de conversion de
unidades, entre otros. Ademas, que dicho anélisis puede ser localizado, mediante la construccion
de un contexto particular como el movimiento circular, propio de las ciencias naturales como la

fisica.

La integracion del modelo de Van Hiele para la ensefianza de la geometria, sera una clave
importante de la construccion del modelo local de anlisis didactico en la construccion del
componente de analisis instruccional, pues se pretende que se movilicen conocimientos clave en
la consecucion de desempefios y habilidades de razonamiento de un nivel Il, denominado
“Analisis” en la escala de Van Hiele. Es importante aclarar que este nivel es pretendido al tener
como principal caracteristica que los objetos trabajados en el campo de la geometria hasta este
punto deberéan ser reconocidos y analizados por el estudiante de forma empirica a través de la

manipulacion con dichas figuras.
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1.4 Objetivos
1.4.1 General:

Caracterizar elementos conceptuales y procedimentales claves dentro del disefio de un
modelo local de analisis y conocimientos didacticos, que se concrete en una unidad
didactica basada en el trabajo con el radian, por medio del movimiento circular uniforme,
como una estrategia de formacién inicial para profesores de matematica escolar en grado

10 de escolaridad.

1.4.2. Especificos:

. Determinar aquellos elementos conceptuales y procedimentales basicos para el
disefio de un modelo local de conocimientos y andlisis didacticos, enfocado en el radian, como

una herramienta pertinente para la integracion de conocimientos del campo de la DdM.

o Proponer el disefio de una unidad did&ctica basada en la concepcion del radian
dentro de un fendmeno como el movimiento circular, integrando elementos del modelo de Van

Hiele, con el fin de trabajar el desarrollo del pensamiento geomeétrico, espacial y métrico.

. Fomentar el desarrollo de competencias y habilidades didacticas en profesores de
matematicas aplicando una metodologia de sistematizacion de experiencias docentes, con el fin
de mejorar la formacion profesional y la proyeccion de investigadores en didactica de las

matematicas.
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1.5 Antecedentes

En este apartado seran presentadas algunas de las investigaciones que se han realizado en
el marco de la educacion matematica en relacion con la importancia del trabajo del radian como
un elemento crucial en el desarrollo del pensamiento geométrico en estudiantes tanto de

instituciones educativas de nivel medio y profesores de matematicas en formacion.

Las investigaciones realizadas por Weber (2005), sefialan que la trigonometria es un
curso importante en el plan de estudios de la escuela secundaria. Comprender las funciones
trigonométricas se convierte en un requisito fundamental para abordar conceptos en fisica
newtoniana, arquitectura, topografia y diversas areas de la ingenieria. El estudio de la
trigonometria se convierte en uno de los primeros temas de la matematica que permite entrelazar
el razonamiento algebraico, geométrico y grafico, al ser un precursor significativo para la

comprension del calculo y el precalculo. (Weber,2005, p.91).

La investigacion de Weber sugiere poner la mirada en una de las principales limitantes en
la comprension de los estudiantes sobre las relaciones de los elementos de la trigonometria, esta
se refiere al papel que desempefian las figuras geométricas en la modelacion y construccion de
los sistemas de representacion. Relacionar claramente las funciones trigopnométricas con modelos
geométricos apropiados es importante para comprender estas funciones, y es por esto por lo que
se debe articular el concepto de procepto (Gray y Tall ,1994). La manera en la que Weber realiza
sus investigaciones es aplicando un experimento de ensefianza entre dos grupos de estudiantes,
aquellos que fueron sometidos a modelos de ensefianza tradicional de la trigonometria y otros

sobre quienes se aplicd un modelo basado en el paradigma de procepto de Gray y Tall (1994).
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Alyami (2024) propone una investigacion enfocada en analizar como diferentes
representaciones del radidn, tanto cuantitativas como no cuantitativas, influyen en las
concepciones conceptuales (CIS) de los futuros maestros de matematicas. Es destacado por este
autor que al momento de analizar las maneras en las que las distintas representaciones impactan
en el manejo y concepcion de la naturaleza del radian, la importancia de integrar
representaciones visuales cuantitativas en la ensefianza permite la construccion de herramientas

mucho mas versatiles y potentes para la comprension conceptual de las propiedades del radian.

También es importante referenciar las investigaciones planteadas por Moore, LaForest y
Kim (2012) , quienes retoman la linea de la investigacion propuesta por Weber sobre el papel de
las propiedades geométricas y métricas inmersas en el tratamiento de la funcion trigonométrica,
asegurando “Given that teachers have shallow understandings of trigonometry, it should come as
no surprise that students construct disconnected understandings of trigonometric functions and
topics foundational to trigonometry” (2012, p.16). Esto quiere decir que, si los maestros no
poseen bases solidas en la interiorizacion de los conceptos fundamentales movilizados en el
aprendizaje de la trigonometria, “no deberia sorprender que los estudiantes construyan
comprensiones desconectadas de las funciones trigonomeétricas y los temas fundamentales de la

trigonometria” (2012, p.16).

Moore, LaForest y Kim (2012) discuten sobre la aplicacion de un experimento de

ensefianza que involucro a dos profesores en formacion de segundo afio (ciclo universitario) y

que buscaba caracterizar y producir cambios en sus nociones sobre el circulo unitario. El
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experimento de ensefianza fue creado por ellos y lo que buscaron fue implementar tareas
disefiadas para promover el pensamiento sobre el radio de un circulo como una unidad de

medida.

Otro importante referente para la realizacion de la propuesta presente de investigacion, es
el estudio, presentado por Meneses (2010), quien, retomando las investigaciones realizadas por
Navarro (2004), Maldonado (2005), Rotaeche (2008) y Montiel (2005, 2011), centra su atencion
en la evidencia recolectada sobre las rupturas conceptuales en los estudiantes y profesores con
respecto a la transicion de grados a radianes y viceversa en el argumento "x" de una funcion
trigonométrica. Se construye un recorrido historico y didactico sobre las dificultades que tanto
estudiantes como profesores enfrentan al momento de comprender la definicion del concepto de
angulo segun el contexto, las relaciones entre las diferentes formas de medir un angulo y la

precision en el uso de cada tipo de medida angular (grado, radian o real).

Por Gltimo, desde el trabajo de Stuart (2023) llamado Elementos de la teoria de los van
hiele en el disefio de una unidad didactica que integra transformaciones geométricas y
objetos fractales para el desarrollo de pensamiento geométrico en grado once de educacion
media, se presentan algunos ejemplos importantes al momento de identificar elementos
conceptuales y procedimentales basicos en el disefio de un modelo local de analisis didactico
aplicado al concepto de los objetos fractales. Este modelo se materializa en una propuesta de
unidad didactica basada en la teoria cognitiva e instruccional de los VVan Hiele, con el uso de
objetos fractales y GeoGebra para desarrollar competencias de pensamiento geometrico en

estudiantes de grado once.

27



ANALISIS DIDACTICO, MEDIDA ANGULAR, FUNCIONES PERIODICAS Y VAN HIELE

El trabajo de Stuart (2023), toma como principal referente el trabajo del profesor E.
Bedoya (2022), el cual tiene por objetivo, brindar las bases fundamentales desde las cuales
construir un modelo de analisis didactico para la formacion de profesores de matematicas,
considerando perspectivas integradoras, sistémicas y complejas, y promoviendo la reflexion

sobre los conocimientos didacticos de la disciplina para afrontar los desafios educativos.
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Capitulo 11
2. Marco tedrico
En este apartado seran presentados aquellos referentes teoricos, que desde las
dimensiones curricular, didactica y matematica seran los puntos de partida desde los cuales seran
planificadas, elaboradas y desarrolladas las propuestas estructuradas en el presente trabajo de

grado.

2.1. Marco Contextual

Es importante sefialar a continuacién que la investigacion realizada por medio de la
propuesta de disefio del modelo local de analisis didactico se concreta en la construccion a priori
de una unidad didactica y que, por tanto, es menester situar esta propuesta desde su articulacion
con el componente curricular sugerido por el Ministerio de Educacién Nacional (MEN), en sus
documentos oficiales. Es mediante las propuestas curriculares y didacticas que el ministerio de
educacion nacional establece un punto de partida para fomentar una identidad cultural y social en

sus habitantes.

2.1.1 Dimension Curricular
2.1.1.1 Estandares Béasicos de Competencia (EBC)

De acuerdo con lo establecido por el MEN, los Estandares Bésicos de Competencias en
Colombia son un conjunto de orientaciones disefiadas con el fin de que se pueda alcanzar un
aumento sobre la calidad de la educacion en el pais. Estos estandares establecen lo que se espera
que los estudiantes sepan y sean capaces de hacer en diferentes areas del conocimiento a lo largo

de su formacion basica y media.
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Es importante esclarecer el significado que tiene para el MEN (2006) el concepto
“Estandar”, el cual define como:

(...) un criterio claro y publico que permite juzgar si un estudiante, una
institucion o el sistema educativo en su conjunto cumplen con unas expectativas
comunes de calidad; expresa una situacion deseada en cuanto a lo que se espera
que todos los estudiantes aprendan en cada una de las areas a lo largo de su paso
por la Educacion Bésica y Media, especificando por grupos de grados (1 a 3,4 a
5,6a7,8a9,y10al1)elnivel de calidad que se aspira alcanzar” (Citado en

Stuart, 2023.pp. 30)

Los Estandares Béasicos de Competencias (2006), hacen referencia a un documento
institucional que tiene por objetivo alcanzar la adquisicion de un nivel minimo de competencias
en los estudiantes para su adecuado desenvolvimiento en la sociedad y en su vida futura. Desde
el componente matematico se establecen aquellos criterios y contenidos matematicos que se
deben desarrollar en los diferentes ciclos escolares para el desarrollo de aquellas habilidades
I6gicas y sociales por medio de las cuales se interpreta el mundo utilizando un lenguaje

matematico. (Stuart, 2023b)

Han sido pensados como una especie de guia por medio de la cual se pretende orientar a
los docentes en la planificacion y evaluacion del aprendizaje, en este caso de matematicas, para
garantizar desde su inclusion en los curriculos escolares, que todos los estudiantes,

independientemente de su contexto, tengan acceso a una educacion matematica de calidad. Los
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estandares en matematicas se organizan en diferentes ejes, como el pensamiento numérico,
algebraico, geométrico y estadistico; ademas se proponen cinco procesos o también llamados
“pensamientos” que hacen referencia a las capacidades que permiten a los estudiantes desarrollar
competencias matematicas. Esto incluye el pensamiento l6gico y el matematico, subdividido en
numeérico, espacial, métrico, aleatorio y variacional, que son esenciales para abordar problemas y

aplicar conocimientos en contextos variados

Como es mencionado con anterioridad, uno de los ejes desde donde es reconstruido el
sistema cognitivo de elementos de ensefianza y aprendizaje de la matematica escolar es el
pensamiento Espacial y Sistemas Geométricos. Este componente es entendido como el conjunto
de los procesos cognitivos mediante los cuales se construyen y se manipulan las representaciones
mentales de los objetos del espacio, las relaciones entre ellos, sus transformaciones, y sus

diversas traducciones o representaciones materiales (MEN, 1998. p.56)

De acuerdo con Stuart (2023b) el pensamiento Espacial y Sistemas Geométricos es
fundamental en la comprension y el manejo de objetos y formas en el entorno “(...) toma como
apoyo la percepcion sensorial, la atencion, la memoria, la imaginacién y la visualizacion,
permitiendo asi representar, analizar, modelar y resolver problemas geométricos de manera
efectiva” (p.30). Este componente matematico contiene tres aspectos importantes de identificar:
los elementos de que constan, las operaciones y transformaciones con las que se combinan, y las

relaciones o nexos entre ellos (Stuart, 2023b.p.31).
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El concepto de radian es construido no solo desde la relacién de los elementos
geomeétricos, sus operaciones, transformaciones y nexos, sino que ademas es necesario el
desarrollo de los elementos del pensamiento métrico y de los sistemas métricos o de medidas.
Este ultimo se caracteriza porque de acuerdo con el MEN (2006) la comprension general que
tiene una persona sobre las magnitudes y las cantidades, su medicién y el uso flexible de los

sistemas métricos o de medidas en diferentes situaciones. (p.63)

Asi la coordinacion de registros permite que el radian trabaje sobre la capacidad que
desde el pensamiento espacial se puede desarrollar, de acuerdo con Stuart (2023b) para operar
mentalmente sobre modelos internos del espacio en interaccion con los movimientos corporales
y los desplazamientos de los objetos y con los distintos registros de representacion y sus sistemas
notacionales o simbdlicos (p.31). Y esto a su vez se enlaza con la propiedad que, desde el
pensamiento métrico, de acuerdo con el MEN (2006) se puede desarrollar para “la estimacion de
la medida de cantidades de distintas magnitudes y los aspectos del proceso de “capturar lo

continuo con lo discreto” (p.63)

Siguiendo las directrices consignadas en los EBC, para el desarrollo de la propuesta del
presente trabajo de grado, el nivel de escolaridad de las herramientas movilizadas por medio del
trabajo con el radian se sitla en grado décimo, nivel que se ubica en la categoria de educacion
media, y que por tanto ha tenido un trabajo estructurado de manera anterior, siguiendo una
orientacion que busca el desarrollo de elementos matematicos clave, trabajados de manera

paulatina, durante los diferentes ciclos de la educacién basica.
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Es necesario establecer una coherencia tanto vertical como horizontal, especificando los

aspectos relacionados con la ensefianza de los contenidos matematicos que se desea fomentar.

Figura 1.
Organizacién curricular para la ensefianza de medidas angulares y el radian.
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Nota. Ministerio de Educacion Nacional. (2006). Estandares Basicos de Competencias en

Lenguaje, Matematicas, Ciencias y Ciudadania. Bogota, Colombia. Elaboracion propia.

2.1.1.2 Derechos Basicos de Aprendizaje (DBA)

Los Derechos Basicos de Aprendizaje (DBA) construidos por el gobierno nacional de
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Colombia, son un conjunto de aprendizajes esenciales que los estudiantes deben adquirir en cada
grado y &rea educativa. Estos aprendizajes integran conocimientos, destrezas, habilidades y
actitudes bésicas, con una contextualizacion cultural e histérica del entorno, de manera que son
unidades basicas de referencia desde donde los individuos pueden edificar un desarrollo futuro

(MEN, 2016).

Los DBA han sido construidos articulandose estructuralmente en coherencia con los
Lineamientos Curriculares y los Estandares Basicos de Competencias, proporcionando una base
para construir rutas de ensefianza que faciliten el aprendizaje progresivo. De acuerdo con el
MEN (2016) no constituyen una propuesta curricular por si solos, deben articularse con los
enfoques y metodologias del entorno educativo. Ademas, los DBA ofrecen flexibilidad,
permitiendo que los docentes los adapten seguln las necesidades de aprendizaje de sus estudiantes
a lo largo del afio. Estos aprendizajes, no solo implican la adquisicién de conocimientos teéricos,
sino que también involucran el desarrollo de habilidades précticas y la adopcion de actitudes y

criterios que son importantes en el entorno. (2023b, p.33).

La estructura desde la cual es organizada la propuesta de este documento es una particion
en tres componentes cruciales: enunciado, evidencias de aprendizaje y ejemplificacion. Seran
tomadas las definiciones dadas por el MEN (2016) las cuales indican que:

Enunciado: referencia el aprendizaje estructurante para el area de conocimiento
especifica.

Evidencias: expresan indicios claves que permiten al profesor dar cuenta del aprendizaje

que se concreta en el enunciado.
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Ejemplo: es el complemento contextualizado de las evidencias de aprendizaje.

Son descritas en el documento algunas caracteristicas resaltantes desde las cuales se

justifica la adopcidn de este como una instruccidn institucional, de manera que:

Los DBA responden a un documento comprensible para todos los miembros inmersos en
el &ambito educativo.

La organizacion y estructura que se propone en los DBA no implica que su desarrollo se
realice de manera lineal, es decir, que se la facilita al profesor su utilidad en el proceso de
orquestacion didactica.

El profesor podra, segun los aprendizajes desarrollar experiencias que aporten a su
formacion profesional.

Las evidencias de aprendizaje permiten al profesor visualizar como es el progreso de
aprendizaje de los alumnos.

Los enunciados y la ejemplificacion ilustran aquello que los alumnos deben estar en
capacidad de hacer al alcanzar los aprendizajes enunciados, contextualizandolos de

acuerdo con sus necesidades.

Entendiendo asi el contexto institucional desde el cual se considera pertinente incluir a

los DBA como parte del contexto curricular y didactico desde donde la propuesta del presente

trabajo de grado se nutre para el reconocimiento de procesos y procedimientos desde los que el

profesor se enfrenta a situaciones de innovacion curricular y didactica (2023b, p.34), se tomara

como referente al DBA 13 del Volumen 1, el cual indica que se reconoce al radian como unidad

de medida angular y conoce su significado geométrico.
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2.1.1.3 Lineamientos Curriculares (LC)

Los Lineamientos Curriculares propuestos por el Ministerio de Educacion Nacional
(MEN, 1998) constituyen junto con los Estandares Basicos de Aprendizaje y los Derechos
Basicos de Aprendizaje, aquel conjunto de orientaciones fundamentales que guian el proceso
educativo en el pais. Estos lineamientos establecen principios, objetivos y estrategias para la
ensefianza y el aprendizaje de la multidisciplinariedad de conocimientos en el aula, privilegiando

aquellos aspectos que favorecen el proceso de orquestacion y estructuracion curricular.

Abarcan diversas areas de la educacion basica y media, fomentando el desarrollo de
competencias y habilidades criticas, asi como la inclusion, la diversidad y el respeto por la
identidad cultural. Ademas, subrayan la importancia de contextualizar el curriculo, adaptandolo a
las realidades y necesidades especificas de cada region, asi por medio de la propuesta de estos
lineamientos se pretende mejorar la calidad educativa y contribuir al desarrollo integral de los

estudiantes colombianos.

Desde el MEN (1998), se priorizan aquellos aspectos incluidos como propésitos que
subyacen en los lineamientos curriculares, y que pretenden:
e Atender los criterios curriculares nacionales e institucionales relacionados con
la funcion de las diversas disciplinas y sus enfoques pedagdgicos para la

ensefianza y el aprendizaje en el aula.

e Priorizar el fortalecimiento de la fundamentacion pedagdgica de las diferentes
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disciplinas y promover la articulacién de proyectos interdisciplinares como parte

del proceso transversal de ensefianza y aprendizaje.

Los lineamientos curriculares establecidos para el abordaje de la matematica en el campo

de la ensefianza de las mateméticas como parte de las &reas de conocimiento estructurantes del

curriculo educativo, considera tres grandes aspectos para “organizar el curriculo en un todo

armonioso” (MEN, 1998.p.19).

Conocimientos basicos: Se refieren a la relacion y articulacion de los procesos
especificos con los sistemas matematicos, que pretenden aprehender estos
conocimientos, mediante el desarrollo de la capacidad para integrar y aplicar los
diferentes contenidos matematicos en diversas situaciones cotidianas, lo que
fomenta el desarrollo del pensamiento critico y la competencia en el uso de las

matematicas en la vida diaria.

Procesos generales: Se alude a los procesos que estan en términos del
aprendizaje de las matemaéticas en el aula, los cuales son: el razonamiento; la
resolucién y planteamiento de problemas; la comunicacion; la modelacion y la

elaboracion, comparacién y ejercitacion de procedimientos. (MEN ,1998. p.18).

El contexto: Se refiere al conjunto de condiciones socioculturales, economicas,
creencias, intereses e interacciones que rodean a los estudiantes y que influyen en
su proceso de aprendizaje. Este contexto incluye tanto los factores locales como

internacionales que dan sentido a las matematicas que se ensefian, lo que implica
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que la ensefianza debe adaptarse a la realidad de los estudiantes. El docente
desempefia un papel fundamental en la intervencion y enriquecimiento de este
entorno, generando situaciones problematicas relevantes y significativas que
conecten las matemaéticas con la vida cotidiana del estudiante, desencadenando

procesos de aprendizaje efectivos.

Figura 2.
Relacion de los conocimientos basicos, procesos generales y contextos.
PROCESOS
PROCESOS GENERALES
Elsboracién, comparaciony '
jorcitacion de procedimientos
Comunicacion

CONOCIMIENTOS
BASICOS

CONTEXTO
Nota. Ministerio de Educacion Nacional. (1998). Lineamientos Curriculares. Bogota,

Colombia.

Es importante resaltar que los procesos generales que son propuestos como parte de la

actividad matematica tienen un caracter curricular y se caracterizan en sus componentes de la

siguiente manera:

Comunicacion: Se refiere a la capacidad que desarrolla el alumno para expresar,

interpretar y comprender ideas matematicas de forma oral, escrita y grafica. En este componente
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se involucra el uso de simbolos matematicos, el lenguaje cotidiano y técnico, y la interaccion

social para desarrollar el pensamiento matematico y compartir el conocimiento.

Modelacion: Se identifica en tanto se produzca una construccion y utilizacion de
modelos matematicos para interpretar y resolver problemas del mundo real. Desde este
componente se potencia la capacidad de abstraer situaciones reales, representarlas mediante el
lenguaje matematico (ecuaciones, graficos, diagramas), y validar los modelos para entender o

predecir fendbmenos.

Razonamiento: Se refiere a la capacidad de hacer inferencias, generalizaciones y
justificaciones logicas basadas en premisas y evidencias. En este componente se incluye el
razonamiento inductivo y deductivo, formulacion de conjeturas, comprobacion de hipotesis y la

capacidad de argumentar de manera coherente.

Elaboracion, comparacion y ejercitacion de procedimientos: El enfoque desde este
componente de proceso es la identificacién y formulacion de problemas que requieren de
herramientas matematicas para ser resueltos. Se involucra la creacién de preguntas o problemas
relevantes, contextualizados, que motiven la curiosidad y el interés de los estudiantes; se

pretende impulsar la creatividad y la aplicacién practica de las matematicas.

Resolucion de problemas: Este proceso estimula la capacidad para aplicar estrategias

matematicas en la solucién de problemas planteados, tanto dentro como fuera del contexto

matematico. Implica la seleccion y uso de herramientas matematicas, la planificacion de
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estrategias, la exploracién de diversas soluciones y la evaluacion critica de los resultados

obtenidos.

2.1.1.4 Acerca de la formacién de profesores de matematicas
La formacion de docentes en matematicas es una estrategia clave para la innovacion
pedagogica y curricular en el campo de la educacién matemaética. Se pretende que, por medio de
una formacion integral con altos estandares de exigencia, se puedan desarrollar competencias
profesionales en los educadores, que promuevan un enfoque pedagdgico transformador que
impacte de manera significativa en el aprendizaje de los estudiantes y en el enriquecimiento de

los fendmenos de ensefianza y aprendizaje del campo de la didactica de las matematicas.

Desde el Ministerio de Educacién Nacional (MEN), se han establecido una serie de
lineamientos normativos con el fin de regular y dirigir la formacion docente en las Instituciones

de Educacion Superior (IES), destacando entre ellos:

. Decreto 0709 de 1996: El cual establece orientaciones y criterios normativos para
la planificacion y desarrollo de los programas académicos, con el objetivo de mejorar la
formacion personal y profesional de los educadores.

. Decreto 3076 de 1997: Por medio del cual se definen las normativas para la
creacion y desarrollo de programas de pregrado y posgrado en las IES, y los titulos que se
otorgan a los futuros educadores en diversas disciplinas.

. Resolucion 1036 de 2004: Se caracterizan los programas de formacion docente

en términos de su estandar de calidad formativa, tanto a nivel de pregrado como de
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especializacion en educacion.

. Resolucion 5443 de 2010: Se establecen directrices generales para la
caracterizacion de los programas de pregrado y especializacion en educacion, con el propdsito de
garantizar su calidad formativa. A diferencia de otras normativas mas especificas en esta se
aborda de manera méas amplia los programas de formacién, haciendo énfasis en aspectos

relacionados con la practica pedagogica de los educadores.

. Decreto 923 del 2024: Por medio de esta reciente normativa se pretende
establecer directrices para generar una mejoria en la formacion de docentes del pais, enfocandose
en garantizar una educacion de alta calidad. Este decreto implementa el Marco Nacional de
Cualificaciones, que sirve como guia para disefiar programas educativos, tanto en educacion
formal como en formacién para el trabajo, alineandolos con las necesidades actuales del mercado
laboral. Ademas, fomenta la modernizacion del sistema educativo y refuerza la capacitacion

continua de los docentes mediante el uso de buenas practicas pedagdgicas

El anterior marco normativo se alinea con la Ley General de Educacion de 1994, que en
su articulo 109 establece la formacion de educadores con competencias de alta calidad cientifica,
ética, pedagogica y didactica. Se prioriza el fortalecimiento de la investigacion y la capacitacion
docente, lo que garantiza que los maestros sean capaces de generar ambientes de aprendizaje

significativos y promover la construccion de nuevos conocimientos en el aula.

Ahora bien desde la perspectiva del campo de la educacién matematica, el desarrollo de
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competencias profesionales especificas para la ensefianza de las matematicas es crucial, y el
grupo de investigacion en Pensamiento Numeérico y Algebraico (PNA) plantea una vision
integral sobre como debe concebirse la formacion de docentes en matematicas, sefialando que
un profesor de matemaéticas debe ser capaz de disefiar, desarrollar y evaluar entornos de
aprendizaje que favorezcan el desarrollo de habilidades matematicas en los estudiantes. Ademas,
debe ser reflexivo y autbnomo en su practica, lo que implica la capacidad de actualizarse
continuamente en las tendencias educativas y tecnoldgicas para aplicar estrategias innovadoras
en su ensefianza.

La formacion docente en matematicas también debe enfocarse en la investigacion
educativa y la practica reflexiva, de esta manera se pretende que los futuros maestros deban estar
capacitados para disefiar y ejecutar investigaciones en el campo de la ensefianza de las
matematicas, lo que no solo les permitira mantenerse actualizados, sino también contribuir al
avance de la disciplina y mejorar sus propias practicas pedagdgicas mediante la
retroalimentacion y el analisis critico de su desempefio. Es la formacién de docentes en
matema@ticas una estrategia fundamental para impulsar la innovacion curricular y pedagogica,
preparando a los educadores para enfrentar los desafios de la ensefianza contemporéanea y

transformar la experiencia de aprendizaje de los estudiantes.

2.2 Marco conceptual

Seran presentados a continuacion aquellos referentes tedricos desde los cuales se
concretan los elementos que sustentan esta propuesta de trabajo de grado. Seran organizados
desde sus componentes de orden curricular y didactico por medio de la propuesta de modelo

local de analisis didactico, ademas del modelo utilizado como referente para el componente de
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orden instruccional y descriptivo de los Van Hiele.
2.2.1 Dimensién Didactica

2.2.1.1 Modelo local de analisis didactico.

El andlisis didactico es la herramienta mediante la cual se movilizan aquellas habilidades,
competencias y aptitudes del profesional de la ensefianza de las matematicas. De acuerdo con
Bedoya (2022) “el anélisis didactico (AD) es un constructo multidisciplinar que describe la
manera 'ideal’ de realizar actividades de disefio curricular a nivel local” (p.15). Se caracteriza por
integrar competencias profesionales en conocimientos disciplinares, curriculares,
epistemoldgicos, cognitivos e instruccionales, siendo una herramienta clave en la formacion

profesional de los profesores de matematicas.

El anélisis didactico (AD) se convierte en un recurso de caracter tedrico y practico que
permite a los docentes retroalimentar su propia practica mediante una investigacion, que
adquiere un caracter local desde la relacion producida con el contenido y el contexto sobre el
cual se produce la fenomenologia observada (2013, pp.406). Expone Bedoya (2002), que el AD
se refiere al proceso mediante el cual el profesor de matematicas, apoyado en conocimientos
didacticos, disefia, implementa y evalua las diversas actividades de planificacién, ejecucion y
evaluacion de la ensefianza de las matematicas (Citado en Stuart,2023b.pp. 406). Un modelo
local de analisis didactico se refiere a la adaptacion de estas actividades a un contexto especifico
y a un contenido particular, lo que permite no solo su uso en la ensefianza, sino también su
aplicacién como herramienta metodoldgica en investigaciones educativas, reflejando el nivel de

competencia y formacién profesional del docente.
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A través de la aplicacion de un modelo local de analisis didactico, se busca construir un
rastreo especifico de toda aquella fenomenologia concebida dentro de la ensefianza y aprendizaje
de un objeto matematico que se ha adaptado o se pretende articular dentro del aula, es decir,
siguiendo a Méndez (2008) se aborda un objeto matematico que al tener una adaptacion a las
matematicas escolares moviliza un conocimiento “matematico escolar”. Esto quiere decir que el
modelo local de anélisis didactico en la formacion profesional del profesor de matematicas tiene
un doble caracter: tedrico y préctico (Stuart, 2023. p.42). Su carécter tedrico viene de su
fundamentacion a partir de conocimientos didacticos para disefiar, implementar y evaluar la
ensefianza, y su caracter practico de la adaptacion a los contextos y contenidos especificos, que
permiten su aplicacion directa en la ensefianza y en la investigacion educativa.

Figura 3: El caracter tedrico y practico del analisis didactico (AD)

Teoria-Conceptos

AD
g / \. Metodologia _)

Formacion
Practica

Fuente: Bedoya, E. (2017). Formacion de profesores de educacion basica y media en
matematicas y su didactica: conocimiento didactico del contenido, analisis didactico y unidades
didacticas. Universidad del Valle, Colombia.

Su aplicacion es un recurso crucial en la formacidn docente al necesitar de la

movilizacion de unas competencias, que se sitian dentro de los conocimientos didacticos de la
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practica profesional del docente, es decir, aquellas que demuestran el dominio y manejo de las
herramientas propias del campo cientifico aplicadas al analisis didactico. Estas habilidades

plantean que el profesor:

(a) “Tiene un conocimiento disciplinar de referencia (el conocimiento didéactico o de la
disciplina Didactica de las Matemaéticas)."

(b) "Tiene una utilidad practica (disefio, puesta en practica y evaluacion del curriculo y de
las actividades, propuestas y unidades didacticas)."”

(c) "Su puesta en juego se enmarca en una estructura analitica, la del andlisis didactico
(AD), que es la expresion local o micro del disefio curricular global y es el medio gracias al cual
es posible pasar de disefios centrados en una secuenciacion de contenidos a disefios parciales que

tienen en cuenta distintas dimensiones.” (2023, p. 19)

2.2.1.1.1 Esquema de construccion del modelo local de analisis didactico.

De acuerdo con Rico L. (1997), el conocimiento didactico (CD) sobre un contenido
especifico “constituye la principal fuente de informacién y el instrumento que permite al
profesor de matematicas desarrollar las distintas actividades profesionales de planificacion

curricular y disefio de unidades didacticas que le competen” (p.19).

Es importante rescatar que a partir de este conocimiento se movilizan y entrelazan una
serie de consideraciones especificas, reflexiones profundas, analisis detallados y practicas
asociadas, que se constituyen en una serie de ejes fundamentales. Expone Escanddn (2017), que,
desde la Optica de Rico, se pueden sefialar estos ejes con unas caracteristicas definidas y

particulares.
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Primero, una comprension solida del concepto de curriculo, considerandos sus
dimensiones y niveles de reflexion, para que este conocimiento se complemente con una base
tedrica robusta sobre los principios de ensefianza y aprendizaje de las matematicas y los criterios
de evaluacion. Para conseguirlo, es crucial considerar detalladamente los contenidos del
curriculo y su estructura conceptual, ademas de agregar una perspectiva cognitiva con la cual
analizar las maneras en las que son presentados estos contenidos tanto fuera como dentro del
aula.

De la misma forma, es relevante agregar un analisis semiético de los contenidos y sus
implicaciones didacticas, junto con un andlisis fenomenolégico que examine como se
experimentan y comprenden en la practica. A esto se suma el analisis epistemoldgico e historico
para entender la evolucion de los conceptos matematicos. Finalmente, se debe evaluar los
contextos en los que se presentan estos conceptos y sus significados, ademas de reflexionar sobre

los materiales, recursos y tecnologias disponibles para su ensefianza.

Se pretende que desde el analisis didactico (AD) propuesto por Rico (2013) y Bedoya
(2022), se puedan estructurar diferentes dimensiones en el disefio y organizacion del curriculo,
con las cuales concebir y disefiar las propuestas y actividades de aprendizaje para el aula. (Stuart,
2023, p.40). Ademas, la retroalimentacion de estas acciones por medio de la aplicacion de un
método de sistematizacion de las experiencias de los profesores de matematicas, considerando
las actividades asociadas a investigacion y profundizacion en los contenidos matematicos
escolares, se pueda contribuir a la profesionalizacion de la actividad practica del profesor.

Figura 4: Estructura esquematica y sistémica de la organizacion y contenidos

del conocimiento didactico y el modelo local de analisis didactico de los
contenidos matematicos escolares.
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Nota. Bedoya (2022). Didactica de las matematicas- conocimiento y analisis didactico:
Formacion de profesores, innovacion curricular e investigacion en educacion matematica. Instituto de

Educacion y Pedagogia, Area de Educacion Matematica, Universidad del Valle, Colombia.

Tomando como referencia las consideraciones planteadas por Rico (2013) y Bedoya,
(2022) se proponen a continuacion una serie de categorias de andlisis por medio de las cuales
presentar la fundamentacion de una propuesta de modelo local de andlisis didactico (AD). Dichas
categorias consideran aplicar: un analisis del componente curricular, que incluye el contexto
curricular nacional y contexto curricular local de la institucion educativa seleccionada. Un
andlisis didactico cognitivo, que presenta las dificultades y obstaculos en el tratamiento del
concepto en el aula, tomando como referencia lo expuesto por Weber (2005), Moore (2010) y
Moore, LaForest y Kim (2014), Montiel (2005), Hilario Meneses (2010) y Martinez Sierra
(2011). También sera anexada la categoria de anélisis del contenido, donde sera trabajada la
fenomenologia y construccion del objeto matematico, como objeto adaptado al contexto escolar

(matematica escolar), desde su presentacion en algunos libros de texto y su relacion con los
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fendmenos propios de otras ciencias como la fisica. Ademas, serén afiadidas las categorias de

andlisis instruccional y el anélisis didactico de actuacion, que juntos permiten la recoleccion de
los datos mediante la aplicacion de una metodologia de sistematizacion de experiencia docente
para el anélisis y reflexion de los resultados, con el fin de obtener reflexiones cruciales sobre el

disefio de esta adaptacion curricular.

2.2.1.1.2 Andlisis Curricular.

De acuerdo con lo expuesto en los estandares del ministerio de educacion nacional
(MEN, 1998) en los lineamientos curriculares, se habla de la necesidad de desarrollar en los
ciudadanos del pais, la capacidad de movilizar estructuras de pensamiento que incluyan la
adquisicion de una serie de competencias para el establecimiento de una sociedad, donde las
personas tengan la garantia de contar con una habilidades primordiales con las cuales puedan en
la realizacion de las distintas actividades cotidianas, y su posicién dentro del esquema social,
contribuir utilizando correctas formas de razonamiento, comunicacion, modelacion, resolucién

de problemas y ejercitacion de procedimientos.

El curriculo nacional colombiano se ha construido en relacion con tres niveles: el
nacional por medio del Ministerio de Educacion Nacional (MEN), el PEI propio de las
caracteristicas particulares de cada institucion educativa, pues este Gltimo hace alusion al
proyecto educativo institucional, con plena autonomia de ser adaptado al entorno y contexto
particular de la comunidad donde esta ubicada la institucion educativa. Por ultimo, el plan de
clase, que obedece al ultimo escaldn de la cadena, pues se trabaja ya no solo desde una
comunidad especifica, sino que se selecciona una muestra parcial de dicha comunidad clasificada

desde los grados de escolaridad o ciclos, en el caso de la educacion acelerada. Ademas, el
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gobierno nacional ha desarrollado tres documentos directrices desde donde se pretende ampliar
la cobertura y dar una guia para estandarizar los contenidos en matematicas con el fin de permitir
la equidad en el desarrollo de los conocimientos, estos documentos son los lineamientos
generales de cada area del conocimiento (1998), los estandares basicos de competencias (2002) y
también en su segunda version (2006), por Ultimo en el 2016 fueron desarrollados los derechos

bésicos de aprendizaje, que fueron actualizados en su versién Il en el afio 2017.

La inclusion de esta categoria de anélisis se considera crucial en el disefio del modelo
local de andlisis didactico, ya que permite identificar los elementos estructurales y contextuales
que dirigen las propuestas planteadas por el ministerio de educacion nacional para el desarrollo
de los contenidos de las matematicas escolares, con el objetivo de desarrollar las competencias,
habilidades y requerimientos sociales que de acuerdo a la vision politica, gubernamental y
comunitaria, contextualizan el entorno de aprendizaje y ensefianza de los estudiantes. De acuerdo
con Bedoya (2022) en el curriculo “hay una mediacion social que delimita los fines, medios,

control, conocimientos y habilidades basicas para cada nivel” (p.6).

Lo anterior expone la necesidad de que el profesor considere el desarrollo de aquellas
competencias matematicas, adaptadas a las necesidades especificas de cada institucion educativa
y tener en cuenta las condiciones culturales, sociales y econémicas para ofrecer una ensefianza
de las matematicas que esté conectada con los entornos cotidianos de los estudiantes de manera

integral y contextualizada, considerando aspectos curriculares, institucionales y sociales.

2.2.1.1.3 Andlisis Cognitivo.
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El anélisis didactico cognitivo, el cual contiene todas aquellas perspectivas asociadas con
el fendbmeno del aprendizaje de los elementos en matematicas, se desarrolla poniendo en juego y
en una relacion directa y superpuesta todas aquellas actitudes, creencias y concepciones que
impactan en la manera de comprender un tipo particular de objetos matematicos. Considerando
lo dicho por Escanddn (2017), en esta fase del anlisis didactico se recopila toda la informacion
descriptiva, que permita identificar la instauracion de las dificultades, obstaculos y errores Rico
(2000) y Socas (2007) de los estudiantes al momento de abordar las actividades y procedimientos

relacionados a la fenomenologia movilizada por el contenido matematico analizado.

Desde el analisis cognitivo se plantea como una meta u objetivo, realizar un seguimiento
particular sobre el desarrollo cognitivo de los estudiantes al momento de trabajar la estructura
matematica para realizar actividades que abarcan su ensefianza y aprendizaje. En este apartado se
consideran primordiales “los fines formativos, que se preocupan por el desarrollo intelectual de

los estudiantes” (Lupiafiez,2009, p.28).

Pero, ademas dichos objetos suelen estar condicionados por una serie de errores de tipo
conceptual, que derivan en muchas dificultades de indole didactica, epistemoldgica del
contenido, histérica y emocional, de cuya solucion depende la superacion de los obstaculos
presentes a la hora de poner de manifiestas las habilidades que se buscan concretar. Pero definir
las situaciones anteriormente mencionadas pasa por la necesidad de identificar primeramente la

fenomenologia y estructura asociada al contenido.

2.2.1.1.3 Analisis Contenido

Desde esta componente se busca poner el analisis sobre la fenomenologia propia del
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objeto y objetos matematicos por medio de los cuales el profesor realiza “la descripcion y
construye la caracterizacion histérico-epistemoldgica, fenomenoldgica, semiotica y estructural
del contenido matematico, y se dirige a dar respuesta a la pregunta ;qué ensefiar?”

(Stuart, 2023b, p.22). El objetivo es construir canales de ensefianza y aprendizaje que faciliten la
construccion de un conocimiento permeado desde las distintas normas sociales producidas y

reproducidas en situacion escolar (Sierra, 2011).

Las matematicas escolares movilizan una serie de fendmenos sociales particulares que
enlazan y articulan los constructos histdricos, epistemolégicos, cognitivos y didacticos, con el fin
de facilitar por medio del ejercicio y aprendizaje de los objetos matematicos introducidos en el
aula, que los estudiantes desarrollen una serie de competencias y habilidades que permitan la
constitucion de un ser humano integral, capaz e identificado dentro de un contexto especifico
identitario, en donde sus concepciones contribuyan a la construccién de un tipo de sociedad
especifico previamente establecido por las convenciones territoriales, culturales y politicas del

lugar donde convive en sociedad.

Mediante este andlisis se desarrolla el rastro de manera apropiada de la puesta en juego
de todas aquellas cosas que se relacionan dentro de los objetos componentes del contenido
identificando su historia desarrollada, su origen como herramienta, pero ademas su concepcion
epistemolodgica en tanto que se relaciona con un contexto social particular, ademas de que si este
es constituido como un conocimiento susceptible de ser transmitido dentro de la cultura, es
porque su aceptacion pasa por su importante capacidad de brindar distintas posibilidades como

potencialidad presente, futura y pasada para la constitucion de una sociedad humana. Ademas de
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todo lo anterior cada uno de los conceptos mencionados es reflejado mediante el sistema de
simbolos propios que enriquecen los distintos sistemas de representacion sobre los cuales el

objeto adquiere su cardcter manipulativo.

Tomando como referencia a Rico & Lupiéfiez (2008) mediante el anélisis de contenido,
ellos expresan que:
Se capacita a los futuros profesores para que, a partir de la informacion obtenida
en el andlisis de contenido previo y del conocimiento sobre matemaéticas escolares y sobre
su aprendizaje, enuncien y organicen las capacidades que ellos esperan que desarrollen

los escolares de secundaria sobre ese tema matematico. (p.37).

2.2.1.1.4 Andlisis didactico de instruccion:

El (ADI) de acuerdo con lo expuesto por Stuart (2023b) consiste en el desarrollo de las
tareas en materia de disefio, seleccion y secuenciacion. Mediante la fase de analisis de este
componente, siguiendo las ideas de Rico 2013, se pueden acoplar los elementos que se deben de
considerar para la adecuada y correcta planificacion de la unidad didactica (UD). (citado en
Preciado, 2016, p.92). Las propuestas aqui realizadas deben reflejar en la labor del docente una
correcta gestion de sus recursos tanto tedricos, como pedagdgicos y didacticos con el fin de
identificar, definir y recopilar aquellos elementos necesarios para el disefio, elaboracién y

aplicacion de las actividades matematicas en el aula (Stuart, 2023).

2.2.1.2 Modelo Van Hiele
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El modelo Van Hiele desarrollado por el matrimonio de Dina y Pierre Van Hiele, utiliza
de acuerdo con lo descrito por Jaime (1993), en el documento Aportaciones a la interpretacion
y aplicacion del Modelo de Van Hiele: La ensefianza de las isometrias en el plano, dos fases
fundamentales puesto que se combinan como dos componentes descriptivo y metodoldgico, o

también denominado este Gltimo como instructivo

De acuerdo con Vargas & Araya (2013) encontrar una manera de apoyar a los
estudiantes a mejorar la calidad de su razonamiento al momento de trabajar elementos
geomeétricos, pues proporciona pautas para organizar el curriculo educativo y asi ayudar al

estudiante a pasar desde un nivel propuesto a otro (p.81).

Estos niveles se organizan de manera secuencial y son recursivos entre si, facilitan
evaluar el progreso de los estudiantes, ademas de que por medio de su componente instruccional
el profesor investigador puede guiar el disefio y organizacion de las experiencias de aprendizaje
adecuadas para el progreso del estudiante. Deben ser planteadas unas actividades secuenciales
que permitan el desarrollo de los aprendizajes siguiendo los niveles de razonamiento del
estudiante, esto porque ningun nivel de razonamiento es independiente de otro y no es posible
saltarse ninguno: el individuo debe pasar y dominar un nivel para subir al siguiente. (Vargas &
Araya, 2013).

Se podria a grandes rasgos definir que de acuerdo con Stuart (2023, p.48), algunas de las

propiedades resaltantes de este modelo podrian ser:

e Secuencialidad: Es decir, se define un camino o progreso estructurado, a manera que se
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necesita un avance lineal para transcurrir entre cada nivel, de lo contrario se podrén
generar rompimientos en los esquemas mentales por el desarrollo rupturas en el

desarrollo del razonamiento geométrico.

e Progresivo: Para avanzar de un nivel de razonamiento a otro, es necesario alcanzar las

competencias definidas en el nivel anterior.

e Intrinseco-Extrinseco: Las competencias y conocimientos alcanzados en determinado

nivel de razonamiento, orientaran el desarrollo del siguiente nivel.

e Lingistica: Cada nivel de razonamiento se caracteriza por su unicidad en el lenguaje

geométrico empleado y la significacion en los diferentes niveles.

e Emparejamiento: Para abordar determinado nivel de razonamiento, es necesario
reconocer el nivel inicial de los alumnos, donde se considera fundamental incorporar las

fases de aprendizaje para ese nivel

La naturaleza dual de este modelo permite la aplicacién de un marco tedrico desde el cual
se organizan unos esquemas mentales Illamados razonamientos, por medio de los cuales el
profesor tendria una herramienta con la cual identificar el nivel de aprehension de sus
estudiantes, en el proceso de aprendizaje de la geometria. EI razonamiento geometrico de los
estudiantes se distribuye en una serie de niveles. Para dominar el nivel en que se encuentra y asi

poder pasar al nivel inmediato superior, el estudiante debe cumplir ciertos procesos de logro y
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aprendizaje (Vargas & Araya, 2013.p.81).

Los niveles de razonamiento son estructurados en 5 niveles o etapas, ordenados de forma
secuencial, siendo que ademas dentro de cada nivel se afiaden una serie de fases con las que se
pretenden, de acuerdo con Vargas & Araya (2013) medir los niveles de control de las
competencias con los que se verificara la capacidad de construccion de los conceptos y esquemas
geomeétricos.

Estas fases inmersas dentro de cada nivel de razonamiento serdn denominadas fases de
instruccion, en esta etapa prescriptiva “se ha de aclarar que las fases no son exclusivas de un
nivel sino, en cada nivel, el estudiante comienza con actividades de la primera fase y continua
asi, de tal forma que al terminar la fase cinco debe haber alcanzado el nivel de razonamiento
siguiente (Jaime, 1993).

Desde la perspectiva del modelo de VVan Hiele, una propuesta de desarrollo geométrico
debe construir una relacion de sus elementos, de manera que conserven una secuencialidad.
Debe tener un propésito bien dirigido, definido y concreto por parte del instructor, con el cual
escalar recursiva, ordenada y estructuralmente en un proceso de razonamiento que lleve al
estudiante a interiorizar de forma rigurosa unas competencias especificas de las ciencias de la
geometria, desarrolladas por medio de un conocimiento particular de objetos, propiedades y
representaciones geomeétricas.

Se presentan a continuacion la definicion de cada uno de los niveles de razonamiento
presentados por Vargas y Araya (2013), quienes se inspiran de Fouz y De Donosti (2005), Jaime

(1993), Jaime y Gutiérrez (1994) y Beltranetti, Esquivel y Ferrari (2005).
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1. Visualizacién: Relacién de los objetos (como entidades estrictamente plausibles) con
esquemas del entorno inmediatamente reconocibles. No existe una separacion de la
representacion y el objeto y por tanto no es palpable la construccion de un aprendizaje particular
sobre el objeto, se condiciona la construccion del objeto a la existencia de este en la realidad de
cada estudiante. Es sumamente importante el trabajo con elementos manipulativos. La
adaptacion del lenguaje aqui, a manera personal podria resultar un tanto particular, ya que la
aparicion de vestigios sobre formalidades, no deberian considerarse como la construccion de un

nivel avanzado, dada la secuencialidad del modelo.

2. Analisis: Aqui aparecen las primeras manifestaciones de abstraccion, pero en un nivel
muy elemental, se asume que desde esta perspectiva el estudiante debe identificar la aparicion de
las propiedades elementales de los objetos, sin embargo, todavia es necesario recurrir a ciertos
niveles de manipulacion con los elementos. La utilizacion del lenguaje se encuentra todavia

desprovisto de una formalizacién propia del lenguaje matematico.

3. Deduccion informal: Aparecen relaciones entre las propiedades identificables, pero ya
no solo desde un elemento, sino que incluso se pueden relacionar propiedades de varias
subelementos de un mismo objeto de estudio. La clave en este punto del desarrollo de los
elementos del razonamiento radica en que todavia no se logran identificar de manera directa la
aparicion de un lenguaje especifico matematico, a pesar de que desde este punto ya se debe
poder realizar seguimiento a la realizacion de demostraciones hechas por otros, e inclusive se
deben poder replicar de manera casi exacta. En este momento se deben sustituir los esquemas de

representacion manipulativos y por lo tanto se puede pasar a un sistema abstracto y desligado en
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estricto sentido de la construccion de un objeto cotidiano o real.

4. Deduccién formal: Es aqui donde el estudiante est4 en capacidad no solo de seguir
esquemas de deduccion o demostraciones realizadas con anterioridad, sino que debe estar en
capacidad de construir sus propias demostraciones dentro de los esquemas construidos en el
propio dominio escogido de desarrollo. El estudiante cuida con cautela el rigor del lenguaje
formal utilizado y logra manipulas sistemas de representacion Gtiles dentro de la geometria que
trabaja. La principal diferencia con el ultimo nivel nace de la propiedad clausurativa del campo,
es decir, de que, dentro del dominio a pesar de construir esquemas propios de rigor, todavia no se
prueba la capacidad de extrapolar estos esquemas conceptuales construidos en campos diferentes

de la geometria.

5. Rigor: Desde aqui se debe generalizar en diversos campos y sistemas incluso,
adaptando el lenguaje de formalidad en cada sistema de representacion. Aqui lo importante seréd
reflejar el dominio del sistema construido dentro de un dominio particular y la capacidad de

generar una trazabilidad con otros sistemas de representacion.

Para lograr la verificacion de la obtencion de cada nivel de razonamiento se plantea una
serie de niveles prescriptivos, que permitan construir un esquema de seguimiento secuencial y
verificable que garantice la construccion y desarrollo en el alumno de cada etapa del
razonamiento. Es importante recordar que la etapa del razonamiento no depende de la edad o
estadio del desarrollo, si no que depende del nivel de aprehension que se tienen sobre las

competencias desarrolladas para la obtencion del aprendizaje de cada objeto y elemento
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geomeétrico. Estas fases son descritas de acuerdo con las investigaciones en Vargas y Araya
(2013).
Fase De Informacion.

Sobre este momento del desarrollo de cada nivel de razonamiento se establece un punto
de partida sobre el cual se debe garantizar: El presupuesto cognitivo desde el cual se trabaja

con los estudiantes el desarrollo de cada fase es aqui donde se garantiza la aptitud para
desarrollar la competencia posterior, pues hay que recordar la capacidad de secuencialidad y
recursividad del modelo. Se debe evaluar el campo de estudio sobre el cual se sitda el contexto
del trabajo, analizar el presupuesto intelectual e informativo sobre el cual se trabaja el desarrollo
de la estructura del objeto, los materiales sobre los cuales se trabaja y ademas el tipo de

problemas que se buscan abordar en cada nivel.

Fase de Orientacion Dirigida.

Es aquel momento del trabajo donde la intervencion y rol del docente se vuelven
fundamentales para el desarrollo de su rol de guia u orquestador dentro de la intencionalidad del
trabajo planteado. Aqui se considera fundamental el planeamiento realizado, pues se verifica la
pertinencia del fendmeno didactico a analizar, se busca situar concretamente las competencias a

desarrollar de forma explicita por cada docente.

Fase de Explicitacion.
Desde aqui se empieza a construir una fase de retroalimentacion evidenciada en la
capacidad de los actores de intercambiar ideas sobre los temas desarrollados en las actividades

orientadas, se justifican y evaltan las conclusiones planteadas en la fase de exploracion y
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desarrollo. Es supremamente importante evaluar desde aqui la construccion de la experiencia

previa pues desde aqui se debe lograr construir experiencias desde las anécdotas previas.

Fase De Orientacion Libre.

Desde aqui se logran diferenciar aquellos momentos desde los cuales la memorizacion, la
repeticion y la mecanizacion no son la Unica herramienta desarrollada y por lo tanto si se ha
logrado ir culminando el objetivo a alcanzar en la etapa para seguir en el proximo nivel de
razonamiento el estudiante debe resolver el problema de forma auténoma, complejizando la
actividad al cambiar de entorno, adaptando lo conseguido en un contexto a otro similar, pero de
estructura diferente. Tener en cuenta que no significa pasar al siguiente nivel, sino verificar el

nivel de apropiacion de la estructura, sin necesidad de una réplica desprovista de razonamiento.

Fase De Integracion.

Se debe lograr integrar el conocimiento obtenido en los pasos anteriores, pero buscando
generalizar e integrar los conocimientos en diversos contextos, apelando a la recursividad, es
decir, aplicando lo aprehendido y aprendido en el desarrollo del nivel de razonamiento ubicado.
No se deben afiadir elementos, aqui todo debe ser parte del presupuesto construido acorde al
nivel.

Como propdsito se plantea la articulacion de conceptos disciplinares especificos del
campo de la educacién matematica, asi como también la integracion de otros conceptos extra
disciplinares que favorezcan la variedad de representaciones para un mayor rango de
maniobrabilidad en la manipulacion de los recursos. Retomando la idea planteada por Stuart

(2023) se define a la idea de material como todos los aparatos 0 medios de comunicacion que
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pueden ayudar a describir, entender y desarrollar conceptos matematicos en el aula. (Valenzuela,

2012, p.23).

Es importante destacar la importancia de incorporar el modelo de Van Hiele en el
desarrollo de actividades didacticas enfocadas en el concepto de radian. Este modelo facilita la
planificacion de actividades que permitan a los estudiantes avanzar en su comprension del radian
como un objeto matematico, progresando desde una experiencia inicial con los elementos
geomeétricos que permiten su concepcion hasta la identificacion de su relacién como un valor
adimensional de naturaleza en los nimeros reales. En particular, se espera que las competencias
que se desarrollan desde la matematica escolar converjan y se fortalezcan por medio de la
movilizacion de elementos tales como la razon, las propiedades de la circunferencia y la

definicion de unidad de medida.,

Se espera, ademas, fortalecer las bases teoricas y practicas de las habilidades
matematicas por medio de la manipulacion y analisis de conceptos relacionados con el radian,
que requieren un mayor nivel de abstraccion. Este enfoque permitiré a los estudiantes
comprender no solo la medida angular en términos de radianes, sino también las relaciones

geomeétricas y matematicas que subyacen en su uso y aplicacion.

La teoria de VVan Hiele, con sus niveles cognitivos, proporciona una herramienta util para
reflexionar sobre como los estudiantes aprenden el concepto de radian. En este caso, se propone
avanzar hasta el nivel Il (Analisis) del modelo, lo que implica que los estudiantes no solo

reconoceran el radidn como una medida de angulos, sino que también identificaran las relaciones
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y propiedades asociadas con el mismo en contextos geométricos. Este proceso puede dar un
contexto al docente desde donde reflexionar su rol en la ensefianza de este concepto, permitiendo
movilizar conocimientos matematicos y didacticos de manera mas efectiva en el aula. Ademas,
el modelo Van Hiele ofrece una guia estructurada para que el docente, a través de las fases de
aprendizaje, alcance la fase V (Integracion), consolidando asi la comprensién de los estudiantes

y promoviendo una innovacion curricular y didéctica en la ensefianza del radian.

2.2.1.3 Unidad didéctica

Una unidad didactica de acuerdo con lo expuesto por Segovia y Rico (2001) en Bedoya
(2022) es definida como “una unidad de programacion y actuacion docente constituida por un
conjunto de actividades que se desarrollan en un tiempo determinado para la consecucion de
unos objetivos especificos” (Segovia y Rico, 2001, p. 87). En esta convergen todos aquellos
elementos tedricos, practicos, aquellas habilidades y destrezas propias del quehacer del docente
profesional en matematicas, que requieren del uso de su formacion académica, incluso en sus
diferentes facetas, de manera que se pueda permitir flexibilizar el rango de alcance del objetivo y
utilizar el conocimiento adquirido como un elemento aportante de reflexion para la continua
mejoria de las actividades planteadas, utilizando las evidencias para sistematizar las
experiencias, con el fin de alcanzar los objetivos particulares de investigacion sefialados con

anticipacion.

Para el caso del presente proyecto, la construccion de una unidad didactica por medio de

la aplicacion de un modelo local de analisis didactico, pretende que los estudiantes de grado

decimo de secundaria ejerciten sus destrezas y habilidades asociadas con el desarrollo del
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pensamiento geométrico — espacial y métrico, para que por medio de la construccion de concepto
de radién, que moviliza los conceptos de circunferencia, razon, rotacion y conjuntos numéricos y
sistemas numéricos, identifiquen la importancia de dicha unidad de medida como agente
articulador entre el concepto de razén trigonométrica y funcién trigonométrica, ademas de

identificar las propiedades asociadas a la representacion variacional de dicha funcién.

Siguiendo la propuesta de Bedoya, E. (2022) por medio de esta UD se pretende
identificar si aquellas competencias y estructuras movilizadas por medio de la construccion del
significado del radian permiten entender la naturaleza de las unidades angulares utilizadas en la
construccién de funciones trigonomeétricas, cruciales al momento de trabajar con la matematica
ciencias puras y derivadas. La estructura de unidad de didactica que orienta el desarrollo de este
trabajo de grado fue orientada a partir de la propuesta de Stuart (2023b) bajo las ideas del
modelo local de andlisis didactico de Bedoya (2022), estard compuesta de la siguiente manera:

e Titulo

e Presentacion y descripcion general

e Anadlisis curricular (concreciones curriculares, modelo didactico pedagdgico).

e Objetivos (generales y especificos).

e Recursos (humanos, bibliogréaficos, tecnoldgicos, etc.)

e Anélisis didactico de contenido.

e Analisis cognitivo (competencias, errores y dificultades).

e Analisis de instruccion: Orientaciones didacticas (basadas en el modelo didactico
pedagdgico).

e Secuencia de actividades (Actividades de introduccion, motivacion y diagnostico;
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actividades de desarrollo; actividades de evaluacion y actividades de apoyo y
ampliacion).
e Reflexion autocritica y evaluacion de la unidad.

e Referencias bibliograficas.

2.2.2 Contenido Matematico

2.2.2.1 Radian

Seran expuestos a continuacion aquellos términos, conceptos, teoremas, definiciones y
propiedades sobre los objetos componentes del objeto matematico a analizar, el radian. Se toman
como referente las investigaciones de Meneses (2010) quien toma como referencia los trabajos
de Akkoc (2008), Fi (2003), pero sera centrada la mirada en las relaciones fenomenoldgicas
descritas por H. Alyami (2024), quien define la relacion conceptual entre la naturaleza medible y
cualitativa de la medicion de un angulo. Asi, por medio de un analisis de lo expuesto por estos
autores y agregando reinterpretaciones propias sobre la fenomenologia que envuelve al concepto
de radian como una medida angular en un sistema numérico real, se presenta a continuacion el

esquema desde el cual el radian es presentado al momento de definirse:

2.2.2.1.2 Estructura conceptual del radian

Tabla1
Construccion de la unidad de medicion del angulo a partir de su concepcion y
representacion.

De acuerdo con su concepcion Descripcion
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Vision Cualitativa del angulo

Cuando el dangulo es conceptualizado como un objeto
geomeétrico, se pone énfasis en su concepcién desde la
relacidn de las representaciones geométricas. Aplicando
el razonamiento computacional de Smith & Thompson
(2008), se podria construir una imagen de angulo como
una propiedad de la rotacion la simetria o la proporcion

entre partes de un sistema geométrico

Vision Cuantitativa del &ngulo

Desde esta perspectiva el angulo es conceptualizado con
un atributo medible, es decir no es concebido solamente
como un elemento fundamental que da forma y
estructura a las configuraciones geométricas, sino como
una medida que utiliza un proceso de cuantificacion

(proporcionalidad, particion o iteracion)

De acuerdo con su representacion

Representacion Cuantitativa

Cuando se construye la representacion cuantitativa del
angulo se toma en consideracion aquellos procesos que
reflejan una cuantificacion por medio del establecimiento
de una unidad de medida o con un patron de
comparacion. Por lo anterior se toma en cuenta al angulo
como un proceso derivado de la proporcionalidad,

particion y/o de la iteracion.

Representacion No Cuantitativa

Son aquellos procesos donde la construccién de la
representacion del dngulo no permite establecer un
patrdn de cuantificacion, es decir, asignan una
representacion iconica, que no necesariamente esta sujeta

a una construccion cuantitativa de una unidad.

Nota. Alyami, H (2024). Radian n: Concept images evoked by quantitative

representations of radian angle measure. Mathematical thinking and learning

Tabla 2.

Esquema conceptual de las representaciones trabajadas para construir el

concepto de radian.

De acuerdo con la representacion del

Herramientas Relacion con la representacion
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radian

Representacion No Cuantitativa

Representacion Cuantitativa

Sistemas de

conversién en grados

El angulo es construido a partir de su
construccién tradicional como una abertura
de un segmento inicial, y se asume en
grados dado que se utiliza el sistema
tradicional sexagesimal. El radian se
piensa como una conversion.

Arco y su longitud

Refiriéndose al angulo medido como el
arco subtendido por la linea original y su
rotacion. Esta medida se toma después de
ser construido y es desconocida, pues no se
considera la magnitud del radio, por lo
tanto, su construccién ha sido geométrica y
no proporcional, haciendo pensar al radian
como un arco sin relacion con el radio.

Radian como nt

Se toma a la medida del radian a partir de
pensar que 7t es una unidad de medida y no
un numero real, por lo que se piensa al
radian como una unidad de medida con
como base. Esta construccion es

cuantitativa porque aparece el concepto de
magnitud

Longitud de arco y

radio (NUmero real)

Se construye al radian en su significante
como una relacién entre la cantidad de
veces que cabe el radio en el arco
subtendido por el angulo central resultado
de la rotacion del segmento radio inicial.
El radi&n se convierte en una proporcion

Trigonometria del

triangulo rectangulo

La representacién del radian podria estar
pensada de manera que al construir la
rotacion de un segmento el triangulo
formado se piense como un triangulo
rectangulo isésceles.

Nota. Alyami, H (2024). Radian m: Concept images evoked by quantitative

representations of radian angle measure. Mathematical thinking and learning
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Asi pues, de acuerdo con las representaciones conceptuales propuestas por Alyami
(2024), los sistemas de representacion por medio de los cuales se construyen los preceptos (Tall
& Vinner, 1981) del concepto de radin, se subdividen en tres categorias las cuales son la
representacion cualitativa, la representacion cuantitativa y la representacion cuantitativa basada
en la equivalencia. A partir de la primera representacion, se incluyen todos aquellos sistemas
cognitivos que permiten concebir al radian como una figura geométrica directamente relacionada
con el arco proporcional subtendido por el &ngulo central, y su construccion por medio de la
relacion e interaccion de los objetos extraidos de aquellos elementos caracteristicos de la

circunferencia.

Luego se encuentra la representacion cuantitativa, la cual permite asociar a aquellos
elementos geométricos que son compositivos del radian, unidades de medida que pueden dar
pistas sobre la relacién proporcional clave entre la longitud de arco que subtiende el &ngulo
central y la longitud del radio de la circunferencia contenida en dicho arco, sin embargo, todavia
no se han asociados concretamente los elementos para definir esta proporcion y por tanto, se
puede llegar a pensar en este nivel al radian como una propiedad del circulo més pero
desprovista de su naturaleza como una magnitud proporcional, por otro lado se podria pensar
como una medicion de un segmento de la circunferencia medida en & radianes. Lo anterior
deriva en situaciones donde se concibe al nimero © mas como una variable que como una

constante de proporcionalidad.

El altimo nivel, que se encuentra en la tercera fila a la izquierda, permite referenciar que

aunque el siguiente paso se encuentra todavia en la categoria de las representaciones
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cuantitativas, es importante profundizar en una relacion entre los elementos cuantificables del
circulo, pero entendiendo de forma explicita la construccién del radian como una magnitud cuya
medida nace de la equivalencia proporcional entre la magnitud del radio de cualquier
circunferencia y la magnitud del arco acotado por un angulo central, denominado unidad, el cual
permite que el cociente entre las dos longitudes sea igual a uno, permitiendo obtener una
magnitud angular versétil, ademas de clave para construir angulos de naturaleza real, es decir,

que pertenezcan al conjunto de los nimeros R (Reales).

Definicion 1 (dngulo): De acuerdo con Pachuca H. & Zubieta B. (2020), se retoma la
idea de angulo como la rotacién dirigida o direccionada de una semirrecta sobre un punto de
origen denominado Vvértice del angulo. Asi pues:

Sea el punto O y el punto A dos pares de puntos a partir de los cuales se construye la
semirrecta OA. Constrlyase la semirrecta OB iniciando desde O, de manera que OB sea el
resultado de aplicar una rotacion a 0A utilizando como centro de rotacion al punto O y como
vector de direccion a c. Asi pues OA sera determinado como el lado inicial del anguloy OB

como el lado terminal.

Figura 5.
Construccion del angulo £AO0B.
- Lada imieial A
B oA e
..r::-\ .____..-.---""-
OB o=

.

Lt termenal o ‘.
fl’. ..".. Lacho |r'l|1:N
_ el e
. - P
o OA \E‘K

Laslhly i

=4

Nota: Construccion propia, realizado en GeoGebra.
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Definicion 2 (Medida angular):

“Dada una semirrecta 04, y un nimero r, existe una inica semirrecta OB no contenida en
la semirrecta anterior, tal que (2AOB) = r, siendo r un nimero en base sexagesimal o
perteneciente a los reales denominado unidad. De acuerdo con la definicion hallada en el libro
Precalculo quinta edicion de Stewart, Redlin & Watson (2007), “un angulo de medida 1 se
forma al rotar el lado inicial de una revolucion completa... medida de este angulo en radianes
(abreviado rad) es la longitud del arco que subtiende el angulo” (p.468), las magnitudes
establecidas son el sistema sexagesimal y el sistema ciclico, utilizando los radianes.
Definicion 3 (Sistema sexagesimal):

Los grados sexagesimales son aquellos que provienen de la particion en 360 partes del

circulo, es decir, son aquella unidad que mide la cantidad de rotacion aplicada a un segmento
. - 1 P . e g ,
aplicando una proporcion de ponel tomando como base al nimero 60 subdividiendo al circulo

en partes de 1°, que a su vez se dividen en 60 partes de 1 minuto 1°, y que a su ve se dividen en
60 partes de 1 segundo 1°°.

Figura 6:
Modelacion del concepto del grado Sexagesimal.

Siendor, T € R, se establece que r<T r=T/k

m(2AOB) = r (1°)

m(2AOA) =T (1°) = 360 (1°) =360°

Nota: Construccion propia, realizado en GeoGebra.
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Definicion 4 (Principio del supremo):
Sea X un conjunto de manera que X={e >x = x € X}, ahora definase al conjunto C,

como el conjunto donde C, ={q =c = c € C,}.Por dltimo, definamos al conjunto S =
Uxex Cx

Es decir, S sera el conjunto de las uniones de todos los subconjuntos de X . Por ultimo
S # @ dado que Cx + @ , ademas si S # Q entonces g + 1 # Cx. Si Ip A (m < p) entonces

pECx > mEeECx = pES.

Por la definicion anterior g = Sup X, es decir que g es el superior del conjunto de x

Teorema:
Sea X ={ s :p,q € Zsiendo q # 0} es decir por definicion X € Q , X es el conjunto o
un subconjunto de los nimeros racionales.
Axioma: Sea X € Q
Sid(p,q) = (a,b)V (a,b) € X, (p,q) es cota superior de X.

Si 3(p,q) <(a,b)V(ab) € X,(p,q) es cota inferior de X.

Se dice que X € Q es acotado, si es acota superior e inferiormente

Definicion 5 (Cortadura de Dedekind):
Sea S un conjunto tal que S € Q es cortadura de Dedekind, entonces S es una cortadura
Si:
1) S#0,S#Q

2) S no tiene maximo
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3) SigeSyp<gqgentoncesp €S

Nota: Se podria ejemplificar un conjunto cortadura como: SeaA={q€ Q:q*> <2},
este conjunto no tiene supremo en Q, entonces podria decirse que sea un conjunto

—>
B={re Q:r< qg?siendo g? < 2} entonces A es cortadura de B.

Definicion 6 (numeros reales de acuerdo con Dedekind):
Sean Ay S cortaduras (Def.5), se definen las operaciones < +, .> como:

* A+S={p+q:peA qes}
o —S={g€ Q: —q escota superior no supremo de A }

o AS={ve Qv<0ov=pq,donde pq =20yp €A, q€S}

Dado que Ay S cumplen con las propiedades y definicion de un cuerpo entonces se
define a
R={Q U T}

. Siendo Q = {Z :p,q € Zsiendo q # 0})

ConT = {UyexA:Aes el conjunto de todas las cortaduras no acotadas en Q }

Definicion 7 (circunferencia):
“Sea O un punto tal que O = (h, k), ysea r € R . Se define a la circunferencia como

c={P=(BcR*/6"B ER O—-h?+ B-k?=r2}

Al desarrollar (8 — h)?2 + (B — k)? =72 laecuacion candnica de la circunferencia se

define como: 02+ B +nB + kB +t = 0. Ademas 6 = {6,041, .. 0,17, 0j 1 (ns1): 1Y
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B = { B By By Bn+1}. Por lo anterior ademasde 6" B e R, 6B c R

Definicion 8 (Circunferencia unitaria o goniometrica):

SeaC={P=(6,p)c R>/B6"BER B-—h)?+ (B—k)>?=72 A r €R}con
centroen O = (h, k). Sih=0, k =0, yr =1, se define a la circunferencia unitaria como

Cu= { P =(6;, B) c R% /(6;" B, € R)" (6% + B2 = 1)}, tal que 6;, B R,
siendo R, ={vj eR:—-1<j <1AR,c R}.

Figura 7:
Construccidn gréafica de la circunferencia unitaria

P(e; , Bi)

Nota. Construccion propia, realizado en GeoGebra.

Definicion 9 (Arco):
Sea P € C siendo C una circunferencia (def. 4). Tdmese ahora los puntos P, PB,,P; € P,

siendo P = {P,,P,,P;, .. Px: P = ([0 —0x1;[B— Bl A [0" B €R]). Sedefinealarco s =
PyPB, P;, como una porcion del circulo C, tal que m(s) = m (PgP, B,) = o (r) , siendo a =

m(2P,0 P;),V (P,,0,P;) € C ysiendor=m (OP).
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Figura 8: Construccion geométrica de la nocion de arco

Bi-

Nota. Construccion propia, realizado en GeoGebra.

Definicion 10 (Perimetro de un circulo):

Sea C una circunferencia (def.4), sea s un arco (def.5) tal que s = (PoP, P, ). Se define

entonces al perimetro del circulo como

P(C)={§ SC:VYP=(0,p) €

C,P €s Am@)=tr,t,r eR}

Sis = (PoP;P,) entonces m(s) =m (P,P;F,) siendo P, =(6,B), P, = (6;,B,)

con r siendo el radio del circulo m(r) = /(6 —

h?+ (B—k)?.

Figura 9: Modelacion figural de la nocion de perimetro

Pi = (i, Bi)

= 8- WE 4 -k

B
m (PoPRR)

Po=(6.B)

-8

= (h k)

-B

Nota. Construccion propia, realizado en GeoGebra
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Definicion 11 (Proporcion del numero m):

Sea C una circunferencia (def.4), sea r el radio del circulo, se traza una cuerdaD =2 r

siendo

D = P,P,, pero PP, =P, 0 + OP,, sim (PyP;P,) es el perimetro del circulo (def.6),
se puede establecer una relacion tal que m (PoP;Py) =nD y m (PoP;P,) = n2r.Sin
embargo,n =kD donde n = 3,14159 ... siendo n = . Por lo anterior m (PP, P,) = 27mr
siendo m (PoP; P, ) el perimetro del circulo (por def. 6).

Figura 10.
Representacion geométrica de la proporcién del Didmetro en la circunferencia

1415¢
2D \ )[] 4159...D

Nota. Construccion propia, realizado en GeoGebra.

Definicion 12 (Radian):
Siendo C = {P=(6,B) c R?/(B"B eR)"[(6—R)*+ (B—Kk)?=7%]: r €R}
Seasunarco tal que m(s) =m (P,BP,) = ar,sir =1, entonces m (PoP;P, ) =

aq (1)
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Se ha establecido que el perimetro del circulo es m (PoP; Py ) = tr = 2mr, pero como r
=1m (PoP;Py) = 2m, siendo m (PoP;P, ) < m (PoP; P, )y, por tanto

m (PoP;Py) = k [m (PoBP; )], es decir k [2mr] = m (PoBP, ), parael caso de la
circunferencia unitaria reemplazamos la medida del arco y el radio y nos quedaria que:

m (PoPjPy) _ ar

2T 2T

k =

o

Por lo anterior, definimos al radian como a. = {Vo; € R: o = 2—}.
s

Definicion 13 (Geoplano Circular):

De acuerdo con Velazco (2018), una correcta definicion para el concepto de geoplano se
aplica en Potoy et al, (2007), al considerar que esta herramienta “es un recurso didactico
para la introduccion de gran parte de los conceptos geométricos; el caracter
manipulativo” (p.25). El geoplano es un recurso instrumental manipulativo del tipo
concreto, el cual consta de una tabla donde se ubican clavos a distancias equitativas desde

el centro hasta sus extremos (Velazco,2018, p.69).

Capitulo 111

3. Marco Metodologico

En este capitulo se detallan aspectos metodologicos y practicos de caracter transversal en
el marco del desarrollo de la propuesta de trabajo de grado, con el objetivo de concretar una
propuesta de innovacion curricular y didactica. Para este trabajo, se considera fundamental

emplear un disefio metodologico que se enmarca en una propuesta de modelo local de analisis
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didactico y la sistematizacidn de experiencias docentes, una estrategia metodoldgica de

investigacion-accion basada en la investigacion cualitativa en educacion matematica.

Para el desarrollo del presente trabajo se ha optado por adoptar un enfoque de
investigacion de caracter cualitativo, que pueda mediante un sistema de investigacion - accion
aplicar un método de sistematizacion docente, con el fin de conformar un marco metodoldgico
de investigacion que brinde una alternativa para concebir las practicas tradicionales de
investigacion e innovacion curricular. EI enfoque desde la reflexion critica, la evaluacion y la
observacion de la experiencia docente, se plantean con el objetivo de construir herramientas de

mejora y abordaje de las practicas de aula del docente en formacidén de matematicas.

Se tiene como objetivo que mediante el analisis de un objeto enriquecedor y movilizador
de reflexiones de tipo didactico, cognitivo y practico como lo es el radidn como medida angular
importante en el argumento de una funcion trigonométrica de variable real, se puedan
caracterizar algunos elementos de comprension, interpretacion y aprendizaje para que por medio
de la construccion de la presente unidas, se logren mejorias en la formulacion de précticas de
docentes de matematicas.

3.1 Modelo local de anélisis didactico:

Es el modelo local de analisis didactico utilizado e interpretado en la propuesta de este
trabajo de grado, como una herramienta crucial en la proposicion de estrategias de formacion
para docentes de matematicas. Como consecuencia se pretende facilitar la implementacion de
propuestas de innovacion didactica y curricular, pensadas como parte crucial de interpretar esta

herramienta como un modelo que contribuye a mejorar la actividad investigativa y practica para
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la ensefianza de las matematicas. El concepto de radian es propuesto como un objeto matematico
clave para movilizar competencias relacionadas con el trabajo del pensamiento espacial,
geomeétrico, métrico y los sistemas de medicion, lo que lo convierte en un foco de reflexion
didactica y pedagdgica sobre aquellos elementos que el docente debe considerar para su
adecuada inclusion en las matematicas escolares como eje articulador para el desarrollo de la

comprension de las funciones trigopnométricas como funciones de variable continua.

La concepcion del disefio de modelo local de analisis didactico implementado en este
trabajo de grado se basa en la seleccion y analisis del contenido matematico del radian,
interiorizado por medio de una investigacion estructurada en diferentes dimensiones que se
consideran pertinentes para el analisis didactico de la fenomenologia asociada a este objeto

matematico.

En primer lugar, desde una dimension curricular, se seleccionara el contenido
matematico del radidn en funcion del grado de escolaridad en el que se trabajara, integrandolo
con los objetivos del ciclo escolar y relacionandolo con otros temas, como las transformaciones
geométricas y las funciones trigonométricas. En segundo lugar, desde una dimensién didactica,
se analizara la estructura conceptual del radian, sus diferentes representaciones (geométricas,
numeéricas, simbdlicas) y los fendémenos que se pueden modelar con él, destacando su
importancia en la medicién angular y su relacion con las funciones seno y coseno. Finalmente,
desde una dimension cognitiva, se identificaran las dificultades, obstaculos o errores que los
estudiantes suelen enfrentar al comprender el radian, tales como su naturaleza continua y su

relacion con el circulo unitario, lo que permitira adaptar las estrategias pedagdgicas.
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A través de esta sistematizacion y el analisis didactico, se buscard implementar recursos
didacticos manipulativos y digitales que faciliten la visualizacion y comprensién del radian como
una unidad de medida fundamental en las funciones trigonométricas de dominio real y continuo.
En particular, se enfatizara en actividades que promuevan el pensamiento geométrico y espacial,
tales como la representacion del radian en el circulo unitario, como una razén entre longitudes y

su conexion con las funciones trigonomeétricas.

3.2 Sistematizacion de experiencias docentes
En el desarrollo de este trabajo de grado, se considera pertinente la aplicaciéon de una
metodologia de investigacion basada en la sistematizacion de experiencias docentes,
entendiéndola como una estrategia y a su vez una herramienta metodologica de investigacion

cualitativa que se nutre de diversas estrategias de indagacion, incluyendo la investigacion-accion.

La estrategia de investigacion accidn incluye componentes tedricos y practicos, de los
que cabe destacar aquellos que favorecen la investigacion como método de formacion en
didactica de las matematicas, por medio de la cual se genera un contenido que retroalimenta la
practica pedagdgica y la reflexion en el campo; facilitando la generacion de conocimientos a
partir de la revision y/o analisis del proceso de orquestacién didactica del profesor de
matematicas, comprendiendo la composicion de este fendmeno de orquestacion desde sus fases

de planificacion, elaboracion y aplicacion.

La sistematizacion de experiencias docentes se organiza en cuatro momentos (fases)
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clave, siguiendo la propuesta de Bedoya (2013):

e En lafase nimero uno, se realizara la preparacion y planificacion metodoldgica
del proceso de sistematizacion, estableciendo un marco de referencia para la
investigacion.

e En lasegunda fase, sera llevada a cabo la recuperacion y reconstruccion de la
experiencia, lo que implica documentar y fundamentar conceptualmente el trabajo
realizado.

e Para la tercera fase, serd enfocado el ejercicio en el analisis e interpretacion de la
informacidn, permitiendo movilizar y desarrollar conocimientos esenciales sobre
la practica docente.

e Ensu cuarta y Ultima fase, se procede a la potencializacion y socializacién de los
resultados, comunicando los hallazgos de la sistematizacion, incluyendo

propuestas de mejora y la fundamentacion conceptual y procedimental.

Se pretende mediante este enfoque caracterizar algunos elementos de reflexion desde
aquella fenomenologia propia de la practica en el aula a partir de la ensefianza del radian, pero
movilizadas por una visualizacion mas amplia de la fenomenologia de la didactica de las
matematicas que genere inquietud por una transformacion e innovacion curricular en la
ensefianza de las matematicas, como una estrategia de formacion para profesores de
matematicas.

Sera aplicado el modelo de sistematizacion de experiencias docentes, desde la aplicacion
de la propuesta de Bedoya (2013), demarcando cuatro fases a ejecutar las cuales se describen a

continuacion:
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Fase de planificacion: Se plantea realizar un andlisis preliminar centrado en el radian
como contenido matematico escolar, lo cual es fundamental para delimitar la problemaética de
investigacion dentro del marco conceptual previamente establecido, un modelo local de analisis
didactico que integre elementos del modelo de los VVan Hiele. Asimismo, son definidos los
intereses de la investigacion identificando los aspectos de tipo conceptual, metodolégico y
procedimental que dirigen el proceso de sistematizacion. Seguido a lo anterior se elabora un
marco conceptual en base a la atencion de las necesidades e intereses que movilizan a este
trabajo de grado, considerando las tres dimensiones fundamentales del mismo, la curricular,
desde el contexto social de la idiosincrasia donde es concebido el trabajo, la matematica, desde la
fenomenologia movilizada por el objeto en su concepcion epistémica y la didactica, como
aquella que aterriza el conocimiento matematico en el aula y lo analiza desde la fenomenologia

de su relacion con la ensefianza y aprendizaje en la misma.

Fase de Accion: Para esta etapa con la informacidn recolectada sera ejecutada la fase de
planeacion, creacion y aplicacion de la prueba piloto de la unidad didéctica, tomando el radian
como objeto matematico central. Durante esta etapa, se profundiza en los aspectos tedricos y
practicos que facilitan tanto la planificacion como la construccién de la unidad didéactica,
realizando una aplicacion tedrica y practica del modelo local de anélisis didactico, con el fin de
que las actividades planteadas sean concebidas a la luz del analisis de diversos factores tales
como los contextos (curricular, institucional y de aula), el contenido matematico (enfocado en el
radian), los actores involucrados (profesor y alumnos) y los recursos didacticos (manipulativos y

tecnoldgicos) que sustentan el disefio de la unidad. Sera incluido como un componente
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importante para el disefio y concepcion de la estructura de la unidad el modelo de desarrollo del
pensamiento geométrico de los Van Hiele, desde la articulacion de algunos de sus componentes

como base para la construccion de las actividades.

Fase de Observacion: En esta fase, el objetivo es realizar una valoracion generalizada de
la experiencia docente durante la aplicacion de la unidad didactica, con el fin de recolectar
informacion importante que permita la reflexion y andlisis de resultados a posteriori. Por medio
de la aplicacion de las actividades de la unidad en un aula del colegio seleccionado en grado
décimo de escolaridad, ademés de un diélogo planificado entre pares, a través de un grupo focal
de docentes, se planea enriquecer y observar aquellos resultados obtenidos a la vista de la teoria
aplicada desde el marco metodoldgico. Los docentes seleccionados para el ejercicio dialdgico
tendrén la funcion de aportar desde su experiencia en el aula con la ensefianza del radian y su
relacion y formacion con los fendmenos asociados a la ensefianza del radian, una

retroalimentacion de los planteamientos realizados en la investigacion de la tesis presente.

Fase de Reflexion: En este Gltima etapa, se pretende generar una reflexion puntual
entorno a los resultados obtenidos con el fin de dar cumplimiento al objetivo central de la
investigacion, el cual consiste en caracterizar elementos conceptuales ( de tipo tedrico) y
procedimentales ( de naturaleza practica) basicos para disefiar un modelo local de analisis y
conocimientos didacticos, que se concrete en una unidad didactica sobre el radian y el
movimiento circular uniforme, como estrategia de formacion inicial para profesores de
matematica escolar. Por medio de la formulacién de estas conclusiones, seran planteadas algunas

consideraciones y reflexiones relacionadas a la movilizacion de competencias profesionales para
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el ejercicio del profesor de matematicas, destacando ademas algunas posibles mejoras a
considerar en la concepcion del disefio de la unidad con el fin de trabajar el radian como un

objeto matematico importante para generar reflexion didactica en el aula.

3.2.1 Descripcion de Contextos, Participantes y Estrategias de Recoleccion de Informacion

La descripcion general de los elementos articulados para el desarrollo de la
sistematizacion de experiencias docentes, sera expuesta por medio de los diferentes componentes
a considerar, estos son el contexto sociocultural y curricular (macro y micro) desde donde se han
movilizado todos los elementos del fendmeno ambiental de la propuesta de analisis,
considerando que aunque la unidad no ha sido aplicada directamente en una institucion
educativa, si fue construida en torno a la propuesta educativa institucional de una institucion
educativa de la ciudad, con el fin de movilizar un medio cotidiano y realista que sirva como
referente curricular y contextual. A continuacion, se describen algunos elementos de dicha

institucién educativa:

3.2.1.1 Caracterizacion General: contextos, participantes y recoleccién de los datos

El centro educativo Industrial Luis Madina es una institucion de la ciudad de Cali,
ubicada en la Cra. 94 # 4C-04 del barrio Meléndez, comuna 18. Como tal, hace parte del pie de
monte de la cordillera occidental, entre las cuencas de los rios Meléndez y Cafaveralejo, esta fue
fundada en 1969 por el padre y servidor misionero Luis Madina quien contaba con una
especializacion en psicologia infantil y contaba con una gran experiencia en tratos con jovenes

vulnerados.
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Esta institucion posee un enfoque humano con fundamentacién en valores cristianos,
sentido social y la preparacién para afrontar el mundo universitario o laboral, apoyandose en la
metodologia pedagdgica similar a las instituciones de educacion superior. Las areas de trabajo
convergen en este objetivo, por ello desde cada una se nota el aporte en la construccion de los
elementos, espacios y herramientas para lograr la integralidad en la formacion que ofrece la

institucion como estrategia educativa.

Misién

Sera reconocida en la ciudad de Cali como una institucion Arquidiocesana con
proyeccion universitaria, experta en procesos educativos en torno a la formacién de lideres y
gestores de paz desde el sentir de la iglesia.

Vision

Sera reconocida en la ciudad de Cali como una institucion Arquidiocesana con
proyeccion universitaria, experta en procesos educativos en torno a la formacion de lideres y
gestores de paz desde el sentir de la iglesia.

Institucionalidad y Comunidad:

Lograr reconocimiento en la comunidad como una institucion formadora de personas
integras con vision humanista apoyada en el evangelio. Generar aportes a la comunidad por
medio de las actividades sociales, profesionales y pastorales desarrolladas por la poblacién

estudiantil.

Académico: Fortalecer el modelo educativo, en pro del posicionamiento y

reconocimiento por el desempefio pedagdgico y sus resultados académicos. Generar
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metodologias y didacticas de encuentro que faciliten la formacion integral en la comunidad

educativa.

3.2.1.2 Modelo Pedagogico:

La institucion cuenta con una modalidad de bachillerato técnico, ofreciendo como
modalidad de articulacion a la educacion superior la modalidad técnica en electricidad, mecanica

automotriz, industrial, sistemas y gestion empresarial.

Enfocado desde el modelo de las pedagogias activas, se pretende aplicar desde los
referentes teoricos del modelo de Maria Montessori, el modelo Waldorf y el modelo Reggio
Emilia, un conjunto de técnicas y metodologias, cuyo principal objetivo es convertir al nifio en el
protagonista de su propio aprendizaje, por medio de la aplicacion de técnicas para realizar clases
innovadoras basadas en la experiencia y en situaciones reales se pretende desarrollar en ellos
habilidades y actitudes significativas. La metodologia de disefio es basada en la unidad de
aprendizaje como estructura guia y la fase practica de su modelo toma como referente el
aprendizaje invertido, descrito en su PEI como un enfoque pedagdgico en el que la Instruccion
directa se realiza fuera del aula y el tiempo presencial se utiliza para desarrollar actividades de

aprendizaje significativo y personalizado.

3.2.1.3 Contexto del Aula:
Las aulas de la institucién educativa tienen una capacidad para albergar a entre 35 y 40
estudiantes, con una disposicidn tradicional de tablero al frente de tipo acrilico y sillas

individuales alineadas. Sin embargo, cuentas con tres talleres de tipo industrial, donde existe
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equipamiento para la realizacion de ejercicios de soldadura, troquel, ensamblaje y construccion y
disefio de equipos de mediana y baja complejidad industrial. Ademaés, cuenta con un edificio de

sistemas con 8 salas de computo equipadas con entre 20 y 25 computadores cada una.

3.3 Recoleccidn de la informacion.
Estructurado mediante la aplicacion de una metodologia de sistematizacion de
experiencias docentes, el proceso de recopilacion de los datos necesarios para la realizacion de

este trabajo de grado fue realizado a partir de los siguientes puntos:

Fase de planificacion
Se realiza un proceso de compilacién de informacién mediante una exhaustiva revision
documental, enfocandose en adquirir e indagar los datos relevantes que permitan identificar los
aspectos curriculares relacionados con el trabajo del objeto matemaético del radian propuesto en
el contexto micro y macro del curriculo del pais. También se realiza una recopilacion de la
informacion sobre investigaciones y trabajos previos de los aspectos didacticos y matematicos
relevantes inmersos en la fenomenologia educativa y aplicada del radian. Se considera una
revision documental y de recursos distribuida de la siguiente manera:
1. Reuvision de los documentos institucionales establecidos por el Ministerio de
Educacion Nacional (MEN) desde el aspecto curricular general o macro; el
Proyecto Educativo Institucional (PEI) de la institucion tomada como referencia
para la construccion de la propuesta, junto con el plan de area de la institucion. Se
anexa ademas un documento de planeacion de la clase como un referente para

evaluar los contenidos propuestos en torno al trabajo con el radian en la
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institucion.

2. Revision de documentos e informacion referente sobre la concepcion, definicion y
aplicacion del modelo local de andlisis didactico como una estrategia de
formacion de profesores. Se anexa ademas la revision documental sobre la
concepcion, definicion y aplicacion del modelo de desarrollo del pensamiento

geomeétrico de los Van Hiele.

3. Compilacién y revisién de informacién relevante sobre la ensefianza del radian
propuesta en libros de texto de las matematicas en diferentes grados de

escolaridad y en otros campos de aplicacion como la fisica e ingenieria.

Fase de accion:

En este punto es importante generar la movilizacion de aquellos elementos necesarios
para la construccion de la unidad didactica basada en el trabajo con el objeto matematico del
radian, por tal motivo, es desarrollado un trabajo de campo en la institucion educativa
seleccionada, con el fin de obtener una contextualizacion del proyecto educativo, desde donde la
construccién de la unidad adquiere un enfoque particular para ser aterrizado en una necesidad
dentro de un entorno. Sera realizada una revision de los planes de estudio y documentos
institucionales, observando cémo es desarrollada la propuesta de trabajo del radian en el
curriculo del aula, por medio de esta observacion se establece un marco teérico que guiara el

desarrollo del contenido.
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Con la informacion obtenida, revisada y depurada, se procedera a construir la propuesta
de unidad did&ctica integrando los elementos curriculares propuestos desde los documentos
encontrados, estos documentos brindados por la institucion educativa serdn incluidos en la sesion
de anexos y utilizados como referentes para la construccion de algunos elementos tales como

propositos, objetivos y referentes curriculares.

Fase de observacion: En esta fase de observacion seran aplicadas las actividades
propuestas en la unidad (teniendo en consideracién el tiempo disponible que permita la
institucion educativa), dentro de un aula de grado décimo del colegio, para observar aquellos
elementos a considerar importantes para la planeacion de las actividades. Luego por medio de un
grupo focal de docentes, incluyendo a uno que pertenece a la institucion educativa referente, se
realizara una retroalimentacion de las experiencias vividas en el aula y de las experiencias
percibidas por los docentes al desarrollar la actividad por medio de los recursos con los que
cuentan. A partir de las experiencias aportadas por los docentes, estos tendrén la oportunidad de
incluir diversas perspectivas, considerando su vision y estilo de ensefianza. Las interacciones se
registran mediante notas o grabaciones de forma individual o generalizada (dependiendo del
tiempo disponible de los participantes), garantizando la captura de aquellas reflexiones que
surjan como un método de retroalimentacion sobre las practicas pedagogicas propuestas en la

unidad.

Fase de reflexion:

Como parte final del trabajo, sera propuesta una reflexion final sobre la fenomenologia
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identificada desde la perspectiva didactica dentro de la ensefianza y el aprendizaje del radian y el
concepto de medida angular. Lo anterior serd realizado a partir de la caracterizacion de los
elementos encontrados para el disefio del modelo local de analisis didactico, siendo ademas
importante revisar la incidencia y alcances de la integracion de algunos elementos del modelo de
los VVan Hiele, como una estrategia de guia para la elaboracién del disefio de la unidad didactica
propuesta. Las categorias de modelo local y la integracion del modelo de los VVan Hiele son

relevantes en tanto que estan alineadas con los objetivos de la investigacion.

De la misma forma, seran presentadas algunas conclusiones y generalidades que emergen
de la retroalimentacién por parte de los pares al realizar una prueba piloto con la unidad didéctica
siguiendo el marco propuesto en el trabajo. Estas conclusiones responden a los objetivos
especificos de la investigacion y se enfocan en los resultados obtenidos durante la
implementacién. Se pretende que, durante las sesiones de dialogo, la observacion de las practicas
pedagogicas permita a los docentes reflexionar sobre los métodos aplicados por ellos y sus
colegas al momento de ensefiar y aprender sobre los objetos de radian y medida angular.
Mediante la puesta en marcha de este proceso de retroalimentacién se pretende la promocion de
una cultura de colaboracién, que permita la generacion de ideas innovadoras, que fortalezcan las
habilidades de investigacion al transformar las practicas de aula en un proceso de aprendizaje
colectivo y constante.

Capitulo IV:

En este capitulo seran presentados aquellos resultados obtenidos de la propuesta de

disefio de un modelo local de analisis didactico, con el objetivo de aplicar un método de

investigacion practico y teorico, que permita obtener componentes importantes de reflexion en el
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aprendizaje y ensefianza del radian en el grado décimo de escolaridad; siendo un objeto
matematico que moviliza elementos fenomenoldgicos del campo de la didactica de las
matematicas. Para lo anterior, se articula como un resultado del trabajo, la propuesta de una
unidad didactica, que aplique las consideraciones derivadas del modelo local disefiado, pero,
ademas, incluya como una guia metodol6gica para su construccion, elementos del modelo de

desarrollo de pensamiento geométrico planteado por los Van Hiele.

4.1 Presentacion de resultados y analisis:

La construccion de la propuesta de unidad didactica ha sido concebida con el objetivo de
movilizar aquellas competencias que permitan alcanzar el nivel 11 de razonamiento del modelo
de los Van Hiele, el cual se denomina como de “ANALISIS”, y describe como un logré obtenido
en su alcance que el estudiante en este nivel podrd, identificar la aparicion de las propiedades
elementales, para este caso del radian, por medio de la manipulacién de sus elementos
compositivos. La utilizacién del lenguaje en este nivel se encuentra todavia desprovista de una
formalizacion propia del lenguaje matematico, por lo que la descripcion de los elementos,
aunque posean una mayor profundidad en la descripcion de las relaciones de sus elementos,
todavia no se piensan desde un rigor matematico estricto, de hecho, se pretende la identificacion
de los elementos geométricos de las propiedades del circulo, inmersas en la naturaleza métrica
del radian.

Cada una de las actividades sera aplicada siguiendo el modelo instruccional planteado por

Van Hiele, estructurandose de la siguiente manera:

Fase de informacion:

Se propone en esta fase facilitar la retroalimentacion y la recoleccion de informacion para
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que a partir de lo trabajado se logre identificar las bases y conocimientos desde donde se
construyen las actividades pensando en la secuencialidad. La actividad # 1:” El estudio del cielo
en el desarrollo de la cultura humana”, pretende por medio de la presentacion de una pequena
historia sobre los métodos de medicion utilizados en la antigiiedad para fenémenos periddicos,
contextualizar la necesidad de investigar las propiedades de un movimiento circular y de esa
manera lograr en la actividad # 3: “Comprendiendo las medidas de un giro”, retroalimentar
mediante los conocimientos expuestos en el texto sobre la historia del radian y las ideas que los
estudiantes presenten, los presupuestos tedricos con los que cuentan los estudiantes para avanzar
en el reconocimiento de la importancia de los fendmenos periddicos circular y la necesidad del
radian en la medicion de angulos en base distinta a la sexagesimal, para analizar el

comportamiento de estos fenémenos.

Fase de orientacion dirigida

En esta fase entra en juego la orquestacion didactica de los materiales y elementos por
medio de los cuales el profesor, busca la obtencidn de herramientas para lograr el avance en el
desarrollo de las habilidades que se pretenden alcanzar. Esta fase podria ser transversal a todas
las actividades, dado que, en muchos momentos de las mismas, es necesario contar con una
instruccion o guia por parte del profesor que permita la realizacion de las tareas propuestas. Sin
embargo, pensando en las generalidades se considera que propone la actividad # 2:
“Construccion de razén de circulo y medida angular” y la actividad # 4: “Movimiento de una
llanta”, son quienes mejor representan las actividades estructuradas como método de orientacion
asistida, pues buscan que los estudiantes puedan relacionar la magnitud del arco subtendido por

el angulo, con la cantidad de desplazamiento lineal realizado por una rueda. Se pretende mostrar
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indicios sobre la proporcidn directa que surge entre la longitud horizontal del camino y la
porcién de perimetro demarcada por el giro. Se empieza construyendo la relacion entre la medida
del perimetro y el nimero pi, demarcando en este la constante proporcional de veces que cabe el
radio siempre en el perimetro del circulo, para luego introducir la idea de medida angular en
radianes. En la actividad # 3, se introduce la relacion que existe entre la altura alcanzada por el
punto inicial del objeto que realiza el movimiento, respecto al punto de equilibrio del
movimiento con el fin de introducir de manera indirecta el concepto de funcién periddica y la
importancia que esta tiene al analizar el comportamiento de la particula para su utilizacién en la

actividad # 6.

Fase de explicitacion:

En esta fase se busca que los estudiantes logren relacionar las propiedades trabajadas en
los puntos anteriores en sus producciones escritas y orales, de manera que se puedan encontrar
elementos descriptivos de sus formas de ir apropiando las herramientas trabajadas en la fase de
orientacion didactica sobre el concepto de radian y su relacién con los movimientos periddicos.
En este punto en particular se pide a los estudiantes también el socializar sus resultados para que
pueda existir una retroalimentacion con sus pares que contribuya al fortalecimiento de su propio
lenguaje, sin desconocer su nivel de razonamiento que para este caso seria el primero que
obedece al de la visualizacion. Para lograrlo se ubican en la actividad #1, actividad # 3, actividad
# 4 y actividad # 5, unos espacios con preguntas, donde se espera que los estudiantes puedan
responder haciendo uso de las herramientas desarrolladas en cada actividad y favorecer la
discusion entre pares al momento de comparar sus resultados con los comparieros que los

acompafian. El desarrollo de la actividad en estos puntos permitira que el profesor facilite el
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trabajo en grupo.

Fase de orientacion libre:

Para las actividades desarrolladas en esta fase se plantean problemas de tipo aplicativo,
donde por medio de la concepcion de la solucién, se puedan encontrar las relaciones explicitas
que den paso a la integracién de la unidad de medida del radian como una unidad necesaria y
fundamental para analizar propiedades de los movimientos peridédicos como el movimiento
circular, dando un predmbulo a la construccion de la funcién trigonométrica de variables real.
Podria decirse que en la mayoria de las actividades existe un momento, previo al final, donde se
permite a los estudiantes aplicar las herramientas brindadas en cada actividad construida, asi
pues, en la actividad # 1, en las preguntas 4 y 5 se da la oportunidad a los estudiantes para
proponer una solucién al problema enunciado. En la actividad # 2, después de la explicacion del
profesor por medio de las instrucciones alli consignadas, se da un espacio para que los
estudiantes puedan llenar las tablas anexas con los resultados obtenidos de su experimentacion y
aplicacion de las actividades. De la misma forma sucede en las actividades # 3 y # 4, donde es de
crucial importancia el andlisis de las instrucciones y la puesta en marcha de la experimentacion

para la obtencién de las respuestas.

Fase de integracion:

Se entiende que para este Ultimo paso los estudiantes deben integrar el conocimiento
obtenido en los pasos anteriores, pero buscando generalizar e integrar los conocimientos en
diversos contextos, apelando a la recursividad, es decir, aplicando lo aprehendido y aprendido en

el desarrollo del nivel de razonamiento ubicado. Para permitir la aplicacion de este ultimo
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momento crucial en el modelo, se propone en la actividad #5 Y # 6, una serie de actividades
situadas en el contexto de un juego de feria mecéanico del movimiento de una llanta, llamado la
“rueda de la fortuna”, aqui se disponen una serie de problemas los cuales se pretenden solucionar

con la utilizacion de los elementos previamente trabajados.

Como se plantea desde el inicio se propone que mediante la aplicacion de las anteriores
actividades los estudiantes logren alcanzar el nivel Il de razonamiento, por lo que para lograrlo
deberén ejercitar el nivel | de razonamiento denominado visualizacion, siendo que las
actividades 1 y 3 se han pensado en tanto que mediante el encuentro con la historia de los
fendmenos periddicos y el radian, y el reconocimiento de sus partes los estudiantes puedan ver
sus propiedades y relacionarlas para el alcance del nivel de “ analisis” de donde no solo deberan
reconocer la existencia del fenémeno sino las propiedades que de este desprenden.

4.2 Andlisis didactico curricular: Contextualizacién del curriculo en torno a lo planteado
por el MEN y el PEI institucional:

El curriculo nacional de Colombia ha construido su marco teérico alrededor de las
competencias matematicas y no de los contenidos (Campo & Lasso , 2014), por lo anterior es
necesario identificar la manera en la que el curriculo propuesto por el MEN (2006) sugiere debe
ser abordado el trabajo a realizar con los conceptos de funcion trigonométrica y la razén
trigonométrica, ya que se debe sefialar que, aunque la funcién esté sefialada de manera explicita,
la razon se propone con un trabajo elaborado de forma implicita; esto porque se construye
seflalando aquellos aspectos de comparacion, representacion y uso de medidas en los triangulos y
circunferencias. Es necesario abordar la relacion entre los lados de un tridngulo, los angulos, la

longitud de arco, la semejanza de triangulos (Campo & Lasso, 2014). Asi pues, se realiza una
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reconstruccion por medio de un esquema MPD (Metas, procesos y desempefios) de la

articulacion curricular construida en la propuesta de unidad didactica:

Tabla 3.
Esquema MPD (Metas, procesos y desempefios)
Presupuestos Derecho ) .
. L L Bvidenciasy
Contenido Teoricos - Procesos , Bésico de
- o Estandar . logros del Tiempo
Matematico Conocimiento Generales Aprendizaje dizaie
Previos y Medios (DBA) aprendizy
GeometriaPlana: Angulos Modelacion, +Establezcorelacionesy| *Reconoceal *Bxplora,enuna H tiempo limite
+Poligonos Gircunferencias Razonamiento, diferenciasentre radidncomo | situacionofenémeno |  planteado parala
+Transformaciones: Longjtud dearco Comunicacién, | diferentes notaciones de | unidad demedida | devariacion periddica, | realizacion deesta
Rotacionesy NGmeros reales Resoluciony nimerosrealespara | angularyconoce | valores, condiciones, | unidad didacticaesta
traslaciones Unidades demedida | Pl@nteamientode | decidirsobresuusoen | susignificado relacioneso bsadaen laintensidad
Sistemas de Medicion: Perimetro dela problemas unasituacion dada. geométrico comportamientos,a | horariasemanal dela
*Unidades demedida circunferencia *Describo ymodelos travésdediferentes | docentequedictala
*Equivalencias Raz6n yproporciones fendmenos periddicos a = representaciones. asignaturaen la
Sistemas numéricos delmundoreal usando | Comprendey +Calculaalgunos | institucion educativa
*NUmerosreales Medios: relacionesyfunciones | utilizafunciones | valoresdelasrazones | seleccionadacomo
Fotacion trigonométricas. paramodelar senoycosenopara | referente. Hlatiene
Traslacion *Resuelvo yformulo fenémenos angulosnoagudos, | cinco (5)horasde
Sistemas de problemas que periédicosy auxiliandosede clasede45 minutos
equivalencias involucren magnitudes justificalas angulos dereferencia reloj cadauna,
Rezones cuyosvaloresmediosse |  soluciones. inscritosen el circulo | brindando untotal de
Trigonométricas suelen definir unitario. 3horascon45
GircunferenciaUnitaria indirectamentecomo minutosreloj yun
(Circulo Goniométrico) razones entrevaloresde tiempo deuna
Runciones otras magnitudes semana
trigonomeétricas

Nota. Estandares Basicos de competencias (MEN, 2006), DBA (MEN, 2017). Elaboracion

propia

4.3 Analisis de contenido:

Al constituir el modelo local de anélisis didactico para el trabajo del radian contemplado

para este trabajo de grado, en esta seccion del analisis de contenido se pondra un especial énfasis

en la observacion detallada del contenido matematico escolar a desarrollar, y para ello seran

planteadas tres subcategorias de analisis las cuales seran: estructura conceptual y relacion de

contenido, contenido histdrico y epistemoldgico, ademas del estudio de su fenomenologia y

contexto.
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4.3.1 Estructura conceptual y relacion de las medidas angulares

Al momento de concebir una estructura conceptual del radian, se hace necesario el
reconocimiento de aquellos elementos que permiten articular la fenomenologia principal que es
movilizada por medio de las representaciones que se construyen como iméagenes conceptuales
(Alyami, 2024), representaciones visuales y simbolicas que se necesitan para entender al radian
en su espectro. De acuerdo con la informacion recopilada sobre aquellas representaciones
cuantitativas y cualitativas del radian, se toma a consideracidn que existen unos ndcleos centrales
desde los cuales la representacién geométrica, algebraica y métrica del objeto matematico a
trabajar se construyen, estos ndcleos son: la circunferencia, la circunferencia unitaria, rotacion en

el plano, definicion de arco, definicidén de la magnitud de unidad de radio, y funcién enrolladora.

Siguiendo las ideas de Alyami (2024), al momento de construir un esquema proceptual
(Tall & Vinner, 1981) del concepto de radian, se lograron hallar tres categorias principales que
constituyen los esquemas de representacion y por ende de concepcion de la imagen de radian de
estudiantes en formacion para profesores de matematicas. Esos esquemas estan ordenados en tres
categorias generales: una concepcion cualitativa del radian, una concepcion cuantitativa
estrictamente y por ultimo otra concepcién cuantitativa del radian, pero basada en la
equivalencia. Al realizar un andlisis de estos esquemas de representacion desde la vision de
Alyami (2024) se logra visualizar al radian como una entidad geométrica fundamentalmente
conectada con el arco y su proporcionalidad en el &ngulo central, movilizando herramientas
geométricas y de medicion importantes para el desarrollo de competencias cruciales en la

escolaridad.

La representacion cuantitativa, por su parte, introduce la asociacion del radian con
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unidades de medida, destacando la relacién proporcional entre la longitud del arco y el radio de
la circunferencia. Sin embargo, en este nivel, la nocion de radian puede carecer de precision al
concebirse como una propiedad del circulo méas que como una magnitud proporcional, generando

confusidn respecto al papel del nimero m como constante.

Finalmente, la representacion cuantitativa basada en la equivalencia enfatiza la
construccién del radian como una magnitud derivada de la relacién proporcional entre el radio y
el arco subtendido por un angulo central. Este enfoque permite definir el radian como una unidad
angular clave y versatil, fundamental para describir angulos en el conjunto de los nimeros reales

y comprender su naturaleza proporcional de manera explicita.

De acuerdo con las definiciones presentadas con anterioridad, se pretende por medio
de este trabajo de grado definir una estructura conceptual, que permita concretar por medio de la
construccién del radian como unidad angular una manera de generar reflexion y trabajo sobre el
pensamiento geométrico y pensamiento métrico. Primero se mostrara el esquema de relacion entre

los conceptos propuesto por Alyami y después la definicion y articulacion entre los conceptos
primordiales para la presentacion del radian, identificando las complejidades que existen en estos y a la
vez la necesidad de ir articulando cada uno de los elementos al momento de trabajar con el concepto del

radian en el aula.

Figura 11.

Mapa conceptual de la relacién de la estructura de las representaciones del
radian
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Circunferencia - Rolacitn

Represantacidn
cualitativa Y

Radio —

Perimetro de la

circunferencia
CIRCULD b
UNITARIO Magnitud del Magnitud del
Arco radio
'
Representacion | l
cuantitativa w Proporcion
Mo (Equivalencia) |

r o Y -
R it r w| | Radiin ,." - I
aprasantacion Ll Nimero |
! cuantitativa — *  Real f
L

Sexagesimal - @

Nota. Basado en Alyami, H (2024). Radian ©: Concept images evoked by quantitative

representations of radian angle measure. Mathematical thinking and learning. Elaboracién propia

Circunferencia Unitaria: Una circunferencia es definida como aquel espacio
geométrico donde € = {(8,B) € R: (6 —h)? + (B — k)? = r?} siendo O su punto centroy O
= (h, k). Una circunferencia unitaria es definida como aquella circunferencia donde siendo h= 0,

k=0,yr=1, entonces C, = {(0,p)c R?: 6"B €ERAB? + B2 =1}cond =

03,0501, 01m Ojscuen }Y B=1{ By By By Bprgusny -~ |

Figura 12.
Representacion de una circunferencia unitaria.
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B
o= +|p= =1

LSalEaAng

Nota: Construccién propia hecha en Geogebra

Rotacion: Dado un punto O del plano y un 4ngulo oo = m (£ 6 O B, ), se llama giro de
centro O = (h, k) y amplitud «, a aquella transformacion geométrica denotada como G (O, @), la
cual relaciona a cada punto P (6, ) del plano otro punto RC, (P)=( 0y, 8,) de forma que se
verifique lo siguiente:

1. 0,=( 6 —h) cos(a) — (B —k) sen(a) + h

2. B, = (6 —h) sen(a) + (B —k) cos(a) + k

Nota: La naturaleza de la medida de la magnitud angular no es definida, dado que se
pretende en este nivel construir el concepto de angulo desde su sentido geométrico y todavia no

cuantitativo.

Esta transformacién geométrica contiene una representacion en forma de matriz

(matricial) en R?, esta se denota como:
0 - 6—h h
k) _ (cosa sena)< )+( )
Bk sen a cosa B —k k

Figura 13.
Representacion de la rotacion del radio a partir del angulo central de la
circunferencia
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BICP=ongomenes (6ki By) =Po
g NPT ¢ elp)=p
oK
0=th, k}
Nota.

Construccién propia hecha en Geogebra

Longitud de arco:

Sea C una circunferencia definidacomo C = {(6,B) € R:(6—h)?+ (B—k)? =r?}
(def.4), se construye el arco § = PyP,, P,, como una porcién del circulo C, tal que

m(3) =m (PoP,P)y m(PyB, P;) = a(r) entonces m(s) = a (r), siendo a =
m(£Py0 P;),V (P, 0,P;) € C ysiendor=m (OP). Se establece ademés que si § < C
y VP € C entonces P € 5, por la definicion 6 y la definicion 7 entonces m(8) = 2m r. Pero como se
dijo anteriormente
m(8) = a (r) entonces por trasposicion o (r) = 2w r, siendo que en ambos casos r es el
mismo, se puede deducir que, para una longitud de arco igual al perimetro, m(za) = 2m, es decir
a se puede ver como un nimero real, pero todavia no se ha construido la nocion de radian. Con lo
anterior se deduce que:

1. Sear el radio de la circunferencia C,si elarcoa € C » (3Px € C »a) entonces
m(a) < m(8) ,yademas como (por def.6) m(a) = a; ry m(8) = 2w r entonces por
trasposicion a; < 2m yportanto a; < a.

2. Sise construye un arco b tal que m(b) > 2mr entonces b3 C, puesto que (def. 9y 10) el
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perimetro de C , P(C) = 2m r. El arco b tendra un radio g donde g > ry por lo anterior
2m g > 2mr estando P(C) < m(b).Ademas m(b) =2m (r +k) siendok =g —r

Figura 14: Representacion de las propiedades de un arco con respecto al
angulo

. Pn
m[ﬁ] =m [Pﬁf‘:l PI :] =0 {t}

A

Nota. Construccion propia elaborada en GeoGebra.

Figura 15.
Propiedad # 2 de una longitud de arco mayor a 2nr

m(E) =2n(r + k)

Nota. Construccion propia elaborada en GeoGebra

Unidad de medicion angular: A partir de la construccién de la magnitud del arco se
puede definir una unidad nueva de medicién angular, la cual toma como concepcion la

proporcién invariante de la relacion entre la medida del radio y la longitud del arco, resultado de
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la rotacion del radio a partir de un angulo central que subtiende un arco y un angulo

proporcionales.

Por lo anterior sea § = PyP,, P, (def. arco) entonces m(8) = a (r) siendor e R, rel
radio de la circunferencia tal que § < ¢ (Sea C una circunferencia) y siendo a« = m(2P,0 P;) .
Asi pues, si m(8) = r, es decir la magnitud del arco $ es igual a la magnitud del radio de C entonces:

1. Cémo r = «a (r) entonces o= ; de donde o = 1, se establece al
angulo o como la unidad de medida angular en este sistema.

2. Dado que o se puede expresar de la forma S siendo p,q € Z (Enteros)

congq # 0,entonces o € Q (def.9)yasuvez a € R (def. 11)
3. Pero ademésseael arco @ = PyP; P, donde @ < C, entonces m(a) = y (r), siendo r el
radio de la circunferenciay y = m(£Py0 P;) .Si y = m(a)/r siendo m(a) > r entonces

y=ka=k(1),porloquey € R

4. Asipues,seax={Vy, y= £Py0OP;: m(y) € R }, k es el conjunto de las unidades de
medida angular de naturaleza real (radianes) que cumplen lo siguiente:

k={Vy, y=m(LPy0P;):y =ka " a=@ donde m(8) =r yportantoa=1,ka € R}

Funcion enrolladora o de dar vueltas:
Se define a la funcion F(e): R—C como la funcion que transforma nimeros reales en
puntos (P) del circulo C, , de manera que:
1. Sea C, una circunferencia unitaria y P un punto tal que P € C, siendo P =

(1,0) , ademas sea Po un punto tal que Po € C, y Po = RC, (P) =( 0y, B, ). Entonces 3x
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€ R tal que x = m(PFPo) y por tanto F(x) = B,

Figura 16.

Propiedad 1 construccion de la funcién enrolladora

Po =( 6y, B, )

F x = m(PFPo)

5

>

P =(1,0)

Nota. Construccién propia elaborada en GeoGebra.

2. VX, 3vERtalquev <0y v= m(PLP), pero m(PLP) = — |m(PFPo)|, loque

quiere decir que v = —|m(PFPo)| entonces v = —x . Por lo anterior entonces

F(V) == Bk

Figura 17.

Propiedad 2 construccion de la funcion enrolladora

Po

x m(PFPo)

e
N

m(PF, Py) |m(PL Po)|

Nota. Construccion propia elaborada en GeoGebra.

3. SeaP,F,Po€C, x=m(PFPo), x€ER A x>2m, siendo F(x) =_. Entonces 3 L € C,
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tal que L = (6,,8,), Y m(PLPo) =z, donde z € R. Ademas, por definicion de arco,

existe un arco S de medida m(PLP) = 2m y por lo anterior

x = m(PFPo) = m(PLPo) +

m(PLP),siendo X=2m+ z

Figura 18: Propiedad 3 construccion de la funcion enrolladora

— m(PFPo) = m(PLPo) + m(PLP) < x = 2n+2

z m(PLPo)

Nota. Construccion propia elaborada en GeoGebra.

4. Seav = — |m(PFPo)|, vER A v < —2m, siendo F(v) =B . Entonces 3 P, tal que

P, = (6, Bj), y m(PFP,) =s, donde s € R. Ademas 3 P; tal que P; = (0j4n Bj+n), y

m(PFP;) =ty — |m(PFPo)| = — |m(PFP,)| + (— |m(PFP3)|) ,asiv=s+t

Como x = m(PFPo) siendo P, F, Po € C,, se entiende que de acuerdo con la definicion

de arco (def. 5) m(PFPo) = k (r) , es decirsi k = m(<PO P,)yr=1

x = m(PFPo) = k (1) , lo que quiere decir que x = «.

conjunto de los radianes y:

Asi pues, todas las propiedades de F(e): R—C se cumplen con x = k siendo kel
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k={Vy, y=m(£PyOP)):y=ka " a=@ donde m(8) =r yportanto a = 1,ka € R}

Figura 19.
Definicion del radian como el dominio de una funcién de naturaleza real.

x = m(PFPo)

Nota. Construccion propia elaborada en GeoGebra.

Contenido histérico y epistemolégico

De acuerdo con las investigaciones realizadas por Meneses (2010) y Akkoc (2008) se
considera que la aparicion del radian surge con las investigaciones realizadas por el matematico
y fisico inglés Roger Cotes en 1774, quién a partir de la exploracién de conceptos como la
espiral logaritmica y la relacién entre el arco de un circulo y su radio establece los primeros
elementos que serviran para la fundamentacion del radian, término que se formaliza y
populariza a partir de 1873, cuando el término aparece impreso en examenes del Queen’s

College en Belfast.

Siguiendo ademas con los resultados expuestos por Montiel (2005), Maldonado (2009) y

Weber (2008) se expone que el radian surge de la necesidad de analizar aquellos fendbmenos

fisicos que requieren del analisis de movimientos o elementos periddicos, en donde la razon de
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cambio se daba en una magnitud dependiente de la medida angular, por lo que el cambio del
angulo afecta directamente la construccion de las magnitudes fisicas relacionadas, pero ademas
requiere de manipular las magnitudes con sistemas de medida equivalentes, es decir, cantidades
que cumplan con la propiedad clausurativa, pero ademas tengan un sentido dimensional. EI uso
de arcos y radianes surge a partir de los problemas que trae consigo la matematica de la variacion

y el cambio (Fernandez et al, 2019. Pp. 64).

Siguiendo las ideas expuestas por Montiel (2005), sefialadas por Fernandez (2019), se
justifica la eleccion del radian como una unidad de medida de mejor margen de maniobrabilidad,
dado que su unidad de referencia utiliza una magnitud mucho mas grande, lo que permite
expresar angulos de mayor cantidad con menos operaciones y a su vez permite representar
angulos de menor magnitud con unidades méas pequefias. La simplificacion de muchas formulas
es un beneficio explicito del uso de los radianes como unidad de medida angular puesto que
muchas operaciones como las formulas del &rea para sectores circulares de medida angular
donde en cambio de hacer uso de operaciones mas extensas como (nr*2 a)/360, siendo o una

medida angular en grados sexagesimales; se pueden utilizar operaciones directas y con mejor uso

- - - 2 -
en tanto su equivalencia de operaciones como % siendo que en el segundo caso, el uso del 360

no conlleva a dificultades del tipo ontoldgico, puesto que 360° # 360, siendo el primero un
numero que mide secciones de un circulo en sistema sexagesimal y el segundo un nimero

racional y por tanto real.

Pero ademas de lo anterior un campo desde donde el radian adquiere y toma una

relevancia crucial para la construccion de todo el cuerpo teérico y estructural de la disciplina es
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el campo de las ciencias, y de las ciencias aplicadas como la fisica y la ingenieria. Pues de
acuerdo con Montiel (2005, p.94) aquellos campos cientificos donde la matematica del célculo y
la variacion juegan un papel crucial encuentra dificultades importantes al momento de construir
cuerpos tedricos coherentes, puesto que, siendo la velocidad, la aceleracion y el cambio de
posicion (desplazamiento) razones de cambio al definirse como limite podrian enfrentar

complicaciones si al momento de aplicarlas suceden fenémenos como el siguiente:

. senx . cos(x+h)—cosx . Av
lim lim

x—-0 X h-0 h Ax—0 Ax

Las anteriores operaciones carecen totalmente de sentido en tanto que, si x 0 h no
pertenecen a un sistema numeérico de naturaleza real, las equivalencias construidas carecerian de

sentido, produciendo una incoherencia matematica y l6gica en su construccion.

Se toman ademas algunas consideraciones expuestas por Meneses (2010) sobre la
aplicacion y uso del radian como parte fundamental del uso de identidades matematicas como:

d d d?
— senx = cosx ——COSX = —Senx ——; Senx = —senx
dx dx dx

4.4 Analisis didactico cognitivo
Para la construccion del componente de analisis didactico cognitivo del modelo local de
analisis didactico construido en el presente trabajo de grado, se opta por enfocar la mirada en las
dificultades, errores y obstaculos que surgen en los procesos de ensefianza y aprendizaje del
concepto de radian como una medida angular de naturaleza real. Por lo anterior, se empieza por

definir la perspectiva desde la cual se define a las palabras dificultad, obstaculo y error.
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4.4.1 Concepto de dificultad en matematicas

Para Socas, M. (1997) la concepcion de dificultad en el aprendizaje de las matematicas
moviliza nociones que abarcan diversas situaciones conectadas entre si; acciones como la
planeacion y estructura curricular hasta las particularidades inherentes de la disciplina
matematica, es decir, aquellas situaciones de origen ontologico y epistémico son categorias
susceptibles para la concepcion de una dificultad, pensado como aquel obstaculo repitente que
concibe una barrera o impedimento para la ensefianza y aprendizaje de las matematicas en la
escuela.

Los tipos de dificultades se pueden destacar en subcategorias ligadas al esquema de la
triada planteado por Brousseau para el que hacer propio de la didactica de las matematicas. De
aqui que el primer tipo de clasificacion este asociado a la complejidad de los objetos
matematicos (saber), es decir se plantea una categoria sobre dificultades de origen epistémico.
En el segundo caso estan aquellas dificultades asociadas a los procesos de pensamiento
matematico, que se evidencian en la necesidad de concebir los objetos entendiendo su naturaleza
propia para organizarlos en esquemas de pensamiento l6gico, es decir, la adaptacion y

construccién de los procesos del pensamiento matematico en el contexto de la ensefianza.

En tercer lugar, estan aquellas dificultades asociadas a los procesos de ensefianza para el
aprendizaje de las matematicas, estas se manifiestan directamente relacionadas al caracter
institucional, social y humano del contexto educativo, es decir las dificultades de origen
didactico y del sistema educativo. En cuarto lugar, se tienen las dificultades asociadas a los

procesos de desarrollo cognitivo de los estudiantes, aquellas dificultades que surgen ya no solo
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en la situacion interna del ejercicio del aula, sino también aquellas situaciones que provienen
desde un origen ontoldgico, en el sentido de las relaciones entre esos conocimientos que
permiten al estudiante construir esquemas de asociacion de conocimientos en matematicas. Por
ultimo, se tienen aquellas dificultades asociadas con actitudes afectivas y emocionales hacia las

matematicas.

4.4.2 Concepto de Obstéaculo:

Para el caso de los obstaculos, en Rico y Socas (1997) se establece una directa conexion
con los conceptos de dificultades mediante las denominadas “redes complejas”, definiendo al
obstaculo como la manifestacion practica de la dificultad dentro del campo relacionado (en este
caso el de la educacion matematica). Se establece como aquellos conocimientos que, al ser
enfrentados con otros, se oponen a manera de barrera para lograr avanzar, explorar, ampliar o
construir un objeto, conocimiento, procedimiento complementario o nuevo. Tienen una
naturaleza resistente (Socas, p.137) proporcional al nivel de manipulacién previa de un objeto
matematico cuyo dominio de validez es familiar para el aprendiz, pero invalido por su ausencia
de generalidad y extension en nuevos campos de construccién para dichos objetos. Asi pues
seran clasificados algunos tipos de obstaculos que se consideran pertinentes identificar para el

caso del tratamiento del radian y su fenomenologia.

1. Obstaculo Didéactico: El primero de los tipos de dificultades que sera presentado es
aquel relacionado a lo didactico. Siguiendo a Brousseau (1986), citado en Artigue
(1995), un obstaculo didactico es definido como aquella dificultad derivada de la

manera en la que se presenta el conocimiento matematico a través de los agentes
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compositivos del sistema educativo, es decir, profesores, libros de textos, programas
de estudios, o inclusive la misma institucién encargada de concebir el proceso

educativo. (Tomado de Diaz C. et all, 2010, p.36)

2. Obstéculo Epistemoldgico: Con respecto al Obstaculo Epistemoldgico De acuerdo
con Brousseau (1986) citado en Artigue, M. (1995), entonces un OE, debe ser
concebido como aquel sistema de conocimientos y estructuras conceptuales desde
donde uno de los elementos anteriores a la concepcion del tema a trabajar, en este
caso el del radian, produce una contraposicion con la construccion del nuevo sistema
de creencias y conocimientos del concepto matematico que se pretende abordar.

(Tomado de Diaz C. et all, 2010, p.36)

3. Obstaculos ontogénico o psicogénico (cognitivo): Se hace referencia a aquellos
obstaculos que pueden relacionarse con las caracteristicas y estructuras propias del
desarrollo del nifio. De acuerdo con Socas (1997, pp.136) un OC, sera pensado como
aquello que determine una estructura resistente y predeterminada para la absorcion
del conocimiento matematico como por ejemplo la reorganizacion de las estructuras
para abordar los conceptos como: la linealidad, la jerarquizacion de los conceptos,

operaciones y hasta los mismos objetos.

4.4.3 Concepto de Error:

Se acuerda de manera convencional la concepcion del error como aquella evidencia
palpable de parte del alumno de la construccion de un esquema cognitivo inadecuado y no una
falta de conocimiento (Socas, 2007). Se ha de asumir que el error sera un recurso de aplicacion y

dominio colectivo que no debe enfocarse estrictamente en la eliminacién unilateral del mismo
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por parte del profesor o de las figuras representativas de la institucionalidad educativa, sino
como un recurso altamente valioso capaz de brindar a los actores, relaciones dentro de la
ensefianza para el aprendizaje de las matematicas, de construccion y reflexion mutua. “Los
errores que tienen su origen en una ausencia de sentido se originan en los distintos estadios de
desarrollo (semidtico, estructural y autonomo) que se dan en los sistemas de representacion”
(Rico,1997). Se pueden distinguir en tres etapas distintas: errores del algebra, errores de

procedimiento, errores de tipo afectivo y emocional

Dificultades, obstaculos y errores asociados al trabajo con el radian

En el momento de concebir el trabajo con las unidades de medida angular en el aula se
han podido evidenciar de acuerdo con los trabajos de Alyami (2024), Meneses (2010) y
Maldonado (2011), Akkoc (2008), Weber (2005), que existen una serie de fenomenologias muy
particulares que ocasionan dificultades recurrentes (obstaculos) internos dentro de la
construccién didactica del radian como una herramienta crucial al momento de definir a las

funciones trigonomeétricas de naturaleza real.

Exponen Diaz et all (2009) que respecto a las dificultades internas que presenta el radian,
la transicion de grados a radianes (T: G-R) se establece como una barrera diciente e importante
en el aprendizaje de las funciones trigonométricas, identificando este paso como un “obstaculo
didactico” (OD). Este obstaculo (OD) nace por la falta de explicacion directa, clara y completa
sobre la necesidad de la que surge esta transicion y como se relaciona con las propiedades de las

funciones trigonomeétricas en un contexto de funciones analiticas.
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El estudio del radian como un instrumento pedagdgico muestra la existencia de multiples

dificultades, obstaculos y errores que pueden surgir en las acciones y esquemas de los

estudiantes cuando no se articula adecuadamente las representaciones de naturaleza cuantitativa

y cualitativa, a partir de la cual se construyen los sistemas de concrecion figurativa utilizados

para definir y evaluar las caracteristicas del radian. Aquellos elementos que representan una

dificultad importante a considerar al momento de trabajar el concepto del radian son aquellos

concebidos de la siguiente manera:

La concepcion de medida angular, que desde un inicio se presenta en el aula por
medio del sistema sexagesimal, el cual ademas combina nimeros en base 10 para
representar elementos cuyo cuerpo esta construido en una base sexagesimal. Esta
podria ser considerada una dificultad asociada al caracter de los objetos
matematicos, que a su vez arrastra obstaculos de tipo didactico, puesto que sucede
por la decision conveniente de presentar la medida en grados como la Unica,
enfocandose en su utilidad al momento de construir conceptos como el de la
medida del tiempo, pero descuidando su articulacién futura en otro tipo de

elementos.

El radian no puede solo quedar reducido a una unidad de equivalencia con la
medida en grados, es decir, no debe solo concebirse como una unidad de
transicion, pues si se desconoce su construccion y origen mediante la relacion
entre el arco y el radio en una circunferencia, su naturaleza como nimero real serd

desconocida e intrascendente lo que provocara dificultades de diversas
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naturalezas, empezando por aquellas asociadas a los procesos de ensefianza, que
derivan en obstéculos didacticos. Esta situacion deriva en dificultades en el
desarrollo cognitivo del estudiante puesto que sin la consideracion de la
naturaleza del radian quedaran vacios conceptuales que derivaran en errores
reflejados en la manipulacion de elementos dentro de las funciones
trigonométricas, es decir, es importante revisar la manera en que es presentado y

construido el cuerpo del objeto en el estudiante.

e Larelacion de la unidad del radian construida por medio de la proporcion del
perimetro del circulo con el nimero m, es otra de las circunstancias que esconden
diversas fuentes de dificultades y obstaculos en la manipulacion del radian. La
naturaleza del numero pi (7) debiera estar presente desde el principio y permitir al
estudiante analizar la necesidad de utilizar a este nimero como una constante,
pues si la definicion misma de pi no esta clara, este adquiere el caracter de
variable o de unidad de medida, desconociendo su naturaleza como numero, lo
que no permite realizar operaciones entre nimeros reales. Esta dificultad obedece
a una dificultad asociada a la complejidad de los elementos de las matematicas,
pero también a las dificultades dentro de los procesos de ensefianza; a través de
esta situacion se producen obstaculos de tipo principalmente didacticos, que
pueden estar ocasionados por la manera en la que los procesos de pensamiento
han sido construido por el profesor en los estudiantes, o también en la manera en
la que las estructuras mentales del estudiante absorben y codifican la informacion

que ha sido presentada por el mismo profesor.
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e Toda la anterior fenomenologia de caracter cognitivo, confluye ademas en uno de

los obstaculos mas importantes de sefialar con respecto a la concepcion del radian

como medida angular adecuada y correcta para la funcion trigonomeétrica y esto es

la dificultad asociada a las actitudes emocionales y afectivas hacia las

matematicas, en este caso al uso del radian, pues es resaltado por las

investigaciones antes presentadas que el uso persistente en la primera etapa

escolar de los grados como medida angular, producen un obstaculo intrinseco al

pensar incluso al angulo como un nimero en grados, desconociendo su

representacion y naturaleza geométrica como parte de su sistema de significantes

y simbolos.

Tabla 4.

Esquema concebido de dificultades, obstaculos y errores a destacar en la
concepcion del radian.

Dificultad Obstéaculo Error Objeto Matematico | Representacion
. . ntitativa: Siempr
Dificultad asociada al ) . Cuantitativa: S e. p .e
. . OD (Obstaculo Origenen el . presentada en un inicio
carécter de los objetos N, . Medida Angular
" Didactico) obstaculo en grados
matematicos .
sexagesimales
Asociada a los procesos Cuantitativa y
de ensefianza . ., . Cualitativa:
Ausencia de Proporcion radio y L
oD . . Construccion
. sentido longitud o
Asociados al desarrollo geométrica 'y
cognitivo del estudiante proporcion.
Asociados a los objetos . Ausencia de o
- J OE (Origen . Cuantitativa: Pensar a
matematicos . e sentido . . . ,
epistemoldgico) Relacion del nmero | pi como un nimero o
. . i como una unidad de
Asociados a los procesos Origenen el Pl (™) .
N oD , medida
de ensefianza obstaculo
Asociados a los objetos OC (Origen Ausencia de Cuantitativa y
matematicos cognitivo) sentido ., cualitativa: Manipular
Funcion
triqonométrica de los valores de entrada
Asociados a los procesos oD Origenen el g ) a través de numeros
N . variable real
de ensefianza OE obstaculo reales y representarlos
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en el plano
Asociados a las actitudes Actitudes afectivas
afectivas y emocionales y emocionales

Nota. Basada en Socas (1997) de construccion propia.

4.5 Anélisis instruccional o de instruccion:

Desde la vision de este trabajo de grado, se hace importante presentar las concepciones
desde donde se conciben aquellos “materiales y recursos” con el fin de analizar su utilidad dentro
del proceso de planificacién, elaboracion y desarrollo de la unidad didactica construida. Por tal
motivo seran presentados los conceptos de materiales, funcionalidad y categorizacion de los
materiales (recursos manipulativos, software de geometria dinamica) y por tltimo algunos
elementos reflexivos sobre el uso de material manipulativos como el geoplano circular y applets

como GeoGebra.

4.5.1 Concepto de materiales

Expone Valenzuela (2012) que, de acuerdo con la presentacion de Alsina, Burgués et all
(1998) se piensan o conciben a los materiales como aquellos aparatos 0 medios de comunicacion
que pueden ayudar a describir, entender y desarrollar conceptos matematicos en el aula (2012,
p.23). Desde esta perspectiva para Valenzuela (2012) la nocion de material se define como todos
aquellos objetos fisicos tangibles disefiados con un fin didactico estructurado, que el alumno
pueda tocar directamente con sus manos, ademas de tener la posibilidad de intervenir sobre ellos

haciendo modificaciones (Tomado de Stuart, 2023, p.88).

Entendiendo los materiales como todos aquellos objetos mediadores que son cruciales
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para la planificacién, elaboracion y aplicacion de la unidad didactica, se han considerado los
siguientes materiales como componentes importantes para la realizacion de las actividades
propuestas, estos son: un geoplano circular, 1apiz, regla, hojas de block, transportador, hilo o
cuerda, compas, cartulinas, computador, internet, applet GeoGebra, cuaderno, marcadores,

tablero, proyector de video.

4.5.2 Funcionalidad y categorizacion

Siguiendo la propuesta de Valenzuela (2012) ademas de lo expuesto por Stuart (2023), se
prioriza como una necesidad la categorizacidn de los materiales a trabajar para entender como
estos, por medio de la funcion desempefiada adoptan un papel fundamental en la concepcion de
la unidad con el fin de proponer el disefio de una unidad didactica basada en la concepcion del
radian dentro de un fenédmeno como el movimiento circular, integrando elementos del modelo de

Van Hiele, con el fin de trabajar el desarrollo del pensamiento geométrico, espacial y métrico.

De acuerdo con Valenzuela (2012) la clasificacion de estos materiales manipulativos se
puede hacer de diversas formas y atendiendo a diversos criterios:

1. Segun su funcionalidad, es decir, de acuerdo con el objetivo y la tarea que pueda
desarrollar mediante una estructuracion predeterminada, o mediante una accion de forma libre.

2. Por medio de su versatilidad, es decir, la capacidad que tiene de aplicarse en un mayor
rango de usos, lo que permite la atencion de distintos objetos y conceptos matematicos por medio
de su uso.

3. Distinguiendo entre la naturaleza de sus funciones, es decir, si el material es tangible o
fisico, y si es virtual o no manipulativo (Gonzales, 2010, Citado en Valenzuela, 2012, pp.24)

4. Siguiendo las propuestas de Corbalan (1994), Valenzuela propone una categoria que
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clasifica a los materiales, también en la temporalidad en la que su potencial uso puede brindar
una funcién especifica, es decir:
a) Pre-instruccional: se utiliza para dar apertura a la clase.
b) Co-instruccional: se utiliza para abordar el concepto matematico en el desarrollo
de la clase.
c) Post-instruccional: se utiliza para dar cierre a la clase, con el propdsito de
recuperar elementos relacionados al concepto que se ha venido desarrollando.

(Tomado de Stuart, 2023, pp.87)

Ademas de estas clasificaciones, Valenzuela propone otras tres categorias que para el
caso de lo que se pretende abordar no sera necesario presentarlas. Serd entonces importante
clasificar los materiales desde estas cuatro categorias entendiendo que dentro de las actividades
planificadas en la unidad se hace uso de la articulacion tanto de material manipulativo de

naturaleza tangible, como de recursos virtuales como applets o programas online.

El uso de material manipulativo de caracter tangible obedece a que, por medio de este
tipo de elementos, siguiendo las ideas propuestas por Castro et all (1997) “los modelos como
esquemas o materiales estructurados, tales como materiales manipulativos, permiten la
formacion de conceptos y el desarrollo de procedimientos matematicos” (Tomado de Valenzuela,
2012, p. 26). De acuerdo con Chamorro (2003)

el uso de material didactico en la ensefianza y aprendizaje de la geometria
proporciona otra perspectiva sobre la ensefianza de la geometria al considerar que

existe una heterogeneidad dentro de la sociedad y especificamente dentro de un

115



ANALISIS DIDACTICO, MEDIDA ANGULAR, FUNCIONES PERIODICAS Y VAN HIELE

mismo grupo curso, por lo tanto, el uso de una Unica estrategia no considera las
diferencias que existen entre ellos, y por tanto es necesario recurrir a otros medios

como el uso de materiales. (Tomado de Valenzuela, 2012, p.26)

La unidad didactica propuesta como un medio de concrecion del modelo local de analisis
didactico en base al trabajo con el radian en grado decimo de escolaridad para el trabajo de las
funciones trigonométricas, pretende mediante el anélisis de fendmenos de movimiento periodico
circular, evocar la imagen del radian y sus propiedades. Por lo anterior, el uso de un material que
permite dinamizar, visualizar y articular distintas representaciones es fundamental al momento
de facilitar la manera de absorber la estructura conceptual del radian planteada en el anélisis de
contenido matematico.

El uso del geoplano circular tiene una disposicion de puntos que permite la construccion
de varias circunferencias concéntricas, lo que permite la visualizacion de las propiedades
invariantes de la circunferencia y a su vez dar paso a la construccién mediante la manipulacion
de los elementos como cuerdas, transportador, compas, se da espacio a la construccion de
esquemas representativos que evoquen paso a paso la nocién de proporcionalidad entre radio y
circulo.

Ademas, el uso de herramientas como GeoGebra y el simulador de movimiento de la luna
permiten potenciar el trabajo del pensamiento geométrico, pues de acuerdo con Gutiérrez (2016),
esta herramienta (Geogebra) ofrece representaciones diversas de los objetos desde cada una de
sus posibles perspectivas: vistas graficas, algebraica general y simbolica, estadisticas y de
organizacion en tablas, planillas y hojas de datos dindmicamente vinculadas. (Tomado de

Stuart,2023. p.88). El uso de estos applets en el disefio y aplicacion de las actividades de la

116



ANALISIS DIDACTICO, MEDIDA ANGULAR, FUNCIONES PERIODICAS Y VAN HIELE

unidad, cumplen una funcién importante en los momentos de institucionalizacién de la
informacion, pues gracias a su naturaleza versatil, pues permite el uso de distintas
representaciones y objetos geométricos, permitira al estudiante una manipulacion de los

esquemas presentados de forma mucho mas independiente y retroactiva.

4.6 Unidad didéctica para la enseiianza del radian mediante la integracion del
movimiento circular uniforme como un agente movilizador de pensamiento
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geomeétrico

Unidad N°: 1

Grado De Escolaridad: 10°

Asignatura: Trigonometria

TEMA: Unidades de medida angular — El radian

Objeto Principal: El radian, como una medida angular cuyo sistema de numeracion
pertenece al conjunto de los reales y se representa mediante una longitud de arco proporcional a

la medida del radio.

Tiempo de Aplicacién: Cuatro (4) sesiones de dos (2) horas de clase (Siendo cada hora

de clase de 45 minutos aproximadamente).

Objetos Matematicos Asociados:

- Rectas secantes - Traslaciones en R?

- Circunferencias - Sistemas de medicion
- Longitud de arco - NUmeros Reales

- Rotaciones en R? - Razén

e Angulos y sistema de medicion sexagesimal - Proporcion

Contexto
El desarrollo de esta unidad ha sido planteado mediante la articulacion de la fisica como
un contexto de caracter cientifico y practico, pues se considera a la circunferencia como el

espacio geomeétrico descrito por el movimiento de una particula en movimiento circular,

118



ANALISIS DIDACTICO, MEDIDA ANGULAR, FUNCIONES PERIODICAS Y VAN HIELE

realizando un analisis de fendmenos de movimiento como el de los astros y el de una llanta de un

automoévil.

Estandares Basicos De Competencias:

E.1: Establezco relaciones y diferencias entre diferentes notaciones de nimeros reales
para decidir sobre su uso en una situacion dada.

E.2: Resuelvo y formulo problemas que involucren magnitudes cuyos valores medios se
suelen definir indirectamente como razones entre valores de otras magnitudes

E.3: Describo y modelos fenémenos periddicos del mundo real usando relaciones y

funciones trigonométricas.

Derechos Basicos de Aprendizaje:
. Reconoce al radian como unidad de medida angular y conoce su

significado geométrico

Evidencias De Aprendizaje:
. Explora, en una situacion o fendmeno de variacion periodica, valores,

condiciones, relaciones o comportamientos, a través de diferentes representaciones.

Objetivos de Aprendizaje:

o Identificar en las necesidades cotidianas del ser humano a traves de la
historia, el uso y aplicacion de las propiedades del circulo como un método de modelar
fendmenos periddicos.

o Identificar en el concepto de longitud de arco, una herramienta para
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construir un sistema de medida angular perteneciente al conjunto de los nimeros reales.
o Aplicar un sistema de medicion angular perteneciente a los nimeros
reales, en el planteamiento y solucidn de problemas que involucren mediciones con

unidades equivalentes y dimensionales.

Indicadores de Desempefio:

o Identifica en el comportamiento periddico de la naturaleza, la necesidad de
modelar y analizar las propiedades de la circunferencia y la rotacion.

o Identifica en las propiedades geométricas de una circunferencia la
existencia de un sistema de medida proporcional cuya unidad base es el radio y pertenece
al conjunto de los numeros reales.

. Utiliza el sistema de medicién angular de naturaleza real (Radio) para
predecir la cantidad de desplazamiento lineal, por medio de la relacion directa y
dimensional entre la medida del radio y la cantidad de rotacién del cuerpo (angulo en
radianes).

o Predice el cambio de posicion de un cuerpo que rota en el plano, de
acuerdo con el desplazamiento angular medido en radianes.

o Modela por medio de la prediccién del cambio de posicién de un cuerpo
que, rota en el plano, funciones de tipo sinusoidal y cosenoidal de naturaleza real,

identificando algunas propiedades matematicas.

Actividad # 1: El Estudio del Cielo en el Desarrollo de la Cultura Humana
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Propdsito: Identificar en las necesidades cotidianas del ser humano a traves de la historia,
el uso y aplicacion de las propiedades del circulo como un método de modelar fen6menos
periodicos.

Indicador: Identifica en el comportamiento periddico de la naturaleza, la necesidad de

modelar y analizar las propiedades de la circunferencia y la rotacion

Instruccion:
Observa y presta atencion al video, y compara la informacién con el texto afiadido para
responder las preguntas anexas en la ficha:

https://www.youtube.com/watch?v=GQ Po8FSMr8&ab channel=CuriosaMente

El tema central de Almagesto es la

explicacion del sistema ptolomaico. Segln dicho | A7 7T SSRGS

o ° dq i NALCE
hE

sistema, la Tierra se encuentra situada en el

centro del Universo y el sol, la lunay los ¥
\;~(., e DD |
planetas giran en torno a ella arrastrados por una | o} NG p——
T N
gran esfera llamada "primum movile", mientras SAN. "o
que la Tierra es esférica y estacionaria. A SN e o & |

Almagesto

https://matematicasycosmos.wordpress.com/2013/12/01/el-almagesto-el-modelo-ptolemaico/

Las estrellas estan situadas en posiciones fijas sobre la superficie de dicha esfera.
También, y segln la teoria de Ptolomeo, el Sol, la Luna y los planetas estan dotados ademas de

movimientos propios adicionales que se suman al del primun movile.
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Ptolomeo afirma que los planetas describen oOrbitas circulares llamadas epiciclos
alrededor de puntos centrales que a su vez orbitan de forma excéntrica alrededor de la Tierra. Por
tanto, la totalidad de los cuerpos celestes describen oOrbitas perfectamente circulares, aunque las
trayectorias aparentes se justifican por las excentricidades. Ademas, en esta obra ofrecio las

medidas del Sol y la Luna y un catalogo que contenia 1.028 estrellas

1. ¢Cudl entiendes que es la relacion entre la circunferencia y el comportamiento de las

fechas y calendarios que tenemos actualmente?

2. ¢De qué manera se lograba en la antigliedad conocer el momento en que se debia

cosechar, sembrar o realizar ciertas actividades respecto al clima?

3. De acuerdo con las propiedades que reconoces de la circunferencia identifica
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¢ Como podriamos mediante la prediccion del angulo de rotacion de la circunferencia
predecir la fecha del afio, el clima o las estaciones? Se afiade el siguiente video como una

herramienta extra para reforzar la informacion: https://youtu.be/jP5YqY-

pSiA?si=Fw elLVNBzVZn5ll

4. Entra al siguiente link y acciona el movimiento de los planetas siguiendo las
instrucciones consignadas en la aplicacion. Ahora responde ¢Qué relacion existe entre el
movimiento de la luna y sus periodos en cada lugar del planeta? Recuerda utilizar los
territorios como continentes, islas y espacios geograficos como referencias).

https://tutiempo.net/astronomia/sol-tierra-luna-3d.htmI#UTC20240304T1302
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Actividad # 2: Construccion de Razdn de Circulo y Medida Angular
Proposito: Identificar en el concepto de longitud de arco, una herramienta para construir

un sistema de medida angular perteneciente al conjunto de los numeros reales.

o Indicador: Identifica en las propiedades geométricas de una
circunferencia la existencia de un sistema de medida proporcional cuya unidad base es el
radio y pertenece al conjunto de los nimeros reales.
Instruccion:

Utilizando el geoplano circular, construye estirando las ligas o amarrando una lana, tres
(3) circunferencias de distinto tamafio, afiadiéndoles dos lineas en forma de cruz que estén en
toda la mitad de cada circulo. Cuando ya los tengas toma una lana o
un pedazo de cuerda y completa la tabla anexa, realizando lo pedido

en cada pregunta propuesta:

Geoplano circular
https://aprendiendomatematicas.com/el-geoplano/

A. Si recortamos para cada circulo pedacitos de lana que midan lo mismo que
su radio y con estas construimos arcos alrededor de la circunferencia, para remarcar el
borde del circulo ¢ Cuantos arcos necesitariamos con la misma medida del radio para
bordear completamente cada uno de los circulos construidos? ;Podriamos numerar la

cantidad de cuerdas cortadas para cada circulo? ;Cuanto seria ese valor?

B. Utilizando un transportador marca en cada circulo los &ngulos notables
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medidos en grados (30°,45°,60°,90°, 180°,270° y 360°) y compara con los arcos
construidos en el punto A para responder la siguiente pregunta ¢ Cuantos radios caben en

cada arco delimitado por los dngulos marcados en cada circunferencia?

il
S [

NUMERODECUERDASQUE | MEDIDADELPEDAZOFALTANTE | Nimero deradios por angulo
COMPLETANELPERIVETRO | PARACOMPLETAREL PERIVETRO (30° [45° 60° (90° |180°(27043601

RADIO DEL CIRCULO

Actividad # 3: Comprendiendo las Medidas de un Giro
Propdsito: Identificar en el concepto de longitud de arco, una herramienta para construir

un sistema de medida angular perteneciente al conjunto de los nimeros reales.

. Indicador: Utiliza el sistema de medicion angular de naturaleza real

(Radio) para predecir la cantidad de desplazamiento lineal, por medio de la relacion

directa y dimensional entre la medida del radio y la cantidad de rotacion del cuerpo

(angulo en radianes).

Instruccion:
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Realizamos la lectura afiadida a continuacién sobre la historia del radian y la necesidad
de su utilizacion, luego con la informacion anexa y la visualizacion del video responde las

preguntas anexas: —

El término radidn aparecio por primera vez en una
.
publicacion en junio de 1873 en unas preguntas de examen \ 1 rad
propuestas por James Thomson, el uso el termino ya en el
afio 1871, mientras que en 1869 Thomas Muir habia vacilado —
el uso del rad.

Radian

https://www.gaussianos.com/que-es-un-radian/

En 1874 Thomas Muir adopto el termino de radian después de decidirlo con James
Thomson. Un radian es una unidad de medida de para un angulo, representa el angulo central en
una circunferencia que subtiende un arco cuya longitud es igual a la del radio. Sus lados cortan
un arco igual en longitud al radio en la circunferencia del circulo, ya que la longitud de este arco
es igual a un radio del circulo, se dice que la medida de este angulo es medida en radianes. Su

simbolo es rad.

En tiempos mas recientes la medida en radianes se ha adoptado universalmente como la
unidad natural de medida angular. Un radian es una unidad mas conveniente que el grado, la
razon de su uso es que simplifica muchas formulas. Por ejemplo, un arco circular de angulo
(donde esta en radianes) subtiende un arco de longitud dada; El uso de radianes libera de estas

formulas del “incomodo factor no deseado”.
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1. Observa el siguiente video y responde:

https://www.youtube.com/watch?v=4RUzE1f2Tyk&ab channel=Mateando

e ;Qué entiendes por el concepto de radian?

2. Entra en el siguiente link e interactta con el objeto moviendo el boton verde para

desplazar la llanta y responde: https://www.geogebra.org/m/efzywfav

EL MOVIMIENTO DE UNA LLANTA:

Para que un automovil logre desplazarse
este tiene que lograr que sus ruedas giren,
haciendo que la cantidad de distancia
recorrida sobre el suelo (linea marron o
café) sea igual a la medida del arco
trazado por la llanta en su borde (linea
roja).

e ;Qué relacion podrias encontrar entre la distancia recorrida por la llanta y

el arco de color rojo que se traza sobre el borde de la llanta?
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e De acuerdo con la definicién de radian sefialada en el video ¢Cual es la
relacion entre el angulo sexagesimal y el angulo en radianes? ; Como afecta dicha

relacion al movimiento de la llanta?

e ;Qué consideras que sucede con la traslacion de la llanta al momento de
pasar de 360°, 720° y 1080°? ;Cudntas vueltas da la llanta si mueves el boton verde

hasta el final de la linea?

Actividad # 4: El Radian Dentro del Movimiento Circular
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Propdsito: Identificar en el concepto de longitud de arco, una herramienta para construir

un sistema de medida angular perteneciente al conjunto de los nimeros reales.

o Indicador: Identifica en las propiedades geométricas de una
circunferencia la existencia de un sistema de medida proporcional cuya unidad base es el

radio y pertenece al conjunto de los nimeros reales.

Utilizando el circulo anexo encuentra con la regla de la medida de su radio y dibuja

dentro de este cada uno de los angulos sefialados en la tabla. Con esta informacion responde:

v' ¢ Cuantos arcos del tamafio del radio toma cada angulo? (Ubica dicha
informacion en la segunda fila

v" Con la informacion de la segunda fila aplica la primera férmula anexa
a continuacion para encontrar el resultado del nimero por el que hay

que dividir pi para hallar la medida en radianes. Se anexa la formula:

Cantidad

n . .
Cantidad — ™+ deradios
de radios tomados

tomados

v Ubica el nimero obtenido en la columna 3 con la proporcion en

radianes en la fila 4 haciendo la siguiente formula

T
proporcion
dem

Ejemplo:
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T
1.17 radios = 3. 67 117~ >8
1 Radio =3 ANGULOEN D%gz PROPOROO| MEDIDAEN
GRADOS TOMADOS NDET | RADIANES
T _6m
70° 1,17rad 268 268 7=

Circulo Anexo:

" CANTIDAD DH £
ANGULOSEN RADIOS PROPORCON | MEDIDAEN

GRADOS TOMADOS DEm RADIANES

30°
45°
60°
90°
120°
180°
270°
290°
360°
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Actividad # 5: Movimiento de una Llanta
Propdsito: Aplicar un sistema de medicion angular perteneciente a los nameros reales,
en el planteamiento y solucion de problemas que involucren mediciones con unidades
equivalentes y dimensionales.
o Indicador: Predice el cambio de posicion de un cuerpo que rota en el

plano, de acuerdo con el desplazamiento angular medido en radianes.

Instruccion:

Toma circulo por circulo y midiendo la magnitud del radio de cada uno con una regla,
dibuja sobre el cuaderno 4 caminos rectos cuyas distancias sean 1 vez el radio del circulo, 1,5
veces el radio del circulo, 4 veces el radio del circulo y 6 veces el radio del circulo, establecemos

de acuerdo con la indicacidn una respuesta para cada situacion:

CAMINOENRADIOS

1VEZ |15VECES |4 VECES |6 VECES [1WEZ |15 VECES [4 VECES |6 VECES |1\WZ 15 VECES |4 VECES |6 VECES

ANGULORECORRDOEN
GRADOS

ANGULORECORRDOEN
RADIOS

ALTURADELARUEDA

D. Completa la tabla teniendo en cuenta responder la siguiente informacion:

e ;Cuéanto mide cada camino de acuerdo con el radio medido? (Ubica la longitud
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debajo de cada cuadro en la segunda fila)

e Cudl es el &ngulo recorrido por la circunferencia para trasladarse siguiendo cada
camino? (Ubica la medida en grados en radianes en la segunda fila)

e ;Cual es la longitud de arco de la circunferencia recorrido para trasladarse
siguiendo cada camino? (Ubica la medida en radianes en la tercera fila)

e ;Qué altura alcanza la llanta respecto al punto de inicio? (Ubica el resultado en la

tercera fila siguiendo el ejemplo anexo a continuacion

i I §

2
A\\\ 1VEZ 15VECES [4VEES  |6VEES

6 CAMINOENRADIOS| 4
1rad ANGUO

4 RECORRDOEN 58°
GRADOS
ANGULO

RECORRIDO BN 1Rad
RADIOS

ALTTURADELARUEDA| 3,46

B. Construye una gréfica en el plano cartesiano, donde utilizando los valores de la
medida del angulo recorrido por la circunferencia en el eje X, puedas ubicar también la altura a la
que se encuentra el diametro horizontal de la rueda al realizar el giro con cada cantidad de
angulo en el eje y. Este ejercicio debe hacerse con cada circunferencia utilizando distintos planos

cartesianos.
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Actividad # 6: movimiento de una rueda.

Propdsito: Aplicar un sistema de medicion angular perteneciente a los nimeros reales,
en el planteamiento y solucion de problemas que involucren mediciones con unidades
equivalentes y dimensionales.

o Indicador: Predice el cambio de posicion de un cuerpo que rota en el
plano, de acuerdo con el desplazamiento angular medido en radianes.

Instrucciones:

Por medio de la construccion anterior plantea un método para solucionar los siguientes
problemas y aplicalos para encontrar la solucion:

A. (Qué tanto desplazamiento podria alcanzar una rueda con radio de 5 cm al realizar un
girodem/2?

B. ¢ Qué tanto desplazamiento podria alcanzar una rueda con radio de 18 cm al realizar un
girode 5m/2 vuelta?

C. ¢Cuanto deberia medir el radio de una rueda si lo que se desea es que por medio de
3000 vueltas dicha rueda alcance una distancia total de 1200 metros?

D. ¢Cuantos giros tendra que realizar una rueda de 20 cm de didmetro para que por medio
de giros alcance una distancia de 800 metros? ;Cual sera el angulo total de giro de dicha rueda
expresado en radianes?

E. Completa la siguiente tabla:
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RADIO DE LA CIRCUNFERENCIA DESPLAZAMIENTO ANGULO RECORRIDO NUMERQ DE VUELTAS REALIZADO
3000 metros 20/3 1 rad
60 cm 270 metros

4500 metros 10000 vueltas

35cm 2,7 km

F. Afade a la tabla anterior la altura a la cual se debe encontrar el radio desde su posicion

de equilibrio horizontal para recorrer cada uno de los dngulos marcados en la tabla.

Actividad #7: La Rueda de la Fortuna
Propdsito: Identificar propiedades bésicas de las funciones trigonométricas de naturaleza
(dominio y rango) perteneciente a los nimeros reales, mediante la modelacion de problemas

relacionados al desplazamiento de un cuerpo que describe una trayectoria circular.

o Indicador: Modela por medio de la prediccién del cambio de posicion de
un cuerpo que, rota en el plano, funciones de tipo sinusoidal y cosenoidal de naturaleza

real, identificando algunas propiedades matematicas.

Instruccion:

Materiales:
e Computador con acceso a internet
e Mouse o tactil

e Cronometro
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e Cuaderno

e Lapizy papel

1.Entra en el link https://www.geogebra.org/m/w9vhmed4r y observa las caracteristicas

de la rueda de la fortuna que alli aparece, luego sefiala a continuacidn sus componentes,
siguiendo las instrucciones:
1. Mueve el boton verde y observa las magnitudes que alli aparecen, luego

Ilena la siguiente informacion:

o Radio de la llanta:

. Tiempo que tarda en dar una vuelta completa:

. Distancia a la que se encuentran los vagones:

2. Utilizando la informacion anterior responde las preguntas anexas:

A ¢ Cudl es la altura maxima que puede alcanzar un vagon si se desplaza

desde el punto mas bajo hasta el mas alto del recorrido?

B. ¢ Cuénto subi6 el vagon 1 si se desplaza hasta la posicion del vagén 2?
¢Cuénta velocidad en m/s alcanza el vagon si realiza ese movimiento? (Recuerda tomar
el tiempo con un cronometro)

C. ¢ Cuénta distancia vertical se traslada el vagén 3 si rota desde su posicion
hasta la posicion del vagon 6? ;Cuanta velocidad alcanzg?

D. Si un vagon gira desde el origen en un angulo de 750° en sentido
antihorario ¢A cuanta velocidad se trasladaria este vagon? ¢ Qué velocidad alcanzarian los

demas vagones?
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3. Utilizando el plano cartesiano anexo, dibuja el cambio de altura (en el eje
y) del vagén 1y 3 al dar dos vueltas completas, a partir del cambio de angulo (en el eje x)

y describe tu propia conclusion.

- N Wb v N

-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7

- S

4.7 Resultados obtenidos y analisis de la estructura de las actividades
planteadas desde la guia y orientacién de la teoria de los Van Hiele

Para la planificacion y desarrollo de las actividades que estructuran la unidad didactica se
tomo en consideracion la aplicacion del modelo de Van Hiele, identificando las ventajas que
mediante el seguimiento de sus fases se obtienen desde su caracter como un modelo instruccional
y procedimental. A través de la secuenciacion de los niveles de razonamiento, se pudo trazar un
camino para la persecucién de un objetivo en los estudiantes, el alcanzar el nivel 11 de
razonamiento, por medio de este nivel se pretende que los estudiantes no solo puedan identificar
al radian como una etiqueta o un nombre, sino que puedan profundizar relacionando sus
propiedades por medio de la realizacion de las actividades. Asi pues a continuacion, se muestra

un cuadro comparativo por medio del cual se organiza la estructura de las actividades planteadas
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y su relacion con el modelo aplicado:

4.7.1 Estructura de la construccion de las actividades de la unidad siguiendo nivel 1 de van
hiele

Figura 20. Estructura del Modelo Van Hiele aplicado al nivel 1 de visualizacion

en la Unidad
[ £ Fase de informaci
Actividad # 1: El estudio de ~N gse de Imormacion
la periodicidad
\.
'd Fase de orientacion dirigida

Actividad # 2:Construccion de la
razén del circulo y su relacién con
la medida angular

.

NIVEL 1: VISUALIZACION 1

Fase de explicitacion
Fase de orientacidn libre

Fase de integracion

Actividad # 3: Comprendiendo L
las propiedades de un giro <—

S

Actvidad # 4: El radian dentro
del movimiento circular

Nota. Modelo Van Hiele, Elaboracion Propia
De acuerdo a lo descrito por el modelo de Van Hiele, el nivel 1 o nivel de visualizacién
es el nivel preliminar o el nivel introductorio donde los esquemas geométricos son identificados
en tanto que a partir del acercamiento con los objetos geométricos y matematicos se espera que
en este nivel el estudiante pueda recrear una idea del objeto aunque ligado estrictamente a la
existencia de unos esquemas de representacion particulares y visibles dentro de la realidad o el
entorno del alumno, hay que recalcar la necesidad de plantear el trabajo con elementos

manipulativos, para favorecer los esquemas de representacion.

Las actividades construidas desde esta estructura de razonamiento han sido planteadas
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con el fin de favorecer desde este punto la identificacion mediante relacion del concepto del
radidn primero como una proporcién naciente de las propiedades de la circunferencia y su
relacion con el movimiento. Es importante aclarar, de que dentro de las fases de caracter
instructivo planteadas por VVan Hiele, se hace una recomendacion para la construccion de la
intencidn de cada parte de las actividades, sin embargo, no es estrictamente necesario que una
sola fase como la de informacion, se encuentre en solo una actividad, pues desde la adaptacion
de la actividad para el objetivo del trabajo, se considera pertinente la retroalimentacion al
momento de adaptar el contexto sobre el cual se desarrolla cada una de las actividades de la

secuencia.

4.7.2 Estructura de la construccion de las actividades de la unidad siguiendo nivel 2 de van
hiele.

Figura 21. Estructura del Modelo Van Hiele aplicado al nivel 2 de Anélisis en la

Unidad
IActividad # 3:Comprendiendo Fase de informacidn
las medidas de un giro .
Fase de orientacion dirigida

Actividad # 5:Movimiento de una
llanta

SR

NIVEL I1: ANALISIS
Fase de explicitacidn

Actividad # 6: Movimiento
circular
Fase de orientacidn libre

Actividad # 7: La rueda de la

fort ) g
ortuna _‘% Fase de integracidn

'SR

(o2

Nota. Modelo Van Hiele. Elaboracion Propia

Al momento de construir las actividades #5, #6 y # 7, se tom0 en consideracion la
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consecucion del nivel 1l de razonamiento de Van Hiele, el cual corresponde al nivel de anélisis y
que tiene la intencion de producir en el estudiante la capacidad de identificar las propiedades
elementales de los objetos, todavia sometido a la manipulacion y relacion directa con algunos
elementos tangibles o representativos, pero profundizando no solo en la concepcion nominal,
sino que el estudiante logré alcanzar la relacion de estructuras internas. En este caso se convierte
en un propésito crucial el que los estudiantes logren relacionar la concepcion cuantitativa del
radian y su articulacion entre la longitud de arco con el radio mediante la proporcionalidad. La
actividad # 3, servird como una actividad introductoria en esta secuencia para identificar la
absorcién de los elementos necesarios para el trabajo posterior con las propiedades del radian y

su relaciéon con el movimiento.

4.8 Resultados obtenidos y andlisis sobre la aplicacion (prueba piloto) de la propuesta de

unidad didactica (UD)

Al momento de construir las actividades de la unidad se tomo en consideracion la
replicabilidad que podrian llegar a tener las tareas incluidas en un entorno de clase real,
identificando que lo propuesto por el curriculo institucional, el curriculo nacional y los informes
brindados por la institucion educativa mediante los planes de clase para el grado 10 de
escolaridad, correspondiera con la realidad vivida en la institucion. Después de pedido el espacio
en la institucion educativa, se considero pertinente que dado el espacio reducido de 4 horas clase
(3 horas reloj) repartidos en 2 sesiones, se pudiera realizar la aplicacion de aquellas actividades
que centraran su mirada sobre todo en la movilizacion de los esquemas de pensamiento

geomeétrico basados en la construccion de los esquemas de representacion propuestos por
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Alyami (2024), puesto que se considera importante desde el analisis de contenido propuesto,
movilizar estos elementos a manera de construir una articulacién orquestada entre los

componentes considerados fundamentales para el trabajo con el radian.

Las actividades seleccionadas fueron la actividad # 2, la actividad # 5 y la actividad # 6.
De las actividades # 2 y # 5 se logro tomar registro audiovisual, mientras que de la # 6 se logré
tomar registro fotogréfico de lo realizado por los estudiantes, al quedar esta Gltima como una

actividad para la realizacion del docente titular en su espacio de clase extra.

Se identificaron episodios y momentos importantes de resaltar dentro de la aplicacion de
las actividades en el aula, puesto que las respuestas de muchos estudiantes brindaron
oportunidades clave para resaltar la importancia de considerar tareas de construccion,
demostracién y articulacion de las representaciones del radian para entender su relacién con las

unidades de medida y su “adimensionalidad como ntimero real”.

e El propdsito planteado para la actividad # 2 de la unidad tiene como objetivo
“identificar en el concepto de longitud de arco, una herramienta para construir un
sistema de medida angular perteneciente al conjunto de los numeros reales”. Por
lo anterior es importante entender como estos elementos se relacionan
directamente con las propiedades de la circunferencia y su articulacion para
construir medidas angulares. En las lineas de la 1 a la 11 de la transcripcidn
(anexo # 2 ), en la conversacidén empieza a surgir informacion preliminar sobre el

dominio y manejo que tienen los estudiantes y el profesor sobre los elementos
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caracteristicos de una circunferencia, permitiendo verificar la importancia de
plantear una actividad donde los estudiantes se vean obligados a méas que solo
memorizar los nombres de los elementos, sino que estos tengan que identificarlos
por medio de su relacién y uso en la identificacion de propiedades generales de la

circunferencia.

e Desde la linea 41 hasta la linea 56 de la transcripcion (anexo # 2) se puede
observar la aparicion de un concepto clave para la concepcion del radian desde su
representacion cuantitativa, esto es la idea de proporcion entre la medida del arco
y el radio. El concepto de proporcion y de relacion entre elementos es una
habilidad que necesita de un refuerzo extra y es clave al momento de concebir
proporciones, E2 responde a la pregunta del profesor en la linea 46 y en la linea
55, con mucha duda y confusién ante la necesidad de relacionar
proporcionalmente la medida de la unidad y la medida de la parte. El trabajo con
herramientas y competencias del pensamiento métrico y de las propiedades de los
sistemas de medicidn, se vuelve crucial para alcanzar el objetivo de identificar el
papel que desempefia la longitud de arco y el radio al momento de concebir al

radian como una medida angular.

e Lamovilizacion de elementos clave para el desarrollo del pensamiento
geomeétrico esta ligado, en el caso de la unidad, con la necesidad de desarrollar
también competencias importantes del pensamiento métrico. Pensando en el nivel

de razonamiento | de Van Hiele, el concepto de medida angular aparece como una
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construccién ligada a la particién del circulo en segmentos medidos en un sistema
sexagesimal, pero a la vez se intuye la relacion entre el arco subtendido por el
angulo central y medida del radio, pues en la linea 89 del anexo # 2 a la pregunta
realizada por el profesor de ¢cuéantos radios cogi6? ¢ Cuéntas de estas cuerdas
cogio el angulo de 30? El estudiante E2 responde que “cero coma algo”, es decir,
menos de 1, esto porque tanto E2 como E1 son capaces de identificar que, al
rodear el circulo con cuerdas del tamafio del radio, estas se convierten en patrones
de medida, al menos cuando el profesor ha logrado acomparar. A pesar de que la
medida en centimetros de dicha cuerda es muy diferente de “cero coma algo”,
ellos relacionan la cantidad para hablar de la proporcion de la longitud de arco y

radio, es decir, la cantidad de veces que cabe el radio en el arco subtendido.

e Las tareas y ejercicios propuestos en cada actividad, principalmente en las
actividades que pudieron ser analizadas desde la aplicacién, muestran que el rol
del docente posee una naturaleza activa facilitando la retroalimentacion de los
objetivos y elementos planteados para el desarrollo de pensamiento geométrico y
métrico mediante el trabajo en el anélisis de las propiedades del radian siguiendo

el modelo VVan Hiele en su nivel Il de razonamiento.

e Cada una de las actividades fueron minuciosamente planificadas con el proposito
de dar cumplimiento al objetivo general de investigacion, al integrar el modelo de
Van Hiele para analizar por medio de la unidad didactica, los elementos
didacticos de andlisis al trabajar el radian como una estrategia de desarrollo del

pensamiento geometrico en estudiantes de grado 10. Una particularidad surge al
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momento de identificar la estructura de las actividades, pues al aplicar las fases de
instruccion planteadas por el modelo de Van Hiele para alcanzar el nivel 1l de
razonamiento, es importante sefialar que no se convirtieron en una camisa de
fuerza que entorpeciera el planteamiento de las labores y tareas articuladas en
cada actividad. Esto porque no se considerd conveniente seguir con severidad
dichas estructuras como un orden irrefutable, sino que por el contrario se tomé en
cuenta la estructura para que la informacion contenida conservaré un sentido y

secuencialidad, pero no tuviera que condicionar cada ejercicio.

Un caso destacable es el de la actividad # 1 y la actividad # 3, puesto que en su
disefio dichas actividades siguen una secuencialidad al ser planteadas como parte
de la fase de informacion y fase de explicitacion del nivel | de razonamiento, pero
su estructura también comporta momentos donde es importante la orientacion
dirigida por el profesor, lo que deja ver que las fases han sido una guia en la
estructuracion de las actividades pero no un condicionante al momento de

plantear las actividades.

e Las representaciones visuales de la estructura del radian planteadas por Alyami
(2024) reaparecen aunque no con un nivel muy profundo de formalidad en la
realizacion de las actividades, y es que aunque no fue definido el radian en la
aplicacion de la prueba piloto, si se logra evidenciar que la representacion del
radian como proporcion entre longitud de arco y circulo esta presente al menos en
las ideas expuestas por E1 y E2, ademas de que sigue habiendo una relacion de

una representacion cualitativa del angulo, pues como se puede ver en la
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transcripcion del anexo # 2 en la linea 107, el estudiante E3 relaciona el concepto
de radio con el concepto de m, de una manera superficial, aparentemente nominal,
dando a entender que no hay una comprension verdaderamente significativa del
uso de la unidad y sus propiedades. Para E3 el nimero =, se relaciona con el
radi&n, pero no evoca un concepto de proporcion, ni moviliza una representacion
cuantitativa, pues en 1 unidad de radidn no hay = radianes, y para la estudiante la
pregunta hecha por el profesor “Si yo hago un camino que mida una vez el radio
¢ Cuénto va a medir ese camino?” moviliza conceptos de unidades utilizando al
radian, pero sin entender de fondo la necesidad de utilizar el nimero & para

cuantificar las unidades de medida.

4.9 Resultados obtenidos y analisis en relacion con la propuesta de modelo local de analisis
didéactico

La construccion de un modelo local de analisis didactico se convierte en una estrategia
esencial y en una herramienta especialmente Gtil desde una perspectiva tedrica, es decir, como un
marco tedrico y conceptual desde el cual concebir la investigacion y aplicacion de analisis
didactico en el campo de la educacion matematica; pero también es un referente practico en tanto
que permite utilizar y refinar estrategias que pueden y necesitan ser evaluadas en el campo para

una mejoria constante.

En el caso del presente trabajo de grado, el modelo pudo ser utilizado como una
herramienta para la construccion de propuestas innovadoras en aspectos curriculares, y de
reflexion desde la teoria didactica de las matematicas, al tomar en consideracion la

fenomenologia didactica y epistémica del radian como un conocimiento movilizador de
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habilidades y competencias relevantes para el desarrollo de pensamiento geométrico y métrico en

el aula en grado décimo.

La investigacion pedagdgica y didactica desarrollada en torno a las unidades de medicion
angular como el radién son de vital importancia para el analisis de funciones trascendentes como
la trigonométrica y por medio de la construccion del modelo local de anélisis didactico se logro
abordar una parte importante de la fenomenologia asociada, mediante la identificacion de cuatro
(4) aspectos cruciales:

e Andlisis Curricular
e Andlisis del Contenido
e Andlisis Cognitivo

e Anadlisis de instruccién

4.9.1 Anélisis curricular:

Desde la revision con especial detenimiento, de la estructura curricular propuesta por el
MEN (2006) en los estandares basicos de competencias, los DBA (2017), en los lineamientos
curriculares de matematicas (1998), ademas de las fichas de trabajo propuestas por la institucion
educativa, se logra concluir que el trabajo con el radian es una herramienta muy potente y
atractiva para el desarrollo de competencias directamente relacionadas al pensamiento
geométrico, métrico y espacial. Existe una transversalidad institucional absolutamente necesaria
planteada desde el curriculo, que permite la articulacién de competencias tan importantes como
medir, predecir, modelar y resolver problemas que pueden y deberian ser abordadas al momento

de definir al radian como una unidad de medida. En el anexo # 3 se muestran las competencias
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movilizadas y aplicadas en el trabajo observado por los estudiantes y por el grupo focal en la

aplicacion o analisis de las actividades de la unidad didctica.

4.9.2 Analisis del contenido

Un resultado crucial al momento de analizar la articulacion de la informacion tedrica y
conceptual utilizada para el analisis del contenido, con el planteamiento de las actividades de la
unidad didéctica, radica en el reconocimiento de elementos que no eran tradicionalmente
considerados ni por los profesores en ejercicio, ni mucho menos por los estudiantes al momento
de trabajar con el radian. El analisis fenomenologico, histdrico y epistemoldgico sirve como una
guia para entender la importancia de escoger este objeto matematico como una herramienta clave

de trabajo para el desarrollo de habilidades y competencias dentro del aula.

En el anexo # 1 (andlisis de la unidad a partir de la aportacién de un grupo focal) se
destaca dentro de las aportaciones realizadas por el grupo focal de profesores en ejercicio y
formacion escogido, que el trabajo propuesto con el radian “ es muy valioso, porque se suele
simplemente pasar por alto esa unidad de medida y se suele conceptualizar a partir de la
conversién de grados a radianes, pero nunca se conceptualiza en el aula de clases ni en el
ministerio de educacion en los estandares de los derechos basicos del radian”. Desde esta
aportacion se logra entrever que la utilizacion del radian por parte de los profesores sigue
conservando estigmas que impiden el analisis profundo de estas herramientas como métodos

importantes de desarrollo y analisis didactico.

Es importante ademas destacar que:
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La conceptualizacién del radian permite la reflexion sobre objetos o conceptos
matematicos que, aungue planteados dentro de los curriculos escolares, son siempre
importantes para la construccion y ejercitacion de habilidades cada vez mas complejas
como lo es el caso del circulo, el &ngulo y las unidades de medida.

De acuerdo con los esquemas conceptuales y de representacion planteados por Alyami
para la construccion del concepto del radién, es necesario entender con detenimiento la
definicion de circunferencia, las similitudes y diferencias entre una circunferencia
cualquiera y una circunferencia unitaria, ademas de entender que, asi como el angulo, la
conceptualizacion del radian depende de las maneras en las que se comprenden las
propiedades de sus elementos compositivos. En el caso particular del radian es de suma
importancia la identificacion de las propiedades del perimetro del circulo y su relacion
proporcional con sus propiedades de los objetos construidos a partir del circulo como el
didmetro, el radio, las cuerdas, los angulos centrales, etc.

La concepcion de la naturaleza del radian es fundamental y juega un papel importante al
momento de definir en la posteridad las propiedades que brinda el radian como
argumento de una funcion trigonométrica de dominio y rango pertenecientes al conjunto
de los nimeros reales. El uso del numero =, es una de las consecuencias directamente
desprendidas de un tratamiento inadecuado de la concepcion del radian, pues no entender
la naturaleza del numero irracional y su papel como parte de la proporcionalidad
invariante que se mantiene en cualquier circulo puede llevar a concebir errores
importantes de modelacién en problemas de tipo préctico, en contextos como la
ingenieria, la aviacion o en casos de tipo cotidiano.

Analisis Cognitivo
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El componente de analisis cognitivo permitié prever desde el uso de la bibliografia y

documentacion algunos casos que habian sido considerados por investigaciones anteriores y que

solian ser muy comunes al momento de trabajar con la unidad del radidn como una medida

angular adecuada del argumento de una funcion trigonométrica. La aparicion de errores,

dificultades y obstaculos fue instantanea sobre todo en la aplicacion de la unidad por parte de los

estudiantes quienes demostraron que existen dificultades con los esquemas de representacion de

la unidad de medicidn. Asi pues, se puede destacar que:

Ademas de las dificultades para asociar las unidades de medicion sexagesimal con la
relacion proporcional entre arco y radio. Se encontraron ademas graves dificultades con
la realizacion de mediciones de angulos utilizando herramientas como el transportador o
el compas. Esto se puede reflejar en las lineas 197 y 205 de la trascripcion hecha a
algunos episodios de la aplicacion en el anexo # 2. En estos episodios el estudiante E3
demuestra que no entiende muy bien como ubicar el transportador, incluso al momento
de realizar la aplicacién se puede ver en el anexo # 4 (punto 3) que la estudiante no logra
medir con efectividad e incluso carece de sentido de orientacion pues no sabe ubicar el

punto central a partir del cual contar para realizar la medicién.

La movilizacion de competencias y habilidades para el desarrollo del pensamiento
geomeétrico es crucial al momento de entender la relacion conceptual entre los elementos
del radian, de acuerdo con las estructuras expuestas por Alyami en la tabla 2, aparece una
de las consideraciones planteadas en el analisis cognitivo construido y es la de

representar al radian como una magnitud de & sin entender el trasfondo de la utilizacion y
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naturaleza del nimero, los errores reflejados por el estudiante E3 en la linea 107 del
anexo # 2 demuestran una dificultad evidente en la utilizaciéon de ® como un niimero que
permite establecer una proporcion entre la cantidad de veces que cabe el radio, la unidad,
en el arco de circulo acotado por el angulo central construido por la rotacion del circulo.
e Se concluye que la disposicion planteada por el analisis previo sirvié como una referencia
crucial al momento de enfrentarse a situaciones que reflejaron con un nivel de similitud
importante, aquellas dificultades, errores y obstaculos presentes al momento de trabajar el
radian. El conocer este tipo de dificultades permitié hallar caminos efectivos al momento
de lograr avances significativos en la comprension de las representaciones adecuadas del
radian. En el anexo # 4 (punto 5) se muestra que los estudiantes E1 y E2, quienes después
pudieron realizar la misma actividad que E3 tuvieron un mejor entendimiento del patron
de medida basado en el radio, incluso desde la actividad pasada mostraron que al
identificar la medida en radios, en la linea 90 y 93, de la transcripcion anexo # 2 , E1
habia logrado identificar que el nimero cero punto algo, no estaba haciendo referencia a
los centimetros que media el arco subtendido por el &ngulo de 30°, sino que hacia
referencia a la proporcion de veces que cabia en ese espacio el radio de ese circulo. Esto
refleja una estructura representativa de caracter cuantitativo, de acuerdo con Alyemi

(2024).

4.9.4 Anélisis de instruccion
El ultimo componente sugerido para la construccion del modelo local de analisis
didactico fue el del analisis de instruccion o analisis didactico de instruccion. Es importante

aclarar que la propuesta de integrar este componente radica en la necesidad de considerar la
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pertinencia y uso de las herramientas propias para la realizacién y planteamiento de las

actividades de la unidad didactica construida.

Sin embargo, desde la intencion central del modelo, el uso y aplicacion de herramientas,
aunque muy importante para la contextualizacion y localizacion del anlisis didactico, no es
considerado como un elemento trascendental, puesto que la unidad se construyé como una
herramienta de aplicacion del modelo y por lo tanto esta sujeta a cambios importantes, que se
consideren pertinentes de aplicar, en tanto que la retroalimentacion de la ficha lo refleje. Por lo
anterior se mostraran a continuacion algunas consideraciones realizadas por los profesores en el
anexo # 1 que hacen parte del grupo focal por medio del cual fue retroalimentada la ficha
después de sugeridas las actividades a trabajar:

o Ante la aplicacion y andlisis de la actividad # 1, el sujeto PF1, a partir de
laidea # 1, en el parrafo dijo que:

“Hay ciertas actividades que a mi parecer se deben de mejorar por ejemplo el
primer, la primera historia que pones en la primera situacion esa primera historia no
conecta con las actividades que propones eso se puede evidenciar en que digamos la

historia est4 chévere interesante pero no, no lo conectas”

Lo anterior refleja una oportunidad valiosa de mejoria por medio de la cual la unidad
necesita replantear el uso del analisis fenomenoldgico del contenido, para que dentro de las
historias y contextos que aportan a la unidad, se logre encontrar una que pueda enlazar mejor la
secuenciacion de actividades, no a manera de lista sino a manera de un hilo comdn que permita

un todo ordenado. Este material es concebido como un elemento pre-instruccional (Valenzuela,
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2012) y por tanto, es necesario considerar sus cualidades como un elemento que debe tener

mayor impacto y asociabilidad en los presupuestos tedricos y de conocimientos practicos del

estudiante.

Otro aspecto importante para considerar es el uso de la rotacion y los elementos como el
geoplano circular al momento de plantear la actividad. Es importante identificar que,
aunque la actividad tiene planteado el uso de esta herramienta (el geoplano circular), no
fue necesario en todos los casos la utilidad de este, por lo que es necesario evaluar su uso
como una herramienta importante dentro del desarrollo de la actividad. Con respecto al

uso de las herramientas virtuales en el anexo # 1, idea # 5, parrafo 2, el sujeto PF2 dice:

“La integracion profunda de tecnologias, se puede integrar las TICS, se puede plantear un

acomodo para visualizar mas cosas”

Asi mismo PF1, en la idea # 3, parrafo 1, comenta:
“creo que es importante en las actividades proponer mas contextos si veo que utilizas por
ejemplo las ruedas como contexto y demas queda como en lo Gltimo si me entiendes t lo

podrias proponer en la mitad y al final digamos conceptualizar lo que vienes planteando”

Como se puede observar, un elemento clave a reconsiderar es el uso de herramientas
pertinentes y adecuadas para el desarrollo de las actividades. El uso de las tecnologias o
material concreto es asertivo en tanto que su funcion contenga una necesidad operatoria y

movilice un esquema conceptual apropiado. El geoplano circular, puede ser una buena
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herramienta en tanto que brinde la posibilidad de movilizar aquellas estructuras
conceptuales y esquemas de representacion de los que se vale el radian para ser utilizado
como una herramienta crucial del desarrollo de habilidades y competencias para

potenciar el pensamiento geométrico.

Asi pues, un aspecto a reconsiderar es la pertinencia del uso de objetos o material
tangible, puesto que, a pesar de ser interesante y potenciador, puede quedarse en el caso
del desarrollo de la unidad como algo estrictamente anecdético y de poca relevancia. El
contexto es quiza el campo que méas pueda aportar a la intencionalidad e importancia del
material articulado, por lo que es importante reconocer casos como el del movimiento
circular y aprovechar la versatilidad de las herramientas en favor de la utilizaciéon y

potencializacion de todo el material incluido en la unidad.

Por otra parte, es claro que la unidad es una herramienta enriquecedora dentro del
quehacer profesional de los docentes, y que permite movilizar discusiones importantes
con respecto a la pertinencia de una innovacion curricular en torno al radidn como un
agente movilizador y potenciador. Esto porque la idea de trabajar sobre sus
representaciones requiere de una investigacion profunda, incluso sobre la pertinencia de
los elementos clave al momento de dirigir una orquestacion didactica en torno al

desarrollo de actividades con el objeto.
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Capitulo V: Conclusiones
El siguiente apartado tiene como objetivo presentar aquellas consideraciones y
apreciaciones obtenidas por medio de la realizacion de una investigacion inscrita dentro del

campo de la didactica de las matematicas (Ddm) con respecto al trabajo realizado con el radian.

Los aportes realizados en este apartado tienen como objetivo mostrar aquellas
consideraciones obtenidas al evaluar bajo la vision y direccidon del marco tedrico propuesto de un
modelo local de andlisis didactico y una metodologia de investigacion basada en la
sistematizacion de experiencias docentes el alcance obtenido de la preguntas central de
investigacion y los objetivos general y especifico planteados como directrices de la
investigacion. También se presentaran algunas apreciaciones en torno a las experiencias y

aprendizajes significativos recopilados por medio de la realizacion de esta investigacion.

5.1 Consideraciones finales acerca de la investigacion en didactica de las matematicas como

una herramienta formativa para profesores

La propuesta de investigacién desarrollada por medio del presente trabajo de grado,
tiene como uno de sus objetivos especificos aportar en la mejoria de la formacion profesional de
los profesores de matematicas, mediante el fomento de la investigacion en didactica de las
matematicas. El rol del profesor por convencién tradicional social se ha cefiido a la aplicacion
del trabajo de campo, es decir, se enclaustra al profesor en un rol primordialmente préactico, que
no favorece la innovacion curricular y cientifica del campo de la educacion matematica, al alejar
a los docentes de la construccion y teorizacion del conocimiento, quien es en Ultimas el que rige y

establece los parametros desde los cuales se aplica el trabajo de campo.
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El trabajo realizado por medio de esta investigacion sobre el radian es una propuesta
innovadora, y apropiada dentro del contexto actual del campo de la educacion matematica,
puesto que como es observado en los antecedentes, el marco tedrico y en las aplicaciones piloto
y discusiones sobre las actividades de la unidad. Los profesores de décimo grado de escolaridad
que han trabajado o trabajan con las unidades de medida angular, poseen creencias y estigmas
sobre el uso convencional del radian como una unidad de equivalencia, sin reflexionar sobre las
implicaciones verdaderas que tiene la conceptualizacion de las unidades de medida y los
sistemas matematicos y numéricos que se movilizan detras. El radian es un elemento que
moviliza muchisimas competencias y habilidades cruciales del pensamiento geomeétrico y
métrico al momento de ser incluido en el aula; la utilizacién de estructuras de medicion y de
representaciones cualitativas por medio de la articulacion de los componentes de una
circunferencia, reflejan la necesidad del profesor de replantearse las concepciones y creencias
que tiene sobre los elementos geométricos aqui inmiscuidos y la manera en la que interiorizados

por los estudiantes.

El radian es un componente curricular crucial, pues no solo es importante al momento
de trabajar la matematica escolar, sino que, en el desarrollo de conocimientos en otras areas
cientificas como la fisica, toma una especial relevancia, como por ejemplo en el analisis del
comportamiento de movimientos periédicos como el movimiento circular y su posterior

articulacién con el andlisis de fendmenos ondulatorios.
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5.2 Consideraciones sobre la informacion obtenida a partir de la pregunta central de
investigacién

La pregunta central de investigacion planteada fue: ;Qué elementos conceptuales y
procedimentales se pueden identificar e integrar en la concepcion de un modelo local de
conocimientos y andlisis didacticos centrados en el concepto de radian, articulando fendmenos
del movimiento circular, para el disefio de una unidad didactica que fomente el desarrollo del

pensamiento geométrico como estrategia para la formacion de profesores de matematica?

El trabajo de investigacion realizado facilito la identificacion por medio de la
planificacion, elaboracion y retroalimentacion de la unidad didactica construida, de elementos
conceptuales y procedimentales relevantes para la actividad préactica y de investigacion del
docente, puesto que ademas de la fenomenologia propia del contenido matematico en relacion
con su concepcion dentro de las ciencias matematicas, también permitio la recopilacion de
informacion relevante a nivel didactico que sirvié como punto de partida para el disefio y
construccién del modelo y la unidad didactica. Los elementos conceptuales y tedricos se

constituyeron en practicos al momento de utilizarlos para desarrollar las actividades de la unidad.

En el caso de los elementos conceptuales y tedricos recolectados, se obtuvo una
informacion relevante por medio de la investigacion desarrollada en este trabajo de grado, un
claro ejemplo es la identificacion de elementos cruciales para la conceptualizacion del radian,
su representacion cualitativa y su representacion como un elemento cuantitativo. En el primer
caso es necesaria la utilizacion de la geometria plana, por medio de la utilizacion de

componentes geomeétricos como la circunferencia y sus partes, el radio, el diametro, los angulos
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centrales, los arcos, el perimetro de un circulo. También integra operaciones isométricas que
requieren de elementos cruciales para el desarrollo del pensamiento geométrico como las

rotaciones y las traslaciones iteradas.

Es también crucial la inclusion de los esquemas de representacion cualitativa,
mediante la articulacién de la construccion geométrica y la definicion de los sistemas de medida
derivados, nace la proporcion que dota de identidad al radian, al ser producto de la proporcion
entre la cantidad de veces que cabe la medida del radio dentro de la magnitud del arco trazado
por la rotacion del radio a partir de angulos centrales de la circunferencia. Lo anterior refleja dos
momentos cruciales del trabajo con el radian que requieren de la estructuracion de una
fenomenologia, la forma de visualizar el &ngulo como objeto geométrico y como medida,

ademas de los esquemas de representacion utilizados que dotan de sentido a la unidad.

5.4 Resultados y consideraciones obtenidas a partir de los objetivos de la investigacion:

Como objetivo general fue planteado en este trabajo de grado el “caracterizar elementos
conceptuales y procedimentales claves dentro del disefio de un modelo local de analisis y
conocimientos didacticos, que se concrete en una unidad didactica basada en el trabajo con el
radian, por medio del movimiento circular uniforme, como una estrategia de formacién inicial
para profesores de matematica escolar en grado 10 de escolaridad”. El objetivo planteado se
podria denominar como exitosamente alcanzado, ya que dentro de la realizacion de la
investigacion presentada en este trabajo de grado se lograron caracterizar elementos

fundamentales para la construccion del modelo local de andlisis didactico.
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Empezando por el anélisis de contenido, este fue construido en base de las
investigaciones de Alyami, Akkoc, Meneses, Montiel, entre otros, abordando aquella
fenomenologia y estructura conceptual inmersa dentro de la naturaleza matematica del radian,
destacando la importancia de considerar sus diferentes tipos de representaciones y como la
concepcion del radian desde estas representaciones impactan en la manera mediante la cual se

deben planificar, disefiar y construir las actividades por parte del profesor en el aula.

El esquema del andlisis instruccional del MLAD, permite al docente identificar dentro de
la realizacion de su investigacion, la pertinencia de disefiar, utilizar o plantear el uso de ciertas
herramientas y modelos de trabajo. En el caso de la propuesta de unidad didactica, se utilizd
material manipulativo de tipo tangible y de caracter virtual, herramientas clasicas como
transportador, regla y geoplano circular; en el caso del material virtual se utilizo la applet de
GeoGebra y un simulador de la nasa como herramientas de trabajo. La orquestacion didactica en
este caso en particular contempla multiples factores y se convierte en un punto central de
reflexién y andlisis al momento de caracterizar elementos conceptuales, tedricos y practicos para

la construccion del MLAD.

El modelo de Van Hiele es también un recurso importante para caracterizar elementos
conceptuales, tedricos y practicos dentro del MLAD planteado, esto porque Van Hiele desde su
fase instructiva, permitio la estructuracion de momentos clave dentro de cada actividad de la
unidad, y a partir de sus niveles de razonamiento, en conjunto con las investigaciones realizadas
en torno a las dificultades, errores y obstaculos hallados en el trabajo con la unidad de medida

del radian, permitieron la prediccion y abordaje de los esquemas cognitivos de los que el radian
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se alimenta para construir el analisis cognitivo del modelo.

Como es deducible por el esquema anterior, si el docente desea proponer una
innovacion curricular que posea una base tedrica solida y justifique su aplicacién como una
oportunidad de mejorar su préctica profesional, es necesario hacer uso de la investigacion. La
construccion de un modelo local de analisis didactico (MLAD) exige el desarrollo de habilidades
cruciales para el docente investigador, en el caso particular de la propuesta realizada en este
trabajo de grado, la investigacién fue la que permitio la construccién adecuada y consciente de
las actividades incluidas en la unidad, logrando una integracion entre la teoria y la practica para

incluir un contenido matematico escolar en el aula.

5.5 Resultados y consideraciones obtenidas a partir de los objetivos especificos

Los objetivos especificos planteados a alcanzar en este trabajo de grado fueron los siguientes:
1. Determinar aquellos elementos conceptuales y procedimentales basicos para el disefio
de un modelo local de conocimientos y analisis didactico, enfocado en el radian,
como una herramienta pertinente para la integracion de conocimientos del campo de

la DdM.

2. Proponer el disefio de una unidad didactica basada en la concepcion del radian dentro
de un fendmeno como el movimiento circular, integrando elementos del modelo de
Van Hiele, con el fin de trabajar el desarrollo del pensamiento geomeétrico, espacial y

métrico.
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3. Fomentar el desarrollo de competencias y habilidades didacticas en profesores de
matema@ticas aplicando una metodologia de sistematizacion de experiencias docentes,
con el fin de mejorar la formacion profesional y la proyeccion de investigadores en

didactica de las matematicas.

Con respecto a los resultados alcanzados a partir del primer objetivo especifico, este se
puede considerar como logrado, en tanto que para el disefio del modelo local de analisis
didactico es fundamental poder contar con los elementos que fundamenten teérica y
conceptualmente la estructura sugerida de anélisis. Constructos teéricos como los conceptos de
representacion del radian, las dificultades, obstaculos y errores movilizados dentro del trabajo
con las unidades de medida del arco, del radio, ademas de la proporcion existente entre los dos;
la utilizacion del modelo de Van Hiele y sus niveles como una herramienta de anélisis cognitivo
e instruccional desde sus niveles de razonamiento y fases instruccionales, permitieron la
construccion de las tablas 1,2,3 y 4. Ademas de la figura 18, quienes son de elaboracion propia

del investigador constructor de esta tesis.

El objetivo especifico # 2, fue alcanzado de manera satisfactoria, pues la unidad didactica
no solo fue realizada, sino que puedo ser analizada y retroalimentada tanto por una aplicacion de
una prueba piloto en el aula, como por una revision de un grupo focal de profesores en ejercicio
y formacion (la caracterizacion se encuentra en el anexo # 1). Una conclusion importante del
disefio propuesto en la unidad didactica, es que las actividades no deberian considerarse

terminadas, antes, por el contrario, es crucial aplicar una retroalimentacion constante y una
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mejora continua para la evolucién de este trabajo investigativo.

Con respecto al objetivo especifico # 3, se destaca que tanto por parte del investigador
director de este trabajo, como por parte de los profesores que aportaron en las entrevistas del
anexo # 1, este trabajo fue una fuente importante de reflexion sobre las habilidades,
competencias y herramientas con la que cuenta un profesor para abordar un objeto matematico
especifico en el aula como es el caso del radian. La sugerencia del trabajo en el aula con un
objeto matematico debe estar fundamentado en un analisis profundo de su metodologia y en la
posibilidad de una innovacién curricular constante, que se adapte al contexto local desde donde

el docente investigador pretende aplicar dicha innovacion.

5.6 Resultados y consideraciones finales

La realizacion de este trabajo de investigacion, ha sido una oportunidad excelente de
comprender la necesidad que debe adoptar un docente en formacion y en ejercicio por innovar,
crear y construir a partir de la investigacion, actividades para el abordaje de objetos matematicos,
como el radian. Este a pesar de estar incluido dentro del curriculo institucional proporcionado
por el MEN, suele esconder oportunidades valiosas y enriquecedoras para analizar situaciones de
aprendizaje entro del campo de la educacién matematica. Un trabajo profundo y detallado del
origen y fenomenologia alrededor de la inclusion del radian como un objeto que moviliza
competencias geométricas en el aula, puede convertirse en un punto de partida para el trabajo de
competencias en matematicas sobre modelacion (actividad # 6 y # 7), resolucion de problemas
(actividad # 7), comunicacion (actividad #1, # 2 y # 3 de la unidad) y razonamiento (actividad #

4y #5). Al final una propuesta de innovacién curricular en base al radian refleja como se siguen
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teniendo oportunidades clave para la reflexion de los métodos y esquemas utilizados en el campo
de la educacion matematica en el aula para desarrollar competencias y habilidades en

matematicas.
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AnNexos

Anexo # 1. Andlisis de la unidad a partir de la aportacion de un grupo focal

El desarrollo y proposicion de la unidad didactica hace parte de la aplicacién de la
metodologia de investigacion basada en la sistematizacion de experiencias docentes. De acuerdo
con la metodologia escogida, la cual se retroalimenta del modelo local de andlisis didactico como
una estrategia también metodoldgica de investigacion es caracterizar mediante este enfoque
algunos elementos de reflexion desde aquella fenomenologia propia de la practica en el aula a
partir de la ensefianza del radian, pero movilizadas por una visualizacion méas amplia de la
fenomenologia de la didactica de las matematicas que genere inquietud por una transformacion e

innovacion curricular en la ensefianza de las matematica.

Por lo anterior y teniendo en mente el objetivo especifico # 2, el cual tiene como
proposito “Proponer el disefio de una unidad didéctica basada en la concepcion del radidn dentro
de un fenédmeno como el movimiento circular, integrando elementos del modelo de Van Hiele,
con el fin de trabajar el desarrollo del pensamiento geométrico, espacial y métrico” se considera
pertinente la retroalimentacion de la ficha por parte de un grupo focal de PF (Profesor formador
o0 en formacion) quienes al revisar aplicar y analizar sus actividades generan reflexion sobre los
contenidos y elementos conceptuales y procedimentales alli contenidos, ademas de tener la
oportunidad de dimensionar las posibilidades que brinda el desarrollo de la unidad dentro de su

formacion.

Asi pues, se planteo un cuestionario donde se podria caracterizar el perfil de los docentes
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integrantes del grupo focal (anexo # 3) y la realizacion de unas preguntas desde la aplicacion de

una entrevista semiestructurada. Desde un principio se considero pertinente la aplicacion de un

encuentro entre pares donde los 3 participantes voluntarios pudieran opinar y hacer sus

intervenciones desde el modelo de debate, direccionado por las preguntas de la entrevista; sin

embargo, por motivos de agenda y ocupacion se optd por permitir que los participantes enviaran

los audios de forma individual respondiendo el cuestionario de caracterizacion y las respuestas a

las preguntas anexas:

PREGUNTA

INTENCIONALIDAD

¢ Cuales son esos elementos propuestos en
las actividades que destacas como
principales o mas destacados al momento de
trabajar el concepto de radian en la

realizacion de las actividades?

Recopilar informacion sobre las
concepciones y creencias particulares de
cada PF sobre el trabajo de radian en el aula,
con el fin de contrastar las opiniones
particulares de los docentes al momento de
construir actividades en torno a la medicion

del radian

¢ Qué herramientas importantes de
naturaleza ludica, didactica y/o pedagdgica
puedes destacar como presentes 0 ausentes
en la propuesta de unidad didactica

analizada?

Analizar el uso y aplicacion de herramientas
y modelos de trabajo, que suelen utilizar los
PF al momento de disefiar o pensar el
trabajo con mediante fichas, talleres o

actividades.

Si pudieras utilizar esta unidad didactica
coémo un recurso dentro de las clases
¢ Cuales son esos elementos primordiales

sobre los cuales podrias centrar una mirada

Observar el impacto que brinda la
aplicacion y analisis de la unidad desde la
perspectiva del PF, como una herramienta

que permiten la movilizacion de
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reflexiva para retroalimentar tu quehacer
cémo profesor de matematicas en el grado
10?

competencias profesionales del docente
formador o en formacion. Ademas de
plantear de manera técita la necesidad de la
investigacion al momento de abordar
conceptos para la ensefianza de la geometria

en grado decimo de escolaridad.

¢ Consideras esta propuesta de unidad
didactica como una herramienta eficaz de
reflexion para movilizar competencias
profesionales en profesores de matematicas

en formacion o en ejercicio?

Se tiene el deseo de escuchar aquellas
consideraciones y concepciones que tienen
los profesores sobre el rol del docente como
un agente de innovacion en el aula. Ademés
de observar desde la perspectiva particular
de cada uno su postura frente a sus
funciones como profesionales de la

matematica.

¢ Qué elementos consideras importantes de
reconsiderar al momento de adaptar o
redisefiar esta unidad para su aplicacion en

el futuro dentro del aula?

Mediante esta pregunta se da espacio a las
aportaciones y retroalimentaciones que cada
PF desde su experiencia o concepcion
quisieran realizar. Ademas, se da espacio a
escuchar la opinion y percepcién que tienen
los docentes sobre la aplicacion de modelos
como el de Van Hiele para plantear las
actividades.
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Asi después de planteadas las preguntas se recolecto la informacién obtenida mediante audios de

grabacion enviados por los PF, y se opt6 por presentar los datos en forma de parrafos

recopilando la informacién atendiendo a cada una de las ideas expuestas:
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Caracterizacion de PF1 (Profesor formador — formacion 1)
Mauricio Ortega Ramirez
Lic. en Mateméticas y Fisica

Magister en Educacion y Ensefianzas de las ciencias

Descripcion del perfil:

Docente del area de matemaéticas y fisica, con experiencia en el rubro por més de 5 afios,
quien se desempefia como profesor titular del colegio Filadelfia de la ciudad de Cali, ademas de
haber trabajado como profesor asistente en la Universidad del Valle en el area de ensefianza de

las ciencias naturales y ensefianza de la fisica.

Idea # 1:

Hay ciertas actividades que a mi parecer se deben de mejorar por ejemplo el primer la
primera historia que pones en la primera situacion esa primera historia no conecta con las
actividades que propones eso se puede evidenciar en que digamos la historia esta chévere
interesante pero no, no lo conectas. no me parece que estén conectadas en vez de esa historia
podrias proponer que algo que te relacione por ejemplo como los mayas u otra comunidad
entendia lo del calendario que lo trabajas alli, pero y no lo digamos que no lo explica en la

historia como tal creo que en esa primera situacion eso se puede mejorar se puede mejorar

Idea # 2:

Con respecto a algunos videos logré evidenciar estan interesantes y suenan bien y me

parecen cheveres también hay ciertos videos que por ejemplo son muy muy largos entonces en
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ese sentido teniendo en cuenta que las clases a veces no son tan largas como uno lo espera a
veces te dicen 50 minutos y en realidad no son 50 minutos sino 40 entonces los videos no

deberian ser tan largos y esto es como una percepcién mia y eso con respecto a los videos

Idea # 3:
Creo que es importante en las actividades proponer méas contextos si veo que utilizas por
ejemplo las ruedas como contexto y demas queda como en lo Gltimo si me entiendes tl lo

podrias proponer en la mitad y al final digamos conceptualizar lo que vienes planteando

Idea#4

Listo otro aspecto por ejemplo lo de las estaciones lo del giro de los planetas y demas
creo que los abordas, pero se podria mejorar trata de enfocarlo o tratar de enfocarlo un poco méas
hacia lo que tu planteas por ejemplo la circunferencia el nmero pi el radian si eso lo podrias

hacer y

Idea #5:

Digamos que qué puedo destacar o sea yo destaco tres aspectos primero como abordas el
concepto creo que lo aborda desde la parte historica obviamente no profundiza sobre eso pero si
hay una conceptualizacion histdrica del concepto de radian y tratas de poner varios contextos en
matematicos méas que todo y geométricos que permiten evidenciar las relaciones de la
circunferencia con el radian eso es muy muy valioso es muy valioso este trabajo en ese sentido
porque se suele simplemente pasar por alto esa unidad de medida que es el radian y simplemente

se ve como la conversion de grados a radianes pero nunca se conceptualiza en el aula de clases ni
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en el ministerio de educacioén en los estandares de los derechos basicos del radian entonces es

muy interesante tu aporte en ese sentido

Idea # 6

Dentro de mi clase creo que serviria en el sentido de lo matematico si no tanto en lo
fisico creo que en lo fisico queda corto en lo geométrico en lo matematico creo que profundiza
bastante bien y creo que ahi es donde debes de poner el foco me parece que tienes muy buenas
ideas como te dije conceptualizas muy bien esas ideas y con respecto a lo del radian lo
profundizas lo entiendes y lo plasmas y como te dije al principio creo que hacen falta algunas
actividades mas de reflexion en el estudiante proponer actividades como por ejemplo algo de
indagacién puede ser que indaguen que investiguen sobre qué es el radian y después reflexionar
sobre lo que investigaron listo me de sentido pues ellos van a investigar algo de google que tu
sabes que no es completo tal como tu lo estas proponiendo si me entiendes y eso puede ser

ayudar a la retroalimentacion como tal.

Idea#7

Con respecto a las competencias de los docentes creo que es importante reconocer de que
nosotros como docentes en la licenciatura como tal nuestro programa nuestra formacién nunca se
conceptualiza ni se indaga profundidad desde el punto que lo estas haciendo en el concepto
radian en ese sentido creo que es importante que se reflexione sobre los componentes historicos
los componentes didacticos de ciertas unidades de medida que a veces no tenemos idea de como

funcionan en ese sentido creo que un trabajo bastante potente.
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Idea#8

Como ultima recomendacion creo que seria importante la matematizacion que ti puedas
generar por medio de una actividad que los estudiantes realicen algin proyecto en el cual
relacion eso por ejemplo que puedan hacer una rueda para hacer un carro con movimiento que
identifiquen digamos la medida de una rueda utilizando todos los conocimientos que se hayan
aplicado eso creo que seria bastante interesante que pudieran hacer por ejemplo el video que tu
colocaste de dos ruedas y que van rodando y digamos tienen que caer en el mismo punto si eso

de pronto hacerlo que ellos puedan identificar esa unidad con aspectos de la vida cotidiana

Caracterizacion de PF2:

PF2 (Profesor formador — formacion 2)
Jackeline Valencia Giraldo

Lic. en Matematicas

Magister en ensefianza de las Matematicas

Descripcion del perfil:

Docente con 11 afios de experiencia en colegio, he manejado todos los grados (jardin a
11) orientando el &rea de matematicas. Desde hace 5 afios trabajo en la universidad UNIAJC
orientando areas como matematica fundamental, calculo |, calculo 11, algebra lineal, laboratorio

de matematica | y I1.

Idea # 1:

¢Bueno, la pregunta un dice, cuales son los elementos propuestos en las actividades que
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destacas como principales 0 méas destacados al momento de trabajar el concepto de radian?

Y yo considero que cuando se trata de ensefiar y trabajar el concepto de radian es
importante incorporar algunos elementos claves dentro de las actividades. Estos elementos nos
pueden ayudar a que los estudiantes pues comprendan no solamente la definicién formal del

radial, sino también como se relaciona con el circulo y las funciones trigonométricas.

Algunos de esos elementos que se destacan ademas cuando se va a trabajar el concepto
de radian es el circulo unitario. Es importante trabajar muy bien el circulo unitario para que ellos
puedan comprender como la ubicacién de todo, como es que influye esto dentro del radian.

La conversion entre angulos y radianes es importantisima, la visualizacién de funciones
trigonométricas, la conversion de como los &ngulos en radianes se relacionan con longitudes de
arco y de coordenadas. La clave esta en que los estudiantes puedan evidenciar bien el concepto a
través de actividades que sean visuales, que sean mas de tocar mas interactivas y de una

aplicacion mas practica.

Idea # 2
La pregunta nimero dos hace mencion a las herramientas importantes de naturaleza
ludica, didactica o pedagdgica para destacar algunos presentes ausentes dentro de la unidad

didactica.

Bueno, las herramientas ludicas, didacticas y pedagogicas que se presentan en la unidad

didactica sobre los radianes son fundamentales si o si para que el concepto sea comprendido de
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forma profunda y significativa. Dentro de esas herramientas deberia ser muy aprovechado y el
tema de las simulaciones dindmicas, los juegos interactivos, el aprendizaje colaborativo y las

actividades basadas en proyectos.

Esto va a permitir no solamente que el aprendizaje sea méas atractivo para ellos, sino que
sea también eficaz, que logre el objetivo principal, que es que ellos puedan comprender y
aprender ese concepto del Radian y también fomenta una mayor comprension conceptual y
aplicacion de la préctica en los radianes en diferentes &reas, no solamente en las matemaéticas,

sino también en la fisica y donde ellos consideren que se debe aplicar.

Idea #3
La pregunta tres dice que, si pudieras utilizar esta unidad didactica como recurso dentro

de las clases, cudles son los elementos primordiales?

Bueno, si yo utilizara la unidad didactica sobre radianes en mi clase, me enfocaria en la
conexion practica del concepto, en la visualizacion grafica y en el aprendizaje con la decorativa.
Es importante, pues, reflexionar en estos tres aspectos para que el estudiante pueda tener un buen
aprendizaje y ademas reflexionaria sobre mi practica docente para asi asegurarme de que mis

estudiantes no.

Asi asegurarme de que mis estudiantes no s6lo compren a los radianes desde la

perspectiva matematica, sino también que desarrollen habilidades mas amplias con la capacidad

de aplicar conocimientos en contextos reales, como trabajar también en equipo y sobre su propio

177



178

proceso de aprendizaje. Que ellos se autoevaluaran asi haria que la ensefianza de los radianes

fuera més efectiva, dinamica y relevante.

ldea#4
La pregunta nimero cuatro dice que si considero que esta propuesta de unidad didactica
como herramienta es eficaz la reflexion para movilizar competencias profesionales y profesores

de matematica.

Yo considero que esta unidad sobre radianes es una excelente herramienta para movilizar
las competencias profesionales y los profes de matematicas, tanto en formacion como los que ya
estamos ejerciendo. No solamente permite trabajar el contenido matematico de manera efectiva,
sino que también ofrece oportunidades de reflexion sobre la practica pedagdgica, el uso de

tecnologias y la evaluacién continua.

Hay que hacer una reflexion y esa reflexion es fundamental para el desarrollo profesional,
ya que permite a los docentes cuestionar y mejorar sus estrategias, manteniendo una mentalidad
de aprendizaje continuo y creando un ambiente en el aula que favorezca una comprension

profunda y significativa de sus conceptos.

Idea #5

La ultima pregunta dice, ;qué elementos consideran importantes de reconsiderar al

momento de adaptar o redisefiar la unidad para su aplicacion en un futuro?
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Bueno, como lo esencial a tener en cuenta para reconsiderar algunos aspectos es la
diversificacion de enfoques de ensefianza, tener en cuenta todo el resto de enfoque de ensefianza
para poder adaptar esa unidad. También revisar y acomodar la unidad de acuerdo a las
necesidades del grupo, dependiendo de su grado, su edad, si son todos hombres, mujeres, bueno,

tiene variedad.

La integracion profunda de tecnologia, se puede integrar las TICs, ahi podemos hacer una
como para visualizar mas cosas. La conexion con el mundo real, si o si, hacer aplicaciones de la
cotidianidad y hacer como una estrategia de evaluacion que permita revisar si el aprendizaje
realmente se dio 0 no se dio a los estudiantes. Estas modificaciones pueden hacer que la unidad
sea mas efectiva, mas inclusiva y pues mas atractiva para ellos y para nosotros como docentes,

garantizando asi que los estudiantes puedan comprender bien el concepto de radian.

Aportes relevantes obtenidos

Después de recolectada la informacion brindada por cada uno de los docentes se
proponen formular dos cuadros comparativos que permitan la recoleccién y aportes de las ideas
aplicadas por parte del grupo focal con el objetivo de retroalimentar las propuesta de trabajo de
grado realizada. Por lo anterior serdn presentados a continuacion los cuadros comparativos

estructurando las respuestas de cada PF (Profesor Formador — Formacion)

Cuadro comparativo de los aportes realizados por PF1 analizados desde : la aplicacion del

modelo local, Modelo de Van Hiele y las herramientas de formacién docente
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Aspectos
resaltados

Aportaciones al Modelo Local de
Andlisis Didactico

Aportes a considerar sobre
desde la aplicacién del
Modelo de Van Hiele

Aportes de la Unidad
Didactica a la Formacién
de Profesores en
Matematicas

Claridad en la
conexioén
tematica

Considerar dentro del componente
fenomenolégico del analisis del
contenido, otros contextos historicos
que podrian ser relevantes al momento
de proponer contextos de recreacion
historica, por ejemplo el del calendario
maya, el cual es ciclico y circular (Idea
#1).

El retomar un contexto
transversal permitira construir una
coherencia tematica que permita
identificar con mayor precision el
desarrollo de los niveles de
razonamiento en los estudiantes
seguin Van Hiele.

Reconsiderar en el disefio de las
actividades de la unidad
didactica, la manera en la que se
utiliza la informacioén al
momento de articular las tareas
dentro de un mismo contexto
histérico que sea significativo.

Uso de recursos
audiovisuales

Tener en cuenta dentro de la
implementacion de los recursos, la
duracion del material audiovisual para
ajustarse a la realidad (localidad) del
modelo institucional. Este es un aporte
directo al andlisis instruccional,
principalmente desde la perspectiva de
los recursos usados. (Idea #2).

La reduccion en la duracion de los
videos podria contribuir a una mejora
en la absorcioén de la informacién por
parte de los estudiantes, potenciando
su uso dentro la fase de informacion
0 demés fases del modelo de Van
Hiele. Este ajuste garantiza que los
estudiantes puedan concentrarse en
los elementos esenciales,
favoreciendo la comprensién inicial
necesaria para avanzar gradualmente
en los niveles de razonamiento
geométrico que plantea el modelo.

Fomentar el desarrollo de
mecanismos mas sofisticados
de seleccion, permite al docente
mejorar sus competencias al
momento de orquestar y
articular herramientas
pedagdgicas y recursos de
distinto tipo.

Propuesta de

Integrar desde los compontes
curriculares y fenomenolégicos del
contenido, una indagacién mayor sobre
los contextos de aplicacion del
contenido, con el fin de articularlos en

Enriquecer los contextos desde donde
se estructuran las actividades,
permitiria un mejor desarrollo de las
actividades brindando la posibilidad
de aplicar una fase instruccional que

Promueve la creatividad la
necesidad de investigacion en
los profesores formadores o en

contextos el disefio de actividades para brindad | Garantice el alcance de los de niveles | formacion al momento de

una mayor variedad de recursos de de razonamiento escogidos para el E)r:r?gsgsirc’)‘r)wrgsgr?gﬁzr €

conceptualizacion del aprendizaje (Idea Eg%%rri“:’g g?c:c;%gf::gf”tes delo

#3 e ldea # 4). :

La conceptualizacion histérica esuna | Promueve el desarrollo de

La unidad permite por medio de la propuesta muy importante de integrar | habilidades pedagdgicas en los

conceptualizacion historica del radian, mzrecl’geggé\‘/ra?f;diilf %%Irlgﬁgnon del | docentes, como el disefio de
Enfoque fomentar la reflexiony enriquece el uso de herramientas ficthlt(:_iade_slcentraﬁas en la i
histérico- contextualizacion en las actividades Gtiles al momento de construir las Investigacion y retlexion critica.
conceptual propuestas (Idea #5 e Idea # 6). actividades y favorecer la transicion

de los niveles de razonamiento
propuestos por Van Hiele al fomentar
la autonomia del estudiante en su
proceso de aprendizaje

Matematizacion
aplicada

Aplicar un andlisis didactico sobre
herramientas de innovacion curricular
que considere integrar por medio de
proyectos practicos como la
construccion de ruedas, permite
conectar conceptos matematicos con
aplicaciones de la vida cotidiana (Idea
#7 e ldea #8).

Las actividades practicas como
parte de las fases de orientacion
libre e integracion pueden ser
interesantes oportunidades que
faciliten el avance entre los
niveles de razonamiento
geométrico del modelo de Van
Hiele.

Motivar a los futuros docentes a
disefiar proyectos que integren
la matematizacion con
actividades practicas y reales,
enriqueciendo la ensefianza
matematica en el aula.

Nota. Elaboracion propia
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Cuadro comparativo de los aportes realizados por PF2 analizados desde : la aplicacion del

modelo local, Modelo de Van Hiele y las herramientas de formacion docente

Aspectos
Resaltados

Aportaciones al
Modelo Local de
Anadlisis Didactico

Aportes desde la
Aplicacion del Modelo
de Van Hiele

Aportes a la Formacion
de Profesores en
Matematicas

Elementos clave
para trabajar
radian

Incorporar actividades
con circulo unitario,
conversion entre
angulos y radianes, y
tareas interactivas
para una comprension
visual y préactica del
concepto.

Favorece niveles
iniciales al conectar
conceptos geomeétricos y
trigonométricos a traves
de actividades visuales y
précticas.

Ayuda a disefar
actividades que integren
teoria y practica, logrando
un aprendizaje
significativo y
contextualizado del
concepto de radian.

Herramientas
[Udicas y
pedagdgicas

Utilizar simulaciones,
juegos interactivos y
proyectos
colaborativos para
hacer mas atractivo y
eficaz el aprendizaje
del radian.

Potencia niveles
avanzados al incluir
actividades dinamicas
que promueven
exploracion y
comprension conceptual
profunda.

Fomenta el uso de
metodologias activas y
tecnologias que
enriquecen la ensefianza y
mejoran la adaptacion de
recursos educativos.

Conexion
practica del
concepto

Disefiar actividades
aplicadas a contextos
reales y fomentar la
reflexion docente para
garantizar una
comprension tedrica y
practica del radian.

Integra visualizacion y
contextualizacion
practica en las fases de
exploracién, facilitando
la transicion entre
niveles del modelo de
Van Hiele.

Estimula la reflexion
sobre estrategias
pedagogicas y el
aprendizaje autbnomo y
colaborativo de los
estudiantes.

Movilizacién de
competencias
docentes

Promover reflexion
pedagogica continua,
uso de tecnologias y
evaluacion efectiva
para fortalecer la
ensefianza y
comprension del
radian.

Potencia el uso del
modelo para analizar la
progresion del
razonamiento geométrico
y mejorar su
implementacion en el
aula.

Fortalece la capacidad
critica de los docentes
para evaluar y mejorar
estrategias, fomentando
aprendizajes significativos
en matematicas.

Adaptacion de la
unidad didactica

Diversificar enfoques,
integrar TICs y
conectar con la
cotidianidad para
hacer la unidad
inclusiva y adaptada a
las necesidades del

grupo.

Mejora la adaptacion de
las fases del modelo de
Van Hiele a las
caracteristicas de los
estudiantes, facilitando
su progreso en el
razonamiento
geomeétrico.

Impulsa flexibilidad y
creatividad en los
docentes al redisefiar
recursos didacticos,
fomentando aprendizajes
inclusivos y practicos en
diversos contextos.
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Anexo # 2.Descripcion general de la prueba piloto aplicada

Aplicacion de una prueba piloto sobre actividades de la unidad disefiada

Mediante el disefio de una unidad didactica basada en la conceptualizacion y trabajo con
el radian como objeto matematico, se pretende recolectar toda la informacion posible que
permita la evaluacion y retroalimentacion de la puesta en marcha del modelo local de anélisis
didactico estructurado en la propuesta de grado. Las actividades de la unidad han sido planeadas
mediante la articulacién de un cuerpo tedrico de investigacion construido mediante el modelo
local de andlisis didactico en 4 categorias principales: analisis curricular, anélisis de contenido,
andlisis contenido y analisis instruccional.

La aplicacion de la prueba piloto se realizd en una institucion educativa de la ciudad de
Cali llamada “Centro Educativo Industrial Luis Madina” del sector del sur, en un barrio llamado
Meléndez de la comuna 18. La aplicacion de la prueba fue realizada en dos partes:

Aplicacion 1: Fue realizada el 23 de Noviembre a las 10:30 de la mafiana con dos
estudiantes de grado décimo que se encontraba en fase de recuperaciones y nivelaciones. La
docente a cargo de la asignatura la profesora Jackeline Valencia, facilito la realizacion y
aplicacion de la actividad por parte del tesista. Lastimosamente por cuestiones de tiempo solo
pudo ser aplicada la actividad # 2, la cual se consider6 importante por ser una de las actividades
que moviliza las estructuras geométricas que utiliza el radian para ser representado de forma

cualitativa.

Aplicacion 2

Fue realizada el 27 de Noviembre a las 11:30 de la mafiana con una estudiante de grado
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décimo que se encontraba en fase de recuperaciones y nivelaciones. La docente a cargo de la
asignatura la profesora Jackeline Valencia, facilito la realizacion y aplicacion de la actividad por
parte del tesista. Lastimosamente por cuestiones de tiempo solo pudo ser aplicada la actividad #
5, la cual se consider6 importante por ser una de las actividades que moviliza las estructuras
métricas y geométricas que utiliza el radian para ser representado de forma cuantitativa. Lo

anterior esta basado en la tabla 1 y 2 de la seccién del analisis de contenido.

ACTIVIDADES TIEMPO DISPUESTO FUNCIONES Y
REALIZADAS ENCARGADOS

1. Planificacion:
Se realiz6 una visita a la 2 semanas (19 de Joan Sebastian Marin
institucion educativa Noviembre al 1 de Munoz - Tesista

escogida, consultando con | Diciembre del 2023)
los docentes sobre ¢ Qué
tipos de planeaciones
tenian? {Cémo eréa el
trabajo dispuesto con los
estudiantes? Estos anexaron
una unidad didactica como
parte de la prueba para la
planeacion y manejo de las
actividades

2. Disefio de la unidad
4 meses (Del 1 de Mayo del | Joan Sebastian Marin

Después de consultado el 2024 al 30 de Septiembre Munoz — Tesista

material, construido el del 2024)

modelo local de analisis Evelio Bedoya — Director
didactico por parte del de tesis

tesista bajo la supervision

del docente director de Brayan Stuart Vernaza — Co
tesis, se paso a la fase de director

disefio y produccion de la
unidad didéactica

3. Aplicacion de la Aplicacion 1
prueba piloto: Joan Sebastian Marin
La aplicacion de la prueba | Fecha: 23 de Noviembre del | Mufioz - Tesista
piloto fue realizada justo 2024

después de la fase de disefio
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de la unidad, después de la
fase de retroalimentacion y
evaluacion de la unidad por
parte del grupo focal
escogido. Lastimosamente
la realizacion de la prueba
tuvo que realizarse en
épocas de fin de afio escolar
por lo que solo hubo
disponibilidad de
estudiantes que se
encontraban recuperando

Aplicacion 2: 27 de
Noviembre del 2024

De los videos filmados, se decidié por escoger 2 episodios claves de cada video los

cuales seran sefialados a continuacién. Se decidio realizarlo de esta manera considerando que

aquellos segmentos que fueran transcritos pudieran brindar informacién y oportunidad de

andlisis sobre aquellos momentos que se consideran relevantes para captar oportunidades de

registro sobre momentos significativos de la matematizacion realizada por los estudiantes. Se

considera importante revisar las estructuras propuestas por Alyami (2024) sobre la
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conceptualizacién y representacion del radian por medio del concepto de precepto de Vinner &

Talla (1981), documentacion que se consideré relevante para observar el comportamiento de los

estudiantes con respectos a los esquemas de representacion del radian.

EPISODIO 1
Relacion entre la longitud de arco y el radio

EPISODIO 2
Rotacion del circulo y proporcion
cuantitativa entre arco y radio

00:00-11:01
Linea 1 a 101

12:00-26:32
Linea 102 a 2006

El profesor presenta a los estudiantes el
material de la actividad # 2 de la unidad.,
considerando importante el observar la
manera en la que se relaciona la medida del
arco subtendido por el angulo central y la
medida del radio de cada circulo. El
profesor entrega circulos de diferente
tamafo a cada gstudiantes v estos
empiezan a llenar la tabla anexa con la
informacion pedida. necesitando de aplicar
mediciones ¥y manejo de herramientas
como transportador. regla v lapiz.

En esta se realiza la actividad # 5, y es
aqui cuando el profesor empieza a
constrastar los conocimientos que
adquirio la estudiante sobre los sistemas
de medicion angular ¥ su relacion con
un sistema de equivalencias. La
estudiante aplica dichos conocimientos
para modelar un problema de rotacion
pendanso el circulo como una llanta v
relacionando la cantidad de
desplazamiento de acuerdo a la
magnitud del arco trazada, v el angulo
como proporcion entre la medida del
arco v la medida del radio.
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Anexo # 2.1 Transcripcion:

Episodio 1: Relacion entre la longitud de arco y el radio

Minuto 00:00 — 7:40

1. P: Y les voy a pasar unos cordones de guia, que les van ayudar a identificar mas o menos
cuanto mide el radio

2. P: (Se acercaa E1y le pasa un cordon de un tamarfio y luego se acerca a E2 y le pasa otro
cordon de tamafio diferente) Mira esta cuerda si cabe en el radio (Le pasa a E1)

3. P: Mira esta cuerda si cabe en el radio (Le pasa a E2) ¢ Cual seria el radio del circulo ahi?

4. E2: Este (sefiala la linea vertical del medio)

5. P: Entonces por ejemplo usted lo pone desde la mitad (El profesor ubica la cuerda en uno de
los diametros sobre la circunferencia de E2)

6. P: Esa cuerdita ¢Cabe ahi?

7. E2: Pues... (Mira al profesor con duda), si (a comoda la cuerda) pero, este no...

8. P: ¢Sobra un pedazo?

9. E2: Si.

10. P: Si le sobra un pedazo cortémosela (Se acerca por las tijeras)

11. P: Aungue miremos si esa liniecita esta igual en todos los lados, porque si esta diferente aqui
(Sefala uno de los didmetros para analizar si todos son congruentes)

12. P: Bueno entonces miren lo que les voy a pasar a continuacion, (El profesor explica la
actividad numero 2)

13. E2: ¢Profe ponemos los cordones juntos? (La estudiante entiende que el ejercicio sera
repasar los segmentos perpendiculares que estan dentro del circulo)

14. P: Ah muy bien, No (se dirige hacia la estudiante para sefialarle como ubicar los cordones)
La idea entonces seria que tl ahora con esos cordoncitos

15. P: Puede ser arrancando desde aqui (Sefiala un vertice de interseccion de uno de los
diametros del circulo)

16. P: O puede ser arrancando desde cualquier ladito (Sefiala la interseccion paralela desde el

otro lado)
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17. P: Me digas ¢cuantos de estos cordones caben alrededor?

18. P: Como que trates de llenar todo el bordecito del circulo con eso

19:E2: (Asienta y toma los cordones) Ok

20. P: Ustedes me van diciendo entonces, cuando ya lo tengan alli llenan esta tablita (Les
muestra la tabla)

21. E2: (Organiza las cuerdas y recubre todo el borde)

22. P: ¢ Cuéntos te cupieron?

23. E2: Seis y un borde..

24. P: Seis y pedacit.. ¢Si? (Mira el nUmero de cuerdas)

25.E2: Ummm.. (Sefiala el borde e indica el conteo de manera insegura)

26. P: Un dos tres cuatro cinco y...(cuenta con los dedos ) un poquito menos de seis.

27. E2: Ujum... (Mira con inseguridad)

28. P: Pero por qué sera que nos queda menos que 6? (Mira extrafiado) A ver!

29. P: Aca si el radio mide igual (muestra por comparacién el pedazo de cuerda)

30. P: Y aca

31. E2: Mide menos...

32. P: Y aca también mide menos ¢De donde saldra ese extra que tiene? (Dice algo mas que no
se alcanza a percibir)

33. P: A bueno pero entonces te dio mas o menos cinco y algo...

34. P: Si le fueras a colocar un nimero ¢Cuénto le pondrias? A ese numerito

35. E2: No sé

36. P: O sea tu dirias (sefiala las cuerdas utilizadas por la estudiante) organizalas otra vez.
37. E2: Uno, dos, tres (Cuenta y va ubicando las cuerdas alrededor del circulo)

38. P: Te da, uno, dos, tres, cuatro cinco y un pedazo de...

39. P: Y no un sexto no, un poquito menos, 6sea 5 punto algo (El profe cuenta mirando al
alumno E2)

40. E2: (Mira al profesor con inseguridad toméandose la cara)

41 P: Coloca aqui cuanto mide el circulo, listo (Sefiala en la tabla)

42. P: Y aca pones cuantas cuerdas te dio (sefiala la segunda fila de la tabla construida en la
unidad)

43. E2: El radio es 4,5
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44. P: El radio seria este, ¢4,5? Entonces pones aqui 4,5 centimetros

45. P: Y aca pones cuantas cuerdas necesitaste

46. E2: Ujum, pongo 5 ¢y? (Mira al profesor para preguntarle)

47. P: Pones 5 exactas ¢y?, entonces esa sexta ¢como la pondriamos? porgue no es una sexta
seria un poquito menos.

48. P: Seria un dos tres cuatro cinco y entonces comparando ese pedazo que sobra que es mas o
menos ¢cuanto?

49. P: (Toma la cuerda y la ubica alrededor del perimetro de la circunferencia) Coloquémosla
aca, este acd, Y cuando vas a colocar esa sexta, te quedaria como por aqui.

50. P: Si quieres hazle una rayita, hazle una rayita a esa cuerda con el lapicero

51. E2: (Hace la raya sobre la cuerda como el profesor lo indica)

52. P: Y entonces midela con la regla, a ver cuanto te da esa rayita. Para establecer una
proporcionalidad alli

53. E2: (Mide la rayita y dice con timidez y duda) Ehh tres?

54.P: Si te da 3 centimetros y la cuerda completa mide 4,5, uno podria decir que seria 5 cuerdas
y ..Ummm (Piensa)

55. E2: (Tres? (Dice en voz muy baja)

55. P: Serian como los 2 tercios, 0sea 5,66 cuerdas

56. E2: Cinco (Escribe)66?

57. P: Cuerdas

58. E2: Cuerdas perdon.

59. P: Si

60. P: Aqui viene, ah bueno la medida del pedazo faltante, bueno en este caso faltante no es, sino
resultante, el pedazo que quedo alli.

61. P: Seria pues de 3 centimetros

62. P: Muy bien

Subseccion 2: Relacion entre el &ngulo sexagesimal y las cantidades de radio

Minuto 8:21 —11:01

En este episodio el profesor explica a los estudiantes presentes, la rejilla del cuadro donde se
relacionan los angulos en medida sexagesimal con la porcion de los radios que toma del

perimetro y a partir de este punto se logran identificar algunas deficiencias en la forma en la que
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los estudiantes miden angulos y sobre todo asignan medidas de forma nominal y aleatoria. El
profesor empieza mostrando como en los circulos que se construyeron con anterioridad con los
otros estudiantes, ahi unas lineas guias para identificar angulos trascendentes
(30,34,60,90,180,270 y 360) y luego con E2, principalmente, trata de empezar a buscar la
relacion

63: P: Estas liniecitas (sefiala los didmetros perpendiculares de la circunferencia) podria uno
pensarlas que son cdmo &ngulos.

64. P: Porque, si uno pensara que esto es codmo un transportador, entonces, por ejemplo (empieza
a sefialar desde las marcas que se encuentran mas juntas una de la otra las cuales pueden
pensarse como los angulos del 30 al 90) este seria un angulo, este seria otro y este seria otro.
65. P: ¢ Cudl seria este por ejemplo? (Sefiala un angulo de 90 grados inscrito en los segmentos
perpendiculares) por ejemplo la L de aca

66. E2: ;De todo?

67. P: Este de aqui, esta L

68. P: Por ejemplo, si este fuera un transportador (repinta la circunferencia con un lapicero la
interseccion de los didmetros perpendiculares) y yo quisiera aqui medir el angulo.

69. P: ¢Cual seria este por ejemplo? Este de aqui ¢Cuanto seria? (Repinta con un lapicero)
70. E2: De Ehhh...

71. P: Cuando a uno le ponen un angulo que forma una L ¢Cuéanto vale?

72. E2: 807 Ciento sesen ehh.. (Dice indeciso)

73. P: 180 seria todo este (Sefiala la semicircunferencia de la mitad del circulo)

74. P: Ah bueno, lo puedes sacar aqui de la deduccion, si 180 es todo este (Vuelve y sefiala la
figura anterior)

75. P: Noventa cuanto seria? (Se refiere a noventa grados)

76. E2: iC6mo?

77. P: ¢Si 180 es toda esta mitad, entonces cual seria este?

78. E2: ¢ La mitad de 180?

79. P: ¢y cual es la mitad de 1807

80. E2: Ehh ummm

81. P: Noventa grados, rie

82. P: Este seria de 90, y entonces si este es de 90 ¢este de cuanto seria? ¢este?
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83. P: Piensa, si este es de 90 y esto de aqui son menores pues mas 0 menos ¢ Cuanto seria el
valor alli?

84. E2: 190 (Afirma)

85. P: (Profesor explica la necesidad de utilizar transportador, pero los estudiantes no cuentan
con uno por lo que el profesor accede a prestar uno, que esta un poco dafiado por lo que les habla
de algunas consideraciones).

86. P: El profesor empieza a socializar con los estudiantes luego del uso del transportador, la
manera en la que pueden empezar a llenar la seccion que pide relacionar los radios que bordean
el perimetro del circulo y el angulo central dibujado. Por lo anterior se retoma el siguiente el
episodio desde la siguiente seccidn:

87. P: Fijense que ustedes alli llenaron el perimetro del circulo con radios.

88. P: Ahora la pregunta, a mi me dicen vea ;numero de radios por angulo? Entonces este
angulo de 30, por ejemplo el angulo de 30 que es esta liniecita ¢ cuantos radios cogio?

89. P: Osea ¢Cuantas de estas cuerdas cogid el angulo de 30? ;Qué piensan ustedes?

90. E1: Ehh, cero coma algo

91. P: Si cierto, menos de uno, entonces cero coma algo

92. P: ¢ Cuantos radios de estos cogio el angulo de 45 grados?

93. E1: También menos de 1, (repite)

94. P: Menos de 1 pero casi 1

95. E1: Ehh, sii

96. P: ;Y el de 60?

97. E1: Un poquito mas de uno

98. P: Ahh muy bien, eso es lo que necesito que llenen esta tabla.

99. P: (Cudl seria el de 90 entonces?, por ejemplo, este (Sefiala en la circunferencia) seria el de
90, ¢no?

100. P: (Mira a E2) Para poderlo llenar tendrias que volver a rellenar el bordecito de cuerdas

101. P: El de 180 seria este, el de 270 y el de 360. Y ya con esto terminamos.
EPISODIO 2: Rotacidn del circulo y proporcion cuantitativa entre arco y radio

Minuto 12:00 — 16:23

En esta actividad se realiza una especie de resumen de lo trabajado con anterioridad en la
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actividad # 1 y # 2 de la unidad, actividades las cuales son propuestas a manera de propuesta
para el trabajo con el radian recopilando la informacion encontrada por medio de la aplicacion
del modelo local de andlisis didactico. La transcripcion del episodio sera realizada poniendo
énfasis en aquellos momentos donde se pueden evidenciar interacciones significativas, que
permitan obtener informacion relevante sobre la potencialidad de las herramientas desarrolladas
y el alcance de los objetivos propuestos con respecto a la integracion de las propiedades
geomeétricas y los fendmenos del movimiento circular.

102 .P: Mire ¢cuénto mide el radio de este circulo? ¢Cuénto le esta diciendo aqui que mide el
radio de este circulo?

103. E3: 3 centimetros.

104. P: (Repite a manera de afirmacion y compara el pedazo de lana) 3 centimetros. ;Y cuénto le
esta diciendo aqui que mide el radio de este circulo?

105. E3: Cuatro punto cinco centimetros (le dice al profesor observando los datos registrados en
la tabla anterior)

106. P: Muy bien. Si yo hago un camino que mida una vez el radio ¢ Cuanto va a medir ese
camino?

107. E3: ¢Una vez el radio? (Pregunta en tono desconcertado). El pi ¢(No?

108. P: Buena pregunta. Otra vez (Sefiala la informacion que se tiene en la tabla)

109. P: ;{Cuanto mide el radio?

110. E3: tres, ehh...

111. P: Tres centimetros.

112. E3: Aja, tres centimetros

113. P: Si yo hago una raya, o un camino que mida una vez el radio ¢cuanto va a medir?

114. E3: Tres centimetros (Afirma con mas seguridad)

115. P: Ahhh, excelente (asienta con satisfaccion)

116. P: ¢ Y aqui? (Sefiala en la tabla la informacion del segundo circulo que mide 4,5 de radio)
117.E3: Uy profe tengo que estudiar eso.. (Lo dice riéndose)

118. P: {Cuéanto va a medir?

120. E3: Cuatro punto cinco centimetros (Se sigue riendo de manera nerviosa y mira la
informacidn anterior)

121. P: Exactamente. Entonces aqui por ejemplo tres (Sefiala la primera fila) y aqui por ejemplo
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4,5 (sefala la segunda fila)

122. P: Ahora si haces un camino que no mida una vez el radio sino uno punto cinco veces el radio

123. E3: Que mida ¢uno punto cinco?, la mitad ¢no?

124. P: O sea una vez el radio més la mitad.

125. P: Entonces si una vez es tres, la mitad ¢seria?

126. E3: Uno punto cinco (Lo dice a la vez que el profesor, casi como siguiendo)

127. P: ¢ Y tres mas uno punto cinco?

128. E3: Cuatro punto cinco.

129. P: Es decir, un camino que mida 1,5 veces el radio, es decir, 4,5 (Sefiala la primera fila para
ir ordenando la informacion.

130. E3: ¢ Lo pongo o qué?

131. P: Entonces usted tiene que dibujar, si quiere en la hoja que le pasé o si quiere en el piso,
como quiera

132. P: Unos caminos que midan esto (Sefiala los items de la tabla) uno, uno punto cinco, cuatro
Yy Seis veces.

133. P: Cuando dibuje los caminitos con la regla que le voy a prestar (hace un sonido con el
silbido), usted va a rotar este circulito (muestra uno de los circulos que tiene recortados)

134. P: A partir de un punto cualquiera, que usted quiera, por ejemplo, este (sefiala una linea que
hace parte de uno de los didmetros del circulo)

135. P: Va a rotar el circulito (Hace un silbido mostrando la rotacion del circulo de forma
perpendicular al papel, recorriendo el camino que habia dibujado con la regla) y ahi donde
termina hace una rayita

136. P: Supongamos pues que usted hizo una linea y lo va a rotar, usted lo rota asi

137. E3: (Esta experimentando con el circulo simulando lo mostrado por el profesor)

138. P: Y ahi donde termina marca.

139. P: Y usted me va a decir ¢Cual es el angulo que hizo en grados? entonces 60 grados, 80
grados, 70 grados.

140. E3: (Susurra) no voy a alcanzar

140. P: Y luego en radios (sefiala la tabla donde habian llenado la informacidn anterior) en
radios, ¢listo?

141. P: Cada vez que usted ponga ese circulito a rodar en ese camino (silba), usted por favor
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marca en el circulito con un lapicero ese camino.
142. P: La marquita le hace la marquita (sefiala en el circulo el ejemplo hecho con anterioridad)

143. E3: ¢Profe no se quiere hacer al lado mio para yo hacerlo paso por paso?

Subcapitulo 2: Aportes de la estudiante E3 al llenar la tabla

Minuto : 18:25 - 24:15

Después de realizada la explicacién por parte del docente, tomaremos registro de los aportes que
brinde la estudiante sobre las dudas o inquietudes que demuestre la estudiante en su interaccion
con el docente para analizar las evidencias del desarrollo del pensamiento matematico con
respecto a la actividad.

144. E3: Asi ¢no? ;Mas? (La estudiante dibuja lineas paralelar sobre el papel, se anexan fotos)
145. P: Pero 0jo, que el camino. Ya hiciste la liniecitas, ahora tienes que marcar el camino de
esta medida (Sefiala la informacién de la tabla)

146. P: Dice que una vez tres, que el camino mide una vez el radio. Entonces como el radio de
este pequefio es tres debo hacer una linea de tres.

147. E3: ; Tres centimetros?

148. P: Tres centimetros, mide tres centimetros y lo repintas (Lo dice en tono de afirmacion
sefialando la regla)

149. E3: ¢ Desde el cero hasta el tres? (Lo dice sefialando la ubicacion de la regla)

150. P: Desde el cero hasta el tres, porque si lo haces desde el 1 mediria dos centimetros.

152. E3: Listo. Y le pongo tres centimetros, aja.

153. P: Ahora esta, entonces haz una linea ahora que mida 4,5.

154. E3: Ujum

155. P: Ahora una linea que mida 4 veces tres, Gsea tres por cuatro

156. E3: Doce

157. P: Doce centimetros, y lo mides con la regla y asi sucesivamente.

158. E3: En la otra...

159. P: En la otra rayita.

Es realiza una intervencion poco relevante para la informacidn que se desea obtener

160. E3: Ahora seis veces tres, 0sea 18.

161. P: Yo te voy a ayudar con un giro y ta haces los demas.
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SUB-CAPITULO 3: Registro de los giros y llenado de la tabla de la actividad # 4

162. P: Listo, entonces vamos a coger el circulito y vamos a girar con él.

163. E3: (El de 3 centimetros?

164. P: Si, entonces mira lo que vamos a hacer (muestra el circulo)

165. P: Desde aqui desde una marca (muestra la linea de uno de los diametros de la
circunferencia) puede ser esta ¢ listo?

166. P: Puede ser aqui o puede ser aqui (muestra las marcas realizadas o marcadas por los
diametros de la circunferencia) donde tu quiera, peor que tengas como una referencia.

167. E3: Ujum.

168. P: En este caso a mi me parece lo mas conveniente lo voy a voltear (se gira) es mejor de
este lado porque alli ya estan marcados los angulos entonces no voy a necesitar el transportador
alli.

169. P: Entonces yo voy a arrancar aca, aqui inicio el camino y voy a dar una rotacion (silba)
170. P: Y fijate (el profesor lo realiza con este acento) que el radio se cumple, despuesito de este
angulo de 45 osea por aqui.

171. P: Es decir, que para hacer una vuelta o una rotacion de una vez el radio necesito un angulo
de maés de 45.

172. P: Entonces aqui donde yo lo voy a hacer usted hace la marquita, exactamente alli donde
termina.

173. E3: (Aqui?

174. P: No mira ahi donde esta la marquita, marquelo sobre el circulo alli donde termino, sobre
el circulito. Es decir, alli arriba

175. E3: ¢ Aqui? (Hace una linea sobre el papel y no sobre el circulo)

176. P: No sobre el circulito.

177. E3: (Realiza el dibujo sobre la circunferencia)

178. P: Eso, entonces ya tenemos esa marquita (muestra el circulo con las marcas realizadas)
179. P: ;Que vamos a hacer a continuacion? Nos toca medir este angulo con el transportador
(Toma un transportador un poco roto que tenian a la mano)

180: P: Nos va a indicar que aqui y acé, ¢coOmo sabemos que este es de 180?

181. P: Yo lo pongo aca, lo acdmodo un poco para que me encaje.
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182. P: Y empiezo 10, 20, 30, 40, 50 y un poquitico mas

183. E3: ({Como 62?

184. P: No, mas de 50 pero menos de 60, (vuelve y rectifica contando el profesor la medida en
base al transportador)

185. P: 10, 20, 30, 40, 50 y un poquitico mas de 55, porque 55 esta aca. Cologquémosle 58.

186. E3: Ujum

187. P: Entonces ¢,qué debo colocar aca en la tabla?

188. P: El &ngulo recorrido en grados que fue de 58grados aproximadamente. Pero en radios
jcuanto fue? Pues una vez

189. P: ¢ Cuéntos radios recorrio esto para poder llegar? Un radio, ¢listo?

190 E3: ;Y la altura de la rueda?

El profesor procede a explicarle a la estudiante la medicion de la altura de la posicion de la rueda
como la distancia desde la marca del giro, de forma perpendicular hasta el diametro de la rueda.
La estudiante responde de manera asertiva por lo que saltaremos un poco hasta el minuto 12,37
191. E3: Profe, entonces digamos, espere un momentico (la estudiante reclama que el profesor se
esta moviendo en direccién a la mesa o escritorio)

192. E3: Empiezo desde aqui ¢no?, el camino ¢desde aqui? (Sefiala en el circulo en la parte
donde el profe le habia indicado antes y ubica el circulo sobre el papel en el pupitre)

193. P: Eso, empiézalo desde alli porque este es un punto de referencia. Entonces si siempre lo
pones desde aca va a ser mucho més fécil poder contar ;no?

194. P: Bueno aqui seria mas facil medirlo hacia el contrario, porque es mas facil hacerlo rotar
asi.

195. E3: Entonces si por ejemplo estoy aqui (toma el circulo y lo ubica sobre el papel)

196. P: Alli estas en 70

197. E3: Aqui estoy en 70. Y tengo que llegar hasta como por aqui (toma el transportador y
empieza a hacer un pequefio arco) seria 75 ¢por ahi?

198. P: Seria...espérate un momentico

199. P: Volvamoslo a hacer el camino, que aqui hay un detallito

200. P: entonces tu arrancas aqui (toma el circulo vuelve y lo ubica y luego mide con el
transportador), das el giro (silba)

201. P: Y llegas como acd, ¢cierto?, y ahi te marca (vuelve y traza la linea)
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202. P: Entonces segun esto, ojo a la manera en la que lo cuentas (ubica el transportador y
empieza a explicar a la estudiante como realizar la medicion de manera adecuada)

203. P: Tienes que poner esto aqui donde dice 180, aqui en toda la mitacita asi (muestra la guia
del transportador)

204. P: Y esta liniecita que esta por alla, que se ve asi a lo lejos se alinea. Entonces empieza a
rotar 10, 20...

205. P: ¢Desde donde? ¢ desde aqui o desde aca? (sefiala la guia indicada por el docente pero
también una guia perpendicular que no esta sobre el papel.

206. P: Desde acé 6sea, 10 (Le repite la guia) 20, 30, 40, 50, 70, 80, ahh 80 grados te da.

Anexo 3. Transversalidad de los estandares competencias trabajadas desde el
curriculo del MEN para la conceptualizacién del radian

ESTANDARES

BASICOS DE PENSAMIENTOS
COMPETENCIAS
GRADOS DE 3 3 v
. Numerico y sistemas Variacional y sistemas algebraicos y
ial y Sistemas Geomeétri Metri y sistem medi - =
ESCOLARIDAD |Espacial y Sistemas Geométricos etricos y sistemas de medida S Garoricos Shaliticos
Comparo y clasifico figuras
bidimensionales de acuerdo a
sus componentes (angulos y ﬁ
vértices) y caracteristicas
Selecciono unidades, tanto identif did
s - convencionales como ENISICO. Y USI memdas
GRADO 47 Y 5° ¢ - estandarizadas, apropiadas relativas en distintos
Identifico, represento y utilizo para diferentes mediciones contextos
angulos en giros. aberturas
inclinaciones. figuras. puntas

y esquinas en situaciones
estaticas y dinamica

GRADO 67 Y 7°

= graficas y propedades
s ecuaciones aigebraicas

n de niveles de
n spropiados

GRADO 10°Y 11°

Describo y modelo fend
eric s

MEN (Ministerio de educacion nacional) Estandares basicos de competencias. Elaboracion

propia
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Anexo # 4. Evidencias de la aplicacion de la prueba piloto
1. Aplicacion de la actividad # 2

3. Ubicacion del transportador
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4. Tabla de la actividad # 2 realizada por E3 en casa
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Anexo 5. Consentimientos firmados para la grabacion de la prueba piloto

LI rdeerarm b cllmer]
ol Walke

FORMATO DE AUTORIZACION DE TRATAMIENTO DE DATOS FERSOMALES

Dando cumplinvients a ko dispoeste en la ley 1581 de 20012, “Par el cual se dictan disposicionss
penerales para la protecoon de datns personaless™ v de conformidad con lo sefialade en el Decrein

1377 de

=l

Firma

2013, com la firmea de este documento manifissto que he sido informado de Lo sigoients:

Joan Sebastizn Mann Muofor identificado con cedula 1124098370 achaara como
responsable del ratamierta de datos persorales de los cuales soy tinudar v goe, oonjunta o
separadamente podra recolectar, usar y tratar mis dates persenales conforme a la politica de
ratamisnta de dats personales.

Croe me ha sidoe informada 1a(s) finalidad (es) de la recoleccion de Los datos persenales, la
ol consiste en actividades realizadaz con el fin de coprplementar el trabajo de srado da
Toan Sebastizn Mann Mufoz, el ol realiza en tomo a la concepnaalizacion dzl objeto
radian, comwo una estratepia formativa en el dezarrolle dsl pensamisnto geometmicn
mediante la aplicacdion de ura construccion de un modalo local de analisis didactico que
mterra la tearia de los Van Hisls, como metodo mstraccional par el dissfio v constmaccion
de las actividades

Es de caracter facultative o volintario responder pregunias que versen sobre datos
semsibles o sobre menares de edad

Miz derechos come tihalar de Los dabos son previsios en [a constifacion v la ley,
especialmenta el derecho a copocer, actualizar, rectificar v suprmir poi informacion
personal, asl com el derecho a revocar el consentimiento otorgade para el ratamiento ds
datos personaless.

Mediante el comeo joan marngicemeounivalle sdy co podré radicar coalquier tHpo de
requerimyiento relaciorade con el tratamiende de mis dates persomales.

Joan Sebastizn Mann Muafoz sarantizara la confidencialidad, libertad, seguridad, veracidad,
mansparencia, acceso v ciroulacion restringida de mds datos ¥ se reservard el derecho de
modificar su pelitica de ratamisnto de datos personales en cualqoier monmyeneo.

Teniendo en cuenta Lo anferior, austorizo de manera voluntaria, previa, explicita, mformada e
mequiveca a Toan Sebastizn Marm Mufior para tratar mis datos personales, fotoprafiss v
videns de acnerdo con su politica de ratamisnio de datos personales para los fines
relacionados con s objeto.

La informacion obtenida para el wammiente de mis dafos personales 1a be suministrado de
forma wohmtaria v es vendica. Se firna en 1a ciudad de alos  doas del
mes de del afie .

MNombre
Idemtific
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