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Abstract

In this paper we introduced the north and south lattices of an interlaced bilattice. By using this
definition of interlaced lattices with conflation and the concept of opposite lattice, we proved
that the category of interlaced bilattices with conflation and the category of bounded lattices
are naturally equivalent. As a consequence of Priestley’s duality, we obtain that the category of
Priestley’s spaces and the category of distributive bilattices with conflation are dually equivalent.
Finally, we found that the categories of bounded lattices with negation and interlaced bilattices
with negation and conflation (which commute each other) are naturally equivalent.
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Resumen

Este articulo introduce los reticulos norte y sur de un birreticulo entrelazado, a través de esta
definicién para birreticulos entrelazados con fusién y por el concepto de reticulo opuesto, pro-
bamos que la categoria de los birreticulos entrelazados con fusién y la categoria de los reticulos
acotados son naturalmente equivalentes. Como consecuencia de la Dualidad de Priestley se ob-
tiene que la categoria de los espacios de Priestley y la categoria de los birreticulos distributivos
con fusién son dualmente equivalentes. Por ltimo, obtuvimos que las categorias de los reticulos
acotados con negacién y los birreticulos entrelazados con negacién y fusién (los cuales conmutan
entre si) son naturalmente equivalentes.

Palabras y frases claves: Birreticulos, Birreticulos con fusién, Birreticulos con negacién y fusién,
Dualidad.

1 Introduccion

Basados en la definicion de los reticulos positivo y negativo de un birreticulo
entrelazado introducida en [7], definimos los reticulos norte y sur de un birreticulo
entrelazado, utilizando esta definiciéon para birreticulos entrelazados con fusién y
el concepto de reticulo opuesto, demostramos que la categoria de los birreticulos
entrelazados con fusién y la categoria de los reticulos acotados son naturalmente
equivalentes, ademds como consecuencia de la Dualidad de Priestley se deduce
que la categoria de los espacios de Priestley y la categoria de los birreticulos
distributivos con fusién son dualmente equivalentes. Por otra parte del resultado
de Fitting [4] el cual afirma que un reticulo L es un reticulo con negacién si y
s6lo si L ® L es un birreticulo con negacién y fusién, y del teorema de dualidad
para birreticulos con negacién presentada en [7], probamos que las categorias de
los reticulos acotados con negacién y los birreticulos entrelazados con negacién y
fusién (operaciones unarias que conmutan entre si) son naturalmente equivalentes.
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2 Birreticulos

Ginsberg en 1988 introduce la definiciéon de birreticulo y la usa en inteligencia
artificial, en particular en sistemas de mantenimiento de la verdad y razonamien-
tos con informacién incompleta, también Ofer Arieli y Arnon Avron usaron los
birreticulos para obtener evidencias eficientes desde posibles datos inconsistentes.
Fitting mostré que estas estructuras son muy ttiles para proveer semanticas a
programas légicos, esto también se ve reflejado en el articulo [5] de Komendants-
kaya y Seda en el cual se introducen birreticulos basados en programas de logicas
anotadas.

Definicién 1. Un birreticulo es un dlgebra B = (B,A\,V,®,®, f,t, L, T) tal
que By = (B,\,V, f,t) y Bo = (B, ®,®, L, T) son reticulos acotados y los cuatro
elementos f,t, L, T son diferentes entre si.

Un birreticulo se puede denotar identificando los ordenes parciales de cada
reticulo que lo componen, como sigue: B = (B, <,,<;), donde By = (B,<,) y
B2 = (B7 Sk)

A

L
IAY
Y

Figura 1: Bl = (B7St); B2 = (Baék) y B = (Bagtvgk)

Asi el eje horizontal muestra un incremento en el grado de verdad, mientras
el eje vertical muestra un incremento en el grado de conocimiento.

Definicion 2. Un birreticulo B es birreticulo entrelazado, si cada operacion
binaria N\, V,®,® es mondtona respecto a ambos ordenes, se reduce a:

a<,b = a®Rc<,b®Rc ¥y adc<, bBc
a<p,b = aNc<,bAc y ave<, bVe

Una clase de birreticulos son los distributivos, los cuales para cada ¢,* en
{N\,V,®,®} yparatodo x,y, z € B, cumplen que xx(yoz) = (zky)o(r*z). Fitting
define en 1989 los birreticulos entrelazados y probé que las leyes distributivas
implican la condicién de birreticulo entrelazado. Existe una construcién general
de birreticulos entrelazados por medio de una operacién entre reticulos acotados,
introducida por Ginsberg y generalizada por Fitting, ver [2].
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Definicién 3. Sean L = (L, A, V.,0.,1.) vy M = (M, Ay, Var, Oar, 1a) dos
reticulos acotados no triviales, se definen las operaciones \,V,®,® sobre el con-
gunto L x M como sigue, para cualquier (a,b), (c,d) € L x M:
(a,b)MN(c,d)=(aNn,c, bVyd); (a,b)U(c,d)=(aV,c, bAyd)
(a,b) @ (¢,d)=(aNpc, bAyd); (a,b)® (c,d)=(aVoc, bVyd)

’I’I’LdS adn, SZ f — (0L7 1]\4), t — (1L’0M)} J_ — (OL)OM)} —I— — (1L7 1]\/[). El p’l"Od’lLCtO
de Ginsberg de L y M es la estructura:

L® M: <L X M7|_|7I—|7®7®7 (OLa 1M)7 (1L7OM)7 <0L70M)a (1L7 1M)>-

L® M es un birreticulo entrelazado, cuando L y M son reticulos distributivos
acotados, se tiene que L ® M es un birreticulo distributivo. Los reticulos que
conforman el birreticulo L® M son: (L x M, M, L, (0, 15), (12,0x))=(L x M,C,),
donde (a,b) C, (¢,d) © a<,cyd <y by (LxM,®,®,(0,,04),(1.,1x)) =
(L x M,C,), donde (a,b) C, (¢,d) & a <, cyb <, d. Fitting describe la
intuicién de estos ordenes asi: supongamos que se colecciona evidencia acerca de
proposiciones, si se supone que el reticulo L es usado para registrar las creencias-
evidencia a favor con el orden <., mientras que en el reticulo M se registran las
no creencias-evidencia en contra con el orden <,,, asi hay un aumento en el orden
de verdad C, cuando hay un aumento en la evidencia a favor y una disminucién
en la evidencia en contra, el aumento en el orden de informaciéon C, se da en el
crecimiento de la evidencia a favor y en contra.

Definicién 4. Sean birreticulos B=(B,\,V,®,®, f,t5, Lg, T)=(B, <, <:) ¥
D=(D,n,U,R, 0, fp, tp, Lp, Tp)=(B,C,,C,) una funcion ¢ : B — D es un
homomorfismo entre birreticulos si para todos a,b € B se tiene que:
pland) =e(a)Ned), ¢lavd)=pla)Ueb), ¢la0b)=yp()Xeb),
pla®db) = p(a)Dp(b), ¢(ts) =tp, ¢(fs)=fp, »(Ts)=Tp, ¢(ls)=Lp.

Los birreticulos y los homomorfismo entre ellos forman una categoria.

3 Dualidad para birreticulos con fusién

Definiciéon 5. Una fusion sobre un birreticulo B, es una operacion unaria
— sobre un birreticulo B, la cual satisface las siguientes propiedades:

1.0 <, b= —a<,-b 1.a<,b=>-b<,—a, iit. ——a=a.

En 1990 Fitting define el operador fusién, denotaremos un birreticulo con
fusién por B = (B, A\, V,®,®, —, f,t, L, T)opor B= (B, <,,<;,—).Si¢p: B—C
es un morfismo entre birreticulos entrelazados con fusion B y C, ademéas de ser
un homomorfismo entre birreticulos, debe cumplir que ¢(—za) = —cp(a). Los
birreticulos entrelazados con fusién, con homomorfismos entre ellos forman una
categoria la cual denotamos ZBL_. El siguiente teorema da cuenta de algunas
propiedades de un birreticulo con fusién.
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Teorema 1. Sea un birreticulo con fusion —, entonces para cada a,b en B:
—(anb) = —an—b, —(aVb) = —aV—b, —(a®b) =—a®—-b, —(a®b) = —a®-D,
_f:f; -t =1, _J—:T, -T=1.

Ya que al birreticulo de la forma L ® L no se le puede asignar un fusién
recurrimos al reticulo opuesto de L, si < es el orden parcial de L, el orden parcial
opuesto >, cumple que y > x si y sélo si x < g, asi el reticulo opuesto de
L = (L,A,V,0,1), lo denotamos por L* = (L,A*,V* 0% 1*), donde A* = V,
V¥ = A, 0* =1y 1* = 0. Usando el producto de Ginsberg y la propiedades del
reticulo opuesto a L, entonces L® L™* es un reticulo entrelazado, con las siguientes
operaciones para cualquier (a,b), (¢,d) € L x L:

(a,b)N(c,d)=(aNnLc, bALd); (a,b)U(c,d)=(aVyc, bVd);
(a,b) ® (¢,d) =(aNpc, bVvyd); (a,b)®(c,d)=(aV,c, bALA);
f=1(0.,,0.), t=(1,,1,), L=(0.,1,), T =(1.,0.)

Encontramos que dado L = (L, <) un reticulo acotado, L ® L* es un birre-
ticulo entrelazado con fusiéon — definida por —(a,b) = (b,a). Ahora definimos
los elementos norte y sur en un birreticulo entrelazado.

Definicién 6. Sea B = (B, <,,<,) un birreticulo entrelazado sea x € B: = es
norte, si para cada y € B tal que x <, y, entonces x <, y; x es sur, si para cada
y € B tal que y <, z, entonces x <, y.

Denotaremos Nor(B) = {z € B | x es norte}, Sur(B) ={x € B | x es sur}.

Teorema 2. Si B un birreticulo entrelazado, se cumplen las siguientes igualda-
des: NOT(B) = [f7 T]Sk = [fa T]St ) SUT(B) = [J-vf]ﬁk = [J-af]Et'

Demostracion. A continuacién se demuestra la primera parte, la otra es similar:
.TE[f,T]Sk y xéky = fgkxgk—r y fgty
= f Gx <, ybx
= <y
= x € Nor(B)
(-T <py=>a <y y)
(<, T=2<,T)
<< T
KA [fv T]St
<o < Ty f<0T
T D f < Tox
<, T
<< T
(S [f7 T]St ]

Asi tenemos los reticulos acotados Nor(B) = ([f, Tl<,,<x) = ([f, Tl<,, <:)
y SUT(B) = ([J-,f]gt, Sk) = ([J->f]2ta Zt)

x € Nor(B)

re[f, T,

N I R
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Observacion 1. Si B = (B, <,, <) es un birreticulo entrelazado se tiene: x <, y
sty solo six <, y para todo x,y € Nor(B). En efecto si x <, y implica que v <, y,
puesto que x € Nor(B), por otra parte six <, y, comoy € [f,Tl<, y <, T,
entonces x Ay <, T Ay, por lo tanto x <, y. También se obtiene que: y <, x st
y sdlo si x <,y para todo x,y € Sur(B).

El siguiente teorema permite representar un birreticulo entrelazado con sus
reticulos Nor(B) y Sur(B), la idea central de este teorema se obtuvo de [6],
nosotros lo demostramos en términos de los elementos norte y sur.

Teorema 3. Si B es un birreticulo entrelazado entonces
B = Nor(B)® Sur(B).

Demostracion. Sea B = (B,\,V,®,®, f,t, L, T) un birreticulo entrelazado, en-
tonces la funcién:
pw:B — Nor(B) x Sur(B)
x — (a7, Y

es un isomorfismo entre los birreticulos B=(B, A, V,®,®, f,t, L, T)=(B, <,, <)
y Nor(B) ® Sur(B) = (Nor(B) x Sur(B),C,,C,) donde: (a,b) C, (¢,d) siy
s6losia <, cyd>,b,(a,b) C, (¢,d)siysblosia <, cy b>,d. Donde 2" = xAT
yrt=x A L.

Para la demostracion basta obtener las siguientes igualdades, que permiten
garantizar que p es biyectiva: six € B, x = 2"Va'* ysi (n,s) € Nor(B) x Sur(B),
entonces n = (nV )"y s = (nVs)*. Por otra parte u preserva los ordenes ya que
siz <,y,entonces t AT <, yAT vy yAL> xAL estoes (z7,2%) C, (y",y"),
six <, y,entonces s AT <, yANT y AL <, yA_Ly por la observacion 1
eANT <, yANT y aANL > yALl delocual (2" 2') C, (y',y"). Mas atn la
funcién inversa de p asigna a (n,s) € Nor(B) x Sur(B) el elemento nV s de By
preserva los ordenes. ]

Basados en el anterior teorema obtuvimos tres resultados que se presentan a
continuacién.

Teorema 4. Si B es un birreticulo entrelazado con fusion —, entonces se tiene

que Sur(B) = [Nor(B)|*.

Demostracion. Sea x € Sur(B), entonces L <, = <, f,asi f <, —x <, T
luego —z € Nor(B). Asi la funcién que asigna a cada elemento z € Sur(B)
su fusién, estd bien definida, ademdas como y € Nor(B) entonces —y € Sur(B)
y —x = —y implica que x = y entonces es biyectiva, por ultimo se tiene que
[Nor(B)|* = ([T, fl>,,>¢) v Sur(B) = ([L, f]>;, >t), de lo cual z,y € Sur(B) si
y s6lo si x >y, —x > —y, por lo tanto Sur(B) = [Nor(B)|*. O
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Teorema 5. Si B es un birreticulo entrelazado con fusion, entonces existe un
reticulo L acotado tal que B= L ® L*. En particular si el birreticulo es distribu-
tivo, L es un reticulo acotado distributivo.

La demostracién se obtiene de manera similar que el teorema 3 tomando
L = Nor(B) y la funcién: 6, de B en Nor(B)x Nor(B), tal que 65 (z)=(z", —(z*)),
la cual es un isomorfismo entre los birreticulos By Nor(B) ® Nor(B)*.

Teorema 6. Sean L un reticulo acotado, entonces L = Nor(L ® L*).

Demostracion. La funcién ¥ de L en Nor(L ® L*) tal que ¥(I)=(I,0.) es un
isomorfismo entre los reticulos L'y Nor(L® L*). Como Nor(L®L*) es el reticulo
([(0,0),(1,0)],C,), si (z,y) € Nor(L ® L*) entonces (0,0) C, (z,y) C, (1,0)
asi 0 <z, y >0y <1, 0>y, portanto 0 <z <1 y y = 0. Luego
(z,y) = (x,0). ¥ es sobreyectiva, ya que si (x,0) € Nor(L® L*), entonces x € L,
U es una funcién inyectiva, ya que si ¥y (z) = ¥ (y), entonces (z,0) = (y,0), de
lo cual « = y. Por ultimo W, es un orden isomorfismo, puesto que x < y si y s6lo
siz <y y 02>0,lo cual equivale a que (z,0) C, (y,0). O

4 Dualidad para birreticulos entrelazados con fusion

Obtuvimos un teorema de dualidad para birreticulos entrelazados con fusion,
basado en los teoremas de representacién anteriores.

Teorema 7. Las categorias L de los reticulos acotados y ZBL_ son natural-
mente equivalentes. Especificamente:

1. Los siguientes funtores son covariantes:
a) H: L —TIBL_, definido por H(L) = L ® L* y para cualquier
f:L—MecMor(L):
H(f):LxL — MxM
(z.y) — (f(z),f(¥))-

b) S:ZIBL_ — L, definido por S(B) = Nor(B) y para cualquier
g:B— C &€ Mor(Be_) con:
B = <B7/\BavBy®B7@B7 _Bny;tB;J—B;TB>;
C: <C7/\CJ\/C?®C7€BC7_C7fC7tC7J—C7—I—C>"

S(g) : Nor(B) — Nor(C)
x — gx)Ne Te.

2. Las siguientes familias de morfismos son isomorfismos naturales:

a) d = {0 : B = Nor(B) x Nor(B) | B € obj(ZBL_)}, definida por
§p(x) = (a7, —(x*)) entre los birreticulos B y Nor(B) ® [Nor(B)]*.
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b) ¥ = {¥, : L — Nor(L® L*) tal que L € 0bj(L)}, definida por
V()= (1,0,).

Demostracion.

1. a) Si f es un homomorfismo entre los reticulos L y M, entonces f también
es un homomorfismo entre los reticulos L* y M*, puesto que:

flany) = flevey) = f(2) Vu f(y) = F@N ufy) y
flaviry) = flxALy) = f(x) A fy) = F(@)V 0 f(y)

Notemos que:

H(f)((a,b)l’lLQL* (c,d)) = H(f) (aAp c, b/\Ld))

= (flanpe), f(bALd))

= (£(a), f(®)) Murone (f(c), F(d))
= H(f)(a b) Mas o m= H(f)(c,d)

de manera similar se obtiene para ¢, o . = {Up o 1%, @L o1, Pro o~}
y L 2V, oM* = {l—lM om* Qrmom BPuo M*} la igualdad:

H(f) ((C% b)#: - (c, d)) = H(f) ((a> b))’M@M*H(f) ((Ca d))
Ademés H(f)((0.,0.))=(f(0.), f(0.))=(0x,04), también se tiene:
H(f) ((1L; 1L)):(1M7 L), H(f) ((OL7 1L)):(0M, L) ¥y
H(f) ((1La OL)):(ljbI) OM)-

Ahora veremos que H es un funtor covariante:
e Sea 17, : L — L un morfismo identidad en la categoria £

H(1p):LxL — LxL
(l’,y) — (1L($)71L(y))a

asi H(1y) = 1pxr, un morfismo identidad en la categoria de
birreticulos entrelazados con fusién sobre L ® L*.
e Seang: L — Ty f:T — M morfismos en la categoria £, para
los cuales la composicién f o g existe,

[H(f)o H(9)|((x,y)) = H(f)((9(z),9(v)))
= ((fog)(2),(fo9)(y)
= H[fog]((z,y))-
Entonces H es un funtor covariante.
b) g: B — C € Mor(ZBL_), asi Nor(B) = ([f, Tl<,, A5, Vs, [5, T 5)s
Nor(C) = ([f, Tl<,, Aos Ve, fe, To) son objetos de la categoria £y

S(g): Nor(B) — Nor(C)
n — gn)Ne Te

es un homomorfismo en £ por ser g un homomorfismo entre los birre-
ticulos By C.



82 S. Cer6n

e Si 1 : B — B un morfismo identidad en la categoria ZBL_,
como en el item anterior S(1p) es un morfismo identidad en la
categoria L.

e Sean g: B — Cvyj:C — D morfismos en la categoria ZBL _,
con D = (B, A\p,Vp,®p,Pp, fo,tp, Lp, Tp), para los cuales jo g
existe. Las siguientes igualdades verifican que S es un funtor cova-
riante [S(j) o S(g)](x) = (j o g)(x) Ap Tp = S(jog)(z).

2. a) dp y 0¢ son isomorfismos por el teorema 5 resta probar que el siguiente
diagrama es conmutativo para cualquier o : B — C' un homomorfismo
entre los birreticulos entrelazados con fusiéon By C.

e

B C

oB 5C

Nor(B) x Nor(B) Nor(C) x Nor(C)

(HoS)(a)
Figura 2:

z) Ae Te, —(a(z) Ac J—c)) y

= (al@
E(HoS a)) (55 (x))
= (

En efecto: (6¢ 0 a)(x)

((H o S)(a)0dz)(z)

H[S(a)])((z", —(2")))

oz Ap Tg) Ae Tosa(=[z Ap Lg]) Ao Te)
= (@) Ao To, —(a(x) Ac Le)).

Por tanto ¢ es una transformacién natural, mds ain Izg,_ =~ Ho S.

b) Del Teorema 6 se tiene que ¥y y ¥, son isomorfismos en la categoria
L. La siguiente igualdad verifica que el diagrama 3 es conmutativo
para cualquier morfismo f : L — M en la categoria L:

L d - M
v, Wi
Nor(L© LY) e Nor(M® M)
Figura 3:
[(SoH)(f)o¥r](l) = [(SeH)(f)]((0,))

[(
(f(D), ( 1)) Mare are (Lar, Oar)
= (f Anr Lo, Opr Vige OM)
(f OM)
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Se concluye que ¥ es una transformacién natural, asi ¥ : 1 ~ So H.

En consecuencia se terminé de probar que la categoria £ y ZBL_ son natural-
mente equivalentes. ]

Corolario 1. Las categorias PS de los espacios de Priestley y DBL_ de los
birreticulos distributivos con fusion son dualmente equivalentes.

Demostracion. Se describen los funtores contravariantes y las trasformaciones
naturales, que se deducen del teorema de dualidad anterior, del teorema de duali-
dad de Priestley y la dualidad para birreticulos distributivos expuesta en [7] y en
[3].

1. Los siguientes funtores son contravariantes, ya que surgen de componer un
funtor covariante H o S con otro funtor contravariante usado en la prueba
del teorema de dualidad de Priestley via filtros respectivamente U o F,
para mas detalles de estos funtores ver [3] donde se presenta la dualidad de
Priestley via filtros (en [8] se encuentra via ideales), para lo cual dada una
funcién entre conjuntos no vacios f : A — B, se define la funcién inversa
inducida f~!: p(B) — p(A), tal que si V C B, entonces

fV)={ac A fla) eV}

Cuando el dominio de f~! se restringe a un subconjunto de p(B), entonces
f~! se llama funcién inversa inducida-restringida.
a) HoU :PS — DBL_, es el funtor definido por
HoU(X) = U°(X) ® [U°(X)]* y para cualquier g : X — YV
morfismo de la categoria PS
HoU%(g) = H(g™") : U (Y) x U (Y) = UL (X) x U(X)
(A,B)— (97'(A),971(B)).
b) FoS:DBL_ — PS8, es el funtor definido por
FoS(B) = (Fp(Nor(B)), Taty,.s» ©) ¥ Para cualquier morfismo
f:B—CenDBL_

F(f)=f': Fp(Nor(C)) = Fp(Nor(B)).
2. Las siguientes familias de morfismos son isomorfismos naturales:
a) 0 = {0 : B — U (Nor(B)) x U (Nor(B)) | B € obj(DBL_)}
definida por gz(z) = (PJ;T,P_(Z,H).
b) y={1x:X = Fp(NorU'*(X) oUT(X))) | X € obj(PS)},

definida por 7x = ((¥;h, )~ (5 (2))-



84 S. Cerén

con el siguiente isomorfismo:

Wypeto(x) : U(X) = Nor(Uelo(X) © [ULe(X)]*)

Vo= (V,0)
cuya funcién inversa la notamos \Ilzjjo (x)"
Luego la funcién inversa inducida restringida de \I/;cllo (x) ©

(Upeio )~ FpUA(X)) = Fp(Nor(Uo(X) © U™ (X)]*)
tal que

(Viio )~ H(D)={ZENor (U (X) © U (X)]*): Y00« (2) € T
O

5 Reticulos positivo y negativo de un birreticulo

En el articulo [MPSV] se definen los elementos positivos y negativos en un bi-
rreticulo entrelazado B = (B, <,,<,) de la siguiente manera, sea x € B: x es
positivo, si para cada y € B, ¢ <, y implica que =z <, y; = es negativo, si pa-
ra cada y € B, y <, x implica que = <, y. Definen los siguientes conjuntos:
Pos(B) = {x € B | z es positivo} y Neg(B) = {z € B | x es negativo} y prueban
que B = Pos(B)Neg(B), ademds identifican que los elementos Pos(L ® M) y
Neg(L ® M) son de la forma (1,0) y (0,m) respectivamente y que g; y g2 son
isomorfismos entre los reticulos acotados L'y Pos(L ® M); My Neg(L ® M):

g1: L — Pos(LeG M)

l — (l,OA{)
go: M — Neg(L® M)
m —  (0,,m).

En 1988 Ginsberg definié un birreticulo con negacién:

Definicion 7. Una negacion sobre un birreticulo B es una operacion unaria
~ sobre B que satisface:

.a<,b =~b<,~a; M a<,b=>~a<,~b i ~~a=a.

Teorema 8. Si B es un birreticulo entrelazado con negacion ~, entonces se tiene
que B = Pos(B) ® Pos(B).

La funcién d5 permite el isomorfismo entre By Pos(B) ® Pos(B), donde
rRQt=2xTyref=x":

d0p:B — Pos(B) x Pos(B)
z — (zt, ~(z7)).
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6 Birreticulos entrelazados con negaciéon y fusién

Definicién 8. Un Reticulo con negacion es un reticulo L = (L, <) con una
operacion unaria —, la cual satisface:

i. St x <y, entonces 7y < ~x; . —(—z) = 2.

Los reticulos acotados con negacién, con los homomorfismos entre ellos forman
una categoria la cual denotamos £—,. Si f : L — M es un morfismo en £_,, ademas
de ser homomorfismo entre reticulos acotados, f(—.a) = =, f(a). El siguiente
resultado se enuncia en el articulo [4] en 1994.

Teorema 9. Si (L, <) es un reticulo acotado con negacion —, entonces L® L es
un birreticulo entrelazado con fusion definida por —(a,b) = (—b,—a), para todo

(a,b) € L x L.

Se tiene que ~(a,b) = (b, a) es una negacioén para el birreticulo L ® L y que
conmuta con la fusién del teorema anterior. El siguiente teorema de representacién
para birreticulos distributivos con negacién lo presenta Melvin Fitting en [4],
aqui lo probamos identificando una operacién de negacién en el reticulo Pos(B).

Teorema 10. Si B es un birreticulo entrelazado con negacion ~ y fusion —
que conmutan entre si, entonces existe un reticulo L con una negacion, tal que
B= Lo L.

Demostracion. Como B = Pos(B) ® Pos(B), mediante la funcién 05 definida
en la anterior seccién. Veamos que el reticulo Pos(B3) tiene una negacién que
representamos por la funcién 7:

n: Pos(B) — Pos(B)
p — —~pRt

7 estd bien definida ya que L <, p <, tasi L <, — ~p®t <, t, ahora se verifica
que “n” es una negacién en Pos(B), n(n(p)) = (p@ f) @ty como p <, p® f,
entonces pt <, (p@ f)t, asi p <, (p@ f) @, supongamos que m = (pd f) V1,
entonces p <, my p® f <, m® f,también m <, p®Dfymdf <, p®f,
por lo tanto m & f = p @ f y por la ley de absorcién p = m. Concluimos que
n(n(p)) = p. Ahora bien, si a,b € Pos(B) tales que a <, b, entonces ~ b <,~ a
asi — ~ b <, — ~ay por ser B entrelazado — ~b®1t <, — ~ a ®t, por lo tanto
n(b) <. n(a).

La funciéon 0z preserva la operaciéon fusién entre los birreticulos, ya que:
op(—z) = ((—2)",~ (—2)7) = (~z®@t,~ (-2® f)) = (—z®t,~ —z @ ). Por
otra parte del teorema 9 se tiene una fusién en el birreticulo Pos(B) ® Pos(B),
asi —0p(z)=— (27, ~ (27))=(n(~ 2&t), n(zxt)) = ((—zdf)®t, (— ~ zBf)Xt),
a continuacién probamos que (—z @ f) ®t = —x ®t, ya que —z <, —x & f,
entonces —x @t <, (—z @ f) ® ¢, como —x ® t es un elemento positivo se tie-
ne que —z®t <, (—x @ f) ®t, por otra parte f <, —x y —x ® f <, —x, luego
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(—z@ f)®t <, —x®t; de manera similar, se tiene que (— ~ 2@ f)Rt = — ~ z®t.
Por lo tanto d5(—z) = —dp(x). O

7 Dualidad para birreticulos entrelazados con negacién y fusion

De los teoremas de representacién demostrados en esta seccién se obtuvo en el
desarrollo de este trabajo el siguiente teorema de dualidad:

Teorema 11. Las categorias L y IBL_~. con negacion y fusion operaciones
unarias que conmutan entre si son naturalmente equivalentes. Especificamente:

1. Los siguientes funtores son covariantes:

a) H: L, - IBL_., definido por H(L) = L ® L y para cualquier
f:L—Me Mor(L-):
H(f):LxL — MxM
(z,y) — (f(2),f(y))-

b) S : IBL_. — L-, definido por S(B) = Pos(B) y para cualquier
morfismo g: B — C en ZBL_.., con
B = <B7/\BavB7®B7@B7 _B7NB7fBatBaj~B7TB>7
C = <C7 /\Cv\/C7®Ca@Ca _C7NCvf6’7t07—L07TC>7
S(g) =gt : Pos(B) — Pos(C)
r — g(r) Q¢ to.
2. Las siguientes familias de morfismos son isomorfismos naturales:
a) § = {0p : B — Pos(B) x Pos(B) | B € obj(IZBL_~)} definida por
dp(z) = (27, ~ (27)).
b) v={yL: L — Pos(L® L) tal que L € obj(L-)} definida por
vr.(l) = (1,0,).
Demostracion. Por la dualidad para birreticulos entrelazados con negacién en-

contrada en [7], se tiene la mayor parte de la demostracién, a continuacién se
completan los aspectos que permiten verificar el enunciado.

1. a) H(f) es un homomorfismo en ZBL.,, por las siguientes igualdades es un
homomorfismo en ZBL _~,, con — y —’ operaciones fusién en L ® L
y M ® M, respectivamente identificadas en el teorema 9.

H(f) (_(av b)):(f(_'b)a f("(l)):(_'f(b), _‘f(a)):_lH(f) ((av b))
b) Pos(B) es un objeto de la categoria £ ya que S(g) = g es un homo-
morfismo en L y

g (n(x)) = 9(n(2)) ®c te = —c ~c 9(x) @ te =n(g* (z)),

entonces S(g) es un homomorfismo en £-.
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2. a) 0 es una transformacién natural y del teorema 10 se tiene que
d: 1780, ~ HolS.

b) (91)pos(zor) €8 un isomorfismo en la categorfa £ y por las siguientes

igualdades es un isomorfismo en la categoria L.

Sea (a,0.) € Pos(L® L),

n((a,0.)) = —~(a,0,) ®z0(12,0.)
= _(OL,G) ®L®L(1L7OL)

= (_‘a, 1L> Qror (1La0L)
= (maNlp,1,AN0p)
= (—a,0.)

por lo tanto 1((91) pos(zor)(@)) = (91) pos(zor)(—a) y 1 : 1z, ~ So H.

En consecuencia las categorias £, y ZBL _ ., son naturalmente equivalentes.
O

8 Conclusiones

Hemos presentado teoremas de representacién para birreticulos con fusién, en los
cuales utilizamos la definicién de reticulo opuesto de un reticulo L que denotamos
L* y se demostré que el producto L® L* es un reticulo con fusién, por otra parte
la definicién de los elementos norte y sur en un birreticulo entrelazado B que
permite otra forma de representarlo B = Nor(B) ® Sur(B), también obtuvimos
que para birreticulos con fusién sus reticulos norte y sur son isomorfos, ademas los
elementos norte del birreticulo Nor(L®L*) son de la forma (0, ). Estos teoremas
permiten identificar las transformaciones naturales necesarias para probar que
las categorias £ y IZBL_ son naturalmente equivalentes y asi deducir que las
categorias PS y DBL_ son dualmente equivalentes.

El teorema 11 relaciona la dualidad de birreticulos con negacién presentada en
[7], permitiendo incluir la operacién unaria de fusién en estos birreticulos. Esto se
logré por medio de teoremas de representacién estudiados en [4] para birreticulos
entrelazados con negacién y fusién, los cuales permiten reconocer los funtores y
las transformaciones naturales necesarias para establecer la dualidad.
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