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Resumen

Este trabajo tiene como objetivo analizar los aportes de técnicas, procesos de
generalizacion y/o interpolacion que desarrollaron matematicos como Napier, Mercator,
Euler, Newton, entre otros y que fueron delineando la necesidad de establecer de
manera formal el cuerpo de los nimeros reales. Este trabajo se centrard en los procesos
operativos que llevaron a Napier y Euler a trabajar en los logaritmos. Por tratarse de un
proceso operativo que da lugar a cantidades no racionales, se considera que los
logaritmos constituyen uno de los aspectos movilizadores en el proceso de

formalizacion de los reales (R).

Esto se hara revisando aspectos del desarrollo histérico de los logaritmos, distinguiendo
entre la exploracion algoritmica, la geométrica y la analitica hasta abordar la parte

formal del concepto.

Se busca utilizar el andlisis historico para la identificacion de algunos obstaculos

epistemoldgicos que pueden ser tenidos en cuenta en el proceso de aprendizaje
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Introduccion

Esta propuesta de trabajo de grado, se inscribe en una linea de investigaciones con
trasfondo historico- epistemoldgico y aborda una de las nociones base de la matematica:
los nimeros reales (R). Nos centraremos en la construccion histérica del concepto de
namero irracional, en especial se tratara de establecer como el caso que involucra a los

logaritmos y como estos incidieron en el establecimiento de los nimeros reales.

El conjunto de los nimeros reales, el cual constituye el continuo aritmético, tal como se
encuentra incorporado en los libros de andlisis, ha experimentado un largo proceso de
conformacién, desde los principios primigenios de los pitagoricos hasta las matemaéticas
modernas, pasando por la aparicion de las magnitudes inconmensurables, el estudio de

la teoria de nimeros y la teoria de la medida.

La conformacion de los nimeros reales es uno de los problemas histéricos complejos,
teniendo en cuenta que en la base fundamental del calculo se encuentran los conceptos
de nimero, limite y funcion. Estos, a su vez, estan ligados al concepto de continuidad,
cuya fundamentacion aritmética se da a partir de la construccion de los irracionales
tomando como base los racionales, tal como lo hicieron Cantor y Dedekind en el siglo

XI1X en su perspectiva de tener una formalizacion de los numeros reales.

Se observa que este problema histdrico se repite en la escolaridad cuando se estudia la
funcién logaritmica es decir, cuando aparecen cantidades que no corresponden a
racionales. Aqui se vislumbra que nuestro telon de fondo teodrico es precisamente el
continuo aritmético, es decir los reales (R), vamos a mirar los procesos de desarrollo
historico en particular en los procesos operativos con cantidades que no eran racionales
y como éstas exigieron una formalizacién de un corpus que se llaman los nimeros
reales (R). Se revisaran estos conceptos desde los griegos hasta el siglo XIX,

centrandonos en como los logaritmos como elementos catalizadores de este proceso.



Nos proponemos estudiar y analizar desde el punto de vista historico, los aportes de
técnicas, procesos de generalizacion y/o interpolacion que desarrollaron matematicos
como Napier, Mercator, Euler, Newton, entre otros, que fueron delineando la necesidad
de establecer de manera formal el cuerpo de los numeros reales. Cabe enfatizar que en
este trabajo nos centraremos fundamentalmente en los procesos operativos que llevaron
a Napier y Mercator a trabajar en los logaritmos, pues, como se dijo anteriormente,
fueron principalmente las cantidades no racionales las que movilizaron la formalizacion

de los reales (R).

Esta propuesta es de orden historico epistemoldgico, pues constituyen un punto donde
se combinan diversas cuestiones que permitiran a la educacion matematica fijar algunos

temas sobre la naturaleza del conocimiento matematico.

Este trabajo se ha dividido en 5 capitulos. En el primer capitulo se abordan los
obstaculos epistemoldgicos que se pueden identificar en el desarrollo histérico de la
nocion de logaritmo. En el segundo capitulo se habla de los origenes de los logaritmos y
cuéles fueron las ideas motivadoras detras de ellos, como también quienes fueron los
que aportaron a este concepto y de quée forma. El capitulo tres aborda los desarrollos
hechos por Napier, su concepcion geométrica y de progresiones aritméticas y
geométricas y la forma en que construye las tablas. El cuarto capitulo se estudia
desarrollos posteriores al de Napier, es decir, como el concepto de logaritmo fue
evolucionando hasta llegar a la funcién logaritmica, los desarrollos en series de
potencias y el area de la hipérbola. En el quinto capitulo se dan las conclusiones de
como los logaritmos sirven como un elemento catalizador en la conformacion de los
nameros irracionales y como los obstaculos epistemoldgicos que aparecen en su

ensefianza estan permeadas por la presentacion axiomatica que se da de estos.



1. Obstaculos epistemoldgicos en la conceptualizacion de los

logaritmos.

Historicamente los logaritmos constituyeron un auxiliar de incomparable importancia
debido a que facilitan la resolucion de calculos muy complejos, lo que permitio el
avance de muchas ramas del saber como la astronomia, la navegacion, riquezas
acumuladas en lo que se requiere a interés compuesto. Si bien es cierto la nocion de
logaritmo es fundamental en el calculo, las ecuaciones diferenciales y el algebra lineal,
es decir, en ramas abstractas de las matematicas, es también muy importante en la
modelacién de situaciones del mundo circundante, lo que le abre muchas posibilidades
de aplicacion. Los logaritmos contribuyeron en el desarrollo de la astronomia, la
geodesia, en la navegacién maritima y en la ingenieria. También son necesarios en la
economia, la banca, y especialmente en la estadistica. En la modelacion del crecimiento
poblacional, cuestion muy importante en la biologia y en la quimica. Incluso en la

mausica, pues los pentagramas guardan relacion con la escala logaritmica.

Todo lo anterior nos muestra que no soélo estamos ante una simple operacién
matematica, sino ante una nocién matematica que juega un papel decisivo en el
desarrollo econdmico, industrial, tecnolégico y social del mundo. Aunque
histéricamente, en sus inicios se establecio6 como una simple herramienta para
simplificar célculos, lo cual hoy seria irrelevante por el uso de los computadores, su

importancia se debe a la cantidad de fendmenos naturales que permite modelar.

Por eso cobra mucha importancia su ensefianza y por tanto es deseable entender y tener

un buen manejo del concepto de los logaritmos y todas sus propiedades.

Uno de los obstaculos cognitivos de este concepto es la forma de su ensefianza, pues se
presenta como un objeto el cual se reemplaza algunos valores en una formula dada por
el profesor, 0 como una operacion opuesta a la exponenciacion, dejando de lado los
aspectos conceptuales, lo que permite el surgimiento de obstaculos cognitivos en el

proceso de ensefianza y aprendizaje.

En algunos de los casos la ensefianza de los logaritmos se inicia, mostrando la relacion
entre la logaritmacion y la exponenciacion, luego se muestra el logaritmo natural;

posteriormente se pasa a enumerar las propiedades se proponen ejercicios donde se
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utilicen estas propiedades, de tal forma que se pueda tener los pasos necesarios para
involucrar las ecuaciones logaritmicas y finalmente, tratar de resolver ecuaciones
logaritmicas y luego unos ejercicios de aplicacion en los cuales son repetitivos: aumento

de poblaciones, tasas de intereses, descomposicion de sustancias, etc.

Visto desde el punto de vista matematico, este esquema es satisfactorio, pero se
encuentra muy lejano de la realidad del estudiante quien lo percibe como poco evidente
y carente de sentido; ademas, muestra un esquema perezoso como lo anota Bachelard
(Bachelard, 2000) .

El punto de vista histérico permite conocer como se crearon y construyeron estos
conceptos y las teorias que hoy dia se manejan producto del trabajo acumulativo;
también ayuda a poder comparar técnicas actuales con las usadas en el pasado, ademas

de mostrar las distintas técnicas de resolver un mismo problema.

Para abordar la ensefianza de los logaritmos generalmente se ha optado por utilizar

problemas de acuerdo a las siguientes componentes:

e Las intenciones metodoldgicas del profesor,
e el contenido matematico, la componente matematica

e la componente heuristica.

Esto conlleva a una ausencia de aprendizaje significativo, pues el alumno solo esta
esperando a que el profesor haga evidente los conceptos, definiciones y algoritmos para
la resolucién de los problemas sin ningln analisis personal. Pero es evidente que esta
forma de establecer el proceso de ensefianza-aprendizaje, no permite construir en el

estudiante el concepto deseado. (Barrantes, 2006)

Por otro lado, las construcciones axiomaticas sugieren un aprendizaje donde el
conocimiento solo abarca el espacio curricular, lo que conlleva a la ausencia de
conocimiento significativo pues el estudiante conoce, pero no sabe nada de los axiomas

ni de las consecuencias que derivan de ellos.

Segln Brousseau existen algunos objetivos que deben guiar la didactica (Barrantes,
2006). En primera instancia se debe analizar condiciones que deben de cumplir los

problemas de tal forma que garanticen la aparicion de conceptos y que a su vez
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desplacen o rechacen conocimientos anteriores que pueden impedir el nuevo

aprendizaje, lo cual conllevaria a un obstaculo epistemoldgico.

Por otro lado el estudiante debe interactuar mucho con las situaciones problema
propuestas, discutiéndolas y confrontandolas con situaciones anteriores, de tal forma
que pueda revisar, modificar y complementar conocimientos anteriores y tal vez
desechando aquellos que no estén claros o que no conllevan a temas nuevos de

aprendizaje.

Brousseau relaciona los obstaculos epistemologicos y los errores que permanentemente
cometemos en el proceso de ensefianza-aprendizaje: “El error no solamente es un efecto
de la ignorancia, la incertidumbre, sino que es el efecto de un conocimiento anterior,
que, a pesar de su interés o éxito, ahora se revela falso o inadecuado” En este sentido
Brousseau propone que no necesariamente se esta hablando de un conocimiento errado,

sino de conocimientos que interfieren con la construccion de nuevo conocimiento.

Las generalidades de la nocién de obstaculo no son faciles de expresar, es por eso que
se deben diferenciar “obstaculo” de “dificultad”. El obstaculo se reconoce porque son
errores que no son producto del azar, es decir son recurrentes en su aparicion pues estan

atados a concepciones y caracteristicas 0 un conocimiento anterior.

Un obstaculo no es dificil de afrontar lo ideal es reconocer en que area es valido y en

cual tal vez no lo es.

En la potenciacion el exponente es una cantidad que no cambia las unidades de medida
de la base. En algunos contextos se justifica el exponente entero, pero es un poco mas
complicado pensar en un contexto donde los exponentes sean numeros racionales,

enteros negativos 0 numeros irracionales.

Estas dificultades pueden mostrar la razén por la cual, el desarrollo histérico de la
funcién exponencial se dio de manera paralela a la relacion logaritmica, ademas es mas
facil entender los exponentes racionales, dado que al conocer la relacion entre la funcién
logaritmica y la relacion existente con los nimeros reales se puede dar sentido a varios

contextos en los cuales ellas los modelan.
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El estudio de los logaritmos nos lleva a hacernos las siguientes preguntas ¢Queé tan
buenas son las aproximaciones con las operaciones realizadas con los logaritmos? O

¢qué tipo de exactitud necesitaron las tablas de logaritmos?

Estas preguntas no llevan a una relacion de los procesos actualmente infinitos que se
debe manejar de una forma implicita. Dado que la parte decimal de muchos logaritmos
corresponden a una secuencia infinita, la Unica manera de reconocerlos es a partir de
proceso de aproximacion, los cuales se realizan con ayuda de tablas. Esto permite
relacionar lo continuo y lo discreto, respecto al desarrollo decimal de los nimeros que

se obtienen en una tabla de logaritmos.

Desde una mirada moderna cabe preguntar sobre el tipo de propiedades que se generan
en una tabla de logaritmos. Tengamos en cuenta que la idea de lo trascendente es algo
que se da practicamente en el siglo XVI1II. Recordemos que un numero trascendente es
aquel que no es raiz de una ecuacién polinébmica con coeficientes racionales. El origen
de este concepto se remonta desde los griegos con la aparicion de algunos problemas

como la duplicacion de un cubo, la cuadratura del circulo y la triseccion del Angulo.

Los antecedentes de las cantidades trascendentes se pueden remontar a la antigtiedad
griega, cuando Plutarco en su libro Sobre el exilio cuenta que Anaxagoras, mientras

estaba en la cércel, intent6 cuadrar el circulo. (Rosales, 2010).

Durante el siglo XIX el problema que motiva la investigacion sobre los ndmeros
trascendentes es el problema de la cuadratura del circulo. La trascendencia y la

irracionalidad estan muy ligadas.

El concepto de nimero trascendente o de una funcion trascendente se ha formado poco
a poco a medida que ha ido progresando el algebra. Cabe anotar que fue Leibniz quien
en 1704 usa la palabra trascendente. La primera demostracion de irracionalidad de un

nmero fue la dada por Euler en 1737 para los niimeros e y e%.
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2. Antecedentes histdricos de los logaritmos

En el desarrollo histérico de los numeros reales, podemos identificar antecedentes
importantes de los logaritmos desde la antigliedad griega. El antecedente mas antiguo,
que marcard el desarrollo de los nimeros irracionales, lo podemos ubicar en el siglo VII
a.C., con el descubrimiento, por parte de los pitagoricos, de las magnitudes
inconmensurable, es decir, magnitudes cuya razén no era igual a una razén entre
nameros [naturales], como ocurre con la diagonal y el lado de un pentagono regular o

con la diagonal y el lado de un cuadrado.

En principio, los pitagéricos basaron sus construcciones matematicas en la teoria de la
conmensurabilidad; al encontrarse con las magnitudes inconmensurables, debieron
revisar sus procedimientos y concepciones, buscando métodos que permitieran efectuar

las demostraciones, aun en casos no conmensurables.

Fueron muchas las técnicas que movilizaron el desarrollo de los nimeros Reales. Entre
estas técnicas, hacia los siglos XVI y XVII aparecen los logaritmos, los cuales fueron
utilizados durante muchos afios como la principal herramienta en diferentes calculos
aritméticos (Moreno, 2003). Un increible esfuerzo se ahorrd utilizdndolos, pues
permitieron  trabajar con los pesados calculos necesarios en los problemas de
agrimensura, astronomia y particularmente en las aplicaciones a la navegacion. Esto se
logra gracias a Jhon Napier, quien apuesta a una relacién entre progresiones
geométricas y aritméticas conocida por los matematicos de la época. Napier elabora
una técnica en la cual, las multiplicaciones pudieron sustituirse por sumas, las
divisiones por restas, las potencias por productos y las raices por divisiones. En esta
técnica aparecian cantidades no racionales, que aunque solucionaban los problemas
antes mencionados también harian sentir la necesidad de fundamentar estas nuevas

cantidades que cada vez se hacian mas comunes.

Pero vamos unos siglos atrds, hasta Arquimedes, quien en el Arenario propone la

siguiente idea:
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Cuando varios nameros estdn en proporcion continua a partir de la unidad, y
algunos de estos nimeros se multiplican entre si, el producto estara en la misma
progresion, alejado del més grande de los nimeros multiplicados tantos nimeros
como el mas pequefio de los nimeros multiplicados lo esta de la unidad en la
progresion, y alejado de la unidad la suma menos uno de los nimeros de lugares

que los nimeros multiplicados estan alejados de la unidad. (Recalde, 2012)

En este enunciado se puede evidenciar el surgimiento de la idea que, como veremos
mas adelante, llevo a Napier a establecer tablas de logaritmos, comparando sucesiones
aritméticas y geométricas, tal como se describe en la siguiente tabla:

1 2 4 8 16 32 64 128 256

Supongamos que tenemos dos progresiones, la superior es una aritmética cuya

diferencia es 1, y la inferior una geométrica cuya razén también es 2.

Si tomamos el resultado de la multiplicacion de dos términos de la progresion
geométrica generara un término cuyo exponente es el resultado de la suma de los
términos correspondientes de la progresidn aritmética; ademas, al hacer la division de
dos términos de la progresion geométrica se produce un término cuyo exponente

corresponde a la diferencia de los de los correspondientes de la aritmética.

De esta forma es muy Util trabajar con los exponentes de las potencias, en lugar de
hacerlo con las cantidades iniciales. Por ello, para hacer el producto solo hemos tenido
que hacer una suma de exponentes; para el cociente, una diferencia; etc. Pero enseguida

nace una pregunta: ¢Si los nimeros no son potencias de 2 que se puede hacer?

Si esos nuevos nameros y cualesquiera otros positivos, aungue no estén en la tabla dada
de potencias de 2, también pueden expresarse como potencias de 2 con exponentes
racionales ejemplo de ello es 678314=2"931%% y 15432099=22387%431 3| multiplicar las

dos cantidades:
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678.314 % 15432099 — 219.371594 X 223.879431 — 219.371594+23.879431

= 243.251025 = 1,0467811 x 10*3

Posteriormente, hacia el siglo XI, Ibn Jounis, matematico &rabe propuso un método a
través del cual mediante relaciones trigonométricas se podia reducir la multiplicacion
de senos a sumas Yy restas de estos; a esta relacion de se le conoce como la prostaféeresis,
método que fue bastante utilizado por matematicos por varios siglos, siendo muy
popular en los observatorios astronémicos, pero que no reducia significativamente el
calculo, pues conllevaba a una cierta cantidad de operaciones que no lo hacian muy
funcional; en esencia era la misma idea de Arquimedes sobre reducir multiplicaciones y

divisiones a sumas y restas de cantidades que estuvieran relacionadas entre si.

En el Renacimiento, una pseudociencia como la astrologia contribuy6 indirectamente al
progreso de la ciencia, ya que la elaboracion de los hordscopos obligaba a célculos y
observaciones astronémicas. En arquitectura, el disefio de fortalezas teniendo en cuenta
las condiciones del terreno utilizando la ayuda de bastiones, angulos, etc. protegerse de

la artilleria.

Estas necesidades planteaban problemas de trigonometria y habia que disponer de tablas
trigonométricas precisas. En ese sentido el matematico aleman Johaness Miller, mas
conocido como “Regiomontano”, publica en el siglo XV tablas del seno de un éangulo a

intervalos de 1" y tablas de la tangente en intervalos de 1°.

Posteriormente Michael Stifel, quien en su publicacion “Arithmetica integra”, de 1544,
aborda por primera vez el célculo de potencias de exponentes racionales cualesquiera y
en general la regla de la multiplicacion a™a™ = a™*™ , para cualquier par de nimeros
racionales n y m (Knott, 1915). En cierto sentido Stifel genera una tabla muy
rudimentaria de logaritmos, la cual solo contiene los nimeros enteros entre el -3y el 6y
las correspondientes potencias de 2. Stifel reconoce que existen propiedades muy
interesantes en estas tablas, pero dice que se ve obligado a dejarlas a un lado, pues

carece de las herramientas para estudiarlas a fondo.
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Paralelamente, en Portugal, Alvarus Thomas hizo su version geométrica de lo que Stifel
habia hecho, pues al parecer la idea de dos progresiones, una geométrica y otra
aritmética, que guardaban una relacion entre si, era comun a los matematicos de la
época. Varios pensadores trabajaban con las mismas progresiones en un mismo
desarrollo de manera independiente; ademas mientras Stifel abordaba el problema desde

el punto de vista aritmético, Thomas lo hacia desde lo geométrico. (Knott, 1915)

En el siglo XVII, surge una preocupacion sentida por estudiar las leyes naturales.
Aspectos como el movimiento, el calor, las catéastrofes, entre otros, exigen la
construccién de un formalismo que proporcione explicaciones coherentes y predictivas.
Pero se trataba de conceptos tedricos que tenian que aplicarse a medidas
experimentales, sobre las que posteriormente habia que realizar calculos pesados. Se
ponian en evidencia dos cosas importantes: el disponer de un sistema universal de

medidas y mejorar la capacidad de calculo que se tenia hasta la fecha.

Lo primero se logra de forma satisfactoria en 1792, cuando la Academia de Ciencias de
Paris establece el sistema métrico decimal, un avance significativo gracias a la

Revolucidn Francesa.

Pero uno de los mejores y mas notables avances fue en los célculos, tanto en rapidez
como en precision; era una linea de avance permanente desde el siglo XV, que habia
empezado a insinuarse desde el siglo XVI.

El inglés Edward Wright y el danés Crhirsten Longomontanus, también tenian
desarrollos similares sobre los logaritmos. Jhon Napier, quien era un bardn escocés,
aparentemente sin conocimiento alguno de los desarrollos de la época, también

adelantaba ideas similares.

La idea detras de este desarrollo de los logaritmos, era la de reducir los célculos con

grandes numeros pues como decia Napier:

Considerando que no hay nada mas problematico en la practica de la matematica ,
nada que moleste y obstaculice mas los calculos, que la multiplicacion, division,
extraccion de raices cuadradas y cubicas de grandes nimeros... comencé por
consiguiente a considerar en mi mente con qué arte rapido y definitivo podia

remover esos obstaculos. (Knott, 1915)
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Trabajos previos a Napier muestran que la elaboracion de tablas de logaritmos,
corresponde a un producto colectivo. Lo cierto es que fue Napier quien hizo los
adelantos mas significativos en este tema, al desarrollar una técnica para calcular los
logaritmos de diferentes nimeros. Esta técnica es la que abordaremos en capitulos
posteriores y mostraremos como movilizd o sirvio de catalizador para mostrar
cantidades que posteriormente Cantor y Dedekind consideraron que era necesario

formalizar.

Exploremos un poco los adelantos hechos por matematicos contemporaneos a Napier
para conocer sus aportes y puntos de vista sobre esta situacion. Uno de los principales
trabajos en los cuales se puede encontrar un adelanto significativo, fue realizado por
Stifel, quien hizo una mejora del trabajo hecho por Apianus (1540-1601). Stifel trabajo

con las siguientes secuencias de nimeros:

0 1 2 3 4 5 6 7 8

1 2 4 8 16 32 64 128 256

Supongamos que deseamos multiplicar 4 por 8; miramos en la tabla de los exponentes
de estos nimeros y encontramos que estos son 2 y 3, respectivamente. Sumando estos
exponentes nos da 5. Ahora hacemos el proceso inverso, determinando que 32 es el
namero que corresponde al exponente 5. Stifel fue un poco mas alla, pues no solo se
preocupd por exponentes positivos, sino que también lo hizo para exponentes negativos

mediante la serie:

-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6

1/8 1/4 Yo 1 2 4 8 16 32 64

(Knott, 1915). Pag. 85

Aunque Stifel avanza al proponer la progresion aritmética con ndmeros negativos
sostiene que se puede escribir un libro con estas cantidades pero que tenia que

abstenerse y hacerse el desentendido.

Paralelamente, en Portugal, Alvarus Thomas hizo su version geométrica de lo que Stifel
habia hecho, pues al parecer la idea de dos progresiones: una geométrica y otra
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aritmética que guardaban una relacion entre si era comun a los matematicos de la época.
Thomas en un trabajo titulado Liber de Triplici Motu, cuya publicacion fue en 1509, él
divide segmentos de linea que representan los términos de una sucesion geomeétrica

convergente de una forma muy similar a como lo hizo Napier.

También se encuentra el trabajo del matematico ingles Edward Wright, quien construyo
una tabla de logaritmos hecha para la navegacion antes de 1610. De hecho el nombre
dado es “logaritmo nautico”. En la carta de Mercator, los meridianos de longitud son
lineas paralelas entre si, por lo que las paralelas de latitud se hacen mas grandes de lo
que deberian. Edward Wright en su errores certaine en navegacion (1599; 22 ed.,
1610), en el cual analiza las bases matematicas de los desarrollos de Mercator , y se
construye una tabla de referencia cuyo factor de multiplicacion varia linealmente en

funcion de la latitud®.

Distintos pensadores trabajaban con las mismas progresiones en un mismo desarrollo de
forma paralela. Matematicos como el astrbnomo Danes Crhirstian Longomontanus y el

matematico ingles Edward Wright tenian desarrollos similares sobre los logaritmos.

Contemporaneos a todos estos hombres estaba Jhon Napier quien era un barén escocés
el cual aparentemente sin conocimiento alguno de los desarrollos hechos por estos
hombres, también adelantaba propuestas similares. La idea detras de este desarrollo que,
de forma independientemente, llevaba cada uno, era la de reducir los célculos con

grandes numeros, pues como decia Napier:

Considerando que no hay nada mas problematico en la practica de la matematica ,
nada que moleste y obstaculice méas los célculos, que la multiplicacion, division,
extraccion de raices cuadradas y cubicas de grandes nimeros... comencé por

!a proyeccion de Mercator es un tipo de proyeccion cartografica ideada por Gerardus Mercator en
1569, para elaborar mapas de la superficie terrestre. Ha sido muy utilizada desde el siglo XVIII para
cartas nduticas porque permitia trazar las rutas de rumboconstante o loxodrémicas como lineas rectas e
ininterrumpidas, a diferencia de otras proyecciones mas precisas.

Es un tipo de proyeccién cilindrica tangente al ecuador. Como tal, deforma las distancias entre
los meridianos (en la tierra son como "gajos" de polo a polo) en lineas paralelas, aumentando su ancho
real cada vez mas a medida que se acerca a los polos.

Esta proyeccion tampoco respeta las distancias reales entre los paralelos, la amplia en largo, cada vez mas
a medida que se acerca a los polos, distorsionando las areas cercanas a los polos ain mas. Notese la
diferencia con la proyeccion cilindrica equidistante, que si respeta distancias entre paralelos y tiene s6lo
las deformaciones meridionales de la proyeccion cilindrica.
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consiguiente a considerar en mi mente con qué arte rapido y definitivo podia
remover esos obstaculos (Knott, 1915)

Esto lleva a pensar que la idea de reducir operaciones grandes era bastante comun a los

hombres versados en matematicas de la época.

En la segunda mitad del siglo XV1, los matematicos dedicaron gran parte de su tiempo a
la elaboracion de tablas de las funciones trigonométricas naturales. Uno de los
personajes méas conocidos en este tema, fue Georg Joachim Rheticus; su trabajo
consistié en una tabla de senos por cada 10 segundos, que utilizaba 15 cifras decimales.

A principio del siglo XVII, el astronomo y matematico alemén Johannes Kepler
trabajaba con célculos numeéricos que posteriormente lo llevaria a las formular tres leyes
del movimiento planetario, el cual liberaba del dogma del universo geocéntrico que
proponian los antiguos. Estos célculos numéricos involucraban cantidades de datos cada
vez mayores, forzando a los cientificos de la época a dedicar mucho tiempo en célculos
tediosos. Es asi como Napier ocup6 gran parte de su tiempo en la creacion de un nuevo

método, que de alguna forma pudiera simplificar estos calculos.

El trabajo de Napier titulado Descriptio, fue publicado en el afio de 1614, y para esto se
apoyé en ciertas ayudas mecanicas, las cuales le ayudaron a calcular las
multiplicaciones, divisiones y extraccion de raices cuadradas y cubicas; todos estos
inventos fueron publicados en su obra de 1617, llamada Rabdologia. En este método,
que lleva el titulo de su obra, consiste en el calculo de multiplicaciones y divisiones por

medio de un conjunto de barras llamadas “huesos de Napier”.

Como se mostré anteriormente, Stifel propuso una progresion aritmética y otra
geométrica. Su tabla de logaritmos (progresion aritmetica) y antilogaritmos (progresion
geométrica) no basta para poder realizar multiplicaciones y otro tipo de operaciones. Si
se quiere distinguir los logaritmos correspondientes a una determinada progresion
geométrica de los correspondientes a otra progresion geométrica, llamemos a la base

de la sucesion.

El logaritmo de un numero b en una cierta base a es el exponente al que debe elevarse
la base a para obtener dicho nimero b. De la misma forma, si n es el logaritmo de b

en una base a, entonces b es el antilogaritmo de n en dicha base. Es decir:

b=a"-n=1log,b

19



O también
b = antilog,n
O se puede escribir la regla para la multiplicacion como:
c=am->m=log,c
O bien,

¢ = antilog,m.

Por lo tanto,
b-c=a" >n+m=log,b-c.
De lo anterior se sigue que,
b - ¢ = antilog,(n + m) = antilog,(log.b + log,c).

Este resultado muestra que, en una determinada base, el logaritmo del producto de dos
nameros es igual a la suma de los logaritmos de dichos nimeros en la misma base. De

esta forma se pueden deducir las restantes propiedades conocidas. (Leonhard, 1988)
Si por ejemplo deseamos construir una tabla de logaritmos cuya base sea 10.
Se calcularan sus logaritmos de la siguiente forma:

1=10°>log,41 =0

Luego, 1000 difiere en a lo mas en 2.5% de 1024, es decir, 21° = 1024

3
210 =103 -5 2 = 10170 = 10°3 - log,42 = 0,3

De nuevo por multiplicacion obtenemos:

39 = 19683 = 20000 = 2- 10000 = 10%3 - 10* = 10*3 -
43
3=109 = 10°*8 > log,,3 = 0,48
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De esta forma se puede obtener una tabla de logaritmos

N Log N Log N
N
1 0 20 1,3
2 0,3 30 1,48
3 0,48 40 1,6
4 0,6 50 1,7
5 0,7 60 1,78
6 0,78 70 1,84
7 0,84 80 1,9
8 0,9 90 1,95
9 0,95
Antilogn | n Antilog n n
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3. Construccion de los logaritmos por Napier

En 2014 se cumplieron 400 afios de la publicacion Mirifici Logarithmorum Canonis
Descriptio, obra de Jhon Napier. En esta obra Napier muestra la construccion de lo que
Ilama logaritmo. La simplificacion que estos producen en los calculos es significativa,
de tal manera que su importancia puede compararse con la creacion del sistema
numérico por parte de los indios y transmitido a Europa por los arabes. Debido a esto

(Knott, 1915) publicé un trabajo como celebracion a la creacion de los logaritmos.

Este capitulo tiene como objetivo analizar de raiz las ideas originales, desarrollos y
dificultades que estuvieron involucrados en el avance de la técnica de los logaritmos por

parte de John Napier.

En general es aceptado que los logaritmos empezaron a aparecer aproximadamente hace
unos 400 afios, a través de los trabajos del escosés Jhon Napier; aunque algunos’
investigadores argumentan que otros matematicos anteriores y contemporaneos a

Napier, ya habian trabajado o estaban trabajando sobre este mismo desarrollo.

Cabe resaltar que si pensamos en la época en la cual Napier hace el desarrollo de las
tablas de los logaritmos, habia pocas herramientas con las cuales podia contar, pues
cuestiones como el desarrollo de series infinitas aun no existian, tampoco el céalculo
diferencial e integral. La concepcién de Napier de los logaritmos hace creer que debia
tener una idea de relaciones funcionales. Un ejemplo es la variabilidad en el
movimiento de un punto sobre una recta para poder mostrar su técnica que mas adelante

abordaremos

El Bardn Napier nacio en Merchiston, cerca de Edimburgo Escocia, en el afio de 1550;
estudio a los 13 afios en St. Andrews, pero no termino sus estudios alli. En 1566 viajo al
exterior y regreso en el afio de 1571. Se cas6 con su primera esposa Yy tuvo dos hijos,
poco tiempo despues ella murio y se volvio a casar teniendo con su nueva esposa diez
hijos. De ellos el segundo hijo, Robert es quien fue su biografo. En 1593 publica su

primer trabajo titulado A plaine discovery of whole Revelation of St Jhon, el cual fue

2 (Knott, 1915) se presentan distintas concepciones de los logaritmos y de quienes posiblemente también
trabajaron en desarrollos similares.
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uno de los mas importantes libros de teologia de la época, pues alcanz6 21 ediciones en
cuatro idiomas. (Eli, 1994) pag 12.

Posteriormente en 1596, Napier publicé un documento donde hace referencia a algunos
inventos que habia hecho en forma secreta, segin €l para defenderse de los enemigos
extranjeros. Esto debido al temor que generaba una invasion del rey Felipe Il de Espafia.
Entre sus inventos figuraba un espejo que quemaria a los barcos adversarios sin
importar la distancia a la que se encontrara, una pieza de artilleria que podria
desaparecer a todo ser viviente en un cierto radio. También sus inventos alcanzaron la
agricultura: hizo un sistema de abono con sal. En el campo de las matematicas, en 1839
publico De Arte Logistica, donde muestra que algunas de sus investigaciones en
aritmética y &lgebra lo habian llevado al estudio de las raices imaginarias de las
ecuaciones, como también un método generalizado para la extraccién de raices de
ecuaciones de cualquier grado. No se sabe a ciencia cierta porque dejo de lado estas
investigaciones y se dedicé a trabajar sobre métodos que ayudaran a reducir el calculo

numeérico.

Aunque diferentes autores argumentan que no se puede atribuir a Napier la autoria de
los logaritmos, pues por lo que se sabe varios hombres tuvieron ideas muy similares a
las suyas antes que él, Napier fue quien hizo los adelantos més significativos en este
tema, pues se desarrollé una técnica para calcular los logaritmos de diferentes nimeros,
esta técnica es la que abordaremos y mostraremos como movilizo o sirvi6 de catalizador
para desarrollar algunas cantidades que posteriormente Cantor y Dedekind, buscarian

formalizar en un corpus tedrico y que corresponden a lo nimeros irracionales.

Dejando atras la historia y las discusiones sobre quien o quienes fueron los autores de
los logaritmos, pues aunque de manera aislada cada uno hizo su propio desarrollo, con
sentidos y enfoques distintos, el modelo de John Napier fue el méas significativo, por

ello, nos centraremos en la construccion de Napier.

Se sabe que Napier trabajé al menos unos 20 afios en este desarrollo, ademas, su
objetivo con lo que ¢l llama “Maravilloso tratado de logaritmos”™ era el de reducir las
pesadas multiplicaciones que se hacian con tablas trigonometricas a operaciones mucho

més sencillas de realizar.
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No se conoce que ideas fueron las que estuvieron detras del desarrollo hecho por
Napier, pero lo que si es claro es el conocimiento que él tenia de la trigonometria, y en
particular de la conociera la formula de la prostaféresis:

SenA - SenB = %[COS(A— B) —Cos(A+ B)]
CosA-CosB =%[C05(A— B) + Cos(A+ B)]
SenA-CosB = % [Sen(A+ B) + Sen(A—B)]

CosA- SenB = %[Sen(AJr B)—Sen(A-B)]

Estas expresiones eran muy utilizadas en aquel momento en la reduccion de
multiplicaciones de cantidades muy grandes de senos y cosenos a sumas Y resta de

éstos.

La idea con la que Napier trabaja en su Mirifici Logarithmorum Canonis Descriptio es
la construccion de dos sucesiones de cantidades relacionados de forma que cuando una
de ellas se incrementa en forma de una progresion aritmética, la otra disminuye en
forma de una progresion geométrica. De esta forma, el producto de las dos cantidades
en la progresion geométrica tiene una relacién sencilla de la suma de los nimeros
correspondientes en la primera y, de esta forma, el producto se puede reducir a una
adicion. Asi, Napier puede facilitar de manera notoria los calculos. Cabe aclarar que
para la época en la cual vivié Napier el seno se calculaba a partir de la longitud de los
segmentos. El radio se denominaba como “Sinus Totus”, cuando éste era igual a la

unidad, la longitud del seno se indicaba comoseng. Si r no era la unidad, la longitud se
conocia como rseng . En la proposicién 26, Napier definia el logaritmo de la siguiente

forma: “El logaritmo de un seno dado es un nimero el cual aumenta aritméticamente

con cierta velocidad mientras que el radio decrece geométricamente” (Napier, 1889),
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El logaritmo con el cual Napier realiza sus tablas no es el que conocemos hoy dia, pues

. . 1
en sus tablas sus logaritmos se trabajaban con una baseg :

Debido a esto, el primer intento en construir sus tablas fue algo complicado pues
correspondia a lo que hoy dia conocemos como logaritmo natural, aunque en realidad
Napier no era conocedor del nimero e, ni tampoco de una base para la construccion de
su sistema de logaritmos, pero si reconocia que su trabajo lo estaba haciendo de una
manera arbitraria. Su eleccion en la forma de trabajar la hizo con el fin de que el

logaritmo de un seno entre angulos entre 0 y 90°, o dicho de otra manera entre 0y 10”.

Napier construye tres tablas con sus logaritmos a partir de las sucesiones geométricas y

aritméticas. En la primera tabla construye 100 términos donde el primero es 107, con
1 n
una razon de(l—wj , donde n es un valor que se encuentra entre 0 y 100. Napier

construye cada término restando al término inmediatamente anterior el valor arrojado
por la secuencia que esta dada por el radio. Por ejemplo, el segundo término de la tabla

se obtiene asi:

1
10'- (1— %) = 9999999,

Visto de otra forma, cada término de la sucesion estd generado por la progresion

1O7<1—10‘7)n con n=12..100. Napier llama a los nimeros n ‘el logaritmo”.

Notemos que si x, =10"(1—107 )" entonces xﬁ =10"(L-10")"™ . La diferencia de los

2
logaritmos depende solo de la razon de x, y x, o como lo dice Napier, en su

proposicion 36: “los logaritmos de senos similarmente proporcionales son

equidiferentes”. (Napier, 1889)

Si X, X,,..., X, €S una progresion geométrica entonces sus respectivos logaritmos seran

los términos de una progresion aritmética.
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En su segunda tabla solo calcula 50 términos de una serie geométrica cuya razon es

(1—10‘5); de esta forma la sucesion es entonces los términos estan dados por

107(1-10°)" con n=12,....50.

La tercera tabla consta de 21 filas y 69 columnas. El primer nimero en cualquier

. 99 : . .
columna se obtiene al tomar 100 partes del primer nimero en la columna anterior. Los

. . . - : 1999
nameros en cualquier columna se obtienen al multiplicar de forma iterada por 2000 de

esta forma el m- esimo nlimero en la n-esima columna es:

107(1999jm—1(£jn—1
2000 100

En cuanto a la version geométrica del concepto de logaritmo Napier la describe asi:

P1 T Py P, P3Py S

t t t t t

G -=|_1 Qil Qiz Q.3 Q.4 L

Sea TS un segmento y L una semirrecta. Ahora sea Q un punto que parte de T y se
mueve a lo largo de TS con una velocidad variable que decrece en proporcién a su
distancia a S; supongamos que un punto Q inicia su movimiento al tiempo que Q se
mueve a lo largo de la semirrecta L con una velocidad uniforme igual a la que tenia P. A

la distancia variable TQ; Napier le Ilama logaritmo de PS. (Hobson, 1914) pag. 23.

Napier supone el segmento TS tiene de longitud 10°, luego toma un punto P, el cual
inicialmente esta en T, que se mueve de izquierda a derecha de modo que su velocidad
es en todo punto proporcional a la distancia que se tiene hasta S, produciendo puntos P;,

Po,.... que describen segmentos P1P,, P,Ps,... en iguales intervalos de tiempo. Por otro
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lado, supongamos que se tiene una linea recta L, y ubiquemos un punto T, sobre ella,
ahora, definamos como cantidades positivas las que estan ubicadas a la derecha de Ty, y
negativas las que estan a su izquierda. Sea Q un punto que se mueve sobre L con una
velocidad constante de 10’, esta es la velocidad que tiene P al inicio de su movimiento
en el segmento TS. Ahora, los puntos Qi, Qo,..., producidos por el movimiento de Q,
describen segmentos de igual longitud, y cuando P se ha movido hasta la posicion P,
el logaritmo de la distancia P;S, es dado por la distancia que ha recorrido Q en la linea

recta hasta la posicion Q, en otras palabras podemos decir que:

LognP1S = T1Q1

LognP2S = T1Q2

De aqui se puede concluir que LOgNTS = 0, debido a que el punto estaria sobre T;, Otra
consecuencia de este movimiento es que el logaritmo de Napier de una longitud muy

pequefia es una cantidad muy grande.

Por otro lado cuando la distancia TS es superior a 10, es claro que debemos de mover
el punto P hacia la izquierda de T, lo cual produce que el logaritmo sea una cantidad

negativa.

Napier muestra que existe una proporcién entre SP;:SP,= SP,:SPs=..., lo cual
corresponde a los valores de una sucesion. Para lo cual, la serie de valores descritos por

TiQ hacen parte de una sucesion aritmética y SP corresponde a una sucesion geométrica.

Ahora si el coloca un punto P entre P1P, y P* un punto que se encuentre entre P,P3 de
tal forma que P;P:PP, = P,P*:P,P;, entonces la velocidad del punto P tiene una
S, _SP, P,R,

= (Hobson,
SP, SP, PR

relacién constante que la velocidad de P*, dada por

1914) pag. 25.

Podemos hacer una analogia entre el modelo cinematico y el numérico describiéndolo

de la siguiente forma:
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Pensemos en el movimiento, descrito anteriormente, se puede decir que x=SP Yy que

el movimiento de P esta descrito por la ecuacion diferencial

dx_
dt

Con condiciones iniciales dadas por x(0) =107, su solucion esta dada por

7
tzlogg.
X

Debe ser claro que no existe un método con el cual se pueda calcular un logaritmo de
una forma exacta, pero si se puede calcular con un buen grado de exactitud, pero Napier
obtiene dos limites entre los cuales el logaritmo debe estar, y su método de construccién

depende del uso de este par de limites.

d1 Ty Q1
Para esto utiliza sus proposiciones 28 y 39 las cuales son:

28. El logaritmo de cualquier un seno dado es mayor que la diferencia entre la razon y
el seno dado, y menor que la diferencia entre el radio y el la cantidad que excede en la
relacion de la razon del seno dado. Y estas diferencias son llamadas limites del

logaritmo.

39. La diferencia de los logaritmos de dos senos se encuentra entre dos limites; el mayor
de los limites es al razon como la diferencia de los senos es al menor de estos, y el
limite inferior debe ser al razon como la diferencia de los senos es al seno mayor. (C.H,
1979) pag. 145

Recordemos que las velocidades de P en el punto T y de Q en T son las mismas, pero
posteriormente, mientras la velocidad de P decrece la de Q se mantiene constante, es asi
como se puede decir que: TP1<T;Q, ademas, si suponemos que el movimiento que se

hace en p1T y en TP; se hace en un intervalo de tiempo igual, tenemos que:
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Si, Logn x = T1Qy, entonces Logn X >TP; 0 su equivalente Logy X >10"-x

_ 10’
y Lognx=01Ti<psT o TP, —.
X
Esto es,
7 7 10’
10" —x < Logyx < (10" —x)—.
X

De una manera similar se puede mostrar que

107y;yx< Long—LogNy<1O7$.

29



4. Desarrollos posteriores: Euler

Leonard Euler fue uno de los matematicos mas prolificos de la historia; naci6 en 1707,
Basilea Suiza y murié en 1783, San Petersburgo Rusia. Euler recibio su instruccion
inicial por su padre quien era un pastor Calvinista que tenia grandes logros en el campo
de las matemaéticas. Posteriormente fue enviado a la Universidad de Basilea donde
estudié matematicas con la direccion de John Bernoulli. (Struik, 1954)

En su trabajo, Introductio in Analysin Infinitorum, publicado en 1748 en dos volimenes,
se tratan temas como preparacién para sus obras posteriores. Aqui el concepto tratado es
el de funcion la cual define como: “una funcion de una magnitud variable es cualquier
expresion analitica formada con la cantidad variable y con numeros o cantidades

constantes”.

Lo importante de este trabajo que hizo fue la conversion de funcién en un objeto
matematico fundamental para el desarrollo del Calculo, que hasta ese momento se

basaba enteramente en las propiedades que poseian las curvas.

Euler marcdé un hito en la matematica pues, estudidé las funciones polindmicas,
logaritmicas exponenciales y trigonométricas, ademas, gracias a sus trabajos ya no se
les llamara mas curvas o lineas trigonométricas, sino que adquieren el nombre de
funciones, es decir, ya las curvas trigonométricas no seran llamadas asi, sino funciones

trigonométricas.
En el capitulo 6 de Introductio presenta el logaritmo de x con base a de la forma como
actualmente se conoce, log, x visto como el exponente al cual se tiene que elevar la

base a para que dé como resultado la potencia x, es decir a’ = x, su afirmacion
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..daremos un valor y tal que a” = X . Este valor y, considerado como funcién de x, se

Ilama el logaritmo de x

En su obra es sobresaliente como trabaja con unas cantidades infinitamente pequefias y
con otras infinitamente grandes, ademas como hace desarrollos en serie de las funciones
elementales sin hacer uso de la derivacion y ademas como la funcién logaritmo aparece

en algunas situaciones.

Ademas en este capitulo se considera a¥ cuando a es una constante y el exponente y

variable. Tomando a y como entero positivo se tiene los valores at, a?, a3, ..., ahora si

- - 1 1 1 f . . .
s un entero negativo se obtiene PP T TR ahora si es igual a O se tiene que a® = 1. Si

a2’ a3’

se sustituye y por fracciones

N |-
[SSEETY

2 R
)50 SE obtienen valores como va, ¥a, VdzZ, ... el hace

)

5
énfasis en que estos valores pueden tener mas de una raiz, se toma el ejemplo de az
donde sus raices son —a?va y a®va donde solo se considera la cantidad positiva.
También se toman valores irracionales pero dice que son mas dificiles de entender el

concepto detras de ellos.

Se puede decir que inicialmente los valores tomados por a” dependen solo de la
magnitud de la constante a, por ejemplo si a = 1 entonces a” = 1 sin importar el valor
que tome la variable y. Por otro lado si a > 1, a” puede tomar valores tan grandes

como lo sea y incluso hasta el infinito, en cuyo caso la potencia a” también lo hara.

Si y = 0 tenemos que a¥ = 1; pero si a < 0 entonces los valores de a” son menores
que 1y si y decrece hasta —oo entonces la potencia a” decrece hasta 0. Ahorasia < 1
pero positivo entonces los valores de a” decrecen cuando y se encuentra por encima de

0. La funcién exponencial aumenta como y aumenta en el sentido negativo.

Por otro lado hay saltos cuando la constante a un valor negativo, prueba de ello es por

ejemplo para a = —2 tomando la secuencia a™*,a"3,a"2,a™%,a% al,a?, ..., tenemos

1 11 1
o3 ’Z’_E’l’_2’4""

Posteriormente se considera los inconvenientes generados por valores negativos del
numero a debe ser un nimero positivo mayor que 1, también el caso en el cual a es un
numero entre 0 y 1 es sencillo de analizar. Si para x = a” y se sustituye en y cualquier

namero real el cual puede estar entre o 'y —oo hace que x tome también valores reales
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entre 0 y oo, de esta forma si y es co entonces x va hacia oo, pero si y = 0 entonces
x =1ycuando y = —oo setiene que x se va hacia 0. Si se da un valor negativo para

x , entonces el correspondiente valor para y no es real.

Euler propone que si x = a” se tiene que x2 = a?¥, x3 = a3, .... x™ = a™, de aqui

1
. = 1 _ e - -
podemos decir que vVx = a2’ -=a Y, ademassiv=a’ vx=a"Vy 5 =a’™Y

Ahora Euler introduce el logaritmo de la siguiente forma: dado a para cualquier valor
de y , se puede encontrar un valor de y, tal que a su vez se le da un valor positivo a un
x deseado, de tal forma que x = a”. Este valor de y que se ve en funcion de x se le
Ilama logaritmo de x. Esto supone que debe existir cierta cantidad fija llamada base.
Habiendo asumido esta base se puede decir que el logaritmo de x es el exponente de la

potencia a”.

Después de esto Euler enuncia las propiedades ya bien conocidas hoy dia de los
logaritmos como lo es la del producto, el cociente y la potencia. Por otro lado, él deduce
que el logaritmo no va a ser un numero racional a no ser que el nimero dado sea una
potencia de la base asi se puede expresar como un nimero racional. Los logaritmos que

no son potencias de la base y no son racionales se les llaman cantidades trascendentes.

Cuando los logaritmos son trascendentes se pueden aproximar por expresiones
decimales. A medida que se utilizan més decimales la aproximacion al logaritmo es

mucho mejor, esta se logra haciendo la extraccion de raices cuadradas. Sealogx =y vy

+ .
logv = z entonces logvxv = % . Si el numero b se encuentra entre a® y a3

entonces los logaritmos respectivos lo encontraremos entre 2 y 3 respectivamente.

5 5 5
Ahora si se toma el caso de az entonces b estaria entre a® y az o entre az y a3. Si se
toma la media geométrica entre estas dos cantidades las veces que sea posible para

refinar la aproximacion al intervalo en el cual se encuentra b.

Si tomamos el 5 que se encuentra entre 0 y 10, su logaritmo se encuentra entre 0 y 1

para hallarlo se toman raices cuadradas sucesivas hasta llegar aproximadamente a 5.

Sead=1 logA=0

B =10 logB =1 C=vA-B=+1-10

32



C ~ 3.162277 logC = 0.5 D =vB-C =+/31.62277

D ~ 5.623413 logD =0.75  E =+/C-D =+/17.782789

X ~ 4.999997 logX = 0.6989697 X =W -V = +/24.999959
Y ~ 5.000003 logY = 0.6989702  Z = VXY =+/24.999999

Z ~ 5.000000 logZ = 0.6989700

Esta es la forma en que se calcularia log5 en base 10 por aproximacion. También se

698970
puede decir que 101000000 ~ 5 (Leonhard, 1988)
Una de las importancias del logaritmo en el desarrollo del célculo, se encuentran en
Gregori de Saint- Vincent (1584-1667), el encontré6 una asombrosa relacion entre la

funcion logaritmo natural y la hipérbola rectangular (C.H, 1979). El trabajo en varios
1 , .
problemas de cuadratura, entre ellos el de la curva ol esta notd que los rectangulos

que se utilizaban para aproximar el area bajo la hipérbola tenian bases iguales siempre y
cuando se utilizaran progresiones geométricas para esto. El ancho de estos estaria dado

por a—ar =a(l-r), ar —ar? =ar(1—r),.., mientras que sus alturas serian

1 1 - P .
—,—, ... por tanto podemos decir que sus areas son iguales.

ar’ ar?’

1 1-r
Ai=(a—ar)—=
ar r
1—r
Ay =(ar—ar®’)—=ar(a—r)—=
ar ar T

Esto nos dice que si la distancia desde 0 crece de forma geométrica, las areas
correspondientes creceran con el mismo incremento, es decir de forma aritmética, esto
sucede cuando r — 1. Esto conduce a que la relacién entre el area y la distancia es

logaritmica.
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Lo anterior se puede precisar como; Sea A(t) el area bajo la hipérbola desde algin
punto de referencia fijo x > 0 hasta un punto cualquiera pero variable x = t, entonces
A(t) = logt, quien representa el area bajo la hipérbola de funcion variable t,
desafortunadamente no se tiene una base particular implicada. Esta base debe de existir,
de forma “natural” para que determine la base numéricamente, Cuando se estudia la

derivada de la funcién e* se puede encontrar que la base es el numero e.

Podemos ver la existencia entre la funcion logaritmo natural y la cuadratura de la

hipérbola xy = 1.

Si [a, b] es un intervalo cerrado de elementos positivos, y sea el area que esta definida
en el intervalo y bajo la curva xy = 1 que se denota por A4, . St. Vincent descrubrio

que si t > 0, entonces

Ata,tb = Aa,b

Si
Aa=xg <X < <x_1<x5<<x,=b

Son una gran cantidad de divisiones del intervalo [a,b] con igual longitud. Estos

1

, b—a 1 .
rectangulos van a tener una base T Yy altura x_ Yy respectlvamente.
i

Xi-1

En este sentido se muestra que,

n n

b—a<A < b—a
Z 4 X - Taeb _Z nx;_q
l:

Ahora sea
ta =txg <tx; < <ty <tx; <--<tx,=th

El inscribe y circunscribe rectangulos en el intervalo [ta,tb] ademas, inscribe y

. . . . . tb—t
circunscribe en el intervalo [tx;_4, tx;]. Ahora los intervalos tienen como base Ta y

1

1 . / , .
altura; y — respectivamente. Después de esto vemos que las areas son iguales al

i Xi-1

inscribir y circunscribir rectangulos en [x;_,, x;] , esto significa que:
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n
Zb—a<A

= ta,tb
e NX; @
=1

Combinando y acercandonos a la verdad, A;q ¢, = Agp-

Sea [(X) satisfaciendo la regla de los exponentes L(xy) = L(x) + L(y), siempre que

X,y sean mas grandes que 1, entonces
L(xY) = Al,xy: Al,xy = Al,x + Ax,xy = Al,x + Al,y
Entonces, L(x,y) = L(x) + L(y)

Si

mL(x+h)—L(X)_. 1 (1)L< h>:
h

h—0 h _llllir(l)EL 1+;

L(1+k)-L(1) _ L'(1)
k T

Haciendo k= % entonces, ilimh_,0 L(1+k)= ilimh_,o

El limite cuando h - 0, L°(1) = 1 el limitecomoh - 0,L (1) =1 obienL'(1) =1
0 tambien % . Dado L(x) y logx tienen algunas derivadas y L(1) =log1 =0y x =1,

entonces
L(x) =logx

Aunque la relacion precisa entre los logaritmos y las areas hiperbolicas no se entendian
en el siglo XVII sirvi6 para estimular el estudio de éstas, que desempefiaron un papel
importante en la introduccion de series infinitas y técnicas de calculo algoritmico desde
1650 a 1660. Los primeros datos sistematicos de los logaritmos como areas hiperbélicas
fueron llevados a cabo por Newton. En un manuscrito escrito alrededor de 1667que se
inicia con la hipérbola (C.H, 1979) pag. 158

y=— (x<-1)

1+x

Y calcular el &rea bajo la curva A(1 + x) y bajo la hipérbola y fuera del intervalo
[0, x]
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1
y=—=1—x+x%—x3+...
1+x

Lo infinito de esta serie se refleja en la division mecénica de 1 + x en 1. El integra

término por termino para obtener termino por termino se obtiene

3

x?  x
A(1+X) —X—7+?—...

Con Euler aparece por primera vez el logaritmo interpretado como un exponente. Cabe
anotar que Euler reconoce la naturaleza inversa entre las funciones exponencial y
logaritmica, ademéas, antes de él el estatus de la funcion logaritmica solo era la de

reducir grandes célculos pero ahora habia cobrado estatus de funcion.

Uno de los grandes avances de Euler fue el haber hecho un desarrollo en serie de la
funcién exponencial a’ = x, (a>1). Debido a que no tiene el concepto de derivacion,

sino hasta su trabajo posterior Institutiones Calculi Differentialis (1748) donde
aparece. Entonces considera una cantidad infinitamente pequefia y positivaw, donde

esta consideracion le permite definir
a"=1+¢&

En la cual & se considera como otra cantidad infinitamente pequefia. Luego propone
a" =1+kw

Siendo k un nimero que depende enteramente de la base a. Después introduce la

variable
i=J
w

j
a’(@")""" = @1 +kw)? :[1+k_yv] =
J
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(-9
=1+ky+—= J ( o1 j+

b4

Posteriormente propone que j = " debe ser una cantidad infinitamente grande, debido

a que w es infinitamente pequefio, por tanto se seguiria que

=1 _j-2_j-3_
i T

Sustituyendo esto en la expiacion binomial entonces

k2y2 k3y3
e
@ =1+ky+t—or+zo7+

Ahora si sustituimos y = 1 obtenemos una relacion entre a y k

Ahora Euler introduce el famoso nimero e como el valor de a para el cual k = 1

1

1
|+3

1
e=1+ |+2

1 it
Identifica e como la base natural y escribe esta expansion de forma eecimal:
e =~ 2.71828182845904523536028

En Gltimas, Euler acababa de deducir el conocido desarrollo exponencial

y vy y

V = —_ e — —: —_

R T TR TR En
n:

Si colocamos a* = e¥ al tomar logaritmos hiperbdlicos es claro que  tendriamos

xlna =y, ahora sustituyendo esta relacion en la expresion anterior obtenemos

i+ (Ina)x N (Ina)? 2 (Ina)3 S (lna)" (lna)n

y _
¢ = 11 21 31

Que representa hoy dia el desarrollo de la funcion exponencial en cualquier base.
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Ahora para el logaritmo Euler escribe 1+ x = a” = a/¥ = (1 + kw)/, entonces

log,(1 + x) = kw entonces

1+kw=>1+x)Y

Donde w = ((1 + x)/ — 1)/k de esto se sigue que
log,(1+x) = kw = é[(l + )1/ — 1]

Si ahora reemplazamos a por e (para k = 1) se obtiene
log(1+x) = j[(1+x)Y/ —1].
Actualmente esto se puede interpretar como

log(1 +x) = lim n[(1+x)Y —1].

Por otro lado el nimero e juega un papel muy importante, es un nimero irracional, es
decir no expresable mediante una razon de dos numeros enteros; o dicho de otra forma,
no se puede representar como un numero decimal exacto o decimal periddico. Ademas
es un namero trascendente por lo que no puede ser raiz de ninguna ecuacion algebraica

con coeficientes racionales.

) . 1\ .
Sabemos que esta cantidad se expresa como e = lim,,_,, (1 + Z) 0 en otras ocasiones

1 , . .
como e = ¥ o— pero probemos que este nimero es irracional:

n
Como se dijo anteriormente e = lim,,_, (1 + %) y como una serie. Ahora, Sea S, la

suma parcial enésima de la serie que representa el nimero e, esta sucesion es de
términos positivos y estrictamente creciente, en consecuencia s, < e para todo no

equivalente 0 < e — s,, para todo n. Por otro lado,
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e—S, = ) — — = ' '
k=0k e k! (n+ 1)! (n+2).

1 1
(n+1)!< +n+1++(n+1)2+m>'

Para n > 1, se tiene que | | < 1 y por tanto la serie geométrica que aparece es

(n+1)!
convergente:
1 1 1 n+1
1+E+(n+1)2 BT

Asi se obtiene

1 n+1 1
— _— > *
e—5s, < D am vn > 1. *)

Ahora si e = g con p y q enteros positivos deducimos que q'e = q! (p/q) es entero.

Ademas,

e 1 1
q.sq—q.<1+1+2'+ +q>

es un numero entero con lo cual g! (e - sq) = q!e — q!s, tambien es entero.

Ahora de la igualdad (*) se puede deducir que
1
| — )
0<q.(e sq)<qS1.

Ademas si e = p/q con p y q enteros positivos, es decir si e fuera un nimero racional,
se deduciria que el nimero entero q! (e — s,) estaria comprendido entre 0 y 1, lo cual es

absurdo. Por tanto, e es un numero irracional.
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5. Conclusiones

Cuando se quiere estudiar en detalle una nocién matematica, un buen inicio es analizar
los elementos de causalidad que van evolucionando hasta delinear el concepto o la
teoria matematica en consideracion. Esto debido a que posteriormente pueden surgir
desarrollos que pueden simplificar las ideas originales, de tal forma que los conceptos
generadores del descubrimiento han sido transformados. Mas aun, cuando hablamos de
la invencién de un nuevo método a veces se analiza de una manera superficial, dejando

atras esas ideas que motivaron su desarrollo.

Generalmente se presentan los logaritmos operativamente y no la construccion
conceptual, desconociendo las raices de la problemética que les dio sentido. Los
introducen como operacion inversa a la exponenciacion. De esta manera, las
dificultades en el aprendizaje del concepto se trasladan de forma directa a los problemas
de la potenciacion, lo cual conlleva a la pérdida del marco de referencia que permita

entender la légica intima de los logaritmos y sus propiedades.

La evolucion del concepto del logaritmo esta ligado a la relacion existente entre dos
sucesiones de numeros, una que esta en progresion aritmética y la otra en progresion
geométrica. Es por esto que la revision del concepto de logaritmo y funcion logaritmica,
permitié conocer diferentes momentos durante el desarrollo de este concepto, iniciando

por los antiguos griegos hasta llegar a Euler.
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La identificacion historica de la nocion de logaritmo, es decir el proceso en la cual se
identifica como un nuevo concepto, tratando de desligarse de las progresiones discretas,
para entrar en el campo de lo continuo a través de la variabilidad y continuidad, se dio
en un proceso lento y repleto de altibajos. Este proceso se inicid con diversas

interpretaciones geométricas y con la elaboracion de largas y abstrusas tablas.

Un antecedente de la nocion de logaritmo es la relacion, que se conocia desde los
antiguos griegos, entre una progresion aritmética y otra geométrica. En el renacimiento
Michael Stifel (1544) trabaja en esta relacion, y aunque no muestra grandes avances

establece un acercamiento a la regla de formacidn que esta relacion implica.

A través del tiempo, se hicieron variaciones sobre la idea inicial de logaritmo trabajada
por Napier; en particular una etapa de este desarrollo se relaciona con la hipérbola.
Gregoire de Saint- Vincent, quien en su Opus geomericorum quadrature circuli et
sectionum coni, intenta cuadrar el circulo siendo todo un fracaso, pero evidencia una

relacion entre la cuadratura de la hipérbola y los logaritmos.

El descubrimiento de la relacién de los logaritmos con las areas hiperbélicas provoco un
desarrollo que traspasa las barreras operativas, buscando un acomodo en el campo del
analisis matematico. Debido a esto aparecieron nuevos trabajos sobre las éareas

hiperbdlicas, lo cual trajo como consecuencia el inicio de desarrollos en series.

El desarrollo en series infinitas se debe a varios personajes como James Gregory (1638-
1675), Lord Brouncker (1620-1684), Edmon Halley (1656-1742), Wallis (1616-1703),
Newton (1642-1727), Nicholas Mercator (1620-1687). Este ultimo trata, en su
Logarithmotechnia, el calculo de los logaritmos por métodos utilizados por Napier y

Briggs, también contiene formulas de aproximacion para el céalculo de ellos. De manera

moderna, la idea de Mercator se reduce a que el area bajo la hipérbola y = i desde
x = 0 hastax = x esiguala In(1 + x) o, visto de otra forma, a fox% :

Posteriormente Euler hace grandes aportes, pasa de llamar las curvas o lineas
trigonométricas a funciones; también introduce el logaritmo de x con basea, log,x,
visto como el exponente al cual se tiene que elevar la base a para que dé como resultado
la potencia x. Para el caso de un exponente variable analiza varios casos. Si el

exponente es cero la potencia es uno; pero si es una fraccion, las toma como las raices
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de la base y pueden tener mas de un valor. Euler considera que si los valores de los
exponentes son racionales las potencias son mas dificiles de entender por el concepto
que hay detras de ellas. En general, si se tiene x = a”, Euler llama logaritmo de x al
valor y, suponiendo una cierta cantidad fija llamada base; ademas, llama cantidades
trascendentes a aquellos logaritmos que no son potencias de la base es decir que no son

racionales.

Una de las cantidades trascendentes que existen es e. Se puede decir que su primera
aparicion fue de forma casi accidental. En la construccion en las tablas de logaritmos
por parte de Napier, cuando construyé una tabla de nimeros que iniciaba en 10’ y

disminuia a razon de 1 — % entre uno y otro, la entrada 10.000.000 seria 3678794, que
o 1

es una muy buena aproximacion de - por 107 .

En 1661 Huygens relaciono el nimero e con la hipérbola rectangular. A estas alturas ya

- , . . 1
se sospechaba que existia una relacion entre el area bajo la curva y = Sy los

logaritmos.

En 1668, Mercator, en su trabajo Logarithmotechnia, encuentra una serie para calcular
logaritmos naturales. Aqui por primera vez utiliza la expresion “logaritmo natural” para

referirse a los logaritmos con base e, pero el nimero como tal no aparece adn.

En 1683 aparece una definicion méas precisa de e en un trabajo hecho por Bernoulli
(1654-1705) sobre interés compuesto, al tratar de calcular

lim,,_ (1 + %)n,

que corresponde a la definicion del numero e y fue la primera vez que se definio un

ndmero mediante un limite.

En 1748 Euler encontré propiedades para e; en su obra Introductio in analysis

infinitorum define la funcion logaritmica y exponencial como:
. . 1\"
Inx =lim, e, n(x/"—1) y e*=lim, e (1 + Z)

En 1873, Charles Hermite demostré la trascendencia de e.
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En el siglo XVII las funciones eran estudiadas como curvas; en 1647 Torricelli (1608-
1647), se ocupaba del célculo del area limitada por la curva, cuya funcion hoy
conocemos como x = log y, su asintota y una ordenada; también del volumen del solido
que se obtenia al girarla alrededor del eje OX. Por otro lado, Euler en su Introductio in
analysin infinitorum (1748) considera valores reales como también imaginarios del
argumento para una funcion, la toma como expresion analitica. Una expresion analitica
se obtiene operando cantidades mediante las operaciones aritméticas, las potencias, las

raices y las soluciones de ecuaciones algebraicas.

Ahora, abordando la parte disciplinar e histérica podemos encontrar las siguientes

posibles dificultades:

La relacidn posterior con la operacion potenciacion.
e Elidentificar el logaritmo como el exponente de la potenciacion.

e Visualizar la relacién existente entre lo continuo y lo discreto que aborda la
interpolacion entre datos de la tabla y abordandola desde el sentido que se le

debe de dar a los exponentes racionales no naturales.
e Pensar que las operaciones de los logaritmos son lineales.

e La ensefianza de situaciones modeladas a partir de la funcion exponencial y el

uso de la funcién logaritmica como su funcion inversa.

e La relacion existente entre la relacion de las progresiones aritméticas y

geométricas y las nociones de logaritmos y exponenciales como funciones.

Desde edades tempranas en la ensefianza, los logaritmos se presentan como una
operacion inversa a la potenciacion. Es decir, se presenta la potenciacion como una
operacion en la cual dada una base, ésta se multiplica la cantidad de veces como lo
indica el exponente, de esta forma produciendo una cantidad Ilamada potencia. Desde
aqui posteriormente se explican operaciones como la logaritmacion y la radicacion,
vistas estas como operaciones opuestas a la potenciacion, se presentan como la solucién
para hallar el exponente y la base cuando tienen los otros términos, esto para es natural
para el estudiante que en el mejor de los casos esta acostumbrado a la division vista

como inversa de la multiplicacion ni a la conmutatividad de una operacion.
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Desde este punto de vista, los logaritmos presentan un obstaculo en la forma en que se
pensefian, pues como se dijo en el desarrollo de este trabajo, este concepto nace a partir

de la relacion entre niUmeros y no como una operacion.

Es claro que desde el punto de vista histérico los logaritmos nacen de la necesidad de la
reduccion de célculos astronémicos y de otras disciplinas, pero no como una operacion

opuesta a otra, su aparicion fue estrictamente numeérica.

En este sentido, la forma de ensefiar los logaritmos en el aula de clases es casi que
netamente axiomatica, dado que no existen elementos en la presentacion de estos en un
ambiente escolar que propicien el paso de lo aritmético a lo analitico en el tratamiento
de este concepto, y ademés es muy alejado del tratamiento original dado por Napier,
como la relacion espacio-velocidad de dos puntos moviéndose sobre una recta, uno con
velocidad constante y el otro con velocidad decreciente (C.H, 1979) pag.148. No se
conserva la relacion explicita existente con las progresiones y otras caracteristicas que

han desaparecido en su presentacion.

Teniendo en cuenta que el contexto de aparicion de los logaritmos es netamente
numérico, se puede decir que la forma de presentacion en el aula de los logaritmos es un
obstaculo pues la mayoria de los estudiantes estan acostumbrados a que los conceptos
que abordan tengan alguna aplicacion inmediata en contextos de la naturaleza o de la
vida cotidiana. Prueba de esto es la multiplicacion de numeros negativos, que al no
tener tampoco un contexto inmediato al que acudir para ser explicada se convierte en

una regla, en muchos casos, sin sentido para los estudiantes (Gacharna, 2012).

Por otro lado, no es nueva la interpretacion que hacen los estudiantes acerca de
propiedades que poseen algunas funciones hacia otras, como por ejemplo la linealidad.
Existen varios estudios que documentan estos problemas y en ello no es ajeno la
funcién logaritmica. En algunos estudios hechos sobre el aprendizaje del algebra
(Cofrey, 1995), (Kieran F. E., 1989) se puede observar que la propiedad de la linealidad
fx+y)=f(x)+ f(y) la extienden a otras funciones, caso particular se toma:

log (x +y) =logx + logy.

Este fendmeno puede ser atribuido a la forma de presentar los logaritmos, es decir,
como un grupo de reglas que sirven para solucionar problemas donde se involucran

funciones exponenciales, como crecimiento de bacterias o poblaciones entre otros. Al
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presentar la linealidad en las funciones se deberia de presentar ejemplos de funciones

que no cumplen con esta regla.

En algunas oportunidades los estudiantes preguntan: ¢para que los logaritmos?,
respuesta sobre la cual seria muy interesante que el profesor pudiera mostrar la esencia
de éstos y su origen; pero como se ve en el estudio hecho por (Farfan Marquez Rosa
Maria, 2007), a veces ni siquiera los profesores conocen la relacion existente entre las
progresiones, por tanto, para los mismo docentes se hace dificil responder de forma
satisfactoria a esta inquietud.

Con esto en mente seria bueno poder proponer actividades de aulas que puedan mostrar
la relacién existente entre las progresiones y como pueden conectarse con las relaciones

encontradas por Napier y otros autores.
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