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Resumen

La presencia de fendmenos aleatorios y la incertidumbre juegan un papel importante en
diferentes areas del conocimiento, esto convierte a la probabilidad en un componente crucial
en la educacion de todos los niveles escolares. Sin embargo, los resultados de investigacion
reportan que los estudiantes presentan dificultades para lograr un aprendizaje con
comprension de conceptos y procedimientos formales relacionados con el azar. Esta
investigacion exploré las creencias de los estudiantes de sexto grado sobre probabilidad, con
el fin de disefiar e implementar actividades de aprendizaje centradas en el uso de la tecnologia
que permitan movilizarlas hacia el desarrollo del pensamiento probabilistico y el
mejoramiento de habilidades al resolver problemas que involucren este concepto. El estudio
se enmarcd en el paradigma de la investigacion basada en disefio, la estrategia metodoldgica
fue el experimento de ensefianza, en €l se aplico una encuesta de diagnoéstico, para identificar
creencias de los estudiantes sobre probabilidad, dificultades en la comprensién de conceptos y
errores al resolver problemas. Se disefid una intervencién didactica compuesta por tres
actividades, divididas en dos momentos: uno sin el uso de herramientas digitales y otro en
donde se utilizaron aplicaciones disefiadas en GeoGebra. La recoleccién de los datos se
realizo a través de hojas de trabajo, videograbaciones y notas del observador. Se concluyé que
intervenciones con profesores capacitados, el uso de tecnologia y una metodologia
participativa impactan positivamente la comprension de conceptos, la resolucién de
problemas de probabilidad, el cambio de creencias y la expansién del dominio expresivo de

estudiantes en matematicas.

Palabras Claves: Teoria de la probabilidad, Resolucién de problemas, Razonamiento,

Tecnologia digital, Educacion matematica.



Abstract

The presence of random phenomena and uncertainty plays a significant role across various
fields of knowledge, making probability a crucial component in education at all levels.
However, research findings indicate that students encounter challenges in achieving a
comprehensive understanding of concepts and formal procedures related to randomness. This
study explored sixth-grade students' beliefs about probability, aiming to design and implement
technology-centered learning activities that facilitate their transition towards probabilistic
thinking and improved problem-solving skills involving this concept. The research adopted a
design-based research paradigm, employing a teaching experiment as the methodological
strategy. A diagnostic survey was administered to identify students' beliefs about probability,
comprehension difficulties, and problem-solving errors. A didactic intervention comprising
three activities was designed, divided into two phases: one without digital tools and another
utilizing GeoGebra-designed application. Data collection involved worksheets, video
recordings, and observer notes. The study concluded that interventions involving trained
teachers, technology usage, and participatory methodology positively impact the
understanding of concepts, probability problem-solving, belief transformation, and the

expansion of students' expressive domain in mathematics.

Keywords: Probability Theory, Problem Solving, Reasoning, Digital Technology,

Mathematical Education.
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Introduccion

Los fendmenos fortuitos, los sucesos aleatorios y la incertidumbre hacen parte de la
experiencia diaria de los individuos, lo que convierte el estudio de la Didactica de la
Probabilidad en un elemento preponderante para la preparacion de los estudiantes en los
diferentes niveles educativos. En palabras de Budgett y Pfannkuch (2019), basta tener en
cuenta que “el razonamiento probabilistico es esencial para operar de manera sensata y 6ptima

en el siglo XXI” (p. 3) lo cual es un indicador para justificar el incremento de los estudios
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sobre didactica interesados en aspectos como el desarrollo cognitivo, la ensefianza, la
resolucion de problemas, la formacion de maestros y los desarrollos curriculares. Sin
embargo, aun se reportan grandes dificultades de los estudiantes frente al aprendizaje y la
comprension de conceptos asociados con la probabilidad, tal como lo indican Ang y Shahrill
(2014), Saldanha y Liu (2014), Sharma (2012) y Barragues y Guisasola (2009).

En el caso de la educacion basica, investigadores como Batanero et al. (2016),
Vasquez Alsina (2015), Rodriguez-Alveal et al. (2018) han relacionado estas dificultades con
multiples causas, destacando la complejidad de los diferentes significados y enfoques de la
probabilidad, sumado a que los contenidos son poco abordados en las aulas, existe falta de
conocimiento de los profesores sobre el tema, es poco el apoyo que ofrecen los libros de
texto, asi como el hecho de que los estudiantes al abordar situaciones probabilisticas utilizan
estrategias centradas en sus creencias que generalmente son adquiridas desde la experiencia
y tomadas de su entorno social (Amir y Williams, 1999; Sharma, 2016).

Con el proposito de superar algunas de estas dificultades, se han utilizado multiples
recursos educativos para apoyar el desarrollo del pensamiento probabilistico. Particularmente
en los dltimos afios se ha promovido su ensefianza y aprendizaje a partir del uso de la
tecnologia.

Estudios como los de Batanero y Sanchez (2005) y mas recientemente Batanero et al.
(2016), English y Watson (2016) y Parzysz (2018) plantean que el uso de software dinamico,
programas de internet y otras aplicaciones digitales, facilitan la exploracion de
representaciones, conceptos y procedimientos estocasticos, redundando en la capacidad de los
estudiantes para resolver problemas. Tales autores sostienen que este tipo de recursos permite
a los profesores crear entornos donde los estudiantes pueden comparar los resultados de las
simulaciones con sus creencias y confrontar sus conceptos erréneos.

Sobre la base de lo planteado anteriormente, en esta investigacion se indago sobre
cuéles son las creencias iniciales que tienen los estudiantes de sexto grado sobre el concepto
de probabilidad y se evalud el impacto del uso de la herramienta digital GeoGebra en el
sistema de creencias que tienen los estudiantes sobre este concepto.

El interés por el estudio de las creencias nace de su estrecha relacion historico

epistemoldgica con elementos asociados a la probabilidad, la introduccion de herramientas
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digitales responde a consideraciones de multiples investigaciones que indican que el uso de
tecnologia fomenta el desarrollo del razonamiento probabilistico (Borovcnik y Kapadia, 2010;
Gurblz y Birgin, 2012; Parzysz, 2018; Ruiz-Reyes et al., 2019) y favorece las habilidades
para la resolucion de problemas.

El estudio tiene como objetivo disefiar y validar actividades de aprendizaje centradas
en el uso de herramientas digitales que permitan investigar sobre la posible transformacion de
las creencias que tienen los estudiantes al resolver problemas que involucran el concepto de
probabilidad. En este sentido, se pretende generar un compendio de elementos que sirvan de
apoyo especifico al aprendizaje con comprension de la probabilidad en el marco de la
resolucion de problemas, asumiendo: (a) los planteamientos de Polya (1945) y Schoenfeld
(1992), respecto a estrategias cognitivas y metacognitivas utilizadas por los estudiantes al
enfrentarse a tareas no rutinarias; (b) el marco propuesto por Callejo y Vila (2004) para
identificar, evaluar y modificar creencias; (c) los niveles de razonamiento probabilistico
definidos por Sanchez y Benitez (1997) y (d) algunos elementos de la teoria de la mediacion

instrumental frente al uso de herramientas digitales (Moreno Armella, 2002).

Capitulo 1
El Problema

1.1 Identificacion del problema.

Desde hace mas de cinco décadas, la investigacidn sobre los procesos de ensefianza y
de aprendizaje de la probabilidad ha generado hallazgos relevantes en relacion con su utilidad
en la cotidianidad, su papel instrumental en disciplinas como la matematica, la politica, la
economia, y a su importancia en el desarrollo del pensamiento critico (Gémez Torres, 2016;
Saldanha y Liu, 2014; Sharma, 2012; Vasquez y Alsina, 2017), por lo que cada vez son mas

los paises que han optado por incluirla en sus curriculos obligatorios desde la educacién
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primaria y en la formacion de maestros (Batanero et al., 2016; Vasquez y Alsina, 2017; Groth
etal., 2021).

Algunos investigadores han centrado su estudio en analizar la comprension de los
conceptos relativos al azar y la probabilidad en los estudiantes de educacién béasica secundaria
(Batanero Bernabeu, 2005; Sanchez y Valdés, 2013; J. Watson et al., 2009; Groth et al.,
2021). Sin embargo, como lo registran Barragues y Guisasola (2009), la investigacion
didactica viene sefialando que los estudiantes tienen dificultades para lograr un aprendizaje
con comprension de los conceptos y procedimientos formales relacionados con el azar, lo que
es reafirmado por Callingham et al. (2021) quienes consideran que “hay poca evidencia de
que la comprension de los estudiantes sobre la probabilidad haya avanzado” (p. 329).

Estas dificultades se observan en los estudiantes, cuando al enfrentarse a problemas
que involucran el concepto de probabilidad, utilizan estrategias no probabilisticas (Groth et
al., 2021). Algunos consideran que es completamente imposible predecir resultados cuando se
encuentran en situaciones de azar (Sanchez y Benitez, 1997); otros asocian el resultado de un
experimento aleatorio a fendmenos fisicos, a poderes sobrenaturales o a la suerte (Amir y
Williams, 1999; Sanchez y Benitez, 1997; Watson et al., 2004a), existiendo quienes creen que
los resultados de experiencias aleatorios dependen del control de las personas sobre los
dispositivos generadores de aleatoriedad (Nicolson, 2005).

Un ejemplo de este tipo de situaciones es ilustrado por Pratt (2005), quien al preguntar
a uno de sus estudiantes sobre los resultados que se pueden obtener al lanzar una moneda al
aire, recibié la siguiente respuesta:

Paul. No estoy seguro, pero creo que la razon por la que caen en un determinado lado

es por el peso de un lado. Cuando se voltea, un lado se vuelve mas pesado, asi que cae

en ese lado y, si te fijas, la cara tiene mas peso. Asi que es mas pesada en ese lado, por

lo que cuando cae asi [sobre la mesa] es cruz y cuando la ponemos en nuestra mano y

la volteamos (pasa la moneda de la palma de la mano derecha al dorso de la mano

izquierda) es cara, porque se vuelve hacia el lado opuesto (Pratt, 2005, p. 84)

Este tipo de argumentos de los estudiantes, dificultan la comprensién del concepto de
probabilidad, por lo que muchos terminan considerandola como un tema aburrido, dificil de

aprender y aplicar, tanto de manera formal como en contextos cotidianos.
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Entre las posibles causas que dificultan la comprension del concepto de probabilidad
se pueden mencionar las siguientes:

1. La probabilidad es poco abordada en el aula de clase: Batanero et al. (2016)
plantean que los docentes indican diversas razones para reducir u omitir su ensefianza, como
la falta de tiempo debido a lo apretado de los programas o su inseguridad para ensefiarla,
aseveracion también sostenida por Inzunza (2014) quien argumenta que, con frecuencia, los
profesores manifiestan que les falta conocimiento para impartirla, lo que genera que no todos
los docentes se sientan a gusto cuando abordan la ensefianza de tematicas de probabilidad.

2. Los libros de texto: Vasquez y Alsina (2015) afirman que la mayoria de los
maestros de educacion primaria tienen poca 0 ninguna preparacion sobre probabilidad y su
didactica, por lo que convierten al libro de texto en uno de sus principales recursos para
abordar su ensefianza. Sin embargo, Rodriguez-Alveal et al. (2018) indican que los
documentos curriculares y los libros de texto, que en muchas ocasiones constituyen un
facilitador para la labor del profesor, en el caso de la probabilidad, no ofrecen el apoyo
suficiente. Asi mismo, Langrall (2018) sostiene que la ensefianza de la probabilidad se ha
centrado, principalmente, en férmulas, dejando de lado la experimentacién con fenGmenos
aleatorios y la resolucion de problemas.

3. Las creencias de los estudiantes: Algunas investigaciones identifican como una de
las posibles causas de dificultades en la comprension de la probabilidad, el hecho de que los
jévenes al resolver problemas que involucran este concepto, utilizan estrategias adquiridas
mas desde la experiencia de vida y tomadas de su entorno social (Amir y Williams, 1999;
Sharma, 2012, 2016).

Desde el punto de vista de Pajares (1992), las verdades personales, derivadas de la
experiencia o de la fantasia, centradas en componentes afectivos y valorativos, son
consideradas creencias; por lo que pareciera que las decisiones que toman los estudiantes al
enfrentarse a la resolucion de problemas de probabilidad estan centradas fundamentalmente
en sus sistemas de creencias, mas que en la comprension que se tiene sobre conceptos
asociados a la probabilidad.

Frente a las dificultades en la comprension de algunos conceptos en Educacién
Matematica, tanto investigadores como maestros han puesto en juego diversas estrategias

didacticas con el fin de movilizar el pensamiento matematico de los estudiantes. Algunos han
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utilizado como herramienta central el uso de la tecnologia, muy probablemente bajo la
premisa de que, si la tecnologia ha generado cambios significativos en la vida de los
ciudadanos, es probable que pueda incidir en los procesos de formacion de los estudiantes.

En los dltimos afios se han incrementado los estudios de investigacion sobre el uso de
software dindmico en la resolucién de problemas, incluidos los problemas de probabilidad
(Garcia-Garcia et al., 2018; Parzysz, 2018; Pratt y Kazak, 2018; Girbiz y Birgin, 2012;
Yafez y Jaimes, 2013). Martin et al. (2022) argumentan que en la ensefianza de la
probabilidad “las herramientas tecnoldgicas permiten apoyar a los estudiantes en varias
funciones: completar ejercicios, dibujar diagramas de &rbol, dibujar diagramas de Venn,
calcular probabilidades, aprender jugando” (p. 663), por su parte, Olsson y Granberg (2019)
sostienen que el software dindmico facilita visualizar las relaciones entre representaciones,
permite ofrecer comentarios sobre las acciones de los estudiantes y proporciona mdultiples
variaciones, es decir que beneficia el aprendizaje de las matematicas. Fiallo y Gutiérrez
(2007) plantean que las nuevas tecnologias ofrecen herramientas para la ensefianza que
contribuyen a que los estudiantes pongan en juego sus ideas, exploren, analicen, tomen datos
y experimenten sus conjeturas.

Frente a los répidos cambios en el desarrollo tecnolégico, Batanero et al. (2016)
sugieren la necesidad de nuevas investigaciones sobre el uso de la tecnologia por parte de los
estudiantes para resolver problemas reales que utilizan modelos de probabilidad.

Desde estas perspectivas, esta investigacion busca determinar:

e ;Cudles son las caracteristicas de las actividades de aprendizaje centradas en el
uso de herramientas digitales que permitan movilizar las creencias que tienen
los estudiantes de grado sexto al resolver problemas que involucran el
concepto de probabilidad?

e Indagar e identificar cuales son las creencias de los estudiantes de sexto grado
de educacion bésica secundaria sobre el concepto de probabilidad.

e Disefiar e implementar actividades de aprendizaje centradas en el uso de la
tecnologia que permitan movilizar dichas creencias hacia el desarrollo del
pensamiento probabilistico y hacia el mejoramiento de las habilidades de los

estudiantes al resolver problemas que involucren este concepto.
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e Aportar a la investigacion sobre el aprendizaje de la probabilidad en
estudiantes de bésica secundaria.

La importancia de esta investigacion radica en que al generar estrategias que logren
fortalecer la comprension del concepto de probabilidad, los estudiantes puedan desenvolverse
mejor en un ambiente de incertidumbre, comprendan las situaciones aleatorias y tomen
decisiones adecuadas no solo en el aula de clase, sino fuera de ella. En palabras de Batanero
et al. (2016), los estudiantes necesitan adquirir estrategias y formas de razonamiento que les
ayuden a tomar decisiones en situaciones cotidianas y profesionales donde el azar esta
presente, esta idea es reforzada por Barragues y Guisasola (2009) quienes consideran que la
probabilidad es importante para la formacion de ciudadanos, capaces de orientarse en un
entorno de fuertes interdependencias sociales, politicas y econémicas. En este sentido, cobra
importancia la investigacion sobre el disefio e implementacién de actividades de aprendizaje
mediadas con Tecnologias Digitales que permitan movilizar las creencias de los estudiantes

sobre el concepto de probabilidad.

1.2 Justificacion
A continuacién, se presentan los aspectos centrales sobre los que se justifica esta
investigacion, desde los &mbitos, tedrico, practico y metodoldgico.
1. Importancia del estudio de las creencias de los estudiantes sobre la resolucion de
problemas.
2. Laimportancia del aprendizaje de la probabilidad en la educacion basica.
3. La necesidad de promover la ensefianza de la resolucion de problemas en educacion
bésica secundaria.

4. Laincidencia de la tecnologia en el aprendizaje de las matematicas.

1.2.1 Importancia del estudio de las creencias de los estudiantes sobre la resolucion de
problemas

La investigacion sobre el dominio afectivo de las matematicas ha demostrado que las
creencias que tienen los estudiantes “inciden en la forma en como ellos mismos se ven frente
al aprendizaje en esta area, ya sea generando sentimientos de motivacion e interés en sentido

positivo o de desinterés y angustia en sentido negativo” (Fajardo y Benitez, 2020). Roesken et
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al. (2011) consideran que las opiniones de los estudiantes sobre si mismos como aprendices
de matematicas son fundamentales para su compromiso y éxito en la escuela.

El impacto de las creencias se refleja en la capacidad de participar productivamente en
la resolucion de problemas y en la comprension de conceptos matematicos (Bakar et al., 2019;
Stylianides y Stylianides, 2014). Para Schoenfeld (1985) las creencias y los sistemas de
creencias son importantes en la Educacién Matematica, teniendo en cuenta que aquello que
una persona piensa es determinante en la manera como selecciona recursos y estrategias para
abordar problemas.

En términos generales, los investigadores plantean que el estudio de las creencias es
un tema central en la Educacion Matematica, ya que estas afectan la forma en que los
estudiantes ven y abordan el aprendizaje. Existe consenso frente a que las creencias
personales de los estudiantes afectan la manera en que estos enfrentan los problemas y pueden
determinar el éxito o el fracaso en sus procesos de resolucion (Bakar et al., 2019; Pitsia et al.,
2017; Pongsakdi et al., 2019; Stylianides y Stylianides, 2014; Tarmizi y Tarmizi, 2010).

Identificar las creencias que tienen los estudiantes sobre la resolucién de problemas,
posibilita abordar dichas creencias en la via de mejorar los logros en el aprendizaje de las
matematicas (Burrus y Moore, 2016; McLeod, 1988).

1.2.2 Importancia del aprendizaje de la probabilidad en la educacion bésica.

Diversas investigaciones informan sobre el bajo nivel que muestran los estudiantes
frente a la comprension de conceptos basicos de probabilidad (Busadee y Laosinchai, 2013;
Ernst y Morton, 2019; Leavy y Hourigan, 2015; Penalva et al., 2010; Saldanha y Liu, 2014).
Sin embargo, la comunidad académica ha aceptado la importancia de la probabilidad como un
componente fundamental en la Educacion Matematica, debido a sus maltiples aplicaciones en
las diferentes areas del conocimiento y a los desarrollos de investigacion que han propiciado
su incorporacion en los curriculos escolares en diferentes paises (Batanero et al., 2016;
Langrall, 2018; Sanchez, 2009; Vasquez y Alsina, 2014) una muestra de esta situacion se ve
reflejada en el impulso dado por el National Council of Teachers of Mathematics (NCTM,
2000), al incluir la ensefianza de la estadistica y la probabilidad a partir de los 3 afios de edad
(Alsinay Salgado, 2019).
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Algunos investigadores argumentan que “la probabilidad es un area de aprendizaje
importante por derecho propio” (Sharma, 2012), ya que contiene conceptos y procesos claves
del pensamiento estadistico y del aprendizaje de materias mas avanzadas, Sanchez (2009)
destaca que el aprendizaje de la probabilidad es esencial para ayudar a preparar a los
estudiantes para la vida, ya que los eventos aleatorios y los fendmenos de azar estan en los
ambitos en los que vivimos.

Teniendo en cuenta los argumentos presentados, es importante que los estudiantes
tengan la oportunidad de confrontarse con actividades de aprendizaje que permitan el
mejoramiento de la comprensién de los conceptos asociados con la probabilidad, como lo
propone Alsina (2012) el aprendizaje de la probabilidad esta justificado desde las primeras
edades porque es Util para la vida posterior en la escuela. Su estudio ayuda al desarrollo
personal, fomentando el razonamiento critico basado en la valoracion de la evidencia objetiva.
Inzunza (2014) refuerza este planteamiento cuando afirma que la sociedad actual requiere
individuos que sean competentes para analizar, comprender e interpretar informacion de
diversos hechos que suceden a su alrededor, los cuales con frecuencia involucran algin

componente de incertidumbre.

1.2.3 Necesidad de promover la ensefianza de la resolucion de problemas en educacion
bésica secundaria.

Desde hace varios afios, autores como Polya (1945), Halmos (1980), Charles y Lester
(1982), Schoenfeld (1985), han indicado que la resolucién de problemas es una actividad
importante para el aprendizaje de las matematicas, mas recientemente Baumanns y Rott
(2022) , Liljedahl y Cai (2021) Son y Lee (2021), Santos-Trigo (2014) continGian
sosteniéndolo, ellos coinciden en reconocer la resolucion de problemas como un proceso
central que dinamiza las matematicas.

Halmos (1980) plantea que aquellos que creen que el corazén de las matematicas
consiste en los problemas no estan necesariamente equivocados. Kleiner (1986) sugiere que
algunos conceptos y teorias abstractas emergen al dar solucién a problemas especificos.
Santos-Trigo (2014) reconoce que hay rastros de actividades de resolucion de problemas a lo

largo de la historia de las matematicas y la civilizacion humana.
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Durante muchos afos, una de las preocupaciones de investigadores y docentes ha sido
la busqueda de un camino correcto para hallar la solucién a un problema, a partir de los
estudios de Polya (1945), quien enfatizo en la importancia del uso de estrategias heuristicas al
abordar la resolucion de problemas. Como lo argumenta Liljedahl et al. (2016); se pensé que
la ensefianza y el aprendizaje de estrategias, principios y herramientas heuristicas permitirian
a los estudiantes mejorar sus habilidades de resolucion de problemas, por su parte Schoenfeld
(1985) propone que al abordar la solucién de un problema es necesario tener en cuenta otras
situaciones que van mas alla de las heuristicas, dandole una posicion relevante a los recursos,
los procesos de metacognicion y las creencias del resolutor, Schoenfeld (1992) plantea que un
problema es una herramienta que permite el desarrollo del pensamiento matematico de los
estudiantes. En otras palabras, se concibe un problema como el punto de partida y la
resolucion como el camino para la comprension del conocimiento matematico, como lo
argumenta Liljedahl et al. (2016) la resolucion de un problema centrada en aspectos
cognitivos y heuristicos, se amplié con ciertos aspectos especificos del alumno, como las
actitudes, las emociones y el comportamiento autorregulado.

En esta misma linea, el NCTM propuso en 1980 que la resolucion de problemas debia
ser el enfoque de las matematicas escolares. En los documentos presentados en 1989, 2000 y
2009, la entidad sigue sosteniendo que la resolucion de problemas continGa siendo un
elemento central en el aprendizaje de las matematicas y una forma de fomentar el
razonamiento matematico, lo que puede observarse también en el documento publicado en
2014 en donde el Consejo Nacional de Profesores de Mateméticas ha identificado ocho
practicas eficaces de ensefianza y aprendizaje entre las que recomienda de manera especifica
“implementar tareas que promuevan el razonamiento y la resolucion de problemas” (NCTM,
2014, p. 3).

Es claro que la resolucién de problemas es un elemento fundamental en los procesos
de ensefianza de las matematicas, sin embargo, son muchos los investigadores que consideran
que a pesar de los grandes esfuerzos en investigacion en este campo no se han logrado
muchos avances en el desarrollo de las habilidades de los estudiantes cuando abordan la
resolucion de un problema (Bingolbali y Bingolbali, 2019; Schoenfeld, 1992). Leong y
Janjaruporn (2015) manifiestan que parece haber una falta de éxito en cualquier intento de
ensefiar a resolver problemas dentro del curriculo escolar; Stacey (2005) argumenta que,
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aunque la resolucion de problemas es uno de los objetivos fundamentales de la ensefianza de
las matematicas, también es uno de los méas esquivos.

En este sentido, se justifica la necesidad de promover la resolucion de problemas en la
educacion basica, si se tiene en cuenta que, al resolver problemas, “los estudiantes adquieren
formas de pensar, hébitos de persistencia y curiosidad, y confianza en situaciones
desconocidas que les seran utiles fuera del aula de matematicas” (Leong Yy Janjaruporn,
2015), es necesario aprovechar las potencialidades que ofrece la resolucion de problemas en

el desarrollo del pensamiento matematico de los estudiantes.

1.2.4 Incidencia de la tecnologia en el aprendizaje de las matematicas.

A pesar de que los recursos tecnologicos han estado presentes en los procesos
educativos, desde hace ya varios afios, y que un grupo significativo de investigadores ha
realizado estudios que sustentan la importancia que puede tener el uso apropiado de las
herramientas digitales en el desarrollo del pensamiento matematico de los estudiantes
(Artigue, 2010; Drijvers, 2018, 2020; Heid, 2018; Kuzle, 2013; Parzysz, 2018; Santos-Trigo
et al., 2021), la transformacion de las précticas de ensefianza de la educacién matematica, han
tenido un impacto relativamente pequefio en las experiencias de aprendizaje de los estudiantes
asociadas con el uso de la tecnologia, como lo argumentan Clark-Wilson et al. (2014) muy
distante de lo que se esperaba hace algunos afios, asimismo Drijvers (2018) manifiesta que “el
beneficio del uso de la tecnologia en la educacion matematica a partir de estudios
experimentales es modesta y que los conocimientos basados en la evidencia sobre los factores
que afectan estos beneficios son limitados” (p. 173) .

A veces la presencia de herramientas tecnoldgicas en el aula de clase es escasa, en
otros casos la falta de experiencia en el uso de este tipo de recursos lleva a que el maestro no
las utilice y limita el uso que sus estudiantes puedan hacer de ellas; como lo ha argumentado
Goos et al. (2003) la tecnologia ha sido utilizada como un reemplazo rapido y confiable para
los calculos mentales o con lapiz y papel, no obstante los métodos de ensefianza, el disefio de
las tareas y las estrategias de evaluacion siguen siendo las mismas, y no se asume la
tecnologia como un elemento que permita potenciar procesos centrales de pensamiento
matematico, tales como: resolver y proponer problemas, argumentar y comunicar ideas

matematicas, representar y modelar matematicamente.
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A pesar de que los antecedentes permiten observar una separacion entre las propuestas
de los investigadores y las practicas de los docentes en las aulas de clase; respecto al uso y la
importancia de las herramientas tecnologicas, son muchos los investigadores y maestros que
contintan creyendo que estas herramientas contribuyen de manera positiva en el desarrollo
del pensamiento matematico.

Hu (2023)Considera que “desde el punto de vista pedagdgico, la integracion de nuevas
tecnologias en disefios diferenciados de ensefianza y aprendizaje puede abrir oportunidades de
enseflanza y aprendizaje que transformen un aula de matematicas” (p.21). Para Goos et al.
(2003) utilizar dispositivos electronicos tanto en el aula de clase como fuera de ella potencian
el trabajo colaborativo, facilitan el consenso y el disenso sobre las matematicas y favorece los
procesos de argumentacion y comunicacion.

También se ha planteado que el uso del software como GeoGebra y algunas otras
aplicaciones de internet propician multiples representaciones y visualizaciones, favoreciendo
la comprension de los conceptos matematicos (Goos, 2014; Santos-Trigo et al., 2016).

Santos-Trigo y Machin (2013) afirman que la tecnologia digital brinda distintas
posibilidades para que los estudiantes representen, exploren y resuelvan tareas matematicas.
Leung (2017) manifiesta que la tecnologia es una herramienta pedagdgica para enriquecer la
capacidad cognitiva de los profesores y de los estudiantes. Goos (2014) sostiene que las
tecnologias digitales se han vuelto esenciales para gestionar las actividades laborales y de
ocio.

La incorporacion de la tecnologia en la Educacion Matematica puede ofrecer entornos
de aprendizaje favorables. Mediante simulaciones, aplicaciones y software especializado
como GeoGebra se brinda a los estudiantes la oportunidad de recopilar, registrar, organizar y
analizar informacion. Estas herramientas abren nuevas posibilidades para la comunicacion y

la comprension matematica (Ball et al., 2018; Gurer y Akkaya, 2022; Thurm y Barzel, 2020).

1.3 Objetivos de Investigacion

En los siguientes apartados, se presentan el objetivo general y los objetivos especificos
que guiaron el desarrollo de la presente investigacion y permitieron concretar aportes
significativos al campo de la educacion y, en particular, a la mejora del aprendizaje de la
probabilidad
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1.3.1 Objetivo general
Disefiar y validar actividades de aprendizaje centradas en el uso de herramientas
digitales que permitan movilizar las creencias que tienen los estudiantes de grado sexto al

resolver problemas que involucran el concepto de probabilidad.

1.3.2 Objetivos especificos

1. Indagar sobre las creencias iniciales que tienen los estudiantes de sexto grado sobre
el concepto de probabilidad.

2. Evaluar el impacto del uso de la herramienta digital GeoGebra en el sistema de
creencias que tienen los estudiantes sobre el concepto de probabilidad

3. ldentificar caracteristicas que deben tener las actividades de aprendizaje para
promover la resolucién de problemas que involucren el concepto de probabilidad.

4. Analizar la importancia que tiene el uso de los diferentes tipos de representacion en
la resolucién de problemas que involucran el concepto de probabilidad con la mediacion de
GeoGebra.

1.4 Preguntas de investigacion
Las preguntas formuladas para el desarrollo de la investigacion se plantean en
concordancia con los objetivos establecidos. Se busca dar respuesta a ellas con un enfoque en
el aprendizaje de los estudiantes, centrando la atencion en identificar creencias que puedan
interferir en la comprension de los conceptos asociados a la probabilidad y en las posibles
estrategias mediadas por tecnologia que permitan movilizar dichas creencias.
Esta investigacion desea responder a las preguntas que se presentan a

continuacion.

1.4.1 Pregunta central

¢Cuales son las caracteristicas que debe tener el disefio de actividades de aprendizaje,
centradas en el uso de herramientas digitales que permitan movilizar las creencias que tienen
los estudiantes de grado sexto al resolver problemas que involucran el concepto de
probabilidad?
1.4.2 Preguntas auxiliares
1. ¢Cudles son las creencias iniciales que tienen los estudiantes de sexto grado sobre el

concepto de probabilidad?
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2. ¢Qué impacto tiene el uso de la herramienta digital GeoGebra en el sistema de creencias de
los estudiantes sobre el concepto de probabilidad

3. ¢Cuales son las caracteristicas que deben tener las actividades de aprendizaje para

promover la resolucion de problemas que involucren el concepto de probabilidad?

4. ¢ Qué importancia tiene el uso de los diferentes tipos de representacion en la resolucién de

problemas que involucran el concepto de probabilidad con la mediacion de GeoGebra?
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Capitulo 2
Marco Teédrico Referencial

2.1 Contextualizacion tedrica

En este apartado se presenta la contextualizacion tedrica sobre creencias, resolucion de
problemas y mediacion de tecnologia digital. Se establecen relaciones entre estos elementos y
el aprendizaje de nociones fundamentales de probabilidad a manera de preambulo a las bases

teoricas de la presente investigacion.

2.1.1 Acerca de las creencias de los estudiantes

La investigacion sobre el papel de las creencias de los estudiantes en el aprendizaje de
las matematicas ha venido en ascenso a partir de la década de los afios ochenta, como
respuesta a las dificultades que se evidenciaron después de abordar la resolucién de problemas
matematicos sélo desde la perspectiva de elementos de tipo cognitivo (Galende et al., 2019;
Pongsakdi et al., 2019).

El estudio de las creencias ha sido reconocido en el campo investigativo como un
componente del dominio afectivo, lo que se refleja en las maltiples publicaciones sobre el
temay en la difusion que se le ha dado en la literatura internacional. Un claro ejemplo ha sido
la publicacion de documentos tales como: (a) The International Handbook of Mathematics
Teacher Education. Volume 1. Knowledge, Beliefs, and Identity in Mathematics Teaching
and Teaching Development (Portari et al., 2008); (b) Proficiency and Beliefs in Learning and
Teaching Mathematics: Learning from Alan Schoenfeld and Gilnter Toérner (Li vy
Moschkovich, 2013), (c) Views and Beliefs in Mathematics Education. The Role of Beliefs in
the Classroom (Rott et al., 2018).

La investigacion reciente se ha preocupado por indagar e identificar las creencias que
tienen los estudiantes frente al aprendizaje de las matematicas (Galende et al., 2019; Kele,
2018; Markovits y Forgasz, 2017; McDonough y Sullivan, 2014; Roesken et al., 2011;
Tarmizi y Tarmizi, 2010).

Prendergast et al. (2018), por ejemplo, reportan una investigacion que busca identificar
las creencias que tienen los estudiantes sobre la resolucién de problemas de matematicas.
Concluyen que los mayores estan mas convencidos que los mas jovenes de que no todos los

problemas pueden resolverse mediante la aplicacion de procedimientos de rutina,
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observandose algunas diferencias relacionadas con el género, manifiestas en que los varones
tenian creencias mas positivas en relacion con la resolucion de problemas. Proponen que a
partir de la evaluaciéon de las creencias de los estudiantes, se planifiquen e implementen
intervenciones que permitan transformar gradualmente las representaciones ingenuas sobre la
naturaleza de las matematicas y la resolucion de problemas matematicos.

Vesga-Bravo y Escobar-Sanchez (2018) presentan una investigacion orientada a
determinar si una propuesta pedagogica centrada en el marco tedrico de la resolucion de
problemas tiene impacto sobre las creencias de un grupo de estudiantes de séptimo grado; se
realizaron cinco actividades de resolucion de problemas y un cuestionario con el fin de
conocer las creencias de los estudiantes; después de realizar el analisis cuantitativo de los
datos se concluyd que hubo mejores creencias despues de la intervencion solo en el factor
referido a la velocidad de aprendizaje; los estudiantes fortalecieron sus creencias sobre la
importancia de esforzarse y no rendirse si no se pueden resolver los problemas en un corto
periodo de tiempo. Los investigadores proponen que para lograr intervenciones que
modifiquen las creencias de los estudiantes sobre el aprendizaje de las matematicas es
necesario considerar otros aspectos que hacen parte del contexto escolar.

Jader et al. (2017) llevaron a cabo un estudio para explorar las creencias y el
razonamiento de los estudiantes suecos de educacion secundaria al resolver tareas no
rutinarias. Después de recolectar datos a partir de sesiones de resolucion de tareas obtenidas
en grabaciones de video; soluciones escritas de los estudiantes y entrevistas, se analizaron por
separado los elementos de razonamiento y creencias frente a la resolucion de las tareas no
rutinarias. Concluyeron que cuando los estudiantes trabajan en este tipo de tareas utilizan
varios enfoques de razonamiento que incluyen el razonamiento imitativo y el razonamiento
matematico creativo y estan de acuerdo en que las tareas influyen en la manera en que los
estudiantes razonan, lo que contradice estudios previos sobre las creencias de los estudiantes.

Francisco (2013) examina las creencias sobre el aprendizaje matematico de cinco
estudiantes de secundaria y su comportamiento frente a un problema de probabilidad
desafiante. El estudio fue de tipo longitudinal y buscé inferir las creencias a partir de
reflexiones de los estudiantes, por lo que se utilizaron entrevistas y tareas matematicas. Los
resultados demostraron que los estudiantes valoran el sentido del trabajo colaborativo, el

aprendizaje por descubrimiento y hacen enfasis en en que los procesos matematicos como la
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justificacion, las discusiones, las conexiones y la resolucion de problemas para hacer y
aprender matematicas son muy importantes para los estudiantes. El estudio sugiere que
diferentes experiencias conducen a diferentes creencias y es por esto que los profesores deben
ayudar a los estudiantes a encontrar disposicion y comportamientos positivos hacia la
matematica.

Otra linea de interés de los investigadores en este campo, ha sido la de explorar tipos
de creencias especificas de los estudiantes frente al aprendizaje de las matematicas; entre otras
las creencias de autosuficiencia y autopercepcion que tienen los estudiantes frente al
conocimiento de las matemaéticas (Bonne y Johnston, 2016; Kleitman y Gibson, 2011; Ozgen,
2013; Tirosh et al., 2013), asi mismo, las creencias epistemologicas que se relacionan con el
rendimiento académico frente a las matematicas (Henschel y Roick, 2017; Vizcaino Escobar y
Manzano Mier, 2017), y las creencias cientificas (Beghetto y Baxter, 2012).

En esta linea de investigacion, Lindfors et al. (2019) presentan un estudio longitudinal,
cuasi experimental, sobre las creencias que tienen los estudiantes entre los 7 y los 9 afios en
Nueva Zelanda sobre ellos mismos como aprendices de matematicas, buscando identificar las
relaciones entre la inteligencia de los estudiantes, la autosuficiencia matematica especifica y
el logro matematico. Se utilizaron como herramientas de toma de informacion cuestionario
disefiado a medir las creencias generales de dominio de los estudiantes sobre su capacidad
para aumentar su inteligencia y creencias especificas de tareas sobre su capacidad matematica,
y una prueba de rendimiento matematico. El estudio arrojé que los maestros, a partir de sus
intervenciones en el aula, pueden fortalecer la confianza de los estudiantes sobre su capacidad
de aprender y de paso aumentar su rendimiento académico, Por otra parte, los investigadores
recomiendan que agregar elementos psicologicos al aprendizaje profesional del profesor de
matematicas podria redundar en beneficios para el estudiante en el aula de clase.

Alabau, Solaz-Portolés y Sanjosé (2020) han realizado una investigacion con
estudiantes de educacion secundaria en el que buscan analizar los efectos del nivel académico
y el genero sobre las creencias epistemologicas y sobre la resolucion de problemas de los
estudiantes; y analizar en que contribuyen tanto las creencias epistemoldgicas como el género
sobre el desempefio en la resolucién de problemas. A través del uso de cuestionarios de
creencias sobre resolucion de problemas, pruebas escritas sobre problemas tomados de

pruebas PISA 2003 y despues de su respectivo andlisis cuantitativo, se llego a concluir que
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entre mayor es el nivel académico de los estudiantes, mas sofisticadas son las creencias sobre
la resolucién de problemas; por otra parte se observo que el género de los estudiantes tiene
una influencia significativa sobre las creencias epistemologicas pero no sobre la resolucion de
problemas. Los autores consideran que los estudiantes deben mejorar frente a las creencias de
resolucion de problemas, pero que esto solo sera posible a través de una concepcion didéctica
donde el eje del curriculo sea resolver problemas, resaltan el valor de las creencias
epistemoldgicas en el aprendizaje de las matematicas como un elemento que puede afectar la
motivacion, las emociones y la ansiedad ante los problemas.

Otros investigadores se han procupado por identificar procesos de intervencién que
permitan transformar las creencias de los estudiantes para facilitar el aprendizaje de las
matematicas (Jankvist, 2015; Wang et al., 2019). Stylianides y Stylianides (2014) reportan
una investigacion en donde se busca dar respuesta a la pregunta ¢es posible desarrollar
intervenciones de corta duracién en las aulas de matemaéticas que tengan un impacto en las
creencias especificas de resolucion de problemas de los estudiantes? Basando su marco
teodrico en la nocion de memoria episodica de Tulving y las creencias de autosuficiencia de
Bandura, se disefio un problema que se aplico a los estudiantes, se tomaron videos de la
implementacién y se realizaron observaciones de campo; la investigacion concluy6 que las
intervenciones de corta duracion en el aula pueden impactar positivamente aspectos afectivos
y cognitivos de los estudiantes, es decir que pueden incidir en la transformacion de las
creencias de los estudiantes frente a la resolucion de problemas.

Una linea del estudio de las creencias que también ha despertado interés en los
investigadores es la que vincula las creencias con diferentes elementos del dominio afectivo
de las matematicas y su relacion con el éxito o el fracaso en el aprendizaje (Cerda et al., 2016;
Di Martino y Zan, 2011; Molera Botella, 2012; Niepel et al., 2018; Martinez-Padron, 2013;
Pitsia et al., 2017). En esta linea de trabajo, Pongsakdi et al. (2019) investigaron sobre el
papel que tienen las creencias y las variables motivacionales en la mejora de la resolucién de
problemas de palabras con contenidos matematicos, el estudio se llevo a cabo con estudiantes
de cuarto y sexto grado de escuelas primarias. Los elementos utilizados en la recoleccion de
informacién fueron una prueba de resolucion de problemas de palabras; un cuestionario de
motivacion y otro de creencias sobre resolucion de problemas de palabras con contenidos

matematicos. El estudio concluydé que el programa de enriquecimiento de palabras (WPE)
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impacta positivamente tanto el desempefio de los estudiantes, como sus creencias acerca de la
naturaleza de la resolucion de problemas con contenidos matematicos.

Burrus y Moore (2016) examinaron que tan importantes son las creencias y las
actitudes hacia las matematicas en estudiantes cursantes de tercero y cuarto afio de secundaria.
Para ello aplicaron una encuesta en linea, denominada American College Test (ACT) cuyos
puntajes fueron relacionados con las calificaciones obtenidas en los cursos de matematicas
que habian tomado previamente. Los investigadores concluyeron que, efectivamente las
creencias y las actitudes hacia las matematicas de ese grupo de estudiantes son predictores de
su motivacién y comportamiento con respecto al logro en matemaéticas; asi mismo, se pudo
concluir que esas actitudes y creencias se pueden alterar con intervenciones simples que
tengan como objetivo cambiar los conceptos erréneos de los estudiantes. Este tipo de

intervenciones inciden sobre el comportamiento y los resultados educativos del estudiante.

2.1.2 Creencias de los estudiantes de secundaria frente a conceptos asociados a la
probabilidad.

Diferentes estudios en educacion matematica se han centrado en identificar las
creencias y los sistemas de creencias de los estudiantes y su relacion con el desarrollo del
razonamiento probabilistico (Amir y Williams, 1999; Fischbein y Schnarch, 2016; Rubel,
2007; Sanchez y Benitez, 1997; Sharma, 2016; Watson et al., 2004). Se han identificado
cuatro perspectivas desde dénde se ha abordado la ensefianza y el aprendizaje de la
probabilidad, ellas son: “actitudes y creencias, con potencial de influencia cultural sobre ellas;
la necesidad de comprender y apreciar el espacio muestral como subyacente al célculo de
probabilidades; la ley de los grandes nimeros; y dos temas secundarios avanzados, problemas
binomiales y condicionales” (Watson, 2014).

A pesar de la importancia de estos estudios, la investigacion ha sido escasa en los
ultimos 10 afios, conservandose aun algunos direccionamientos como los propuestos por Amir
y Williams (1999), quienes plantean que el lenguaje, las creencias y la experiencia son
elementos culturales que influyen en el conocimiento de los nifios sobre la probabilidad,
siendo las creencias el componente de mayor incidencia en el desarrollo del pensamiento

probabilistico. Asimismo, Konold (1991) argumenta que una de las principales razones por
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las que es dificil la ensefianza de la probabilidad radica en que los estudiantes traen al aula
una variedad de creencias sobre el azar.

Los investigadores coinciden en que creencias como la suerte (Watson et al., 2004), la
intervencion divina (Sharma, 2006), el control humano sobre los objetos generadores de
aleatoriedad (Amir y Williams, 1999; Ang y Shahrill, 2014; Nicolson, 2005) estan presentes
en el razonamiento de algunos estudiantes al abordar situaciones en las que intervienen
eventos aleatorios, 0 al tomar decisiones en situaciones de incertidumbre. En este sentido,
“una serie de estudios de investigacion desde diferentes perspectivas tedricas y contextos
culturales muestran que los estudiantes tienden a tener ciertas creencias sobre la probabilidad
que impactan negativamente su aprendizaje” (Sharma, 2016). Frente a esta problemaética, se
considera que el conocimiento de las creencias de los estudiantes, por parte de los maestros,
es un elemento central para comprender sus razonamientos y posiblemente ayudar a los
estudiantes en el mejoramiento de sus procesos de aprendizaje (Erazo y Aldana, 2015;
Fajardo y Benitez, 2020; Konold, 1991; McDonough y Sullivan, 2014; Prendergast et al.,
2018).

2.1.3 Acerca de la resolucion de problemas
La resolucion de problemas es una actividad importante para el aprendizaje de las
matematicas (Benitez, 2006; English y Sriraman, 2010; MEN, 1998; NCTM, 2000; Santos-
Trigo y Reyes-Martinez, 2014; Schoenfeld, 1992), destacando Halmos (1980) que el corazén
de las Matemaéticas son los problemas y su resolucion va mas alla de lo meramente cognitivo,
lo que obliga a considerar otros factores como los de &mbito metacognitivo, social y afectivo
(Martinez- Padron, 2021). Dicha importancia se ha visto reflejada en multiples documentos
yendo desde comunicaciones breves hasta memorias y libros de investigadores de gran
reconocimiento en el campo, basta observar publicaciones como Mathematical Problem
Solving (Schoenfeld, 1985), Learning and Teaching Real World Problem Solving in School
Mathematics (Jurdak, 2016), Problem Solving in Mathematics Education ICME-13 Topical
Surveys (Liljedahl et al., 2016) y la Encyclopedia of mathematics education (Santos-Trigo,
2014).
Los trabajos de George Polya y su libro “Coémo plantear y resolver problemas” (How

to Solve It, en el original en inglés), publicado en 1945, son considerados iniciadores de la
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investigacion sistematica sobre la resolucién de problemas de matemética (Bingolbali y
Bingolbali, 2019; Santos-Trigo y Reyes-Martinez, 2019). A partir de este trabajo seminal,
English y Gainsburg (2015) identifican dos enfoques: el primero es como ensefiar a los
estudiantes a resolver problemas de matematica y el segundo es definir cual es el propoésito de
esta resolucion en el aula de clase.

Desde la linea de como ensefiar a los estudiantes a resolver problemas, en la Gltima
década se han reportado algunas investigaciones que contintan tomando como referente los
pasos propuestos en el modelo de Polya (Eisenmann et al., 2015; S. Y. Lee, 2016; Tjoe,
2019), siguiendo, al menos, algunas de las etapas propuestas: entender el problema, disefiar un
plan, llevar a cabo el plan y mirar hacia atrds o examinar la solucion obtenida, centrando su
atencion en el mejoramiento de los estudiantes para enfrentarse a cualquier problema, a través
de una lista de pasos y algunas estrategias de solucion preestablecidas.

Hensberry y Jacobbe (2012) intentan aumentar las habilidades de resolucion de
problemas de los estudiantes al hacerles seguir las fases de Polya y llevar un diario del
proceso. Sostienen que este tipo de experiencias puede conducir a estrategias de solucion mas
ricas y, a aumentar la capacidad para resolver problemas. Tjoe (2019) centra su estudio en
“mirar hacia atras”, planteando que el realizar el analisis retrospectivo de como se resolvid un
problema, permite identificar otros métodos de solucion, del mismo problema, advierte que la
practica de “mirar hacia atras” no se ha integrado de manera efectiva en la instruccion en el
aula por lo que propone considerar otros estudios que examinen un marco pedagdgico que
integre la necesidad de resolver problemas utilizando diferentes métodos de solucion.
Albarracin y Gorgori6 (2014) se centran en “disefiar un plan”, estudio enfocado en los planes
y esquemas destinados a resolver problemas disefiados por estudiantes, abordando problemas
de Fermi, los cuales involucran grandes nimeros. Concluyen que los estudiantes son capaces
de crear esquemas que incluyen estrategias matematicas adecuadas para resolver los
problemas presentados.

Considerando que “tener un problema significa buscar de forma consciente una accion
apropiada para lograr un objetivo claramente concebido, pero no alcanzable de forma
inmediata.” (Polya, 1962), entonces, para darle solucién se debe activar un proceso de
busqueda de conocimientos y de heuristicas que puedan resultar de utilidad para lograr el

objetivo.
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Aunque los aportes de Polya siguen siendo valiosos para el desarrollo del campo de la
resolucion de problemas con contenidos matematicos “la investigacion ha indicado que
ensefar a los estudiantes a usar estrategias generales de resolucion de problemas y heuristicas
tiene poco efecto en que los estudiantes sean mejores solucionadores de problemas” (Lester y
Cai, 2016), esta idea es compartida por algunos investigadores destacados como Schoenfeld
(1992), English y Gainsburg (2015) y Bingolbali y Bingolbali (2019). La investigacion
posterior a los trabajos de Polya, ha mostrado el camino para nuevas perspectivas en la
resolucion de problemas, que apuntan a definir cual es el propdsito de la resolucion de
problemas en el aula de clase.

Otros investigadores han realizado estudios aproximandose més al enfoque de Alan
Schoenfeld (Benitez, 2006, Santos-Trigo 2014); reconociendo que Sus propuestas tienen
fuertes raices en los argumentos de Polya, sin embargo, estan de acuerdo en que cuando se
quiere trabajar utilizando la resolucion de problemas, como una estrategia didactica, es
necesario tener en cuenta otros aspectos que van mas alla del uso de heuristicas, como por
ejemplo el dominio de estrategias metacognitivas y la influencia del sistema de creencias en la
resolucion de problemas.

En este sentido, Schoenfeld (1985) establece cuatro categorias para enfocar la
resolucion de problemas, a saber: los recursos, estrategias cognitivas, estrategias
metacognitivas y el sistema de creencias. Los recursos centrados en los conocimientos
especificos de matematicas con los que cuenta un estudiante y que pueden ser utilizados al
abordar la resolucién de un problema. Las estrategias cognitivas definidas como las maneras y
técnicas implementadas para encontrar caminos de solucién a un problema. Las estrategias
metacognitivas, compuestas por actividades de control asumidas por los individuos para
monitorear y autoevaluar la resolucion de un problema, tienen el propésito de no solo
entender el enunciado del problema, revisar los recursos y los caminos de solucion
seleccionados, sino monitorear los célculos, revisar si lo encontrado es solucion de problema
y si existen alternativas de solucién. Las creencias, entendidas como todo lo que una persona
piensa acerca de las matematicas, o de una parte de ella, determinan la forma como un
individuo selecciona recursos y estrategias para resolver un problema.

La literatura evidencia, también, el impulso que se ha dado en la ultima década a la

propuesta de ensefiar matematicas a traves del método de resolver problemas. Este método se
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apoya en el problema como el punto de partida para el aprendizaje y el proceso de resolucion
se convierte en el camino que permite la construccion del conocimiento matematico.

Para Onuchic (1999) la ensefianza de las matematicas a través de la resolucion de
problemas difiere de los enfoques que privilegian las reglas sobre el “como”, abandonando de
cierta manera el dominio de los procedimientos algoritmicos o la adquisicién de
conocimientos a través de la rutina o el ejercicio mental. Dentro de este marco, se han
realizado estudios de investigacion enfocados en la educacion basica (primaria y secundaria)
que dejan claro la vigencia de la resolucion de problemas y la preocupacion por identificar
elementos didacticos que puedan fortalecer a los estudiantes en el desarrollo de habilidades
para plantear, definir y solucionar problemas (Jones y Inglis, 2015; Lee, 2016; Sumirattana et
al., 2017; Yuanita et al., 2018).

En esta linea Bingolbali y Bingolbali (2019) reportan una investigacién que explora
cémo se aborda la resolucién de problemas desde dos libros de texto de matematicas de grado
sexto, los cuales se analizan desde tres enfoques de ensefianza: “para, sobre y mediante” la
resolucion de problemas. El estudio muestra que ninguno de los libros fue guiado por un
enfoque especifico de los planteados para la ensefianza y concluyeron que siendo el libro de
texto un elemento esencial de guia para algunos maestros, se corre el riesgo de que estos no
sigan ningun enfoque de resoluciéon de problemas en la préctica, lo que podria afectar la
calidad de la instruccion sobre el tema. Yuanita et al. (2018) buscan identificar el papel de la
representacion matematica como mediador entre las creencias y la resolucion de problemas en
estudiantes de secundaria, utilizando el enfoque de la educacién matematica realista como un
marco para resolver y proponer problemas que se basan en rutinas diarias y situaciones
suficientemente conocidas por los estudiantes. Los resultados del estudio muestran que el uso
de este enfoque aumenta la confianza de los estudiantes al abordar la solucion de problemas
de aritmética y motiva a los estudiantes para proponer sus propias ideas frente a situaciones o

experiencias de la vida real.

2.1.4 Sobre la ensefianza y resolucion de problemas de probabilidad.
Los procesos de resolucion de problema facilitan la comprension de los conceptos y
potencian el desarrollo del pensamiento matematico (Schoenfeld, 1992); como afirman

Penalva et al. (2010) esta situacion no es diferente para el caso del dominio de la
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probabilidad, por ejemplo, Batanero (2005) sostiene que, desde hace algunos afos la
investigacion sobre la ensefianza y la resolucion de problemas es una de las lineas centrales de
la investigacion sobre didactica de la probabilidad.

En la dltima década, algunos investigadores se han centrado en analizar la capacidad
que tienen los estudiantes como resolutores y en identificar las posibles dificultades que
presentan en los proceso de solucién, al igual que en indagar sobre estrategias que posibiliten
el mejoramiento de sus competencias al abordar problemas que involucren conceptos
asociados con la probabilidad (Alonso-Castafio et al., 2019; Awuah y Ogbonnaya, 2020;
Beitzel et al., 2011; Huerta y Bresd, 2013; Obersteiner et al., 2015; Penalva et al., 2010; Raya,
2020; Zahner y Corter, 2010).

Raya (2020), por ejemplo, describe algunas estrategias que utilizan los estudiantes
para resolver problemas de probabilidad, haciendo énfasis en que estas estrategias rara vez
son estudiadas a profundidad. La investigacion concluye que las estrategias usadas para
abordar problemas de probabilidad varian segin la capacidad que tenga cada individuo de
comprender la informacién y del conocimiento que posea cada persona al enfrentar
situaciones de probabilidad.

Obersteiner et al. (2015), realizan un estudio sobre cémo los estudiantes utilizan el
razonamiento combinatorio en la resolucién de problemas; informan que los estudiantes a
menudo comienzan en el nivel mas alto sin una comprensién relacional y, de lo contrario,
cometen facilmente errores al intentar ir de un nivel inferior a uno mas alto. Afirma que
algunos estudiantes esperan resultados mas rapidos utilizando féormulas, sin embargo, quienes
muestran una mayor comprension de los conceptos obtienen mejores resultados. Por su parte,
Awuah y Ogbonnaya (2020) presentan un estudio en esta linea que busca identificar qué tan
competentes son los estudiantes para resolver problemas de probabilidad. Utilizando tablas de
contingencia y diagramas de arbol, observaron que, aunque los estudiantes podian dibujar
algunos diagramas, no podian interpretar el diagrama ni utilizarlo adecuadamente en la
solucion de problemas; se observo que esta dificultad es fruto de que los estudiantes no tengan
una comprensién completa de las leyes y principios de la probabilidad.

Otros investigadores se han preocupado por identificar cbmo incide la resolucion de
problemas en la comprension conceptual de elementos de la probabilidad (Busadee y
Laosinchai, 2013; Coenen et al., 2018; Heyvaert et al., 2018; Martin et al., 2018; Martin y
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Theis, 2012). En esta linea se destaca el trabajo de Martin et al. (2018), en donde se abordan
problemas de probabilidad como una tarea matematica que le permite al estudiante el
desarrollo de nuevos conocimientos a partir de la comprension de los conceptos involucrados
en los problemas planteados. En el estudio, se discuten argumentos de gran relevancia tales
como la importancia del trabajo colaborativo en la solucién de problemas de probabilidad, la
importancia de establecer una conexion entre los enfoques tedrico y experimental para apoyar
el pensamiento probabilistico de los estudiantes y algunos elementos que permiten identificar
la probabilidad, como una de las ramas de las matematicas con una connotacion menos
negativa que otras.

Investigaciones han documentado el uso de recursos utilizados en el aula, entre otros
el apoyo que brindan los libros de texto a los maestros, desde los enfoques de resolucion de
problemas que se plantea en ellos (Lonjedo et al., 2012; Sanchez-Acevedo, 2017).

Por otra parte, la investigacion sobre la ensefianza y resolucion de problemas de
probabilidad se ha centrado en problemas que involucran el analisis combinatorio (Busadee y
Laosinchai, 2013; Coenen et al., 2018; Zahner y Corter, 2010), asi como en problemas de
probabilidad condicional (Huertay Bresd, 2013; Lonjedo et al., 2012; Zahner y Corter, 2010)
y en menor escala al uso de representaciones gréficas en la resolucion de problemas (Awuah y
Ogbonnaya, 2020; Obersteiner et al., 2015).

2.1.5 Acerca de la tecnologia digital en la ensefianza y aprendizaje de la probabilidad.

La investigacion sobre el impacto de la tecnologia en el aprendizaje de las
matematicas se ha multiplicado considerablemente (Ball et al., 2018; Drijvers et al., 2016;
Drijvers, Kieran, et al., 2010). Un grupo significativo de investigadores ha realizado estudios
que sustentan la importancia que puede tener el uso apropiado de las herramientas digitales en
el desarrollo del pensamiento matematico de los estudiantes (Artigue, 2010; Kuzle, 2013;
Santos-Trigo et al., 2016).

Heid (2018) considera que la incorporacion de tecnologia digital especifica de
matematicas en la instruccion de los estudiantes puede cambiar las representaciones que ven,
la actividad matematica en la que participan y el contenido matematico que aprenden. En este
sentido, se ha planteado que el uso de software dindmico como GeoGebra y Cabri, asi como

algunas aplicaciones de internet propician maultiples representaciones y visualizaciones,
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favoreciendo la comprension de los conceptos matematicos (Goos, 2014; Santos-Trigo et al.,
2016; Santos-Trigo y Machin, 2013). Otros argumentan que hacer uso de herramientas
digitales al resolver problemas no rutinarios de matematicas fomentan la creatividad de los
estudiantes (Goos, 2010). Santos-Trigo y Machin (2013) afirman que la tecnologia digital
brinda distintas posibilidades para que los estudiantes representen, exploren y resuelvan tareas
matematicas, y Leung (2011) considera que la tecnologia es una herramienta pedagogica que
puede enriquecer la capacidad cognitiva de los estudiantes.

Especificamente en el area de probabilidad, algunos investigadores creen que las
herramientas que brinda la tecnologia permiten generar una gran cantidad de informacién,
ademés de producir de manera rapida diferentes tipos de representaciones y la ventaja de
realizar calculos con facilidad, lo que redunda en que los estudiantes puedan dedicar mas
tiempo a la comprension de los conceptos (Batanero et al., 2016; Borovcnik y Kapadia, 2010;
Parzysz, 2018).

Por ejemplo, en la Figura 1, se presenta una simulacion realizada con GeoGebra en la
que se observan 1000 lanzamientos de un par de dados, los resultados de la suma de los
dados, asi como sus frecuencias absolutas y relativas. En esta simulacion se manejan de
manera simultanea representaciones tabulares y representaciones graficas, lo cual puede

ayudar al estudiante a mejorar la comprensién sobre estos fenémenos de probabilidad.
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Figura 1. Simulacion en GeoGebra para 1000 lanzamientos de dos dados

Valor | Recuento Valor | Frecuencia Relativa
27 0.03
60 0.06
71 0.07
134 0.13
139 0.14
156 0.16
136 0.14
114 0.11
79 0.08
64 0.06
20 0.02
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Como lo argumentan Pratt y Kazak (2018) “la investigacion continda sugiriendo que
ciertos tipos de tecnologia, utilizados en situaciones cuidadosamente disefiadas, pueden
ofrecer oportunidades para el aprendizaje probabilistico que van més alla de las disponibles en
la experiencia diaria” (p. 211).

Prodromou (2012) sostiene que la Tecnologia Digital que ayuda en la manipulacion y
representacion de datos, facilita a los estudiantes realizar inferencias, sin depender
exclusivamente de la comprension clésica de la probabilidad, en este sentido, la investigacion
viene enfatizando en que la probabilidad debe ensefiarse a partir del analisis de fendmenos del
mundo real, por lo que tanto la modelacién como la simulacién de estos fendmenos se han
convertido en un objeto de estudio central en el campo (Batanero et al., 2016).

Se han documentado una serie de investigaciones en las que el uso de herramientas
digitales especializadas en simulacién probabilistica tales como Fhatom, Tinkerplost,
GeoGebra, Probability Explorer, Excel y otros recursos que ofrece internet, han sido
utilizados para indagar sobre los procesos de razonamiento de los estudiantes, y determinar si
la ensefianza mediada por tecnologia favorece el aprendizaje formal de la probabilidad
(Aizikovitsh-Udi y Radakovic, 2012; Ben-Zvi et al., 2012; Coutinho y Caberlim, 2015;
Gurblz y Birgin, 2012; Lee et al., 2010; Stack y Watson, 2013; Yafiez y Jaimes, 2013).
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Gurbiiz y Birgin (2012) han investigado sobre cuéles son los efectos de la ensefianza
asistida por computador (CAT) para remediar conceptos erroneos que los estudiantes tienen
sobre la probabilidad. Utilizando herramientas digitales como el software Macromedia
Dreamweaver, Flash MX 2004, el lenguaje Java y el editor NetBeans, con el fin de crear sus
propias animaciones y simulaciones enfocadas en comparaciones de probabilidad y los
conceptos de equiprobabilidad y representatividad, concluyeron que la CAT favorece el
aprendizaje de la probabilidad y la transformacion de los conceptos erroneos, ya que permite
al estudiante participar en la construccion de su propio conocimiento.

Yéfez y Jaimes (2013) presentan un trabajo en el que indagan sobre los procesos de
razonamiento probabilistico de los estudiantes, respecto a la ley de los grandes nimeros. Se
apoyaron en el uso de simulaciones generadas en el software Probability Explorer, asumiendo
que la simulacion computacional de la probabilidad permite superar algunos sesgos y malas
concepciones de los estudiantes. Al respecto, concluyen que para que los estudiantes
comprendan los conceptos de variabilidad en el corto plazo y estabilidad de las frecuencias
relativas deben realizarse actividades bidireccionales que involucren el espacio muestral y los
resultados obtenidos.

English y Watson (2016) informan sobre una investigacion en donde estudiantes de
educacion primaria experimentan sobre los conceptos de variacion y expectativa a partir del
lanzamiento de monedas, utilizando en algunas ocasiones simulaciones con el apoyo del
software TinkerPlots. Entre los hallazgos reportan que los estudiantes desarrollaron una mejor
comprension de la relacion entre frecuencia relativa y probabilidad tedrica, asi como sus
respectivas asociaciones entre variacion y expectativas. En general, los estudiantes mostraron

mejores niveles de comprension frente a la probabilidad.

2.2 Bases Teoricas

Algunos investigadores se han ocupado del estudio de las creencias y cémo estas
pueden favorecer o perjudicar la forma en que los individuos comprenden conceptos
matematicos y abordan la resolucién de problemas. Para este estudio, relacionado con la
probabilidad, se presentan algunas nociones tedricas sobre la conceptualizacion de creencias,
destacando el marco propuesto por Callejo, y Vila (2004) para identificar, evaluar y modificar

creencias, asi como los planteamientos de Polya (1945) y Schoenfeld (1985, 1992), respecto a
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estrategias cognitivas y metacognitivas utilizadas por los estudiantes al enfrentarse a
problemas matemaéticos. Son tenidos en cuenta los estudios de Moreno-Armella (2017) y
Santos-Trigo (2014) frente a la mediacién de herramientas digitales en los procesos de

resolucion de problemas en Educacion Matematica.

2.2.1 Las creencias de los estudiantes y los sistemas de creencias. Un camino que define
el proceso de resolucion de problemas

Muchos estudios han destacado un papel importante de las creencias de los estudiantes
en la resolucion exitosa de problemas de matematicas (Callejo y Vila, 2003; Martinez-Padrén,
2021; Prendergast et al., 2018; Schoenfeld, 1992), asignandole un rol significativo frente a la
toma de decisiones que emprenden al enfrentarse a una tarea no rutinaria. Hay quienes
afirman que las creencias pueden definir la manera en que los individuos, ya sean profesores o
estudiantes; se involucran en actividades de resolucién de problemas, lo que implica que estas
conducen a acciones particulares tanto en la ensefianza como en el aprendizaje de las
matematicas.

De acuerdo con Fajardo y Benitez (2020), La investigacion sobre identificacion de
creencias careceria de valor si no se desarrollaran estrategias que ayuden a los estudiantes a
superar las creencias menos positivas ante el aprendizaje de las matematicas y la resolucion
de problemas, por lo que es necesario realizar procesos que permitan evaluar dichas creencias.
Desde la perspectiva de Callejo y Vila (2004), al evaluar creencias en los estudiantes, deben
considerarse los siguientes aspectos:

1. ¢Por qué evaluar las creencias?: Es importante conocer las creencias de los
estudiantes, porque estas pueden influir en su motivacion, su enfoque hacia el aprendizaje y
su éxito académico. Por otra parte, cuando se comprenden las creencias de los estudiantes “es
posible ajustar progresivamente la intervencion educativa a las caracteristicas y necesidades
del alumnado” Callejo y Vila (2004, p.103).

2. ¢Qué evaluar?: Es necesario evaluar las creencias explicitas, es decir las que
los estudiantes pueden expresar directamente. También las creencias implicitas, que son
aquellas que subyacen de manera inconsciente en las acciones y actitudes de los estudiantes.
Callejo y Vila (2004), consideran que ademas de identificar las creencias e inferir su

estructura (Explicitas-implicitas), es necesario identificar aspectos en la formacion sobre los
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cuales se puede incidir para un cambio, asi como realizar procesos de seguimiento a la
evolucion y modificacion de las creencias.

3. ¢Quién debe evaluarlas?: Los procesos de evaluacion de creencias pueden ser
realizados por investigadores, educadores, psicologos, y otros profesionales capacitados para
ello, pero debe involucrarse la autoevaluacion de los estudiantes, permitiéndoles reflexionar
sobre sus propias creencias.

4. ¢Como y cuando deben ser evaluadas?: Callejo y Vila (2004) manifiestan que
puede disefiarse un sistema de evaluacion de creencias que contemple unos instrumentos,
unos momentos y unos criterios. Los instrumentos deben hacer referencias a tres necesidades
distintas, (a) Instrumentos de recogida de informacion con relacion a los objetos de
evaluacion; (b) Instrumentos de categorizacion, registro e interpretacion de la informacion;
(c)Instrumentos de devolucion de esta informacién ya elaborada.

Se puede hacer uso de cuestionarios, entrevistas, observacion y analisis de las
respuestas y comportamientos de los estudiantes. Estas actividades pueden llevarse a cabo
tanto al inicio de un programa educativo, asi como a lo largo del proceso de aprendizaje o
como un componente de la evaluacion al finalizar una intervencion

Este apartado de la investigacion busca profundizar en el analisis del concepto de
creencias, la manera en que se relacionan y su conexion con las estrategias que utilizan los

estudiantes al enfrentarse a problemas en donde se involucra el concepto de probabilidad.

2.2.1.1 Conceptualizaciones sobre creencias

El estudio de las creencias se reconoce en investigacion educativa como uno de los
componentes centrales del dominio afectivo (Martinez-Padron, 2021). En lo que respecta al
escenario de la educacion matematica, los investigadores coinciden en la dificultad que
representa definir este término (Callejo y Vila, 2003; Lemus y Ursini, 2016; McDonough y
Sullivan, 2014; Stylianides y Stylianides, 2014), por lo que aun no se ha llegado a un acuerdo
sobre el concepto de creencia.

Algunos investigadores consideran que una de las dificultades para la
conceptualizacion de las creencias, radica en el hecho de que se han utilizado con diferentes
significados y acepciones en distintas areas del conocimiento y en la vida cotidiana (Callejo y
Vila, 2003; Lemus y Ursini, 2016, Pajares, 1992).
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Pajares (1992) afirma que las creencias se han relacionado con términos como
“actitudes, valores, juicios, axiomas, opiniones, ideologia, percepciones, concepciones,
sistemas conceptuales, preconcepciones, disposiciones, teorias implicitas, teorias explicitas,
teorias personales, procesos mentales internos, estrategias de accion, reglas de préactica,
principios practicos, perspectivas, repertorios de comprension y estrategia social” (p. 309),
por lo que definir las creencias carece de precision.

Para Callejo y Vila (2003), en la literatura de investigacion sobre didactica de las
matematicas, se encuentran mas referencias implicitas que definiciones formales explicitas
sobre creencias, que aparece en ocasiones en oposicién a conceptos como conocimiento,
actitud, concepcidn, entre otros o como una explicacion a determinadas formas de proceder en
la actividad matematica.

Estas discrepancias han sido abordadas en estudios que buscan aclarar cada uno de los
conceptos involucrados. Abelson (1979) establece una distincién entre conocimiento y
creencias, argumentando que el conocimiento es consensuado por grupos humanos, mientras
que las creencias no siempre surgen del consenso. Considera ademas que el conocimiento esta
sujeto a criterios de verdad, lo cual no siempre aplica para las creencias. Hannula et al. (2007)
coinciden con este tipo de planteamientos al concluir que el conocimiento y la creencia son
partes distintas del constructo de la cognicion.

Respecto a los términos concepcién y creencia, se ha considerado que las
concepciones son un tipo de estructura mental mas general, desde la perspectiva de Thompson
(1992) las concepciones engloban las creencias, significados, conceptos, proposiciones y las
imagenes mentales, Pajares (1992) sostiene que las creencias son una subcategoria de las
concepciones que estan relacionadas con las actitudes, valores y convicciones de los
individuos.

Desde la mirada de Pajares (1992) las creencias son verdades personales, que se
derivan de la experiencia o de la fantasia, se fundamentan en componentes afectivos y
valorativos. Para Callejo y Vila (2003) las creencias son un tipo de conocimiento subjetivo
que se refiere a contenidos concretos, sostienen que, aunque tienen un alto grado de
estabilidad, pueden ser transformadas si los individuos se enfrentan a experiencias que las

puedan desestabilizar. Lemus y Ursini (2016) sostienen que son un conjunto de perspectivas
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que una persona tiene acerca de las matematicas y su aprendizaje, y pueden potenciar u
obstaculizar el desarrollo de las competencias en esta area del conocimiento.

Schoenfeld (1992) considera que las creencias acerca de las matematicas son la
perspectiva desde la cual cada persona se aproxima al mundo matematico y pueden
determinar la forma, los procedimientos, el tiempo y el esfuerzo con que abordara un
problema dado. También argumenta que se construyen desde las experiencias y desde la
cultura en la que se esté inmerso, enfatiza que los estudiantes adquieren creencias sobre las
matematicas en gran medida a partir de las experiencias positivas 0 negativas vividas en las
aulas de clase. Para el desarrollo de esta investigacion se considera una creencia en educacion
matematica como:

un tipo de conocimiento subjetivo, que se adquiere a partir de experiencias positivas o

negativas vividas en los procesos de formacion individual y colectiva, es decir que esta

fuertemente mediado por los sentimientos y las emociones de las personas y por lo
tanto son esencialmente construcciones personales y sociales, que pueden definir como
un individuo abordara el tratamiento y la resolucion de un problema matematico,
entendiendo asi que cada persona podra verlo de manera diferente (Fajardo y Benitez,
2020).

2.2.1.2 Sistemas de creencias

Algunos investigadores coinciden en que las creencias no son independientes entre si,
por lo que conforman grupos o redes que configuran sistemas. También sefialan la ausencia de
“consenso sobre la definicion de sistema de creencias [y]...en la manera como se organizan
dichas creencias en estos sistemas” (Stylianides y Stylianides, 2014, p. 9). Callejo y Vila
(2003) refrendan que una creencia nunca se sostiene con independencia de otras, destacando
que un sistema de creencias no representa una suma de creencias sino una red organizada
entendida como un conjunto de creencias aisladas, “hipotesis, expectativas conscientes y
subconscientes y posibles interrelaciones entre ellas” (Jankvist, 2015, p. 44).

En tales interacciones interculturales subyacen, afloran, despliegan, fortalecen o
cambian no solo las creencias sino las actitudes y los valores que forman parte del factor
identitario de los sujetos, configurando en cada uno su propio sistema de creencias (Ross,

2004), el cual interviene e impulsa comportamientos o0 acciones ante determinados eventos.
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Sobre la base de esas particularidades, Ross (2004) sefiala que un sistema de creencias
estd conformado por los siguientes componentes basicos: (a) Creencias: convicciones
aceptadas que se comportan como principios rectores que no requieren demostracion alguna
(Martinez-Padron, 2021); (b) Actitudes: “reacciones valorativas o evaluativas manifiestas a
través del agrado o desagrado hacia algun objeto, sujeto o situacion” (Martinez-Padrén, 2013,
p. 32), involucrando factores como creencias, sentimientos, emociones, valores Yy
disposiciones para actuar de determinadas formas; y (c) Valores: son creencias duraderas
consideradas como criterios que utilizan las personas, en base a los cuales actuan (Rokeach,
1973).

Segun Borg (2015), las creencias son fundamentales en la definicion de tareas y en la
seleccidn de herramientas cognitivas Utiles para la interpretacion y toma de decisiones de los
sujetos, jugando un papel preponderante tanto en la organizacién del conocimiento y la
informacion como en el comportamiento (Tursucu et, al. 2018). Pero, para que se produzcan
cambios en los comportamientos de los sujetos es necesario tomar en cuenta su sistema de
creencias, en vez de sus creencias aisladas (Misfeldt, Jankvist, y Aguilar, 2016), el cual puede
poseer una estructura nuclear de creencias psicologicamente fuertes, que se apoyan
mutuamente, pudiendo ser resistentes al cambio. No obstante, se estima que estas creencias
pueden cambiar (Walsch, 2003), a pesar de la dificultad que tienen los agentes externos para

producir cambios en los comportamientos o en las acciones.

2.2.2 La resolucion de problemas: una via para asumir la ensefianza y aprendizaje de la
probabilidad

Es claro para la investigacion en Educacién Matematica, la importancia de la
resolucion de problemas como un dinamizador de los procesos centrales de pensamiento
(English y Sriraman, 2010; Santos-Trigo, 2014; Schoenfeld, 1992). Los estudios en el campo
han informado que resolver problemas permite al estudiante desarrollar sus procesos de
razonamiento, transformando sus actitudes frente al aprendizaje (Yuanita et al., 2018).

Se ha documentado que las habilidades de resolucion de problemas, no sélo permiten
“adquirir formas de pensar, formar habitos de persistencia y desarrollar confianza para
enfrentar situaciones desconocidas” (Santos-Trigo, 2019), sino que potencian el uso del

pensamiento matematico creativo de los estudiantes y mejora la capacidad para pensar de
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manera critica frente a situaciones que puedan presentarse tanto dentro como fuera del aula
(Eisenmann et al., 2015; van Zanten y van den Heuvel-Panhuizen, 2018), en otras palabras,
los procesos de resolucion de problemas activan el razonamiento y la comprension de los
conceptos matematicos (Schoenfeld, 1992), lo que puede considerarse como lo propone
Eisenmann et al. (2015), en la base para una educacion matematica exitosa.

Lo planteado a nivel de la investigacion en otros dominios de la Educacion
Matematica sobre la resolucion de problemas, no es diferente en el caso de la probabilidad, si
se tiene en cuenta que esta tiene su origen de manera formal, a partir del interés por resolver
problemas asociados con situaciones de azar e incertidumbre (Batanero, 2007; Garcia y
Sanchez, 2013; Huerta, 2014; Parzysz, 2018; Stack y Watson, 2013; Zahner y Corter, 2010),
de hecho, como afirma (Batanero, 2007) una de las lineas definidas dentro del marco de la
didactica de la probabilidad es la ensefianza y resolucion de problemas, en palabras de Huerta
(2002) ensefiar probabilidad es ensefiar resolucion de problemas.

Tomando en cuenta los argumentos planteados en los parrafos anteriores, se declara
que en este trabajo se integraran algunas teorias sobre el aprendizaje de las matematicas a
través de la resolucion de problemas con énfasis sobre la comprension de los conceptos de
probabilidad, teniendo cémo componente central el analisis de los sistemas de creencias de

los estudiantes.

2.2.2.1 El concepto de problema

En general, se ha documentado que la resolucién de problemas juega un papel central
en la Educacion Matematica. Sin embargo, también se ha identificado la dificultad que
representa definir de manera universal lo que es un “problema”.

Muiltiples estudios ofrecen diferentes conceptos y representaciones de problemas y de
la resolucién de problemas, sin observar que se haya llegado a un consenso en este campo
(English y Gainsburg, 2015; English y Sriraman, 2010). Como un ejemplo de ello, hay
quienes consideran que resolver problemas implica trasferir conocimientos y habilidades para
nuevas situaciones, este tipo de estudios se enfocan en la aplicacion de algoritmos y
estrategias para la resolucion de problemas de matematicas (Star, 2005; Lesch y Lemon,
1992).
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Otros estudios hacen énfasis en la comprension de los problemas y sus
representaciones (Kuzle y Kovacic, 2014; Coob et, al., 1992). Algunos investigadores
consideran la resoluciéon de problemas como un proceso que implica planificar, ejecutar y
evaluar estrategias de resolucion de problemas, por lo que se enfocan principalmente en el
pensamiento critico, la toma de decisiones y las estrategias de metacognicion (Kaput y Tinker,
2002; Costa y Kallick, 2018; Yun-Dai, 2017, Schoenfeld 1985).

Otros estudios resaltan la importancia de resolver problemas auténticos y
contextualizados, relacionados con la cotidianidad de los estudiantes, centrados en aplicar los
conocimientos matematicos a situaciones reales y a desarrollar habilidades para resolver
problemas del mundo real (Carlson y Rasmussen, 2010; Boaler, 2009).

Para Castro Martinez (2008) la dificultad para definir el término problema en
Educacién Matematica puede originarse en las diferentes aproximaciones teoricas que se han
realizado desde diversas miradas, como la de los filésofos, psicdlogos, matemaéticos y
educadores matematicos. Para Schoenfeld (1985) la complejidad de definir el término radica
en las relaciones que establece un individuo con la tarea que realiza, afirmando que la
definicion de un problema es relativa, pues lo que para unos es un problema, para otros puede
considerarse simplemente un ejercicio, dependiendo de la dificil que resulte para quién intenta
resolverlo.

Desde los planteamientos de Polya (1945), tener un problema significa buscar de
forma consciente una accién apropiada para lograr un objetivo claramente concebido, pero no
alcanzable de forma inmediata. Charles y Lester (1982) sefialan que un problema es una
situacion en la que se pide a un individuo realizar una tarea para la que no tiene un algoritmo
facilmente accesible que determine completamente el método de solucidn. Estas definiciones
coinciden en gran medida en la propuesta por Van Zanten y Van den Heuvel-Panhuizen
(2018) quienes expresan que un problema es una tarea matematica no rutinaria para la cual los
estudiantes no tienen inmediatamente una estrategia de solucidn particular a su disposicion,
por su parte (Martin et al., 2018) definen un problema como una tarea matematica que permite
a un estudiante desarrollar nuevos conocimientos a traves de la actividad matematica real.

En este sentido, con fundamento en la revision de la literatura sobre la definicion de
problema, en el desarrollo de esta investigacion se entiende el término “problema” como una

tarea no rutinaria, que permite al estudiante desarrollar nuevos conocimientos y que es
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abordada inicialmente sin tener todos los recursos y las estrategias necesarias para ser

resuelto.

2.2.2.2 Polya. Un método para la resolucién de problemas

El trabajo de Polya (1945) es considerado como el inicio de la investigacion sobre la
resolucion de problemas en Educacion Matematica (Bingolbali y Bingolbali, 2019 Santos-
Trigo, 2014, Schoenfeld 1992).

English y Gainsburg (2015) argumentan que a partir del trabajo de Polya, se
identifican al menos dos enfoques. Por una parte, propone cémo ensefiar a los estudiantes a
resolver problemas y por otra se intenta definir cual es el proposito de la resolucion de
problemas en el aula. En términos generales, el trabajo esta centrado en la ensefianza de los
diferentes tipos de habilidades que requieren los estudiantes para resolver problemas
matematicos (Schoenfeld, 1985).

Polya propone en su libro "Como Resolverlo™ publicado en 1945, un método que no
solo busca que el resolutor encuentre solucion al problema, sino que utilice y desarrolle
conocimientos y habilidades que lo hagan competente en la resolucién de problemas en
general. Este método esta constituido por cuatro etapas que son:

Comprender el problema: No es posible resolver un problema si no se ha comprendido
su enunciado, para el estudiante debe quedar claro cuales son los datos, cual es la incognita y
cuales las condiciones que se establecen en el enunciado, determinar si estas condiciones son
necesarias, suficientes, relevantes, redundantes y contradictorias entre la informacién dada.

Concebir un plan: En este paso es importante el conocimiento y la creatividad de
quién aborda el problema, estos elementos le permitirdan al resolutor encontrar estrategias,
procedimientos y operaciones necesarias para resolverlo, como lo argumenta Tjoe (2019) un
plan bien ideado hace la conexion mas directa entre los datos y las incognitas. Polya presento
diferentes estrategias heuristicas para resolver problemas, entre otras: utilizar diagramas para
representar el problema, considerar problemas similares, dividir un problema en sub-
problemas, observar casos especiales para determinar patrones, trabajar hacia atrés. EIl uso de
heuristicas presentadas en forma de sugerencias 0 preguntas pueden llevar al estudiante a
concluir aspectos importantes del plan de solucién al problema, tales como técnicas a utilizar

0 métodos a seguir.
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Ejecutar el plan: En este paso el resolutor debe implementar las estrategias
seleccionadas en el plan, considerando que se debe conceder un tiempo razonable para su
ejecucion y que de no poder encontrar una posible solucidn correcta es preferible dejar de
lado el problema y retomarlo en otro momento.

Examinar la solucion, mirar hacia atras: Llegar a una solucion del problema no
significa necesariamente que el proceso haya terminado. Una mirada retrospectiva permite al
resolutor revisar su trabajo y determinar si se han cometido errores, o si se ha trabajado de
manera acertada, los resultados y los métodos utilizados pueden ser valiosos para su uso en

futuros problemas.

2.2.2.3 El trabajo de Alan Schoenfeld

Schoenfeld (1985) desarrollé un programa de investigacion centrado en el analisis de
las formas de pensamiento matematico que tienen los estudiantes al resolver problemas.
Sugiere que en las aulas de clase se deben generar condiciones que reflejen el microcosmos
que caracterizan las practicas matematicas de los expertos.

Un elemento central en el trabajo de Schoenfeld es definir y caracterizar lo que
significa pensar matematicamente, en ese aspecto Schoenfeld (1992) afirma que aprender a
pensar matematicamente significa (a) desarrollar un punto de vista matematico: valorar los
procesos de matematizacion y abstraccion y tener la predileccién por aplicarlos, y (b)
desarrollar competencia con las herramientas del oficio y usar esas herramientas en el servicio
del objetivo de comprender la estructura: dar sentido matematico.

Por otra parte, busca documentar como los estudiantes desarrollan habilidades para
resolver problemas y como el uso de estas habilidades los convierten en resolutores exitosos
de tareas matemaéticas.

En su libro “Mathematical Problem Solving” publicado en 1985, Schoenfeld utiliza un
conjunto de problemas no rutinarios, buscando involucrar a los estudiantes en procesos de
resolucion de problemas que impliquen el uso de estrategias heuristicas, como resultado de su
estudio establece cuatro categorias para enfocar la resolucion de problemas: los recursos,
estrategias cognitivas o heuristicas, estrategias metacognitivas y el sistema de creencias, como

afirma Santos-Trigo (2014) estas categorias estan entrelazadas y arrojan luz sobre las formas



50

de orientar el desarrollo gradual de las competencias de resolucion de problemas de los
estudiantes.

Los Recursos: Son los conocimientos matematicos previos que posee un individuo al
enfrentarse a un problema, como lo expresa Schoenfeld (1985,1992), hace parte de esta
categoria, el conocimiento informal e intuitivo sobre el dominio del problema, la capacidad de
ejecutar procedimientos algoritmicos, los conceptos y definiciones, la familiaridad con los
procedimientos de rutina al abordar un problema.

Estrategias cognitivas: Estas estrategias son métodos heuristicos que pueden ser de
gran utilidad al abordar y resolver un problema, son consideradas estrategias y técnicas que
permiten avanzar en el proceso de resolucion, entre otras se pueden mencionar: descomponer
el problema, invertir el problema, relajar las condiciones del problema, introducir un elemento
auxiliar, realizar analogias con otros problemas, entre otras.

Schoenfeld (1985) considera que desde la mirada de Polya, pareciera que para cada
tipo de problema es necesario la utilizacién de un grupo de estrategias particular, plantea que
las estrategias heuristicas observadas desde esta perspectiva son muy generales y que
implicarian el uso de tiempo que el estudiante podria utilizar en aprender otros conceptos.

Estrategias metacognitivas: Para Schoenfeld (1985), esta categoria se ocupa de la
manera en que los individuos utilizan la informacidn que esté a su disposicion, esta centrada
en las decisiones importantes sobre qué hacer o deshacer en un problema. Las estrategias
metacognitivas o de control consisten en el monitoreo del propio resolutor sobre el proceso y
la validacion de los resultados de los pasos utilizados en la solucién del problema.

Desde el punto de vista de Schoenfeld (1992), los matematicos expertos dedican gran
parte de tiempo a entender y dar sentido al problema, se observa que constantemente revisan
lo que hacen vy realizan verificacion del proceso, mientras que los estudiantes en las aulas de
clase, no cambian con facilidad las estrategias utilizadas a pesar de que los resultados no se
puedan dar.

Sistemas de creencias: Para Schoenfeld (1992) las creencias acerca de las matematicas
son la perspectiva desde la cual cada persona se acerca al mundo matematico y pueden
determinar la forma, los procedimientos, el tiempo y la intensidad del esfuerzo con que
abordaré un problema. En este sentido considera que las creencias establecen el marco bajo el

cual se utilizan los recursos, las heuristicas y el control.
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Schoenfeld (1992) plantea que los estudiantes abstraen sus creencias acerca de las
matematicas en gran medida de sus experiencias en las aulas de clase, y reconoce que las
creencias moldean su comportamiento de tal forma que pueden tener consecuencias poderosas
en el aprendizaje, pero que a menudo esas consecuencias son negativas. Estas creencias
pueden incidir en la manera como los estudiantes abordan los problemas, principalmente las
que plantean que no todas las personas pueden ser resolutores exitosos, algunas de estas
creencias son: Solo los genios son capaces de descubrir o crear matematicas (Schoenfeld,
1985), las matematicas son para gente creativa; el resto solo intenta aprender lo que se le
trasmite (Gardfalo, 1989), los alumnos que entienden matematicas son capaces de resolver
cualquier problema (Schoenfeld, 1992).

2.2.3 Caracterizacion del razonamiento probabilistico

Desde hace varias décadas, la pretension de mejorar la ensefianza de las Matematicas
siempre ha sido motivo de preocupacién entre quienes investigan sobre Educacion
Matematica, en vista de que no ha podido cristalizarse un desarrollo favorable del aprendizaje
de los contenidos matematicos, por parte de los estudiantes. Tal problemética debe seguir
arrostrandose, debido a que, casi siempre, los aprendices tienen pendiente la posesion y el
manejo de las pericias requeridas para la resolucién de problemas de Matematica, lo cual
sigue ocurriendo a pesar de los avances tecnoldgicos actuales (Martinez-Padron, 2021).

Puede observarse que sigue vigente la necesidad de propiciar la comprensién y el
mejoramiento de los procesos de formacion de los estudiantes. Por tanto, resulta oportuno
seguir indagando en este sentido si lo que se quiere es transformar, hacia el mejoramiento, las
acciones didacticas mediante la puesta en escena de procesos proyectados, consensuados y
respaldados en constructos que permitan mejorar todo aquello que tenga que ver con el
aprendizaje de la Matematica, tal como ocurre con la investigacion didactica llevada a cabo
con la ensefianza y el aprendizaje de la probabilidad, la cual es una rama de la Matematica
gue se ocupa de determinar si un fendmeno o evento aleatorio puede ocurrir 0 no bajo
determinadas condiciones

La probabilidad surgié como un intento por responder interrogantes relacionadas con
los juegos de azar, su utilidad en la cotidianidad y su papel instrumental en diferentes

disciplinas, en otras palabras, por la necesidad de razonar para resolver problemas.
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Jones y Thornton (2005) sostienen que la investigacién sobre el razonamiento
probabilistico se origina en los estudios presentados por Piaget e Inhelder (2016), quienes si
bien no estaban preocupados por los procesos de ensefianza y aprendizaje, se ocuparon de
identificar las etapas de desarrollo en que los individuos tienen acceso, con comprension, a las
ideas sobre aleatoriedad y probabilidad, destacando en sus hallazgos que los nifios s6lo eran
capaces de enfrentarse con la probabilidad cuando alcanzaban la etapa operativa formal, es
decir, después de los 11 afios, etapa en la que ya podian abordar el razonamiento proporcional
y combinatorio.

Diferentes estudios se han preocupado en identificar teorias y modelos cognitivos que
favorezcan los procesos de razonamiento probabilistico de los estudiantes (Garcia y Sanchez,
2013; GOmez, 2003; Polaki, 2002; Sanchez y Landin, 2014). “Estos modelos sugieren
diferentes niveles o patrones de crecimiento en el razonamiento probabilistico” (Mooney et
al., 2014, p. 495).

Esta investigacion se apoya en una clasificacién propuesta por Sanchez y Benitez
(1997), la cual se sostiene en cinco niveles de razonamiento utilizados por los estudiantes, al
momento de enfrentarse a problemas que involucran el concepto de probabilidad (ver Tabla
1).

Tabla 1. Niveles de razonamiento probabilistico

Nivel Agrupa a las personas que...

1. Imprediccion Al estar en situaciones de azar, les es completamente imposible

predecir resultados

2. Deterministico explican el comportamiento de los fendmenos de azar, mediante
alguna causa poderosa que los rige:
= Fisicas
= Mitico/Mégicas

= Empiricas

3. Mecanico incorporan constructos de la Matematica para explicar fendmenos de

azar, pero la cita se hace fuera de contexto.

4. Pre-rigor utilizan argumentos desde el punto de vista matematico, alejandose

del pensamiento deterministico. Tienen, por lo menos, un terreno
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abonado para iniciar la discusion de fendbmenos probabilisticos. Se
notan rasgos de pensamiento combinatorio, son capases de avizorar
resultados, su mente tiene la capacidad de combinar parcialmente
resultados, ve mas de una posibilidad de que el fendmeno suceda,
pero no encuentra todos los resultados posibles o ve mas de los que

son realmente a causa de las falacias que rondan su pensamiento.

5. Rigor utilizan, correctamente, diferentes representaciones para explicar el
comportamiento del suceso y, dependiendo de la naturaleza del
problema, pueden apoyarse en tablas, graficas, diagramas,

ecuaciones y otros recursos matematicos

Un caso representativo que ilustra el nivel de imprediccion es presentado por Sanchez y
Benitez (1997), cuando ante la pregunta:
“Si lanzamos un par de dados y sumamos los puntos resultantes. ;Qué es mas probable?

(a) Obtener una suma igual a 4 puntos

(b) Obtener una suma igual a 5 puntos

(c) ambos eventos son igualmente probables” (p. 158).
La respuesta de uno de sus estudiantes fue “c. Ambos eventos son igualmente probables, ya
que, si lanzamos los dados, no sabremos, si nos va a caer 4 0 5, probablemente ninguno de los
dos” (p. 159).
Como en el ejemplo anterior, expresiones como: no sabremos, no se puede predecir, es
imposible saber la respuesta correcta, entre otras, se convierten en un claro indicador para el
nivel de imprediccidn frente a un evento probabilistico.
Son ejemplos paradigmaticos del nivel de razonamiento deterministico, aquellos en donde el
estudiante asocia el resultado de un experimento aleatorio con alguna causa poderosa que lo
rige, como es el caso de las propiedades fisicas, “la fuerza con la que se lanza una moneda, el
material del que esté constituida la moneda, la cara por la cual se lance, el peso de los puntitos
del dado” Sanchez y Benitez (1997, p. 159), este tipo de razonamiento también se manifiesta
cuando los estudiantes asocian sus respuestas con elementos miticos 0 magicos, es decir con
poderes sobrenaturales o con fenomenos que les resultan inexplicables como el destino, la

voluntad divina, la suerte, entre otros.
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En ocasiones el razonamiento deterministico puede ser considerado empirico, cuando se basa
en experiencias que se han convertido en creencias para el estudiante, sustentadas en sus
relaciones de tipo social y familiar. Cuando se practica juegos de azar, por ejemplo, hay
quienes consideran que obtener un seis al lanzar un dado es mas complicado que obtener
cualquier otro valor, cuando se participa de un sorteo, es comun que las personas consideren
que hay numeros “bonitos o feos” para apostar, o que no es posible ganar cuando se escogen
ndmeros consecutivos como el 234.
En el caso del razonamiento mecanico, es comun que los estudiantes presenten resultados o
procedimientos de manera memoristica, dando muestras de no haber entendido el problema
que se plantea, un ejemplo ilustrativo de este tipo de situacion se presenta a continuacion:
“Si tenemos una caja con tres bolas blancas y tres bolas negras. Si tomamos
simultaneamente (al azar) dos bolas de la caja, ¢qué es mas probable?
a. Tomar dos bolas blancas
b. Tomar dos bolas negras
c. Tomar 1 bola blanca y 1 bola negra
d. Los tres eventos anteriores son igualmente probables
La respuesta dada por un estudiante [...], fue:
d. Pues hay 6 bolas en total, o sea 3 de cada color, entonces podriamos decir que 3/6 son
blancas y 3/6 son negras. Simplifico %2 =% por eso da lo mismo” (Sanchez y Benitez, 1997, p.
160).
Frente a la pregunta analizada anteriormente: Si lanzamos un par de dados y sumamos los
puntos resultantes. ;Qué es mas probable?
(a) Obtener una suma igual a 4 puntos
(b) Obtener una suma igual a 5 puntos
(c) ambos eventos son igualmente probables
Un ejemplo de respuesta que muestra un razonamiento de pre rigor es: “la opcion b. Porque
los casos de 5 son dos, 342 y 4+1; pero los casos de 4 son tres, 2+2, 2+2 y 3+1”.
Aungue la respuesta no es correcta, el estudiante muestra rasgos de pensamiento
combinatorio, tiene la capacidad de combinar parcialmente resultados, a través de sus
representaciones se observa que se ha alejado de la imprediccién y del razonamiento

deterministico.
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Cuando el estudiante ha alcanzado el nivel de rigor, hace uso de diferentes tipos de
representaciones y utiliza argumentaciones matematicas de manera correcta para comunicar

sus resultados.

2.2.4 El uso de herramientas digitales en la resolucion de problemas

La investigacion en Educacion Matematica ha considerado que las herramientas
digitales juegan un papel importante en los procesos de resolucion de problemas (Drijvers et
al., 2016; Parzysz, 2018; Santos-Trigo y Machin, 2013). EIl uso de estas herramientas en la
ensefianza de las matemaéticas, transforma las actividades que se proponen en el aula, los
contenidos matematicos que se ensefian y se aprenden, y también el tipo de representaciones a
las que pueden acceder los estudiantes.

El uso de Tecnologias Digitales permite a los estudiantes explorar conceptos
matematicos y representar problemas de forma dindmica, lo que trae como consecuencia la
posibilidad de reconocer propiedades, identificar patrones, establecer relaciones, plantear
conjeturas, generalizar y extender problemas iniciales. (Santos-Trigo y Machin, 2013; Santos-
Trigo y Reyes-Martinez, 2019). En otras palabras, el uso de estas herramientas permite
desarrollar formas de pensamiento que potencien habilidades cognitivas del individuo, lo que
pueden favorecer la solucion de un problema.

En ocasiones los estudiantes utilizan software de geometria dindmica como GeoGebra,
para construir figuras geométricas, explorar sus propiedades y relaciones, realizando
transformaciones sobre los objetos. En estos casos pueden observar como cambian las figuras
al modificar algunos parametros y desarrollar una comprension mas profunda de los
conceptos geométricos. Gokce y  Guner (2022) proporciona un ejemplo desde esta
perspectiva cuando afirma que “los estudiantes pueden dibujar un circulo y ajustarlo para
explorar los cambios en la ecuacion de la circunferencia, mientras también cambian su
ecuacion para rastrear las alteraciones en el circulo en la ventana de geometria” (p. 5304). En
este caso GeoGebra permite rehacer construcciones, introducir nuevos componentes y mejorar
la comprension de los conceptos.

Las herramientas digitales, también permiten a los estudiantes representar
graficamente funciones matematicas, establecer relaciones entre variables, cuando se ajustan

parametros y se observa como cambian los graficos, Doorman et al., (2012) por ejemplo,
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concluyd en su estudio que la intervencion de una herramienta digital, ayudo a los estudiantes
a integrar los aspectos operativos y estructurales sobre el concepto de funcion, los estudiantes
pudieron comprender mejor las relaciones matematicas y desarrollar habilidades de modelado.

Desde el punto de vista de Heid (2018) utilizar herramientas digitales puede
transformar las creencias de los estudiantes sobre las matematicas, sobre la misma tecnologia,

0 sobre ellos mismos como hacedores de matematicas.

2.2.4.1 La mediacion instrumental.

Moreno-Armella (2002) afirma que las herramientas, como instrumentos de
mediacion, han sido desarrolladas en distintos medios culturales y en diversos periodos
historicos, por lo que son parte integral de la actividad humana. En esa medida considera que
no hay actividad cognitiva al margen de la mediacion instrumental, pues siempre ha existido
un vinculo que relaciona el uso de instrumentos de mediacion con los procesos de
pensamiento de los individuos, en otras palabras, las caracteristicas de una forma de
conocimiento estan en intima relacion con los instrumentos que sirven como mediadores en el
proceso de construccion de ese conocimiento (Moreno-Armella, 2017).

Ante la idea de incorporar herramientas digitales en los procesos de ensefianza de las
matematicas, Moreno-Armella (2014) sostiene que cuando se utilizan medios dindmicos,
estos acttan como mediadores semidticos, por lo que el conocimiento que se adquiere, no es
independiente del mediador. En este sentido, considera que la mediacion digital posibilita una
reconceptualizacion de conocimientos previos.

Asimismo, plantea que cuando se afiade una representacion en un medio dinamico, el
objeto de estudio se transforma y las posibilidades de intervencién de los estudiantes sobre él
aumentan. Para Moreno-Armella (2014), el objeto siempre esta en construccion ya que es
inseparable de sus representaciones, lo que favorece la comprensién de los conceptos
asociados al objeto.

Las personas adquieren habilidades cognitivas cuando representan y exploran tareas,
asi como al resolver problemas utilizando tecnologia. La interaccion constante con la
tecnologia la convierte gradualmente en parte de nuestros recursos cognitivos, por ejemplo
“Una tecnologia digital como GeoGebra puede mejorar y eventualmente transformar las

habilidades cognitivas que ya poseemos y ayudarnos a desarrollar otras nuevas” (Santos-Trigo
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y Moreno-Armella, 2016, p. 191). Desde este mismo punto de vista, Santos-Trigo (2014)
considera que cuando los estudiantes se enfrentan a tareas matemaéticas, el uso de la
tecnologia les brinda la oportunidad de aprovechar las posibilidades que ofrece para
representar y explorar diferentes formas de comprender conceptos matematicos y resolver
problemas.

Frente a estas consideraciones Moreno-Armella (2014) sostiene que “hoy en dia
estamos presenciando la migracion de los objetos matematicos hacia los medios digitales y
con ello se estd produciendo, ante nuestros 0jos, una transformacion epistémica que afecta lo
que ocurre y ocurrira en las escuelas, en cada salon de clases” (p. 204).

Esta afirmacion cobra validez si se observa que en los Ultimos afios el uso de
herramientas digitales en la educacién ha impulsado la investigacion sobre su impacto en los
procesos de pensamiento matematico.

En el contexto de esta investigacion se considera la tecnologia como una herramienta
de mediacién que promueve actividades cognitivas orientadas a amplificar y reorganizar los
procesos de resolucion de problemas que involucren el concepto de probabilidad.

La presencia de herramientas digitales en la educacion ha potenciado la investigacion
sobre su incidencia en los procesos centrales de pensamiento matematico, en este caso se
entienden como herramientas de mediacion de actividades cognitivas orientadas al
aprendizaje.

De acuerdo a los planteamientos de Duval (2006) se accede al conocimiento y la
comprension de los objetos matematicos a través de representaciones semiéticas. Cuando de
herramientas computacionales se trata, estas representaciones pueden ser procesadas, pueden
ser manipuladas por el usuario como si fueran objetos materiales como sucede en algunos
softwares dinamicos como GeoGebra y Cabri, puede decirse que estas representaciones son
ejecutables ya que se puede realizar una serie de acciones sobre una representacion particular
(Hegedus y Moreno-Armella, 2010; Moreno-armella y Sriraman, 2010)

En la opinion de Moreno-Armella (2002) “La mediacion instrumental comienza desde
el momento en que podemos redefinir los objetos matematicos en términos de las

construcciones ejecutables” (p. 84).
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Frente al papel que cumplen las herramientas digitales en los procesos de mediacion
de conocimiento matematico, estas pueden ser entendidas como herramientas de
amplificacion o de reorganizacion cognitiva, se presentan estas ideas a través de metaforas:

La metafora de las herramientas de amplificacion sugiere pensar en una lupa. La lupa

deja ver, amplificado, aquello que podia ser visto a simple vista. No cambia, por esto

mismo, la estructura del objeto de nuestra vision. La metéafora de las herramientas de
reorganizacion, sugiere pensar en un microscopio. Con el microscopio podemos ver lo
que no era posible sin dicha herramienta. Accedemos entonces a otro nivel de la
realidad, cualitativamente distinto. Se abre entonces, la posibilidad de acceder a un
conocimiento nuevo (Armella, 2002).

La herramienta en su rol de amplificador, no modifica, sino que complementa el
pensamiento del estudiante, mientras que, en el papel de reorganizador, su pensamiento
matematico puede tener una transformacion a partir de la presencia de la herramienta, es alli
donde la herramienta puede considerarse un instrumento matematico.

Aunque una herramienta digital pueda considerarse un artefacto con un reconocido
potencial educativo, o trasformador del pensamiento, no permite per se, ventajas educativas
(Drijvers, Doorman, et al., 2010; Lopes y Costa, 2019), por lo que se hace necesario el
analisis de los factores que caracterizan la transformacién de un artefacto en instrumento.

El proceso por el cual un artefacto se convierte en parte de un instrumento en manos
de un usuario, se llama génesis instrumental (Drijvers, Kieran, et al., 2010). Para Rabardel
(2002) un artefacto es un objeto, que puede ser material o simbolico. Cuando se establecen
relaciones significativas entre el usuario y el artefacto para el desarrollo de una actividad
especifica, se configura en un instrumento. Un instrumento incluye al artefacto, pero de
manera adicional involucra las técnicas de uso y los esquemas mentales que desarrolla el
usuario cuando utiliza el artefacto.

En el desarrollo de la génesis instrumental, se establece una relacion en doble via entre
el usuario y el artefacto, por una parte, la instrumentalizacion; en palabras de Rabardel y
Beguin (2005), el proceso en que el usuario enriquece las propiedades del artefacto,

seleccionandolas y modificandolas, y por otra parte la instrumentacion, este proceso trata
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sobre el desarrollo que hace el usuario sobre el instrumento, el sujeto adapta la herramienta a
si mismo a través de esquemas de utilizacion.

Como lo hacen notar Algahtani y Powell (2017) a través de los dos procesos de
génesis instrumental, instrumentacion e instrumentalizacion, dialécticamente las herramientas

influyen en el pensamiento del alumno y el alumno influye en el disefio de las herramientas.

2.2.4.2 GeoGebra. Una herramienta digital para el estudio de la resolucion de
problemas.

Una de las herramientas digitales utilizadas en multiples investigaciones relacionadas
con la resolucion de problemas es GeoGebra (Jacinto y Carreira, 2017; Olsson y Granberg,
2019; Santos-Trigo et al., 2016, 2021; Zengin, 2019). Este software fue disefiado
originalmente para aprender y ensefiar matematicas de manera dindmica en educacion
secundaria, su idea fundamental fue la de establecer maltiples representaciones geométricas y
algebraicas y propiciar relaciones entre ellas. En la actualidad, su uso se ha ampliado al
estudio del célculo, la estadistica y la probabilidad y es utilizada desde la escuela primaria
hasta niveles universitarios.

GeoGebra es una herramienta digital que potencia la exploracion y la resolucion de
problemas de forma interactiva, permite que los estudiantes se involucren y expresen sus
ideas libremente durante el proceso de aprendizaje.

Hohenwarter (2007) afirma que GeoGebra debe verse como una herramienta cognitiva
en el sentido de constructivismo, ya que brinda al alumno la oportunidad de trabajar de forma
independiente, activa y creativa con objetos matematicos, para Olsson (2018) es una
herramienta para ayudar a los estudiantes a expresar, ajustar y refinar su pensamiento, Zengin
(2019) argumenta que brinda oportunidades para establecer conexiones entre el conocimiento
conceptual y procedimental y facilita las conexiones dindmicas entre las diferentes
representaciones. En términos mas generales, el uso de sistemas de matematicas dinamicas
como GeoGebra facilita encontrar, analizar y explorar patrones, establecer. relaciones
matematicas, formular y argumentar conjeturas y construir significados conceptuales (Santos-

trigo y Moreno-armella, 2016; Santos-Trigo y Machin, 2013).
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2.2.5 Objetos matematicos abordados en la investigacion

En la educacion basica, el aprendizaje de la probabilidad se introduce de forma
gradual y esta centrada en conceptos fundamentales que sientan las bases para una
comprension mas avanzada en niveles educativos posteriores. A continuacion, se presentan
algunos conceptos fundamentales para el aprendizaje de la probabilidad y para el desarrollo
de esta investigacion.

Experimento aleatorio. Desde la perspectiva de Wackerly et al. (2014), “un
experimento es el proceso desde el cual se lleva a cabo una observacion” (p. 27), se considera
que el experimento es aleatorio, cuando el resultado no puede ser determinado con certeza
antes de ser realizado, debido a la presencia de elementos de incertidumbre. Por ejemplo, se
habla del experimento del lanzamiento de un dado, cuando se desea observar el nimero de
puntos que aparecen en la parte superior del dado. En este caso, se aplica el término de
experimento “para considerar las observaciones que se obtienen de situaciones que no se
pueden controlar en absoluto” (Wackerly et al., 2014, p. 27).

Espacio muestral. ElI conjunto de todos los posibles resultados de un experimento
aleatorio, recibe el nombre de espacio muestral (Chernoff y Russell, 2011; Ross, 2007;
Wackerly et al., 2014). Ross (2007) proporciona mayor claridad sobre este concepto:

“Supongamos que vamos a realizar un experimento cuyo resultado no es predecible de
antemano. Sin embargo, aunque el resultado del experimento no se conozca de antemano,
supongamos que se conoce el conjunto de todos los resultados posibles. Este conjunto de
todos los resultados posibles de un experimento se conoce como espacio muestral del
experimento y se denota por S” (p. 1).

Si el experimento aleatorio consiste en el lanzamiento de una moneda al aire, entonces
el espacio muestral es S = {c, s} donde c significa que el resultado del lanzamiento es cara,
mientras que s es sello. Cuando el experimento es el lanzamiento de un dado el espacio
muestral es S = {1,2,3,4,5,6}, lo que significa que el resultado del experimento pueden ser los
puntos que representan los valores 1, 2, 3, 4, 5, 6.

Un espacio muestral discreto, es aquel que contiene una cantidad finita y contable de
elementos, mientras que un espacio muestral continuo, consta de un numero infinito, no

contable de sucesos. Las actividades propuestas para este estudio, considerando el nivel de
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formacion de los estudiantes, se centraran en la realizacién de experimentos basados en
espacios muestrales discretos.

Sucesos equiprobables y no equiprobables. Un suceso es un subconjunto del espacio
muestral, que puede presentarse en un experimento aleatorio. El suceso puede ser elemental si
corresponde a cualquiera de los posibles resultados simples, o compuesto si puede ser
considerado un subconjunto del espacio muestral.

Cuando se habla de sucesos equiprobables, se hace referencia a sucesos en donde
todas las posibilidades tienen la misma probabilidad de ocurrir, como es el caso del
lanzamiento de un dado, en donde los sucesos representados en las posibilidades de obtener
un numero del 1 al 6 tienen la misma probabilidad de ocurrencia.

Cuando el experimento aleatorio consiste en lanzar dos dados y sumar sus resultados
individuales, el suceso de obtener un 5 u obtener un 6, un es ejemplo de sucesos no
equiprobables, ya que las posibilidades de obtener un 5 y obtener un 6 son diferentes. Las
posibilidades de obtener 5 son cuatro; 1+4, 2+3, 3+2, 4+1. Mientras que las posibilidades de
obtener 6 son cinco; 1+5, 2+4, 3+3, 4+2, 5+1.

Significados de la probabilidad. Batanero et al. (2016) afirman que las principales
interpretaciones que se han dado a la probabilidad, son de caracter intuitiva, clésica,
frecuentista, subjetiva, légica, propensiva y axiomatica. Cada uno de estos puntos de vista
implica cuestiones filosoficas y es utilizado de la manera mas adecuada para modelar
fendmenos particulares del mundo real o para ser tenido en cuenta en los planes de estudio de
determinados estudiantes. Desde esta perspectiva, en el transcurso de esta investigacién se
tendran en cuenta los significados intuitivo, clésico y frecuentista.

1. Significado intuitivo: “Las ideas intuitivas sobre el azar surgieron muy
temprano en la historia en muchas culturas diferentes y estaban vinculadas a problemas
relacionados con el establecimiento de apuestas justas en los juegos de azar” (Batanero et al.,
2016, p. 2) por lo que se puede afirmar que aparecieron antes del estudio formal de la
probabilidad, estan estrechamente relacionadas con las intuiciones que pueden tener los nifios
pequefios o personas sin formacién acerca de los fendmenos aleatorios. Estas personas,
basandose en expresiones cualitativas expresan su grado de creencia en la ocurrencia de

eventos aleatorios (Batanero y Diaz, 2004; Cotrado et al., 2022).
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2. Significado clasico: Este significado de la probabilidad se fundamenta en la
suposicion de que todos los sucesos elementales del espacio muestral son equiprobables.

La formula de la regla de Laplace para calcular la probabilidad de un evento (suceso),
se expresa de la siguiente manera: Sea A un evento particular del espacio muestral de un
experimento aleatorio, donde k es el nimero de resultados favorables del evento y n el
namero total de resultados posibles, entonces la probabilidad de que ocurra A esta dada por la
expresion P(A) = S

Al dividir el nimero de resultados favorables en el nimero de resultados posibles, se
obtiene la probabilidad del evento en términos de fraccion, un decimal o un porcentaje.

3. Significado frecuencial: Como lo presenta Batanero (2005), “En esta vision se
define la probabilidad como el nimero hipotético hacia el cual tiende la frecuencia relativa al
estabilizarse, asumiendo la existencia tedrica de dicho limite, cuya frecuencia relativa
observada es un valor aproximado” (p. 254). Este significado se fundamenta en la primera
prueba de la ley de los grandes numeros realizada por Bernoulli, en donde se observa la
convergencia de frecuencias relativas para el mismo evento a un valor constante después de
un gran namero de ensayos independientes idénticos de un experimento aleatorio.

La investigacion sobre didactica de la probabilidad ha mostrado la relevancia de estos
conceptos tanto en la ensefianza como en el aprendizaje de esta disciplina. Ademas, ha
destacado también las dificultades que los estudiantes presentan al comprender dichos
conceptos.

Como argumentan Saldanha y Liu (2014), los programas de instruccion deben tratar
directamente con los obstaculos epistemoldgicos y conceptuales de los estudiantes en el
aprendizaje, por lo que los conceptos presentados anteriormente son de suma importancia al
momento de disefiar una estrategia de intervencion que facilite la comprension y tenga un

impacto positivo en la resolucion de problemas de probabilidad.
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Capitulo 3
Marco Metodoldgico
En este capitulo se presentan los aspectos metodoldgicos y los procedimientos que se
Ilevaron a cabo en la investigacion. Se describen los fundamentos metodologicos del estudio,

los sujetos de investigacion, el disefio de la investigacion y sus correspondientes fases.

3.1 Fundamentos metodologicos

3.1.1 El paradigma de investigacion

Este estudio se enmarco en el paradigma de la investigacion basada en disefio; este
paradigma, busca “comprender y mejorar la realidad educativa a través de la consideracion de
contextos naturales en toda su complejidad y del desarrollo y anélisis paralelo de un disefio
instruccional especifico” (Molina et al., 2011, p. 75). Se preocupa por abordar problematicas
educativas a través de elementos que pueden transformar el entorno de aprendizaje de los
estudiantes. Por otra parte, este paradigma busca entender y mejorar procesos educativos a
través de un desarrollo iterativo. De acuerdo con Romero y De Benito (2020), una de las
metas de la investigacion basada en disefio es “proponer soluciones a problemas detectados en
la realidad educativa a través de programas, materiales o estrategias didacticas innovadoras en
el ambito estudiado” (p. 4).

Desde la perspectiva de Cobb et al. (2017), la investigacion basada en disefio tiene una
orientacion tanto practica como tedrica, si bien es cierto que se trata de investigar, elaborar y
mejorar un disefio para apoyar el aprendizaje desde el punto de vista teérico, también busca
desarrollar, comprobar y revisar conjeturas sobre los procesos de aprendizaje y sobre los
medios que apoyan dicho aprendizaje.

Bakker y Van Eerde (2015), plantean que los estudios de disefio se caracterizan al
menos por los siguientes aspectos:

1. Integran el disefio y la investigacion, el disefio de entornos de aprendizaje esta

entrelazado con la prueba o el desarrollo de la teoria.

2. Tiene un objetivo explicativo y de asesoramiento, es decir, dar una idea teorica de

cdémo se pueden promover formas particulares de ensefianza y aprendizaje. El tipo
de teoria desarrollada también puede ser de naturaleza predictiva (;Qué pasaria

Si?).
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3. Los investigadores proponen conjeturas sobre como los estudiantes o profesores
responderdn a herramientas o tareas particulares en funcion de su conocimiento
practico y tedrico, estas conjeturas pueden ser revisadas y transformadas en el
proceso de redisefio y mejora de los materiales educativos.

4. La investigacion basada en disefio es de naturaleza abierta e intervencionista, los
investigadores manipulan deliberadamente una condicion o ensefian de acuerdo
con ideas teoricas particulares.

Esta investigacion puede ser considerada un estudio de disefio de aula, si se tiene en
cuenta que en este tipo de estudio se intenta apoyar el aprendizaje de las matematicas de un
grupo de estudiantes durante un periodo de tiempo que puede ir desde unas semanas hasta un
afio escolar o mas si se considera necesario (Cobb 2017). En el desarrollo de esta
investigacion, se adopto la postura de Cobb (2017), quién afirma que los entornos de aula no
solo influyen en el proceso de aprendizaje de los estudiantes sino en sus producciones,
incluidas las formas de razonamiento matematico que desarrollan, por lo que las tareas y
herramientas utilizadas, las normas de aula y la calidad del discurso de quienes participan se

consideran aspectos preponderantes en el desarrollo de la investigacion.

3.1.2 El método

Si bien es cierto que en la investigacion basada en disefio existe cierta tendencia a
utilizar métodos cualitativos (Camargo, 2021; De Benito-Salinas, 2016), se valida también la
postura de que, en este tipo de estudios se pueden complementar con el método cuantitativo,
teniendo en cuenta que para la recoleccion y analisis de datos es importante la calidad de los
argumentos, en las diferentes etapas y para diferentes propdsitos de un mismo estudio
(Rinaudo y Donolo, 2010).

De acuerdo con los objetivos establecidos, este estudio tuvo componentes cualitativos,
ya que se identificaron creencias de los estudiantes, estas hacen parte de la individualidad de
los sujetos y tienen una marcada influencia del entorno social, por lo que se requiere un
analisis interpretativo a partir de la aplicacion de hojas de trabajo, videograbaciones y
procesos de observacion a los participantes. Por otra parte, elementos propios de la
investigacion cuantitativa como el uso de encuestas y el desarrollo de cuestionarios en el

marco de la resolucion de problemas fueron necesarios con el fin de identificar respuestas
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correctas, incorrectas o parcialmente correctas y establecer comparaciones entre ellas y entre
los niveles de razonamiento probabilistico mostrado antes y después del disefio, por lo que el
método de la investigacion fue mixto.

El estudio de métodos mixtos estd definido formalmente como la clase de
investigacion en la que “el investigador mezcla o combina técnicas, métodos, enfoques,
conceptos o lenguaje de investigacion cuantitativos y cualitativos en un mismo estudio”
(Johnson y Onwuegbuzie, 2004), en este sentido “la eleccion de métodos mixtos de
investigacion puede ser apropiada para aportar una mayor generalizabilidad a los resultados,
al tiempo que se mantiene suficiente detalle sobre los procesos de ensefianza y aprendizaje
para ser validos y replicables” (Castro y Godino, 2011, p. 102).

Por otra parte, Hernandez et al. (2010) senalan que “los estudios exploratorios se
realizan cuando el objetivo es examinar un tema o problema de investigacion poco estudiado,
del cual se tienen muchas dudas o no se ha abordado antes” (p. 79), para Cohen et al. (2007)
la investigacion descriptiva se ocupa de condiciones o relaciones que existen; practicas que
prevalecen; creencias, puntos de vista o actitudes que tienen los individuos, grupos e
instituciones.

En la construccion del estado del arte, no se encontraron suficientes estudios sobre
propuestas de intervencion educativa en la linea de modificar las creencias a través de la
mediacion de herramientas digitales. Por lo tanto, este estudio fue de tipo descriptivo-
exploratorio, pues si bien es cierto que se han realizado algunas investigaciones que
relacionan las creencias que los estudiantes tienen sobre el azar con la comprension de

conceptos probabilisticos, su numero es limitado.

3.1.3 Estrategia investigativa: Experimento de ensefianza
El experimento de ensefianza es una estrategia investigativa que busca comprender el
aprendizaje y el razonamiento de los estudiantes, busca aproximar al investigador a
identificar las maneras de como los estudiantes aprenden (Bernabéu et al., 2019), esta
estrategia “‘consiste en el disefio, implementacion y evaluacion de una secuencia de
enseflanza organizada con la meta de poner en funcionamiento una conjetura sobre un

aprendizaje especifico” (Camargo, 2021, p. 68)
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3.2 Sujetos de la investigacion

Los sujetos de investigacion fueron estudiantes de sexto grado de educacion basica
secundaria, pertenecientes a una institucion educativa de caracter oficial, ubicada en la zona
centro de la ciudad de Cali, Colombia. La institucion cuenta con 175 estudiantes de sexto
grado, distribuidos en 6 grupos, con rango de edades entre los 11 y los 14 afios de edad.

Los estudiantes de sexto grado fueron seleccionados como informantes de este estudio
teniendo en cuenta su rango de edades. De acuerdo a lo planteado por Piaget e Inhelder
(2016), entre los 11 y los 15 afios de edad, los nifios acceden al periodo de adquisicion de las
operaciones formales caracterizado por “el razonamiento combinatorio, la logica de
proposiciones, la proporcionalidad, la comprension de la relatividad de dos movimientos o
velocidades, la comprension del equilibrio mecanico [...], la probabilidad y la correlacion,
que para Piaget es el ultimo paso en la comprension de la probabilidad” (Batanero, 2013, p.4).

Lo anterior indica que los estudiantes estan en una etapa cognitiva en la que pueden
comprender conceptos matematicos mas complejos, su capacidad para comprender relaciones
causa efecto ha mejorado, lo que les permite abordar problemas de probabilidad con algunos
niveles de complejidad.

En esta etapa de formacién, los problemas se pueden relacionar con situaciones de la
vida real, como los juegos de azar, los deportes y el andlisis de informacion; lo que puede
resultar atractivo y motivador, ademas puede favorecer a los estudiantes en la via de la
comprension y la construccién de creencias sobre elementos asociados a la probabilidad.

La prueba piloto de los disefios de investigacion se realizé con estudiantes del grupo 6-
6, el cual estaba conformado por 32 estudiantes: 18 hombres y 14 mujeres. Este no fue
considerado un grupo de control, pues los resultados obtenidos en el estudio piloto no fueron
comparados con el grupo objeto de investigacion.

De acuerdo con el plan de area de la asignatura de matematicas de la institucion, los
estudiantes desde tercero a sexto grado han abordado contenidos que implican la clasificacion
y representacion de datos, asi como la organizacion de informacion en tablas de frecuencias,
la interpretacion cualitativa de datos referidos a situaciones del entorno escolar y la prediccion

acerca de posible ocurrencia de eventos.
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3.3 Disefio de investigacion

La metodologia de este estudio fue la investigacion basada en disefio (IBD), ya que se
buscd proponer un tipo de solucion a una problematica educativa a partir de elementos que
pudieran transformar el entorno de aprendizaje de los estudiantes. Este tipo de estudios busca
entender y mejorar procesos educativos a través de un desarrollo iterativo de soluciones,
basados en la teoria y el conocimiento situado.

Al margen de las etapas que compongan un estudio de IBD, “todos ellos incluyen una
serie de acciones comunes como son: definicion del problema, disefio, desarrollo,
implementacion y evaluacion”(De Benito y Salinas, 2016). Con base en diferentes propuestas
en relacion con la estructura de la IBD (Benitez, 2006; Cobb et al., 2015; De Benito y Salinas,
2016; McKenney y Reeves, 2014). En la Figura 2 se describen las fases que se han
considerado para el desarrollo de esta investigacion.

Figura 2. Fases de la investigacion
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3.3.1 Fase 1. Analisis de la situacion. Definicion del problema.
En esta fase, se desarrollaron tres etapas con la intencion de identificar y definir
claramente el problema de investigacion, ellas fueron: la revision de la literatura, la definicion
de objetivos y fundamentos tedricos y el disefio del test de diagndstico para identificar una

linea base del estudio.
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3.3.1.1 Revision de la literatura

La revision y andlisis de la literatura se centrd en reportes de investigaciones (articulos
de revistas), tesis doctorales y capitulos de libros que informaban sobre el papel de las
creencias de los estudiantes en el aprendizaje de las matematicas y su relacion con el
razonamiento probabilistico. Asimismo, se analizaron estudios sobre los diferentes enfoques
de resolucién de problemas, particularmente de las estrategias que facilitaban el mejoramiento
de las competencias de los estudiantes al abordar problemas que involucran conceptos
probabilisticos. La literatura sobre la mediacién de la tecnologia digital en los procesos de
ensefianza y aprendizaje de las matematicas también fue un objeto de estudio, esto debido a la
presencia que el uso de herramientas digitales viene haciendo en las aulas de clase y de

manera particular en los procesos de ensefianza de las matematicas.

La intencidn en esta etapa fue identificar investigaciones que abordaran problemaéticas
de ensefianza aprendizaje de la probabilidad y analizar de qué manera los sistemas de
creencias de los estudiantes inciden en su razonamiento en este campo. Por otra parte, se
buscaba indagar sobre los tipos de problemas, tareas y actividades que se pueden plantear para
facilitar la comprension de conceptos relacionados con la probabilidad e identificar cuéles de
ellos podrian proponerse para su disefio en un entorno de herramientas digitales de tal manera

que favorecieran la transformacion de algunas de sus creencias.

3.3.1.2 Definicion de objetivos y fundamentos tedricos

A partir de la revision y el andlisis de la literatura que se documento previamente en el
capitulo 2, se preciso el marco tedrico de la investigacion, y se definieron tanto el objetivo
general como los cuatro objetivos especificos del estudio. Con base en estos elementos, se
establecieron los lineamientos para el disefio de la encuesta de diagnostico y las hojas de
trabajo que se utilizaron como recurso para el desarrollo del experimento de ensefianza. En los
insumos disefiados se incluyeron actividades que pudieran dar cuenta de las creencias de los
estudiantes sobre probabilidad y sus formas de razonamiento, asi como el tipo de
procedimientos utilizados para la resolucion de problemas y las formas de uso de la

herramienta digital GeoGebra.
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3.3.1.3 Disefio del test de diagndstico

El test de diagnostico se disefi6 en consonancia con el primer objetivo de la
investigacion: “Indagar sobre las creencias iniciales que tienen los estudiantes de sexto grado
sobre el concepto de probabilidad”, al identificar estas creencias, se trazé una linea de base
para la investigacion que dio las pautas para el disefio de la intervencién didactica y permitio

observar la evolucion de dichas creencias en el transcurso del experimento de ensefianza.

3.3.2 Fase 2. Disefio de intervencion
En esta fase, se identificaron dos componentes, el disefio de las actividades y el uso de

herramientas digitales, los cuales se describen a continuacion.

3.3.2.1 Disefio de actividades
Para el disefio de las actividades se tuvieron en cuenta tres elementos: (a) La seleccion
de actividades; (b) la solucion previa a interrogantes y problemas y (c) el analisis de las
cualidades matematicas de las soluciones.
a. Seleccion de actividades. En este primer momento se seleccionaron las preguntas abiertas
y problemas que los estudiantes participantes en el estudio resolverian.

Los criterios a tenidos en cuenta al seleccionar las actividades fueron:

e Las preguntas abiertas fueron directas e indirectas, de asociacion de situaciones y de
opciones escalares, teniendo en cuenta que se buscaba identificar posibles creencias de
los estudiantes, asociadas con el azar y con la probabilidad.

e Los procesos de solucion de los problemas seleccionados contemplaron actividades
del desarrollo del pensamiento matematico tales como: establecer relaciones, plantear
conjeturas, identificar patrones, generalizar y extender problemas iniciales, utilizar
diversos tipos de representaciones y extraer informacion relevante de ellas.

e Los problemas establecieron una relacion directa con los contenidos curriculares
propuestos sobre probabilidad para el nivel escolar de grado sexto, entre otros: discutir

y predecir posibilidades de ocurrencia de un evento, conjeturar acerca de un



70

experimento aleatorio usando proporcionalidad y nociones bésicas de probabilidad,
resolver y formular problemas a partir de conjuntos de datos y sus representaciones.
Los problemas involucraron los conceptos probabilisticos basicos: experimentos
aleatorios y no aleatorios, dependencia e independencia de sucesos, espacio muestral
finito, espacio muestral equiprobable y no equiprobable, calculo de probabilidades
(regla de Laplace), comparacion de probabilidades y probabilidad frecuencial.

Los problemas propuestos se disefiaron a partir de investigaciones previas, con el fin
de contrastar los posibles hallazgos y fortalecer el proceso de triangulacion con la
literatura existente.

Los problemas propuestos fueron simulados en la herramienta digital GeoGebra.

b. Solucion previa a interrogantes y problemas. En este apartado del estudio, se evalu6

el potencial de las actividades seleccionadas para identificar creencias de los estudiantes

frente al azar y apoyar la comprension de conceptos asociados con la probabilidad. Los

aspectos a tener en cuenta fueron:

Identificar los contenidos matemaéticos asociados potencialmente con probabilidad
involucrados en la solucion.

Anticipar el uso de heuristicas utilizadas por los estudiantes al enfrentar los problemas.
Inferir posibles dificultades de los estudiantes en el proceso de resolucién.

Establecer relaciones entre las creencias de los estudiantes y las heuristicas utilizadas

en la resolucion de los problemas.

Identificar extensiones del problema a partir de un problema original.

c. Analisis de las cualidades matematicas de las soluciones. Cada una de las

soluciones a los problemas se analizaron con el fin de:

Identificar los posibles procesos de pensamiento matematico que ponen en juego los
estudiantes, como modelar fenémenos de la realidad; comunicar; razonar, y comparar
procedimientos y algoritmos.

Inferir cuales eran las dificultades y habilidades que se podian evidenciar en los
estudiantes, al resolver problemas en donde se involucraba el concepto de

probabilidad y como estas podian estar relacionadas con sus creencias sobre el azar.
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3.3.2.2 Uso de la herramienta digital GeoGebra.

Se identificd el conjunto de herramientas que ofrece el software GeoGebra para
facilitar la comprension de conceptos asociados con la probabilidad. Aunque no existié un
interés particular en el aprendizaje del manejo de GeoGebra por parte de los estudiantes, el
investigador presentd algunos comandos asociados con la generacion aleatoria, la elaboracion
de listas y las representaciones gréaficas de datos.

Se entregaron hojas de trabajo con actividades disefiadas para la interaccion de los
estudiantes con la interfaz grafica del software GeoGebra y se resolvieron problemas que
involucraban conceptos asociados con la probabilidad a traves del uso de las herramientas

provistas por el software.

3.3.3 Fase 3. Validacion de la investigacion
En esta fase se destacaron tres elementos: la recoleccion de la informacidn, el analisis

de datos y los criterios que garantizaran la validez y confiabilidad de la investigacion.

3.3.3.1 Recoleccion de datos

La fase de recoleccion de informacion se realizd en un ambiente de resolucion de
problemas, en donde se buscaba que los estudiantes participaran en actividades que les
permitan poner en juego elementos propios del pensamiento matematico como: conjeturar,
representar argumentar y comunicar dichos argumentos. Los registros del estudio, se
recolectaran por medios impresos y digitales: hojas de trabajo y videograbaciones.

Las hojas de trabajo. Con este instrumento se buscé documentar el trabajo individual
de los participantes en el estudio. Los documentos favorecieron la obtencion de informacion
sobre las creencias de los estudiantes frente a eventos asociados con el concepto de
probabilidad, ademas apoyaron el seguimiento en fases posteriores respecto a posibles
modificaciones de dichas creencias. Por otra parte, las hojas de trabajo permitieron observar la
forma en que los estudiantes se enfrentaban a la solucion de un problema, los recursos que
utilizaban, el tipo de conjeturas que se generaron y las estrategias para probar tales conjeturas.

Videograbaciones. Este instrumento permitio analizar las actuaciones de los
estudiantes en el desarrollo de las actividades propuestas. Se registro en grabaciones de video:
el trabajo grupal de los estudiantes y la interaccion entre los participantes y el investigador.

Los videos permitieron identificar procedimientos y estrategias utilizadas por los estudiantes
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al abordar los problemas, el tipo de razonamiento utilizado y las habilidades y dificultades que
presentaban al discutir y resolver las situaciones propuestas.

Archivos digitales. Los archivos digitales utilizados en el estudio fueron disefiados por
el investigador en el software GeoGebra, algunas aplicaciones libres de GeoGebra.org fueron
utilizadas por los participantes, previa recomendacion del investigador.

El anélisis de la interaccion de los estudiantes con las configuraciones dindmicas que
ofrecen las herramientas digitales permitié obtener informacion acerca de como los diferentes
registros de representacion pueden incidir en las creencias de los estudiantes y en nuevas

maneras de explorar y resolver problemas.

3.3.3.2 Anélisis de la informacion

El andlisis de la informacion obtenida fue de tipo cualitativo y cuantitativo.

Andlisis de datos cualitativos. Se definieron como categorias de analisis cualitativas
los niveles de razonamiento probabilistico de los estudiantes, a partir de lo propuesto por
Sanchez y Benitez (1997).

Tabla 2. Dimensiones de la variable razonamiento probabilistico

Variable Dimensiones

Nivel Imprediccion

Razonamiento  Nivel Deterministico

probabilistico  Nivel Mecanico

Nivel de Pre-rigor

Nivel de Rigor

El andlisis de contenido de la recopilacion de datos cualitativos, se realizo a partir de
tres conceptos generales: las creencias, las estrategias de resolucion de problemas y las formas

de uso de la herramienta digital GeoGebra (ver Tabla 2).



Tabla 3.Conceptos generales para obtencidn de datos cualitativos

Concepto

Objeto de analisis

1. Creencias

Creencias socioculturales de los estudiantes,
asociadas con el azar y la aleatoriedad.

Creencias matematicas de los estudiantes sobre el
aprendizaje de la probabilidad.

2. Estrategias de resolucion de

problemas

Estrategias cognitivas utilizadas por los estudiantes al
abordar problemas donde se involucra el concepto de
probabilidad.

Estrategias metacognitivas utilizadas por los
estudiantes al abordar problemas donde se involucra

el concepto de probabilidad.

3. Formas de wuso de la
herramienta digital
GeoGebra.

Uso de la herramienta GeoGebra como un
amplificador-no modificador del pensamiento del
estudiante.

Uso de la herramienta GeoGebra como un

reorganizador cognitivo.

Para dar cuenta de los objetivos de la investigacion se analizaron:
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1. Las respuestas de los estudiantes al cuestionario de exploracién de creencias sobre el

azar y la aleatoriedad.

2. Las estrategias de razonamiento utilizadas por los estudiantes al desarrollar las

actividades propuestas.

3. Las estrategias de resolucion de problemas utilizadas por los estudiantes al enfrentarse

a problemas que involucran el concepto de probabilidad.

4. Las dificultades observadas en el desarrollo de las actividades propuestas.

5. Transformaciones en las estrategias de resolucion de problemas a partir de las

diferentes representaciones que ofrece GeoGebra.

Para realizar el andlisis cualitativo, los datos obtenidos a partir de los cuestionarios y

video grabaciones de las actividades en las que intervinieron los estudiantes, se organizaron y
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transcribieron con el fin de crear categorias de analisis a partir de las unidades de contenido.
Se hizo uso del programa de anélisis cualitativo Atlas. ti.

Analisis de datos cuantitativos. En la busqueda de enriquecer el analisis y la
interpretacion de los datos, y en la tarea de corroborar el supuesto de que “las actividades de
aprendizaje centradas en el uso de la tecnologia permiten movilizar las creencias que tienen
los estudiantes de grado sexto al resolver problemas que involucran el concepto de

probabilidad”, se asumieron los indicadores de desempefio que se presentan en la siguiente

matriz:
Valoracién  Tipo de respuesta Criterios de evaluacion
2 Respuesta Selecciona la Justifica adecuadamente su
correcta respuesta correcta en respuesta.
el cuestionario.
1 Respuesta Selecciona la No justifica la respuesta
parcialmente respuesta correcta en dada o justifica de manera
correcta el cuestionario. inadecuada.
1 Respuesta No da respuesta a la Justifica adecuadamente su
parcialmente pregunta o la respuesta respuesta.
correcta es incorrecta.
0 Respuesta No da respuesta a la No justifica la respuesta
incorrecta pregunta o la respuesta dada o justifica de manera
dada es incorrecta inadecuada.

Se hizo uso de elementos de estadistica descriptiva con el fin de explicar los datos y
obtener informacién que permitiera describir la tasa de estudiantes que se ubica en cada uno

de los niveles de razonamiento probabilistico.

3.3.3.3 Criterios de validez y confiabilidad de la investigacion
De acuerdo a los planteamientos de Cohen et al. (2007) la validez es una clave
importante para una investigacion eficaz, y por lo tanto es un requisito indispensable para la

investigacion tanto cualitativa como cuantitativa, “una investigacion tendrd un alto nivel de
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validez en la medida en que sus resultados reflejen una imagen lo mas completa posible, clara
y representativa de la realidad o situacion estudiada” (Martinez, 2006).

Desde esta perspectiva, los criterios de validez de esta investigacion se apoyaron en la
propuesta de Lincoln y Guba (1985) entre los que se destacan la credibilidad y
transferibilidad.

1. La credibilidad. Permite revisar la validez de los elementos de investigacion, la
recoleccion, organizacion, procesamiento e interpretacion de datos. Castillo y Vasquez
(2003), sostienen que la credibilidad se logra cuando el investigador recolecta informacion
que produce hallazgos que son reconocidos por los informantes como una verdadera
aproximacion sobre lo que ellos piensan y sienten. Para evaluar la credibilidad en esta
investigacion se tendran en cuenta los siguientes componentes:

a. Triangulacion. Esta hace referencia al uso de una variedad de métodos y fuentes de
informacion que permitan contrastar los datos y sus representaciones, la triangulacion “intenta
trazar, o explicar mas completamente, la riqueza y complejidad del comportamiento humano
estudiandolo desde mas de un punto de vista y, al hacerlo, hace uso de datos tanto
cuantitativos como cualitativos” (Cohen et al., 2007). Una caracteristica clave de las
investigaciones de métodos mixtos es el uso sistematico de la triangulacion.

La credibilidad en este estudio estuvo basada en la triangulacion de los datos que se
obtuvieron de distintas fuentes, con variedad de técnicas e instrumentos (encuestas tipo
cuestionario, grabaciones de video, transcripciones de las sesiones de trabajo de los
estudiantes, archivos de GeoGebra).

b. Observacion persistente. EI proceso de observar durante el desarrollo del estudio,
permite al investigador obtener informacién que responda a los objetivos de la investigacion
para poder identificar en los participantes cualidades constantes y atipicas, “la interaccion
prolongada con una situacion o contexto, permite a los investigadores comprender lo que es
esencial o caracteristico en é1” (Guba, 1989).

En este estudio el investigador participd directamente en la actividad y desempefio
tareas de observacion sistematica.

2. La transferencia o transferibilidad. Hace referencia a la posibilidad de aplicar los
resultados de una investigacion en otras poblaciones o contextos, para Lincoln y Guba

(1985) todo fenomeno social o de conducta dependen del contexto, por lo que
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consideran que no es posible desarrollar enunciados o conclusiones que tengan
aplicabilidad general, por lo que es necesario proporcionar informacion descriptiva del
lugar y del trabajo de los participantes, con el fin de que otros investigadores puedan

replicar el estudio.

3.3.4 Fase 4. Analisis y evaluacion de resultados

En esta fase se documentaron las reflexiones relacionadas con el estudio, se presento
un informe sobre las conclusiones que dieron cuenta de los objetivos de investigacion
propuestos, asi como de las fortalezas y debilidades de la experimentacion e implementacién
de la experiencia de formacién disefiada. Se propondran algunos principios de disefio que
faciliten direccionar investigaciones futuras en la linea didactica de la ensefianza y resolucion

de problemas de probabilidad.
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Capitulo 4
Desarrollo del Experimento de Ensefianza y Analisis de Datos
El desarrollo del experimento de ensefianza se llevo a cabo durante las clases regulares
de la asignatura de matematicas durante un periodo de cinco meses transcurridos a partir de
septiembre de 2022 a febrero de 2023, tiempo en el que se disefiaron, validaron e
implementaron las siguientes acciones investigativas:
1. Encuesta de diagnostico
2. Intervencion didactica.
e Actividad 1
e Actividad 2
e Actividad 3
A continuacion, se presenta la descripcion, los propdsitos, los criterios de disefio, los
criterios de implementacion y el analisis tanto cualitativo, como cuantitativo de cada una de

estas actividades.

4.1 Encuesta de diagnostico

4.1.1 Descripcion de la actividad

Se disefid un cuestionario de diez preguntas de seleccién maultiple asociadas con las
nociones de experimento aleatorio, espacio muestral, sucesos equiprobables y no
equiprobables, calculo y comparaciones de probabilidad. (Ver anexo 1).

Los problemas y las situaciones planteadas como items del cuestionario fueron
seleccionadas de investigaciones previas examinadas durante la fase de andlisis de la literatura
(Watson et al., 2004; Ang y Shahrill, 2014; Fischbein y Schnarch, 2016; Sharma, 2016;
Garcia y Sanchez, 2013). Cada una de las respuestas dadas por los estudiantes debian ir
acompariadas por su respectiva justificacion.

Con el fin de evaluar el potencial del cuestionario para identificar creencias y
evidenciar posibles niveles de razonamiento probabilistico, se analizaron las soluciones
anticipadas a las preguntas y los contenidos matematicos involucrados en cada una de ellas. El

gjercicio de andlisis y revision estuvo a cargo del investigador con el apoyo de un equipo de
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seis profesores de matemaéticas de la institucion educativa en donde se aplicé el cuestionario

diagndstico. En la tabla 4 se observan las relaciones establecidas para cada pregunta.

Tabla 4.Soluciones anticipadas y contenidos matematicos involucradas en el cuestionario

Pregunta Soluciones anticipadas: Contenidos matematicos
Se espera que el estudiante...

P1 Piense que cada numero del sorteo es un evento  -Concepto de

independiente y aleatorio. probabilidad,
Intuya que sin importar los nimeros que -Espacio muestral
seleccione tendré la misma probabilidad de .
-Independencia de
ganar, ya sea con los nimeros propuestos 0 con
eventos
un conjunto diferente de nimeros.

P2 Reconozca que todas las secuencias tienen la -Espacio muestral

misma probabilidad de ocurrir. .
-Independencia de

Identifigue que ademas de las secuencias eventos

propuestas existen posibilidades diferentes. .
-permutaciones
-Tipos de representacion
(conjuntos/diagrama  de
arbol)

P3 Reconozca la situacion planteada como un -diferenciacion entre
fenomeno aleatorio, que para el caso de la fendmenos aleatorios y
pregunta puede suceder a cualquier individuo. deterministicos.

P4 Concluya que cada nimero del sorteo es un -Concepto de

evento independiente y aleatorio. Qué
condiciones como “ser consecutivo”, no influyen

en el resultado del experimento aleatorio, que

probabilidad

-Espacio muestral




79

Pregunta Soluciones anticipadas: Contenidos matematicos
Se espera que el estudiante...
intuya que sin importar los nimeros que -Independencia de
seleccione tendra la misma probabilidad de eventos
ganar, ya sea con los nimeros propuestos o0 con
un conjunto diferente de nimeros.
P5 Prediga el resultado de la probabilidad teniendo  -Probabilidad clasica
en cuenta los casos favorables y no favorables e g
_ _ -ldentificacion de eventos
con respecto al espacio muestral del experimento. favorables/eventos no
favorables.
-Espacio muestral.
P6 Compare el conjunto total de cada urna con un -Probabilidad clésica
subconjunto, es decir que establezca la relacion .
-Espacio muestral
parte-todo. Qué compare los casos favorables en
cada una de las dos urnas y determine que los -Comparacion de
eventos son igualmente probables. El estudiante ~ Probabilidades.
podrd utilizar la regla de Laplace para realizar
una comparacion entre fracciones y poder
determinar que los eventos son igualmente
probables.
P7 Identifique todos los elementos del espacio -Espacio muestral

muestral finito. Que identifique los casos
favorables para obtener cinco y los casos
favorables para obtener siete y determine cual de
los dos casos tiene mayor probabilidad de
ocurrencia. El estudiante podra utilizar la regla de
Laplace para realizar una comparacion entre

fracciones y poder determinar qué es mas

-Identificacion de eventos
favorables/eventos no

favorables.
-Espacio muestral.
-Permutaciones

-Probabilidad clasica




Pregunta Soluciones anticipadas:

Se espera que el estudiante...

Contenidos matematicos

probable. -Comparacion de
probabilidades
P8 Identifique todos los elementos del espacio -Espacio muestral.

muestral. Diferencie entre las permutaciones (5,
6) de (6,5).

Aplique la regla de Laplace y realice una
comparacion entre fracciones para poder

determinar qué es mas probable.

-Permutaciones
-Probabilidad clasica

-Comparacion de
probabilidades

P9 Identifique que, dado que ya se extrajo una bola
roja, se ha realizado una modificacién del espacio
muestral y que este nuevo espacio muestral debe
ser considerado al sacar una segunda bola. Se
espera que el estudiante utilice la regla de

Laplace al realizar el calculo de la probabilidad.

-Espacio muestral.

-Nocion de probabilidad

condicional

-Probabilidad clasica

P10 Obtenga a partir de la informacién dada el valor
numeérico del espacio muestral, que identifique
los casos favorables y no favorables y aplique la
regla de Laplace para calcular la probabilidad

solicitada.

-Espacio muestral.

-Nocién de probabilidad

condicional

-Probabilidad clasica

4.1.2 Objetivos de la encuesta de diagndstico
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Con el disefio de la encuesta de diagndstico, se busco definir una linea base

para el estudio y dar respuesta a la primera pregunta de investigacion, por lo que se

propusieron como objetivos de esta actividad:
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1. Indagar sobre las creencias iniciales que tienen los estudiantes de sexto grado
sobre el concepto de probabilidad.

2. Identificar a partir de las argumentaciones de los estudiantes posibles niveles
de razonamiento probabilistico.

3. Reconocer estrategias utilizadas por los estudiantes al resolver problemas que
involucran el concepto de probabilidad.

4.1.3 Condiciones de aplicacion

Previo a la aplicacion del cuestionario diagnostico, se realizd una reunion con los
padres de familia de un grupo de estudiantes de grado sexto de la institucion educativa, con el
fin de comunicar los objetivos del proyecto, motivar su participacion en el estudio y hacer
entrega de los consentimientos informados. Posteriormente se realiz6 una reunién similar con
los estudiantes y el docente encargado, en ella se recogieron los consentimientos debidamente
firmados por los acudientes. De los 32 consentimientos enviados a los acudientes, sélo 18 de
ellos fueron entregados debidamente diligenciados para aprobar la participacion de sus hijos
en el estudio.

El cuestionario de diagnéstico fue aplicado por el docente de la asignatura de
matematicas a 15 estudiantes durante la jornada escolar como actividad regular en el aula de
clase, tres de los estudiantes autorizados para participar en la actividad a través de los
consentimientos informados no asistieron.

El tiempo estimado para la realizacion de la prueba fue de 60 minutos, los estudiantes
respondieron las preguntas y escribieron sus justificaciones con boligrafo. Se solicité que las
operaciones y representaciones necesarias se escribieran sobre la misma hoja de papel en la

que se entregd el cuestionario. La actividad fue realizada de manera individual.

4.1.4 Andlisis de la informacion
Una vez aplicado el cuestionario de diagndstico, se procedio a realizar la organizacion
y depuracion de la informacion obtenida a partir de las respuestas y las justificaciones dadas

por los estudiantes a cada una de las preguntas del cuestionario.
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Se identificaron las respuestas correctas, parcialmente correctas e incorrectas y se
procedié a realizar la correspondiente transcripcion de las justificaciones para utilizar el
método de andlisis de contenido.

En palabras de Krippendorff (2018), el analisis de contenido es “una técnica de
investigacion destinada a formular, a partir de ciertos datos, inferencias reproducibles y
validas que puedan aplicarse a su contexto” (p. 28). (Cabrera, 2009) argumenta que la esencia
de esta técnica consiste “en partir de datos textuales y tratar de ir descomponiendo el texto en
unidades para, posteriormente, proceder a su agrupamiento en categorias” (p. 79) donde se
consideran las similitudes que existan entre éstas en funcion de criterios preestablecidos segun
los objetivos de investigacion.

En la figura 3 se observan las etapas y procedimientos utilizados para la organizacion,
evaluacion y analisis de contenido de la informacidn recabada a partir de la encuesta de
diagndstico.

Figura 3. Proceso establecido para el analisis de contenido de la encuesta de diagndstico.

2. Preanlisis de la informacion
Organizacion del material 3. Codificacion de participantes
Lectura inicial de documentos

1. Aplicacion del instrumento
Obtencion de la informacion

5. Definicion de unidad de

Y ; muestreo
6. Definicion de categorias - — A "
o Respuestas dadas al cuestionario 4, Transcripcion de la informacion
aprioristicas Justificaciones de los estudiantes
Definicion de unidad de analisis
Parrafos

7. Uso de la herramienta
Atlas ti 8.0
Codificacion abierta

8. Analisis cualitativo
Andlisis cuantitativo

4.1.4.1 Andlisis cuantitativo de la encuesta de diagnostico

Para dar inicio al andlisis cuantitativo de los datos obtenidos a partir de la aplicacion
del instrumento, se asignaron valores dependiendo del tipo de respuesta de los estudiantes; 0
si la respuesta era incorrecta, 1 si la respuesta era parcialmente correcta y 2 si la respuesta era

correcta.
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Los criterios de evaluacion de los diferentes tipos de respuesta se muestran en la tabla

5. Como se observa, se ha establecido una relaciéon entre la respuesta seleccionada en el

cuestionario y su respectiva justificacion.

Tabla 5. Valoraciones y criterios de evaluacion dependiendo el tipo de respuesta dada por

los estudiantes.

Valoracién  Tipo de respuesta

Criterios de evaluacion

2 Respuesta Selecciona la Justifica adecuadamente su
correcta respuesta correcta en respuesta.
el cuestionario.
1 Respuesta Selecciona la No justifica la respuesta
parcialmente respuesta correcta en dada o justifica de manera
correcta el cuestionario. inadecuada.
1 Respuesta No da respuesta a la Justifica adecuadamente su
parcialmente pregunta o la respuesta respuesta.
correcta es incorrecta.
0 Respuesta No da respuesta a la No justifica la respuesta
incorrecta pregunta o la respuesta dada o justifica de manera

dada es incorrecta

inadectiada.

Teniendo en cuenta que el cuestionario esta constituido por 10 preguntas, el puntaje

minimo que puede obtener un estudiante es de cero puntos y el maximo de 20.

Con el fin de obtener una mirada global de la distribucion de frecuencias de la

puntuacion total, los datos fueron agrupados en cuatro intervalos de igual amplitud, como

puede observarse en la tabla 6.

Tabla 6. Distribucion de frecuencias para la puntuacion total del cuestionario

Intervalo de puntuacion

Frecuencia absoluta Porcentaje

[0-5] 5 33,3%
(5-10] 9 60%
(10-15] 1 6,7%
(15-20] 0 0%
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Como se muestra en la tabla 6, el 93,3% de los estudiantes obtuvo puntuaciones
menores o iguales a 10, lo que indica el alto grado de dificultad de la prueba para la poblacién
encuestada, también se observa que ninguno de los estudiantes obtuvo una puntuacion
superior a 15.

En la tabla 7 se muestra el informe estadistico de los datos donde se observa que el
mayor puntaje obtenido por un estudiante fue de 12 puntos, ningun estudiante alcanzé el
puntaje maximo de 20 puntos, mientras que el promedio fue de 6,6 puntos, lo que significa
que el porcentaje de logro alcanzado por los estudiantes en la prueba fue sélo del 33%.

Tabla 7. Estadisticos descriptivos de los datos asociados a la prueba de diagndstico

NUmero de 15

estudiantes

promedio 6,6
Desviacion tipica 2,776
Minimo 2
Mediana 6
Maximo 12
Rango 10

Por otra parte, se evidencia en el analisis estadistico al observar el valor de la mediana,
que el 50% de las puntuaciones totales de los estudiantes estan agrupadas en puntajes entre 2
y 6, lo que puede considerarse en un bajo nivel frente al puntaje total alcanzable, que para este
caso es de 20 puntos.

En la figura 4 se presenta un diagrama de cajas, en la distribucién de las puntuaciones

obtenidas a partir de la aplicacion de la prueba de diagnostico.
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Figura 4. Distribucion de puntuaciones obtenidas por los estudiantes en la prueba
diagndstico

4.1.4.2 Andlisis cualitativo de la encuesta de diagndstico

El anélisis cualitativo de esta actividad se llevd a cabo a partir de las justificaciones
que los estudiantes hicieron a cada una de las respuestas del cuestionario. Se transcribieron las
justificaciones de los estudiantes en un documento de Word para finalmente alojarlo en el
software de analisis de datos Atlas ti. 8.0, con el fin de organizar e interpretar la informacion.

Atlas.ti es un programa utilizado para organizar y gestionar datos de investigacion
cualitativa. El software es una herramienta eficiente para organizar, capturar y analizar
datos; proporciona a los investigadores una vision general de los hallazgos durante el proceso
analitico y ayuda en la optimizacion del tiempo (Brito et, al., 2017). En el andlisis del
diagnostico, se utilizo el nivel de procesamiento textual del software, en donde se incluyeron
transcripciones relacionadas con las justificaciones dadas por los estudiantes a las preguntas
planteadas.

Atlas.ti, posibilito el analisis de la informacion al desglosarla en segmentos de texto,
permitid codificar estos fragmentos, realizar bUsquedas especificas mediante codigos y
cadenas de texto y afladir comentarios Utiles para el analisis.

Las categorias iniciales utilizadas para el analisis de los datos fueron presentadas en el

Capitulo 2 de este documento, se basan en la clasificacion propuesta por Sanchez y Benitez
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(1997), la cual se sostiene en cinco niveles de razonamiento utilizados por los estudiantes, al
momento de enfrentarse a problemas que involucran el concepto de probabilidad.

En la tabla 8, se presentan nuevamente de manera sintética las categorias, con la
intencion de facilitar la interpretacion del lector.

Tabla 8. Sistema de categorias para el analisis cualitativo de la informacion diagnostica

Categoria Definicion de la categoria

Nivel de Imprediccion Al estar en situaciones de azar, le es completamente imposible
predecir resultados

. Nivel Deterministico  Explica el comportamiento de los fendmenos de azar, mediante

alguna causa poderosa que los rige.

3. Nivel Mecénico Incorpora constructos de la Matematica para explicar fendmenos

de azar, pero los cita fuera de contexto.

Nivel de Pre-rigor  Utiliza argumentos desde el punto de vista matematico,

alejandose del pensamiento deterministico.

5. Nivel de Rigor Utiliza, correctamente, diferentes representaciones para explicar

el comportamiento de los sucesos.

Definidas las categorias de anélisis, se procedié a clasificar las justificaciones dadas
por los estudiantes considerando las similitudes y semejanzas entre sus argumentaciones y los
criterios establecidos.

Nivel de imprediccién: En esta categoria se agruparon las respuestas de los estudiantes
que evidencian que es completamente imposible predecir resultados cuando se enfrentan a
situaciones de incertidumbre. Este tipo de razonamiento se puede observar en las

justificaciones dadas a las respuestas de las preguntas que se muestran en las figuras 5 y 6.
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Figura 5. Ejemplo 1 de nivel de imprediccion

Pregunta 7. En un juego de parqués se lanzan dos dados y se suman los puntos resultantes. Al lanzar
los dos dados y sumar los puntos équé es mds probable?

Que la suma sea siete puntos

Que la suma sea cinco puntos

Que la suma sea cinco o siete puntos tiene la misma probabilidad de ocurrir

Es Imposible predecir cudl de los dos eventos tiene mayor probabilidad de ocurrir

1
Justifica tu respuesta: NO Oodé’ Mmos redeciy nada por Qoc
os dados Se \ansadn ¥y Sal coelguier Nomeyo

Ko oo

Algunos estudiantes no lograron diferenciar entre un suceso posible, imposible y
seguro. Se observa que no cuentan con conocimientos necesarios para abordar el tratamiento
del problema, desconocen el concepto de espacio muestral y no consiguen identificar las
posibles combinaciones para la solucién.

Figura 6. Ejemplo 2 de nivel de imprediccion

Pregunta 8. ¢Si se lanzan simultdneamente dos dados, Cudl de las siguientes opciones es la mas
probable?

a. Obtener un cinco y un seis
b. Obtener un seis dos veces

c. las dos opciones anteriores son igualmente probables
& Es imposible dar una respuesta antes de lanzar los dados

Justifica tu respuesta: N\O PUCdo Maongt Fne@ YCSPUECS 7q S

Nivel deterministico: los estudiantes cuyas respuestas se clasificaron en esta categoria,
explicaron el comportamiento de fendmenos de azar a partir de causas especificas, se impone
el razonamiento fundamentado en causa y efecto.

En ocasiones los estudiantes asocian el resultado de un experimento aleatorio con
propiedades fisicas como la fuerza con que es lanzada una moneda, el peso de un dado o la

posicidn de las bolas dentro de una urna. Un ejemplo de este tipo de razonamiento se registra
en la figura 7.



Figura 7. Razonamiento deterministico asociado a propiedades fisicas

Pregunta 5. Observa la siguiente bolsa, la cual contiene bolas blancas y negras. Si sacas al azar una
bola de la bolsa. ¢Qué es mas probable que ocurra?

@ Qué salga una bola blanca

b. Qué salga una bola negra

c. Puede salir una bola de
cualquier color

d. No se puede predecir lo que
ocurrira

Justifica tu respuesta: POS Fu & TOIS‘ bObS BSQ!\CQS' QS‘?Q(\ avN.og Y
lac Bolas Neodxas estan avaJlo

88

Las respuestas de otros estudiantes reflejaron un razonamiento deterministico asociado

a causas para ellos inexplicables tales como la suerte, el poder de Dios, el destino, entre otras.

Argumentos como los empleados en la figura 8, ya habian sido analizados por Sanchez y

Benitez (1997) y fueron categorizados en el nivel de razonamiento, deterministico mitico.

Figura 8. Razonamiento deterministico mitico

Pregunta 6. Un profesor de matematicas muestra las siguientes cajas a un grupo de estudiantes.
Estas contienen bolas blancas y negras. Al azar saca una bola de cada caja. éQué es mas probable
que ocurra?

oS> O.,E- %O ®@Oog T %

CAJA 1 CAJA 2
a. Que salga una bola negrade lacajal
b. Que salga una bola negra de la caja 2
C. Los dos eventos anteriores son igualmente probables
~ No se puede predecir cual evento tiene mayor probabilidad de ocurrir
Justifica turespuesta: | lan - @2 ¢ es¥e JOoeo 9o eSS Ar Soerte

Para otro grupo de estudiantes, experiencias de la cotidianidad como las vividas con

los juegos de azar, algunas préacticas y expresiones culturalmente aceptadas sobre sorteos y

loterias se han convertido en creencias que los alejan del pensamiento critico. Como se

observa en la figura 9, este tipo de conocimiento intuitivo adquirido de manera empirica

dificulta el andlisis y la comprension de fendmenos aleatorios.
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Figura 9. Ejemplo de razonamiento deterministico empirico

Pregunta 4. Si sacas 4 nimeros de una bolsa que contiene los nimeros del 1 al 30. ¢{Qué conjunto
de nimeros seria mas probable?

(a) 8,9,10,11

0f) 4,28,17,19

(c) Cualquiera de los dos conjuntos de nimeros seria igual de probable

(d) Siconsideras que hay un conjunto de nimero que sea mds probable de sacar escribelo:

Justifica tu respuesta: POl Qve Sg€ay)y €505 | /’mg‘g e hH
ordes S mMYY mProboeble

En la imagen anterior, el estudiante considera que la probabilidad de obtener numeros
diferentes es mayor a la de obtener nimeros consecutivos. Se advierten dificultades futuras en
la comprension de la nocion de independencia de sucesos.

Nivel mecanico: En esta categoria se clasificaron las respuestas de los estudiantes que
muestran el uso de recursos matematicos, pero lo hacen de manera incorrecta, como lo plantea
Schoenfeld (1985) sus recursos son defectuosos o incompletos y son utilizados fuera de
contexto.

Figura 10. Respuesta clasificada en el nivel de razonamiento mecanico. Uso de porcentajes

Pregunta 4. Si sacas 4 numeros de una bolsa que contiene los numeros del 1 al 30. ¢Qué conjunto
de niumeros seria mas probable?

(a) 8,9,10,11

(b) 4, 28,17, 19

@ Cualquiera de los dos conjuntos de nimeros seria igual de probable

(d) Siconsideras que hay un conjunto de nimero que sea mas probable de sacar escribelo:

Justifica tu respuesta: (] vieya Ae esfos 2.
C‘O'n‘jvﬂ“QS/oo/V:a joﬂarse T T

lefey;a /or c e /as,/)'Obqb.'/daée-S

X5
So 4 So
&

En la figura 11, se presenta una justificacion que ha sido categorizada en el nivel de
razonamiento mecanico, se puede notar que los argumentos del estudiante son citados de

manera memoristica, dando pocas muestras de haber comprendido el problema.
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Figura 11. Respuesta categorizada en el nivel de razonamiento mecéanico. Uso de
proporciones

Pregunta 10. La profesora de artistica desea realizar la rifa de un juego de colores entre los
estudiantes de su grupo. El grupo estd conformado por 12 nifios y 15 nifias, la probabilidad de que
la ganadora sea una nifia es:

4

A 15712 b. 15/27 c. 12/15 d. 15

Justifica tu respuesta: P oy awe hcl}' 15 MmAGS g4 1 [4 N0 S

En el caso presentado en la figura 11, el estudiante intuye la necesidad de establecer
algun tipo de relacién proporcional, sin embargo, lo hace de manera incorrecta y fuera de
contexto. Por lo que también evidencia un tipo de razonamiento mecanico.

Nivel de pre-rigor: Las respuestas de los estudiantes que fueron categorizadas en el
nivel de pre-rigor, dan cuenta de argumentos que se fundamentan en elementos matematicos,
logran diferenciar entre un evento deterministico y un evento aleatorio, establecen algunas
combinaciones entre elementos del espacio muestral, aunque no logren percibirlo en su
totalidad.

Figura 12. Respuesta clasificada en el nivel de Pre-rigor

Pregunta 9. Juan tiene en una bolsa 6 bolas blancas, 4 bolas rojas y 3 bolas azules. Juan no puede
ver el interior de la bolsa. Después de revolver cuidadosamente desea sacar dos bolas, La primera

bola que saca es de color rojo. éCudl es la probabilidad de que, al sacar la segunda bola, esta sea
azul?

@ 3/13 b.3/10 c. 173 d. 1/4

Justifica tu respuesta: 5 2 )OO ‘}')ﬁf/ D ageles o oo AS Supmma NS son
VO -A rr N
1@ ~1rop 13 gue o ed pescitodo /13

La justificacion a la pregunta que se muestra en la figura 12, da indicios de un
razonamiento probabilistico de pre-rigor, puede verse como el estudiante intuye que el
numero de bolas azules es un dato importante en la solucion del problema. Logra comprender
que, al extraer una bola roja de la bolsa, se produce una variacion en el nimero de elementos
del espacio muestral y consigue establecer una relacion entre el ndmero de resultados
favorables y el numero de resultados posibles del experimento. Sin embargo, no logra

identificar de manera correcta la totalidad de elementos que constituyen el espacio muestral.
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Nivel de rigor: Aqui se categorizaron las respuestas de los estudiantes que
argumentaron correctamente de manera matematica, utilizaron diversos tipos de
representacion, y lograron establecer mecanismos para la solucion de los problemas
propuestos. En la figura 13, se puede observar un ejemplo de este tipo de razonamiento.

Figura 13. Respuesta clasificada en el nivel de rigor

Pregunta 7. En un juego de parqués se lanzan dos dados y se suman los puntos resultantes. Al lanzar
los dos dados y sumar los puntos ¢qué es mas probable?

% Que la suma sea siete puntos

b. Que la suma sea cinco puntos

c. Que la suma sea cinco o siete puntos tiene la misma probabilidad de ocurrir

d. EsImposible predecir cudl de los dos eventos tiene mayor probabilidad de ocurrir

Sm ~ 8.0' 14+ [ ) {1 [ 4
Justifica tu respuesta:£6 050y PO e, TTH L1S 5T9 “‘TLS S*Z H71

j ), A1 . y .
Y No e Iy (« CorQue, 1+4 243 31} Y4

En el caso que se presenta en la figura 13, el estudiante identifica el espacio muestral
como un conjunto de parejas, reconoce los diferentes arreglos ordenados que permite el
espacio muestral, representa cada uno de los eventos favorables para las situaciones
planteadas, justifica la respuesta a la pregunta de manera coherente. En términos generales, da
indicios de haberse alejado de algunas creencias mencionadas anteriormente que pueden
afectar la comprensién de los conceptos asociados a la probabilidad.

El anélisis realizado a las justificaciones de los estudiantes permitié identificar algunas
de sus fortalezas y debilidades frente a conceptos asociados con la probabilidad. Por otra
parte, facilito el proceso de clasificacion de sus argumentos de acuerdo con los niveles
establecidos en el sistema de categorias. En la tabla 9 se presenta el nimero de respuestas de
los estudiantes, de acuerdo con el nivel de razonamiento probabilistico para cada una de las

preguntas del cuestionario.

Tabla 9. Clasificacidn de respuestas de los estudiantes por niveles de razonamiento
probabilistico

Pregunta Nivel de Nivel Nivel Nivel de Nivel de
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Imprediccion Deterministic ~ Mecanico Pre-rigor Rigor
0
P1 1 9 2 1 2
P2 7 1 ) 2 0
P3 2 5 3 5 0
P4 2 7 3 1 2
PS5 2 2 2 7 2
P6 9 4 2 0 0
P7 12 1 1 1 0
P8 11 3 1 0 0
P9 12 0 1 2 0
P10 6 0 0 8 1
Total 64 32 20 27 7

Los resultados obtenidos revelan que, de acuerdo con las categorias de razonamiento
probabilistico propuestas por Sanchez y Benitez (1997), la mayoria de los estudiantes se
encuentran en el nivel de imprediccion o en el nivel deterministico (el 64%: ver Figura 14),
primando en estos casos el pensamiento subjetivo y causal. En este grupo de estudiantes, se
observo que por lo general no utilizan recursos matematicos cuando se enfrentan a la

resolucion de un problema.
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Figura 14. Porcentaje de respuestas de acuerdo con los niveles de razonamiento
probabilistico

45,0
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35,0
30,0
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20,0
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5,0

0,0

4.1.5 Evaluacion general de la actividad de diagndstico

El anélisis cuantitativo y cualitativo del cuestionario de diagndstico permitio
evidenciar que los estudiantes presentan grandes dificultades en la resolucion de problemas
que involucran el concepto de probabilidad, asociadas con la comprension de las ideas
intuitivas de experimento aleatorio, espacio muestral, posibilidades de ocurrencia de eventos,
calculo de probabilidades e independencia de sucesos.

Las justificaciones proporcionadas para las preguntas planteadas en el cuestionario
revelan que algunos estudiantes no distinguen entre un experimento aleatorio y uno no
aleatorio. Sus respuestas se basan Unicamente en la informacion proporcionada en el
enunciado, sin considerar posibilidades de informacion adicional que no se menciona
explicitamente en el problema.

Se observé que en la mayoria de los casos los estudiantes no logran identificar todos
los elementos que conforman el espacio muestral de un experimento. Esto se debe
principalmente a que no han alcanzado el razonamiento combinatorio. Un ejemplo

representativo de esta situacion se presentd cuando se les preguntd a los estudiantes: Si se



94

lanzan simultaneamente dos dados, ¢qué es mas probable, que la suma de los puntos sea 7 0
que la suma de los puntos sea 5? La mayoria de los estudiantes consideraron que los dos
sucesos eran igualmente probables, esto debido a que no lograron identificar las posibles
combinaciones para cada uno de los casos.

Hay quienes se guiaron por sus creencias y sin considerar el espacio muestral
manifestaron que el 7 es un nimero de la suerte y por lo tanto seria el mas probable.

Otros estudiantes realizan extensiones incorrectas del espacio muestral, consideran por
ejemplo que, si al lanzar un dado el espacio muestral estd conformado por 6 elementos, si se
lanzan simultdneamente dos dados el numero de elementos del espacio muestral en este caso
sera 12.

Este tipo de razonamiento también genera dificultades en los estudiantes al momento
de distinguir entre eventos equiprobables de no equiprobables. En general tienden a pensar
que todos los eventos tienen la misma probabilidad de ocurrencia.

Cuando se solicité a los estudiantes que calcularan probabilidades, se evidencid su
falta de recursos matematicos para hacerlo. Aunque aplicaron la regla de Laplace, no se
tuvieron en cuenta nimeros decimales ni porcentajes. Ademas, al comparar probabilidades no
establecieron relaciones de proporcionalidad. En ocasiones sus respuestas se basaron
exclusivamente en la informacién proporcionada en el enunciado, lo que impidi6 que
identificaran todos los elementos del espacio muestral necesarios para dar solucion a los
problemas.

Como se muestra en la figura 14, el 64% de los estudiantes encuestados se ubicaron en
niveles de imprediccion y determinismo, primando en estos casos el pensamiento subjetivo y
causal, como se puede notar en las figuras 5 a la 10, del analisis cualitativo de la encuesta de
diagnostico.

Particularmente en este grupo de estudiantes se observé que por lo general no utilizan
recursos matematicos cuando se enfrentan a la resolucion de un problema.

Quienes se encuentran en el nivel de razonamiento deterministico, acuden a sus
creencias personales fruto de experiencias previas y de la influencia de su entorno
sociocultural. Ideas como la suerte, el destino, el poder de Dios, entre otras, dificultan el
analisis que pueden realizar de la informacion dada para asumir una situacion, una tarea o un

problema que involucre la probabilidad.



95

Con la intencién de dar respuesta a la pregunta de investigacion sobre ¢Cuales son las
creencias iniciales que tienen los estudiantes de sexto grado sobre el concepto de
probabilidad?, se pudo concluir que los resultados del andlisis de la informacion obtenida en
el cuestionario de diagndstico coinciden con estudios previos como los realizados por Watson
et al. (2004) y Sharma (2006) en donde los estudiantes asocian eventos aleatorios con
creencias como la suerte, el destino, la intervencion divina. Cuando se pregunt6 por eventos
asociados con generadores aleatorios como dados o monedas, los estudiantes fundamentaron
sus razonamientos en fendmenos fisicos. Surgieron creencias como la influencia del viento, el
peso de los cuerpos y el control humano sobre los objetos, estas ideas también han sido
hallazgos anteriores en los trabajos de Ang y Shahrill (2014) y Nicolson (2005).

4.2 Intervencion didactica

La intervencion didactica desempefia un papel central en los procesos de ensefianza y
aprendizaje, ya que busca llevar a cabo estrategias efectivas para promover el desarrollo de
los estudiantes.

En el contexto de esta investigacion, la intervencion didactica implementada se basé
en un disefio cuidadoso al adaptar recursos tecnoldgicos para potenciar el aprendizaje de los
estudiantes sobre el concepto de probabilidad. A través de la aplicacién de hojas de trabajo y
el uso de GeoGebra, se promovid la exploracion de conceptos probabilisticos, buscando un
mayor desarrollo de las habilidades matematicas y el mejoramiento en los procesos de
resolucion de problemas.

El disefio e implementacion de la intervencién didactica se centré en abordar las
dificultades identificadas en los estudiantes durante el estudio diagnostico. Los temas
seleccionados para las actividades realizadas fueron: experimentos aleatorios, espacio
muestral, calculo de probabilidades de sucesos equiprobables y no equiprobables, regla de
Laplace, comparacion de probabilidades e introduccion al significado frecuencial de la
probabilidad.

Se disefiaron cinco hojas de trabajo con sus correspondientes aplicaciones de
GeoGebra, sin embargo, debido al tiempo permitido por la institucion para el desarrollo de la

actividad, sélo se aplicaron tres de ellas a los estudiantes.
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4.2.1 Condiciones de aplicacion de la intervencion didactica

Los estudiantes que participaron del experimento de ensefianza contaron cada uno con
un computador portatil en donde se alojaron las diferentes aplicaciones del software
GeoGebra. Las aplicaciones fueron disefiadas por el investigador y estuvieron centradas en
representaciones ejecutables, esto debido a que los estudiantes involucrados en el experimento
no habian tenido ninguna experiencia con el uso del software.

Al momento de introducir el uso de la herramienta digital en el desarrollo de las
actividades de la intervencion didactica, el profesor proyectd por medio de un video beam, las
aplicaciones disefiadas en GeoGebra, con el objetivo de explicar a la clase la funcién que
cumplian los deslizadores, las casillas de entrada y las representaciones dindmicas de la
interfaz grafica.

Esta estrategia permitio al profesor brindar una explicacién detallada de la herramienta
digital y asegurarse de que los estudiantes comprendieran su funcionamiento con la intencion
de asegurar su participacion activa durante el desarrollo de la intervencion y la exploracion
eficaz al interactuar con las aplicaciones en sus computadores portatiles.

Cada una de las sesiones de la intervencion se realiz6 en un periodo de ciento diez
minutos, correspondientes a dos unidades de clase regulares de la asignatura.

En la tabla 10, se presentan las actividades disefiadas para la intervencion didéctica,
los contenidos curriculares asociados con la actividad y las creencias relacionadas con este
tipo de actividades de acuerdo con los resultados del estudio diagnostico y al analisis de los
antecedentes de investigacion presentados en el capitulo 2.

Tabla 10. Actividades disefiadas para la intervencién didactica

Actividad Contenidos asociados a la actividad
Actividad 1. Experimento aleatorio
Gran rifa Espacio muestral

Independencia de sucesos

Actividad 2. Experimento aleatorio
Lanzamiento de dados Espacio muestral
Célculo de probabilidades
Regla de Laplace

Probabilidad frecuencial
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Actividad 3. Experimento aleatorio
Lanzamiento de monedas Espacio muestral
Independencia de sucesos
Regla de Laplace
Probabilidad frecuencial

4.2.2 Descripcion de la actividad 1

En el disefio de la primera actividad de la intervencion, se establecieron las siguientes
etapas:

1. Introduccion y contextualizacion de los estudiantes frente a los contenidos
matematicos a tratar. De comun acuerdo con el docente se optd por el uso de material
audiovisual, por lo que se realizé la busqueda y el analisis de algunos contenidos alojados en
los repositorios de recursos didacticos aportados por el Ministerio de Educacion Nacional
para los maestros.

Se selecciond el video “Juegos aleatorios” perteneciente al programa “Todos a
Aprender”, que se encuentra alojado En el canal de YouTube, MEN (2016), cuyo objetivo es:
presentar una estrategia didactica para diferenciar los eventos aleatorios de los no aleatorios,
lo que coincide con los objetivos de aprendizaje propuestos por el investigador para esta
actividad.

2. Hoja de trabajo 1. El instrumento fue disefiado en dos secciones, la primera consto
de un cuestionario de cinco items de respuestas abiertas redisefiadas a partir de instrumentos
de investigaciones previas. (Ver anexo 2)

Los items 1 y 3, fueron reformulados tomando como referencia el trabajo de Green
(1983), otros investigadores como Véasquez (2014); Watson et al., (2004); Cafiizares (1997)
han utilizado reactivos similares para evaluar la comprension de sucesos independientes, asi
como el significado laplaciano y frecuencial de la probabilidad tanto en estudiantes como en
profesores.

El item 2 fue tomado del trabajo de Batanero y Diaz (2004), con él se buscaba realizar
un experimento para decidir si los estudiantes tienen buenas intuiciones respecto a los sucesos
aleatorios, en este caso la intencion fue observar si logran diferenciar entre un experimento

aleatorio y uno determinista.
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El item 4 se reformul6 a partir de los estudios realizados por Fischbein y Schnarch
(2016) en donde se plantearon problemas asociados a conceptos erréneos de probabilidad, en
este caso se intentd evidenciar el sesgo de la representatividad de grupos de estudiantes en
diferentes niveles de escolaridad. En el presente estudio el problema busca identificar
intuiciones de los estudiantes sobre la independencia de sucesos.

El item 5 ha sido reformulado con base en el trabajo de Rivas (2009), en dénde se
destacan ideas errdneas que tienen los estudiantes sobre probabilidad.

4. El disefio de la segunda parte de la hoja de trabajo estuvo centrado en valorar el
impacto que puede tener el uso de la herramienta digital GeoGebra en el sistema de creencias
que tienen los estudiantes sobre el concepto de probabilidad y por ende en la resolucion de
problemas.

Se disefio una aplicacion de GeoGebra, que simulaba la mecanica para obtener el
namero ganador de un sorteo de dos cifras; la interfaz gréfica utilizada en esta sesion de la
hoja de trabajo puede observarse en la figura 15.

En esta aplicacion se incluy6 un deslizador que permitié a los estudiantes realizar un
naumero variable de sorteos entre 1 y mil, y repetir la exploracion hasta encontrar el nimero
ganador. También se incorporaron cuadros de texto que mostraban de forma dinamica los
resultados del Gltimo sorteo realizado, se incluy6 una casilla de entrada que permitia a los
estudiantes seleccionar un numero especifico de sorteos sin utilizar el deslizador. En la
interfaz grafica se incorporaron tablas de frecuencia que brindaban a los estudiantes la
posibilidad de observar la cantidad de veces que cada cifra de cero a nueve, habia resultado
ganadora en algln sorteo.
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Figura 15. Interfaz del applet de GeoGebra utilizado en la hoja de trabajo 1.
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propuso a los estudiantes una serie de interrogantes que permitieran evidenciar algunos
procesos de pensamiento matemaético tales como construccién de conjeturas, relacionar

diferentes representaciones, comunicar matematicamente entre otras.

4.2.3 Objetivos de aprendizaje de la actividad 1

Los objetivos que se pretenden alcanzar con esta actividad son:

o Diferenciar entre un experimento aleatorio y uno determinista.

o Determinar cuando los posibles resultados de un experimento aleatorio son
independientes entre si.
4.2.4 Andlisis de la Informacion. Actividad 1

Para realizar el analisis de la informacion, se tuvieron en cuenta las diferentes acciones
llevadas a cabo durante el desarrollo de la actividad, estas incluyeron la participacion de los
estudiantes durante las intervenciones del profesor, las discusiones al interior de los grupos de
estudiantes, la informacién recabada a través de las hojas de trabajo, los momentos de
interaccidn con las aplicaciones alojadas en el computador.

Las fuentes de informacion fueron las videograbaciones de las intervenciones de los
estudiantes, las hojas de trabajo y los registros de observacion del investigador.

Se realiz6 una primera etapa en donde se transcribieron las videograbaciones al igual
que las respuestas dadas por los estudiantes a los diferentes reactivos propuestos en las hojas

de trabajo y los registros de observacion del investigador. Respecto a las unidades de analisis,
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se asumieron como unidades de muestreo las respuestas de los estudiantes en los diferentes
momentos del desarrollo de la actividad y como unidades de contexto los diferentes parrafos
que conformaron las transcripciones.

Se caracterizaron las respuestas aportadas por los estudiantes de acuerdo con las
categorias aprioristicas documentadas en la tabla 8 correspondientes a los niveles de
razonamiento probabilistico definidos por Sanchez y Benitez (1997), que fueron utilizadas
también en el andlisis del diagndstico. Se realiz6 una sintesis de las respuestas de los
estudiantes para considerar posibles categorias emergentes sobre recursos y heuristicas
(Shoenfeld, 1985; 1992) asi como el uso de la herramienta digital GeoGebra en el rol de

amplificador o en el papel de reorganizador cognitivo.

4.2.4.1 Anlisis de los Niveles de Razonamiento Probabilistico de los Estudiantes.
Actividad 1

Se analizaron las respuestas y las justificaciones dadas por los estudiantes a los
reactivos propuestos en la hoja de trabajo, ademas, se registraron en video las intervenciones
en el desarrollo de la clase, las cuales posteriormente fueron registradas en video grabaciones
y transcritas para ser documentadas.

De acuerdo con las categorias establecidas, algunas de las respuestas dadas por los
estudiantes fueron clasificadas en el nivel de imprediccion, en estos casos no justificaron su
respuesta o utilizaron expresiones que no permitieron analizar o interpretar sus razonamientos
sobre el problema planteado.

En la tabla 11 se presentan algunas de las justificaciones dadas por los estudiantes,
clasificadas en esta categoria de razonamiento.

Tabla 11. Nivel de imprediccidn. Ejemplos de respuestas y justificaciones dadas por los
estudiantes

Problema planteado Respuesta y justificacion del
estudiante
Al sacar 4 nUmeros de una bolsa Seriala b, o la a, no sabriamos hien como

que contiene los numeros del 1 al 30. ;Qué saldrian los nimeros, hay treinta bolas y de
conjunto de numeros seria mas probable esas bolas.
sacar?

a. 8,9, 10,11 b. 4,28, 17,
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19

Usted va a comprar unarifay le No tengo una respuesta, de pronto puede
ofrecen el numero 111 ;Usted compraria el ser que sea el nUmero ganador o no.
boleto marcado con ese nimero?

a. Sl b. NO

Una moneda se lanza cuatro vecesy CCCCS, porque hace esto...bueno, se
cada vez que cae, cae cara hacia arriba. voltea.
¢ Cudl es el resultado mas probable al

lanzar la moneda por quinta vez?

Como se observa, los argumentos, fueron presentados de manera incoherente e
incompleta, expresiones utilizadas por los estudiantes tales como “no sabria”, “no tengo una
respuesta”’, “no se puede saber”, reflejan dificultades en la comprension de los conceptos
asociados con los objetivos de la actividad.

Otros estudiantes basaron sus justificaciones en asociar causas y efectos para explicar
el posible resultado de un experimento aleatorio, en la mayoria de los casos las relaciones que
se establecieron entre sus justificaciones y la respuesta a los interrogantes se realizaron por
fuera del dominio de la probabilidad, este tipo de razonamientos se categorizaron en el nivel
Deterministico.

Algunas de las respuestas y justificaciones dadas por los estudiantes pueden
observarse en la tabla 12.

Tabla 12. Nivel Deterministico. Ejemplos de respuestas y justificaciones dadas por los
estudiantes

Problema planteado Respuesta y justificacion del
estudiante
Un profesor ha pedido a cuatro de sus Si. La tramposa es Ana, porgue es muy

estudiantes que realicen el experimento de  poco probable que siempre caiga sello
lanzar seis veces una moneda al aire y

presenten una lista de sus resultados. Si. Fue Ana, porque puso todas las mismas
A continuacion, se muestran los resultados  letras

obtenidos. Si. Porque al lanzar la moneday si el
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compariero puede tirar esta puede que si
Juan: CSSCSS

Maria: CSCSCS No. Puede que sea muy extrafio que Ana
Pedro: CCCCSS haya sacado sello en todas las ocasiones,
Ana: SSSSSS pero igualmente el sello no tiene méas

posibilidades de salir por lo que so6lo es una
El profesor cree que probablemente  gran suerte
uno de los estudiantes hizo trampa.

¢ Estés de acuerdo con el profesor?

Usted va a comprar unarifay le Si. Es la fecha del cumplearios de
ofrecen el numero 111 ;Usted comprariael mi hermana, me puede dar suerte
boleto marcado con ese numero?
a. Sl b. NO No. Porque sé que es un nimero de

la suerte, pero yo no creo en eso

Las respuestas dadas por los estudiantes que se clasificaron en la categoria de
razonamiento Deterministico muestran que prevalecen creencias de orden sociocultural, como
es el caso de la idea de la suerte, que es utilizada como un recurso para justificar lo que no
esta al alcance de su comprension conceptual.

De igual manera, cuando los estudiantes se enfrentaron a los problemas que
involucraron la seleccién de un nimero de mas de dos cifras para participar en un sorteo
evidenciaron creencias, fruto de la cotidianidad y de sus propias experiencias.

De sus respuestas se puede inferir que ellos creen:

) Que existe el numero de la suerte
o Que algunos nameros son de mala suerte
. Que es mas facil ganar con un nudmero de cifras diferentes a un nimero en

donde las cifras se repiten como el 111
o Que los resultados de un experimento aleatorio no se repiten en grandes rachas
Otros estudiantes atribuyeron el resultado del experimento aleatorio a fendémenos

fisicos, como en el caso del lanzamiento de una moneda.
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A continuacidn, se transcribe un aparte del dialogo entre el Profesor y un estudiante a
quien llamaremos Carlos.

Carlos argumenta que el peso de uno de los lados de la moneda ocasionara que esta
caiga en cara o sello.

Carlos: Bueno, en la primera nosotros Ilegamos a la conclusion de que Ana fue la que
hizo trampa, porque es muy poco probable que al lanzar una moneda seis veces nos salga seis
veces el mismo lado.

Profesor: ¢Ustedes estan diciendo que Ana es la que hizo trampa, cierto? Y ustedes
manifiestan de que Ana hizo trampa porque hay una expresion muy interesante cuando usted
dice, es muy poco probable que siempre le haya salido sello, pero entonces ¢ A qué se refieren
ustedes cuando me dicen que es muy poco probable?, ;De qué depende eso de que sea muy
poco probable?

Carlos: Yo diria que, del peso de la moneda, o sea digamos, un lado de la moneda pesa
mas que otro, podria variar por eso.

Solo tres de las respuestas dadas por los estudiantes fueron clasificadas en la categoria
de razonamiento mecanico, eso debido a que en las justificaciones se utilizaron argumentos
asociados con recursos matematicos que normalmente son utilizados al resolver problemas de
probabilidad, como son los porcentajes y las fracciones, sin embargo, se utilizaron de forma
incorrecta, de manera memoristica y fuera de contexto, dando pocas muestras de haber
entendido el problema o la situacién planteada. En la tabla 13 se pueden observar las
justificaciones mencionadas.

Tabla 13. Nivel Mecanico. Respuestas y justificaciones dadas por los estudiantes

Problema planteado Respuesta y justificacion del
estudiante
Una moneda se lanza cuatro veces y La respuesta es cara, ya que la
cada vez que cae, cae cara hacia arriba. probabilidad seria de 50% y 50%

¢ Cual es el resultado mas probable si se

lanza la moneda por quinta vez? La probabilidad de que salga sello
es de 1/5, o sea poco probable y de que
salga cara es 4/5, o sea muy probable

Usted va a comprar unarifay le Si, porque la probabilidad es 50% y




ofrecen el nimero 111 ;Usted compraria el
boleto marcado con ese nimero?
a. Sl b. NO

50%
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Las respuestas que se categorizaron en el nivel de pre-rigor, muestran que los

estudiantes utilizaron argumentos desde el punto de vista matematico. Cada vez sus

justificaciones estdn mas alejadas de las creencias de tipo sociocultural y soportadas en la

comprension de los fendmenos probabilisticos. En la tabla 14 se registran algunos de los

argumentos dados por los estudiantes al justificar las respuestas a los problemas propuestos en

la hoja de trabajo.

Tabla 14. Nivel de Pre-rigor. Ejemplos de respuestas y justificaciones dadas por los

estudiantes

Problema planteado

Respuesta y justificacion del

estudiante

Al sacar 4 nimeros de una bolsa
que contiene los numeros del 1 al 30. (Qué
conjunto de numeros seria mas probable
sacar?

a. 8,9, 10,11 b. 4,28, 17,

19

Cualquiera de los dos resultados son
probables, ademas si se dice que es del 1 al

30 hay mas variantes de nimeros.

Usted va a comprar unarifay le
ofrecen el numero 111 ;Usted compraria el
boleto marcado con ese numero?

a. Sl b. NO

Si, lo compraria porque el nimero
no tiene importancia, porgque no es por
orden y todos los numeros tienen la misma

probabilidad de salir.

Una moneda se lanza cuatro veces y
cada vez que cae, cae cara hacia arriba.
¢Cual es el resultado mas probable si se

lanza la moneda por quinta vez?

Los dos son igual de probables, no

importa como haya caido antes

Puede inferirse que este grupo de estudiantes se aproxima a la nocién de lo que es un

experimento aleatorio, es capaz de combinar parcialmente elementos de un espacio muestral,
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aungue no logra obtener todas las combinaciones, intenta encontrar soluciones acertadas a
partir de sus intuiciones. Consigue diferenciar sucesos equiprobables de no equiprobables y
logra identificar la independencia entre sucesos.

Respecto la categoria de razonamiento probabilistico de rigor, son pocos los
estudiantes que se aproximan a este nivel, sélo el 4,4% de las preguntas se clasificaron en él.

Un ejemplo de argumentacion categorizado en el nivel de rigor se presenta a partir de
la transcripcién del dialogo establecido entre Carla, Maria José y el profesor de matematicas
durante el desarrollo de la clase:

Profesor: ¢Ustedes a qué conclusiones llegaron sobre el hecho de que uno de los
chicos hizo trampa?

Carla: lo que pasa es que estamos en polémica, porque nosotros tres creemos que fue
Ana, porque no es muy probable que todas hayan salido sello, entonces ella dice...

Maria José: Yo digo que el profesor no puede saber si uno de ellos hizo trampa,
porque el tirar una moneda es una situacion aleatoria, no se sabe de qué lado vaya a caer.

La estudiante utiliza argumentos basados en la comprension del concepto de
aleatoriedad, lo hace de manera correcta, dentro del contexto adecuado para la solucion del
problema.

En términos generales, en la figura 16 se observan los porcentajes de respuestas de los
estudiantes de acuerdo a los diferentes niveles de razonamiento analizados a partir de la
informacidn obtenida en la primera actividad de la intervencién didactica.

Figura 16. Actividad 1. Porcentaje de respuestas de acuerdo a los niveles de razonamiento
probabilistico

44,44

0
30,00 23,33 22,22

15,00 5,56
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4.2.4.2 Anélisis sobre el uso de la tecnologia y su relacion con los niveles de
razonamiento probabilistico. Actividad 1

En esta seccion se documenta la manera en que los estudiantes, a través de sus
respuestas a la hoja de trabajo, su participacion en la actividad y los didlogos tanto con sus
compafieros como con el docente, exhiben algunas modificaciones de sus ideas, creencias y
razonamientos matematicos al utilizar simulaciones de GeoGebra.

Para iniciar la actividad, se motivé a los estudiantes a participar en un sorteo de dos
cifras, se pidi6 que escogieran el nimero con el que deseaban participar y se les solicitd
explicar la razdn por la que habia escogido dicho numero. En la figura 17 se puede observar la

manera en que los estudiantes realizaron sus registros en la hoja de trabajo.

Figura 17. Criterio para la seleccion de un namero en un sorteo. Ejemplo 1.

iAhora a participar en la rifa!

Escoge un numero de dos cifras con el que quieras participar en la rifa:

Explica por qué escogiste ese nimero
voy

{ 2/

La mayoria de las justificaciones para la seleccién del nimero ganador evidencian que
los estudiantes creen que el nimero de la suerte, la fecha de su cumpleafios, experiencias
previas exitosas en rifas y sorteos pueden incidir en el resultado del experimento aleatorio.
Prevalece el razonamiento deterministico en donde se tiende a explicar el fendmeno
probabilistico mediante una causa poderosa, por fuera del contexto de la situacion planteada.

Otras justificaciones se alejan de este tipo de creencias y presentan argumentos a
través de expresiones en donde se involucran términos como azar, aleatoriedad, o
simplemente se selecciona un nimero teniendo claro que este representa s6lo una posibilidad
de ganar. Se han considerado este tipo de argumentos en la linea del razonamiento de pre-
rigor.

Justificaciones como las que se documentan en la figura 18, muestran argumentos que

no se fundamentan en creencias, ni en conceptos asociados con la probabilidad, se realizan
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fuera de contexto y carecen de coherencia en experiencias previas, estos razonamientos se han
categorizado en el nivel de imprediccion.

Figura 18. Criterio para la seleccion de un nimero en un sorteo. Ejemplo 2.

iAhora a participar en la rifa!

Escoge un ntimero de dos cifras con el que quieras participar en la rifa: %5 /.

Explica por qué escogiste ese nimero ©S Cooyur & NoY
(-\ Yy / Fi ,v')~r- ' &S mp e

En la tabla 15 se registra el porcentaje de justificaciones de los estudiantes de acuerdo
a la clasificacion por nivel de razonamiento probabilistico.

Tabla 15. Porcentajes de justificaciones de los estudiantes por nivel de razonamiento
probabilistico al seleccionar un namero para un sorteo de dos cifras

Nivel de Porcentaje de

razonamiento

justificaciones de los

estudiantes

Imprediccion 13,3%
Deterministico 73,3%
Mecénico 0%
Pre-Rigor 13,3%
Rigor 0%

En un segundo momento se indicé a los estudiantes que haciendo uso del deslizador
que aparece en la aplicacion de GeoGebra, como se visualiza en la figura 19, realizara todos
los sorteos posibles en un tiempo de tres minutos e intentard ganar con el numero que habia

seleccionado.
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Figura 19. Uso de deslizador para realizar entre 1 y 1000 sorteos.

Conteno primer numero

Gran Rifa...;Cual es tu nimero de la suerte?

1
2
3
L] 9
5
[
i

'3 1

El numero ganador

o o
-~
El

o 80

SR NE TS WwN-
o
~

De los quince estudiantes que participaron de la actividad, dos nunca obtuvieron un
numero ganador, diez informaron en sus hojas de trabajo haber obtenido el nimero ganador
una vez, dos ganaron en dos ocasiones y uno en tres.

Se pidid a los estudiantes que explicaran la razon por la que habian ganado en pocas
ocasiones 0 porque no habian podido ganar. Tres de los estudiantes no lograron dar ninguna
explicacion, mientras que otros tres justificaron sus resultados basados en su creencia sobre la
buena o la mala suerte.

Los nueve estudiantes restantes justificaron el éxito o el fracaso del resultado del
sorteo con argumentos que involucran términos o expresiones propias del estudio de la
probabilidad tales como el alto nimero de resultados, el azar, la aleatoriedad, entre otras.
Algunas de sus respuestas a las preguntas ¢Cuantas veces ganaste? Y ¢Por qué crees que
sucedio? esto fueron:

E11l: Gané 1 de 987 sorteos, porque un sorteo es un juego aleatorio.

E13: Gané 3 veces, porque lo hice al azar

E15: Gané 1, porque es muy aleatorio.

E18: Gané 1, porqué hay demasiados nimeros y hay muy poca probabilidad de que
salga.

La inclusion de este tipo de vocabulario en las respuestas de los estudiantes se ha
comenzado a observar aun en aquellos donde que muestran dificultades para expresar sus

argumentos. En la figura 20 se observa que el estudiante, aunque se fundamenta en la creencia
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de la suerte, incluye los términos probabilidad y aleatoriedad, aunque lo hace fuera de
contexto.

Figura 20. Uso de expresiones propias de la probabilidad fuera de contexto

¢Cudntas veces ganaste? 1

¢Por qué crees que sucedio esto?

~ ]

En el tercer momento de la interaccion con el software GeoGebra, se les solicitd a los
estudiantes que, utilizando las herramientas ofrecidas por la aplicacion, diligenciaran la tabla
que se presenta en la figura 21, con el fin de confrontar los resultados de un alto nimero de
sorteos con el nimero inicial que ellos habian seleccionado para participar.

Se les pidié ademas que a partir de sus registros escribieran una conclusion de la
actividad en las hojas de trabajo. Las conclusiones fueron discutidas en grupos de cuatro
estudiantes y socializadas con toda la clase.

Figura 21. Registros de los datos de los estudiantes, de acuerdo a la simulacién sorteos en
GeoGebra

Selecciona un nimero de sorteos entre los propuestos en la siguiente tabla, realiza el experimento
¥ consigna los resultados obtenidos en la aplicacion.

Seleccione un nimero Namero MNimero Cuantas veces | Cuantas veces cayd el
de sorteo seleccionado de ganador cayd el primer | segundo nimero que
sorteos ndmero gue habias elegido

habias elegido

Entre 1y 50
Entre 5 y 100
Entre 100y 200
Entre 200y 500
Entre 500 y 800
Entre 800 y 500
Entre 500 y 1000

Las conclusiones de los estudiantes después de realizada la actividad con el uso de la
herramienta digital GeoGebra fueron categorizadas de acuerdo a los niveles de razonamiento
probabilistico (Sanchez y Benitez, 1997), obteniendo los resultados que se informan en la
tabla 16.
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Tabla 16. Porcentajes de conclusiones de los estudiantes por nivel de razonamiento
probabilistico después de realizada la actividad con el uso de la herramienta digital
GeoGebra

Nivel de razonamiento Porcentaje de las
conclusiones de los

estudiantes

Imprediccion 20%
Deterministico 20%
Mecéanico 0%
Pre-Rigor 60%
Rigor 0%

Al revisar las conclusiones se encontrd que el 86, 6% de los estudiantes involucraron
en sus redacciones términos como: aleatorio, juego aleatorio, azar, posibilidad, probabilidad.

Algunos de ellos evidencian con claridad haber comprendido el concepto de
aleatoriedad y utilizarlo de manera contextualizada frente al interrogante que se les plantea,
como se observa en las siguientes conclusiones:

E1: En una rifa podrias sacar un nimero aleatorio, aun si quisieras sacar ese nimero
no sabrias si el nUmero que escogiste va a salir.

E4: No es posible saber cual es el nimero ganador, porque como son 1000 intentos las
probabilidades bajarian bastante.

E15: Que, si yo escojo un namero del 00 al 99, va a tener la misma probabilidad de
ganar que los otros nimeros.

Otros estudiantes, aunque intentan incluir en sus argumentos los conceptos
mencionados durante la actividad, no logran separarse aln de sus creencias iniciales, como es
el caso de los estudiantes E3 y E5, cuyas conclusiones fueron:

E3: Que mi conclusién en este caso no es del numero sino de la suerte, que la
probabilidad en este caso seria aleatoria.

E5: No tuve suerte de que me tocara el nimero ganador.

En sus intervenciones en esta etapa de la clase algunos estudiantes utilizaron
expresiones como:

- Los juegos de azar no tienen una forma especifica de ganar
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- Cualquier cosa puede pasar en un sorteo ya que es aleatorio

- Hay infinidad de posibilidades por lo que es dificil ganar

- Con tantos sorteos no hay probabilidades de ganar

- El nimero ganador se puede obtener algunas veces

Puede inferirse que estas afirmaciones muestran un transito de niveles de imprediccién
y determinismo al menos al nivel de razonamiento de pre-rigor probabilistico de acuerdo a las
categorias propuestas.

Aunque conceptos como la aleatoriedad y la probabilidad clasica, aun pueden
considerarse como recursos defectuosos desde la perspectiva de Schoenfeld (1985), es decir
conceptos que aun no han sido interiorizados de manera correcta, para este caso se han
categorizado en el nivel de pre-rigor.

En la figura 22 se muestra como ha variado la clasificacion de los niveles de
razonamiento probabilistico desde el momento que los estudiantes propusieron bajo su criterio
un numero ganador, con respecto a las conclusiones obtenidas después de desarrollar sus
hojas de trabajo apoyados en el uso de la herramienta digital GeoGebra.

Figura 22. Variacion de los niveles de razonamiento durante el desarrollo de la actividad 1.

80 73,3
70
60
50
40
30
20

10

0 0 0 0
A— A—
Imprediccion  Determinismo Mecdanico Pre-rigor Rigor

M inicial ™ Final

Se puede observar en la representacion grafica de la figura 20, que durante el
desarrollo de la actividad ninguna de las justificaciones de los estudiantes fue categorizadas

en el nivel de razonamiento mecanico ni en el nivel de rigor probabilistico.
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Al comparar los resultados de la clasificacion de las justificaciones dadas por los
estudiantes en la hoja de trabajo en el primer momento de la actividad, sin el uso de
herramientas digitales y en el segundo momento después de la interaccion con GeoGebra, se
observo que la variacion en el nivel de imprediccion es leve, sin embargo el nivel de
razonamiento deterministico disminuyo del 44,44% al 20%, se observa también que el nivel
de razonamiento mecéanico desaparece mientras que se ha incrementado significativamente el
porcentaje de justificaciones en la categoria de pre-rigor, donde se pasa de un 22, 22% al
60%, como se indica en la figura 23.

Figura 23. Registro de niveles de razonamiento de los estudiantes previos y posteriores al
uso de la herramienta digital GeoGebra. Actividad 1

60

60,00
50,00 44,44
40,00

30,00 23,33

20 20
20,00
10,00
0,00
Imprediccién Determinismo  Mecanico Pre-rigor

B Sin tecnologia M Con tecnologia

4.2.5 Descripcion de la actividad 2

El disefio de la segunda actividad de la intervencion didactica se realiz6 de manera
similar a la actividad anterior. En un primer momento los estudiantes desarrollaron los
interrogantes planteados en la hoja de trabajo a partir de las explicaciones dadas por el
docente y apoyados en el inventario de recursos matematicos construidos en los procesos de
formacion previos, en esta seccion de la actividad no se utiliz6 una herramienta digital para

aproximar a los estudiantes a la solucion de las situaciones planteadas.
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Esta primera parte de la hoja de trabajo (Ver anexo 3) estuvo conformada por cinco
preguntas abiertas disefiadas a partir de algunos libros de texto de educacion secundaria y de
informes de investigaciones sobre didactica de la probabilidad.

El item 1 fue tomado de un libro de texto de educacion secundaria, en donde se busca
que los estudiantes identifiquen los elementos de un espacio muestral discreto y finito a partir
de experimentos asociados con el lanzamiento de dados. En el libro el objetivo de la actividad
apunta a construir y comparar los espacios muestrales identificando los posibles resultados
que pueden obtenerse al lanzar un dado y posteriormente dos dados de diferente color.

El item 2 fue redisefiado a partir del trabajo de Sharma (2006) quien en su
investigacion utilizo la pregunta “para obtener las ideas de los alumnos sobre probabilidades
teoricas incluidas en los dispositivos generadores de azar, al explicar sus respuestas los
alumnos podian considerar el espacio muestral o las posibilidades simétricas del dado”
Sharma (2006, p. 42).

El item 3 fue tomado del trabajo de tesis doctoral de Vasquez (2014) en ddénde se
plantea que el conocimiento matematico para la solucidon de esta situacion problémica es “la
comprension de la independencia de sucesos vinculada al calculo de probabilidades, para la
posterior formalizacion de la regla de Laplace” Vasquez (2014, p. 191).

El item 4 fue seleccionado del trabajo de Lecoutre (1992), en dénde se plantea que la
solucion de este problema esté relacionada con la comprension de la nocion de independencia
de sucesos y la fundamentacion del calculo combinatorio.

El item 5 se redisefio con base en el trabajo de investigacion de Jiménez y Jiménez
(2005), en donde se proponen este tipo de problemas con el fin de conjeturar posibilidades de
éxito en sucesos aleatorios asociados con espacios muestrales no equiprobables y se introduce
el calculo de probabilidades de variables aleatorias discretas.

Para la segunda parte de la actividad, se disefiaron dos aplicaciones en el software
GeoGebra, la primera en la que se simulaban los posibles resultados que pueden obtenerse al
lanzar dos dados diferentes de manera simultanea, se buscaba que los estudiantes pudieran
construir conjeturas sobre el nimero de elementos del espacio muestral, identificar las
diferentes combinaciones que se dan dentro de este conjunto de sucesos, reconocer simetrias
dentro del espacio muestral y aproximarse al calculo de probabilidades a través de la regla de
Laplace.



114

En la figura 24 se observa la interfaz gréafica de esta primera aplicacion. En ella, se
incluyd un deslizador que permitia a los estudiantes realizar el lanzamiento de dos dados de
manera simultanea de una a quince veces y repetir la exploracion hasta identificar todos los
posibles resultados del espacio muestral del experimento. Se incorporaron dos cuadros de
texto, uno de ellos donde se informaba sobre el nimero de lanzamientos realizado y el otro
donde se podian observar las parejas ordenadas que se obtenian a partir del resultado en cada

uno de los dados.

Figura 24. Simulacion del lanzamiento de dos dados en GeoGebra

n= 12 Numero de lanzamientos de los dados simultaneamente= 12

-

Posibles resultados en la pareja de dados =  {{6. 4). (5, 5), (6, 5), (4, 5), (1, 3). (2, 6), (3, 1), (3, 5), (3, 5). (2, 1), (1, 4), (5, 31}
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La segunda aplicacion disefiada en GeoGebra se muestra en la figura 25. Esta permitié

a los estudiantes observar diferentes tipos de representaciones del experimento del
lanzamiento simultaneo de dos dados, como es el caso del diagrama dinamico de barras y la
tabla dindmica de frecuencias absolutas de la suma de resultados obtenidos. A través del uso
del deslizador los estudiantes pudieron simular el nimero de lanzamientos deseados entre 1y
5000 diferenciando el valor obtenido en cada uno de los dados para cada experimento y su

correspondiente suma.
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Figura 25. Diagrama dinamico de barras y tablas de frecuencia para el lanzamiento de dos
dados
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Entrada:

4.2.6 Objetivos de aprendizaje de la actividad 2
Los objetivos de aprendizaje propuestos para la segunda actividad de la intervencién

didactica fueron:

. Identificar los elementos de un espacio muestral finito.
. Diferenciar entre un espacio muestral equiprobable y no equiprobable
. Comparar las probabilidades de ocurrencia de dos 0 mas eventos dentro de un

mismo espacio muestral sin calcular dichas probabilidades.
4.2.7 Andlisis de la Informacion. Actividad 2

Como se propuso desde el inicio de la intervencion didactica, el andlisis de esta
actividad se ha realizado en dos momentos, un primer momento en donde se analiza la
informacidn obtenida previo a la utilizacién de la herramienta digital Geogebra y un segundo
momento en donde los estudiantes hacen uso de dicha herramienta.
4.2.7.1 Andlisis de los Niveles de Razonamiento Probabilistico de los Estudiantes.
Actividad 2

En la medida que se abordaron los contenidos matematicos asociados con los objetivos
planteados para la actividad 2, se evidencid que persistian los diferentes niveles de
razonamiento probabilistico adoptados para este andlisis, a continuacion, se exponen algunos

ejemplos de cada uno de ellos:
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Nivel de imprediccion

En relacion con la nocidn de espacio muestral, algunos estudiantes aun se encuentran
en el nivel de imprediccion, como se puede notar en la justificacion que se muestra en la
figura 26. El estudiante no logra dar una explicacidn coherente a su respuesta, no acude a los
posibles resultados de la suma de los valores de las caras de los dados, ni hace uso de
combinaciones.

Figura 26. Respuesta categorizada en el nivel de imprediccion relacionada con la idea de
espacio muestral

Si en lugar de lanzar un dado, lanzas dos, icrees que el nimero de todos los posibles
resultados (Espacio muestral) serd el mismo que cuando lanzas un solo dado?

*Respuesta: NO

, . Justifica tu respuesta: Potque LS dos
werle 112,34, 5, & 7 L& Probabilided pocdeey

(wal qu e pero : '
no S.g,.PI”G‘ va o Caer N
Puedegue ¢l dodo, Los dos dad®s Saguen wﬂ@f;v:scg

Este tipo de razonamiento también estd presente en algunos estudiantes cuando
abordan problemas en donde se busca diferenciar espacios muestrales equiprobables de no
equiprobables. En las siguientes respuestas dadas por algunos de los estudiantes a la pregunta:
“Al lanzar dos dados y sumar sus resultados jqué es mds probable de sacar 5 o 6?” se puede
advertir este fenémeno.

Algunas justificaciones fueron:

E1: Puede sacar cualquiera de los dos porque no se puede predecir cuél va a salir.

E6: la probabilidad de que salga cualquier suma es infinita o sea hasta el 12, no puedo
saber que suma es mas probable.

E16: por ser nUmeros que estan cerca puede salir tanto el 5 como el 6

Los estudiantes E1, E6 y E16, coinciden en la idea, que, por tratarse de un
experimento aleatorio, no existen condiciones que les permitan predecir un resultado, y
terminan por aceptar que todos los sucesos que se presentan dentro de un mismo espacio
muestral son equiprobables.

En la figura 27, se muestra como al comparar las probabilidades de ocurrencia de dos
0 mas eventos dentro de un mismo espacio muestral, también algunos estudiantes se

encuentran en situaciones de imprediccion.
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Figura 27. Comparacion de probabilidades sin el uso de GeoGebra

6. Hay dos jugadores que tienen un cartén con nimeros y lanzan segin su turno dos dados. Si el
'total de la suma de los dos dados es un niimero del cartén, el jugador lo tacha y continda el otro
jugador. Gana quien tache primero todos los niimeros del cartén.

Jugador Uno Jugador Dos
4 [10[6 [8]7 o [5 [3 5 [4 ]2 [3 119 [12]10

¢Quién crees que va a ganarﬁljlgador Uno, o el jugador Dos?
*Respuesta:_C U\ o (€ V1 justifica tu respuesta: vede qa eV
Ul Yureva pov gue o puedes PPeDecIl

wal oA a'su\v Verevo o
oonal Coa\ Lo o

En este caso en particular, el estudiante desconoce los elementos del espacio muestral,
sus posibles combinaciones y las probabilidades individuales de cada uno de los sucesos, por
lo que le es imposible obtener de manera correcta la solucion al problema.

Nivel Deterministico

Algunas de las justificaciones dadas por los estudiantes a sus respuestas también
fueron categorizadas en el nivel de razonamiento deterministico, en la figura 28 se presenta el
caso en el que el estudiante no logra identificar los elementos que conforman el conjunto del
espacio muestral, esto debido a la creencia de que, al duplicar los dispositivos de aleatoriedad
durante el experimento, el nimero de elementos del espacio muestral se duplicara de la misma
manera. Esta idea incide no solo en que el estudiante no logre diferenciar entre sucesos
equiprobables de no equiprobables sino también en la forma en que el estudiante enfrente la
solucion de problemas que involucran el célculo de probabilidades.

Figura 28. Comparacién de espacios muestrales

Si en lugar de lanzar un dado, lanzas dos, écrees que el niumero de todos los posibles
resultados (Espacio muestral) sera el mismo que cuando lanzas un solo dado?

*Respuesta: _NO Serd ! mshe Justifica tu respuesta: forive ! hqoe r
el ol de dadas hay el dob le de Coso. ) da Jer

Al preguntar a los estudiantes “Al lanzar un dado 10 veces han salido los
siguientes valores 2, 6, 2, 3, 4, 4, 3, 2, 6, 2. Si se lanza el dado otra vez, ;Qué nimero es mas

probable que salga?
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Algunas de las justificaciones de los estudiantes a su respuesta fueron:

E4: Cualquiera, esto depende de la suerte de la persona porque en el dado no hay
ningun nimero que se repita.

E9: El 2, porque el 2 ha salido mas veces que los demas.

E16: El cinco, porque es el que no ha salido en las 10 lanzadas.

Este tipo de razonamientos evidencian la ausencia de recursos matematicos
(Schoenfeld, 1992), lo que hace que los estudiantes recurran a creencias como la suerte o a la
creencia de que, en una secuencia aleatoria, el siguiente resultado esperado tendrd mas
probabilidad cuando no se ha dado anteriormente o cuando se ha repetido mas que los demas
elementos del espacio muestral.

Nivel mecanico

Otros estudiantes utilizaron dentro de sus justificaciones argumentos matematicos que
estaban fuera del contexto del problema planteado, en el caso de la pregunta 5 (P5) por
ejemplo, algunas respuestas fueron:

P5. “Al lanzar dos dados y sumar sus resultados ;jqué es mds probable de sacar 5 o
6?”

E5: Sacar 5. Pero la probabilidad es de 50 y 50 por lo tanto puede ser igual

E18: Es 50 y 50. Porque los dos dados tienen el mismo nimero de caras.

Este tipo de respuestas muestran que los estudiantes utilizan una serie de recursos que
podrian denominarse defectuosos, segun Schoenfeld (1985) los recursos defectuosos pueden
ser alguna férmula, algun procedimiento o concepto mal aprendido que el estudiante cree que
se usa en alguna situacion, pero resulta que no es asi. Esto coincide con lo que plantean
Sanchez y Benitez (1997) quienes aseveran que “los estudiantes que incorporan constructos
matematicos para explicar los fendmenos de azar, pero los citan fuera de contexto” (p. 160) se
encuentran en el nivel mecanico en un marco de razonamiento probabilistico.

Nivel de pre-rigor

En esta segunda actividad de la intervencion didactica, se observd un incremento
significativo de respuestas de los estudiantes en este nivel, algunos identifican de manera
correcta los elementos que componen el conjunto del espacio muestral, usan combinaciones
para definir casos favorables y realizan comparaciones adecuadas entre posibilidades de

ocurrencia de eventos. En la figura 29 se observa un caso en el que el estudiante toma una
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decision correcta frente al interrogante, y en su justificacion refleja que tiene claridad en que
el contexto del problema se ubica en un espacio muestral equiprobable.

Figura 29. Nivel de pre-rigor respecto a eventos equiprobables

3. Juan siente que un seis es mas dificil de lanzar que cualquier otro puntaje cuando se lanza un
solo dado. ¢Estarias de acuerdo o en desacuerdo con Juan?

*Respuesta: £ 10y a0 € o8l o/ urelsJustifica tu respuesta: Poy g €
’ ( ‘Y z P
Liepenn  la pmiryma  Probabi 1990 g€ Sal '

todo 5

Otros estudiantes han utilizado argumentos desde el punto de vista matematico,
algunos dan claros rasgos de pensamiento combinatorio, identifica que hay mas de una
posibilidad de que el fendmeno suceda, aunque sus respuestas y justificaciones no logren
apuntar de manera correcta en la ruta de una solucion correcta del problema.

Un caso particular de este tipo de situacion se presenta en la figura 30, en dénde el
estudiante identifica el espacio muestral donde suceden los eventos, realiza las posibles
combinaciones para cada evento y logra comparar las posibilidades de ocurrencia, sin
embargo, no tiene en cuenta la combinacién (3,3), por lo que su solucion al problema es
incorrecta.

Figura 30. Comparacion de probabilidades

5. Al lanzar dos dados y sumar sus resultados, équé es mas probable, sacar cinco o sacar seis?

*Respuesta: CUny /9oty €4 Justifica tu respuesta:£5  OV5/ 207 Yyr /Og
Com0INDCIgnes 6 5 500 1 Y9, 230 D1, 41, ¥ Ing we

Nivel de Rigor

En esta actividad se categoriz6 s6lo una de las respuestas de los estudiantes en el nivel
de rigor, al responder la pregunta. “Juan siente que un seis es mas dificil de lanzar que
cualquier otro puntaje cuando se lanza un solo dado. ¢Estarias de acuerdo o en desacuerdo
con juan?”, la respuesta a la pregunta fue:

E18: Estaria en desacuerdo. Porque hay otras posibilidades, hay posibilidades de que
salga 1,2,3,4,5,6.
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En la respuesta se infiere que el estudiante identifica con claridad el espacio muestral
al cual acudir, reconoce el espacio muestral como equiprobable y por otra parte utiliza una
representacion de tipo numérico, aunque no haya sido solicitada en la consigna del problema
es decir que ha argumentado desde el punto de vista matematico.

Es claro que algunos estudiantes no acceden al nivel de rigor, debido a que el analisis
de la informacion no es completo y en algunos casos por la dificultad de argumentar a raiz de
un vocabulario en general pobre que no les permite expresar con claridad algunas de sus
ideas.

En la Figura 31 se pueden observar los porcentajes de las justificaciones dadas por los
estudiantes de acuerdo a los niveles de razonamiento probabilistico establecidos como
categorias de analisis para la actividad 2.

Figura 31. Actividad 2. Porcentaje de respuestas de acuerdo a los niveles de razonamiento
probabilistico

Titulo del grafico

35,0% 29,3% 30,6%
30,0%
25,0%
20,0%
15,0%
10,0%
5,0%
0,0%

1,3%

4.2.7.2 Andlisis sobre el uso de la tecnologia y su relacion con los niveles de
razonamiento probabilistico. Actividad 2

Para iniciar la actividad con el uso del recurso digital GeoGebra, se planted un dialogo
entre el docente y los miembros del grupo con el fin de afianzar la nocion de espacio
muestral.

El profesor solicito a los estudiantes dar algunos ejemplos de espacios muestrales

conocidos como es el caso del lanzamiento de un dado y el lanzamiento de una moneda.
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Se promovid la discusion con base al primer interrogante de la hoja de trabajo en
donde se planted la pregunta: “Si en lugar de lanzar un dado, lanzas dos, ;Crees que el
numero de todos los posibles resultados sera el mismo que cuando lanzas un sélo dado? A
pesar de que el 88,8 % de los estudiantes respondieron que no, sélo uno de los estudiantes
presento algunas combinaciones para justificar su respuesta y ninguno de ellos se aproximo a
la cardinalidad del conjunto muestral correspondiente al lanzamiento de dos dados.

Se solicito a los estudiantes que haciendo uso de la aplicacion de GeoGebra, que se
observa en la figura 32, realizaran “lanzamientos” de los dados y observaran las diferentes
representaciones que ofrece la interfaz gréafica.

En este ejercicio se esperaba que interpretaran el significado de cada uno de los
puntos, realizando asociaciones con el conjunto de parejas ordenadas que se generaban de
forma dinamica en la aplicacion. Posteriormente los estudiantes de manera espontanea
expresaron sus opiniones sobre las preguntas que se plantearon en el cuadro de texto.

Finalmente utilizando la herramienta “rastro” sobre los puntos se pudo obtener la
totalidad de las parejas ordenadas que conforman el espacio muestral del experimento del
lanzamiento de dos dados.

De esta manera los estudiantes pudieron confirmar sus conjeturas sobre el nimero de
elementos del espacio muestral y observar las posibles combinaciones del mismo.

Con la intervencion del profesor se insistié ademas en las simetrias que se presentan
dentro de la representacion geométrica del conjunto de puntos y se observaron los casos

favorables para algunos eventos definidos dentro del mismo espacio muestral.
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Figura 32. Representacion geométrica de combinaciones del lanzamiento de dos dados

n=9 Numero de lanzamientos de los dados simultaneamente=9
Posibles resultados en la pareja de dados = {(5. 3), (4, 2), (6, 1), (5, 4), (5. 1), (3, 4), (5, 5), (4, 2), (3, 6)}
DADO 2
1. Determina cuales son todas las posibles comhinaciones
eoee que se pueden obtener al lanzar dos dados simultaneamente.
vee) Q@ 2. ; Cuantas combinaciones puedes obtener?
—= 3. Al sumar las caras de los dos dados
... \ £ Cudl consideras que es el valor que mas se repite?
o @ o] 4. Al sumar las caras de los dos lados
»/

£Cudl crees es el valor que menos se repite?
L B ]

)5 )

AN

(’j
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A continuacién, se solicitd a los estudiantes que hicieran uso de la aplicacién de
GeoGebra

a la que se denomin6 “Lanzamiento de Dados” y se pidid que observaran con atencion sus
componentes. En ella encontrarian un boton de lanzamiento (Deslizador), una casilla en
ddnde podria escribir el nimero de lanzamiento de dados que deseara observar entre 1 y 5000,
un diagrama de barras dindmico y cuadros de frecuencia en dénde podria observar el valor del
primer dado y el valor del segundo dado del ultimo lanzamiento, asi como la suma total de los
puntajes de los dados.

Teniendo en cuenta que los estudiantes no estaban familiarizados con el uso de
GeoGebra, el docente explico de manera general las instrucciones para el manejo de la
aplicacion.

Se pidié a los estudiantes que, de forma individual, realizaran 2000, 3000, 4000 y
5000 lanzamientos de los dados y apoyandose en las diferentes representaciones ofrecidas por
la aplicacidn, resolvieran los problemas propuestos en la correspondiente hoja de trabajo. En
la figura 33, se observa un ejemplo de la simulacion de 2000 lanzamientos de dos dados

realizada por un estudiante.
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Figura 33. Simulacién de 2000 lanzamientos de los dados realizada en GeoGebra

Lanzamiento de dos Dados
Escribe un numero de lanzamientos =/ 2000
Valor al lanzar el primer dado = 2
Valor al lanzar el segundo dado= 2

Suma de los valores de los dos dados =4

Nimero de veces
que ha salido

ok ok fd
N,_,eaca-qom-hwlo%

0034 O00OVOLHDB o

Las justificaciones dadas por los estudiantes a las respuestas presentadas en la hoja de
trabajo, posterior a la intervencion con el uso de GeoGebra, se clasificaron de igual forma que
en el apartado anterior, es decir de acuerdo a los niveles de razonamiento probabilistico
adoptados como categorias de andlisis para este estudio.

A continuacion, se presentan algunos ejemplos de esta categorizacion.

Nivel de imprediccion

En el caso de la figura 34, el estudiante parece haber comprendido que el experimento
aleatorio de lanzar dos dados se enmarca en un espacio muestral no equiprobable,
aparentemente ha identificado que para obtener el nimero 7 existen mas combinaciones en el
espacio muestral que para cualquier otro valor, sin embargo, este recurso matematico no es
utilizado para solucionar el problema de manera correcta, ante la pregunta: ¢Estos nimeros
tiene la misma probabilidad de salir? La respuesta de “Si y no” evidencia su incapacidad de

predecir el resultado del experimento.
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Figura 34. Imprediccion al comparar probabilidades

5. En un juego se lanzan los dos dados y se suman los puntos resultantes. Las opciones de
sumasson: 2,3,4,5,6, 7,8, 9, 10, 11, 12, ¢{Estos ndmeros tienen la misma probabilidad de salir?

*Respuesta: U 2he - Justifica tu respuestg:l(ve o ( %\)Q a) VA0S
S5en sau :

: > Clobable i ?O(a_\_,e e\ ¥

Yol mas Yiababiti dts
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Nivel Deterministico

Algunos estudiantes mantienen de manera persistente creencias que se convierten en
un obstaculo para el aprendizaje de los conceptos relacionados con la probabilidad, en la
figura 35 por ejemplo, en el primer caso se evidencia una creencia de tipo matematico donde
el estudiante considera que cualquier evento de un experimento aleatorio tiene la misma
posibilidad de ocurrencia, mientras que en el segundo caso se aferra a la creencia de la suerte,
lo que lo lleva a concluir que no es posible predecir el resultado de la situacion planteada.

Figura 35. Determinismo al comparar probabilidades

4. En el juego de parqués se lanzan dos dados y se suman los puntos de las caras expuestas
hacia arriba. En una partida de parqués hay dos fichas expuestas para ir a la circel, la ficha roja
estd a siete puntos y la fichaverde estéd a S puntos. {Cual de las siguientes opciones consideras
que es la correcta?
a. Las dos fichas tienen la misma probabilidad de ir a la cércel
b. La ficha que esta a siete puntos tiene mayor probabilidad de ir a la cércel que la ficha
que esta a S puntos.
c. La ficha que esta a siete puntos tiene menor probabilidad de ir a la cércel que la ficha
que estd a 5 puntos.
d. No se puede predecir cusl de las dos fichas tiene mayor probabilidad de ir a la carcel.
e. No sé.

M'TRespuest;: e al o TreA == .W:l;.lstlﬂca tu respuesta: > > - 1 =7

& /!

6. Luis y Marcos tienen un cartén con nGmeros y lanzan segin su turno dos dados. Si el total de
la suma de los dos dados es un nimero del cartén, el jugador lo tacha y continaa el otro jugador.
Gana quien tache primero todos los nimeros del carton.

Cartén de Luis Cartén de Marcos
(s[4 T2 [3J11]e [12]30 (6 [7 [8 [5 [3 [a [33]6
7.

£Quién crees que va a ganar, Luis, o Marcos?

*Respuesta: 042 f&e 2“% Justifica tu respuesta: P orgdet PS5 cerma
< 'S p
Scerke
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Nivel Mecanico

Tambieén durante el desarrollo de esta actividad se identificaron, aunque en menor
escala justificaciones de los estudiantes, sustentadas en argumentos fuera de contexto, en
algunos casos recursos matematicos que traian de su “almacén de recursos” (Shoenfeld,
1985), considerando que era posible su uso, sin embargo, no fueron de utilidad para
solucionar el problema.

En la figura 36, se observa que el estudiante acude a la cardinalidad del espacio
muestral del experimento, ademas menciona el término “combinaciones” y asocia el valor 7
representativo para este experimento como el evento de mayor posibilidad de ocurrencia, sin
embargo, no toma en cuenta los elementos conceptuales que el mismo enuncia para dar
solucion al problema, por lo que su respuesta es incorrecta.

Figura 36. Nivel mecanico al comparar probabilidades

5. En un juego se lanzan los dos dados y se suman los puntos resultantes. Las opciones de
sumasson: 2,3,4,5,6,7,8,9, 10, 11, 12. {Estos nimeros tienen la misma probabilidad de salir?

[Respues{a: S« . Justifica tu respuesta: P o(F0C g Juoe
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Nivel de pre-rigor

Al presentar a los estudiantes la pregunta:

“Al lanzar dos dados simultaneamente /si tuvieras que apostar, por cual numero No
lo harias?”

Algunas de las respuestas y justificaciones de los estudiantes fueron:

E1: Por el 2, porque solo tiene una combinacion.

E3: Por el doce, porgue es el nimero que menos saldria si tomamos la gréfica

E4: Por el 2, el 2 porque sélo tiene una combinacion, 1y 1.

E7: Conel 2y el 12, porque tienen menos combinaciones

E18: dos y doce, porque los dos tienen solamente una pareja

Argumentos de este tipo muestran que los estudiantes intentan abordar los problemas

desde el punto de vista matematico, combinan parcialmente resultados y aunque no logran
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identificar todas las posibles combinaciones, ven las posibilidades reales de ocurrencia del
fendmeno. Logran dar soluciones al menos parcialmente correctas al problema, se observa
que tienen una capacidad mas elevada en su argumentacion, aunque el uso de diferentes
representaciones es escaso.

Estas respuestas y justificaciones han sido clasificadas en el nivel de pre-rigor, esto
debido a que los estudiantes que logran razonar y comunicar matematicamente de esta manera
parecen haberse alejado de la imprediccion y del razonamiento deterministico, buscan dar
solucion al problema de manera coherente y no acuden a expresiones como “la suerte”, “la
buena fortuna”, “la casualidad”, es decir que se alejan de creencias socioculturales.

Un ejemplo de este tipo de razonamiento se evidencia en la transcripcion de uno de los
dialogos registrados en video durante el desarrollo de la intervencion, en el que participan el
profesor y dos estudiantes, Sebastian y Salomé (Los nombres de los estudiantes no son reales,
se han asignado solo para el orden de la transcripcion).

Profesor: ¢Si tuvieras que escoger un nimero al lanzar dos dados a cudl le apostarias?

Sebastian: depende de los numeros variables que tiene de suma, porque por ejemplo el
siete tiene mas variables de suma, por lo que por eso sale més seguido.

Profesor: ¢Mas variables? Explicanos eso.

Sebastian: Por ejemplo6y 1,5y 2,2y 5,1y 6.

Profesor: ¢y otro valor diferente, por ejemplo, el 4?

Sebastian: 4y 3.

Profesor: Pero el 4, ;Qué combinaciones te darian 4?

Sebastian: ;Cémo asi?

Salomé: 2y 2,3y 1.

Sebastian: ah ya, el valor 4. Pues si, 2,2; 1y 3,3y 1.

Profesor: O sea, ¢Cual es el que mas combinaciones tiene?

Sebastian: el 7, por eso siempre sale mas veces.

Desde la perspectiva de Schoenfeld (1985,1992) los recursos matematicos que utilizan
estos estudiantes son incompletos, pero no defectuosos, por lo que son usados dentro del
contexto de la situacion planteada, de esta manera su razonamiento tampoco puede

considerarse mecanico (Sanchez y Benitez, 1997).
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Nivel de rigor

En este nivel se ubicd una minoria de los argumentos de los estudiantes, en el caso que
se presenta en la figura 37, se observa que el estudiante identifica los elementos que
conforman el espacio muestral, lo reconoce como no equiprobable y tiene claridad en el
namero de posibilidades de éxito de cada uno de los sucesos, lo que le permite comparar de
manera correcta las probabilidades y dar una respuesta correcta a la situacion planteada.

Figura 37. Nivel de rigor al comparar probabilidades

5. En un juego se lanzan los dos dados y se suman los puntos resultantes. Las opciones de
sumasson:2,3,4,5,6,7,8, 9, 10, 11, 12. ¢Estos nimeros tienen la misma probabilidad de salir?

*Respuesta: __ N¢ . Justifica tu respuesta: Porque hay Nehetor
Como el 2 Y el 12 Yue Solo se _ obtl'eren
oy vha combiog Cfo") . fe vo el oy (‘!f Se ob""fhe
Con b coWbines £iphes

Aunque no se ha utilizado algun tipo de representacion adicional, se explica de forma
clara el proceso empleado en la solucion del problema, se utilizan términos del lenguaje
acordes a la situacion probabilistica y la respuesta esta soportada en argumentos de tipo
matematico que el estudiante comunica con relativa facilidad.

Finalizada la clasificacion de las justificaciones dadas por los estudiantes durante la
segunda parte de la actividad 2, con el apoyo del software GeoGebra, en la figura 38 se

pueden observar los porcentajes de acuerdo a los niveles de razonamiento probabilistico.
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Figura 38. Porcentaje de justificaciones de acuerdo a los niveles de razonamiento
probabilistico durante la intervencion con el uso de GeoGebra
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Al contrastar los porcentajes de las justificaciones dadas por los estudiantes antes y

durante la intervencion del uso de la herramienta digital GeoGebra en la actividad 2, se

observa que algunos de ellos han comenzado un transito de los niveles de imprediccion y

determinismo al nivel de pre-rigor probabilistico, lo que se refleja en la calidad de sus

argumentos, el uso de recursos matematicos y el vocabulario apropiado para comunicar

matematicamente sus resultados. En la tabla 17 se muestran las respuestas dadas por algunos

estudiantes a problemas similares propuestos en los dos momentos del desarrollo de la hoja de

trabajo.

Tabla 17. Actividad 2. Comparativo de algunas respuestas de los estudiantes a problemas
similares antes y durante el uso de la herramienta digital GeoGebra

Problema resuelto antes del uso de
GeoGebra

Problema resuelto con el apoyo de
GeoGebra

6. Hay dos jugadores que tienen un
carton con numeros y lanzan segun su
turno dos dados. Si el total de la suma
de los dos dados es un numero del
carton, el jugador lo tacha y continla

el otro jugador. Gana quien tache

6. Luis y Marcos tienen un carton
con numeros y lanzan segun su
turno dos dados. Si el total de la
suma de los dos dados es un
namero del carton, el jugador lo

tacha y continta el otro jugador.
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primero todos los nimeros del cartén.  Gana quien tache primero todos los

Jugador Uno nameros del carton.

4 [10]l6 [8 [7 |9 ][5 |3

Carton de Luis
s[4 [2]3 [11]9 [12]10

Jugador Dos
sla [2[3 [11]9 [12]10

Carton de Marcos
6|7 [8]5 [3]a[1n1]e

Respuestas de los estudiantes Respuestas de los estudiantes

El Cualquiera. Porque no se Marcos, porque tiene
puede predecir cual va a salir numeros que tienen mas
primero o cual va a ganar combinaciones

E6 Cualquiera. Porque es igual de Marcos, porque marcos tiene
probable gue salgan los numeros que tiene mas
resultados del 1 que del 2 combinaciones

E7 El 1, gana el primero que los Gana Marcos porque tiene
tache todos si tiene suerte numeros que tienen mas

posibilidades de salir
E15 Los dos porque ambos tienen Marcos porque tiene el 6,7 y

el mismo espacio muestral

8ynotieneel120el 2

Este fendmeno también puede percibirse al comparar los porcentajes registrados en los
diferentes niveles de razonamiento de los estudiantes en los dos momentos del desarrollo de la
actividad 2 como se registra en la figura 39, en donde se observa que el nivel de imprediccion
disminuyd solo en un 2,7%, mientras que el nivel deterministico lo hizo en un 24%.

El incremento en el porcentaje de justificaciones clasificadas en el nivel de pre-rigor

fue del 29,3%, mientras que el nivel de rigor no present6 alteracion alguna.
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Figura 39. Registro de niveles de razonamiento de los estudiantes previos y posteriores al
uso de la herramienta digital GeoGebra. Actividad 2

70,0% 62,6%

60,0%
50,0%
40,0% 5939  26,6% 30,6% 33,3%

30,0%

20,0%

’ 6,6% 9

10,0% ] 53% 2,7% 13% 1,3%
-'4 A
Qo

0,0%

PAN
8 @Qo

4.2.8 Descripcion de la actividad 3

El disefio de la tercera actividad de la intervencion didactica al igual que las
actividades previas se dividié en dos momentos. Una primera parte en donde el profesor
retom6 los conceptos de experimentos aleatorios, experimentos no aleatorios y espacio
muestral finito, abordados en las sesiones anteriores, con el fin de que los estudiantes
pudieran hacer uso de estos recursos matematicos al realizar el calculo de probabilidades
haciendo uso de la regla de Laplace y una segunda parte en donde se busco aproximar a los
estudiantes a la probabilidad frecuencial a partir de mdltiples repeticiones de experimentos
aleatorios simulados por medio del software GeoGebra.

Los estudiantes desarrollaron la primera parte de la hoja de trabajo (Ver anexo 4) sin
la intervencion de la herramienta digital. Los reactivos incluidos en la hoja de trabajo fueron
tomados a partir del anélisis de investigaciones previas identificadas durante el proceso de
analisis de la literatura asociada al problema de estudio.

El primer problema propuesto en la hoja de trabajo fue tomado de la investigacion de
Rubel (2007)en donde fue utilizado “como un elemento de referencia para proporcionar
evidencia sobre la capacidad de los estudiantes para encontrar la probabilidad de un evento
simple dado un espacio muestral listado” (Rubel, 2007; p. 537), esta intencion es la misma

que este problema cumple en esta intervencion.
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El segundo problema fue redisefiado a partir del trabajo de Zawojewski y Shaugnessy
(2000) en donde se busca que los estudiantes logren diferenciar un espacio muestral
equiprobable de uno que no lo es con el fin de que no cometan errores al evaluar o comparar
probabilidades de eventos compuestos.

El tercer problema fue propuesto por Watson et al. (2004)quién lo incluye en su
investigacion para observar el desempefio de los estudiantes en situaciones relacionadas con
la medicion del azar.

Los items 4 y 5 que se presentan en la hoja de trabajo, fueron seleccionados de libros
de texto de educacion secundaria.

La segunda parte de la actividad permitié a los estudiantes interactuar con dos
aplicaciones disefiadas en GeoGebra, en ellas se busco que los estudiantes identificaran
caracteristicas de un espacio muestral equiprobable y uno no equiprobable, reconocieran cada
uno de los elementos que conforman el conjunto y concluyeran su cardinalidad con el fin de
robustecer su inventario de recursos al enfrentarse al calculo y comparacion de
probabilidades.

En la figura 40 se muestra la interfaz grafica de la primera aplicacion utilizada, en ella
los estudiantes acceden a diferentes representaciones a partir del experimento de lanzar una
moneda. Pueden interactuar desplazando el deslizador y simulando hasta 3000 veces el
experimento.

En esta aplicacion, se incluy6 un deslizador que permitia a los estudiantes simular el
lanzamiento de una moneda, entre una y tres mil veces. Se incorpor6 una casilla de entrada
que permitia a los estudiantes seleccionar un nimero especifico de lanzamientos sin utilizar el
deslizador. Se incluyeron tres cuadros de texto que permitian a los estudiantes observar el
naumero de veces que la moneda habia caido en cara, el nimero de veces que la moneda habia
caido en sello y el nimero total de lanzamientos que se habian realizado hasta ese momento.

En la interfaz de la aplicacion se insertaron diagramas de barras dinamicos y cuadros
de texto donde se registraban los porcentajes de éxito de la obtencion tanto de caras, como de
sellos de acuerdo al nimero de lanzamientos de la moneda. Se insertaron las imagenes de la
cara y el sello de una moneda y se programoé la animacion de la moneda asociando la imagen

con el resultado de caras y sellos.
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Figura 40. Interfaz del applet de GeoGebra utilizado en la hoja de trabajo 3

Lanzamiento de Moneda

| TOTAL

— CARA: 1488

Numero de Lanzamientos deseados:|3000 SELLO: 1512

LANZAMIENTOS

CARA:49.6 % SELLO:50.4 %

ULTIMO LANZAMIENTO PROBABILIDAD

La segunda aplicacion simuld el experimento aleatorio de lanzar dos monedas
simultaneamente, esta interfaz puede observarse en la figura 41, en ella se planteaban
diferentes eventos dentro del mismo espacio muestral.

Con base en la informacion obtenida a partir de las representaciones que ofrecia la
aplicacion los estudiantes pudieron calcular y comparar diferentes probabilidades, discutir sus
resultados en grupos de cuatro estudiantes y comunicar sus soluciones con la clase en general.

El profesor enfatizd en que los estudiantes identificaran diferentes notaciones para
comunicar los resultados obtenidos al resolver los diferentes items presentados en la hoja de

trabajo.
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Figura 41. Interfaz del segundo applet de GeoGebra utilizado en la hoja de trabajo 3

Numero de Lanzamientos
380

Experimento 1
D Experimento 2

Experimento 1: ;Cual es la probabilidad de que al lanzar dos monedas D Experimento 3

al aire se obtenga cara en una de ellas y sello en la otra?

Evento 1: caen clos caras =97

Evento 2: cae una cara en una
moneda y un sello en la otra= 196

Evento 3: caen dos sellos =87

Evento 1 Evento 2 Evento 3

4.2.9 Objetivos de aprendizaje de la actividad 3
Los objetivos de aprendizaje propuestos para la tercera actividad de la intervencion
didactica fueron:
e Aplicar laregla de Laplace para calcular probabilidades en experimentos
aleatorios simples.

e Calcular probabilidades con base en informacion de tipo frecuencial.

4.2.10 Analisis de la Informacion. Actividad 3

Al igual que cdmo se ha desarrollado el analisis de los datos en las actividades 1y 2,
en esta tercera actividad se diferenciaron dos momentos, el primero caracterizado por la
intervencion del docente, la discusion de los argumentos de los estudiantes y la recoleccién de
la informacion a través de las hojas de trabajo y videograbaciones, sin tener como instrumento
didactico la intervencién de herramientas digitales. Un segundo momento en donde los
estudiantes ademas de los recursos utilizados previamente contaron con la posibilidad de la
herramienta digital GeoGebra para realizar interacciones y apoyarse en diferentes tipos de
representaciones aportadas por la interfaz grafica de las aplicaciones disefiadas por el

investigador.



134

4.2.10.1 Analisis de los Niveles de Razonamiento Probabilistico de los Estudiantes.
Actividad 3

Como se plante6 en los objetivos de aprendizaje presentados para esta actividad, los
problemas que se propusieron apuntaron a que los estudiantes lograran evaluar las
probabilidades de ocurrencia de un evento aleatorio en un espacio muestral discreto y finito,
identificando los casos favorables y los casos posibles de ocurrencia de un suceso (Regal de
Laplace) y se aproximaran de manera al menos intuitiva a la probabilidad frecuencial.

A continuacion, se presenta el analisis de las soluciones dadas por los estudiantes a los
reactivos de la hoja de trabajo 3, sus justificaciones, asi como los argumentos presentados por
los estudiantes en los espacios de interaccion con compafieros y el docente, los cuales fueron
registrados en videograbaciones. La clasificacion de la informacion responde a las categorias
propuestas por Sanchez y Benitez (1997) que ha sido utilizada a lo largo de este estudio.

Nivel de Imprediccién

Después de la intervencion del docente y las discusiones de los estudiantes en los
grupos de trabajo establecidos para esta actividad, se entrd a revisar y clasificar las respuestas
dadas a los reactivos de las hojas de trabajo. Se encontr6 que a pesar de que se ha evidenciado
en la literatura de investigacion que es en el célculo de probabilidades y el uso de algoritmos
para resolver problemas de probabilidad en lo que mas se ha insistido en los desarrollos
curriculares en las aulas de clase los estudiantes aln presentan un alto grado de imprediccion,
para este momento de la intervencién didactica fue del 21,25%.

Un ejemplo de este tipo de razonamiento se pudo observar en las soluciones que
algunos estudiantes dieron al enfrentarse a problemas como el que se presenta a continuacion:

Problema 2: Se estd jugando un juego que implica lanzar dos monedas
simultdneamente. Para ganar el juego debes obtener "cara" en ambas monedas. ¢Cual es tu
probabilidad de ganar el juego?

E1: 2 de 4, porque en cada moneda hay cara y sello, en total serian 4 y s6lo hay una
cara por moneda.

E3: %, porque hay dos monedas y en las dos debe dar cara y como es cara y son dos
monedas.

E5: 2/8, porque hay ocho elementos y dos caras.

E14: 2/4 Porque de cuatro resultados son dos los que se necesitan.
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En la mayoria de los casos se observan dificultades al identificar los elementos que
componen el conjunto del espacio muestral, asi como su cardinalidad.

Se destaca que algunos estudiantes no cuentan con recursos matematicos que faciliten
el proceso de resolucion del problema, en este caso por ejemplo no utilizaron dibujos,
diagramas o algun tipo de representacion, no implementaron estrategias diferentes al
enfrentarse al problema por lo que evaluar y comparar probabilidades de diferentes sucesos

dentro de un mismo espacio muestral resulté de gran dificultad.

Nivel Deterministico

Al analizar las intervenciones de los estudiantes y clasificar sus respuestas y
justificaciones presentadas en la hoja de trabajo, s6lo el 2,5% de ellas se categorizaron en este
nivel de razonamiento.

En general se observa que los estudiantes se han alejado de algunas creencias de orden
sociocultural como la suerte, el niumero favorito entre otras. Tampoco recurrieron a
argumentos fisicos como el peso del generador de aleatoriedad, la gravedad o el viento, ni
basaron sus decisiones en creencias miticas como el destino o el poder de Dios.

Quienes permanecen en el nivel de razonamiento probabilistico han fundamentado sus
justificaciones en experiencias previas asociadas con su participacion en juegos de azar y en
consideraciones comunes a los grupos humanos que participan de ellos.

Algunas respuestas de estudiantes que constatan este analisis se muestran a
continuacion:

Problema 4. Al lanzar un dado, ¢cual es la probabilidad de obtener un nimero menor
que 5?

E13: Alta, porque de cinco para arriba en el dado es dificil que salga 5 o 6, entonces la
probabilidad es alta.

Problema 5. ¢Cual es la probabilidad de obtener 7 puntos en el lanzamiento de dos
dados?

E12: Es alta porgue el 7 es un nimero que sale casi todas las veces.

Nivel Mecanico

Al realizar célculos de probabilidades algunos estudiantes lo hicieron de forma

incorrecta, sus justificaciones evidenciaron el uso de recursos matematicos incompletos o
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defectuosos (Schoenfeld, 1985), utilizaron expresiones matematicas fuera de contexto. Estas

expresiones han sido usadas comUnmente por sus docentes en sus dindmicas de clase o se

relacionan con problemas resueltos anteriormente en talleres y tareas y son traidas por el

estudiante en su esfuerzo por dar solucion a un problema que no logra comprender en toda su

dimensioén.

En la figura 42 se muestra un caso en dénde el estudiante hace uso de fracciones y

porcentajes, utiliza el término “posibilidades™ y establece la relacion menor qué, todos estos

recursos son de caracter matematico y son usados dentro del dominio de la probabilidad, sin

embargo, no le han sido de utilidad al momento de dar solucién al problema planteado.

Figura 42. Nivel mecénico en donde se utilizan recursos defectuosos

\o

4. Al lanzar un dado, écudl es la probabilidad de obtener un nimero menor que 5°?
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Este tipo de razonamiento también queda reflejado en las respuestas dadas por algunos

estudiantes a quienes se les pregunto:

¢Cudl es la probabilidad de obtener de obtener 7 puntos en el lanzamiento de dos

dados?

E7: % porque el 7 tiene mas probabilidades

8 . . . .
El4. ; orque tiene varias combinaciones.

E17: el 100%, porque si se hace un célculo el nimero que sale mas veces es el siete.

En estos casos, los estudiantes han identificado el valor siete como el suceso aleatorio

con mayor numero de casos favorables en el experimento de lanzar dos dados, sin embargo,

no se observa la comprensién general de la nocién de espacio muestral, por lo que no es

posible dar solucidon correcta al problema.

Nivel de pre-rigor

En este nivel de razonamiento se clasificaron el mayor nimero de justificaciones

dadas por los estudiantes a los reactivos propuestos en la actividad, alcanzando un 58,75%.
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Debe tenerse en cuenta que en las actividades 1 y 2 se enfatiz6 en los conceptos de
experimento aleatorio, independencia de eventos, elementos de un espacio muestral finito y
numero de elementos del espacio muestral, lo que fortalecio el inventario de recursos
matematicos (Schoenfeld, 1985) de los estudiantes para enfrentarse a los problemas de calculo
y comparacion de probabilidades.

Se observd que los estudiantes lograron comprender el concepto de espacio muestral,
identificaron la existencia de posibles combinaciones entre sus elementos, lograron
diferenciar los casos favorables para diferentes sucesos dentro del mismo experimento
aleatorio, establecieron relaciones entre los casos favorables y los casos posibles de
ocurrencia de un evento.

En la figura 43 se presenta un ejemplo en donde se evidencian las caracteristicas
mencionadas en el parrafo anterior.

Figura 43. Nivel de pre-rigor. aproximacion al lenguaje probabilistico

5. éCudl es la probabilidad de obtener 7 puntos en el lanzamiento de dos dados?
Respuesta: Justifica tu respuesta: a
& Posyuel e es e aUme v
36 R cagNki@ciores gt 7

El estudiante ha utilizado de manera adecuada algunos recursos para dar solucién al
interrogante, sin embargo, no se muestran las posibles combinaciones ni se utilizan otro tipo
de representaciones que podrian robustecer sus argumentos a un nivel de rigor probabilistico.

Nivel de rigor

El 3,75% de las justificaciones dadas por los estudiantes se categorizaron en el nivel
de rigor, esto teniendo en cuenta que de acuerdo a lo propuesto por Sanchez y Benitez (1997),
puede considerarse que una persona se encuentra en nivel de rigor probabilistico cuando
utiliza, correctamente, diferentes representaciones para explicar el comportamiento del suceso
y, dependiendo de la naturaleza del problema, pueden apoyarse en tablas, graficas, diagramas,

ecuaciones y otros recursos matematicos.
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Este tipo de logros se pueden observar en respuestas como la que se muestra en la

figura 44. En ella el estudiante enuncia todas las posibles combinaciones favorables del

suceso en cuestion, las representa como un grupo de parejas, identifica el nimero de

elementos que componen del espacio muestral, establece una relacion entre casos favorables y

casos posibles y la representa en forma de fraccion.

Figura 44.Nivel de rigor en donde se evidencian argumentos de tipo matemético

5. éCudl es la probabilidad de obtener 7 puntos en el lanzamiento de dos dados?

Respuesta: EGE Justifica tu respuesta: T()/)(Y//V unty /ﬂ//’éﬂ/ﬁ///ﬂ’wd ./]/‘/’
6 por ue [0 pog1hl (rdades soa 476 2,5 S4 U/
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Aunque este tipo de argumentos son escasos, se observa que al menos algunos

estudiantes han realizado un transito de niveles inferiores hacia el nivel de razonamiento

probabilistico de rigor, lo que evidencia una mejor comprensién de algunos conceptos

asociados con la probabilidad, para este nivel educativo.

En la figura 45, se muestra el consolidado del porcentaje de respuestas y

justificaciones de acuerdo a los niveles de razonamiento probabilistico de la actividad 3.

Figura 45. Actividad 3. Porcentaje de respuestas de acuerdo a los niveles de razonamiento
probabilistico
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4.2.10.2 Analisis sobre el uso de la tecnologia y su relacion con los niveles de
razonamiento probabilistico. Actividad 3

En el segundo momento de la actividad 3, los estudiantes interactuaron con dos
aplicaciones de GeoGebra disefiadas con la intencion de apoyarlos en el proceso de
comprension del célculo de probabilidades, procurando una aproximacion a la probabilidad
frecuencial a partir de simulaciones donde se pudiera observar la variabilidad de las
frecuencias en un nimero menor de experimentos y la estabilidad de las frecuencias en un
numero mayor de experimentos (ley de los grandes nimeros).

La interfaz gréfica de cada una de las aplicaciones se observa en las figuras 40 y 41
presentadas en la descripcion de esta actividad.

Teniendo en cuenta que los estudiantes no se encontraban familiarizados con el uso de
GeoGebra, el profesor realizd una explicacion de cada uno de los componentes de las
aplicaciones, enfatizando en el uso de deslizadores, las casillas de registro y las
representaciones que ofrecia la interfaz gréfica; para este caso los diagramas de barras, las
tablas de frecuencias absolutas y los porcentajes de éxito de cada uno de los eventos
analizados.

Inicialmente se solicit6 a los estudiantes que haciendo uso del deslizador simularan el
lanzamiento de una moneda en la aplicacion 1. Con el fin de que familiarizaran con el uso del
software.

Se pidié a los estudiantes que haciendo uso de la casilla nimero de lanzamientos
deseados, registraran en una tabla los porcentajes de caras y sellos obtenidos cuando se
realizan 5, 7, 9, 11,18 lanzamientos.

Posteriormente se solicitd que realizaran una tabla similar en donde se registraran los
porcentajes de caras y sellos obtenidos cuando se realizan 1000, 1500, 2000, 2500 y 3000
lanzamientos.

Con el fin de analizar las conjeturas y discusiones de los estudiantes, se propuso a
grupos de cuatro miembros la siguiente pregunta:

¢Si tuvieras que escoger un numero de lanzamientos de una moneda que dé mayor
probabilidad de obtener 50 % y 50% entre caras y sellos, utilizarias un nimero de la tabla 1 o
de la tabla 2?
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Cada estudiante presentd de forma individual su respuesta, seguida de una discusion
grupal en la que compartieron y argumentaron sus puntos de vista. A continuacion, se
presentan algunas respuestas y justificaciones realizadas por los estudiantes durante la
actividad:

El: De la tabla 2. Porque al ser mayor el nimero de lanzamientos hay més
probabilidad.

E2: De ambas, pero mas de la tabla 2.

E11: De latabla 1, porque en esa tabla me sali6 un resultado de 50 % y 50%.

E12: Ninguna, ya que hay porcentajes distintos. No hay ninguno de 50 % y 50%, todos

son distintos. Pero si tuviera que elegir, elegiria la 2 ya que es la que mas se acerca a

50y 50.

E15: De la tabla 2 porque son los que mas se aproximan.

El 87, 5% de los estudiantes estuvo de acuerdo en que utilizaria un namero de
lanzamientos de la tabla 2, mientras que el 12,5% restante utilizaria un ndmero de
lanzamientos de la tabla 1.

En las discusiones generales, los grupos llegaron a un consenso en que utilizarian los
nameros de la tabla 2, concluyendo que entre mayor nimero lanzamientos realizados mayor
seria probabilidad de obtener 50 % y 50% entre caras y sellos.

Las justificaciones a esta y otras preguntas relacionadas con la experiencia que se
propusieron en la hoja de trabajo, fueron categorizadas de acuerdo a los niveles de
razonamiento probabilistico (Sanchez y Benitez, 1997) que se han utilizado a lo largo de este
estudio.

Por su parte con la segunda aplicacion se buscd que los estudiantes observaran la
variabilidad y la estabilizacion de las frecuencias al analizar el espacio muestral del
lanzamiento de dos monedas diferentes de manera simultanea.

Se pidié a los estudiantes que con la ayuda del deslizador simularan 50, 100, 150, 500,
1000 lanzamientos de las dos monedas. Se les invito a observar las representaciones en la
interfaz grafica y se les pidi6 que comentaran lo que observaron y establecieran relaciones
con los eventos que aparecian registrados en la aplicacion.

Evento 1: Caen dos caras

Evento 2: Cae una cara 'y un sello
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Evento 3: Caen dos sellos

Algunas conjeturas de los estudiantes fueron:

E4: Obtener cara y sello tiene mayor probabilidad que obtener cara, cara y sello, sello.

E6: mientras mayor sea el niUmero de lanzamientos mas se van a acercar al 50% vy al
25% de probabilidades.

E13: Cara y sello es el que mas probabilidades tiene de ganar porque es el que mas
sale.

E16: cuando hay pocos lanzamientos gana sello y sello, pero al aumentar el nimero de
lanzamientos empieza a ganar cara y sello.

Como se observa los estudiantes comenzaron a asociar de manera intuitiva que la
probabilidad es el valor en dénde la frecuencia tiende a estabilizarse, identificaron de manera
correcta los elementos del espacio muestral del experimento aleatorio y realizaron
comparaciones entre los diferentes eventos propuestos en la aplicacion de Geogebra.

Ademés de los episodios descritos anteriormente con el uso de GeoGebra, los
estudiantes desarrollaron la hoja de trabajo disefiada para la actividad 3 haciendo, recurriendo
a las aplicaciones cuando lo consideraban necesario.

Es de anotar que cada estudiante cont6 con un computador portéatil y podian hacer uso
del dispositivo del docente que proyectaba las aplicaciones en el tablero para toda la clase.

Las respuestas Yy justificaciones dadas por los estudiantes durante el desarrollo de la
hoja de trabajo se clasificaron de acuerdo a los niveles de razonamiento probabilistico, a
continuacidn, se presentan algunos ejemplos de dicha categorizacion.

Nivel de imprediccion

Frente al célculo y comparacion de probabilidades, algunos estudiantes aln se
mantienen en este nivel. Sus argumentos permitieron observar que existen dificultades para
identificar los elementos del conjunto del espacio muestral, lo que les impide percibir los
casos favorables de un suceso y establecer una relacién con los casos posibles, por lo que no
logran calcular probabilidades aplicando la formula de Laplace.

Un ejemplo de este tipo de razonamiento se puede observar en las respuestas y
justificaciones dadas por los estudiantes al abordar la siguiente pregunta:

Crees que el nimero de todos los posibles resultados de lanzar una moneda ¢es igual

cuando lanzas dos monedas?
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E11: No, porque hay mas resultados en una moneda que en dos.

E16: No, porque son dos y es muy probable que no salgan iguales.

E17: Si, porque es mas posible sacar cara y sello en dos monedas.

Como se muestra en estos casos, los estudiantes no utilizan ningdn tipo de estrategia
para abordar la pregunta, no hacen uso de dibujos o representaciones que lo aproximen a la
solucion.

Nivel deterministico

De las respuestas y justificaciones de esta sesion, ninguna fue considerada en este
nivel, para este momento de la intervencion didactica los estudiantes parecen haber
abandonado argumentos basados en creencias socioculturales y buscan dar solucion a los
problemas que se plantean desde los recursos matematicos.

Nivel Mecanico

El 12,5% de las justificaciones de los estudiantes se categorizd en este nivel de
razonamiento, se evidencia el uso de recursos defectuosos, que, aunque se introducen dentro
del procedimiento para dar solucion al problema no han sido fruto de un aprendizaje con
comprension.

En la figura 46 por ejemplo, el estudiante ha dado una respuesta al parecer correcta,
sin embargo, el denominador de la expresion ¥ no es el resultado de las posibles
combinaciones que pueden presentarse cuando el experimento consiste en lanzar dos
monedas.

Figura 46. Nivel mecénico. Expresiones fuera de contexto

5. De acuerdo a lo observado ¢ Cuil es |2 probabilidad de obtener dos caras cuando lanzas dos
monedas?
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Frente a la misma pregunta, otro estudiante respondio de la siguiente manera:

E17: Hay un 50%, porque es la mitad de probabilidad de sacar cara.
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En esta ocasion el estudiante utiliza la expresion 50% fuera de contexto, no tiene en
cuenta el nimero de elementos del espacio muestral para el lanzamiento de dos monedas y
pareciera homologar los resultados del experimento con resultados de lanzar sélo una
moneda.

Nivel de pre-rigor

En esta sesion de la actividad 3, la mayoria de las respuestas y justificaciones de los
estudiantes se ubicaron en este nivel de razonamiento.

Los estudiantes han logrado identificar diferentes espacios muestrales, posibles
combinaciones entre sus elementos dependiendo del evento objeto de andlisis, logran
establecer comparaciones entre probabilidades y utilizan la regla de Laplace de manera
acertada.

Sus argumentaciones al comunicar matematicamente adn son pobres, al igual que el
uso de estrategias para abordar un problema, no utilizan diferentes tipos de representacion, sin
embargo, se observa un transito hacia el nivel de rigor, pues se han alejado de creencias que
pueden convertirse en un obstaculo para el desarrollo de su razonamiento probabilistico.

Figura 47. Nivel de pre-rigor. Compara diferentes espacios muestrales
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En la figura 47, se muestra que el estudiante establece diferencias entre espacios
muestrales, aunque no logra comunicar correctamente que el nimero de elementos del espacio
muestral para el lanzamiento de dos dados es mayor que para el lanzamiento de un solo dado.

Nivel de rigor

Las justificaciones de los estudiantes en este nivel alcanzaron el 5%, este tipo de
respuestas mostraron que algunos estudiantes utilizaron diferentes representaciones en la

explicacion del fendmeno que se analiza.
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En el caso de la figura 48, se evidencia que el estudiante identifico con claridad dos
espacios muestrales diferentes, enuncid los elementos de cada uno de ellos, represento el
espacio muestral como un conjunto de parejas, lo que le permitid identificar el nimero de
casos favorables de los eventos que se definen dentro del experimento aleatorio y calcular de
manera correcta la probabilidad de ocurrencia del mismo.

Figura 48. Nivel de rigor. Uso de argumentos de tipo matematico.
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Terminada la clasificacion de las justificaciones dadas por los estudiantes de acuerdo a
los niveles de razonamiento probabilistico, se obtuvieron los resultados que se registran en la
figura 49.

Figura 49. Actividad 3. Porcentaje de justificaciones de acuerdo a los niveles de
razonamiento probabilistico durante la intervencion con el uso de GeoGebra
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Al igual que en las actividades 1 y 2 de la intervencion didactica, se realizd un

comparativo entre los resultados obtenidos antes y después del uso de la herramienta digital
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GeoGebra. En la grafica que se observa en la figura 50 se muestra que el nivel de
imprediccion no ha variado, mientras que se ha presentado una disminucion en los niveles de
razonamiento deterministico y mecanico, y un crecimiento en los porcentajes que

corresponden a los niveles de pre-rigor y de rigor.

Figura 50. Registro de niveles de razonamiento de los estudiantes previos y posteriores al
uso de la herramienta digital GeoGebra. Actividad 3
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4.2.11 Evaluacion general del experimento de ensefianza

Las actividades planeadas durante el experimento de ensefianza para la intervencién
didactica permitieron el uso de diferentes estrategias para potenciar la comprension de
conceptos basicos de probabilidad.

La metodologia utilizada durante el desarrollo de las actividades sumada a la
participacion de un docente con experiencia, conocedor de los contenidos curriculares de
grado sexto y la mediacion de la herramienta digital GeoGebra, promovieron en los
estudiantes una transformacion en sus formas de razonamiento cuando se enfrentaron a
problemas que involucran la probabilidad.

Durante el diagnéstico y la actividad 1 los estudiantes decidieron explicar el
comportamiento de fendmenos aleatorios a partir de sus creencias. Algunos creian en causas
poderosas que regian los resultados de experimentos aleatorio tales como la suerte, la
voluntad de Dios, el destino. Otros asociaron estos resultados a fendmenos fisicos, tales como

el peso del cuerpo, el viento, la fuerza. Hubo quienes argumentaron que la forma en que se
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lanzaba un dado o una moneda y en general la manera como se utilizaba un dispositivo de
aleatoriedad podria incidir en el resultado final.

Cuando se abordaron actividades que involucraban sorteos, los estudiantes asociaron
sus posibilidades de éxito con creencias tales como el nimero de la suerte, la fecha de su
cumplearios, la edad de un ser querido, entre otras. Cuando se trataba de problemas asociados
con secuencias numeéricas, como loterias, por ejemplo; los estudiantes manifestaron que
preferian no apostar a numeros que se repetian como el 2222, tampoco creian en que un
namero con cifras consecutivas como 1234 pudiera ser el ganador, evidenciaron creencias
fruto de la cultura popular como es el caso de no apostar nunca al nmero 1111 o al nimero
6666, 0 manifestaban que un nimero era feo o bonito para ganar un sorteo. Es de anotar que
investigaciones como las de Ang y Shahrill (2014); Nicolson (2005); Watson et al. (2004);
Sanchez y Benitez (1997), Sharma (2006) y Groth et al. (2021), se habian aproximado a
resultados similares, sin embargo, es importante destacar que ninguno de estos estudios se
llevd a cabo dentro del contexto de la investigacion basada en disefio mediante un
experimento de ensefianza en el aula, ni contaron con la incorporacion de la tecnologia
mediante el uso de herramientas digitales.

Durante las actividades 2 y 3, los estudiantes intentaron abordar los problemas
asociados con fendmenos aleatorios utilizando recursos matematicos y haciendo uso de una
terminologia méas cercana al dominio de la probabilidad.

El experimento de ensefianza reveld que confrontar a los estudiantes con sus creencias
no normativas sobre probabilidad con pruebas empiricas que contradicen esas ideas resultan

un estimulo para para guiarlos hacia un pensamiento matematico.
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Capitulo 5
Conclusiones y sugerencias

La estrategia metodoldgica utilizada en este estudio fue un experimento de ensefianza
enmarcado en el paradigma de la investigacion basada en disefio, lo que permitio a partir del
andlisis de la literatura definir el problema y los objetivos de investigacion, evaluar el
conocimiento previo de los estudiantes, disefiar de manera minuciosa la intervencién en el
aula e identificar una metodologia de ensefianza adecuada de acuerdo a los contenidos y
objetivos instruccionales definidos.

El desarrollo de esta investigacion inicio a partir de un estudio diagnéstico tenido
como linea de base para la planeacion, disefio e implementacion de una intervencion didactica
compuesta por tres actividades; cada una constituida en dos momentos. Uno inicial sin el uso
de herramientas digitales y otro en el que se implementd el uso de tecnologia a través de
aplicaciones disefiadas en el software de matematica dindmica GeoGebra.

Durante el proceso de investigacion, fueron tenidas en cuenta las declaraciones de los
estudiantes, la interaccion entre pares, sus reacciones ante las intervenciones del profesor
involucrado en la experimentacion, asi como la organizacion del aula de clase y el uso de
instrumentos utilizados para la recoleccién de la informacion.

A continuacién, se presentan conclusiones y sugerencias que estan fundamentadas en

el estudio documental y experimental reportado en el capitulo 4 de este documento.

5.1 Respuesta a las preguntas de investigacion

En esta seccion se dan respuestas a las preguntas que dieron origen a la presente
investigacion. La estrategia utilizada para responder la pregunta central de investigacion es
construir respuestas a cada una de las preguntas auxiliares utilizando como base el disefio del
experimento de ensefianza y las evidencias empiricas de la intervencion didactica, analizadas
con fundamento en el marco teorico referencial.

Pregunta central de investigacion

¢Cuales son las caracteristicas que debe tener el disefio de actividades de aprendizaje,
centradas en el uso de herramientas digitales que permitan movilizar las creencias que tienen
los estudiantes de grado sexto al resolver problemas que involucran el concepto de
probabilidad?
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e Respuesta a la pregunta auxiliar nimero 1. ;Cuales son las creencias iniciales que

tienen los estudiantes de sexto grado sobre el concepto de probabilidad?

Con base en el analisis de la informacion obtenida mediante la encuesta de diagnostico

y las diferentes actividades programadas durante el desarrollo de la intervencion didactica se

evidencia que los estudiantes tienen diferentes creencias sobre la probabilidad dependiendo

del nivel de razonamiento en el que se encuentren. En la tabla 18 se presentan las creencias

iniciales sobre probabilidad que se han registrado durante el desarrollo de la investigacion.

Tabla 18. Creencias asociadas a los niveles de razonamiento probabilistico de los

estudiantes

Nivel Descripcion del nivel

Creencias asociadas

Imprediccion Al estar en situaciones de

azar, les es completamente

imposible predecir
resultados

El estudiante cree que no es posible predecir

la probabilidad de la ocurrencia de un evento

Deterministico explican
comportamiento  de
fendmenos de
mediante alguna
poderosa que los rige.
Fisicas
Mitico/Méagicas
Empiricas

el
los
azar,

causa

Creencias fisicas: El peso del cuerpo, el

viento, la fuerza, la cara por la que se lance
una moneda.

Creencias miticas: Dios, el destino, bendecir

el dispositivo, hacer la sefial de la cruz, no
apostar nunca al nimero 666.

Creencias magicas: Suerte, soplar los

dispositivos generadores de aleatoria
(Lanzamiento de dados, monedas), asociar el
resultado de la probabilidad de un seceso con
una fecha relevante (fecha de nacimiento,
cumplearios, muerte de un personaje famoso).
Empiricas: no apostar a numeros que se
repiten como el 2222, ni a nimeros con cifras
consecutivas como 1234, considerar que un

numero es feo o bonito para ganar un sorteo.
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incorporan constructos de
la Matemética para
explicar fendmenos de
azar, pero la cita se hace

fuera de contexto.
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Las creencias de los estudiantes se alejan de
los niveles de imprediccion y determinismo e
incorporan recursos matematicos defectuosos
(Schoenfeld, 1985). Por ejemplo:

trasladar de manera mecanica los resultados
de la probabilidad de eventos de un contexto a
otro (monedas a dados, de un dado a dos
dados), se utiliza de manera incorrecta una
definicién o una férmula, no comprende el
problema por lo que utiliza los datos de

manera incorrecta.

Pre-rigor

utilizan argumentos desde
el punto de vista
matematico, alejandose del
pensamiento
deterministico. Tienen, por
lo menos, un terreno
abonado para iniciar la
discusion de fendmenos
probabilisticos. Se notan
rasgos de pensamiento
combinatorio, son capases
de avizorar resultados, su
mente tiene la capacidad
de combinar parcialmente
resultados, ve méas de una
posibilidad de que el
fendmeno suceda, pero no
encuentra todos los

resultados posibles o ve

Creen que las matematicas son una

herramienta para resolver problemas de
probabilidad. Por este motivo incorporan
recursos y estrategias heuristicas adecuadas,
sin embargo, comenten algunos errores y no
le dan importancia al uso de estrategias
metacognitivas o de control o0 no son

conscientes de ellas.
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realmente a causa de las
falacias que rondan su

pensamiento.
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Rigor utilizan, correctamente,
diferentes representaciones
para explicar el
comportamiento del suceso
y, dependiendo de la
naturaleza del problema,
pueden apoyarse en tablas,
gréficas, diagramas,
ecuaciones y otros recursos

matematicos

Creen que las mateméaticas son una

resolver problemas de

y
cuando

herramienta para
probabilidad.

heuristicas adecuadas,

Incorporan  recursos
estrategias
comenten algunos errores, los identifican, los
corrigen teniendo en cuenta sus estrategias

metacognitivas o de control.

Como se puede observar, existe una fuerte influencia de creencias de tipo sociocultural

que afectan principalmente el razonamiento deterministico de los estudiantes.

El andlisis de la literatura, sumado a los hallazgos fruto de la encuesta de diagndstico,

sirvio como base para el disefio de actividades de aprendizaje en la fase de intervencion

didactica, con el proposito de propiciar la movilidad entre diferentes niveles de razonamiento

probabilistico.

Respuesta a la pregunta auxiliar nimero 2. ;Qué impacto tiene el uso de la

herramienta digital GeoGebra en el sistema de creencias de los estudiantes sobre el

concepto de probabilidad?

Impacto cuantitativo

a. En las tablas 19, 20 y 21 se muestra el desempefio cuantitativo del grupo

experimental en el diagndstico y en

Tabla 19. informe estadistico del diagndstico

las actividades de la intervencion didactica.

Actividad

Media

Coeficiente de

Desviacion tipica o
Variabilidad
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Diagndstico 6,60 (33%) 2,77 42%

Las actividades 1, 2 y 3 se implementaron en dos momentos, el primero sin la
intervencion de la tecnologia y el segundo utilizando como recurso el software GeoGebra.
Tabla 20. Informe estadistico de las actividades sin uso de GeoGebra

Coeficiente de

Actividad Media Desviacion tipica
Variabilidad
Actividad 1 sin uso de tecnologia 5,06 (50%) 2,05 40%
Actividad 2 sin uso de tecnologia 4,67 (47%) 1,73 37%
Actividad 3 sin uso de tecnologia 6,80 (62%) 2,10 31%

Tabla 21. Informe estadistico de las actividades con uso de GeoGebra

Coeficiente de

Actividad Media Desviacion tipica
Variabilidad
Actividad 1 con tecnologia 5,33 (53%) 1,58 30%
Actividad 2 con tecnologia 7,20 (72%) 2,59 35%
Actividad 3 con tecnologia 7,2 (72%) 1,72 24%

A partir de los resultados de las tablas anteriores se puede concluir que hay impacto de
orden cuantitativo a partir de la intervencion didactica: la media aritmética del grupo pasé del
33% al 72%; el grupo se hizo mas homogéneo en su rendimiento porque el coeficiente de
variabilidad pas6 de 42% al 24%lo que indica que hay un impacto positivo.

Este impacto positivo en los resultados de la media aritmética y el coeficiente de
variabilidad es el resultado del efecto combinado de un conjunto de factores: Un profesor con
formacion matematica y didactica, actividades de aprendizaje disefiadas para propiciar la
movilidad en las creencias sobre probabilidad y por ende en los niveles de razonamiento, y
una metodologia que propicie la participacion activa de los estudiantes mediante la
exploracion, comunicacion y argumentacion de ideas con la ayuda de tecnologia.

b. Impacto Cualitativo
Como ya se menciono en la respuesta a la pregunta auxiliar niamero 1, los estudiantes

del grupo experimental al resolver problemas que involucran el concepto de probabilidad,
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utilizan los siguientes niveles de razonamiento probabilistico: Imprediccion, deterministico,
mecénico, pre-rigor y rigor.

En el anélisis de resultados del estudio, se encontro evidencia para afirmar que la
intervencion didactica gener6 movilidad entre los niveles de razonamiento pasando de la
imprediccion y el determinismo al pre-rigor y al rigor. Se propicié el desarrollo de procesos
centrales del pensamiento matematico como la particularizacion, la visualizacion, la busqueda
de patrones, la generalizacion y la construccion de conjeturas.

En la figura 51, se observa el diagrama de barras que muestra los cambios que se
fueron presentando en cada uno de los niveles de razonamiento a medida que se desarrollaron
las actividades programadas. La grafica corresponde a los momentos de las actividades, donde
segun la metodologia de trabajo establecida no se hizo uso de tecnologia.

Figura 51. Diagrama de barras de los niveles de razonamiento durante el desarrollo de las
actividades de la intervencion didactica sin el uso de GeoGebra.

70

58,75

60
50 42,7 44,44
40

29,3 306 33,3
30

3,381,25 21,3 22,22

18
20 133 13,75
5,3
,56
10 25 I 4,7 4,4%3,75
0 [ |
imprediccion Determinismo Mecanico Pre-rigor Rigor

B Diagnostico Act.1 Act.2 Act.3

Mientras que en la figura 52, se reportan los cambios en los niveles de razonamiento

cuando se utilizo6 el software GeoGebra.
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Figura 52. Diagrama de barras de los niveles de razonamiento durante el desarrollo de las
actividades de la intervencion didactica con la mediacion de GeoGebra.
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Como se muestra en las figuras 51 y 52, a medida que se desarrollaron las actividades,
los niveles de imprediccion y determinismo disminuyeron, mientras que el nivel de pre-rigor
tuvo un crecimiento respecto al diagnostico, de 41 puntos porcentuales en actividades sin uso
de GeoGebra y de 43 puntos porcentuales cuando se hizo uso de esta herramienta digital. Los
niveles de razonamiento mecénico y de rigor, ademas de ser los de menor frecuencia,
practicamente se mantuvieron constantes durante el desarrollo de la intervencion.

Por otra parte, se observd que, al finalizar las actividades, el nivel de Imprediccién
disminuyo, sin embargo, alcanza un porcentaje del 21,25% en la ultima sesion, lo que
evidencia que es mas compleja su movilidad hacia otros niveles de razonamiento.

Respecto al nivel deterministico, se present6 una disminucion porcentual en la medida
que se desarrollaron las diferentes actividades de la intervencion didactica, esto se puede ver
con claridad en la figura 52.

El uso de la herramienta digital GeoGebra permitid realizar simulaciones de eventos
aleatorios, la capacidad de célculo del computador facilité a los estudiantes efectuar un
amplio numero de experimentos que con dificultad podrian realizarse en un aula de clase con
material manipulativo.

Desde esta perspectiva, se ve la dimension de la amplificacion propuesta por Moreno
(2002) quiéen argumenta que el instrumento utilizado, en este caso GeoGebra, deja ver
amplificado aquello que puede ser visto a simple vista, sin embargo, este es el primer paso
para que se produzca una nueva actividad matematica que finalmente genere una

reorganizacion del conocimiento de los estudiantes. El uso de la herramienta digital implica



154

que los estudiantes pueden visualizar, encontrar regularidades y construir argumentos de tipo
matematico, construyen contraejemplos que permiten transformar las creencias iniciales sobre
probabilidad y elaboran conjeturas.

La interaccion de los estudiantes con la interfaz grafica de las aplicaciones desperto su
interés por la resolucion de problemas de probabilidad, esto debido a que las situaciones de
aprendizaje contenian objetos y fendmenos cercanos a la realidad, un ambiente amigable,
dindmico, colorido, el cual permitié un amplio nimero de simulaciones y el uso de multiples
representaciones. Este tipo de ambiente generd una oportunidad para mejorar el desarrollo del
pensamiento matematico de los estudiantes y promovié los procesos de ensefianza y
aprendizaje en el area, mas aln si tenemos en cuenta que la mayoria de los jovenes estaran
rodeados de dispositivos electrénicos e inmersos, como lo presenta Goos (2014), en un mundo
donde las tecnologias digitales se han vuelto imprescindibles para gestionar el trabajo y las
actividades de ocio.

En el estudio diagndstico y en la solucion de problemas de probabilidad con lapiz y
papel, se encontrd que los estudiantes hacen uso de creencias erroneas y recursos defectuosos
que los llevan a cometer errores en la solucidon de problemas de probabilidad. La interaccion
con el problema, la exploracién con la ayuda de tecnologia los condujo a identificar y superar
dichos errores. Lo que permitio concluir que el uso de la tecnologia potencia las estrategias
metacognitivas de los estudiantes al enfrentarse a la resolucion de problemas de probabilidad.

En la tabla 50, se puede observar que el uso de la tecnologia disminuye
significativamente el razonamiento mecénico. Recordemos que el estudiante usa el
razonamiento mecéanico cuando incorpora recursos defectuosos (Schoenfeld, 1985) o
propiedades de la probabilidad extendiéndolas de manera mecénica de un contexto a otro que
los induce a cometer errores. En la investigacion se encontraron casos como: (i) al pedir a un
estudiante la cardinalidad del espacio muestral del lanzamiento de un dado afirma de forma
correcta que es 6 y considera de manera mecanica que el cardinal del espacio muestral en el
lanzamiento de dos dados es 12, (ii) si en un dado existe equiprobabilidad, entonces en dos
dados también la habra, (iii) la probabilidad de obtener cara o sello en el lanzamiento de una
moneda es del 50% en cada caso, existen estudiantes que de manera mecanica extienden este
resultado cuando se trata del lanzamiento de dos o mas monedas. Sin embargo, cuando el

estudiante interacta con un entorno digital debe hacer uso de las representaciones que le
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ofrece la interfaz grafica, lo cual activa mecanismos de control o estrategias metacognitivas
para identificar los errores y corregirlos.

e Respuesta a la pregunta auxiliar namero 3. ;Cuales son las caracteristicas que deben
tener las actividades de aprendizaje para promover la resoluciéon de problemas que
involucren el concepto de probabilidad?

Con base en los resultados obtenidos en el presente estudio de investigacion, se puede
concluir que las actividades de aprendizaje que fomenten la resolucion de problemas
relacionados con el concepto de probabilidad, deben tener las siguientes caracteristicas:

1. Permitir que emerjan las creencias iniciales de los estudiantes, una forma de que
ello suceda es proponer el uso de cuestionarios en los que se involucren diferentes tipos de
preguntas, entre ellas preguntas abiertas con justificaciones tal como se utilizaron en el
estudio diagndstico, preguntas de seleccion multiple que permitan identificar diversos niveles
de razonamiento y donde se identifique la existencia de creencias tanto matematicas como
socioculturales (Ver anexo 1).

2. Estar disefiadas a partir del andlisis de los resultados que se obtengan en encuestas
de diagnoéstico, con el propdsito de movilizar las formas de razonamiento desde la
imprediccion y el determinismo hasta el pre-rigor y el rigor.

3. Enfrentar al estudiante a situaciones problema en contextos cercanos a Ssu
cotidianidad, juegos de dados, lanzamiento de monedas, acertijo, rifas, loterias, barajas, el
clima, movimiento de divisas, entre otros.

4. Resolver problemas inicialmente sin el uso de tecnologia y posteriormente con el
apoyo de una herramienta digital.

5. realizar simulaciones de los fendmenos de azar, a través de algunos experimentos
aleatorios con el uso de tecnologia.

6. Buscar que el estudiante procese la informacion haciendo uso de diferentes
representaciones, tales como el dinamismo en el generador de aleatoriedad, el uso de
diagramas (Barras, pastel), tablas de frecuencia, lenguaje natural.

7. Contribuir en el desarrollo de los procesos de comunicacion utilizando la via escrita
y oral para la solucion de problemas. Inicialmente de manera individual, luego en pequefios
grupos y finalmente con la supervision y coordinacién del profesor, comunique sus resultados

a toda la clase.
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8. Potenciar el trabajo colaborativo en pequefios grupos, que les permita socializar
procesos de resolucion de problemas, compartir recursos, heuristicas, comparar procesos,
generar estrategias metacognitivas o de control.

e Respuesta a la pregunta auxiliar nimero 4. ;Qué importancia tiene el uso de los
diferentes tipos de representacion en la resolucion de problemas que involucran el
concepto de probabilidad con la mediacién de GeoGebra?

Las representaciones utilizadas en el presente estudio fueron accesibles al nivel del
dominio de conocimientos y habilidades de los estudiantes, lo que permitio interactuar con el
software en un ambiente amigable.

A través de la informacion que se obtuvo a partir del experimento de ensefianza, se
encontrd que el uso de tecnologia permitié a los estudiantes la interaccion con: iméagenes
realistas de los objetos, tablas en donde se organiza la informacion de las secuencias, graficas
de barras y lenguaje natural. Asimismo, pasaron de una representacion a otra, establecieron
relaciones, conjeturaron y comunicaron matematicamente sus ideas.

El estudiante puede visualizar un gran nimero de experimentos, los cuales pueden
repetirse una y otra vez. A partir de la exploracion de las diferentes representaciones,
identifican la existencia de tendencias lo que facilita la construccion de conjeturas.

Las diferentes representaciones hacen que el estudiante vea el fendbmeno de azar, lo
sistematice y este elemento impacta en la ampliacion del dominio expresivo, lo que le permite
comunicar sus ideas con mayor fluidez y menor ambigtiedad. Como lo argumentan Vasquez y
Alsina (2017), se observa un fuerte predominio del lenguaje verbal y cotidiano en la
introduccion de las primeras nociones y conceptos basicos sobre azar y probabilidad, a
medida que se van desarrollando actividades que permiten involucrar desde sus
representaciones el lenguaje numérico, simbolico, tabular y gréfico, se observa que los
estudiantes adquieren un verdadero lenguaje probabilistico que les permite comunicar
matematicamente sus razonamientos.

En la resolucion de problemas de probabilidad se identific6 que no todos los
estudiantes acceden con igual facilidad a las mismas representaciones, el hecho de que las
actividades de aprendizaje incluyeran en si mismas varias de ellas, facilitd el proceso de

comprension de un nimero mayor de estudiantes.
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El uso de las representaciones se convirtié en el puente que permitio a los estudiantes
transitar de creencias sobre probabilidad en ocasiones erroneas, hacia las argumentaciones de
tipo matematico, lo que se puede constatar en la disminucion de los niveles de imprediccion y

determinismo y el incremento en los niveles de pre-rigor y de rigor.
5.2 Sugerencias

5.2.1 Sugerencias para la docencia

Se sugiere a los profesores de matematicas:

a. Utilizar las secuencias didacticas validadas en la presente investigacion para la
ensefianza de la probabilidad.

b. Seleccionar, migrar, adaptar o disefiar actividades con el uso de tecnologia para el
aprendizaje de la probabilidad en diferentes niveles escolares.

c. Capturar las creencias de los estudiantes y con base en ellas implementar secuencias
didacticas para el desarrollo de los diferentes tipos de pensamiento matematico (Numeérico,
geométrico, métrico y variacional).

5.2.2 Sugerencias para la investigacion

A lo largo de este estudio, surgen variantes de nuevas oportunidades de investigacion
entre las que se destacan:

Desarrollar estudios comparativos entre diferentes niveles escolares que permitan
observar las creencias de los estudiantes, para contrastar el desarrollo del pensamiento
probabilistico.

Continuar con la exploracion de las creencias e intervenciones didacticas sobre
conceptos y leyes o propiedades mas alla del concepto de probabilidad.

Indagar a profundidad sobre el proceso de resolucién de problemas de probabilidad en
profesores de matematicas de diferentes niveles escolares.

Identificar los sistemas de creencias en diferentes grupos étnicos como
afrodescendientes e indigenas y cdémo estas inciden en la comprensién de conceptos
relacionados con el estudio de la probabilidad.

Investigar si las causas que generan la imprediccion y el determinismo se constituyen

en un obstaculo epistemolégico para construir el concepto de probabilidad.
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5.2.3 Sugerencias para el disefio curricular

Explorar estructuras curriculares que permitan el abordaje del pensamiento
probabilistico en diferentes momentos del afio escolar en lugar de relegarlo al final del
proceso.

Disefiar estructuras curriculares integradoras que den estatus al estudio de la
probabilidad por su importancia frente a la toma de decisiones.

5.2.4 Sugerencias para la formacion de profesores.

En el proceso de formacién de profesores de matematicas se hace necesario que se
socialicen los resultados obtenidos en esta investigacion y en investigaciones similares.

Se requiere formar a los futuros maestros en el disefio de estrategias didacticas con la
intervencion de tecnologias.

Se sugiere que demas de incluir contextos puramente matematicos y realistas, también
sean incluidos contextos reales, a través de la materializacion de proyectos que involucren la
resolucion de problemas de probabilidad.

5.3  Producciones

En esta seccidn se reportan las publicaciones y participaciones académicas producto
de esta tesis doctoral. Estos productos académicos se construyeron con los fundamentos
tedricos y los disefios metodoldgicos reportados en la presente Tesis.

El proceso de escritura, evaluacion y revision editorial contribuyd en la formacion
investigativa del autor de la tesis y aporta a la visibilidad local, nacional e internacional del
programa de Doctorado Interinstitucional en Educacion en particular y de la Universidad del
Valle en general.

Articulos:

Fajardo-Valencia, A. (2020). Tecnologia y educacién matematica en tiempos de
pandemia. Olhar de professor, 23, 1-4.

Fajardo-Valencia, A., y Benitez, D. (2020). Influencia de las creencias de los
estudiantes en la resolucion de problemas en educacion matematica. Revista de Educacion
Matematica (RevEM), 35(3),

Fajardo-Valencia, A., y Benitez, D. (2022). Formas de razonamiento probabilistico de

estudiantes de sexto grado de educacion secundaria. Eco Matematico, 13(1).
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Fajardo-Valencia, A. (2023). Creencias iniciales de los estudiantes sobre
probabilidad. Praxis, Educacion Y Pedagogia, (8).
https://doi.org/10.25100/praxis_educacion.v0i8.12424

Monroy, L., Fajardo-Valencia, A., Fernandez, E. (2022). Investigacion basada en el
disefio: Cerrando la brecha entre la investigacion y la practica. Praxis, Unimagdalena
(aprobada por editor, en evaluacion).

Martinez-Padrén, O., Fajardo-Valencia, A., Benitez, D. (2022). Sistemas de creencias
en la resolucion de problemas probabilisticos.

Capitulo de libro:

Fajardo-Valencia, A. (2023). Una aproximacion al estado del arte sobre la relacion
entre creencias, resolucion de problemas de probabilidad y el uso de la tecnologia digital en
el aula. (En proceso de edicion). Sello editorial Universidad ICESI, Resolucion de Problemas

de Mateméticas con Medios Digitales.

Ponencias internacionales:

Fajardo-Valencia, A. (2021, 16 de noviembre). Conferencia inaugural [Séptima
conferencia del encuentro internacional de matematicas. EIMAT]. La importancia del sistema
de creencias en la resolucion de problemas de probabilidad. Universidad del Atlantico.
Barranquilla. Colombia.

Fajardo-Valencia, A. (2022, 1 de diciembre). Ponencia [I seminario internacional “El
uso de los tics en la ensefianza-aprendizaje. Desarrollo del pensamiento estocastico en
educacién matematica]. Analisis del sistema de creencias sobre probabilidad con la mediacion

de GeoGebra. Universidad Icesi. Cali. Colombia.
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Anexos
Anexo 1

Cuestionario de Diagnostico

Nombre del estudiante:
Edad: Fecha: Grado: )

Nombre de la institucién educativa:

RECOMENDACIONES: Este cuestionario hace parte de un proyecto de investigacion
educativa, por lo que la seriedad y responsabilidad con la que lo abordes es muy importante.

Por favor ten en cuenta las siguientes recomendaciones para responder este cuestionario

1. Lee detenidamente cada pregunta. Una vez que comprendas la pregunta, selecciona una
sola opcidn como respuesta.

2. En cada pregunta existe un espacio para que justifiques detalladamente tu respuesta. Si
deseas construir dibujos u operaciones de apoyo, escribelas al lado de la pregunta
correspondiente.

3. Responde este cuestionario con boligrafo.

Pregunta 1. Un dia, Clara gand la loteria baloto con los nimeros 1; 7; 13; 21; 22; 36.
Entonces dijo que siempre jugaria el mismo grupo de numeros.

a. Estoy de acuerdo con clara en que deberia seguir jugando ese mismo grupo de niumeros

b. Clara deberia cambiar por un grupo donde todos los nimeros fueran diferentes

c. Clara podria utilizar algunos de esos numeros y combinarlos con otros que no haya
utilizado

d. No importa los nimeros que seleccione. Clara tendria la misma posibilidad de ganar la
loteria con esos o con otros numeros

Justifica tu respuesta:

Pregunta 2. Si se lanza una moneda cuatro veces, ¢cuadl de las siguientes secuencias
ordenadas de caras (C) y sellos (S), si es que hay alguna, es la méas probable que pueda
ocurrir?

a. CSCS P -
b. CCSC ustifica tu respuesta:

c. SCCS
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d. CCCC
e. Todas las secuencias anteriores
son igualmente probables.

Pregunta 3. Juan tuvo muchas dificultades esta semana: sufri6 un accidente de
automovilistico, extravié los documentos de identidad, perdio el trabajo y se pele6 con la
novia. ¢Por qué ocurrid esto? Escoja la opcion que mejor se ajuste a su respuesta.

Juan tiene mala suerte.

Esto podria sucederle a cualquier persona

Las cosas pueden haberle sucedido a Juan por voluntad de Dios

El destino de cada persona puede llevar a que esto suceda, como en el caso de Juan
Podria suceder por alguna brujeria o las malas energias de otras personas hacia Juan.

Q0o

Justifica tu respuesta:

Pregunta 4. Si sacas 4 nimeros de una bolsa que contiene los nimeros del 1 al 30.
¢ Qué conjunto de nimeros seria mas probable?

(@) 8,9,10,11

(b) 4,28,17,19

(c) Cualquiera de los dos conjuntos de numeros seria igual de probable

(d) Si consideras que hay un conjunto de nimero que sea mas probable de sacar escribelo:

Justifica tu respuesta:




Pregunta 5. Observa la siguiente bolsa, la cual contiene bolas blancas y negras. Si
revuelves y sacas al azar una bola de la bolsa. ;Qué es méas probable que ocurra?

o 0 T W

Qué salga una bola blanca

Qué salga una bola negra

Puede salir una bola de cualquier color
No se puede predecir lo que ocurrird
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Justifica tu respuesta:

Pregunta 6. Un profesor de matematicas muestra las siguientes cajas a un grupo de
estudiantes. Estas contienen bolas blancas y negras. Al azar saca una bola de cada caja.

¢Qué es mas probable que ocurra?

c S50 AT

CAJAA1

a. Que salga una bola negra de la caja 1
b. Que salga una bola negra de la caja 2

.Q.fBO ®H

CAJAZ2

c. Los dos eventos anteriores son igualmente probables
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d. No se puede predecir cual evento tiene mayor probabilidad de ocurrir

Justifica tu respuesta:

Pregunta 7. En un juego de parqués se lanzan dos dados y se suman los puntos
resultantes. Al lanzar los dos dados y sumar los puntos ¢qué es mas probable?

a. Que la suma sea siete puntos

b. Que la suma sea cinco puntos

c. Que la suma sea cinco o siete puntos tiene la misma probabilidad de ocurrir

d. Es Imposible predecir cual de los dos eventos tiene mayor probabilidad de ocurrir

Justifica tu respuesta:

Pregunta 8. ¢(Si se lanzan simultaneamente dos dados de diferente color, Cuél de las
siguientes opciones es la mas probable?

a. Obtener un cinco y un seis
b. Obtener un seis y seis

c. las dos opciones anteriores son igualmente probables

Justifica tu respuesta:

d. Esimposible dar una respuesta antes de lanzar los dados

Pregunta 9. Juan tiene en una bolsa 6 bolas blancas, 4 bolas rojas y 3 bolas azules.
Juan no puede ver el interior de la bolsa. Después de revolver cuidadosamente desea

sacar dos bolas. La primera bola que saca es de color rojo. ¢(Cudl es la probabilidad de
que, al sacar la segunda bola, esta sea azul?
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Justifica tu respuesta:

a. 3/13 Db.3/10 c. 1/3 d. 1/4

Pregunta 10. La profesora de artistica desea realizar la rifa de un juego de colores
entre los estudiantes de su grupo. El grupo estd conformado por 12 nifios y 15 nifias, la
probabilidad de que la ganadora sea una nifia es:

Justifica tu respuesta:

a. 15/12 b. 15/27 c. 12/15 d. 15
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Anexo 2
Hoja de trabajo 1

Hoja de trabajo N° 1
Institycién educativa José Maria Carbonell
Area de matematicas Grado Sexto

Estudiante:

Edad: Grupo: Fecha:

Instrucciones:

Ten en cuenta las siguientes sugerencias para contestar todas las actividades de la hoja
de trabajo.

1. Lee atentamente la actividad que se te propone, asi como las preguntas que se
hacen.
2. Sigue puntualmente las indicaciones mencionadas en cada actividad.
3. Justifica cada una de tus respuestas
Pensando en monedas

1. Lanzamiento de monedas
a. ¢Cudles crees que pueden ser los posibles resultados del lanzamiento de una moneda?

a. De acuerdo al video presentado por el profesor al iniciar la clase, ¢consideras que el
lanzamiento de una moneda es un experimento aleatorio, o deterministico?

Marca con una X la respuesta que consideres correcta: Aleatorio , Deterministico

Justifica tu respuesta:

b. Un profesor a pedido a cuatro de sus estudiantes que realicen el experimento de lanzar
seis veces una moneda al aire y presenten una lista de sus resultados.
A continuacion, se muestran los resultados obtenidos.

Juan: CSSCSS
Maria: CSCSCS
Pedro: CCCCSS
Ana: SSSSSS
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El profesor cree que probablemente uno de los estudiantes hizo trampa.

¢Estas de acuerdo con el profesor?

Marca con una X la respuesta que consideres correcta: S| NO
Justifica tu respuesta:

c. ¢Como piensas que deberian ser los resultados de lanzar una moneda 20 veces
seguidas? ¢Serias capaz de escribir 20 resultados de lanzar una moneda (sin lanzarla
realmente, sino como td pienses que debieran salir) de forma que otras personas

piensen que has lanzado la moneda en realidad?

Justifica tu respuesta:

d. Una moneda se lanza cuatro veces y cada vez que cae, cae cara hacia arriba. ¢Cual es
el resultado mas probable si se lanza la moneda por quinta vez?

Explica tu respuesta:
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Comparte con tus comparieros (grupos de 3 estudiantes) las respuestas que diste a las
preguntas 1, 2 'y 3. Si consideras algunas ideas interesantes despues de la discusion,
redactalas en la parte de atras de esta hoja de trabajo.

iMuchas gracias por tu valiosa colaboracion!

Anexo 3

Hoja de trabajo N° 2
Institycién educativa José Maria Carbonell
Area de matematicas Grado Sexto

Estudiante:

Edad: Grupo: Fecha:

Instrucciones:
Ten en cuenta las siguientes sugerencias para contestar todas las actividades de la hoja
de trabajo.
1. Lee atentamente la actividad que se te propone, asi como las preguntas que se
hacen.
2. Sigue puntualmente las indicaciones mencionadas en cada actividad.
3. Justifica cada una de tus respuestas
Aplicacion de GeoGebra 2.

El conjunto de todos los posibles 1. ¢Cudles consideras que son todos los
resultados de un experimento aleatorio, posibles resultados del lanzamiento
se denomina: de un dado?

ESPACIO MUESTRAL

2. Si en lugar de lanzar un dado, lanzas dos, ¢crees que el nimero de todos los
posibles resultados (Espacio muestral) serda el mismo que cuando lanzas un solo
dado?

*Respuesta: . Justifica tu respuesta:

3. Juan siente que un seis es mas dificil de lanzar que cualquier otro puntaje cuando
se lanza un solo dado. ¢ Estarias de acuerdo o en desacuerdo con Juan?

*Respuesta: . Justifica tu respuesta:
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4. Al lanzar un dado 10 veces, han salido los siguientes valores: 2,6, 2, 3, 4, 4, 3, 2, 6,
2. Si se lanza el dado otra vez, ¢ Qué nimero es mas probable que salga?

*Respuesta: . Justifica tu respuesta:

5. Al lanzar dos dados y sumar sus resultados, ¢qué es mas probable, sacar cinco o sacar
seis?

*Respuesta: . Justifica tu respuesta:

6. Hay dos jugadores que tienen un cartéon con nimeros y lanzan segun su turno
dos dados. Si el total de la suma de los dos dados es un numero del cartén, el
jugador lo tacha y continda el otro jugador. Gana quien tache primero todos los
nameros del carton.

Jugador Uno Jugador Dos
4]10/6 [8]7 ]9 ]5]3 5 [a 23 [11]9 [12]10

¢ Quién crees que va a ganar, el jugador Uno, o el jugador Dos?

*Respuesta: . Justifica tu respuesta:

Abre el applet de GeoGebra que encontraras en el escritorio de tu computadora
cuyo nombre es “Lanzamiento de Dados”.

Observa con atencion los componentes de la aplicacion.

Alli encontraras:
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a. Un boton de lanzamiento de dados (Deslizador). Arrastrandolo con el mouse
podrés lanzar los dados de manera virtual desde una hasta cinco mil veces si
lo deseas.

b. Una casilla en donde podrés escribir el numero de lanzamiento de dados que
quieras observar entre 1y 5000. Debes dar clic en la tecla enter para ver sus
resultados

c. Podras observar el valor del primer dado y el valor del segundo dado del
altimo lanzamiento, asi como la suma total de los puntajes de los dados.

d. También encontraras un diagrama de barras dinamico, en el podras
observar el comportamiento de los resultados de las diferentes sumas de los
puntajes de los dados.

e. Encontraréas una tabla que mostrara con qué frecuencia a caido cada una de
las sumas de los puntajes de los dados, es decir el nimero de veces que ha
salido tal o cudl resultado.

Utiliza el boton deslizante para observar como varian las diferentes
representaciones de la aplicacion.

1. Realiza 2000, 3000, 4000, 5000 lanzamientos de los dados, en cada caso observa la
zona grafica de barras y responde las siguientes preguntas:
a. Las barras que tienen mayor altura son:
b. Las barras que tienen menor altura son:

Explica con tus propias palabras, por qué hay barras que tienen mas altura que
otras

2. ¢S tuvieras que apostar, por cual nimero No lo harias?
*Respuesta: . Justifica tu respuesta:
3. ¢si tuvieras que apostar, por cual niumero Sl lo harias?

*Respuesta: . Justifica tu respuesta:
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4. En el juego de parqués se lanzan dos dados y se suman los puntos de las caras
expuestas hacia arriba. En una partida de parqués hay dos fichas expuestas para ir a la
céarcel, la ficha roja esta a siete puntos y la ficha verde estd a 5 puntos. ¢Cual de las
siguientes opciones consideras que es la correcta?
a. Las dos fichas tienen la misma probabilidad de ir a la carcel
b. La ficha que esté a siete puntos tiene mayor probabilidad de ir a la carcel que la
ficha que esta a 5 puntos.
c. Laficha que esta a siete puntos tiene menor probabilidad de ir a la carcel que la
ficha que esta a 5 puntos.
d. No se puede predecir cudl de las dos fichas tiene mayor probabilidad de ir a la

carcel.
e. Nosé.
*Respuesta: . Justifica tu respuesta:
5. En un juego se lanzan los dos dados y se suman los puntos resultantes. Las

opciones de sumas son: 2, 3,4, 5,6, 7, 8,9, 10, 11, 12. { Estos nimeros tienen la misma
probabilidad de salir?

*Respuesta: . Justifica tu respuesta:

6. Luis y Marcos tienen un cartén con nimeros y lanzan segun su turno dos dados. Si
el total de la suma de los dos dados es un nimero del cartén, el jugador lo tacha y
continda el otro jugador. Gana quien tache primero todos los nUmeros del carton.

Carton de Luis Cartén de Marcos

514 12 3 |11]|9 1210 6 (7 |8 |5 (3 |4 |11 |6

7. ¢ Quién crees que va a ganar, Luis, o Marcos?

*Respuesta: . Justifica tu respuesta:
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8. ¢Consideras que ha sido positivo 0 negativo utilizar la tecnologia (GeoGebra, el
VideoBeam, los computadores) en este aprendizaje?

*Respuesta:

. Justifica tu respuesta:
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Anexo 4

Hoja de trabajo N° 3.
Institycién educativa José Maria Carbonell
Area de matematicas Grado Sexto

Estudiante:

Edad: Grupo: Fecha:

Instrucciones:

4. Lee atentamente la actividad que se te propone, asi como las preguntas que se

hacen.
5. Sigue puntualmente las indicaciones mencionadas en cada actividad.
6. Justifica cada una de tus respuestas
/ En grados anteriores \
aprendimos que las
probabilidades de un evento
Ahora que sabemos que es un experimento podian calcularse dividiendo el
aleatorio, y qué es el espacio muestral, nimero de casos favorables de
vamos a calcular probabilidades de eventos un evento entre el nimero de
aleatorios casos posibles del experimento.
P(4)= casos favorable,

\ et

1. Supongamos que tomamos pelotas de ping-pong y pintamos cada uno de estos
nameros en una pelota diferente: 2, 3, 4, 4, 5, 6, 8, 8, 9, 10. Luego mezclamos bien
las pelotas en una bolsa. Si una persona con los o0jos vendados saca una pelota de
ping-pong de la bolsa, ¢cual es la probabilidad de que la pelota tenga un 4?

Respuesta: Justifica tu respuesta:

2. Se esta jugando un juego que implica lanzar dos monedas simultaneamente. Para
ganar el juego debes obtener "cara" en ambas monedas. ;Cual es tu probabilidad de
ganar el juego?



191

Respuesta: Justifica tu respuesta:

3. Una clase de matematicas tiene 13 nifios y 16 nifias. El nombre de cada alumno esta
escrito en una hoja de papel. Todos los nombres se ponen en un sombrero. El maestro elige un
nombre sin mirar. ;Es mas probable que el maestro elija, un nifio o una nifia?

Respuesta: Justifica tu respuesta:

4. Al lanzar un dado, ¢cudl es la probabilidad de obtener un nimero menor que 5?

Respuesta: Justifica tu respuesta:

5. ¢Cual es la probabilidad de obtener 7 puntos en el lanzamiento de dos dados?

Respuesta: Justifica tu respuesta:

Aplicacion de GeoGebra.

En el escritorio de tu computadora encontraras dos aplicaciones de GeoGebra, una cuyo
nombre es “Lanzamiento de una moneda” y otra llamada “Lanzamiento de dos monedas”
Observa con atencion los componentes de las aplicaciones.

Alli encontraras:
a. Un botdn de lanzamiento (De monedas, llamado Deslizador). Arrastrandolo con el

mouse podras lanzar la moneda virtual desde una hasta tres mil veces si lo deseas.
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b. En la casilla nUmero de lanzamientos. Podras escribir el nimero de lanzamientos
que quieras observar y debes dar clic en la tecla enter para ver sus resultados

Comencemos: Entra a la aplicacion “Lanzamiento de monedas”

e Utilizando el boton de lanzamiento de monedas (deslizador), realiza algunos
desplazamientos y observa los diferentes tipos de representacion que ofrece la
aplicacion.

e Haciendo uso de la casilla nimero de lanzamientos deseados, registra en la siguiente
tabla los porcentajes de caras y sellos obtenidos cuando se realizan 5, 7, 9, 11,18
lanzamientos.

Tabla 1.
NuUmero de lanzamientos Porcentaje de caras Porcentaje de sellos
obtenido obtenido
5
7
9
11
18

e Haciendo uso de la casilla nimero de lanzamientos deseados, registra en la siguiente
tabla los porcentajes de caras y sellos obtenidos cuando se realizan 1000, 1500, 2000,
2500 y 3000 lanzamientos.

Tabla 2

Numero de lanzamientos Porcentaje de caras Porcentaje de Sellos
obtenido obtenido

1000
1500
2000
2500
3000

1. ¢Si tuvieras que escoger un nimero de lanzamientos de una moneda que dé mayor
probabilidad de obtener 50 % y 50% entre caras y sellos, utilizarias un namero de la
Tabla 1 o de la Tabla 2?

2. S

Respuesta: Justifica tu respuesta:

iza un experimento con una maquina que arroja monedas sobre un escritorio y se
observan dos casos.

Caso 1. La maquina arroja 10 monedas

Caso2. La maquina arroja 2000 monedas.



193

¢En cudl de los dos casos es més factible que al revisar las monedas que caen sobre el
escritorio, el nimero de caras sea igual que el nimero de sellos?

Respuesta: Justifica tu respuesta:

3. Escribe el espacio muestral (todos los posibles resultados) de lanzar una moneda.

Crees que el numero de todos los posibles resultados de lanzar una moneda ¢es igual
cuando lanzas dos monedas?

Respuesta: Justifica tu respuesta:

Ahora
Vamos a realizar lanzamientos en la aplicacion “lanzamiento de dos monedas”.
Realiza 50, 100, 150, 500, 1000 lanzamientos de las dos monedas.

4. A partir de lo que observas en el diagrama de barras, que podrias concluir sobre el
espacio muestral al lanzar dos monedas

Respuesta: Justifica tu respuesta:

5. De acuerdo a lo observado ¢Cual es la probabilidad de obtener dos caras cuando
lanzas dos monedas?

Respuesta: Justifica tu respuesta:

6. ¢Crees que el resultado que obtengas al lanzar una moneda puede incidir en el
resultado de la segunda moneda?
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