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Resumen

El presente trabajo de grado propone una metodologia estadistica, que permita clasificar
niveles de mercurio en aguas superficiales, mediante el uso de cualquier método de tirillas
de deteccion y dos métodos de andlisis de laboratorio. Dado que se conté con una muestra
de observaciones reducida debido a las limitaciones logisticas y econémicas del proyecto de
investigacion que dio origen a las mediciones, fue necesario desarrollar una metodologia de
analisis de datos enmarcada dentro del paradigma Bayesiano de la Estadistica. Para ello, se
propuso la distribuciéon Multinomial para clasificar los diferentes niveles de mercurio (Hg),
que pudiera contener las muestras de agua, y como distribucion a priori se utilizé la distribu-
cion Dirichlet, cuyos hiperparametros se obtuvieron mediante el método empirico de Bayes,
de esta manera los resultados indicaron que las tirillas (Sensafe) pueden ser un instrumento
de alerta temprana para detectar la contaminacién de mercurio (Hg) en las fuentes hidricas
cuando se toma una cantidad de muestra considerable, y el método de colorimetria para los
diferentes niveles de mercurio no fueron estadisticamente significativa. Mientras, el método
de espectrofotometria de vapor frié que es una prueba patron de oro, evidencio que existe
una cantidad de mercurio superior a lo permitido en la resolucion 0883 de 2018, en dos de
las 10 muestras analizadas con este método.

Palabras clave: Mercurio i6nico (Hg), Tirilla (Sensafe), Colorimetria, Espectrofotometria,
Informacion a priori, Métodos Empiricos de Bayes, distribucién multinomial.
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Abstract

This degree work proposes a statistical methodology that allows classifying mercury levels
in superficial waters, this is achieved through the use of any detection strips method and two
laboratory analysis methods. Due to the reduced sample observations that derive from the
logistic and economic limitations of the project that gave rise to the measurements, it was
necessary to develop a data analysis methodology framed with the Bayesian paradigm. For
this, the multinomial distribution was proposed to classify different mercury levels (Hg) that
the water samples can contain, and as a priory, the Dirichlet distribution was used, which
hyperparameters were obtained using the empirical Bayes method, in this way the results
indicated that the Sensafe strips can be an early warning instrument to detect mercury (Hg)
contamination in the water sources when a considerable sample amount is taken, and when
the colorimetry method for the different mercury levels was not statistically significant. Whi-
le the cold vapor spectrophotometry method, which is a gold standard test, evidence that
there is a bigger amount of mercury than the one allowed in the resolucién 0883 de 2018, in
2 of the 10 samples that were analyzed with this method.

key Words: lonic mercury (Hg), Tirilla (Sensafe), Colorimetry, Spectrophotometry, A priori
information, Bayes Empirical Methods, multinomial distribution.
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Capitulo 1

Introduccion

Para el desarrollo de este trabajo de grado se consideré que la contaminacién por Mercurio
(Hg) en las fuentes hidricas tiene un impacto adverso en lo ecolégico (fauna y flora) y en
la salud humana, debido a que suele acumularse en érganos como los rinones y el cerebro;
a largo plazo puede causar danos neuroldgicos y otras consecuencias. Por tal motivo, es
importante conocer el estado en que se encuentran las fuentes de abastecimiento antes de ser
ingerida o consumida por las familias que estan expuestas a este elemento. En este sentido,
el presente trabajo propone una metodologia estadistica, que permita clasificar niveles de Hg
en aguas superficiales, mediante el uso de cualquier método de tirillas de deteccién. Dado
que se contd con una muestra de observaciones bastante reducida debido a las limitaciones
logisticas y economicas del proyecto de investigacién que dio origen a las mediciones, fue
necesario desarrollar una metodologia de andlisis de datos enmarcada dentro del paradigma
Bayesiano de la Estadistica.

Se propuso la distribucién multinomial para clasificar los diferentes niveles de Hg, que pudiera
contener las muestras de agua, y como distribucién a priori se utilizé la distribucién Dirichlet,
cuyos hiperpardmetros se obtuvieron mediante el Método Empirico de Bayes (MEB), dado
que en la literatura no se encontraron estudios estadisticos previos sobre clasificacién de Hg
en aguas superficiales.

Para ilustrar los resultados, se utilizé un archivo de datos con 48 observaciones, el cual
contaba con tres métodos de identificacion de Mercurio que son: Tirillas Sensafe (método para
el que se estaba evaluando su desempeno en campo), Colorimetria y espectrofotometria. Los
resultados sugieren que las tirillas pueden ser un instrumento de alerta para la contaminacién
de Hg en las fuentes hidricas cuando se toma una cantidad de muestra considerable. Por su
parte, los valores de la colorimetria para los diferentes niveles de Hg no presentaron una
diferencia estadisticamente significativa. Mientras, el método de espectrofotometria que es
una prueba patrén de oro, evidencia que existe una cantidad de Hg superior a lo permitido
en la resolucién 0883 de 2018, en dos de las 10 muestras analizadas con este método.



Capitulo 2

Planteamiento del problema

2.1. Descripcion

Problema Contextual: Por las graves consecuencias que ocasiona en los seres humanos
ingerir Mercurio (Hg), es importante establecer un control de las fuentes hidricas que abas-
tecen a las personas que viven en lugares donde se utiliza este elemento quimico. Por ello, es
importante evaluar si el método de deteccién de tirillas puede ser un mecanismo de alerta
temprana para detectar Mercurio i6nico en fuentes hidricas. (Granada y Zertuche, 2019)

Problema estadistico:

Desde el punto de vista estadistico, el problema radica en la necesidad de contar con una
metodologia de andlisis de datos, que permita obtener resultados que validen el uso de
las tirillas Sensafe en agua superficial. Dadas las limitaciones logisticas y econdmicas del
proyecto de investigaciéon en el que se recogieron las mediciones en agua superficial, no
fue posible contar con una muestra de datos lo suficientemente grande como para aplicar
métodos estadisticos clasicos asociados a la validacion de procedimientos de clasificacion. Por
lo que, se propuso el uso de procedimientos de analisis propios del paradigma Bayesiano de la
Estadistica, el cual considera que la muestra de datos con la que se cuenta son observaciones
fijas y lo aleatorio es el conjunto de parametros a estimar.
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2.2. Justificacion

Los habitantes de muchas regiones del pais, especialmente las zonas rurales, se encuentran
expuestos a la realizaciéon de actividades laborales que representan riesgo para salud y la
vida como la mineria legal o ilegal (Granada y Zertuche, 2019). En muchas zonas, el trabajo
minero es desarrollado bajo condiciones que ponen en riesgo el bienestar de las personas
que realizan la actividad. Una de estas condiciones de riesgo es el uso de Mercurio para
la extraccion de oro. El riesgo para los humanos se presenta tanto a nivel individual como
ambiental, pues el lavado del lodo para extraer el oro genera descargas que van a parar
a rios, quebradas y otras fuentes hidricas como los pozos y aljibes. Siendo conscientes de
esta problematica, profesores y estudiantes de las Escuelas de Ingenieria Ambiental y de
Ingenieria Sanitaria de la Universidad del Valle, ejecutaron un proyecto de investigacion con
el objetivo de desarrollar y validar en campo un mecanismo econémico y de facil manejo, que
le permita a los moradores de las zonas mineras en las que se utiliza Mercurio, monitorear
sus fuentes hidricas y hacer un seguimiento de los niveles de contaminacion por este elemento
quimico.

Durante el proyecto de investigacién desarrollado por los profesionales de ingenieria, se reali-
zaron seis muestreos a ocho fuentes hidricas ubicadas en diferentes partes de las comunidades
rurales. Dada la cantidad tan limitada de datos para realizar un estudio de validacion de
procedimientos, se decidié recurrir a los métodos Bayesianos y a la simulacién estocastica
para obtener resultados que permitieran tener un grado de generabilidad aceptable.

2.3. Objetivos

2.3.1. Objetivo General

Estimar los niveles de Mercurio en fuentes de agua superficial a partir de observaciones
obtenidas con tres metodologias diferentes de anélisis de laboratorio.

2.3.2. Objetivos Especificos

= Proponer una metodologia para evaluar la capacidad de clasificacién de las tirillas
Sensafe para detectar Mercurio.

» Evaluar los niveles de Mercurio (Hg) usando las observaciones obtenidas con espec-
trofotometria de absorcién atémica por vapor frio, por las tirillas (Sensafe) y por el
método de colorimetria.



Capitulo 3

Antecedentes y Marco Tedrico

3.1. Antecedentes

Son diversos los articulos y trabajos de investigacién en los que se habla del Mercurio y
las consecuencias del contacto con el ser humano, la flora y fauna, pero son muy pocos los
trabajos de investigacion que usan muestras de agua superficial para validar la presencia de
Mercurio asociadas a métodos estadisticos mas alla de un analisis exploratorio de los datos
recolectados. En este orden de ideas, se realizé una consulta y revisién bibliografica de algu-
nos trabajos que sirvieron como base metodoldgica y tematica para el presente trabajo.

3.1.1. Antecedentes Contextuales

= CRC (2017) (Corporacién Regional del Cauca): La Secretaria de Gobierno del
Municipio de Sudrez, Departamento del Cauca, denuncié la presunta contaminacién
por cianuro en la quebrada Yolombd, que desemboca en el rio Ovejas y posteriormente
al rio Cauca. Para corroborar y proceder con la denuncia interpuesta, la CRC se dirigio
a las minas (La Gelima, El Silencio, La Esperanza y a tres nacimientos de agua) con
el objetivo de conocer su funcionamiento, entables y localizar el lugar puntual de sus
vertimientos a las quebradas. Durante la recoleccién de las muestras de agua se tomaron
dos puntos para cada quebrada, uno antes de llegar al lugar de los vertimientos y otro
justo después de éstos.

La CRC obtuvo como resultado después de enviar las muestras de agua recolectadas
al laboratorio que: Las muestras tomadas antes de los vertimientos presentaban una
concentracion de Mercurio por debajo de la norma y las que tomaron después de éstos
evidenciaron que la concentracién de Mercurio se encontraban por encima de la nor-
ma establecida en la resolucion 631 de 2015. Como segundo paso para determinar el
grado de contaminacién se usé la féormula de “importancia”, siendo ésta una medida
cualitativa del impacto a partir del grado de incidencia de la alteraciéon producida por
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los compuestos quimicos presentes en el agua y de sus efectos. Esta formula tiene una
clasificacion de acuerdo a la puntuacién con un rango de 8 a 80, el cual esta dividi-
do en cinco niveles de impacto (Irrelevante (8), leve (9-20), moderado (21-40), severo
(41-60) y critico (61-80)). Los resultados indicaron un valor de 29 por la ecuacién de
la importancia, de acuerdos a los rangos mencionados anteriormente afirmaron que la
afectacién a los recursos hidricos es moderada, por lo tanto, concluyeron que no se en-
contro presencia de Mercurio superior a 1ppb en las fuentes superficiales que pudieran
afectar a la comunidad o al medio ambiente.

Vale la pena resaltar que la Universidad del Valle se habia dirigido a la vereda Yolombo
para realizar un estudio de concentracion de Mercurio en fuentes hidricas superficiales,
en donde fueron analizados trece (13) nacimientos de agua y los vertimientos de las
minas La Gelima, El Silencio, La Esperanza, mostrando como resultado que solo uno
de los yacimientos estudiados evidenciaba una concentraciéon de Mercurio por debajo
de la norma. Este informe de resultados fue entregado a la Junta de Accién Comunal
(J.A.C), la CRC realizé una comparacién entre ambos informes afirmando que los re-
sultados de la Universidad del Valle carecian de validez, por lo cual no fueron tomados
en cuenta.

= Como segundo antecedente y en respuesta a un llamado de la comunidad de la vere-
da Yolombd, La Toma, Municipio de Sudrez (Cauca) por una segunda mortalidad de
peces, las estudiantes del programa de Ingenieria Sanitaria y Ambiental Granada y
Zertuche en el (2019), se dirigieron para apoyar a la comunidad. En el trabajo de
grado plantearon cumplir dos objetivos; como primer objetivo, crear una conciencia
colectiva partiendo del conocimiento cientifico sobre el impacto de la contaminacién
con Mercurio en la salud humana y en los ecosistemas. El segundo objetivo fue carac-
terizar la presencia de Mercurio en distintas fuentes de agua superficial en el territorio.

Implementaron la metodologia IAP (Investigacién y Accién Participativa) para el pri-
mer objetivo, dado que como método cualitativo le posibilité a la comunidad participar
activamente en el proceso investigativo e informativo, entendiendo los riesgos de sa-
lud que acarrea entrar en contacto con éste metal. Para el cumplimiento del segundo
objetivo, después de definir un muestreo por importancia, establecieron tres procedi-
mientos para analizar las muestras de agua que fueron, las tirillas Sensafe, prueba de
laboratorio y el colorimetro (Instrumento para cuantificar el color de las tirillas).

Después de tomar las 48 muestras de agua y llevarlas al laboratorio, realizaron una
adaptacion de las tirillas Mercury check para observar las posibles cantidades de Hg
presente en el agua. Cuantificaron el color de las tirillas usando el colorimetro para
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observar si las variaciones de color en las tirillas estaban asociadas a la presencia de
diferentes cuantificaciones de Hg. Posteriormente enviaron diez de las 48 muestras de
agua al laboratorio para ser analizadas con el método de espectrofotometria de absor-
cién atomica de vapor frio.

Como resultado obtuvieron que los rangos de las tirillas Sensafe para detectar Mercurio
ionico en las muestras de agua, teniendo conocimiento del Ph, es bastante amplio, por
lo tanto presenta una desventaja al momento de observacion dado que el resultado de
la misma puede terminar siendo subjetivo. Ademé&s de esta variabilidad, se concluyo
que no son la mejor técnica de deteccién de Mercurio iénico para implementar in-situ,
pues la variacion de color se ve afectada.

En cuanto a los resultados de laboratorio se encontré presencia de Mercurio en dos
de las diez mediciones. Se obtuvo un empoderamiento de la comunidad en cuanto a la
lucha contra la mineria ilegal y su contextualizacion de las consecuencias ambientales y
de salud, aunque hay personas quienes no ven como opcion salir del territorio para en-
contrar nuevas fuentes de abastecimiento. Sin embargo, la mayoria manifestaron estar
dispuestos a cambiar sus practicas cotidianas para el mejoramiento de las condiciones
ambientales pensando en su salud y en la de las proximas generaciones.

3.1.2. Antecedentes Estadisticos

Al realizar una busqueda detallada en la literatura sobre estudios estadisticos para valida-
cién de instrumento de Hg en aguas superficiales, no se encontré una metodologia clara sobre
este proceso, por tal motivo se consulto en la literatura sobre estudios de clasificacién que
pudieran ser ttiles para esta investigacion.

» Inicialmente tenemos a Hossain, Habib, y Andersson(2017) quienes realizaron un algo-
ritmo para clasificar pacientes con la enfermedad del dengue basado en la capacidad
de manejar incertidumbres. El dengue es una enfermedad debilitante transmitida por
mosquitos, segin la Organizacién Mundial de Salud (OMS) cada ano la padecen en
promedio 50 millones de personas. La forma que actualmente los médicos diagnostican
a un paciente con dengue es de manera subjetiva, dado que observan los diversos sig-
nos, sintomas y factores de riesgo de esta enfermedad y clasifican en primera instancia
segun su conocimiento. Por lo tanto Hossain et al., proponen un sistema efectivo para
diagnosticar la enfermedad del dengue, ya que es esencial para las personas que viven
en zonas de alto riesgo de poseer esta enfermedad.
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En esta investigacion muestran el desarrollo y la aplicaciéon de un sistema experto basa-
do en la capacidad de manejar varios tipos de incertidumbres asociadas con los signos,
sintomas y factores de riesgo del dengue. Para la ilustracion del algoritmo utilizan una
base de datos de pacientes ubicados en la ciudad de Chittagong y Bangladesh, la infor-
macion se recolecto en un archivo de datos que fue entregado a un grupo de expertos
en dengue para que diagnosticaran si el paciente tenia la enfermedad, ademas el mismo
archivo de datos se utilizé en el algoritmo propuesto.

Como resultado mediante las curvas de caracteristicas de funcionamiento del receptor
(ROC), obtuvieron un valor para el algoritmo propuesto de 0.833 y un intervalo de
(0.755 - 0.911) con una confianza del 95 %, y la curva ROC obtenida por la opinién de
los expertos en dengue fue de 0.810 y un intervalo de (0.726 - 0.894) con una confianza
del 95 %. De esta manera concluyen que los resultados generados por el sistema experto
son mas confiables que los del sistema basado en expertos humanos para diagnosticar
a un paciente con la enfermedad del dengue.

» Por su parte Quinones y Suaréz (2018) realizaron una validacién mediante la si-
mulacién de cuatro prototipos (algoritmos) ya establecidos por Méndez (2017) para
clasificar individuos con dengue, a partir de la combinacién de signos y sintomas ex-
presados por el paciente en la consulta clinica.

Para la generacion de las bases de datos se uso la simulacién de variables aleatorias bi-
narias correlacionadas mediante el algoritmo propuesto por Park, Park, y Shini (1996),
Méndez (2017) establecié en su trabajo de grado un conjunto de signos y sintomas re-
levantes para el diagndstico, en este trabajo Quinones y Suaréz (2018) los reagruparon
debido a que contaban con una connotacién similar. También habian obtenido como
resultado por prototipos, unas sensibilidades y especificidades mostrada en tablas y
que fueron necesarias para la asignacién de los parametros y asi plantear la correlacion
entre la validacién realizada anteriormente y la validacion que se deseaba plantear co-
mo objetivo inicial en este trabajo.

Para la validacion de los algoritmos se analizaron seis diferentes escenarios de simula-
cion, los primeros cuatro escenarios estan dados para los prototipos I y II y los iltimos
dos escenarios para los prototipos III y IV. Estos escenarios permitieron evaluar la efec-
tividad de los algoritmos. La validacién se realizé aplicando el método de bootstrap
no paramétrico y calculando las probabilidades predictivas de los prototipos de Bayes

discreto para los algoritmos prototipos I y II; Bayes continuo para los prototipos III y
IV.
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Como conclusién el prototipo III presenté un mejor desempeno en la clasificacion de
los pacientes, pues al momento de anadir los resultados del hemograma a los prototi-
pos clasificadores se evidencié una disminucion en la sensibilidad y un aumento en la
especificidad del algoritmo. Respecto al poder discriminatorio los prototipos II y IV
presentaron una disminucion, caso contrario a los prototipos I y III.

Al someter los cuatro algoritmos a prueba en distintos escenarios se logré observar
que el escenario I presenté una sensibilidad del 63,9 % siendo mayor que el 16,8 % del
prototipo III, es decir, que cuando se tiene una prevalencia baja de la enfermedad y
hay muchos casos de pacientes con resultados positivos en la categoria dolor general, el
prototipo I discrimina mejor a los individuos con dengue. Una vez adicionada la infor-
macién del hemograma, ambos prototipos presentan medidas de desempeno similares.

En el escenario III, se observo que el prototipo I presenta mayor sensibilidad que el
prototipo III, siendo éstas del 87,4 % y 53,7 % respectivamente. Es decir que el proto-
tipo I identifica mejor a los pacientes con dengue cuando se presenta una prevalencia
baja de la enfermedad, pero alta en pacientes con la categoria “sintomas respiratorio
positiva”. Con el hemograma se obtuvieron resultados similares para ambos prototipos.
En cuanto al escenario IV donde se tiene un aumento de la prevalencia sin el hemo-
grama, se obtiene un comportamiento similar entre los prototipos; una vez se adiciona
el hemograma, el prototipo III presenta una sensibilidad del 73,6 % siendo ésta mayor
a la del prototipo I, que pasa a ser del 65,2 %.

3.2. Marco Tedrico

En este capitulo se presentan los conceptos de los aspectos mas destacados para la contex-
tualizacién de la mineria en Colombia, sus causas y sus consecuencias ademas de técnicas
estadisticas como la simulacion de niimeros binarios correlacionados, el método empirico de
Bayes y algunas distribuciones de probabilidades, entre otros temas que son importantes
comprender para llevar a cabo este trabajo de grado.

3.2.1. Marco Tedrico contextual
Contaminacién con Mercurio:

Como afirma Granada y Zertuche(2019):
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“El Mercurio es el metal pesado mas comun y més ampliamente distribuido, y en par-
ticular es un potente inhibidor de muchas funciones proteicas, puede ser rapidamente
absorbido en los pulmones a través de la piel o por ingestiéon. Muchas de las enfermeda-
des inducidas por la absorcién de compuestos de Mercurio son causadas por una exposi-
cién crénica de bajo nivel al metal o por una exposicién temporal de alto nivel debido a

negligencia humana y contaminacién”. (p.9)

Mercurio iénico:

Es una transformacién del Mercurio elemental que suele ocasionarse debido a la oxidacién del
vapor de Mercurio en el agua en presencia del oxigeno, generando la 6xido-reduccién. Este
Mercurio puede sufrir dos reacciones en el medio. Una es la reduccién del vapor de Mercurio
metalico en condiciones apropiadas para ayudar la propagacién de bacterias llamadas Pseu-
domonas (aerébicas de oxidacién), éste permite que al ser consumido por algin ser humano
o animal pueda el cuerpo por medio de su respiracién o cualquier otra secrecién eliminar
constantemente su concentracion. La segunda es la conversion de los compuestos a la forma
metil y dimetil Mercurio, siendo su forma mas peligrosa dado que éste no se elimina del
cuerpo sino que por el contrario se acumula donde dichas metilaciones se producen aerdbica
(medio con oxigeno) y anaerébicamente (medio sin oxigeno).

Mineria ilegal:

Como menciona Juarez (2016):

“El Cédigo de Minas (Congreso de la Republica, Ley 685 de 2001, Art. 159) describe
la mineria ilegal como la actividad exploratoria o de extraccién de minerales, bien sean
propiedad de la nacién o de particulares, que se desarrolla sin el correspondiente titulo
minero vigente o sin la autorizacién del titular de la propiedad privada donde se ubique
el proyecto. Por su parte el cédigo penal (Congreso de la Republica, Ley 599 de 2000,
Art. 244, segun el Cédigo de Minas) la sefiala como un delito, mientras que la legislacién
ambiental (Congreso de la Republica, Ley 99 de 1993) establece los mecanismos para
ejercer la autoridad ambiental sobre ella, en caso de destruccién del medio ambiente, y
las autoridades locales actiian, por via policiva, para erradicarla; en este contexto, se evita
hacer referencia a la actividad de los grupos armados ilegales los cuales vuelven victimas a

los propios mineros, a quienes no se puede atribuir las estrategias del victimario.” (p.137)

Sensores comerciales Sensafe (Mercury Check™):

Son dispositivos (tirillas) de uso portatil que pueden ser utilizados in-situ, siendo de fécil
implementacion en el momento que sea necesario, para detectar niveles altos y bajos de Mer-
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curio en agua con un rango de 50 ppb a 1000 ppb. Bajo la verificacién del Ph en la muestra de
agua se procede a sumergir la tirilla como lo indica la figura 3-1 (Granada y Zertuche, 2019)
obteniendo un resultado en dos minutos y medio (150 segundos), procediendo a contrastar
la tirilla con los colores que vienen en el exterior del recipiente, identificando asi la cantidad
de Mercurio presente.

iii v R
00:02:00 jy L&@
N

Figura 3-1: Representacion esquematica del modo de empleo de los sensores para el
monitoreo de Mercurio.(Granada y Zertuche, 2019).

Colorimetro:

Es un instrumento que sirve para la cuantificacion del color, el procedimiento para usar este
instrumento es colocar el escaner sobre la parte donde la tirilla muestra la coloracion de acuer-
do a la cantidad de Mercurio, obteniendo asi la diferencia de color total AE que consta de tres
valores AL que es la diferencia de luz y oscuridad (+ = mds luminoso y — = mds oscuro),
Aa diferencia en rojo y verde (4+a mds rojo, —a mas verde) y Ab diferencia entre amarillo
y azul (+b mas amarillo, —b mds azul). Para determinar la diferencia total de color entre
las tres coordenadas se usa la férmula 3-1. A partir de esta férmula se obtuvieron las cuan-
tificaciones del cambio de color de las tirillas.

AE = VAL? + Aa? + Ab? (3-1)

Espectofotometria de Absorcién Atémica — Vapor Frio, SM 3112 B:

El método de deteccién de Mercurio més usado es la espectofotometria de absorcion atémica
de vapor frio, siendo esta técnica una de las mejores ya que permite la determinacién directa
si la muestra contiene Mercurio i6nico Hg+ que luego es transformado a Mercurio metélico
(Icontec, 2017).

De acuerdo a Gonzalez-E et al.(2014):
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“El vapor formado se arrastra por un gas inerte hacia una celda de cuarzo en la que se
produce el proceso de la absorcion atémica. Las muestras sélidas se digieren antes para
transformar todas las especies de Hg (inorgdnicas y orgdnicas) a Hg2+, ya que esta es

la tnica especie capaz de generar el vapor de Mercurio atémico”.(p.116)

Dentro de las desventajas se puede citar que el método consume tiempo y es complicado
por la posibilidad de pérdidas por volatilizacion o digestién incompleta, asi como la conta-
minacién de las muestras (Kuboyama, Sasaki, Nakagome, y Kataoka, 2005). Se denota que
de todas las técnicas analiticas utilizadas esta es la méas empleada, por realizar etapas muy
sencillas de extraccion, ademas de cuantificar satisfactoriamente el Mercurio, el cual es mas
usado en la deteccion de Mercurio en los musculos del pescado (Ruiz Chaves, 2016).

Marco Teérico Estadistico
Métodos Monte Carlo Basados en Cadenas de Markov (MCMC)

Los métodos MCMC son algoritmos iterativos que se usan para generar muestras de una
distribucion posterior y estimar estas cantidades, el diseno de una cadena de Markov es gene-
rada muestreando ¢+ ~ p(0|6*), este p es llamado el Kernel de transicion de la cadena de
Markov. La forma en que se construyen las cadenas garantiza la existencia de la distribucién
estacionaria. (Correa y Barrera, 2019)

La metodologia de este algoritmo consiste en simular 61,65, ...,0r, de una distribucién de
probabilidad dada, digamos F(f), y estimar los valores esperados bajo esta distribucién.
Siendo f(#) la densidad asociada con la distribucién y esta sera llamada Densidad objetivo,
la cual puede ser la distribucién a posteriori, que es la distribucion de interés y esta condi-
cionada en los datos.(Correa y Barrera, 2019)

Una de las propiedades mas importante del método Monte Carlo es que la exactitud de
la estimacién no depende de la dimensionalidad del espacio muestreado. Si el algoritmo es
implementado de la forma correcta se cumple también que el valor simulado #; depende
unicamente de su predecesor 6;_i, la convergencia de la cadena estd garantizada indepen-
dientemente de cuales sean los valores iniciales. En este método es necesario simular la cadena
para un nimero elevado de iteraciones para aproximarse a la distribucién estacionaria y los
primeros valores simulados (interacciones de burn-in) se eliminan si estos no se encuentran
en estado estacionario.(Naranjo, 2017)

Distribucion multinomial

Sea un experimento con n ensayos idénticos e independientes, en el que los resultados pueden
tomar J valores distintos (ny, ns,...ny). La probabilidad para cada valor n; se denota por pj,
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para j = 1,2,3,...,J,de modo que 0 < p; <1y pi+p2+..+p;s=1. De esta manera, si N,
es la variable aleatoria que describe el nimero de veces que se observa el valor n; en los n
ensayos, para j = 1,2, 3, ..., J, entonces, el vector N = (N1, Ny, ..., N;) sigue una distribucién
multinomial, asf:

Nla NQa ~"7NJ|p17p27 REPY 2 e MU’ltinomial(naplvp% "'7pJ) (3_2)

La funcién de probabilidad de dicha distribucién viene dada por:

n!

P(Ni=ny, Ny =ny,...,N;y=n;) = il Uyt ply’ (3-3)

donde Z;'Izl pi = ]-7 0 S p S 17 y Z;’JZI n; =n.

Distribuciéon Dirichlet

La distribucién Dirichlet es una extensiéon multivariante de la distribucién beta. Se trata de
una distribucién ampliamente utilizada en el contexto Bayesiano como una distribucién a
priori conjugada para una distribucién multinomial (Connor y Mosimann, 1969)

Sea Y = (y1,¥2,-..,y;) un sector con j componentes, entonces diremos que este vector sigue
una distribucién Dirichlet con vector de pardametros a = (oq, @, ..., ;) es decir,

Y|a ~ Dirichlet(c)

Si su funcién de densidad es:

F(Zi:l ) a171ya271ya371
F(Oél)F(OéQ)...F(Oéj) ! 2 3

Oéj—l

Y;

P(y17y27y37 Jy]) =

donde Y7 yi=1 0<y; <1l coni=12..5Y ag=3"1 o

En este caso se tiene una distribucién conocida para las marginales, que son distribuciones
betas con pardmetros a = a; y b = ap — «;. Para cada una se tiene:

. a;(ap — ;)
E(Y;) = a0’ Var(Y;) = W
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Teorema de Bayes

De acuerdo a lo escrito en el informe de Barajas (2018), definié matematicamente el teorema
de Bayes como:

Sea Y = {y1,¥2, ..., yn} un vector de n observaciones cuya distribucién de probabilidad
Pr(y|0) depende de k pardmetros involucrados en el vector = {f1, 60>, ...,0,} . Supéngase
también que ¢ tiene una distribucién de probabilidades Pr(6). Entonces, la distribucién
conjunta de 6 e Y es:

Pr(y|0) = Pr(y | 0)Pr(0) = Pr(0 | y)Pr(y) (3-4)
donde la distribucién de probabilidad condicional de # dado el vector de observaciones Y
resulta:

Pr 0)Pr(0
Pr(o| y) = LrW10Pr) (3-5)

Pr(y)
Con Pr(y) #0

A esta ecuacién se lo conoce como el teorema de Bayes, donde Pr(y) es la distribucién
de probabilidad marginal de Y y puede ser expresada como:

(3-6)

Pr(y) = fPT(y|9)Pr(9)d9 si 6 es continuo
= > Pr(yl@)Pr(0) si 6 es discreto

donde la suma o integral es tomada sobre el espacio paramétrico de 6. De este
modo, el teorema de Bayes puede ser escrito como:

Pr(0 | y) = cPr(y|0)Pr(0) (3-7)

donde: Pr(f) representa lo que es conocido de # antes de recolectar los datos y es
llamada la distribucién a priori de 0, y Pr(f|y) representa lo que se conoce de 6
después de recolectar los datos y es llamada la distribucién posterior de 6 dado Y,
y ¢ es una constante normalizadora necesaria para que Pr(f|y) sume o integre uno.

Dado que el vector de datos Y es conocido a través de la muestra, Pr(y|d) es
una funcién de € y no de Y. En este caso a Pr(y|f)se le denomina funcién de
verosimilitud de 6 dado Y y se le denota por [(f|y). Entonces la formula de Bayes
puede ser expresada como:

Pr(ly) = 1(0]y)Pr(0) (3-8)
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Prueba U de Mann withney

En estadistica la prueba U de Mann-Whitney (también llamada de MannWhitney-Wilcoxon,
prueba de suma de rangos Wilcoxon, o prueba de Wilcoxon-Mann-Whitney) es una prueba
no paramétrica aplicada a dos muestras independientes. Es la version no paramétrica de la
habitual prueba t de Student, con la siguiente hipétesis.

H,: la distribuciones de las poblaciones z; y 25 son idénticas.
H,: la distribucion de la poblacion z; es diferente a la distribucion de la poblacion zs.

se define el estadistico de prueba como

nq (7’L1 + 1)
2

donde nq, no son los nimeros de observaciones de las muestras z; y 2o respectivamente; y W,

U:n1n2+ - W

es el estadistico calculado a partir de la suma de los rangos de la poblacién de menor tamano.

Sin embargo, cuando las muestras son grandes, por el teorema central del limite la prueba
se aproxima bastante bien a la distribucién normal, entonces se tiene que:

ning

2

EU) =

nlng(nl + ng + 1)
12

de donde se obtiene el siguiente estadistico de prueba.

2 _
Oy =

U—-EU)
oy
Y su region de rechazo viene dada por: (Z < Z,)

Z = ~ N(0,1)

Fue propuesto inicialmente en 1945 por Wilcoxon para muestras de igual tamano y extendido
a muestras de tamafio arbitrario como en otros sentidos por Mann y Whitney (1947).

La prueba se usa para constatar si dos muestras independientes han sido seleccionadas de la
misma poblacién o de poblaciones diferentes que poseen el mismo comportamiento, bajo una
distribucién de probabilidad, es decir, que sus medias son iguales. La prueba, a diferencia
de la de Wilcoxon, no se fundamenta en muestras pareadas, es decir, muestras en las que se
obtienen dos observaciones para el mismo individuo o fenémeno.



Capitulo 4

Metodologia

En esta secciéon se presenta la metodologia propuesta para validar si las tirillas de deteccion
son un instrumento que puede o no servir como mecanismo de alerta temprana, evaluando
la capacidad que tienen estas para detectar la presencia de Mercurio en fuentes hidricas
de abastecimiento. Dicha evaluacion, se lleva a cabo utilizando un instrumento de colori-
metria para cuantificar el cambio de las tirillas y un método de referencia gold standard, con
muestras tomadas en varios puntos y distintas fechas.

4.1. Modelo estadistico asociado al problema

Parte de las componentes importantes del modelo estadistico es identificar el proceso gene-
rador de datos y la situacién de la cual los datos estan ofreciendo informacion. Se planteo
entonces describir un experimento estadistico que es un procedimiento que genera los resul-
tados de interés con los que se plantea el modelo estadistico.

Experimento estadistico: Tomar un registro de un triplicado de tirilla después de ser
introducida en una muestra de agua tomada en el k-ésimo punto, de la j-ésima fecha de
muestreo y observar el nivel de Mercurio marcado.

Variables aleatorias: Para la clasificacion de las cantidades de Mercurio que fueron obte-
nidas por las tirillas, se crea la variable X, categorica de nivel ordinal, que representa el nivel
de Hg considerado en la p-ésima observacién, como se muestra a continuacion, donde a; es
el menor nivel de Mercurio y ay el nivel més alto de Mercurio que puede marcar la tirilla.
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a1
a2

ijp: : p:1727-‘-7T7 j:172,---,m ,k:]_,Q,...,l.

LA f

donde p = 1,2,..,r hace referencia a la p-ésima observacion, en la j-ésima fecha, para el
k-ésimo punto de muestreo, con j =1,2,..my k=1,2,...,1.

Al clasificar los resultados de las tirillas con la variable X, se crea una variable aleatoria Y
que tomara valores de 1 o 2 segiin sea su clasificacién de X, como se presenta a continuacion:

1; si X € {a,a9,as,...,a.} — cantidad despreciable de Mercurio.
Yijp = (4‘1)

2; st X e{acy1,...,ar} — cantidad considerable de Mercurio.

donde yy;, es la cantidad de Mercurio clasificado en el punto & = 1,2,...,1, en la fecha
7=12,...,m.Y el termino a. indica el nivel méaximo tolerable de Mercurio para el consumo
humano y se establece con ayuda de un experto.

Lo anterior establece que para un punto de muestreo en particular en una fecha dada, se
tienen r observaciones en la variable Yj; (tabla 4-1). Partiendo de ello, en general para
cualquier punto de muestreo en cualquier fecha, existen 2" combinaciones posibles de las r
observaciones. Por ejemplo, si se recolectaron r = 3 muestras (triplicados), es decir, se tomé
una muestra de agua en el punto de muestreo uno en la fecha uno, y la misma se dividi6 en
tres submuestras de agua para hacer los andlisis, de modo que se tiene 23 = 8 combinaciones
posibles de la prueba de laboratorio en un triplicado. Dado que cada triplicado es llevado al
laboratorio y es evaluado por un mismo analista, el orden en que aparece los resultados no es
relevante, que para efectos del andlisis son permutables porque son de una misma muestras
de agua tomada en el mismo punto en la misma fecha, esto quiere decir que la combinacion
(1, 2, 1) es igual a la combinacién (2, 1, 1) 6 (1, 1, 2).
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Tabla 4-1: Niumero de muestras en el punto k, en la j-ésima fecha de muestreo.

Sitio ID Fecha de muestreo

Fecha 1 Fecha 2 Fecha m
Punto 1 | y111, y112,---Y11r Y121, Y122, --- Y12r Yim1, Yim2, - Yimr
Punto 2 | yo11, Y212, - Yo1r | Y221, Y222, --- Yo2r Yom1, Y2m2, -5 Yomr
Punto 1 | yui, ynz2, - Yiir | Yi21s Y22 Yizr | o | Yimis Yim2s - Yimr

Después de realizar las diferentes combinacion se concluyen que existen 3+1 (r+1) resultados
posibles de interés, lo cual lleva a tener las siguientes combinaciones: (1,1,1), (1,1, 2), (1,2,2), (2,2, 2).
Y de manera general los siguientes eventos de interés Wy, con t = 1,2,..,;r,r 4+ 1, donde:

W, = Existen » muestras con Y =1

Wy = Existen r — 1 muestras con ¥ =1
(4-2)

W, = Existen (r+1)—1¢ muestras con Y =1

Esto quiere decir que, Wj es el menor nivel de Hg marcado por la tirilla y W,..; el mayor
nivel de Mercurio marcado por la tirilla, en el punto k, de la j-ésima fecha de muestreo.

Para representar de una mejor manera lo que sucede en el k-ésimo punto de muestreo, se
crea una variable aleatoria Dy, que identifica el evento W, tal que:

1 si
Dktj - { SZ' oetre t= 17 25 37 T + 1 (4-3)
0 si no ocurre w;

donde Dy;; ~ Bernoulli(f) con funcién de masa de probabilidad:

P[Dytj = ditj|0rt] = 9:?”(1 - Qi;dktj) i Dy ={0,1} y 0<6,<1

0r: = La probabilidad de que ocurra la observacién d; en el punto k.

Posteriormente se crea la variable (i, la cual representa el niimero de éxitos de interés del
evento definido por la variable Dy;, esto es:

mg
th:sztJ para t=1,2,...mr+1; k=1,.. (4-4)

j=1
donde my, es la cantidad de muestras obtenida en las j-ésimas fechas de muestreo en el punto

k.
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Entonces, la distribucién de masa conjunta es una multinomial, y estd dada por:

P(Qr1 = qr1, Qr2 = G2y s Qkr = Qrs Qi(rs1) = Qhr+1)[Ok1, Ok2s o Ok Onrgr)) =

K (r
OB O

Qo1 qr2! - Q1)) k(r+1)
donde ::11 O = 1, para todo k y my = E,:ll qr:  Entonces
Qk ~ multinomial (mk, le, (9k2, 9k3, ...HkT, Hk(TH)) (4—5)

donde 60;; es la probabilidad de que, en el punto k, se presente el evento t.

Su estimacion por maxima verosimilitud, viene dada por:

by = (4-6)

Inferencia Bayesiana

Al estar en un escenario de pocos datos, se hace uso de la inferencia Bayesiana para estimar
los pardmetros de interés 0, = (Ok1, Ok2, Oks, ...0kr, Ok(r41)). Esta combina la informacién de los
datos mas informacién subjetiva, sea de un experto o informacién de estudios previos. Dado
que en la revisién de la literatura no se encontraron estudios con caracteristicas similares a
éste, que pudieran servir como fuente para obtener informacién a priori y tampoco se tuvo
acceso a un especialista en el tema que pudiera ser considerado experto, se decidi6 utilizar
los métodos empiricos de Bayes (MEB) para obtener las distribuciones a priori (Gelman et
al., 2004). Al asumir una distribucién multinomial como mejor modelo para representar las
observaciones obtenidas en campo una elecciéon natural para la distribucion a priori es la
distribucion Diriclhet, la cual es la distribucién a priori conjugada para una verosimilitud
multinomial. Se tiene entonces que la distribucion posterior del vector de pardametros de
interés viene dada por la siguiente expresion:

ap1—1paps— O -1
FOk1, Ok2, - Opr, On (1) | k1, Qs oy 1)) = COREY 10052 1---9,{(];%;) (4-7)
I g r+1 r+1
donde C = F(am)FEitz_)i.FIZ;)WH))’ i O0=1, 0<0, <1, y o= o

Para obtener los hiperparametros de la distribucién a priori Dirichlet, se hizo una adaptacion
del método propuesto por Flérez (2014), usando informacién obtenida a partir de los mismos
datos (MEB).

Obtencién de los hiperparametros de la distribuciéon a priori Dirichlet

El método propuesto por Flérez (2014) consiste en tres procedimiento. Primero, encontrar
el n equivalente, el cual depende de la experiencia o credibilidad que el facilitador asigna al
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experto, de tal manera que dicho tamano de muestra represente la opinién de éste. Dado que
no se tiene informacién de un experto, Bromaghin (1993) propone que el tamano de muestra
n se puede obtener de la siguiente manera ver tabla 4-2, donde o toma valores de 0.6, 0.4
y 0.2 lo que indica el conocimiento que el facilitador asigna al experto, poco conocimiento,
mediano conocimiento y alto conocimiento del tema respectivamente y d es el maximo error
tipo I asumido al considerar el tamano de muestra asociado al nimero de categorias de la
variable multinomial (v).

Tabla 4-2: Tamano muestral n con un nivel « asociado al experto y un error tipo I igual a
d para probabilidades multinomiales, Propuesto por Bromaghin (1993)

«

0,6 0,4 0,2

d d d
v 0,05 008 01 005 008 01 005 008 0,1
2 268 118 65 163 72 40 107 47 26
3 333 147 81 224 98 55 163 72 40
4 381 167 93 268 118 65 206 91 50
5 418 184 102 304 134 74 240 106 59
6 449 197 109 333 147 8l 268 118 65
7 475 209 116 359 158 87 293 129 71
8 498 219 121 381 167 93 314 138 77
9 518 228 126 400 176 97 333 147 81
10 536 236 130 418 184 102 351 154 85

En el segundo procedimiento, se aplica el método de la Ruleta propuesto por Oakley, Da-
neshkhah, y O’Hagan (2010) que le permite al analista estimar el vector de probabilidades
de ocurrencia de cada parametro 9; = (Ok1, k2, Ors, -..Okr, Or(r41)) dialogando con el experto.
Como no se tiene informacion de dicha proporcion se tomaron las estimaciones globales de las
muestras, obtenidas por el método de maxima verosimilitud como el vector de probabilidades
de ocurrencia.

El tercer paso se desarrolla un estudio de simulacién con el cual se obtienen los valores de los
hiperparametros de la distribucién Diricleht utilizando como insumo la informacion obtenida
en los pasos 1y 2, es decir, los tamanos de muestras asociados a valores predefinidos de («, d
y v) y al vector de parametros 6. Para cada combinacién de valores se simulan N muestras
(para nuestro caso N=1000) de la distribucién multinomial con vector de pardmetros 6y, se
obtuvieron los 1000 vectores de estimaciones del vector 0, y para cada componente se obtuvo
la media y la varianza, asumiendo la media como E[Y;] y la varianza como Var[Y;].

Luego de tener los resultados del tercer componente se procedié a calcular los valores de
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los hiperparametros de la distribucion a priori Dirichlet, haciendo uso de los dos primeros
momentos de dicha distribucién, que son los siguientes:

ElY] = — (4-8)

Oéi(@o - Oéz‘)

Varly)] =
ar[Y] ad(ap+1)

(4-9)
donde oy = Z’;rll oy y t representa el nimero de categorias de la distribucion.
Las estimaciones de la ecuaciones 4-8 y 4-9 son féciles de obtener conociendo los resultados

del tercer paso. Sin embargo, el procedimiento algebraico esta en despejar oy y «; de las
expresiones anteriores. Las cuales quedan expresadas de la siguiente manera:

oy = ' JUREANSS | (4-10)

o = ((E[Yi] — (E[Yi])?)

De esta forma se obtienen los hiperparametros de la distribucién Dirichlet, (ecuaciones 4-10
y 4-11).

Ahora es posible obtener la distribucién posterior conjunta para el vector 6, usando la
formula de Bayes, es decir podemos obtener la distribucion posterior de la siguiente manera:

r+1

F Okt | Gie) = hL(By | o) f x HqutJrakt_l (4-12)

Donde L(6, | @) es la verosimilitud de la distribucién multinomial y f(6;), la informacién
a priori Dirichlet, indexada por los hiperparametros obtenidos en la ecuacion 4-10, 4-11, y h
una constante de normalizacion. La f (gkt | Gkt) contiene toda la informacién posible sobre el
vector de parametros 6, de modo que, se pueden obtener medidas de resumen de la misma
para estimar la probabilidad de observar una cantidad ¢ de tirillas en la t-ésima categoria de
nivel de Mercurio. Asumiendo una funcién de perdida cuadritica se puede tomar la media
de la distribucion posterior como estimador de Bayes. Es decir;

Akt + Qugt

ékt =E Ok | gre) = —
my + Zt+11 oy

(4-13)
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Estas estimaciones de los f; dardn una alerta sobre cémo es la condicién del agua antes
de ser ingerida. El método de la tirillas no permite hacer una cuantificaciéon exacta de la
cantidad de Mercurio en el k-ésimo punto, en la j-ésima fecha de muestreo. Las cantidades
de Hg en ppb marcadas por las tirillas son niimeros enteros que identifican limites superiores
para posibles cantidades de Hg (0, 50, 100, 500, 700 y 1000 ppb) de modo que, si en el agua
hay una cantidad de Hg igual a un valor ubicado en el interior de un intervalo, la coloraciéon
de la tirilla va a ser interpretada (de manera visual) como el limite inferior del intervalo.
La forma como los ingenieros han manejado esta limitacién ha sido utilizar el método de la
colorimetria, el cual consiste en medir la intensidad de color a través de un procedimiento
de laboratorio.

4.2. Analisis de los datos de colorimetria: modelo es-
tadistico

Para cuantificar el valor colorimétrico se utiliza la siguiente formula.

AE = VAL? + Aa? + Ab? (4-14)

Dicha ecuacion 4-14, se le realiza a las tiras reactivas después de ser introducidas en muestras
de agua, con el fin de tener un valor cuantitativo que represente la cantidad de Mercurio en
las fuentes hidricas. Para ello se tiene el siguiente modelo estadistico asociado.

Experimento estadistico: Observar el resultado de colorimetria, luego de cuantificar el
nivel de Mercurio de la observaciéon dy; en la fecha de muestreo j.

Variable aleatoria: Sea Z; la variable aleatoria que toma los valores de cuantificacion colo-
rimétrica de la observacién d;, donde t = 1,2, 3, ..., 7,7 4+ 1 haciendo referencia a la categoria
de la distribucién multinomial.

Por lo tanto, para cada categoria se tendra en total u; observaciones con u = 1,2, ..., ny,
asociadas a la cantidad de tirillas en la categoria t, a estas se les realiza un analisis descriptivo
y posteriormente la prueba no paramétrica de Kruskal-Wallis si r + 1 > 2, 6 U de Mann
Withney si » + 1 = 2, para evidenciar estadisticamente si los valores de Z; medidos en la
colorimetria, difieren entre las (r + 1) categorfas. De esta manera concluir si los resultados
arrojados por la colorimetria tienen un soporte para aportar a la validacion de las tirillas.
Sin embargo, es necesario resaltar que las tirillas se tendrian que comparar con un método
de patréon de oro para concluir sobre la sensibilidad de esta para detectar Mercurio en agua
superficial.
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4.3. Datos de espectrofotometria de absorcién atémi-
ca por vapor frio.

Esta prueba se considera como patrén de oro, ya que puede clasificar correctamente si una
muestra de agua tiene una cantidad de Hg superior a 1ppb (una parte por billén), que es lo
permitido por la norma de salud ptublica en Colombia. Por ende, las muestras a las que se
les realice dicha prueba seran presentadas en una tabla junto a los resultados de las tirillas
asociados a dichas muestras del patrén de oro. En consecuencia, se plantea el siguiente mo-
delo estadistico:

Experimento estadistico: Observar el resultado que se obtiene al aplicar el patrén de oro
a una muestra de agua. Ademas observar la clasificacion de las tirillas asociada a esa muestra
con la metodologia de la seccién 4.1. (ecuacién 4-2).

Teniendo en cuenta que para cada pais la norma sobre las cantidades permitidas de Mercurio
en agua consumible para el ser humano es diferente, se crea un punto de corte b. Luego, con
ayuda de un experto se define cuales observaciones de W; se consideran tolerables para el
consumo humano. De esta manera, se crean los siguientes eventos de interés:

Evento H;: El patron de oro obtiene un resultado mayor que b, y la observaciéon de W, no
es tolerable para el consumo humano.

Evento H;: El patrén de oro obtiene un resultado mayor que b, y la observacion de W; es
tolerable para el consumo humano.

Evento Hj: El patron de oro obtiene un resultado menor que b, y la observaciéon de W, no
es tolerable para el consumo humano.

Evento H,: El patron de oro obtiene un resultado menor que b, y la observaciéon de W; es
tolerable para el consumo humano.

Sea V' la variable aleatoria que identifica los resultados del evento patrén de oro, tal que:

v 1 si el patrén de oro obtiene un resultado mayor que b. (4-15)
~ 10 en otro caso.

Sea C la variable aleatoria que identifica los resultados del evento tirillas, tal que:

C 1 sila observacion de W, no es tolerable para el consumo humano. (4-16)
~ 10 en otro caso.
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Sean las variables F; tales que:

0 en otro caso.

{1 si ocurre H;
E, =

Entonces,

1 siV=1yC=1
Elz
0 en otro caso.

{1 siV=1yC=0

0 en otro caso.

1 siV=0yC=1
3:
0 en otro caso.

1 siV=0yC=0
=
0 en otro caso.

Se puede asumir que E; ~ Bernoulli(6;), entonces
» 0, = Plocurra H)) = P(V=1,C =1)
» 0y = P(ocurra Hy) = P(V =1,C =0)
» 03 = P(ocurra Hs) = P(V =0,C =1)
» 04 = P(ocurra Hy) = P(V =0,C =0)

donde

(4-17)

(4-18)

(4-19)

(4-20)

(4-21)

= 0, es la probabilidad de que en una muestra de agua, el patréon de oro marque una

cantidad de Mercurio superior a b y las tirillas marquen que no es tolerable para el

consumo humano.

= 5 es la probabilidad de que en una muestra de agua, el patréon de oro marque una

cantidad de Mercurio superior a b y las tirillas marquen que es tolerable para el consumo

humano.
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= 3 es la probabilidad de que en una muestra de agua, el patréon de oro marque una
cantidad de Mercurio inferior a b y las tirillas marquen que no es tolerable para el
consumo humano.

= 0, es la probabilidad de que en una muestra de agua, el patréon de oro marque una
cantidad de Mercurio inferior a b y las tirillas marquen que es tolerable para el consumo
humano.

Por consiguiente se define la variable aleatoria A; como la suma de n; variables aleatorias
Bernoulli de parametros 6;. Es decir:

con A1|V =1 ~ Binomial(a; +as , A1) y A4]V = 0 ~ Binomial(as +ay , A2) donde M=
P(C=1V =1) y A = P(C =0|V =0). Los datos obtenidos se pueden organizar en una
tabla cruzada de la siguiente manera:

Tabla 4-3: Patrén de oro

Gold standard
Muestra de agua Si No
. . Si ay as a; + ao
Tirillas.
No as ay az + ay4
ay +az a9+ ay n

donde la palabra Si indica que la muestra de agua es perjudicial para el consumo humano,
y la palabra No indica que la muestra de agua no es perjudicial para el consumo humano.

Para el caso de este proyecto se utilizé como prueba gold standard la espectrofotometria de
absorcién atomica por vapor frio; método de laboratorio que permite identificar cantidades
mayores o iguales a 1 ppb en muestras de agua.

La espectrofotometria es una técnica especializada y costosa, razén por la cual diez de las
48 muestras fueron analizadas utilizando este método, con el fin de darle una generalizacién
a los resultados obtenidos con el gold standard se procedid a estimar la probabilidad de que
una muestra de agua tomada en alguna de las fuentes seleccionadas para hacer los muestreos,
este contaminada con Hg usando distribuciones beta conjugadas para un muestreo binomial
bajo el principio de Laplace.
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Se simulé un vector de 1000 valores de la distribucién posterior y usando la funcion de
perdida cuadratica se obtuvo el estimador de la probabilidad de que una fuente de agua de
la zona de estudio presente niveles de mercurio mayor a los aceptados. Es decir, se estimo la
proporcion de fuentes de agua para consumo en el area de estudio y la regién de credibilidad
del 95 %.

Para obtener informacién sobre la capacidad clasificadora de las tirillas Sensafe se tomaron las
diez muestras analizadas por espectrofotometria y se comparo los resultados de este método
con la clasificacion arrojada por los triplicados de las tirillas evaluadas en las mismas muestras
de agua para este analisis se utilizaron distribuciones apriori obtenidas bajo el principio de
Laplace y verosimilitudes binomiales.
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Resultados

Para ilustrar la metodologia propuesta en este trabajo de grado, se utilizé un archivo de
datos cribados por dos estudiantes de Ingenieria Sanitaria, quienes en su trabajo de grado
estudiaron las condiciones de contaminacién con Mercurio (Hg) en ocho fuentes de abas-
tecimiento de agua (seis pozos, un acueducto y una quebrada) realizando seis jornadas de
muestreo en el corregimiento La Toma y la vereda Yolombd en el municipio de Suérez, Cau-
ca. Las 48 muestras recolectadas fueron llevadas y analizadas en el laboratorio de Ingenieria
Quimica de la Universidad del Valle, mediante los métodos de tirillas (Sensafe), colorimetria
y espectrofotometria de absorcién atémica por vapor frio.

Posteriormente cada muestra se repartio en tres recipientes, y se le introdujo una tirilla marca
Sensafe, para clasificar el nivel de Mercurio (Hg) que pudiera contener la muestra (esta se
clasifica en 50, 100, 200, 500 6 1000 partes por billén) de esta manera para cada fecha y punto
de muestreo se tienen 3 resultados. De la misma manera, se realizé el método de colorimetria
para cada tirilla, por lo cual, en cada fecha se tiene un valor de colorimetria asociado a las
tirillas, y 10 de las muestras fueron enviadas al laboratorio de servicios a la comunidad en
Medellin, Colombia; en el que se realizaron técnicas especificas que permitieran clasificar
correctamente si la muestra de agua contenfa una cantidad superior a 1ppb/L (una parte
por billén por litro) que es lo permitido segun la resolucién 2115 del 2007 por el Ministerio
de la proteccion social y Ministerio de ambiente, vivienda y desarrollo territorial. La Tabla
5-1 presenta los resultados de las tirillas.
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Tabla 5-1: Resultados de concentracion de Hg con las tirillas Sensafe, en ocho puntos de
muestreo y por seis fechas en el corregimiento de La Toma.

Sitio ID Fechas de muestreo
Febrero 27 Marzo 7 Marzo 21 Abril 4 abril 18 Mayo 2
La Cristalina 100 100 100 O O O |50 50 O 0 50 0 [0 0O 0100 50 O
Alcides 5 0 1000 0 0100 0 O 0 0 0 |0 0 0] 50 0 0
Pablo Balanta 0 50 0 [50 0 O 0 0 50| 0 100 O |0 O O} O 0 50
Escuela 100 0 0 0 50 0 0 0 50|50 O 0 |0 0 0] 0 50 50
Palo de Yuca 0 0 0 0 50 50| O 0 O 0 0 0|10 0 0] O 0 0
Gloria 0 100 50 | 0 O 50[100 50 50| O 0 0 [0 0 0]100 100 100
Erley 50 100 50 | O 0 50100 50 500|100 100 1000 O O O 0 0
Tres Quebradas | 0 0 0 |50 0 501|100 100 50| 50 50 50 [0 O 0] 100 100 100

5.1. Validacién de las tirillas (Sensafe)

Siguiendo la metodologia propuesta en la secciéon anterior, para validar si las tirillas pueden
ser o no, un instrumento de alerta temprana para detectar Mercurio en fuentes hidricas de
abastecimiento para la comunidad de La Toma, Cauca. Dado que las tirillas son un método
en evaluacién, la persona que las desarrollé (Ingeniera sanitaria PhD. Diana Vanegas) nos
informé que su capacidad para detectar niveles bajos de Hg es muy limitada y que ella con-
sideraba que cuando la tirilla marcaba 0 o 50 ppb era posible asumir niveles muy bajos, casi
despreciables de Hg en el agua. De esta manera se tiene los siguientes resultados:

Tabla 5-2: Resultados obtenidos en laboratorio a partir de la variable Y

Sitio ID Fechas de muestreo

Febrero 27 | Marzo 7 | Marzo 21 | Abril 4 | abril 18 | May 2
La Cristalina 22 2 (1 1 111 11 1 11 1 1{2 11
Alcides 11 2|11 1|2 1 1{1 1 1|1 1 1|1 1 1
Pablo Balante 11 1 {1 1 1|1 1 1{1 2 1|1 1 1|1 1 1
Escuela 21 1 /1 1 11 1 11 1 11 1 1]1 1 1
Palo de Yuca 1 1 1 11 11 1 1}1 1 1|1 1 1(1 1 1
Gloria 12 1 (11 1|21 1]1 1 1|1 1 12 2 2
Erley 12 1 (11 121 12 2 2|1 1 11 11
Tres Quebradas (1 1 1 |1 1 12 2 1|1 1 1|1 1 1(2 2 2

Ahora que se tiene los resultados de la variable Y}; codificada como 1 6 2, como se muestra
en la tabla 5-2, se consideran los siguientes eventos de interés Wy con t = 1,2,3,4, que
tiene las siguientes combinaciones:
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s Wo=(112) —

Wiy=(122) —

s W, =(222) —

muy poca sospecha de Hg

poca sospecha de Hg

sospecha de Hg

alta sospecha de Hg.

A continuacion se presenta la tabla 5-3 codificada con los resultados de los eventos W;, de

esta manera podemos ver el comportamiento de cada uno de los ocho puntos de muestreo

en sus distintas fechas, por ejemplo, se puede evidenciar como los puntos Pablo Balanta, La

Escuela y Palo de Yuca, presentan muy poca sospecha de Hg por el instrumento. Mientras

los puntos Erley, Gloria y Tres Quebradas presentan una mayor sospecha de Mercurio (Hg).

Tabla 5-3: Distribucién de las combinaciones de resultados por sitio de muestreo

Sitio ID Fechas de muestreo
Febrero 27 | Marzo 7 | Marzo 21 | Abril 4 | abril 18 | Mayo 2
La Cristalina w4 wl wl wl wl w2
Alcides w2 wl w2 wl wl wl
Pablo Balanta wl wl wl w2 wl wl
Escuela w2 wl wl wl wl wl
Palo de Yuca wl wl wl wl wl wl
Gloria w2 wl w2 wl wl w4
Erley w2 wl w2 w4 wl wl
Tres Quebradas wl wl w3 wl wl w4

La Tabla 5-4 presenta las estimaciones por el método de maxima verosimilitud en los ocho

puntos de muestreo, de esta se concluye que las tirillas marcaron una tendencia a muy poca

sospecha de Hg. Por ejemplo, los puntos de muestreo Alcides, Pablo Balanta, Escuela y Palo

de Yuca, tienen una estimaciéon muy poco probable de contener niveles considerables de

Mercurio, segun las tirillas. Mientras que los puntos Cristalina, Gloria y Erley presentan en

algiin momento indicios de Hg. Por su parte, Tres Quebradas presento6 la mas alta sospecha

de Hg segun los resultados de las tirillas (Sensafe).
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Tabla 5-4: Estimacién de maxima verosimilitud para cada punto de muestro

Sitio ID n 0, 0y 03 0,
Cristalina 6 % % 0 %
Alcides 6 % % 0 0
Pablo balanta 6 2 & 0 0
Escuela 6 % % 0 0
Palo de Yuca 6 1 0 0 O
Gloria 6 % % 0 %
Erley 6 % % 0 %
Tres Quebradas 6 ¢ 0 ¢ ¢

Resultados del estudio de simulacién

Aplicando los tres pasos descritos en la metodologia, haciendo uso del software R Core Team
(2018), se obtuvo los valores para el vector de hiperparametros a = (ag, aq, ag, a3) y las
estimaciones Bayesianas de las probabilidades conjuntas en la Tabla 5-5, considerando los
niveles hipotéticos de conocimiento de un especialista (Aproximados utilizando MEB, y de-
notados como alto, medio y bajo), un nivel de significancia y los tamanos de muestra que
aparecen en la Tabla 4-2. Se puede decir, que para cada nivel de conocimiento se obtuvo una
distribucion a priori Dirichlet, razén por la que fue necesario utilizar un método de seleccion
de modelos (FB), para obtener los resultados finales.

De la tabla 5-5 se puedo observar que el vector de parametros es muy similar para los diferen-
tes niveles de experticia asignado al experto. Lo cual tiene sentido por la poca variabilidad
que tienen los puntos.

Tabla 5-5: Hiperparametros de la distribucién Dirichlet, para los diferentes niveles de

experto.
Experticia alta n = 206 Experticia media n = 268 Experticia baja n = 381
Alfa Media Varianza Alfa Media Varianza Alfa Media Varianza

oy 149.32 0.70  9.79e-4 182.11 0.70 8.04e -4 276.18 0.71 5.27e-4
ap 4175 0.20 7.35e-4 48.83 0.19 5.83e-4 74.23 0.19 3.96e -4
g 4.71 0.02  7.35¢-4 5.78 0.02 832 -5 7.99 0.02 5.16e -5
ag 1730 0.08 348e-4 23.40 0.09 3.13e-4 30.31 0.08 1.84e-4

Luego de tener los parametros de la distribuciéon a priori Dirichlet, se procede a obtener
las estimaciones de la distribucién posteriori (ecuacién 4-12), que resulta al multiplicar la
verosimilitud de la distribucién multinomial, por la distribucién apriori Dirichlet con hiper-
parametros expresadas en la tabla 5-5. De esta forma se obtiene una distribucion a posteriori
Dirichlet para cada punto de muestreo, con parametros presentados en la tabla 5-6 y su res-
pectiva region de credibilidad presentada en la tabla 5-7.
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Tabla 5-6: Estimacién a posteriori de la probabilidad conjunta de observar niveles de
Mercurio asociado a una de las tres categorias en cada punto de muestreo

Punto Nivel de experticia 0, 0, 05 0,
del experto

Alto 0,689 0,179 0,010 0,122
La Cristalina medio 0,683 0,177 0,011 0,129
Bajo 0,685 0,181 0,011 0,123
Alto 0,689 0,261 0,010 0,039
Alcides medio 0,684 0,261 0,011 0,044
Bajo 0,684 0,264 0,011 0,041
Alto 0,771 0,179 0,010 0,039
Pablo Balanta medio 0,768 0,176 0,011 0,044
Bajo 0,765 0,182 0,011 0,042
Alto 0,771 0,179 0,010 0,040
La escuela medio 0,768 0,177 0,011 0,044
Bajo 0,767 0,180 0,011 0,041
Alto 0,958 0,028 0,003 0,011
Palo de yuca medio 0,958 0,026 0,003 0,013
Bajo 0,956 0,029 0,003 0,012
Alto 0,605 0,262 0,010 0,122
La gloria medio 0,599 0,261 0,011 0,129
Bajo 0,602 0,264 0,011 0,122
Alto 0,607 0,261 0,011 0,122
Erley medio 0,599 0,262 0,011 0,129
Bajo 0,603 0,263 0,011 0,123
Alto 0,688 0,096 0,093 0,122
Tres Quebradas medio 0,683 0,093 0,095 0,129
Bajo 0,684 0,100 0,093 0,123

La tabla 5-6 y el grafico 5-1 presentan las estimaciones de las probabilidades de observar
los diferentes niveles de Hg en las fuentes de abastecimiento. Los resultados de los tres
modelos evaluados llegan a resultados bastante similares. De acuerdo con los valores del FB
obtenidos se decidié tomar el modelo cuya a priori se construyd asumiendo un experto con
experticia hipotética media. Se puede pensar que los puntos La Cristalina, La Gloria, Erley,
y Tres Quebradas son puntos que posiblemente presentan contaminacién por Mercurio, dado
que los valores estimados estan por encima de 0.1 para la categoria identificada como alta
sospecha de Mercurio reportada por las tirillas.

La tabla 5-7 presenta las regiones de credibilidad de 95 % para cada categoria, en cada uno
de los puntos de muestreo, con la experticia media asignado al experto.
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Tabla 5-7: Regién de credibilidad para las estimaciones a posteriori de Hg para cada
punto de muestreo.

ID sito o, 0, 0y 04
La Cristalina (0,65-0,95)  (0,149-0,204) (0,149-0,204)  (0,105-0,15)
Alcides (0,65-0,715)  (0,23-0,292)  (0,23-0,292)  (0,03-0,058)
Pablo Balanta  (0,739-0,717)  (0,15-0,203)  (0,15-0,203)  (0,03-0,06)
Escuela (0,735-0,796)  (0,15-0,204)  (0,15-0,204)  (0,03-0,06)
Palo de Yuca  (0,95-0,799)  (0,02-0,032)  (0,02-0,032)  (0,008-0,016)
Gloria (0,563-0,965)  (0,229-0,294) (0,229-0,294) (0,104-0,155)
Erley (0,562-0,636)  (0,23-0,203)  (0,23-0,293)  (0,105-0,152)
Tres Quebradas (0,649-0,632) (0,073-0,114) (0,073-0,114) (0,105-0,153)

El gréfico 5-1 muestra de forma visual la estimacién de la probabilidad de Hg, para cada
punto de muestreo segin sea la clasificacion de las tirillas.

1.00-

Mercurio

Alta sospecha
@ Wuy poca sospech:
. Poca sospecha

Sospecha

Probabilidad a posteriori de mercurio

-

. ! . ! ! ! . !
Alcidez Cristalina Erley Escuela Gloria Pablo balanta Palo de yuca Tres Quebradas
Punto de muestreo

Figura 5-1: Estimacion a posteriori de Hg para cada punto de muestreo.
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5.2. Colorimetria

La tabla 5-9 contiene los valores promedios calculados por el método de colorimetria me-
diante la ecuacién 3-1, para cada punto y fecha de muestreo.

Tabla 5-8: Clasificacion para los colores de las celdas

ID colores
W1 = Muy poca sospecha de Hg.
W2 = Poca sospecha de Hg.
W3= Moderada sospecha de Hg.
Wi4= Alta sospecha de Hg.

Tabla 5-9: Valores de colorimetria con clasificacion de colores para cada W

Sitio ID feb-27 mar - 07 mar - 21 abr - 04 abr - 18 may - 02
Tiras en blanco 0 0 0 0 0 0

La Cristalina 9,88 13,00 7,56 6,63 11,70 6,56
Alcides 9,58 12,98 } 6,51 | 13,67 1,93 3,73
Pablo Balanta 9,47 3,22 2,74 5,17 1,71 4,67
Escuela 2,70 2,11 6,99 11,25 1,72 2,80
Palo de Yuca 7,81 6,92 7,67 0,86 1,94 2,57
Gloria 9,24 9,33 8,09 2,40 7,96 4,90
Erley 7,86 11,20 7,35 9,10 10,96 4,80
Tres Quebradas | 8,23 10,20 5,68 6,46 3,52 9,00

Los resultados encontrados se dividieron en dos grupos. El grupo 1 conformado por los puntos
y fechas que marcaron muy poca y poca sospecha de Hg con las tirillas Sensafe, el grupo
2 conformado con las tirillas que marcaron sospecha y alta sospecha de Hg. Dicha divisién
se realiz6 porque una categoria (sospecha de Hg) contaba con un solo valor y para que las
pruebas de significancia de medianas sean robustas se necesitan en cada grupo de niveles
de Mercurio minimo cinco observaciones. A cada grupo se le realizo un analisis descriptivo
con los valores obtenidos de la colorimetria ver tabla 5-10, en esta podemos analizar que los
coeficientes de variacién en ambos grupos son muy altos, lo cual refleja la alta variabilidad
que estas muestras presentaron con el método de colorimetria, especialmente el grupo 1,
dado que present6 el cambio de color més pequeno (0.8634) y el mas alto (13.6713). Sin
embargo, la media y el tercer cuartil en ambos grupos son similares.
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Tabla 5-10: Estadisticas descriptivas grupos 1 y 2

Grupo | Grupo 1 | Grupo 2
Minimo 0.8634 4.901
Q-1 3.008 5.678
Median 6.869 8.997
Mean 6.5958 7.710
Q3 9.2823 9.098
Max 13.6713 9.875
Var 12.794 5.073
CVv 54.231 29.213

Después de analizar los datos descriptivos, se planted la prueba no paramétrica U de Mann
Withney, para contrastar si la mediana en los grupos son diferentes, es decir, evidenciar
estadisticamente si estas diferencias de color son lo suficientemente grandes para determinar
o no la presencia de Mercurio. Para ello se establecié la siguiente hipdtesis con una signifi-
cancia del 5 %.

Hy : La estimacion mediana de Hg en el grupo 1 es igual a la del grupo 2.
H, : La estimacién mediana de Hg en el grupo 1 es diferente a la del grupo 2.

Esta prueba arroja un valor-p de 0,4694. Lo que permite llegar a la conclusién de que no
existe suficiente evidencia para rechazar la hipdtesis nula con una significancia de o = 5 %),
es decir, que las diferencias de los grupos 1 y 2 no son significativas. Afirmando asi que la
colorimetria no permitio identificar si existe o no presencia de Mercurio de acuerdo a las
cantidades presentadas en la tabla 5-3.

Teniendo en cuenta los resultados previos podemos denotar que la colorimetria en este caso,
no es un aporte relevante para detectar los niveles de Hg en las tirillas. Dado que para el punto
Tres Quebradas, que es un caso comprobado en laboratorio de la presencia de Mercurio, no
se encontré una tendencia de color significativa que lo diferenciara de los demas puntos.

5.3. Espectrofotometria de absorciéon atémica por va-
por frio.
Las 10 muestras analizadas con este método fueron los puntos: Cristalina, Alcidez, Gloria,

Erley, y Tres Quebradas en las fechas 27 de febrero y 21 de marzo del 2018. Estas muestras
fueron escogidas aleatoriamente, y se encontraron los siguientes resultados.
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Tabla 5-11: Resultados del patrén de oro vs las tirillas (Sensafe)

Espectrofotometria
Muestra de agua Si No
Tirillas S| ! 2
No | 1 7 8
2 8 10

De esta se observa que de las 10 muestras, las tirillas coincidieron con la espectrofotometria
1 de 2 para las muestras que marcaron cantidades de Mercurio superior a 1ppb, que es lo
establecido por la norma, y coincidieron 7 de 8 para las muestras que marcaron cantidades
de Mercurio inferior a lo establecido por la norma Colombiana.

Ahora, haciendo uso de la estimacion Bayesiana presentada en la metodologia de la seccién
4.3, se tiene las siguientes distribuciones beta para las tirillas que coincidieron con el patrén
de oro, que son las variables A; y Ay:

{Beta(2 , 2) para la variable A, (5.1)

Beta(8 , 2) para la variable A4

De estas distribuciones beta en 5-1 se generaron 1000 muestras aleatorias y se obtuvieron
las proporciones esperadas de tirillas que clasificaron correctamente cuando hay Mercurio
iénico en un punto de muestreo, que fue de 49.7 % con una regién de credibilidad del 95 %
de (0.14 - 0.83).

Mientras que la proporcion esperada de tirillas que clasifican correctamente cuando no hay
Mercurio iénico en un punto de muestreo, es de 79.8 % con una regién de credibilidad del
95% de (0.57 - 0.95). Esto quiere decir que de 100 veces que se tome muestra en un punto,
la tirilla y el patron de oro determinaran que la presencia de Mercurio es inferior a la norma
79 veces.

Con esto se concluye que las tirillas tienen una buena capacidad para identificar lugares
donde no hay Mercurio. Sin embargo, la capacidad de identificar lugares con Mercurio es
reducida.

Finalmente se estimo la proporciéon de fuentes de agua de la zona con niveles de Mercurio
mayor a los aceptados en Colombia para consumo humano, como fue descripto en la metodo-

logia de la seccion 4.3, obteniendo asi una proporcion de fuentes estimadas con altos niveles
de Mercurio de 24.7% y una regién de credibilidad del 95 % de (0.1 — 0.46).
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Las dos muestras del rio Tres Quebradas marcaron una cantidad de Hg superior a lo esta-
blecido por la resolucién 2115 (2007), mientras que los otros cuatro puntos no evidenciaron
Mercurio superior a la norma segin la prueba de patréon de oro.



Capitulo 6

Conclusiones y recomendaciones

En este trabajo se desarrollé una propuesta que permite obtener métodos de clasificacion
en escala ordinal (niveles de Presencia - Ausencia) cuando se cuenta con instrumentos que
poseen una muy baja capacidad de deteccién obligando al uso de k—plicados. El método
propuesto utiliza conceptos basicos de la teoria de la probabilidad y métodos Bayesianos para
aproximar el nivel de presencia de la caracteristica de interés en las unidades muéstrales.
En muchas situaciones es dificil obtener resultados de una prueba Gold Standard porque la
misma puede ser muy costosa en su aplicacién. En esos casos, el método propuesto podria
funcionar de manera adecuada aumentando el nimero de los k—plicados.

El uso de la metodologia propuesta fue ilustrado con la evaluacién del desempeno en campo
de unas tirillas colorimétricas, cuyo uso comercial fue adaptado por ingenieros de alimentos
e ingenieros sanitarios para la deteccién de Hg en las fuentes de agua.

Al no contar con un experto o estudios estadisticos anteriores sobre la contaminaciéon de Hg
en aguas superficiales se propuso utilizar el Método Empirico de Bayes. Sin embargo, la poca
variabilidad obtenida en cada punto de muestreo dificulté el procedimiento de simulacién,
dado que el MEB utiliza los datos para encontrar informacion, por tal motivo la credibilidad
asignada al experto en los niveles alto, medio y bajo presenté hiperparametros similares en
esta investigacion.

La prueba de laboratorio espectofotometria de absorcién atéomica por el método de vapor
frio, que puede detectar Mercurio i6nico (divalente), mostro ser el mejor aliado al momento
de confirmar la presencia de Mercurio en las fuentes de agua, debido a que solo cuenta con
censura por izquierda de 1ppb lo cual concuerda con el limite permitido por Minambiente
para el consumo humano. Esto ayuda de forma positiva al momento de determinar cudles
son las fuentes de agua que pudieran contener Mercurio, sin necesidad de anular una posible
presencia menor de Mercurio en la sensibilidad del método. Sin embargo, hay que reconocer
que la comunidad no cuenta con los recursos necesarios para acceder a este método pese a
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ser muy efectivo.

Se considera que el método propuesto presenta una limitacion cuando se pretende hacer
validacion del procedimiento de clasificacion utilizando datos de triplicados de muestras ob-
tenidas en campo. Cuando estos triplicados son asumidos como triplas de observaciones
Bernoulli, puede ocurrir que se requieran muchas repeticiones de muestreos para obtener
vectores con la variabilidad suficiente como para simular datos binarios con estructura de
dependencia. En la aplicaciéon con los datos de Hg observamos que con seis fechas de mues-
treos y k = 3 (Triplicados) no fue posible construir vectores con la variabilidad requerida.
Consideramos que esta limitacion podria ser manejada aumentando el nimero de replicas
para una misma muestra (k > 3) aunque este resultado podria estar mas asociado a la baja
capacidad que tenfan las tirillas para establecer la presencia de mercurio en las fuentes de
agua.
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Apéndice A

Anexo: Cdédigo R

rm(list = 1s())
set.seed (1234)
alpha=c (.20 ,.40,.60)
nme= ¢ (381, 268, 206)

T|##tproporciones paso 2: vectores de alfa

wl=34/48
Ww2=9/48
w3=1/48
wi=4/48

3| ws=c (wl,w2,w3,w4)

##Paso 3:

7| siml= rmultinom (1000, 381,ws) /381

sim2= rmultinom (1000, 268,ws) /268
sim3=rmultinom (1000, 206,ws) /206

#sim~ Dirichlet (alpha_1, alpha_2, alpha_3, alpha_4)

#estimaciones
set.seed (1234)

O|#de siml

mediasl <—(rowMeans (siml) /sum(rowMeans (siml) )

)
‘| varianzasl <—sapply (1:4, function (x)var(siml[x,]))

alfasl<— (((mediasl —mediasl "2)/varianzasl)—1)*xmediasl
media. alfal <—alfasl /sum(alfasl)
var. alfal <—(alfaslx*(sum(alfasl)—alfasl))/((sum(alfasl)+1)*sum(alfasl)"2)

resultadosl<—data.frame( Alfa_l=alfasl ,Media_l=media. alfal , Varianza_l=var.alfal

)
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#de sim?2

)| medias2<—rowMeans (sim2) /sum (rowMeans (sim2) )

varianzas2<—sapply (1:4, function(x)var(sim2[x,]))

alfaso2 <—(((medias2 —( medias2°2))/varianzas2)—1)

alfas2<— (((medias2 —( medias2"2))/varianzas2)—1)xmedias2

media. alfa2<—alfas2 /sum(alfas2)

var. alfa2 <—(alfas2x*(sum(alfas2)—alfas2))/((sum(alfas2)+1)xsum(alfas2)"2)

resultados2 <—data.frame( Alfa_2=alfas2 , Media_2=media. alfa2 , Varianza_2=var. alfa2
)

O|#de sim3

medias3<—rowMeans (sim3) /sum (rowMeans (sim3))

varianzas3<—sapply (1:4, function (x)var(sim3[x,]))

alfaso3 <—(((medias3 —( medias3"2))/varianzas3)—1)

alfas3 <— (((medias3 —( medias3"2))/varianzas3)—1)xmedias3

media. alfa3 <—alfas3 /sum(alfas3)

var.alfa3<—alfas3«(sum(alfas3)—alfas3)/((sum(alfas3)+1)xsum(alfas3)"2)

resultados3 <—data.frame( Alfa_3=alfas3 ,Media_3=media. alfa3 , Varianza_3=var.alfa3
)

resultados?2

resultadosl

data.frame (alfasl ,alfas2 ,alfas3)

THHAHARAFHP untos

library (coda)

require (MCMCpack)

library (MCMCpack)

z1=34

z2=9

z3=1

z4=4

zs<—c(zl,22,23 ,24)
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