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Abstract

In this work, the linear perturbations of the equations of motion and Einstein field
equations in a Bianchi I background are derived for the case of the canonical sca-
lar field. The calculation is performed from the instructions provided by the Wolfram
Mathematica packages xPand, xPert, and xTensor. To do this, a brief review is made
about geometric concepts associated with space-type hyper-surfaces embedded in a 4-
dimensional Lorentzian manifold with signature (—,+, 4+, +) and its connection with
the basic cosmological perturbation theory in an anisotropic spacetime of the Bianchi
[. Then the relationship between the previous concepts and the instructions provided
by the software is established, from which a code implementation that allows finding
the equations of the perturbations is made, detailing the most important aspects of the
algorithm used. Finally, some observations are made about the results obtained, the
algorithm and the methodology used, in addition to providing an appendix with all the
code used during this project.

Keywords

Cosmological perturbations, scalar field, anisotropic universe, computational alge-
bra, Differential Geometry.

Resumen

En este trabajo se derivan las perturbaciones lineales de las ecuaciones de movimien-
to y de campo de Einstein en una métrica de fondo Bianchi I para el caso del campo
escalar canonico. El cdlculo se realiza a partir de las instrucciones proporcionadas por
los paquetes xPand, xPert y xTensor de Wolfram Mathematica. Para ello se hace una
breve revisiéon de conceptos geométricos asociados a hipersuperficies tipo espacio en-
cajadas en una variedad lorentziana de 4 dimensiones con signatura (—,+,4+,+) y su
conexion con la teoria basica detras de las perturbaciones cosmoldgicas en un espacio-
tiempo anisotrépico Bianchi del tipo I. Luego se establece la relacion entre los conceptos
previos y las instrucciones proporcionadas por el software, a partir de lo cual se hace
una implementacion en cédigo que permita encontrar las ecuaciones de las perturba-
ciones, detallando los aspectos més importantes del algoritmo utilizado. Finalmente se
plantean algunas observaciones sobre los resultados obtenidos, el algoritmo y la meto-
dologia trabajada, ademas de proporcionar un apéndice con todo el cédigo utilizado
durante este proyecto.

Palabras clave

Perturbaciones cosmolégicas, campo escalar, universo anisotropico, algebra compu-
tacional, Geometria Diferencial.
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Notacion

» En este trabajo se trabaja con la signatura (—, +, +, +).

= Salvo en las partes en donde se especifica algo diferente, los indices griegos pueden
tomar los valores 0, 1,2 y 3, mientras que los indices latinos pueden tomar valores
1,2y 3.

= Siempre que se usen indices griegos en cantidades puramente espaciales, se enten-
dera que hacen referencia a sus extensiones a cuatro dimensiones.

» V, denota la derivada covariante asociada a la métrica del espaciotiempo.

= D; denota la derivada covariante asociada a la métrica espacial, mientras que D,
denota su version en cuatro dimensiones.

= Las letras en negrillas normalmente se usaran para representar tensores abstractos
(ej: m, g, K), mientras que las mismas letras con indices griegos o latinos serén
usados para representar sus componentes (ej: n*, g, Ki;).

= Se asume el convenio de suma de Einstein, tanto para tensores espaciotemporales,
como para los puramente espaciales de tres dimensiones.

= Dado un vector v definido sobre un espacio tangente, se denota por v a su covector
asociado.

= Dado un covector w definido sobre un espacio cotangente, se denota por & a su
vector asociado, por lo que Vi, es el gradiente de la 1-forma gradiente dt,.

= dados dos vectores u, v y un covector w de un espacio tangente, se tiene que

u-v=g(u,v) = guu'u’,
(w,u) = g(&,v) =w,ut

= En la implementacién se asume que se trabaja con el miembro no nulo de ecua-
ciones escritas de la forma:

Abrtn L (U, .. wy) = 0.

Esto quiere decir que, a menos que se indique otra cosa, toda manipulacién que
se haga a la ecuacién se hace en realidad sobre A#t-#=», (uq,...,u,), por lo
que los resultados finales deben ser siempre igualados a cero para recuperar el
caracter de ecuacion.
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Introduccion

Una de las consideraciones que a menudo se hace en los cursos de formacién en
Fisica es aquella en la que se expresa que el universo es homogéneo e isétropo. Esta
consideracién, sin embargo, puede ser no del todo valida dependiendo de la escala en
la que se trabaje y del observable o del fenémeno mismo que se esté estudiando. Por
ejemplo, al hablar del comportamiento de la materia por efecto de la gravedad a gran
escala, ya no se puede afirmar que el universo sea completamente homogéneo, pues
contiene galaxias, cimulos de galaxias, etc. A esto se le conoce como estructura. A gran
escala (> 100M pc), un modelo homogéneo e is6tropo como el FLRWE] ofrece una buena
descripcion del universo. No obstante, a medida que se disminuye la escala, empiezan a
aparecer inhomogeneidades. En etapas tempranas, sin embargo, antes de la formacién de
tal estructura, por encima de los 10 Mpc, estas inhomogeneidades pueden entenderse
como pequenas desviaciones de un fondo homogéneo, es decir, como perturbaciones
lineales de una métrica de fondo homogénea, por lo que resulta de utilidad explorar las
perturbaciones de los modelos cosmoldgicos, incluso si es a orden lineal [1]-]3].

Por otra parte, el tratar de entender esa estructura lleva también a preguntarse
qué genero las perturbaciones iniciales o primordiales que dieron origen a ella. Es aqui
donde entra en juego la Inflaciéon, un mecanismo que, entre otras cosas, provee un
escenario para que se puedan dar tales perturbaciones [4]. Este mecanismo es ahora
una parte importante del modelo estandar de la cosmologia, por lo que entenderlo es
una tarea de gran relevancia. El estudio de las perturbaciones ofrece una via no sélo
para modelar las inhomogeneidades del universo a gran escala, sino para entender el
mecanismo que da origen ellas [3]. Ahora, si bien la inflacién se ha venido estudiando
asumiendo que ha durado lo suficiente como para que el espaciotiempo de Friedmann-
Lemaitre sea valido, no estd mal partir de un modelo mas general y luego ver bajo
qué condiciones se recupera el FLRW durante la inflacién [4]. Esto, unido al hecho de
que desde mediados de la década de 1990 se hayan venido realizando mediciones de
radiacion cosmica de fondo que ponen en duda la isotropia del espacio, ha hecho que
algunos cosmologos se interesen en los modelos tipo Bianchi, llamados asi en honor a
Luigi Bianchi, quien los clasificé en 1987 basandose en la estructura de simetria que
estos presentan. Estos modelos son homogéneos, mas no isotrépicos. El modelo mas
simple de ellos es el Bianchi I, que considera un factor de escala diferente para cada una
de las tres direcciones ortogonales del espacio. Dicho esto, es interesante entonces ahora
no sélo pensar en el estudio de las perturbaciones en una métrica como la FLRW, sino
en una mas general como la Bianchi I.

Yendo un poco mas alld, sin embargo, es bien sabido que las perturbaciones han
sido durante mucho tiempo una herramienta de gran importancia para la Fisica, puesto
que permite encontrar soluciones aproximadas a partir de otras ya bien conocidas. Si
bien esto no es algo nuevo y se suele trabajar bastante incluso en cursos introductorios
de Electromagnetismo, Mecanica Cuantica o Mecanica Estadistica, su aplicacién en el

niciales de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker.
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ambito de la relatividad general puede llegar a ser una tarea un poco mas complicada,
debido a la interrelacion existente entre el espaciotiempo y la materia que este contiene.
Esta interrelacion hace que cualquier perturbacién que se haga sobre la materia tenga un
efecto sobre la geometria del espaciotiempo. Mateméaticamente hablando, dado de que la
Relatividad General se desarrolla en el lenguaje de la Geometria Diferencial, tenemos
entonces que estudiar las perturbaciones implica perturbar la métrica. El problema
adicional que surge aqui es que trabajar con una métrica perturbada y comparar con
una «ideal» o de fondo implica aceptar implicitamente que hay una relacién entre dos
variedades que, en principio, son distintas, por lo que se hace necesario conocer tal
relacién, que ademas no es tnica, para poder trabajar. Este tipo de cosas pueden hacer
que trabajar las perturbaciones aqui pueda llegar a ser algo complicado desde el punto
de vista operativo, sobre todo cuando se desea estudiar la evolucion tardia del universo,
donde los efectos gravitatorios dejan de ser lineales y la descripcién a primer orden ya
no es suficiente, por lo que es necesario recurrir a érdenes superiores [2], [3], [5]. Vemos
entonces que perturbar en Relatividad General puede transformarse en una tarea algo
compleja.

Afortunadamente, con el avance del algebra computacional, a dia de hoy se han
desarrollado herramientas tales como xPand [5], un paquete de Wolfram Mathematica
especializado en el cdlculo de perturbaciones cosmoldgicas a orden arbitrario. Este pa-
quete funciona sobre la base de xAct, una suite libre dedicada al cdlculo tensorial con
un enfoque abstracto, es decir, sin elegir un sistema de coordenadas en particular [6],
lo que la hace altamente versatil y expandible.

Ahora bien, en el grupo de investigacién en Geometria, Gravitacién y Cosmologia
del Departamento de Fisica de la Universidad del Valle se han venido explorando, ya
desde hace algin tiempo, modelos con anisotropia, por lo que el empleo de herramien-
tas computacionales especializadas es 1til para la exploracion de las perturbaciones de
dichos modelos. Sin embargo, si bien el uso de xPand, xAct u otras herramientas de
software similares puede resultar bastante simple o intuitivo para aquellas personas con
algo de experiencia en Relatividad General o Geometria Diferencial, no todos los estu-
diantes de pregrado que se inician en estas dreas estan familiarizados con ellas. Incluso
los tutoriales que se encuentran sobre el tema, a menudo parten de la suposicién de
que el lector ya domina la base tedrica necesaria, lo que hace que su lectura pueda
resultar algo complicada, sobre todo para los recién iniciados. Es por eso que en este
proyecto se busca brindar un acercamiento a la herramienta desde un punto de vista
practico y pedagdgico al aplicarla al cdlculo de las perturbaciones lineales de las ecua-
ciones de movimiento y de campo de Einstein para el caso del campo escalar canénico
en el espaciotiempo de Bianchi I.

Para llevar a cabo esto, en la primera parte de este documento, en la seccion
se presentan algunos elementos geométricos cuya comprensiéon permite aprovechar las
instrucciones proporcionadas por xAct y xPand. En la seccién [2, por su parte, se pre-
sentan los conceptos de Cosmologia fisica con los que se va a trabajar en este caso. Estas
dos secciones constituyen, por tanto, la base tedrica sobre la cual se va a trabajar. En
la seccion (3| se da una revision general de los paquetes de software que se utilizaran,
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algunas de sus particularidades y las instrucciones basicas necesarias que se utilizan en
la implementacion. No se describen aqui todas las instrucciones con las que cuentan los
paquetes, pues tal revisién podria constituir un proyecto completo en si mismo, dada
la complejidad de algunos de sus algoritmos y de la cantidad de instrucciones que pre-
sentan, lo cual va mas alla del objetivo de este trabajo. En la seccion |4, por su parte,
se presenta la implementacién como tal, en cédigo, del calculo en cuestion, detallando
sus partes mas importantes y mostrando los resultados obtenidos. El cédigo completo
se presenta en el apéndice [C] y como un archivo de Mathematica de acceso libre que
puede ser descargado a través del enlace proporcionado en la referencia [7]. Finalmente,
en la seccién 5| se presentan algunas reflexiones sobre los resultados obtenidos y sobre
la metodologia utilizada durante el proyecto, mientras que en la seccién [f] se presentan
algunas conclusiones e ideas en las que es posible trabajar a partir de lo realizado en
este trabajo.
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1. Elementos de Geometria

En esta seccion se darda un repaso de algunos conceptos matematicos que permi-
tiran establecer una conexion natural e intuitiva entre la geometria y las instrucciones
trabajadas con xPand.

1.1.  Superficies diferenciables

Podria decirse que una superficie diferenciable puede entenderse como una porciéon
de R? inmersa en R3 | Ahora, de manera mas formal, un subconjunto S C R? es una
superficie regular o diferenciable si y sélo si para todo punto p en S existe una vecindad
U de p y un difeomorfismo ¢, tal que

o:Q—=U,

donde Q C R? [9]. A la pareja (U, ¢) se le conoce como parametrizaciéon de S en p y
béasicamente describe la manera en que la porcién de R? estd incrustada en R?, es decir,
si forma un plano, un trozo de él o una esfera, por dar algunos ejemplos sencillos. Por
otra parte, a la pareja (U, 1)), con ) = ¢! se le conoce como carta de S en p y es
de utilidad a la hora de generalizar la nociéon de superficies a dimensiones superiores.
Al conjunto de cartas {(U;,%;)} se le conoce como atlas de S si la superficie esta
completamente recubierta por los elementos del conjunto, esto es, si S = U;U,;.

De lo anterior se tiene que una curva « trazada en () se vera entonces reflejada,
gracias a ¢, en una curva ( sobre la superficie S. No sélo eso, sino que como ¢ es un
difeomorfismo, la velocidad de la curva « se verd también reflejada sobre la superficie en
la velocidad de /3, ahora por cuenta de la diferencial de ¢. Esto permite entonces trazar
curvas coordenadas en {2 que tengan sus correspondientes imédgenes sobre S, lo cual
facilita el trabajo sobre la superficie en una determinada region, ya que puede hacerse
como si se tratase simplemente de una porcién de R2.

Geometria de las superficies diferenciables

La geometria de las superficies diferenciales en un punto p se estudia basicamente a
partir del espacio tangente a la superficie en dicho punto y de su vector normal. Veamos
ahora como obtenemos una base de ese espacio tangente.

Sea a = (2!, %) una curva en R? parametrizada por unidad de longitud con origen
en . Sea también (U, ¢) una parametrizacién de la superficie S en p, de tal manera que
p = ¢(q). La curva o tendra como imagen sobre la superficie a una curva 8 = ¢(z!, r?),
cuya velocidad tendrd componentes ¢,1(q) v ¢,2(q), no necesariamente ortogonales,

las cuales vienen dadas por

0 0
Darla) = 901y bule) = o]

2Cuando adem4s no tiene intersecciones, se dice que estd encajada [8].

4
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Estos dos vectores forman una base del espacio tangente a S en p, denotado por 7,5.
Esta base no necesariamente es ortogonal y tampoco tiene por qué estar normalizada,
por lo que cualquier distancia en las vecindades de p que desee medirse, tendra esto
reflejado.

Ahora, si se desea calcular distancias sobre la superficie, hay que asegurarse de
que los puntos involucrados pertenezcan a U. Cuanto mas preciso y fiel a la superficie
se desee ser, mas pequeno debera ser U. Esto lleva a que los mejores elementos para
calcular distancias sobre S sean los diferenciales. Si se tiene entonces una curva [ sobre
la superficie, su elemento diferencial vendra dado por:

dl = =—dz' + —dz%

Con esto, el elemento de linea vendra dado por:

dl-dl = ( ol -ﬁ) detdet + (ﬁ . ﬁ) dz'dz?

Ozl Ozt oxrl 0z2
ol 0l 91 1 ol 0Ol 91 9
+ ((%2 8:61) dx*dz + (83:2 81‘2) dx dx”.

Lo anterior se puede escribir de una forma mas compacta introduciendo una forma
bilineal simétrica definida positiva dada por

g:T,8xT,5 >R

(u,v) > u-v.

A esta forma bilineal se le conoce como primera forma fundamental de S y
permite medir dngulos entre vectores, mientras que su forma cuadratica asociada, es
decir, aquella en que u = v, permite medir normas. Con esto, el elemento de linea
puede reescribirse como

2
dl-di =) gida’da’,

,j=1

B o oty ol ol
9 =9 (a— a_) = o o
Vale la pena resaltar que g;; brinda toda la informacién sobre la base del espacio
tangente, ya que g11 y g22 dan cuenta de cémo es la magnitud los vectores % y %,
respectivamente; mientras que g2 y go1 llevan informacién del angulo que hay entre
ellos. Por esto se le conoce también como métrica de la superficie S. Adicionalmente,
el hecho de que las velocidades de las curvas coordenadas formen una base del espacio

tangente al punto, hace que la métrica permita calcular el producto punto de dos

donde:
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vectores de dicho espacio. Sea u y v dos vectores del espacio tangente, se tiene que:
u-v= (g +ulPy2) (V' Pg + V7 ,2)

2
=D gyu'v’, 4

ij=1

donde ahora
gi; =g ((pm"a ¢m3) = ¢m"' : d)mj'

Ya con una nocién de cémo se realizan las mediciones de dngulos (forma bilineal
gi;) y normas (forma cuadratica asociada a g;;) sobre en una superficie, lo siguiente es
recordar cémo se puede entender la geometria misma de ella. La nocién mas intuitiva
es quizas la extrinseca. Ya anteriormente se mencioné que toda superficie es localmente
orientable, por lo que es posible definir un vector normal a ella. La aplicacién de Gauss
asociada a cada punto debe coincidir entonces con el producto cruz normalizado de los
vectores base del espacio tangente a S en p:

L Pt X Py
’¢m1 X ¢m2’ o~ 1(p) ‘

El signo + viene de que la superficie sea localmente orientable. Esto permite que se
pueda elegir el vector normal en un sentido o en otro.

Ahora, de manera andloga a como la curvatura de una curva se estudia a partir de
qué tanto cambia el vector normal asociado a ella, la curvatura de las superficies se
estudia analizando qué tanto cambia el N(p) de un punto a otro, por lo que el interés
se traslada a analizar la diferencial de la aplicacion de Gauss, que salvo por un signo
menos, es lo que se conoce como aplicacién de Weingarten u operador de forma:

N(p)

A, T,S— T,5
u — —dN,(u).

Dado que este operador de forma tiene como punto de partida y de llegada el espacio
tangente, puede ser expresado entonces en términos de la base de dicho espacio. Tenemos
entonces que

AN (i) = (Pgr - ANY(@gi)) Pt + (a2 - AN (Pyi ) a2
(d)ml ’ _Ap(d)w’)) d)ml + (¢m2 ’ _AP<¢Q:’>> ¢m27

con ¢ = 1,2. Esto se puede escribir también de manera mas compacta introduciendo
otra forma bilineal simétrica, K, no necesariamente positiva definida, que se conoce
como segunda forma fundamental | y que contiene informacién de cémo se curva

3 Algunos textos reservan este nombre para la forma cuadrética asociada a esta forma bilineal. Esto
no debe suponer un problema, debido a la correspondencia biunivoca entre ambas.
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la superficie:

K :T,(S) x To(S) — R
(u,v) — u- Ay(v). (1.2)

Con esto se tiene que
2

AN, (i) = > —Kijys,
j=1
donde
Kij = K((pm’? ¢mﬂ) = g(¢m’7 Ap(¢m3))

Vemos entonces que el cambio del vector normal esta directamente relacionado con
la manera en cémo se curva la superficie, estando esta informacién condensada dentro
de la segunda forma fundamental.

A partir del determinante de las formas matriciales asociadas a la primera y segunda

forma fundamental, puede definirse una cantidad conocida como curvatura gaussiana,

b det K
k;— (§]

~ detg’

Puede pensarse en esta cantidad como algo que condensa la informacion de las cur-
vaturas asociadas a las curvas coordenadas incluidas en la segunda forma fundamental.
La curvatura gaussiana da también entonces una medida de como se curva la superficie.
Ahora, puede demostrarse que la curvatura gaussiana puede, de hecho, reescribirse en
términos de Unicamente la primera forma fundamental y sus derivadas |9]. Esto dltimo
implica que dicha curvatura, en un principio definida a partir de informacién basada
en el ambiente como lo es su vector normal, es en realidad una cantidad intrinseca,
por lo que no depende de como la superficie estd inmersa en el ambiente. jClaro!, la
curvatura se estudia a partir del cambio en el vector normal, pero dicho cambio esta
sobre el espacio tangente. Por tanto, tiene sentido que se pueda hacer geometria sobre
la superficie usando elementos propios de ella. Es a esto precisamente a lo que se le
conoce como Geometria intrinseca.

Como resumen, se tienen entonces tres conclusiones importantes:

1. La métrica o primera forma fundamental da la informacién de cémo se mide
angulos y distancias sobre la superficie.

2. La segunda forma fundamental lleva la informacién de como se curva la superficie.

3. Es posible hacer geometria sobre la superficie de manera intrinseca, es decir, a
partir de elementos propios de ella.
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1.2. Hipersuperficies encajadas en una variedad

Habiendo ya explorado algunas ideas intuitivas de lo que es una superficie y como
podemos entenderla como un subconjunto de R? inmerso en R3, se puede pasar a
extender estas ideas a un formalismo un poco mas abstracto, como lo es el de las
variedades diferenciables. Una variedad diferenciable de n dimensiones es un conjunto
de puntos localmente homeomorfo a R™ tal que para toda interseccién de abiertos, existe
una funcion diferenciable de cambio de coordenadas entre las coordenadas asociadas a
ellos [10]. En adelante se trabajard en el caso de una variedad lorentziana, M, de 4
dimensiones con signatura (—, +, +, +).

Pushforward

De manera similar a como una superficie en R? puede ser entendida como la imagen
de un subconjunto de R? dada por un mapeo que la «sumerja» en R3, en este caso una
hipersuperficie ¥ de M puede ser entendida como la imagen de una 3-variedad 5 que
ha sido inmersa en M por la acciéon de un mapeo @, siendo este un homeomorfismo,
para garantizar que Y no se interseque consigo misma y que quede asi encajada en
M [ En este caso se establecerd ademas la condicién de que ® sea un difeomorfismo,
para garantizar adicionalmente la diferenciabilidad. Tenemos entonces que X = (),
donde @ : & — M. Como se estd trabajando con variedades, es posible definir de
manera local un sistema de coordenadas ({z'}) en ¥ y uno ({#'}) en M. Con esto, el

mapeo P, en dichas coordenadas locales, puede ser escrito como

d:UCL VM

(zt, 2% 2°) = (xol,xll,x2/,x3/),

donde U es un abierto de 3 y V es un abierto de M. Este mapeo lleva entonces puntos
de Y a puntos de la variedad M y con ello, curvas a curvas. De la geometria diferencial
de superficies en R? se sabe que cuando se tiene una funcién f definida entre superficies
S1 y Sy, la diferencial de dicha funcién, queda definida entre los espacios tangentes
de dichas superficies. Algo andlogo ocurre con las variedades (ver figura . Dada una
funcién definida entre variedades, en este caso ®, esta induce una segunda funcion,
®,, conocida como pushforward o aplicacién progrediente y que relaciona vectores
definidos en el espacio tangente a un punto sobre la primera variedad con elementos del
espacio tangente a un punto sobre la segunda:

. : Tp(2) = T (M)

(v, v?,v%) — (vol,vll,vz’,v?’/).

4Esto es 1itil para para evitar que a un mismo punto se puedan asociar diferentes vectores normales
no paralelos.



Trabajo de grado

Figura 1: Una hipersuperficie ¥ de M puede ser entendida como la imagen de una
3-variedad ¥ que ha sido inmersa en M por la accién de un mapeo ®. Imagen tomada
de la referencia [11].

Pullback

Se sabe que los espacios tangentes a un punto en una variedad tienen un espacio
dual asociado, el espacio cotangente. Si la aplicacién progrediente relaciona los espacios
tangentes, es natural preguntarse si esta induce algin tipo de aplicacién que relacione
los espacios cotangentes. En efecto, asi como ® induce un mapeo @, que va de 7;(5]) a
Tao(p) (M), este dltimo también induce uno ®*, denominado pullback (por su nombre
en Inglés), retroaccién o aplicacién regrediente y que va del espacio cotangente de

cIZ‘(p)(./\/l) al espacio cotangente ’7;*(2), llevando asf covectores de M a covectores de 3:

UR 73@) (M) — 7;*(2)
(w(l)awiawéawé) — (w1>w2,w3)-

En el caso de formas multilineales se tiene que dada una forma multilineal, W,
sobre 7,(M), se puede construir otra forma ®*W sobre ¥ como:

"W (vy,...,v,) = W(P,vy,...,P.v,),

siendo esto es vélido para (vy,...,v,) en T,(M)".

De lo anterior se tiene que, dado un tensor métrico g sobre M, es posible construir
una métrica v sobre la hipersuperficie )y y, por tanto, sobre Y, simplemente teniendo
en cuenta que

~v = d*g. (1.3)
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Y dado que esta métrica depende de como es g y de la forma en que la hipersuperficie
estd embebida en M, a « se le conoce como métrica inducida por g sobre ¥ o como
primera forma fundamental de la hipersuperficie X ﬂ

1.2.1. Vector normal de una hipersuperficie tipo espacio

Un caso de particular interés es aquél en el que M es una variedad de Lorentz con
signatura (—,+,+,+) y la hipersuperficie posee una métrica inducida con signatura
(4, +,+). En tal caso se dice que ¥ es una hipersuperficie tipo espacio.

En adelante, se asumira que Y es una hipersuperficie orientablelﬂ tipo espacio local-
mente descrita como un conjunto de nivel de un cierto campo escalar t;, : M — R E], es
decir:

Y ={p e M| ts(p) = constante}

De esta manera, se pueden elegir un sistemas de coordenadas locales en los que la
aplicacion progrediente se pueda escribir de la siguiente forma:

d:% M
1.2 .3 1.2 .3 (1.4)
(7,2, 2°) — (ts(p),x", 27, x°).
Consideremos ahora una foliacién de hipersuperficies vinculadas a los distintos valo-
res de t,, de tal manera que X sea un miembro de ella. Dado que X es una superficie de
nivel del campo escalar ¢, tenemos entonces que su gradiente, 6t5, define una direccion
normal ella. Y como no se ha impuesto ninguna restricciéon sobre su norma, esta puede
ser distinta de la unidad, asi que podemos definir un vector normal unitario, n4 dado
por la normalizacién del gradiente de t,, es decir,

ny = j:(—%ts . ets)*%ﬁts.

El signo negativo dentro del paréntesis viene de que M es una variedad lorentziana
y 2 es tipo espacio, por lo que el campo escalar asociado a la superficie de nivel no nula
satisface la siguiente desigualdad:

Vi, Vt, < 0.

El signo 4, por su parte, viene del hecho de que la hipersuperficie es orientable, lo
cual da la libertad de elegir el sentido del vector normal.

5Este nombre se clarifica si se tiene en cuenta que este caso es conceptualmente andlogo a construir
la primera forma fundamental de una superficie abstracta haciendo un pullback de la métrica euclidiana
de R?

5Esto es para que al aplicarlo al espaciotiempo haya una nocién de direccién temporal valida de
manera global.

"La s de t, simplemente es un recordatorio de que se trata de un campo escalar y que no debe ser
confundido con el tiempo fisico.

10



Trabajo de grado

Por otra parte, dado que el interés tltimo serd aplicar estos desarrollos al espacio-
tiempo, conviene identificar £, como un campo escalar que actia a manera de coordena-
da temporal que incrementa su valor hacia el futuro. Resulta apropiado entonces definir
un vector normal, n, de tal manera que apunte en tal direccion. Tenemos entonces que:

n= —N@ts,

donde a N = (—6755 . 6155)_% y se le conoce como funcién lapso. Aplicando estos
conceptos a la Fisica, N establece la relacién entre el tiempo coordenado, t,, y el tiempo
fisico, 7 medido por un observador con cuadrivelocidad m, es decir, un observador
espacialmente inmévil [11]. Es decir,

0T = Not,.

El valor de N dependerd entonces de si se trabaja con el tiempo césmico, 7 = ¢, en cuyo
caso N = 1; o el tiempo conforme, 7 = 7, en donde ahora N = a, siendo a el factor de
escala que gobierna la expansion del universo.

1.2.2. Descomposicion de vectores del espacio tangente de M

En el estudio de las superficies en R?, un vector tridimensional puede ser expresado
localmente en términos de los vectores base del espacio tangente a una superficie y su
vector normal. Esto, con algo de cuidado, puede trasladarse a las superficies abstrac-
tas [8] e incluso a las variedades de 4 dimensiones sobre las que estamos trabajando [12],
pero para ello se necesita definir una nueva aplicacion.

Proyector ortogonal

Se intuye que un vector en 7,M puede ser descompuesto en una parte tangente a
Yl en p y una parte paralela al vector normal. Sin embargo, no se cuenta hasta ahora
con una aplicacién directa que permita hacer tal descomposicién. Veamos, tenemos
hasta ahora dos formas de movernos entre ¥ y M, la aplicaciéon progrediente y la
aplicacion regrediente. La primera lleva vectores de ¥ a vectores de M y la segunda
llevar covectores de M a covectores de Y. Hasta hora no tenemos ninguna que permita
llevar vectores de M a X, por lo que habra que construirla. Para ello basta con hacer
la retroaccion de una 1-forma v desde M hasta ¥ y luego tomar el vector v asociado
a ella. Es decir, hacemos primero:

d*(v) = v + (dt,, v)dt,.
Si se toma ahora el vector asociado a ambos lados, se llega a

F(v) = v + (dt,, v)Vt,,

11
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donde ¥ (v) es el dual asociado a ®*(v). Expresando todo en términos del vector normal,
se obtiene finalmente que:

Y¥(v) = v + (n,v)n, (1.5)

0 en componentes:
7 = 0% +nng.

A 4 se le conoce como proyector ortogonal o simplemente aplicacion de proyec-
cion y tal como su nombre sugiere, proyecta un vector definido en el espacio tangente
de M en el espacio tangente de la hipersuperficie X, es decir, 4 : T,(M) — T,(X2), lo
que a su vez permite definir la derivada covariante asociada a la métrica inducida como:

DPTNIMn = fyap,yﬁl,ul tee ’yﬁnﬂnvaTﬁlﬁn7
que junto con la métrica inducida en si misma, permiten hacer geometria sobre la
hipersuperficie.

1.2.3. Descomposicion del tensor métrico

Con lo visto hasta ahora, se tienen las herramientas necesarias para descomponer
una métrica definida en M en términos de la métrica inducida sobre la hipersuperficie
y del vector normal a ella, lo que también se conoce como descomposicion 3 + 1.

Para empezar, recordemos que el tensor métrico es una forma bilineal, por lo que
dados u,v € T, M, debe cumplirse que:

g(u,v) = g(J(u) = (n-u)n,5(v) - (n-v)n)
=9(V(u),¥(v)) = (n-v)g(¥(u),n) —(n-u) g(n,7(v)) +(n - u)(n - v)g(n,n)
0 0 -1

=9(7(u),¥(v)) = (n-u)(n - v),

donde se ha usado la ecuacién para descomponer u y v en términos de la proyeccion
en 3 y del vector normal. Ahora, dada una base ({9,,}) de T, M, asociada a un sistema
de coordenadas ({z*'}), si hacemos u = 8, y v = 0, en la ecuacién anterior:

9(0,0,) = 9(¥(8),7(8,)) — (n - Bu)(n - 8,).

Si tenemos en cuenta que g(8,,8,) = g v (n-0,)(n - 8,) = n,n,, entonces la
métrica definida en M puede descomponerse como:

v = g(?(all')?’?(al’)) — NNy, (16)

Pero observemos que g(5(8,),7(8,)) es una forma bilineal definida a partir de las
proyecciones sobre ¥ de los vectores 8, y 9., por lo que en realidad es una extensién a
4 dimensiones de otra forma bilineal definida en 3 dimensiones. Mas ain, dado que 8,
y 0, son vectores base, tenemos que la forma bilineal 3-dimensional a la que se hace

12
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referencia es en realidad la métrica inducida, v, que fue introducida en la ecuacién
por lo que g(7(9,),7(8,)) no es otra cosa que la versién extendida de ella. Es decir:

Vi = Y4(O, 8y) = g(7(8,), 7(0)). (1.7)

Pero como en términos operativos la parte tiempo-tiempo de 4 se anula y la distin-
ci6én se puede hacer a partir del barrido de sus indices (griegos yendo de 0 a 3 o latinos
yendo de 1 a 3), se optara por denotarlas igual, =y, sin riesgo a confusién.

Llevando esto a la ecuacién tenemos que el tensor métrico puede expresarse en
términos de la métrica inducida y el vector normal como:

Guv = Y — NNy 0 g=77—ngn. (18)

Por tltimo, observemos que la identificacién de la version extendida de la métrica
inducida es un procedimiento que puede ser llevado a otras n-formas lineales y que
puede entenderse como la accion de un mapeo ¥* que al ser aplicado sobre una n-
forma (3-dimensional) W definida en 7;*(5])”, la lleva a una n-forma W, = y*W (4-
dimensional) y que estd definida en 7;"(M)". Esto es valido gracias a la identificacién
f]/ Y. y al puente establecido por la ecuacién razén por la cual se dice que este
mapeo es inducido por el proyector ortogonal [11]. En adelante nos referiremos a él
como el extensor o aplicacion de extension y se asumira que las cantidades que estén
definidas originalmente sobre ¥, pero con indices corriendo de 0 a 3 hacen referencia a
su version extendida.

Componentes del tensor métrico

Veamos ahora la forma de las componentes del tensor métrico g en la base ({9,})
mediante un elemento de linea sobre M, el cual puede escribirse como

ds* = G dat da”
= goo dz® da® + 2¢¢; d2® da’ + 9ij da' da’,

donde g, = 8,,-8, = g (8, 8,) . Si se identifica a t; como z°, en virtud de lo expresado

en [I.4] su velocidad 8y, identificard curvas de M espacialmente constantes, por lo que
también estd bien hacer 8y = 8;,. Con esto se tiene entonces que ({8,}) = (O4,,{0:})
y el elemento de linea ds? puede reescribirse como:

ds* = (8, - By,) At +2(8y, - §;) dt, da’ + (85 - ;) da' da’.

Para expresar todo en términos de la métrica inducida sobre la hipersuperficie y su
vector normal es necesario descomponer también los vectores de la base (,,{9;}). Sin
embargo, por la forma en que esta ha sido construida, su parte espacial coincide con la
de la hipersuperficie. Teniendo en cuenta esto, de las ecuaciones y se tiene que
(0; - 85) = 745, por lo que el elemento de linea toma la siguiente forma:

ds® = (8, - By,) dt? +2(8y, - 8;) dt, da’ + ;5 da’ da’.

13
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De aqui falta sélo reescribir el vector 8¢, en términos de sus componentes normal
y tangente a la hipersuperficie, ya que en ningtin momento se ha exigido que 0Oy, sea
ortogonal a 3, asi que podria no serlo (ver figura .
uacion (1. ue cualquier v T u I expr m
De la ecuacién [1.5]se sabe que cualquier vector v de 7, M puede ser expresado como

v=—(n,v)n+5(v).
Aplicando esta descomposicion a O,

O, = —(n, 0, )1+ 7(04,)
= —<—th5, 8t5>n + <d£l?u, '?(8,53»8,
= N(dt,, 8,,)n + 3'8;

— Nn+ g,

S

donde " = (dx*,¥(8,)). Al vector B = B'9; = ¥(8,), tangencial a X, se le conoce
como vector desplazamiento o shift vector, por su nombre en Inglés, y vemos que
basicamente determina qué tanto difiere el vector asociado a la parte temporal de la base
coordenada que se ha elegido, respecto a N veces el vector normal a la hipersuperficie.
O visto de otro modo, partiendo de un punto p y haciendo un pequeno cambio temporal
0ts, el vector desplazamiento dice qué diferencia hay entre arrastrar la hipersuperficie
en direccion al vector normal y hacerlo a lo largo de la curva coordenada ¢, asociada a
O, .

Ya con lo anterior. podemos pasar a calcular los productos internos. Para la parte
temporal se tiene entonces:

Bts : 8ts = <Nﬂ+ Bldl'l, Nn + 5‘783>
= —N*+ 5.
Ahora para los términos cruzados:
Oy, - 0; = (Nn + 3;da’, 8;) = .

Con esto, se llega finalmente a que la descomposicién del elemento de linea en
términos de la métrica inducida, la funcién lapso y el vector de desplazamiento, puede
expresarse como:

ds® = (=N* + B;8") dt: + 2; dt, da’ + ;5 da’ da?, (1.9)

1.2.4. Curvatura Extrinseca

Se sabe hasta ahora que la hipersuperficie > es constante en el tiempo coordenado
ts. Es claro que otro instante ¢+ dts tendra otra hipersuperficie asociada ¥, 15, que no
necesariamente tiene que coincidir con la primera. Es justo preguntarse cémo evoluciona
entonces X 0, mas precisamente, 7y, ante un cambio infinitesimal de t,. Sin embargo, de

14
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[+4t

X! = const.

Figura 2: La curva coordenada asociada a 8, no necesariamente es paralela al vector
normal. Por algebra lineal, la tinica exigencia que hay sobre el vector 0y, es que no sea
generado por la base de la hipersuperficie. Cuando la curva coordenada es ortogonal
a la hipersuperficie 9y, es paralelo a Nn y, por tanto, 3 = 0. Imagen tomada de la
referencia [11].

la seccién sabemos que los cambios en ¢, estan vinculados al vector normal. Pre-
guntarnos entonces cémo son los cambios de ~ respecto a t, se traduce en preguntarnos
céOmo son sus cambios cuando nos movemos a lo largo del vector normal. En tltimas,
teniendo en cuenta que estos cambios son infinitesimales, estamos interesados en como
es la derivada de Lie de v a lo largo del vector normal n, es decir, L,,7.

Volviendo ahora al paralelismo establecido con una superficie en R?, recordamos que
los cambios del vector normal a una superficie estan vinculados a una forma bilineal
que lleva la informaciéon de cémo es la curvatura extrinseca asociada a la superficie.
Podria esperarse entonces que estudiar los cambios de 4 respecto al vector normal
esté asociado de alguna manera a una forma mas abstracta de curvatura extrinseca de
la hipersuperficie. Y, de hecho, asi es. Puede demostrarse, como se ilustra de forma
detallada en la referencia [11] que

1
K:_‘Cn )
2 7

donde a K se le conoce como tensor de curvatura extrinseca o segunda forma
fundamental de ¥ y se define como una forma bilineal de manera analoga a la de la
ecuacion [1.2] pero ahora para la hipersuperficie abstracta X, es decir,

K:T,(2) x T,(5) — R

(u7 U) — _7(’“7 vvn)v (1'10)
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donde V, es la derivada covariante asociada a la métrica g de M a lo largo del campo
vectorial v. Con esto se tiene entonces que el tensor de curvatura extrinseca caracteriza
la manera en la que la hipersuperficie ¥ estd incrustada en la variedad M.

Como se menciond en la seccién [1.2.3] la extensién de K a Ky, es decir, a su versién
en las 4 dimensiones de M, se obtiene de manera analoga a como se obtuvo [I.7 En
adelante, se omitira el indice y se entendera que si se estd trabajando sobre M, se hace
referencia a la versién extendida de tal cantidad.

16
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2. Elementos de Cosmologia

La Cosmologia Fisica estudia la evolucién del universo a partir de dos elementos
clave: las ecuaciones de Einstein y la ecuacién de Boltzmann. Las primeras dan detalles
sobre cémo es la relacién entre el espaciotiempo y la materia, mientras que la segun-
da ofrece informacion de la evolucion estadistica de la materia en si misma. Dados
el propodsito y el alcance de este proyecto, en este reporte sélo se abordan las ecua-
ciones de Einstein. Detalles sobre la ecuacién de Boltzmann pueden encontrarse en la
referencia [3].

2.1. Ecuaciones de Campo de Einstein

La relacion entre el espaciotiempo y la materia viene dada por una acciéon S de la
forma:

S = SG+Smat

siendo Sg vy Smat acciones correspondientes a los sectores de gravedad y materia, res-
pectivamente. Estas pueden escribirse como:

SG = /'CG(g;wa aag,u,u) vV —g d4ZL‘,
Smat = //Cmat(guw 8ozgw/7 {mat@ria}) vV —4g d4$,

donde g es el determinante de la forma matricial del tensor métrico y donde {materia}
hace referencia a los campos de materia de los que pueda depender L,,,;, junto con sus
derivadas. La forma més simple de describir la relacion entre espaciotiempo y materia
viene dada por la accion de Hilbert-Einstein:

1
S = 3n (R—A)y/—g d*z + /Emat\/—g dz,

donde k es una constante Iﬂ, R es el escalar de Ricci y A es la constante cosmoldgica. Esta
accion relaciona pues la geometria del espaciotiempo con la materia que este contiene.

Puede verificarse que aplicar el principio de accién estacionaria a la variacién de
S debida a los campos de materia reproduce las ecuaciones de movimiento de estos,
mientras que al hacerlo sobre la variacién debida al tensor métrico se llega a lo que se
conoce como las ecuaciones de campo de Einstein [l]:

G + Mg = K T,

donde G, es el tensor de Einstein y 7}, es el tensor de energia-momento, ambos

8k = 871 @, siendo G la constante de Newton.
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definidos como:

2 O(Lopat/— 0Lma
T, =— Enatr/20) _ o o 5gwt

V=g g™

1
G;u/ = R;u/ - §guuRa

siendo R, el tensor de Ricci.
Dado que la constante cosmoldgica puede absorberse en el tensor de energia-momento,
es comun escribir las ecuaciones de Einstein simplemente como:

G =k Ty, (2.1)

Ahora, vale la pena resaltar que el lado izquierdo de esta expresién, vinculado al
tensor de Ricci, puramente geométrico, describe la curvatura de la variedad espacio-
temporal, mientras que el lado derecho contiene el tensor de energia-momento, que lleva
consigo la informacion de la materia. De esta manera, las ecuaciones de Einstein esta-
blecen una relacién clara y directa entre la curvatura del espaciotiempo y la materia
que hay en él.

Fluido Perfecto

La forma ma&s general de expresar el tensor de energia-momento en términos de la
4-velocidad u* del fluido viene dada por:

T,uu = p Uyuy + ,P’Y/u/ + quy + QU+ Ty,

donde p corresponde a la densidad, P es la presion, ¢* es flujo de energia relativo a u*
y T es la presién anisotrépicaﬂ, que da cuenta de su viscosidad [1].

Ahora, la cuadrivelocidad del fluido cumple con que w,u* = —1 y satisface ademas
la siguiente relaciéon:

1 .
V,u, = g@%y + o — Uplly + Wy,

donde 1, es la derivada respecto al tiempo cédsmico de u,; © es la traza de V,u, y
describe cémo es la distorsion isotrépica, por lo que se le conoce como expansion; oy,
es el tensor de corte o cizalladura, que no tiene traza y es ortogonal a la cuadrivelocidad;
y wy corresponde a la vorticidad y describe la rotacion del flujo de materia.

Ahora, un fluido perfecto es aquél en el cual m,, = 0y ¢ = 0. Si el fluido no es
sometido a fuerzas no gravitacionales, las lineas de flujo son en realidad geodésicas [2],
por lo que 1, = 0. Con esto se tiene entonces que para un fluido ideal que sélo esta
siendo afectado por la gravedad, el tensor de energia-momento toma la forma:

—p 0 0 0

T = p uyt, + Py, = (2.2)

0O P 0 0
o 0 P 0]}’
0O 0 0 P

9También conocida como estrés anisotrépico o tensién anisotrépica.
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mientras que la derivada covariante de u, queda como:

1
V,u, = g@%l, + 0+ Wi

Con esto vemos entonces que si la vorticidad es cero en cualquier instante, la cuadri-
velocidad define hipersuperficies ortogonales a ella, por lo V,u, puede ser identificada
con la curvatura extrinseca introducida en la seccién [1.2.4] con lo que se obtiene final-
mente que:

1
Kp,l/ = V,uuu = g@’hw + Oy, (23)

donde queda establecido que © corresponde a la traza de K, mientras que o0, co-
rresponde a su parte sin traza. Para poder aprovechar esta relacion entre curvatura
extrinseca y corte, en adelante se asumira que se estd trabajando con un fluido perfecto
con vorticidad cero que sélo esta siendo afectado por la gravedad.

2.2. Espaciotiempo FLRW

La expansién del universo es un hecho que ha sido corroborado experimentalmen-
te en numerosas ocasiones y puede ser modelado mediante la métrica de Friedmann-
Lemaitre-Robertson-Walker (en adelante FLRW), que en su forma euclidiana en coor-
denadas comoviles puede ser escrita como:

-1 0 0 0
FLRW _ 0 GQ(t) 0 0
(g );u/ - O 0 a2(t) O ) (24)

0 0 0 a2t

donde t es el tiempo cosmolégico y a(t) es el factor de factor de escala que caracte-
riza la expansién y cuya evolucion se estudia a partir de las ecuaciones de Einstein y
la composicién de los constituyentes del universo [3]. Nétese que esta métrica puede
descomponerse usando la ecuacion para un caso particular en donde N =1, 3, =0
y donde ~ es una métrica riemanianna euclidiana que podemos denotar por fEW
como recordatorio de que es inducida por la de FLRW. Se tiene entonces que

(dSZ)FLWR — —dt2 € (’)/FLRW)UdJIde’J
= —dt* + a*(t)(gM")i;da’dad,
siendo gM¥ la métrica de Minkowski.
La forma explicita de las ecuaciones de Einstein en la métrica FLRW plana para el

caso de un fluido perfecto (ecuacién [2.2)) se conoce como ecuaciones de Friedmann y
son dos:

G

H? =2

3 p’
a ArG
=5 BP+p),
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donde H = % es el parametro de Hubble y a = i—‘; y donde la primera ecuacion corres-
ponde a la componente tiempo-tiempo, mientras que la segunda surge de la combinacion
de esta con la traza de la componente espacio-espacio.

Para el caso del campo escalar candnico, dado por la densidad lagrangiana

1
'Cmat - _év,uqbvugb + V(qb)’
las ecuaciones de Friedmann toman la forma:
k(1.
H?>=-|-¢*+V
37+ vo).
. I{'/ .
H=——¢*
g
mientras que la ecuacién de movimiento puede escribirse como:

@+ 3H¢ + a*V,(p) =0,

que por tratarse de campo escalar, nos referiremos a ella como ecuaciéon de Klein-
Gordon.

2.3. Espaciotiempo Bianchi |

Inspeccionando un poco la métrica FLRW a partir de las componentes de su forma
matricial, se puede notar no sélo que su base es ortogonal, sino que describe un universo
isotrdpico, puesto que la norma de sus vectores espaciales es la misma, a(t). La forma
maés simple de describir un universo no isotrépico es utilizando curvas coordenadas cuyas
velocidades sigan siendo ortogonales pero de norma distinta. Esta forma de describir el
universo es lo que se conoce como modelo espaciotemporal Bianchi I. El elemento de
linea que describe este modelo viene dado por:

3
(ds”)* = —dt* + ) af(t)(da')?,
=1

expresion que puede ser reescrita como:

3
A = —dar+ 3 e
per 2n)* (k) |

donde a(t) = (H?:l al-(i%))l/3 YV €ink €s el simbolo de Levi-Civita. De aqui se observa que
la métrica FLRW plana constituye un caso particular de la métrica de Bianchi I para
cuando los factores de escala en cada direccién son iguales. Si se denota por (yA7);;(t)
a la métrica inducida por Bianchi I sobre el espacio, se puede escribir:

(dsH A = —dt? + (v, (t)da'da?.
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Siguiendo lo realizado en el caso de FLRW, se puede pensar la métrica espacial como
una transformacién conforme de otra que llamaremos ;;, de tal forma que:

(YM)i5(t) = a®(t)v5(2).
Por tanto:
(ds?)HM = —dt? + a®(t)v;(t)da'da?.

Y si ademas se introduce el tiempo conforme 7 de manera tal que dt = adn llegamos a
que . .
(dSQ)AI = a’(n)[—dn” + v (n)dx'da’].

Pero aqui se observa que el segundo factor del lado derecho no es mas que otro
caso particular de la ecuacion para un sistema de coordenadas distinto. Asi las
cosas, bien puede decirse simplemente que el tensor métrico, (g*7) w»> correspondiente
al modelo Bianchi I, viene dado por una transformacién conforme de la forma

(9™ = @® ()G (n), (2.5)

donde g,,(n) es un tensor métrico al que llamaremos métrica conforme. Conocer esto
es importante a la hora de trabajar con xPand, como se explica en la seccion [3.3]

Algo que vale la pena destacar de esta forma de ver la métrica Bianchi I como una
transformacion conforme de g,,(n) es que la expansién estd completamente contenida
en el factor a®(n), por lo que la hipersuperficie con métrica inducida ~;;, asociada a la
descomposicién 3+ 1 de g,,(n) no tiene expansién isotrépica, por lo que © = 0, que al
reemplazarlo en la ecuacion , permite concluir que K;; = o;;.

Como detalle final, puede notarse que con la introduccién del tiempo conforme, las
ecuaciones de Friedmann en el modelo FLRW plano, por ser un caso particular del
Bianchi I, pueden ser reescritas como:

=" | L V(o)) (26)

(67 = V(9)a*(n)], (2.7)

K
3
K
/—__
H = 3

mientras que la ecuacion de Klein-Gordon se expresaria como:
¢+ 21"+ a’V,(p) = 0, (2.8)

donde ‘H = %’ y los simbolos primados indican derivada de Lie a lo largo del vector
normal a la hipersuperficie asociada a la descomposicion 3 + 1 de g, ().
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2.4. Perturbaciones Cosmolégicas

En la seccién 2.1 se hablé de como la accién de Hilbert-Einstein establece una
relacién entre la geometria del espaciotiempo y la materia que este contiene. Esto se
ve reflejado en las ecuaciones de Einstein. Es claro entonces que una perturbacion en
los campos de materia causara una perturbacién en la geometria de la variedad, lo que
se vera reflejado en forma de perturbaciones en la métrica. Con esto en mente, una
métrica perturbada a primer orden puede escribirse como:

v = ggy + 5g,uua (29)

siendo g, la métrica fisica que queremos aproximar, ggy la métrica de fondo o back-
ground, por su nombre en Inglés, y dg,, la perturbacién. Sin embargo, algo adicional
que hay que tener en cuenta es que los tensores métricos ggy Y g estan asociados
a dos variedades diferenciables diferentes. Y si bien en la ecuacion se asume que
existe algin tipo de correspondencia entre ellas, lo cierto es que tal correspondencia
no es unica, lo cual conlleva a que exista una cierta libertad a la hora de establecerla.
A esto se le conocer con el nombre de libertad de calibre o gauge. Para ver esto,
consideremos el caso de interés para este trabajo, aquel en el que la métrica de fondo
corresponde al modelo Bianchi I. Para esto reemplazamos ggy en la ecuacién por

(9A1>W:

G = G + 0G0
= (g™ + 0w
= a*()Gur (1) + 0gyu,
= a’(n) [Gu(n) + 695 , (2.10)

donde dg;,, = a~%(n)dg,,. Ahora, la descomposicién 3 + 1, dada por la ecuacién
aplicada a esta métrica perturbada, puede escribirse de la siguiente manera:

(d%) = a*(n) | ~(1+ 24)d? + 2B,da’dn + (5 + hi)daided |, (211)

donde el escalar A, las componentes vectoriales B y el tensor h;; corresponden a la
descomposicion de la perturbacion dgy, .

Continuando con la descomposicion de la métrica, se sabe, por el teorema de Helm-
holtz [13], que un vector espacial puede ser expresado como la suma de un vector B;
sin divergencia y el gradiente de un campo escalar B, es decir:

B; = D;B+ B;, con D;B" =0, (2.12)

donde D; es la derivada covariante asociada a v;; y donde el escalar B y el vector B; se
denotan con la misma letra para resaltar el hecho de que surgen de la descomposicion
de Bz
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La extensiéon de este teorema a tensores espaciales de rango 2 se conoce como des-
composicion SVTF__G]. Aqui, un tensor espacial simétrico de rango dos como h;; puede ser
reescrito en términos de aportes tensoriales, vectoriales y escalares, de tal manera que:

hi; = 2C <’yl-j + %) +2D;D;E + 2D Ej + 2E;;, (2.13)

con D;EY =0, E'; =0y D;E" = 0. De manera similar al caso anterior, aqui E, E;, E;
se nombran igual para resaltar que provienen de la misma descomposiciéon SVT. Por su
parte, la inclusién del corte en esta expresion obedece a una cuestién de conveniencia
que se menciona en las lineas siguientes.

Con esto podemos hacer una descomposicion total de la métrica [2.11] en términos
de escalares, vectores y tensores, pero estos ultimos ahora sin divergencia:

(ds®) = a*(n) | — (1 +2A4)dn* + 2(D; B + B;)da'dn

+{(1+20) + 20% +2D,D;E +2DGE;) +2E; | dxfdxﬂ'] .
(2.14)
Consideremos ahora una transformacion infinitesimal de coordenadas de la forma
at — gt =at — *({a"}), (2.15)

donde (* son las componentes de un campo vectorial.
Como se trata de una transformacién infinitesimal, la métrica fisica transforma a
partir de la derivada de Lie a lo largo del vector auxiliar, es decir:

G = G + LG
Con esto, su perturbacién transforma como
0Gw = 0gyw + 549211‘

Si se aplica ahora una descomposicién en (* dada por

O =T("n),
¢"'= D'L(2",n) + L'(2*,n), con D;L' =0,

puede demostrarse entonces, siguiendo el esquema planteado en la referencia [4], que las
reglas de transformacion de los aportes escalares, debidas a un cambio de coordenadas

10Giglas en Inglés de Scalar-Vector-Tensor.
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como el de la ecuacién 2.15] expresadas en el espacio de Fourier (ver seccién 2.5)), vienen
dadas por:

A— A+T +HT, (2.16)
(k*L)'

B—B-T+ 2 (2.17)

C — C+HT, (2.18)

EFE— F+ L. (2.19)

Las contribuciones vectoriales, por otra parte, transforman como

B;— B 7Y — 2ik? m MR 2.20

i = Bi+ (L) = 2tk oy (V" — =5~ | L, (2.20)

Y para el caso de las contribuciones tensoriales, debido a la forma en que se introdujo
el corte en la ecuacién [2.13] estas transforman como:

Eij — EZ]

De esta tltima expresiéon se dice que E;j;, al no verse afectada ante tales trans-
formaciones, es una invariante de calibre. Pero esta no es la unica cantidad que
puede cumplir esta caracteristica. De hecho, si bien las otras variables vinculadas la
descomposicién de la métrica no son invariantes de calibre, pueden combinarse sus
transformaciones (ecuaciones para hallar otras que si lo sean. Un ejemplo de

ellas son las que se ofrecen en la referencia [4], que vienen dadas por:

d=A+ % [a (B - (kQE)/ﬂ/, (2.22)

k2
k,QE l
\IJE—C—'H[B—(]{:Q)}, (2.23)

Estas variables son una extension al modelo Bianchi I de las definidas originalmente
por Bardeen en 1980 para la métrica FLRW [14], las cuales pueden recuperarse cuando
o;; = 0. Nétese que con esto ahora ®, U y ®; absorben a A, B, C, E y B;, pasando de
tener cuatro variables escalares y dos vectoriales a dos escalares y una vectorial, lo que
muestra que podemos eliminar dos grados de libertad escalares y uno vectorial de las
variables originales. Es a esto precisamente a lo que se le conoce como libertad de ca-
libre, a la posibilidad de fijar algunas cantidades segin la necesidad. Geométricamente
hablando, dado que estas variables hacen parte de la métrica perturbada, eliminar al-
gunas de ellas se traduce en elegir, en la variedad perturbada, unas coordenadas que
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cumplan unas caracteristicas concretas. Hay varias maneras de hacer esto, pero en este
trabajo so6lo se utilizard lo que se conoce como calibre de Newton, que consiste en
eliminar los grados de libertad escalares, B y E, de tal manera que en el limite de no
expansion con corte cero se recupere la ecuacién de Poisson que satisface el potencial
de la gravedad newtoniana [3]. Como también podemos eliminar un grado de libertad
vectorial, en este trabajo el calibre de Newton estara dado por:

B=E=0
{ | (2.25)
B' =0,

Con esta eleccion no soélo se recupera la ecuacion de Poisson, sino que, geométricamente
hablando, se hace que en el punto de trabajo de la variedad perturbada la coordenada
temporal sea ortogonal a las coordenadas espaciales.

Para el caso de la materia también pueden definirse variables invariantes de calibre.
En el caso particular del campo escalar candnico, por ejemplo, se puede construir la
variable x 4], que viene dada por:

XE&%%F—«i?JW. (2.26)

Obsérvese que si se trabaja en el gauge de Newton en Bianchi I, se tiene entonces que
X = 0¢, hecho que sera aprovechado en la implementacion en coédigo de la seccion
para escribir las ecuaciones de las perturbaciones en términos de Y.

Para resumir, dados dos puntos, ambos en variedades distintas, una de fondo y otra
perturbada, cada una de ellas con una métrica asociada, la libertad de calibre no es
otra cosa que aquella de la cual se dispone a la hora de unir o relacionar tales puntos.
O, visto de otro modo, como la libertad remanente con la que se cuenta para elegir
un sistema de coordenadas en la variedad perturbada habiendo ya elegido uno sobre
la variedad de fondo y habiendo identificado un punto con el otro. De esta manera, se
puede entonces trabajar ya sea con la métrica tal como esta o eligiendo un calibre
en particular, es decir, eliminando algunos grados de libertad a conveniencia. El gauge
de Newton, por su parte, es un caso particular en donde la eliminacion los grados de
libertad escalares se hace de tal forma que en el limite de no expansion se recupere la
gravedad newtoniana. Y finalmente, las variables invariantes de calibre son cantidades,
que al no verse alteradas por las transformaciones de gauge, son 1tiles no sélo para
trabajar con ellas directamente, sino para utilizarlas a manera de puente para moverse
entre un calibre y otro.

2.5. Espacio de Fourier

Es habitual en muchos casos, tanto en el modelo de Friedmann como en el Bianchi I,
no realizar los célculos y/o andlisis de las perturbaciones directamente en su forma dife-
rencial, sino en términos de los modos de Fourier, {k?}. Una de las bondades que ofrece
esto es que permite convertir las ecuaciones diferenciales en ecuaciones algebraicas, lo
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cual facilita un poco la parte operativa no sélo en el trabajo manual, sino también en el
desarrollo de rutinas de calculo en herramientas computacionales como las que se em-
plean en este caso. Ahora, si bien en este trabajo la manipulacién de las ecuaciones se
hace sobre todo en su forma diferencial con el fin de mostrar el uso de la instrucciones
incorporadas en el software, es 1til tener nociones de como se puede implementar el
espacio de Fourier en la herramienta, ya que esta no tiene incorporado un concepto de
integracion y s6lo manipula tensores abstractos, lo que imposibilita el uso o adaptacion
de la transformada de Fourier propia de Mathematica. Por lo anterior, es necesario
implementarla a partir de reglas de transformacién y tensores definidos con los mismos
paquetes. Para hacer esto, se presentara aqui un breve resumen de las ecuaciones que
seran de utilidad para este proceso. Para un andlisis mucho mas detallado del trabajo
con el espacio de Fourier en el modelo Bianchi I y de sus diferencias respecto al caso
de Friedmann-Lemaitre, consiltese la seccién II de la referencia [4].

Dado un campo escalar, f(n,z"), su descomposicién en los modos de Fourier viene
dada por

i 1 £ ik;jzd 13
f(n,l’)zw/f(mkj)@ Ak
O, de manera equivalente, mediante su transformacién inversa:

~

f(n, ki) = W/f(ﬁ,aﬁj)eikﬂjd?’xj,

donde k; = k:kA:Z es el covector de onda de norma k en la direccién del vector unitario I%Z
Como se vera en la implementacién (seccién , estos son dos de los elementos que se
deberda definir en el programa para trabajar en el espacio de Fourier.

Algo interesante aqui es que esta transformacién tiene la propiedad de hacer que
las derivadas covariantes puramente espaciales D;, asociadas a ;;, pasen a ser ik; [13],
lo que debe aprovecharse luego como una regla de reemplazo en el codigo. El covector
de onda cumple ademdas con que (k;)’ = 0 y a partir de él se define el contravector
k' = ~+"k;. Y dado que ;; depende del tiempo, se tiene que

(k") = —20"k; # 0.
El cambio temporal del vector unitario, por su parte, viene dado por

(kY = (0 kjka) k' — 20k,

lo que también sera aprovechado en la herramienta.
Por otra parte, un vector V; en el espacio de Fourier puede ser expresado como:

Vi=kV + Vi,
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donde k'V; = 0. Esto tltimo significa que V; estd dentro un plano ortogonal a k*, por lo
que decimos que es transversal. Sea {e!, ¢? }[]] una base de dicho plano (que también
debe definirse en el software), es posible entonces descomponer el vector V; como:

Viln, k) = (7Viln, b)) e+ (2 Viln, b)) €
= Vi(n, ki)e's + Va(n, ki)e*, (2.27)

donde ademsés los vectores base ortogonales a k' cumplen con:

— celeleb. el
E oghe.ee i + 2055e;

b=1,2

De manera andloga, un tensor de rango dos ortogonal a k* puede ser descompuesto
como

2] 777 Z V)\ 777 5 l](]%) (228)

A=, X

donde a 6;-; y €;; (a incorporarse también en la rutina) se les conoce como tensores de
polarizacion y vienen dados por:

(2.29)

Puede probarse, ademas, que dado un tensor espacial simétrico V;; en el espacio de
Fourier, este puede descomponerse como [4]:

1

Vg = = [7Vi] 7ij + = [2%Vi] Zij + 2k [P“ )kbvab] + AV, (2.30)

3
"3 2[

donde

HTéngase en cuenta que esta base es propia del modo k. Si se tiene otro modo k7, con j # i,
entonces este tendrd su propia base asociada. Ademads, los indices 1 y 2 no deben entenderse como
indices tensoriales, pues son sé6lo etiquetas que usamos para identificar los dos vectores. Estos pueden
aparecer arriba o abajo sin que pierdan su caracter de etiqueta. El indice i, por su parte, si es de
caracter tensorial, por estar asociado a k¢, asi que debe tratarse como tal.
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Habiéndose dicho todo lo anterior, pueden usarse las ecuaciones y para
expresar la descomposicion del vector E; y el tensor F;; en términos de la base adaptada,
ya que por construccién son ortogonales a k’. Se tiene entonces:

E;,=E, e'; + Ey €%, (2.31)
Ey= Y Ecy (2.32)
A=+,

donde Ey, Fsy, Ey y Ey seran otras de las cantidades que junto con los vectores de
la base adaptada y los tensores de polarizacion, deberan definirse en la implementacién
en coédigo.

Si se desea trabajar también con las variables de Bardeen serd necesario descomponer
ademas el vector ®;:

d; = dy ey + Dy €%, (2.33)

donde ®; y ®, pasarian a sumarse entonces a la lista de definiciones obligadas.

Por 1ltimo, si se aplica la descomposicion dada por a 0;;, se puede verificar que
se llega finalmente a que el corte puede ser reescrito en términos de la base {k;, e!;, €}
como

3 (s - 1 ~
gij = 5 kik; 37” o, +2 g oy akie ;) + E O E i (2.34)
a=1,2 A=+, X
donde
— . i
o, = 0iik'k,
_ (]
Orx = 0ijéx"s
o
Oya = Oijk'eq’,
siendo estas cantidades los tltimos elementos que sera necesario definir en el codigo para
llevar las ecuaciones de las perturbaciones al espacio de Fourier, incluso aunque xPand
no lo haga directamente. En la siguiente seccién se exploraran entonces las herramientas
de software que se utilizaran y las instrucciones més importantes para llevar a cabo el
objetivo.

28



Trabajo de grado

3. Software

El software que se propone como herramienta de cémputo es xPand [5], |15, un
paquete de Mathematica enfocado en el cédlculo de perturbaciones cosmolégicas. Este
paquete se basa, a su vez, en xTensor y xPert [16], ambos subpaquetes de la distribucién
xAct [6], una suite dedicada al célculo tensorial. En esta seccién se describen los co-
mandos basicos necesarios para realizar la implementacién. En particular, se describen
instrucciones correspondientes a las siguientes versiones:

n xTensor 1.2.0.
s xPert 1.0.6.
s xPand 0.4.3.

Todo corriendo sobre Wolfram Mathematica 13.1. Mas detalles de los recursos uti-
lizados pueden encontrarse en el apéndice

3.1. xTensor

Este paquete es el que se enfoca en la manipulacién tensorial como tal. Lo hace de
manera abstracta, es decir, sin trabajar en ningtn sistema de coordenadas en particular.
Su funcionamiento se basa en la idea de que trabajar con tensores es trabajar con
espacios tangentes y cotangentes de variedades diferenciables, por lo que el flujo de
trabajo bésico con esta herramienta inicia siempre por definir la variedad sobre la cual
se desarrolla todo el andlisis, luego la métrica principal con la que vamos a trabajar y
finalmente los tensores que se desea manipular. Los comandos con los que se realizan
estas acciones son:

» DefManifold([M, n, {a, b, ¢, ...}]

Define una variedad diferenciable M de n dimensiones con indices {a,b,c,...}.
Dado que xTensor opera de manera abstracta, los indices definidos en la varie-
dad deben ser entendidos también como indices abstractos |17], por lo que no
representan coordenadas, sino el tipo de tensor.

» DefMetric[signdet, gl[-a, -b], CD]

Define un tensor métrico g, vy una derivada covariante asociada, sin torsion, de
nombre «CD» y que puede ser aplicada luego a una expresién expr escribiendo
CD[ind] [expr] o CD[ind]@expr, donde ind es el indice de la derivada. La opcién
«signdet» corresponde al signo del determinante de la métrica y debe reempla-
zarse por —1, 1 o 0 dependiendo de si la métrica es de signo negativo, positivo o
nulo, respectivamente.
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s DefTensor[T[-m,n], M]

Define un tensor 7,," de rango 2 sobre la variedad M. Al trabajar con tensores,
los indices siempre deben ser tratados como argumentos de funciones comunes
de Mathematica. Los indices contravariantes se representan con signos positivos,
mientras que los covariantes por signos negativos. Si no tiene indices, entonces es
un tensor escalar.

Algunos comandos de utilidad en el uso de xTensor son:

n ?xAct xTensor  *

No es propiamente un comando de xTensor, sino de Mathematica. Nos muestra
todas las funciones definidas dentro del paquete. Haciendo clic sobre cada una de
ellas se obtiene una breve explicacién sobre su funcionamiento. Esto también se
logra escribiendo la instruccion sobre la cual se desea informacién y anteponiéndole
un signo de cierre de pregunta, de tal manera que si se necesita informacion sobre
la funcion ToCanonical, se pueden obtener detalles de ella simplemente usando
el comando ?ToCanonical.

» expr//MyInstruction
o también MyInstruction@expr

Esta es sintaxis propia de Mathematica y, por su practicidad, serda muy usada
en el codigo. Denota que a expr se le va a aplicar la orden MyInstruction. Es
equivalente entonces a hacer a decir que se ejecutara la funcién MyFunction con
expr como su argumento, es decir, MyFunction [expr]

» ToCanonical [expr]
Reorganiza los indices de la expresiéon matemética expr de acuerdo con las condi-
ciones de simetria de los tensores involucrados. Este comando realiza tareas como
intercambiar indices mudos o subirlos y bajarlos, por ejemplo, segiin sea necesario.

» ContractMetric[expr, metric]
Contrae en expr todas las instancias encontradas de la métrica, metric. En caso
de que haya mas de una métrica definida y esta tltima opcion sea un listado de
métricas, se ejecutara el comando de manera secuencial para cada una de ellas.
Si no se especifica cudl métrica contraer, el comando las contraera todas.

» DefConstantSymbol [symbol]
Define symbol como una cantidad que se comportard como constante real ante
cualquier forma de derivacién.

= DefScalarFunction[f]

Define £ como una funcién escalar de uno o varios argumentos escalares.
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LieD[v] [expr]
o LieD[v]@expr

Aplica a expr la derivada de Lie a lo largo del campo vectorial contravariante v.

expr/.MiRegla
o también ReplaceAll [expr,MiRegla]

No siendo una orden de xPand, sino de Mathematica, la instruccién «/.» se usa
para aplicar la regla de transformacion o reemplazo dada por MiRegla a expr.
MiRegla debe ser una instruccion o lista de instrucciones de la forma {lhs->rhs}
o {1lhs:>rhs}, donde rhs indica el valor por el cual deberd ser reemplazado 1hs.
Si rhs es una instruccion ejecutable y la regla se usa con “->”, entonces rhs se
evaluara antes de hacer el reemplazo. En caso de usarse “:>” se dice que la regla
es retardada y rhs se evaluara al final.

expr//.MiRegla

También propio de Mathematica, esta instruccion hace lo mismo que la anterior,
pero aplicando MiRegla de forma repetida hasta que expr no se vea afectada por
ella.

MakeRule [{1hs,rhs}]

Instruccion de xTensor que crea una regla retardada de reemplazo que convierte
lhs en rhs, pero subiendo y bajando indices en los tensores, para considerar
asi todas las posibles reglas equivalentes. La regla generada puede usarse con la
instruccion “/.” explicada previamente.

AutomaticRules [symbol,MyRules]

Define sobre symbol una regla o listado de reglas MyRules que seran aplicadas
por el programa de manera automatica, sin intervencién del usuario, cada vez
que se encuentren en una expresion. Un ejemplo tipico podria ser que si un de-
terminado vector tridimensional v es unitario, el usuario podria estar interesado
en reemplazar toda aparicion de © - 0 por 1.

$Metrics

Muestra todas las métricas definidas.

PrintAs -> “¢”

Esta instruccion se usa dentro de las 6rdenes de tipo definicién (aquellas que em-
piezan por Def) para indicar que el elemento que se esta definiendo debe presentar-
se en pantalla de una manera especifica. En este caso, como ¢. Se usa sobre todo
para garantizar la legibilidad de los resultados. Puede usarse como instruccién
independiente, en cuyo caso se hace PrintAs[NombreDeLaDefinicién] "=“¢”.
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» Ricci[CD][a, b]

Con este comando se invoca el tensor de Ricci asociado a la derivada covariante
CD. Las letras a y b corresponden a los indices. Como todo tensor trabajado con
xTensor, si el indice aparece con signo positivo indica que son contravariantes.
Si aparecen con un signo menos indica que son covariantes. En este caso, por
ejemplo, a y b son indices contravariantes.

m RicciScalar([ ]

Con este comando invocamos el escalar de Ricei a la hora de calcular.

» RicciToEinstein[expr,covd]

Reescribe expr de tal manera que todos los tensores de Ricci asociados a la
derivada covariante de covd queden expresados en términos del tensor de Einstein.

» ScreenDollarIndices[expr]

Cuando se ejecutan instrucciones de calculo con xTensor, a menudo el programa
utilizarda indices mudos de manera automatica. Podria asi darse el caso en que
internamente estos indices entren en conflicto en operaciones en donde dos de ellos
tengan el mismo nombre, pero hagan referencia a sumas distintas. Un ejemplo de
esto se daria al trabajar en una variedad en donde sélo se han definido dos indices,
a y b. En tal caso, una expresién como A,B*Cy D'V .E° no serfa valida, ya que
la letra ¢ no se ha definido como indice. Para usar letras validas, el programa
intentaria hacer ser algo como A,B*Cy,D’V,E®, pero claramente aqui habria un
conflicto, ya que el indice a s6lo puede aparecer una vez arriba y una abajo. Para
evitar esto, el software hard algo como A,s00001 B Cy DV 1500002 E4*°°2. Esto
indicaria que aunque los dos indices llevan el mismo nombre, en realidad son
diferentes. Esto puede causar, sin embargo, que en un resultado final aparezca
algo como Agg00001 B 4+ V 1600002 £*¥9°%°2 . Pero en este caso ya no hay riesgo
de conflicto, puesto que los indices pertenecen a términos diferentes, por lo que
esta expresion puede ser reescrita simplemente como A,B* + V,E*. Lo mismo
en una situacién en la que se tenga algo como Aggo0001 BV ug00002 F4500002
que podria ser reescrita simplemente como A,B*V,E’. Esto es precisamente lo
que hace la funcién ScreenDollarIndices, presentar los resultados omitiendo esos
indicadores adicionales y reescribiendo todo, siempre que sea posible, en términos
de los indices definidos al introducir la variedad con el comando DefManifold.

Este comando, de tipo miscelaneo, resulta entonces bastante 1til a la hora de
garantizar la legibilidad de los resultados obtenidos con xTensor.

= STFPart [expr,metric]

Entrega la parte simétrica sin traza de expr respecto a la métrica metric.

s $Tensors

Muestra todos los tensores definidos en la sesion.
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3.2.

VarD[fieldPert, CD] [exprPert]

Asumiendo un funcional que se anula al integrar respecto a un cierto volumen, es-
ta instruccién calcula la derivada variacional de exprPert respecto a fieldPert,
tomando a CD como la derivada que se usara en la integracién por partes. Debido
a la forma en que trabaja xTensor y de como interpreta y trabaja la derivada fun-
cional, exprPert y fieldPert deben ser perturbaciones definidas y/o calculadas
previamente con xPert.

xPert

Este paquete se encarga del calculo y la manipulacion de perturbaciones tensoriales
a orden arbitrario. Funciona bajo el entorno de xTensor y es utilizado internamente por
xPand para construir las perturbaciones en diferentes métricas. La principal diferencia
entre xPert y xPand es que el primero trabaja sin definir una métrica de fondo en
particular, mientras que xPand trabaja con métricas de fondo concretas.

Dado que xPert funciona sobre xTensor, el flujo de trabajo con este paquete debe
iniciar igual que el descrito en la seccién [3.1] definiendo primero la variedad, luego la
métrica y luego los tensores de interés.

Algunos comandos de xPert que seran utilidad son:

?xAct xPert  *

Muestra todas las funciones definidas dentro de xPert. Al igual que para xTensor,
aqui se puede dar clic en cada una de ellas para obtener una breve explicacion
sobre su funcionamiento.

DefMetricPerturbation[metric, metricpert, el

Este comando define, a partir de la métrica metric, un nuevo tensor
metricpert[LI[n], -a, -b] con a y b como indices covariantes y con una eti-
queta LI[n] que identifica el orden «n» de perturbacién. Con esto, metricpert de-
be interpretarse entonces como la perturbacién a n-ésimo orden del tensor métrico
metric, mientras que € es el parametro perturbativo.
DefTensorPerturbation[Tpert[LI[n], inds], T[inds]]

Esta instruccién define un nuevo tensor Tpert [LI[n],inds] como una perturba-
cion a orden n del tensor T[inds] con indices inds.

Perturbation[expr, n]

Este comando entrega la perturbacién de expr a orden n, utilizando para ello la
regla de Leibniz.

ExpandPerturbation[expr]

Con esta funcion se expanden todas las perturbaciones de expr en términos de
las perturbaciones del tensor métrico.
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3.3. xPand

Como se mencioné en la seccion [3.2] xPand es el paquete encargado de hacer las
perturbaciones cosmoldgicas en métricas de fondo concretas. Utiliza la descomposicion
341 descrita en la seccién[1.2]y en su versién 0.4.2 opera con las métricas de Minkowski,
FLRW (plana o con curvatura) y Bianchi I, A y B. Este paquete funciona sobre el
entorno de xTensor y utiliza xPert para la definicién de las perturbaciones, por lo que
en este caso el flujo de trabajo inicia de la misma forma que para los casos anteriores,
definiendo una variedad y luego una métrica. Una caracteristica de xPand es que trabaja
en métricas concretas sin recurrir realmente a la eleccién de una base en particular,
por lo cual no llega a trabajar propiamente en términos de las componentes de los
tensores, sino en sus formas abstractas. Esto hace que no tenga que recurrir al uso de
herramientas adicionales creadas para tal fin como xCoba [18], también de la suite xAct.
Para lograr esto, utiliza el enfoque geométrico descrito en la seccién [1.2] defiendo una
variedad a la cual vincula una métrica ambiente general con ayuda de xTensor. Sobre
esta define también un vector abstracto normal a una hipersuperficie y, a partir de estas
dos cantidades, define la versién en cuatro dimensiones de la métrica inducida sobre ella
(ecuaciones y [1.7). Finalmente define una métrica fisica como una transformacién
conforme de la métrica ambiente general definida inicialmente (ecuacion y basa su
calculo perturbativo en tal cantidad, logrando asi su cometido.

Ya en el trabajo con la herramienta, la primera métrica que se define, la ambiente,
serda la que se tomara como métrica conforme y, en el caso particular de Bianchi I,
debe ser entendida como el tensor g,,(n) en las ecuaciones y , que junto con el
cuadrado del factor de escala, forman entonces la métrica de fondo del espaciotiempo
fisico [5]. El programa no trabaja entonces directamente sobre la métrica fisica de fondo,
sino sobre g,,(n). Y a partir de una transformacion conforme obtiene la otra, misma
que luego es perturbada al orden deseado, aplicando la descomposicion SVT vista en
la seccién para expresar la métrica de Bianchi I en forma de la ecuacién [2.14] pero
siempre en términos de la extension a 4 dimensiones de la métrica inducida por el
ambiente sobre la hipersuperficie.

Con esto en mente, dado que xPand no incluye el factor de escala al definir la métrica
inducida, la expansién en la hipersuperficie generada es cero, ya que esta queda comple-
tamente contenida en a(n), como se explicé en la seccién 2.3 Se tiene entonces que al
trabajar con xPand en espaciotiempos Bianchi I (y para sus formas més generales [5]),

Kij = 04,
mientras que para el modelo FLRW y Minkowski, se tendra entonces que K;; = 0.
3.3.1. Comandos de xPand
Veremos a continuacién varios comandos correspondientes al paquete xPand.

» ?xAct xPand’ *
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Muestra todas las funciones definidas dentro del paquete. Funciona igual que sus
analogas para xTensor y xPert.

SetSlicing[ g,n,nNorm,,cd,{cdPost,cdPre},SpaceTimeType]

Este comando realiza la descomposiciéon (N — 1) + 1 a una variedad de fondo de
dimensién N y con métrica (conforme) de fondo g. El comando construye una
métrica inducida «, junto con su correspondiente derivada covariante «cd» y sus
respectivas representaciones cdPost y cdPre, ademas del vector normal n. La
opcion «nNorm» permite establecer la norma del vector normal, que por defecto
es —1. El pardmetro SpaceTimeType define el tipo de métrica de la variedad
ambiente. Las configuraciones posibles de SpaceTimeType son:

Minkowski Meétrica de Minkowski
FLFlat Métrica FLRW plana
FLCurved FLRW con curvatura
Bianchil  Espaciotiempos Bianchi tipo I.
BianchiA  Para espaciotiempos Bianchi A.
BianchiB  Espaciotiempos Bianchi en su forma mas general

Esta instruccion define también, de forma automatica, las reglas de conmutacién
entre la derivada de Lie a lo largo del vector normal a la hipersuperficie y la
derivada covariante asociada a la métrica inducida sobre ella.

DefMetricFields[g,gpert,h,parameter]

Este comando define una métrica perturbada «gpert» a partir de una métrica de
fondo «g». Y dado que el interés esta en trabajar con una descomposicion de la
variedad, es necesario especificar cudl es la métrica «h» que el ambiente induce
sobre la hipersuperficie. La opcion parameter es opcional y define el simbolo que
serd usado como parametro de la expansion en series. Por defecto esta configurado
como €.

DefMatterFields [uf ,ufpert,h,parameter]

Esta funcion es andloga a la anterior, sélo que para el caso de la materia. Define
un campo vectorial perturbado «ufpert» a partir de su valor de fondo «uf». Los
pardmetros «h» y «parameter» son los mismos que para el caso anterior.

DefProjectedTensor [name[indices], h,
SpaceTimes0fDefinition->{«Background»,«Perturbed»},
TensorProperties->{«SymmetricTensor»,«Traceless»,«Transverse»}]

Define un tensor espacial, name, en la hipersuperficie correspondiente a la métrica
inducida h, de tal manera que satisfaga la descomposicion SVT.

Las opciones SpaceTimes0fDefinition y TensorProperties no son obligatorias,
ya que sus valores por defecto son los que se muestran arriba. La primera de ellas
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determina si el tensor se define sobre la variedad de fondo o sobre la variedad
perturbada; la segunda, se usa para describir las propiedades del tensor espacial
definido.

» ToxPand[expr,gpert,uf,ufpert,h, “gauge” ,order]

Este comando ejecuta una secuencia de tres pasos:

1. Realiza una transformacion conforme sobre expr con el factor de escala
«a» (ecuacién , determinando asi la métrica fisica de fondo. Este pa-
so se omite cuando se trabaja con la métrica de Minkowski, puesto que no
involucra expansion.

2. Perturba expr a orden order usando xPert.

3. Tomando a h como la métrica conforme inducida, separa el resultado segiin
las reglas especificadas por el gauge impuesto en la ecuacién [2.14]

La palabra gauge de ser reemplazada por uno de los términos clave admitidos:
AnyGauge E FluidComovingGauge, ScalarFieldComovingGauge, FlatGauge,
IsoDensityGauge, NewtonGauge y SynchronousGauge.

Vale la pena hacer la aclaracion de que el calibre de Newton que admite xPand en
Bianchi I no coincide exactamente con el de la ecuacién [2.25 Esto lo podemos ve-
rificar ejecutando SetSlicing en un espaciotiempo Bianchi I y luego perturbando
el tensor métrico a primer orden con ToxPand, eligiendo como calibre la opcién
NewtonGauge. Al hacer esto encontramos que xPand no elimina B;, sino F;, lo
cual no supone un problema, porque la restriccion sobre el calibre de Newton no
estd en la parte vectorial, sino en la escalar: hacer £ = B = 0, que es lo que hace
el programa. De igual manera, con el fin de mantener las definiciones introducidas
en este trabajo, en la seccién 4 se define una regla que permite utilizar el calibre
de Newton introducido en la ecuacién para el modelo Bianchi I.

» ExtractComponents [expr,h,List0fProjectors]
Extrae de expr la componente dada por ListOfProjectors, que para tensores de
rango dos puede ser { “Time” , “Time” }, { “Time”, “Space”} o { “Space”,”Space” },
mientras que para vectores puede ser { “Time”} o {“Space”}.

» VisualizeTensor [expr,h]
Con este comando se presenta una tabla con todas las proyecciones de expr, tanto
a lo largo del vector normal, como de la hipersuperficie.

= $ConformalTime=True/False

Esta instruccion se utiliza para indicar a xPand si los resultados debe presentarlos
en términos del tiempo conforme (True) o del césmico (False). El valor por

12Con esta opcién se trabaja de manera general, sin elegir ningtin calibre en particular.
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defecto es True, por lo que los resultados se presentan en términos del tiempo
conforme a menos que indique lo contrario.

s $FirstOrderTensorPerturbations=True/False

Se usa para especificar si los aportes tensoriales deben ser tenidos en cuenta (True)
o no (False).

s $FirstOrderVectorPerturbations=True/False

Igual que la instruccién anterior, pero para los modos vectoriales.

3.3.2. Perturbaciones escalares para FLRW plana

En la subseccién anterior se presentaron los comandos basicos para trabajar con
xPand. Ahora, como una primera aproximacién al uso préactico de la herramienta, ve-
remos aqui como obtener las perturbaciones de dos cantidades geométricas usando el
paquete: la primera es la perturbacién del tensor métrico en si mismo, que al ser trivial
permite familiarizarse con el flujo de trabajo de la herramienta. La otra cantidad es
el escalar de Ricci, cuyo célculo mediante el software permite hacer una comparativa
rapida con el calculo manual. Habiendo dicho esto, lo primero que debemos hacer es
cargar el paquete. Esto lo podemos hacer con la instruccion:

<<xAct xPand";

Luego definimos la variedad:

DefManifold [M,4,{a,8,7,u,v,A\,0}]1;

Definimos también la métrica conforme de fondo:
DefMetric[-1,g[-«, -B], CD, {";", "V"}, PrintAs -> "g"];

Notese que hasta aqui no se ha aclarado qué tipo de métrica es, solo que su determi-
nante es negativo, por lo que debemos especificarlo a continuacién, en la aplicacién de
la separacion 3 + 1, donde no soélo se aclara el tipo de métrica trabajada, sino el vector

normal n, la métrica inducida h y la derivada covariante, cd, asociada a ella, junto con
la forma en que esta va a ser representada. En este caso, como D. Ingresamos entonces:

SetSlicinglg, n, h, cd, {"|", "D"}, "FLFlat"];
Con la siguiente instruccion cambiamos la notacién de las componentes escalares de
la descomposicién SVT, para que coincida con la que manejada en este trabajo:

PrintAs[¢y] ~= "A";
PrintAs [¢y] ~= "C";

Luego de esto se define también la perturbacién de la métrica de fondo. Esto lo
hacemos con DefMetricFields, porque no se estd usando xPert directamente, sino
xPand:

DefMetricFields[g, dg, hl;
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Ya con esto se pueden perturbar las cantidades deseadas. Veamos por ejemplo las
perturbaciones a primer orden del tensor métrico y del escalar de Ricci. Estas pertur-
baciones se calculan usando la funcion ToxPand y como esta es una funcién que recibe
siete argumentos, cuatro de los cuales seran siempre iguales cuando sélo trabajamos
con un modelo de espaciotiempo (FLFlat, Bianchil, etc.), una préactica comun en el uso
de xPand es definir una funcion MyToxPand que reciba sélo los datos que si podrian
cambiar de manera regular, que serfan la expresién que se va a expandir (expr), el cali-
bre en el que se va a trabajar (gauge) y el orden al que se va a realizar la perturbacién
(order). Esto lo hacemos con:

MyToxPand [expr_,gauge_,order_]:=ToxPand[expr,dg,u,du,h, gauge,order]

En la seccién vimos que xPand permite ignorar (False) o considerar (True) las
perturbaciones vectoriales y las tensoriales. Como en este caso se esta trabajando con
la métrica FLRW y aqui las contribuciones escalares, vectoriales y tensoriales de las
perturbaciones estan desacopladas [3], podemos ignorar las vectoriales y quedarnos sélo
con las tensorialed™]

$FirstOrderVectorPerturbations = False;
$FirstOrderTensorPerturbations = True;

Por defecto el sistema trabaja en el tiempo conforme. Si deseamos trabajar con el
tiempo césmico, basta con hacer

$ConformalTime = False;

Ya con esto, podemos calcular las perturbaciones escalares y tensoriales del tensor
métrico en un fondo FLWR sin curvatura en el calibre deseado. Eligiendo el calibre de
Newton, nos queda entonces la instruccion:

MyToxPand [g[-px, -v], "NewtonGauge", 1]

Lo anterior genera el siguiente resultado:
G = @l — @*Ry i, + € [20°E,, — 2a° Anyn, — 2a°Chy,,| . (3.1)

Aqui vale la pena aclarar que los indices que se definen con la variedad no tienen
por qué ser necesariamente letras griegas. Esto es irrelevante para el software y obedece
solo a una cuestion de convencion del usuario, pues el programa los interpreta siempre
como indices abstractos. Cuando el usuario vaya a interpretar los indices como com-
ponentes, sin embargo, debe tener en cuenta que xPand trabaja, en este caso, en una
variedad 4-dimensional, por lo que sus indices van de 0 a 3. Siendo asi, las cantidades
ya proyectadas deben interpretarse como sus versiones extendidas, tal como se explicé
en la seccién [L.2.3

Continuando con el desarrollo, puede que no siempre estemos interesados en tra-
bajar con un resultado completo como el de la ecuacién 3.1] asi que con el comando
ExtractOrder podemos extraer el orden deseado. En este caso puede ser el orden ce-
ro, que seria el valor de fondo o uno, que corresponde ya a la perturbacién lineal. Si
queremos la perturbacion lineal, ejecutamos entonces el comando:

3Las escalares siempre estdn activas.
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ExtractOrder [MyToxPand [g[-x, -v], "NewtonGauge", 1], 1]

Con esto obtenemos:
5.9#1/ = 2G2E/W — 2&2A7_L#T_l,/ — ZGZCBHV.

Con la funcion VisualizeTensor se pueden ademas ver todas las proyecciones de un
tensor, asi que se puede aprovechar para ver las del tensor métrico. Esto lo conseguimos
con la instruccién:

VisualizeTensor [ExtractOrder [MyToxPand [g[-p,-v],"NewtonGauge" ,1],1] ,h]

Con esto obtenemos la tabla siguiente:

n h
n| —2a’A 0 B
h 0 20*E,,, — 2a*Ch,

Podemos también extraer una proyeccioén concreta utilizando para ello la instruccion
ExtractComponents. Por ejemplo, para extraer la proyeccién espacial de la perturba-
cion, ejecutamos las érdenes:

MyToxPand [g[-p, -v], "NewtonGauge", 1]

ExtractOrder [%, 1]
ExtractComponents[ %, h, {"Space", "Space"}]

Noétese que aqui primero se da la instruccion de calcular las perturbaciones con
MyToxPand, luego se extrae el primer orden y finalmente se extrae la proyeccién espacial.
Esto da como resultado:

8Gmn = 2a° ((I)Emn) — 202 R C,

donde se han cambiado los indices 1 — m y v — n sélo por resaltar el caracter espacial
de la proyeccién. Tampoco estda de mas insistir, con el fin de evitar confusiones, que
Rmn €s la métrica inducida por la métrica conforme de fondo, no por la métrica fisica
de fondo, aunque si esté relacionada con ella mediante la transformacion conforme de
la ecuacién , razén por la cual el resultado involucra los factores a?.

Asi mismo puede obtenerse el escalar de Ricci perturbado:

MyToxPand [RicciScalarCD[], "NewtonGauge", 1]

Con esto se tiene que:

_ 2 . . .
R =12H*+6H +e <—2DaDaC — 5D,DA — 24H*A — 12HA — 6HA — 24HC — 60) ,
a a

1 Aqui el signo % lo usamos para indicarle al programa que la instruccién debe aplicarse al resultado
inmediatamente anterior.
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donde

4
T @

6R D,D“C — %DQD“A —24H?A—12HA —6HA —24HC —6C.  (3.2)

Vemos entonces que a partir de unas pocas instrucciones se logra economizar el
trabajo puramente manual del apéndice [A] que incluso para un caso simple como este
puede llegar a ser un poco extenso, lo que motiva el uso de herramientas de algebra
computacional que permitan automatizar los calculos, sobre todo cuando la complejidad
de los mismos aumenta el tiempo de solucién sin aportar ningiin beneficio real al anélisis
del problema.

40



Trabajo de grado

4. Implementacion

En esta seccién se presentara la implementaciéon en cédigo del célculo de las pertur-
baciones lineales en el espaciotiempo de Bianchi I para el campo escalar canénico. Para
ello se muestra primero, por completez, cémo se pueden obtener las ecuaciones de movi-
miento y de campo Einstein para una métrica arbitraria. Luego, en la segunda parte, se
obtiene la forma explicita de estas ecuaciones para un fondo Bianchi I y finalmente, en
la tercera parte de esta seccion, se presenta ya el calculo de las perturbaciones lineales,
presentando los resultados tanto en su forma diferencial como en el espacio de Fourier.
Todo el codigo utilizado en esta seccién se encuentra disponible en el apéndice [C]y en
un cuaderno de Mathematica de acceso piblico en la referencia |7].

4.1. Ecuaciones generales para el campo escalar

Para este caso, la definicién de la variedad y la métrica de fondo es exactamente igual
que la trabajada en la seccién [3.3.2] con fondo FLRW. La diferencia se da al momento
de hacer la descomposicion 3 + 1, donde debemos cambiar FLFlat por Bianchil E}

SetSlicinglg, n, v, cd, {"I", "D"}, "BianchilI"];
Como se explicé en la seccion 3.3 xPand usa la métrica conforme como métrica
ambiente, lo que hace que la curvatura extrinseca de la hipersuperficie generada no

tenga traza, coincidiendo asi con el corte. Podemos entonces hacer que el programa
imprima la curvatura directamente como el o. Esto lo indicamos con:

PrintAs[Ky] "= "o";

Ya con este detalle y con la descomposicion del ambiente creada, se pueden calcular
las cantidades de interés.
4.1.1. Ecuaciones de Campo de Einstein

Al definir la métrica y su perturbacién, ya sea con xPand o con xPert, se estan
definiendo las cantidades del sector gravitacional. Para encontrar las ecuaciones de Eins-

15Cada vez que se realiza una descomposicion 3 + 1 con SetSlicing se definen automdticamente
cantidades que son necesarias para el trabajo con xPand. Si se vuelve a ejecutar el comando en la
misma sesiéon de Mathematica sin ninguna modificacién, se podrian presentar conflictos, porque el
programa intenta declarar nombres ya definidos. Para evitar esto, pueden seguirse tres caminos:

= Reiniciar el nicleo de Mathematica con el comando Quit[], volver a cargar los paquetes y
ejecutar nuevamente las definiciones teniendo en cuenta los cambios requeridos.

s Utilizar SetSlicing con nuevos nombres de vector normal, métrica inducida y derivada cova-
riante, seguido de los comandos DefMetricFields y DefMatterFields para definir las pertur-
baciones asociadas a la nueva métrica inducida.

= Utilizar el comando UnDef [] de xTensor para eliminar definiciones previamente creadas. Esto
permite utilizar los mismos nombres sin tener que reiniciar el nicleo.
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tein es necesario también definir las cantidades correspondientes al sector de materia,
por lo que en este caso se define el campo escalar como un tensor de rango cero.

DefTensor [Phi[], M, PrintAs -> "¢"];

Se define también la funcién escalar correspondiente al potencial.

DefScalarFunction [V];

Se definen las constantes. En este caso, una:
DefConstantSymbol [k, PrintAs -> "gk"];

Se define la densidad lagrangiana de materia correspondiente al campo escalar
canonico:

Lmat = -(1/2)Sqrt [-Detg 1] glu,v1*CD[-p] [Phi [11%CD[-] [Phi[1]-V[Phil[l]

Ahora la correspondiente a la gravedad:

Lg = Sqrt[-Detgl]] 1/(2 k) RicciScalarCD []

La densidad lagrangiana total sera entonces:
L = Lmat + Lg;

Ya con esto, generamos la perturbaciéon de L con las funciones Perturbation y
ExpandPerturbation de xPert:

Lpert = ToCanonical[
ContractMetric [
ExpandPerturbation [Perturbation[L,1]]]]

Finalmente se calcula la derivada variacional de la densidad lagrangiana utilizando
Lpert y la perturbacién de la métrica.

2 k VarD[dg[LI[1],pu,v],CD][Lpert] /.{delta[-LI[1],LI[1]]1->1}
== %x(1/ Sqrt[-Detgl[l])
% //Expand //RicciToEinstein //ContractMetric //ToCanonical

La instruccién /.{delta[-LI[1],LI[1]1]1->1} es una regla que usamos para que el
programa reemplace por 1 los 6! que surgen del célculo.
Con esto se obtiene finalmente que

1
G,uzz = _éﬁg,uyvaqbvaqb + "ivuqﬁvuqﬁ - ’ig,uuv<¢>‘ (41)

que corresponde a las ecuaciones de campo de Einstein para el caso del campo escalar
canénico.

4.1.2. Ecuacion de Movimiento

En este caso es necesario calcular la derivada variacional de la densidad lagrangiana,
pero ahora respecto al campo escalar:
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VarD [PhiPert [LI[1]], CD][Lpert]

% /.{delta[-LI[1], LI[1]] -> 1}

%*(1/Sqrt [-Detgl[]]) //Simplify
== %

Con lo anterior se obtiene:
va¢va¢ - V¢<¢) = 07 (42)

que es la forma general de la ecuacién de Klein-Gordon para una métrica arbitraria.

4.2. Ecuaciones de fondo en Bianchi |
4.2.1. Ecuaciones de Friedmann

Por definicién, las cantidades de fondo son siempre el orden cero en las perturbacio-
nes, asi que las ecuaciones de Friedmann para la métrica Bianchi I las podemos obtener
expandiendo a orden cero las ecuaciones y extrayendo las componentes a partir de

alli.
La expansion a orden cero la hacemos entonces con:

EinsEqsBG = MyToxPand[EinsEqs, "NewtonGauge", 0]

En este caso EinsEgs es una variable que contiene el miembro no nulo de las ecuacio-
nes de Einstein. El resultado de la operacion se ha almacenado en la variable EinsEqsBG
s6lo por comodidad.

La componente tiempo-espacio se puede obtener con:

0 == ExtractComponents[EinsEqsBG, v, {"Time", "Space"}]

Lo anterior devuelve lo siguiente:
kD¢ ¢ = 0. (4.3)

Para hacer un pequeno analisis sobre este resultado, vale la pena tener en cuenta
que el tensor escalar ¢ se definié a partir de la funciéon DefTensor, de xTensor, que lo
vincula a la métrica ambiente. Y aunque para xPand esto significa que se trata de la
métrica conforme de fondo, para xTensor es una métrica cualquiera, por lo que un ten-
sor escalar definido alli podria, en principio, tener dependencia temporal y espacial. Sin
embargo, aqui de forma natural, a partir la componente tiempo-espacio de las ecuacio-
nes de Einstein, vemos que emerge la condicién de que en un espaciotiempo homogéneo
como el Bianchi I, un campo escalar dependiente del tiempo no puede tener dependen-
cia espacial. Esto es un ejemplo de las diferencias que pueden encontrarse al definir un
tensor con DefTensor de xTensor y hacerlo con DefProjectedTensor, de xPand. Los
tensores escalares definidos con esta ultima funcion, ya asumen esta condicién para sus
valores de fondo, anulando automaticamente todas las derivadas covariantes espaciales
que actien sobre ellos.

Habiendo entendido las implicaciones del resultado anterior, es hora de extraer la
componente tiempo-tiempo de estas ecuaciones con la orden
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0 == ExtractComponents[EinsEqsBG, v, {"Time", "Time"}]
Con esto se obtiene:
1

1 1 1
2 1 o, L1 9 1 o Lone
H = 60 —|—3/<oa V(¢)+6Daq§D gz5+6/<a(qb),

pero si se tiene en cuenta la no dependencia espacial del campo escalar, entonces se
llega a

M2 — éaQ + %mﬂvw) + %K((p')? | (4.4)

siendo esta entonces la primera ecuacion de Friedmann en el espaciotiempo de Bianchi I.

Ahora extraemos la componente espacio-espacio:

0 == ExtractComponents [EinsEqsBG, v, {"Space", "Space"}]

Con esto se obtiene:

1 1 1
H/’Yu'/ :’HUW — Uuaa’/a -+ 50';“/ — 5’}_[2%“} N Z_laaﬁaa,@%w
1 1 1 1
+ 5 K@V (0) Y + KV Dad D6 = SkDuODG + L7 (8)*.

Si nuevamente se tiene en cuenta la no dependencia espacial del campo escalar
(ecuacion [4.3)), esto se reduce a:

1
/H/,ylw =Ho,, — O-MOCO-VOC + 50';w — 57_[27“”
1 o 1 1
- ZUQBU ﬁ%w + §“a2v<¢)’7;w + Z“’YW((?/)Q-

Reemplazando H? de la primera ecuacién de Friedmann:

1 1 1 1

H Y = How — 0,000 + 501“/ - gaaﬁaaﬁ”ﬁw + 5’102‘/((15)%“/ - g’%f}/ﬂl’((b/y' (4.5)
Calculando la traza se obtiene:
/ 1 /\2 1 2 1 2

donde 0? = 0,30°°. Esta corresponde entonces a la segunda ecuacién de Friedmann
para espaciotiempos Bianchi I.

Vemos entonces que ya se tiene la traza de la parte espacial de las ecuaciones de
Einstein, asi que soélo falta ver qué ocurre con la parte sin traza. Si deseamos utilizar

el software, utilizamos la instruccion STFPart aplicada a la ecuacion especificando
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la métrica respecto a la cual se extrae la traza. Como aqui estamos analizando la parte
espacial, usamos ,,. El resultado de hacer esto es:

(o) = —2H[0, ] + 2[0, %000

Pero a partir de la ecuacion puede probarse que el ultimo término es cero para
el caso del campo escalar [1], por lo que se llega finalmente a qudT_G]:

[0}, )M = —2H[0,, ]| (4.7)

pv

expresién que podemos entender entonces como una tercera ecuacién de Friedmann en
espaciotiempos Bianchi I, ya que también surge del fondo.

4.2.2. Ecuacion de Klein-Gordon

Para obtener el valor de fondo de la ecuacién de Klein-Gordon también se debe
expandir a orden cero. Si almacenamos el miembro no nulo de la ecuacién podemos
calcular su forma explicita para esta métrica mediante la instruccion:

KGEqExp = MyToxPand [KGEq, "AnyGauge", O]
0 == Y

Con lo anterior obtenemos:
Do DY) — 2H(¢') — ¢ — a*Vi(¢) = 0

Pero teniendo en cuenta la homogeneidad del campo escalar (ecuacién [4.3)), se con-
cluye que:
"+ 2HY' + a’V(p) =0,

donde observamos que en el modelo Bianchi I, la ecuacién de Klein-Gordon conserva la
misma forma que en el FLRW (ecuacién [2.8).

4.3. Perturbaciones lineales en Bianchi |

Llegados a este punto, es momento de encontrar las ecuaciones de las perturbaciones.
Para esto, ya en la secciéon anterior se mostré que en un fondo homogéneo, el campo
escalar también debe ser homogéneo, por lo que todas las derivadas espaciales actuando
sobre €l se anulan. Esto se puede tener en cuenta definiendo el campo con la instruccién:

Hay que resaltar que lo que se anula es la parte sin traza de 0,04, no todo el término. Tengamos
en cuenta que este, al ser totalmente simétrico, se descompone como

1
NT
O—pao—l/oz = [Uuao—ua] + ggaﬁaaﬁfﬂu/y

por lo que si [auaam]NT = 0, entonces 0,%0,o = %027#,,. Esto es importante tenerlo en cuenta al
implementarlo en el cédigo, para evitar errores.
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DefProjectedTensor [Phi [],~]

Con esto se define automéaticamente el valor de fondo y su perturbaciéon. Como en
este caso ya se ha trabajo con Phi[], utilizaremos otro tensor, @[], que cumple con
las mismas caracteristicas, sélo que ha sido definido automaticamente por xPand al
ejecutar el comando DefMatterFields.

Aqui se definen las ecuaciones de Einstein de manera similar a como se explicd en
la seccién [4.1.1], pero ahora para el tensor ¢ []. El resultado se almacena en la variable
EinsEgs.

Nuevamente nos aseguramos de que los nombres de los campos escalares asociados
a la descomposicion SVT de la métrica inducida coincidan con los nombres que estamos
trabajando:

PrintAs[¢y] ~= "A";
PrintAs[¢y] ~= "C";

Ahora es necesario definir algunas reglas que seran de utilidad en la manipulacién de
las expresiones. La primera es una que tenga en cuenta la tercera ecuacién de Friedmann,
lo que va a permitir reescribir primeras y segundas derivadas temporales del tensor de
corte en términos del mismo sin derivadas.

KRules = Flatten@Join [
MakeRule [
Evaluate [{Ky[LI[0], LI[2], -p, -v],
LieD[n[al]l[-2 Hy[ LI[0], LI[0]] Ky[LI[O], LI[O], -u, -vl +
2 Ky[ LIf0]l, LI[O], -p, ol Ky[ LI[O], LI[O], -v, -alll}ll,

MakeRule [
Evaluate [{Ky[LI[0], LI[1], -p, -v1,
-2 Hy[ LI[0], LI[0]] Ko[ LI[O], LI[O], -p, -v] +
2 Ky[ LI[0], LI[O), -m, «al Ky[LI[O], LI[O], -v, -all}ll,

MakeRule [Evaluate [{
Ky[ LI[0], LI[0], -a, Al Ky[ LI[0], LI[O], -8, -Al,
1/3 KyI[LI[0],LI[O],-A,-p] Ky[LI[O],LI[O],A,p] vl-a, -B13}11]
I
Notese que esta regla estéd construida en secuencia, por lo que al aplicarla una vez,
las segundas derivadas temporales se escriben en términos de primeras y las primeras
en términos sin derivadas, esto hace que sea necesario aplicar la regla varias veces de
forma consecutiva hasta eliminar completamente las derivadas temporales. Se podria
hacer en una sola instruccion, pero este método ofrece una mayor legibilidad del codigo.

También relacionado con el corte, definimos también una regla sencilla para expresar
00p0™? como o

KCuadrado =
MakeRule [{Ky[LI[0],LI[0],-«a,-B] Ky[ LI[0], LI[O],a,B],Ky[]1"2}];
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Esto podria definirse como una regla automatizada, pero dejarla como regla «ma-
nual» da mayor control a la hora de aplicar derivadas sobre algunas expresiones que
involucran el corte y a la hora de descomponer en el espacio de Fourier.

Es de utilidad definir también una regla que permita ir facilmente al calibre de
Newton en Bianchi I que se introdujo con la ecuacién [2.25] Para esto hacemos entonces:
NewtonGaugeBianchilI =

{Esy[LI[1], LI[_11 -> o0,
Bsy[LI[1], LI[_1]1 -> O,
Bvy[LI[1], LI[_], _1 -> 0};

Como en este caso se trabajard en términos de las variables invariantes de calibre
introducidas en la secciéon [2.4] es necesario definir tales cantidades. Para ello debemos
recordar que estas se definen a partir de elementos de la descomposicion SVT de la
perturbacion de la métrica inducida, por lo que deben estar definidas en la variedad
perturbada, no en la de fondo. Ejecutamos entonces las instrucciones:
DefProjectedTensor [®sB[], 7,

PrintAs -> "®", SpaceTimesOfDefinition -> {"Perturbed"}]
DefProjectedTensor [®vB[-ul, 7,

PrintAs -> "®", SpaceTimesOfDefinition -> {"Perturbed"}]
DefProjectedTensor [¢B[], v, PrintAs -> "¢",
SpaceTimes0fDefinition -> {"Perturbed"}]
DefTensor [x[], M, PrintAs -> "x"]

Se puede verificar, a partir de la ecuacién [2.24, que Di¢; = 0, por lo que es 1til
introducir una automatizacion que aplique esta regla. Tenemos entonces:

AutomaticRules [®vB, MakeRule[Evaluate [{cd[p]@PvB[-ul, 0}]11];

Conviene ahora definir una regla que permita aprovechar las ecuaciones [2.2212.26
para reescribir las expresiones en términos de las invariantes de gauge partiendo del
calibre de Newton:

BardeenRules = Flatten@Join[

MakeRule [
Evaluate [{¢y[LI[1], LI[x_1], ®sBLLI[0], LI[x]113}11,

MakeRule [
Evaluate [{¢py[LI[1], LI[x_J1], ¢BILI[0], LI[x]11}1]1 ,

MakeRule [
Evaluate [{p[LI[1], LI[x_11, x[LI[0], LI[x11}11,

MakeRule [
Evaluate [{Evy[LI[1], LI[2], -ul,
LieD[n([B]][-®vB[LI[0], LI[O], -pul +
2 Ky[-p, -al Evy[LI[1], LI[O], «ll}l],

MakeRule [

Evaluate [{Evy[LI[1], LI[1], -ul,
-®vBILI[0], LI[0], -ul +
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2 Ky[-p, -al Evy[LI[1], LI[0], «l}]1]
15
Por otra parte, aunque xPand posee algoritmos para forzar la formacién de diver-
gencias y laplacianos cuando haya lugar a ellos [5], en el desarrollo de esto proyecto no
se han obtenido resultados satisfactorios con esto, asi que es 1util definir una regla que
haga este trabajo:

ForceDivRule = Flatten@Join[
(¥Para tensores de rango 1%)

{cd[x1_]Je
cd[x2_]1@cd[x3_]@cd[x4_]@expr_[al_, a2_, x5_] /; (x5 == -x1) ->
Evaluate [cd[x2]@cd[x3]@cd [x4]@cd[x1] @expr[al, a2, x5]11},
{cd[x1_]@
cd[x2_]@cd[x3_]@cd[x4_]@expr_[al_, a2_, x5_]1 /; (x5 == -x2) ->
Evaluate [cd[x1]@cd[x3]@cd [x4]@cd[x2] @expr[al, a2, x5]1]1},
{cd[x1_]@
cd[x2_]1@cd[x3_]@cd[x4_]@expr_[al_, a2_, x5_] /; (x5 == -x3) ->

Evaluate[cd[x1]@cd[x2] @cd [x4]@cd [x3] @expr[al, a2, x5]11},

{cd[x1_]1@cd[x2_]@cd[x3_]@expr_[al_, a2_, x5_] /; (x5 == -x1) ->
Evaluate [cd[x2] @cd[x3]@cd [x1] @expr[al, a2, x5]]1},
{cd[x1_]@cd[x2_]@cd[x3_]l@expr_[al_, a2_, x5_]1 /; (x5 == -x2) ->

Evaluate [cd[x1]@cd[x3]@cd [x2] @expr[al, a2, x5]1},

{cd[x1_]@cd[x2_]@expr_[al_, a2_, x5_]1 /; (x5 == -x1) ->
Evaluate [cd[x2]@cd[x1] @expr [al, a2, x5]]1},

(*Para tensores de rango 2x)
{cd[x1_]@
cd[x2_J@cd[x3_]@
cd[x4_]@expr_[al_, a2_, x5_,

x6_1 /; (x5 == -x1) || (x6 == -x1) ->
Evaluate [cd[x2]@cd [x3]@cd[x4]@cd[x1]@expr[al, a2, x5, x6]1]},
{cd[x1_]@

cd[x2_]@cd[x3_]@
cd[x4_]@expr_[al_, a2_, x5_,

x6_1 /; (x5 == -x2) || (x6 == -x2) ->
Evaluate [cd[x1]@cd[x3]@cd[x4]@cd[x2] @expr[al, a2, x5, x6]1]1},
{calx1_]e

cd[x2_]@cd[x3_]@
cd[x4_]@expr_[al_, a2_, x5_,
x6_1 /; (x5 == -x3) || (x6 == -x3) ->
Evaluate [cd[x1]@cd[x2]@cd[x4]@cd [x3]@expr[al, a2, x5, x6]1]},

{cd[x1_]@
cd[x2_]@cd[x3_]@
expr_[al_, a2_, x56_, x6_] /; (x5 == -x1) || (x6 == -x1) ->
Evaluate [cd[x2]@cd [x3]@cd [x1] @expr[al, a2, x5, x6]]},
{calx1_]e
cd[x2_J@cd[x3_]@
expr_[al_, a2_, x5_, x6_] /; (x5 == -x2) || (x6 == -x2) ->
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Evaluate [cd[x1]@cd[x3]@cd [x2] @expr[al, a2, x5, x6]]},

{cdlx1_]e
cd[x2_]l@expr_[al_, a2_, x5_,
x6_1 /; (x5 == -x1) || (x6 == -x1) ->

Evaluate [cd[x2]@cd[x1] Gexpr[al, a2, x5, x6]1]}
15
En caso de desear una generalizacion de esta regla a n derivadas covariantes, podria

definirse de forma mas 6ptima a partir de recursividad. Para este proyecto, sin embargo,
es suficiente con la opcién planteada.

Para definir otra regla que sera de utilidad, tengamos en cuenta que si a dos veces

la ecuacién [4.4] se le suma la ecuacién [4.0] y si al doble de la ecuacidn [4.4] se le resta el
doble de la ecuacién [4.6] se obtienen las siguientes identidades:

ka’V = 2H* +H',
k(p)? = 2H* — 2H — o>

Estas relaciones son sencillas, pero ttiles para simplificar un poco las ecuaciones,
asi que se definira una regla que las aplique:

BGRules = Flatten@Joinl[
{k ay[ LI[0], LI[0]]"2 V[ [ LI[0], LI[O]]] ->
2 Hy[LI[0], LI[0]]1"2 + Hy[LI[0], LI[111},

{k ay[ LI[0], LI[0]]"2 V[ Scalar[ ¢[ LI[0], LI[0]]]] ->
2 Hy[LI[0], LI[0]]"2 + Hy[LI[0], LI[1]1},

{k Scalar[ avy[ LI[0], LI[0]]1]"2 V[ Scalar[ [ LI[0], LI[0]1]] ->
2 Hy[LI[0], LI[0]]1"2 + Hy[LI[0], LI[111},

{k Scalar[ ay[ LI[0], LI[0]]]1"2 V[ [ LI[O], LI[0]]] ->
2 Hy[LI[0], LI[0]]"2 + Hy[LI[0], LI[111},

MakeRule [Evaluate [{k*p[LI[0], LI[1]1]1"2 ->
2 Hy[LI[0], LI[0]]1"2 - 2 Hy[LI[O], LI[1]1] - Ky[l-w, -v1 Kylwp, v1311,

MakeRule [Evaluate [{x Scalar[ ¢[ LI[0], LI[1]]]1"2 ->
2 Hy[LI[0], LI[0]]"2 - 2 Hy[LI[O], LI[1]1] - Ky[-p, -v1 Kylp, v13}]1]
i

Si ademas se desean expresar los resultados en términos del espacio de Fourier, es
necesario definir los tensores involucrados, como se explicé en la seccién [2.5] Definimos
entonces los escalares Ey, Ey, B, E,, ®; y ®, de las ecuaciones a(2.33
DefProjectedTensor [Ep[], 7, PrintAs -> "E ",

SpaceTimesOfDefinition -> {"Perturbed"}]

DefProjectedTensor [Ec[], 7, PrintAs -> "E.",
SpaceTimesOfDefinition -> {"Perturbed"}]
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DefProjectedTensor [E1[], ~, PrintAs -> "E;",
SpaceTimesOfDefinition -> {"Perturbed"}]

DefProjectedTensor [E2[], v, PrintAs -> "Ep",
SpaceTimes0OfDefinition -> {"Perturbed"}]

DefProjectedTensor [®1[], ~, PrintAs -> "®;",
SpaceTimesOfDefinition -> {"Perturbed"}]

DefProjectedTensor [®2[], 7, PrintAs -> "®o",
SpaceTimesOfDefinition -> {"Perturbed"}]

Definimos ahora en la variedad de fondo los vectores de la base ortonormal {k;, el e?}
adaptada a k; = kk;.

DefProjectedTensor [Nk[], ~, PrintAs -> "|k|",
SpaceTimes0fDefinition -> {"Background"}]
DefProjectedTensor [k[-al, 7, PrintAs -> "E",
SpaceTimes0fDefinition -> {"Background"}]
DefProjectedTensor[el[-al, 7, PrintAs -> "e;",
SpaceTimesOfDefinition -> {"Background"}]
DefProjectedTensor [e2[-al, 7, PrintAs -> "ep"
SpaceTimes0fDefinition -> {"Background"}]

Definimos también los tensores de polarizaciéon »3;; y 52- dados por la ecuaciéon m

DefProjectedTensor [ep[-a, -8], v, PrintAs -> "e ",
SpaceTimesOfDefinition -> {"Background"}l}]

DefProjectedTensor [ec[-a, -8], 7, PrintAs -> "g,",
SpaceTimes0fDefinition -> {"Background"}]

ora es necesario definir los escalares o, 7,,,, 0,.,, O 0,x asociados a la des-
Ah definir 1 LaTes 0, Gy, Tyas Tpt ¥ Tp dos a la d
composicién dada por la ecuacion [2.34] sobre el tensor de corte.

DefProjectedTensor [opar[], 7, PrintAs -> "o ",
SpaceTimesOfDefinition -> {"Background"}]
DefProjectedTensor [cV1[], v, PrintAs -> "oy1",
SpaceTimes0fDefinition -> {"Background"}]
DefProjectedTensor [cV2[], v, PrintAs -> "oyo",
SpaceTimesOfDefinition -> {"Background"}l}]
DefProjectedTensor [op[], 7, PrintAs -> "o.",
SpaceTimes0fDefinition -> {"Background"}]
DefProjectedTensor [oc[], 7, PrintAs -> "o\",
SpaceTimesOfDefinition -> {"Background"}]

Definimos algunas reglas automatizadas para los vectores de la base, {/%i,el,e2},

para que el paquete tenga en cuenta su caracter ortonormal:

AutomaticRules[el, MakeRule[Evaluate[{el[-al e2[al, 0}111;
AutomaticRules[el, MakeRule[Evaluate[{el[-al k[al, 0}111];
AutomaticRules[e2, MakeRule[Evaluate[{e2[-a] k[al, 0}111;

AutomaticRules [el,
MakeRule [
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Evaluate [{el1[-a] e2[-8] gla, A1, 0}111;
AutomaticRules [el,
MakeRule [
Evaluate [{el1[-a] k[-8] gla, B1, 0}111;
AutomaticRules [e2,
MakeRule [
Evaluate [{e2[-a] k[-8] gla, A1, 0}111;

AutomaticRules [el,
MakeRule [Evaluate [{el[-a] ell[al, 1}]11]1;
AutomaticRules[e2,
MakeRule [Evaluate [{e2[-a] e2[al, 1}111;
AutomaticRules [k, MakeRule[Evaluate [{k[-a] k[al, 1}]111;
AutomaticRules [k, MakeRule[Evaluate [{k[LI[O0], LI[1], -al, 0}111;

Definimos también algunas reglas automaticas que se pueden deducir de la ecua-
cién [2.29] para los tensores de polarizacion:

AutomaticRules [ep,
MakeRule [
Evaluate [{ep[-p, -v]1 glp, v1, 0}111;
AutomaticRules [ep,
MakeRule [
Evaluate [{k[-a] epla, B, 0}111;
AutomaticRules [ep,
MakeRule [
Evaluate [{ep[a, B8] epl- a, -B1, 1}111];
AutomaticRules [ep,
MakeRule [
Evaluate [{epla, B] ecl- «, -B1, 0}111];
AutomaticRules [ec,
MakeRule [
Evaluate [{ec[-pu, -v]1 glp, v1, 0}111;
AutomaticRules [ec,
MakeRule [
Evaluate [{ec[a, B8] ecl-a,-F1, 1}111;
AutomaticRules [ec,
MakeRule [
Evaluate [{k[-a] ecla, B, 0}111;

AutomaticRules [ep,
MakeRule [
Evaluate [{ep[-a, -8] epl B, o] epl-o, al, 0}111;
AutomaticRules [ep,
MakeRule [
Evaluate [{ep[-a, -B] epl B, o] ecl-o, al, 0}111;
AutomaticRules [ep,
MakeRule [
Evaluate [{ep[-a, -8] ecl B, o] ecl-o, al, 0}111];
AutomaticRules [ec,
MakeRule [
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Evaluate [{ec[-a, -8] ecl[ B, o] ecl-o, al, 0}111;

Definimos otras reglas que, haciendo uso de la ecuacién [2.29 permitan expresar los
tensores de polarizacion en términos de los vectores base. Puede que no siempre se desee
hacer esto, por lo que no se definirda como una regla automéatica, sino manual.

cRules = Flatten@Join [
MakeRule [
Evaluate [{el[a] epl-a, -p1, 1/Sqrt[2] el1[-£1}11,
MakeRule [
Evaluate [{el1[A] epl[-a, -8] gl a, -A1, 1/Sqrt[2] el1[-B1}11,
MakeRule [
Evaluate [{e2[a] epl-a, -B], -( 1/Sqrt[2]) e2[-B1}11],
MakeRule [
Evaluate [{e2[\] ep[-a, -8] gl a, -A1, -(1/8Sqrtl[2]) e2[-B1}11],

MakeRule [

Evaluate [{el[a] ec[-«a, -B], 1/Sqrt[2] e2[-5]1}]1]1,
MakeRule [

Evaluate [{el[A] ecl-a, -B8] gl o, -Al, 1/Sqrt[2] e2[-51}11],
MakeRule [

Evaluate [{e2[a] ecl[-a, -B], 1/Sqrt[2] el [-£1}]1],

MakeRule [

Evaluate [{e2[A] ec[-a, -B] gl a, -A1, 1/Sqrt[2] el[-B1}]]

MakeRule [
Evaluate [{ec[-p,-alec[a,-v],
1/2 e1[LI[0],LI[0],-u] el[LI[0O],LI[0O],-v] +
1/2 e2[ LI[0], LI[O0], -m] e2[ LI[O], LI[O], -vI1}11,
MakeRule [
Evaluate [{ec[-p, -al epla, -v],
1/2 ei[ LI[0], LI[O], -v] e2[ LI[0], LI[O], -ul -
1/2 e1[ LI[0], LI[O], -4l e2[ LI[0], LI[O], -»]1}11,
MakeRule [
Evaluate [{ep[-p, -al epla, -v1,
1/2 ei[ LI[0], LI[0], -ul el[ LI[0], LI[O], -v] +
1/2 e2[ LI[0], LI[0], -ul e2[ LI[0], LI[0], -v13}11]

1;

Es 1til definir también algunas reglas que descompongan el F, y E,,, y sus derivadas
temporales en el espacio de Fourier haciendo uso de las ecuaciones y después
de todo, hasta ahora se han definido los escalares asociados a la descomposicién, pero no
se ha definido ninguna regla que reescriba estos tensores en términos de tales cantidades,
por lo que es necesario introducirla. Esto lo hacemos con:

ERules = Flatten@Join [
MakeRule [
Evaluate [{Evy[LI[1], LI[O], -al,
ToCanonical®
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ContractMetric[
E1[LI[0], LI[0]] el[-a] +
E2[LI[0], LI[0]] e2[-all}1],

MakeRule [
Evaluate [{Ety[LI[1], LI[0], -a, -f1,
ToCanonical®
ContractMetric [
Ep[LI[0], LI[0]] epl-a, -B1 +
Ec[LI[0], LI[0]] ecl-a, -B11}11,
MakeRule [
Evaluate [{Ety[LI[1], LI[1], -«, -f],
ToCanonical®
ContractMetric [
LieD[n[wpl]lL
Ep[LI[0], LI[0]] epl-a, -B1 +
Ec[LI[0], LI[0]] ecl-a, -F111}11,
MakeRule [
Evaluate [{Ety[LI[1], LI[2], -«, -f1,
ToCanonical®
ContractMetric [
LieD[n([ulle@
LieD[n([ul]L
Ep[LI[0], LI[0]] epl-a, -B]1 +
Ec[LI[0], LI[0]] ecl-a, -£1113}11]
1 g

Definimos ahora una regla para hacer lo mismo, pero para la descomposicion del
tensor de corte (ecuacién [2.34)):

RuleDecomposeKy =
MakeRule [{Ky[LI[0], LI[O], -a, -f1,
Evaluate [
3/2 (k[-a] k[-B] - 1/3 ~v[-a, -B1) opar[]l] + oVIi[] ( k[-a] el[-B] +
k[-8] ell[-al) + oV2[] ( k[-al e2[-B] +
k[-B] e2[-al) + opl] epl- a, -B]1 + ocl] ecl-a, -511}]

Finalmente, en la variable FourierModes agrupamos varias de las reglas anteriores
junto con otras adicionales para la descomposicion del vector @, y para describir como
deben tratarse las derivadas temporales de este, de los vectores de la base adaptada y
de los tensores de polarizacion.

FourierModes = Flatten@Join[ERules, RuleDecomposekK,
MakeRule [
Evaluate [{®vB[LI[0], LI[0], -«al,
ToCanonical®
ContractMetric [®1[LI[0],
LI[0]] ell[-a]l] + ®2[LI[0],
LI[0]] e2[-all}11,
MakeRule [
Evaluate [{®vB[LI[0], LI[1], -al,
ToCanonical®
ContractMetric [
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LieD[n[Bl1]l@(P1[LI[0],
LI[0]] ell[-al + ®2[LI[O],
LI[0]] e2[-al)]1}1],

MakeRule [
Evaluate [{ep[LI[0],
LI[1], -p, -v1, -Kyla, Bl epl-a, -1 (y[-p, -v] -
k[-p] k[-v]1) - Kyla, B8] (y[-a, -B] -
k[-al k[-51) epl-p, -v] + 2 (Kyla, -pl epl-v, -al
Kyla, -v] epl-p, - «l)3}1],
MakeRule [
Evaluate [{ec[LI[O0],
LI[1], -p, -v], -Kyla, Bl ecl-a, -B1 (y[-p, -v] -
k[-p] k[-v]1) - Kyla, B (yI[-a, -B] -
k[-al k[-8]) ecl-u, -v] + 2 (Kyla, -pl ecl-v, -al
Kyla, -v] ecl-p, - al)}11,

+

+

MakeRule [
Evaluate [{ep[LI[0], LI[2], -u, -vI1,
LieD[n([Bl]l@(-Ky[wa, B] epl-a, -B1 (y[-p, -v] -
k[-p] kx[-v1) - Kyla, B] (yl[-a, -B]1 -
k[-a] k[-81) epl-p, -v1 + 2 (Kyla, -pl epl-v, - al +
Kyla, -v] epl-p, - al)) 11,

MakeRule [
Evaluate [{ec[LI[0], LI[2], -, -v],
LieD[n([Bl]@(-Ky[a, B] ecl-a, -B]1 (y[-p, -v] -
k[-pl k[-v1) - Kyle, Bl (y[-a, -B1 -
k[-a] k[-81) ecl-u, -v1 + 2 (Kyla, -pl ecl-v, - ol +
Kyla, -v] ecl-p, - al))X1],

MakeRule [{el1 [LI[0], LI[1], -ul,
Evaluate [-Ky[-a, -B8] ellal] el[B] ell-pl -
Ky[-a, -5] ellal e2[pB] e2[- ul + 2 Kyl-pu, -al ellall}],
MakeRule [{e2[LI[0], LI[1], -ul,
Evaluate [-Ky[-a, -8] e2[al el[B] ell-pul -
Ky[-a, -p] e2[al e2[pB] e2[- pl + 2 Ky[-p, -al e2[alll}]
g
Con esto ya se tienen algunas reglas que, como veremos en la siguiente seccion
y como se detalla en el apéndice [C| permiten manipular las expresiones con mayor
comodidad.

4.3.1. Ecuacion de Klein-Gordon para las perturbaciones

Para obtener las perturbaciones de la ecuacion de Klein-Gordon, definimos primero
la parte no nula de la ecuacién general con la siguiente instruccion:
KGEq = CD[-pl@CD[ullell]l - V' Ipll]

Ahora se expande:
KGEqExp = MyToxPand [KGEq, "AnyGauge", 1]
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Luego extraemos el primer orden de KGEqExp:

KGpert = ExtractOrder [KGEqExp, 1] // Expand

[gualando a cero se obtiene entonces la ecuaciéon para un calibre arbitrario:

0=—2Hdp — 00" + AHP A+ 20"A+ JA + 3,C
+ 20"’ DD, E + ¢'D,D"B — ¢'D,,D'"E' + D,D"d¢p
_'a25@¥%¢(W)

Para expresarla en términos de x y de los potenciales de Bardeen, nos movemos
primero al calibre de Newton para Bianchi I:

KGpert /. NewtonGaugeBianchil

Desde este calibre ya podemos reescribir la ecuacion usando la regla BardeenRules:

%/ .BardeenRules

Igualando a cero y realizando algunas manipulaciones algebraicas menores (ver

apéndice |C.3.2)), se obtiene:
2HX' + X" = DD + a*XVipp () = AHE'® + 20" + ' + 30V,

que corresponde entonces a la ecuacién de movimiento para la perturbacion del campo
escalar en un espaciotiempo de fondo Bianchi tipo 1.

4.3.2. Ecuaciones de Einstein para las perturbaciones

En este caso expandimos nuevamente sin elegir un calibre en particular.

EinsEqsExp = MyToxPand [EinsEqs, “AnyGauge”, 1]//Expand Eﬂ

Como una vez mas el interés estd en el comportamiento de las perturbaciones,
extraemos el primer orden del resultado anterior:

EinsPert = ExtractOrder [EinsEqsExp, 1]//Expand

Aqui aparecen primeras y segundas derivadas del tensor de corte respecto al tiempo
conforme, asi que podemos aprovechar la tercera ecuacion de Friedmann (ecuacion [4.7))
para reescribirlas. Esto lo hacemos con la regla KRules:

EinsPert /. KRules // Expand

Luego de aplicar tres veces la instruccién anterior, se obtienen las perturbaciones de
las ecuaciones de Einstein, que era el principal objetivo, aunque hasta ahora estarian en
bruto, sin ningiin tipo de manipulacién, por lo que resta presentar de manera explicita
cada una de las componentes. Esto se hara nuevamente basandose en el calibre de
Newton en Bianchi I:

17Como ya en este punto las expresiones que genera xPand son demasiado extensas, sélo se presentan
los resultados finales por cuestiones de practicidad.
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EinsPertNewton = EinsPert /. NewtonGaugeBianchil

Con esto podemos encontrar ya la forma explicita de las componentes, para lo cual
hay que tener en cuenta que las ecuaciones de Einstein de las perturbaciones tienen la
siguiente forma general:

0G, = K0T,
que por la descomposicion 3 + 1 tiene componentes tiempo-tiempo, tiempo-espacio y
espacio-espacio. En términos generales estas componentes dan origen a un conjunto de
ecuaciones que describen el sistema: cuatro escalares, dos vectoriales y una tensorial.

De la componente tiempo-tiempo tenemos:
0Goo = K0Ty 1ra ecuacién escalar
De la componente tiempo-espacio tenemos:

0Go, = K0Ty, 1ra ecuacién vectorial

D"6Gy,, = D"k0Ty, 2da ecuacion escalar

De la componente espacio-espacio tenemos:

YOG = V" KO 3ra ecuacién escalar
[6G VT = K[0T V" Ecuacién tensorial

D" [5Gmn}N T = f@D”[éTmn]N T 2da ecuacién vectorial
D™ D™[6G VT = kD™ DT, |V 4ta ecuacion escalar

Estas ecuaciones pueden ser llevadas al espacio de Fourier, en donde ademés pueden
ser expresadas en términos de los modos transversales descritos en la seccién [2.5] asi
que pasemos ahora a ver la forma explicita de cada una de ellas usando el software.

Primera ecuacion escalar

Como hemos visto, la primera ecuacion escalar es la componente tiempo tiempo
de las ecuaciones, asi que teniendo ya almacenadas en EinsPertNewton las ecuacio-
nes de Einstein para las perturbaciones en el calibre de Newton, podemos extraer la
componente tiempo-tiempo con la siguiente instruccion:

EinsTimeTime=ExtractComponents [EinsPert, ~, {“Time”, “Time”}]
Igualando este a cero se obtiene la forma explicita de la ecuacién 0Goy = kdTpg.
Hl
0 =E.5'0% + k0@ + 2ka®V (§) A + 20°C + ﬁchC
1
+ 6HC' — ﬂ0—20’ —2D,D“C + 0D, Es'

1
+ ﬂaaﬁDgDaC + ka250* V().

Esta ecuacién puede ser expresada en términos de los potenciales de Bardeen ha-
ciendo:
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EinsTimeTime/.BardeenRules//Expand

Esto hard que aparezcan términos de la forma o,,075, por lo que se hace necesario
aplicar KRules, para que elimine su parte sin traza. Luego de esto, con las manipula-
ciones algebraicas detalladas en [C.3.4] se llega finalmente a que

1 1
OH2D + H'P + émp/x/ + 3HY' — DDV + ~ra*xV,(¢) =

2
1 H'o? o? 1 1
— —E,5'0% — oV — U+ —V 4+ —07Dy(P5) — —0*’DsD, V.
pLap o™ =W = W gV 507 Dal®s) = 50" Ds
Podemos llevar lo anterior al espacio de Fourier. Para ello, primero se transforman
las derivadas covariantes con:

% //. cdla_llexpr_] :> I Nk[] k[a]l expr

(4.8)

Luego se aplican las reglas de transformaciéon a los tensores involucrados. Esto lo
hacemos con:

% /. FourierModes // Expand // ContractMetric
Puede ser necesario aplicar la regla varias veces hasta que la expresion no cambie.

Aplicando eRules para simplificar un poco la expresién, se llega finalmente a que la
primera ecuacion asociada a los modos escalares viene dado por:

1 1
OH2D + H'® + 5@9035 + 3HY + K2V + §m2xV¢<so) =

1
+ Z (E)\O')\O'l — §E3\U)\) — \/§E+a\2/1 - 2\/§EXUV10V2 + \/§E+0‘2/2
A=+, X

(4.9)

1< AN 1
. 2 2
+§ {;1 Zk?O'Va(I)Va—I—O' {(ﬁ) — W:| +ﬁk O'H\I/.

Con esto hemos obtenido ya la primera ecuacién escalar tanto en su forma diferencial
como en el espacio de Fourier.

Primera ecuacion vectorial

La primera ecuacién vectorial viene dada por 0Gy,, = kdTy,, por lo debemos extraer
la componente tiempo-espacio. Esto se hace con:

EinsTimeSpace = ExtractComponents [EinsPertNewton ,vy,{"Time","Space"}]
Expresando en términos de los potenciales de Bardeen e igualando a cero, como se

detalla en el apéndice [C.3.5 se obtiene entonces que la forma explicita de la primera
ecuacion vectorial es:

1 VAW
QHDV(I) - K’SO/DVX - §DaDaq)y + QDV\IJ/ - UuaDa |:(I) + U+ (ﬂ) :|

2
— 20"’ Dy By + 0°° Dy Eop — %quf.

Para llevar al espacio de Fourier, hacemos:
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EinsTimeSpace //. cdla_][expr_] :> I Nk[] k[a] expr
EinsTimeSpaceInFourier = % /. FourierModes // Expand // ContractMetric

Donde ahora podemos proyectar respecto de e'”. En nuestro caso se harfa con la
instruccion:

EinsTimeSpaceInFourierx*el [v]

Haciendo lo mismo para €%, se obtiene entonces que la primera ecuacién asociada
a los modos vectoriales se puede escribir como:

92 N / Ai 2
¢, = EZO'VZ) [‘P + W+ (ﬁ) } - EZ Z Zavaeb”eaﬁg’\ygE,\, (4.10)
A=+,%x a=1

donde b =1, 2.

Segunda ecuacion escalar

La segunda ecuacion escalar viene dada por D"0Gy, = D"kdTy,, asi que ya con
EinsTimeSpace expresada en términos de las invariantes de gauge, la divergencia espa-
cial se calcula con:

cd[v] [EinsTimeSpacel]

En este caso v es el indice libre en EinsTimeSpace. Con esto, siguiendo los pasos
detallados en [C.3.6] se llega a que la forma explicita de la segunda ecuacién escalar es:

1 1 o\’

HDLD® — -5 Do DX + DoD™W = -5 DD, {cb . (ﬁ) ]
+1 “D,D'E 1 2D, DV

20 v af 2?10 a .

Llevando al espacio de Fourier, obtenemos entonces que la segunda ecuacion asociada
a los modos escalares viene dada por:

1o~ iyt 0 = Lo |orw LAY 02\1/+1ZE
P X — 2% H H 2 A

Tercera ecuacion escalar

La tercera ecuacion escalar viene dada por la traza espacial de las ecuaciones de
Einstein, es decir, Y"0G, = 7" k0T mn, por lo que primero debemos extraer las
componentes espacio-espacio con la instruccién:

EinsSpaceSpace = ExtractComponents [EinsPertNewton,y,{"Space","Space"}]

Ahora obtenemos la traza con:
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v[p, v] EinsSpaceSpace // Expand // ContractMetric

Reescribiendo el resultado anterior en términos de las variables invariantes de calibre
e igualando a cero se llega entonces a que la tercera ecuacion escalar viene dada por:

1 1 1
IH>D + H'D + HD — ?w’x' +2HY + U + D, D*(® — V) + 5/{@%%(@) =

3

1 1 VAN 1 1
—Eag0® — 0% |20 + (= | | = =0 DDV — =5, D"
g Hes @ 20{ +<’H>} 61 27

Llevando al espacio de Fourier, siguiendo los pasos descritos en [C.3.7] se obtiene la
tercera ecuacion asociada a los modos escalares:

1 1 1
OH2D + H'D + HD — il-icp'x’ + QH + U — §k2(® — ) + Q/faQXV@(w) =

K> 1, VAN [
@O—H\I’ — 50’ |:—2‘If + (ﬁ) :| - §Zlkgqu)b

b=1
1 2
E : / § : i,] A
+ §E)\O'T>\ - E)\O'TAO'” + 2 €a €bjO'VaO'VbE,\E ij
A=+, X a,b=1

Ecuacion tensorial

La ecuacién tensorial corresponde a la parte sin traza de la componente espacio-
espacio de las ecuaciones de Einstein. Esta puede calcularse con

1 . 1 ..
(5Gmn - gvljéﬂ]f)/mn> =R ((STmn - 57”5ng%m) )

o utilizando la funcién STFPart. Usando esta tltima, ejecutamos entonces la instruccién:

STFPart [EinsSpaceSpace, <] // Expand;

donde EinsSpaceSpace es la componente espacio-espacio extraida en el caso anterior.
Realizando las manipulaciones algebraicas descritas en al resultado obtenido
e igualando a cero, se obtiene que la parte sin traza de la componente espacio-espacio
de las ecuaciones de Einstein de las perturbaciones viene dada por:
1
EZ,, + 2E/’W’H - D.,D°E,, + gfyw,DaD“(CID — V) —2HD, P,

— Du®), + DD, (¥ — @) = 4E,,0,)" — AE*? 0,40,
+ o |+ U+ v ’ — lDaDa\If
H H

2 « o 2 (87
+ 706" DaDi) ¥ = 2010 D) = 2300 SD,DgsV.
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Llevando ahora al espacio de Fourier y proyectando respecto €t,; y €%;; se llega,
respectivamente, a que las ecuaciones asociadas a los modos tensoriales vienen dadas
por:

2
E! +2E\H+KE, = §E+02 + 2B, (04)* = 2B 0004 — V2iko, &) + V2iko, 2P,

v\"  kK2U
o 4+ v — it
m[ i +(H)+,H]

2
E' +2F' H + K’E, = ZE, 0%+ 2E,(0,)* — 2E 0,04 — \2iko 2@, — V/2iko, O,

3
v\" KU
P+ =) =]
v (7) + 5]

Ahora debemos encontrar la forma explicita de

Segunda ecuacién vectorial

1 .. 1 ..
D" (5Gmn - gWUCgTij%nn) = rkD" <5Tmn - gfyzjéﬂj’Ymn> .

En términos generales, esto se obtiene aplicando la derivada covariante espacial a
resultado de la instruccién STFPart:

cd [v] @STFPart [EinsSpaceSpace, 7] // Expand//ToCanonical

Con esto, luego de aplicar las reglas pertinentes, igual que en los casos anteriores,
se llega a que la segunda ecuacién vectorial viene dada por:

2 1 VAN
DoD* | 2D, (¥ — @) — H, — _%} = 040 D® [cb’ + 0+ (—) }
3 2 H
1 (03 (03 (0% [0}
- 33° ’DoDgD,V — 20°°DgE,, — 043D*D’®,, + 043D, D*®".

Llevando lo anterior al espacio de Fourier y proyectando respecto a e; y ez, como se
detalla en [C.3.9] se obtiene:

2 2 4i
IHD, + ) = — \é_ZE’ \” (O — 2 D B
)\:+,><
2\/_@ 24/2i o, P oxPy 5 411
’ —Eio0,, — ’ — by 00,0 — NG — NG +§U”<I>1 (4.11)

22 , 'y VAN
il
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y
2\/_2 2v/2i 4
2HD, + O = Lo, — - Elo,o— = Z Ex0,,0,9
A=+, X
C2V2 2v/2i ox® | 0.P 5 419
’ ——Ey o0, + A — L o0, — NG + /2 +§0'H(I)2 (4.12)

o)

Con esto se han obtenido ya las ecuaciones de los modos asociados a la segunda
ecuacion vectorial, asi que solo falta encontrar la iltima ecuacién de los modos escalares.

Cuarta ecuacion escalar

Finalmente, la cuarta ecuacion escalar viene dada por
m myn 1 i m myn 1 i
D"D™ | 0G,,y, — 37 0T Ymn | = kD" D" | 6Ty, — 57 0T Ymn | -

Esto puede ser calculado a partir de lo ya encontrado o utilizando directamente la
orden siguiente:

cd[pul@cd [v] @STFPart [EinsSpaceSpace, v] // Expand//ToCanonical
Con lo anterior se obtiene:

2
gpapapﬂpﬁ (U — ®) = 20,3D\D*DP O™ — 469 6*' D, Ds E,\

v\" 1
+ 0 Dag {@’ + 0+ <ﬁ) - @DADW]

Y siguiendo los pasos presentados en se puede llevar la ecuacion al espacio
de Fourier, con lo cual se obtiene que la cuarta y iltima ecuacion asociada a los modos
escalares viene dado por:

2
KD - W) = — 2V2E, (0,1) — 4V2E, 010,95 — 2V2E_ (0,5)*

3
v\ k20
2ki W Do o+ U — ) - =1,
+ Zazl:2av +0l{ + +(H) 3%}
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5. Discusion

Acerca de los resultados obtenidos

En la primera parte de la seccién anterior, partiendo de la accion de Hilbert-Einstein
y usando las funciones de xPert, se obtuvo la forma general de las ecuaciones de campo
de Einstein y la ecuacién de movimiento para la densidad lagrangiana del campo esca-
lar candénico. Luego se utilizo xPand para perturbar estas expresiones y asi obtener sus
formas explicitas en el modelo Bianchi I, llegando entonces a las ecuaciones de Klein-
Gordon y de Friedmann, tanto para los valores de fondo como para sus perturbaciones
lineales. Al hacer esto se encontré no sélo que en un modelo homogéneo como el Bian-
chi I los valores de fondo de los campos escalares deben ser igualmente homogéneos
(ecuacién , sino que la ecuacion de Klein-Gordon conserva la misma forma que en el
modelo FLRW plano. Las ecuaciones de Friedmann, por su parte, presentan diferencias
respecto a este ultimo, debido a la aparicién del término o2 en ellas (ecuaciones 4.4
y . La diferencia mas marcada, sin embargo, se da en la aparicién de una tercera
ecuacién de Friedmann (4.7), vinculada a la parte sin traza de la evolucién temporal
del tensor de corte. Pero recordemos que como en este caso se considerd vorticidad
igual a cero, se pudo establecer una relacién entre la expansion, el tensor de corte y la
curvatura extrinseca (ecuacién . Mas ain, como la separacion 341 se hizo a partir
de la métrica conforme y esto llevd a que la expansion sea nula, hablar del tensor de
corte es hablar del tensor de curvatura extrinseca (K;; = aij)ﬁ, lo que hace notar que
estas ecuaciones en realidad estan anadiendo el efecto de este tensor. O, dicho de otra
manera, estan teniendo en cuenta la forma en que la hipersuperficie esta embebida en la
variedad 4-dimensional. Esto refleja el aspecto geométrico que subyace en ellas, dejando
a las ecuaciones de Friedmann del modelo FLRW plano como un caso particular en el
que el tensor de curvatura extrinseca es cero.

Lo anterior fue en cuanto a las ecuaciones de fondo. Si pensamos ahora en las
ecuaciones de las perturbaciones, se encuentra que la correspondiente a la ecuacion
de Klein-Gordon no involucran el tensor de corte y conserva la forma de su homologa
en el modelo FLRW. Por su parte, las perturbaciones de las ecuaciones de Einstein
si lo involucran. Y, de hecho, lo hacen de tal manera que estas quedan acopladas.
Esto puede verse de forma mas clara al revisarlas en el espacio de Fourier, en donde
podemos notar que incluso si se reducen las ecuaciones tomando los modos vectoriales
(ecuaciones y reemplazandolos en las otras ecuaciones, al final se tendrian
ecuaciones mas compactas que quedarian expresadas completamente en términos de
los modos tensoriales y escalares. Pero esto no significa que se hayan desacoplado o
anulado las cantidades vectoriales, sino que sus efectos han quedado absorbidos en el
acople dado entre los otros modos. Despreciar los modos vectoriales seria eliminar su

8De hecho, esta fue la razén de usar la instruccién PrintAs[Kyl = “o”, que indica al software
que la curvatura extrinseca de la hipersuperficie asociada a la métrica conforme debe presentarse en
pantalla como el tensor de corte, ya que xPand opera directamente en términos de K;; y es el usuario
quien lo identifica con el corte.
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contribucion a la relacién final entre los modos tensoriales y escalares, por lo que vale
la pena hacer la aclaracion.

Este acople entre los modos difiere completamente de lo que ocurre con el modelo
FLRW, en donde las perturbaciones correspondientes a los modos escalares, vectoria-
les y tensoriales estan completamente desacopladas, por lo que pueden estudiarse por
separado. Esto es lo que se presenta en la referencia [3] como teorema de descom-
posicién y, de hecho, justifica por qué xPand posee, como se mencioné en la seccién
una instruccién para «apagar» las contribuciones vectoriales y/o tensoriales de las per-
turbaciones de manera completamente independiente. Sin embargo, como vemos, esto
ya no es valido para el modelo Bianchi I, por lo que se debe tener especial cuidado
en estos casos, ya que en Bianchi I no es posible estudiar de manera independiente las
ecuaciones asociadas a los modos escalares, vectoriales y tensoriales.

A pesar de todo lo descrito anteriormente, puede observarse que si el tensor de corte
se anula, las ecuaciones se desacoplan completamente y se recuperan las expresiones
asociadas al modelo FLRW plano, tanto para el fondo como para las perturbaciones,
lo que permite concluir que, bajo las condiciones trabajadas, la introduccién de la
anisotropia del modelo Bianchi I se ve reflejada en la aparicién del tensor de corte en
las ecuaciones de Einstein, siendo este entonces el elemento clave que marca la diferencia
respecto al modelo isotrépico plano, al cual se retorna siempre que dicho tensor se anule.

Acerca del algoritmo

El primer aspecto que hay que destacar de la implementacion y, en general, de
xPand y de la suite xAct, es que puede observarse que una buena parte del trabajo
con estas herramientas radica en definir reglas de reemplazo adecuadas que permitan
alcanzar el resultado deseado, desempenando asi un papel central dentro del algoritmo,
donde pueden entenderse como la axiomética basica sobre la cual reposa el desarrollo
matematico del programa, por lo que deben aplicarse una y otra vez, incluso de manera
consecutiva, hasta alcanzar el resultado fina]™} como se ilustré en la seccién y en
el apéndice [C] Con estas mismas ideas incluso se logré demostrar que si bien xPand no
implementa por defecto los resultados en el espacio de Fourier, es posible hacerlo a partir
de reglas definidas sobre la base del mismo paquete y de xTensor, logrando extender
asi las funcionalidades del software. Y a pesar de que en este trabajo la transformacion
a dicho espacio se realizé a ecuaciones ya manipuladas en su forma diferencial, esto no
necesariamente tiene por qué ser asi; bien podria haberse aplicado directamente a las
expresiones perturbadas que devuelve xPand sin que haya ninguna diferencia. El decidir
hacer la manipulacién de las expresiones directamente en su forma diferencial obedece
principalmente a fines ilustrativos, para mostrar de forma practica cémo a partir de
reglas se puede forzar la aparicion de divergencias y laplacianos en las ecuacioneﬂ
La utilidad de esto radica en que a pesar de que xPand posee algoritmos internos

9Estas reglas actian de manera similar a como lo hace la restriccién de que, por ejemplo, una
determinada base de R? sea ortonormal.
20Esto es 1itil para que los vectores y tensores sin divergencia se anulen.
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automaticos para ello [5], en el desarrollo del proyecto esto no siempre se vio reflejado
en los resultados, haciendo que el programa realizara calculos adicionales innecesarios y
presentando expresiones mas complejas y extensas de lo que realmente eran, desviando
la atencién a términos que deberian haberse anulado.

Finalmente, valga recordar que en este caso se trabajé en un calibre en particular,
el de Newton. Esto resulto ser de utilidad para reducir el niimero de pasos intermedios
para llegar a expresar las perturbaciones en términos de las invariantes de gauge in-
troducidas en la seccién 2.4, Con esto sélo fue necesario definir la regla del calibrd?]
la de transformacién a las invariantes y luego aplicarlas, algo que se pudo hacerse en
pocas lineas de codigo. Vemos entonces que hacer uso de los calibres puede facilitar el
trabajo no sélo cuando se trabaja a mano, sino también en la escritura de cédigo, ya
la que la manipulacién de las expresiones se hace mas simple y directa. Si en este caso
se necesita luego trabajar en otro calibre, basta con definir una regla que aplique las
transformaciones [2.2212.24] [2.26] y luego elegir el gauge deseado.

Acerca de la herramienta

En cuanto al potencial del software, vale la pena mencionarse que si bien el trabajo
en este caso se ha limitado a primer orden, el desarrollo puede extenderse a 6rdenes
superiores segun la necesidad. Debe tenerse en cuenta, sin embargo, que el tiempo de
cémputo también incrementa con el orden y la complejidad de las expresiones a pertur-
bar. Los desarrollos realizados aqui se probaron en dos computadores convencionales
(ver apéndice . El tiempo promedio de ejecucion de la instruccion ToxPand sobre las
ecuaciones de Einstein para el campo escalar candnico, fue de 24 segundos en el mas
lento y de 14 segundos con el mas rapido. Teniendo en cuenta que esta es la instruccion
que realiza el calculo propiamente dicho de las perturbaciones y que los procesadores
utilizados poseen frecuencias que bien pueden considerarse «normales» para los estanda-
res actuales, es claro que el trabajo a primer orden con la herramienta no requiere de
gran poder de computo y su ejecucion es bastante rapida si se le compara con el trabajo
manual (ver apéndice [Al).

En linea con el rendimiento, la mayor dificultad que se pudo experimentar con el
uso de la herramienta se dio en su consumo de memoria RAM. Si bien en este proyecto
no se realizaron pruebas cuantitativas al respecto, cualitativamente se observo que el
trabajo con 4GB de memoria RAM puede verse entorpecido y algunas veces imposible
si se desea trabajar en mas de dos nicleos de Mathematica en simultanea, algo que suele
ser util cuando se desarrollan nuevas rutinas o cuando se esta en proceso de aprendizaje
y es necesario utilizar las mismas definiciones de un archivo base sin causar conflictos
en la sesion. Esto, por otra parte, no debe entenderse como una dificultad de xPand o
los paquetes de xAct, sino del software base, es decir, Wolfram Mathematica.

21Recordemos que aqui se definié la regla del calibre manualmente sélo para ser estrictos con la
ecuacion pero dado que se queria expresar todo en términos de los potenciales de Bardeen, hacer
esto no es realmente relevante.
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Apuntes del autor

Un detalle final que seria interesante destacar, aunque ya desde una perspectiva algo
mas subjetiva, es el potencial pedagdgico de las herramientas de software utilizadas
durante este proyecto, puesto que al formarse de una disciplina como lo es la Fisica,
el trabajo tedrico-experimental es algo de gran ayuda a la hora afianzar conocimientos
e interiorizar ideas. Si bien durante el pregrado esto se hace desde los laboratorios
o desde herramientas como Interactive Physics [19], la labor se hace un poco mas
complicada cuanto méas se trabaja con ideas o conceptos mateméticos mas abstractos.
Herramientas como xPand, xTensor o xPert permiten, por una parte, que el estudiante
pueda verificar calculos realizados a mano mientras se familiariza con las ideas. Y por
otra, que pueda modificar o explorar de forma relativamente répida (si se le compara con
el trabajo manual) variaciones de sus célculos, modelos o de las condiciones establecidas
sobre los problemas, haciendo las veces de un laboratorio virtual 1til para quienes
apenas se adentran en areas como la Relatividad General, la Cosmologia o la Geometria
Diferencial, donde incluso el entender la documentacion del software o sus instrucciones,
obliga al estudiante a sumergirse en el formalismo que hay detréas de ella.
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6. Conclusiones y perspectivas

En este trabajo se ha presentado xPand como una alternativa viable para el calculo
de perturbaciones cosmoldgicas. Se ha presentado la teoria matematica y fisica basica
necesaria para hacer uso de la herramienta en espaciotiempos Bianchi I y se ha aplicado
al caso particular del campo escalar canénico. En concreto,

= Se ha utilizado xPand para generar las ecuaciones de Friedmann para el espa-
ciotiempo Bianchi I como una perturbacion a orden cero de las ecuaciones de
Einstein. Con esto se confirma, de forma natural, la homogeneidad del campo es-
calar de fondo en este modelo y la apariciéon de una tercera ecuacion de Friedmann
vinculada a la evolucién del tensor de corte. Las ecuaciones de fondo correspon-
dientes al modelo de FLRW quedan incluidas aqui como un caso particular en el
que el tensor de corte es cero.

= Se ha empleado el software para generar la forma explicita de la ecuacién de mo-
vimiento del campo escalar candnico en el espaciotiempo Bianchi I, tanto para el
fondo (ecuacién de Klein-Gordon) como para las perturbaciones lineales, encon-
trando que ninguna estas no depende del tensor de corte y conservan la misma
forma que en el modelo FLRW plano.

= Se ha utilizado el software para calcular las perturbaciones de las ecuaciones de
Einstein para el campo escalar canénico en su forma diferencial en el espaciotiem-
po Bianchi I, encontrando que estas si dependen del tensor de corte y, aunque no
conservan la forma del modelo FLRW plano, si se recupera su forma cuando el
corte se anula.

= Con todo lo anterior, se puede concluir que bajo las condiciones trabajadas, la
introduccién de la anisotropia del modelo Bianchi I se ve reflejada directamente
en la aparicién del tensor de corte en las ecuaciones de Einstein, tanto para el
fondo, como para sus perturbaciones, siendo este entonces el elemento clave que
marca la diferencia respecto al modelo FLRW plano y al cual se retorna siempre
que dicho tensor se anule.

= Se utilizé xTensor, y las herramientas del lenguaje Mathematica para llevar las
ecuaciones de las perturbaciones de su forma diferencial al espacio de Fourier,
mostrando que si bien xPand no trabaja por defecto en el espacio de Fourier, sus
resultados pueden ser extendidos a él mediante tales herramientas.

= Con lo anterior se encuentra también que a diferencia de lo que ocurre en el mo-
delo FLRW plano, los aportes escalares, vectoriales y tensoriales se encuentran
acoplados por el tensor de corte. Mas atin, los modos vectoriales quedan comple-
tamente contenidos en el acople entre los modos escalares y los modos tensoriales.
Esto permite afirmar que en espaciotiempos Bianchi I no sélo no es valido el teo-
rema de descomposicién, sino que el despreciar los modos vectoriales seria ignorar
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su contribucién a la relacién entre los modos escalares y tensoriales. Se tiene asi
entonces que las contribuciones de los modos no pueden estudiarse de manera
independiente, a como si ocurre en el modelo FLRW plano.

En el desarrollo de este proyecto se generé un archivo de Mathematica con todo
el cédigo utilizado, para que pueda ser estudiado y modificado por los estudiantes del
departamento de Fisica de la Universidad del Valle interesados en familiarizarse con el
uso de las herramientas trabajadas. Se espera que este trabajo contribuya a brindar una
primera aproximacion basica al estudio de las perturbaciones lineales en espaciotiempos
Bianchi I a través de paquetes de algebra computacional.

Trabajos futuros

Puede observarse que las ecuaciones de las perturbaciones lineales obtenidas en este
caso aun pueden ser reducidas, por lo que el siguiente paso natural es identificar las
variables invariantes de calibre asociadas a los grados de libertad fisicos. Aprovechando
que en este trabajo se han presentado los elementos bésicos necesarios para hacer uso
del paquete xPand se propone como trabajo futuro el utilizar los conocimientos pro-
porcionados aqui para explorar el algoritmo de la referencia [20]. En él se presenta un
método sistematico para aislar variables asociadas a grados de libertad fisicos utilizando
xTensor y xPert. Se podria ademas revisar la compatibilidad de su cédigo con xPand y
ver si la inclusion de este podria contribuir a facilitar la extension del algoritmo a mas
casos de interés.
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APENDICES

A. Perturbacion del escalar de Ricci

Con el fin de ofrecer una comparativa entre el trabajo a mano y el trabajo realizado
con xPand, a continuacién se presenta el calculo manual de la perturbacién del escalar
de Ricci en un fondo FLRW plano. Para esto, basicamente necesitamos calcular el
escalar de Ricci, pero esto no es mas que la traza respecto a la métrica perturbada del
tensor homonimo, el cual viene dado por:

Ruu - Fauu,a - Faua,u + Faﬁarﬂuy - Fa,@urﬁuav
donde I'*,,, 3 = 951 ,,,,. Con esto entonces el escalar de Ricci viene dado por:
R = g’“’RW
= gOVROV + ngRmV
0 0
= gOOROO +MRmO +99MRO7L + gmann
= QOOROO + gmann (Al)

Para poder avanzar, necesitamos conocer entonces la forma explicita de ¢°°, g™, Ry
y R Empecemos por las componentes del tensor de Ricci:

ROO:
Roo =T"%0,0 — 00,0 + I‘Oéﬁozrﬁoo - Faﬁorﬁ()a

:/0({,0‘1‘ 00, —%— Toi0 + T8l 00 — [0 P g

=100 — Mi0 + 0610 + T%al"00 — T%0 00 — T%0I 00

= Tg0s — Toio + Dot %0 + [oil %00 + L0

+ 19,100 — DarP00 — Mool Y0i — L0 — TV 0,

= Fioo,z‘ - Fioz',o + T + FjijFiOO — Tl — FjiOFina

Rmn

R =Tmna = Tan + Tl mn — T 1
= FOmn,o + Fimn,i — FOmO,n - Fimi,n
+ %00 + T i + Tl + T
— 1%, %00 — T 0 — Do L0 — T4,
Vemos que en ambos casos todo queda expresado en términos de los simbolos de

Christoffel, los cuales vienen dados por:

g
2

F'uaﬁ == [aﬁgau + aagﬁu - augaﬂ] s
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donde 0, es el operador de derivada parcial respecto a a. Aqui vemos que para lograr
nuestro cometido, necesitamos la forma explicita de la métrica perturbada, que por
el teorema de descomposicién [3], podemos hacer que sélo contenga perturbaciones
escalares. Si en este caso elegimos el calibre de Newton, la métrica perturbada puede
ser expresada como:

—1— 2 0 0 0
B 0 a*(1+2¢) 0 0
Juwr = 0 0 a2(1+ 2¢) 0 !
0 0 0 a2(1 + 2¢)

donde ¢ = ¥ (t, {2'}) v ¢ = ¢(¢, {2'}) P}, ambas funciones mucho menores que uno. Asi
mismo tenemos que:

(=1 —2¢)! 0 0 0

SN 0 a2(1+2¢)"! 0 0

g = (o) = 0 0 a 2(1 + 2¢)"! 0
0 0 0 a (1 + 2¢)!

Pero como estamos tratando con perturbaciones, podemos expandir a primer orden,
con lo que tenemos que

g~ (=14 2¢)6%
" ~a (1 —2¢)0";.

Con esto ya se puede iniciar el calculo de los simbolos de Christoffel:

Calculo de I'%,

0
g
I = o [Oogov + Gogor — Ovgoo)

~
~

(—1 4+ 24)8" [Oogor + Qogor — Ovgoo)

(=14 2¢)0p(—1 = 2¢)
~ /l/.}?

N =N =

~
~

donde se han conservado sélo los términos de primer orden en las perturbaciones. Lo
mismo se hara para los calculos siguientes.

22La convencién que maneja xPand es con los nombres opuestos y el signo invertido en la parte
espacial, es decir: ¢ — ¢ y b — —¢.
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Calculo de I'°;

Q
[=)
N

Y% = 0iGov + 00Giv — 0967 O]

e |

/-\

—1+2¢)6" [0igo + Oogiv]
(—1+2¢)0;(—1 —2¢)
Ademzis, FOZ'Q = FOiO = &@D

l\')l?—‘[\')IH

Calculo de TY;;

Ov

Q

I

ij —

[8]'91'1/ + aigju - 81/91’]’]

Awl

—1+20)6% [0;]a*(1 + 29)0,] + O5la®(1 + 2¢)6,,;] — D, [a*(1 + 26);]]

(=1 +2¢)[=0ola*(1 + 2¢)d;5]]

—1+ 2¢)[—aa(l + 2¢) — a’$]d;;

AI\DIHI\DI}—‘

Calculo de Iy,

3
o™
S

I

Q@
T

[Oogov + Gogor — Ovgoo)

Q

(1 —2¢)0"; [Oogov + Oogor — O Goo]

(1 - 20) [0, (1 + 20)]]

%
wl»—tl\pln—w|

Q
AASs

Q

IS
o
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Calculo de T,

<
<

Py = £ (0,00 + thaye — .90
~ %a‘2(1 — 268" (0900 + Do)
~ %a_2(1 —26) [Aola®(1 +20)3;1]]
~ %a—m ~20) [20a(1 + 26) + 2%

Q

1 - 26) [H(l +20) + qu}
H + 3)6;;.
Ademds, Ty = T, ~ [H + ¢]6;;.

~
~

—

Calculo de I'y;

n gnu
™= N [ajgiu + 8igj1/ - augij]
-2

~ 7(1 - 2¢)5nu [ajgiu + aigju - afgij]

S

—2
~ “7(1 —2¢) [0;[a®(1 4 2¢)8:n] + Oi[a®(1 + 2¢)8;,] — On[a®(1 + 2¢)5;]]
~ 0;pdin + 0;00jn — On@dy;.
Ahora reemplazamos los simbolos de Christoffel correspondientes en la componente
tiempo-tiempo del tensor de Ricci:

o

a2

Ro ~ O; [—%aﬂp} — 300[H + ¢] + 3[H + )i + %&-cﬁ o — ( ) Oy — 3[H + ¢)*.

Si nos quedamos a primer orden en las perturbaciones obtenemos:
Roo ~ _%aiaiw — 3[H + ¢] + 3H) — 3[H* + 2H ). (A.2)
Ahora hacemos lo mismo, pero para la componente espacio-espacio:
Ry = 0o(6un@®[H + 2H (¢ — 1) + ]) + 0;([6miOn + 61i0m — Opun0y]0)
+ 020t — 8, ([0mi6s + 0iim — i) ) + V0mna® (H + 2H[p — ] + )
+ (H + 6)8i0mna®(H + 2H[6 — ¥] + ¢)
— 6ina”(H + 2H([¢ — ] + ¢)(H + )0y
— (H + 0)8uibmia® (H + 2H[6 — Y] + ),
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donde de entrada se han despreciado los términos correspondientes a I'%oI" ., T, 17,
%, v I'",IY,, ya que se sdlo contribuyen con términos de segundo orden. Sim-
plificando la expresion y quedandose a primer orden en las perturbaciones, se llega a
que

Ry = O | (2H?a% 4 ad)(1 + 2[¢ — ) + a>H (6¢ — ) + a’¢ — 8,0@} — 0,0 (¥ + ).
(A.3)

Con esto ya podemos encontrar el escalar de Ricci reemplazando y en la
ecuacién [ALTE

R - gooROO + gmann
A~ (=1 +2¢) (—%aiaiw — 3[H + ¢ + 3Hv) — 3[H? + 2H¢])
(1= 20)8m™ (5% [(2H2a2 +aa)(1+ 2[p — ¥]) + a2 H (66 — 9) + a2 — (9@-(9,05})

(1 =20)8™" (=0,0m (¢ + ¢)) -

| =D =

+

Si se expanden los productos y nos quedamos en el orden lineal, se llega finalmente
a que:

R=6|H+ 9] 160 — 6H[$ — 4d] — = 0,0,6 — 0,00 — 120 [H2 N 2] |
L a a a a

——— ———
H+2H? H+2H?

— 6|+ 2H2] 466 — 6H[b — 4¢] — %aia@ _ %aiaﬂp — 12 [H + 2H2] .

Pero aqui vemos que en el primer término, 6 [H +2H 2} , no intervienen las pertur-

baciones y eso es porque corresponde al valor de fondo del escalar de Ricci. Por tanto,
su perturbacién viene dada por:

6R = 6¢ — 6H[¢) — 4¢] — %aﬁid) — %aiaﬂp — 120 [H + 2H2] .

Para reescribir en términos de la notacién que se ha manejado en este trabajo para
espaciotiempos Bianchi I, sélo es necesario tener en cuenta que la derivada parcial
espacial coincide con la derivada covariante asociada a la métrica inducida, por lo que
0;0; — D;D" o D,D®, si consideramos su extensién 4-dimensional. En esta notacién
tenemos ademas ¢ - Ay ¢ — —C, con lo cual se obtiene:

0R = —6C — GH[A+4C] + — DiD'C — 5 D;D'A — 124 | + 21|
a a

que es justamente la ecuacién y que puede extraerse con el siguiente cédigo:
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<<xAct xPand";
DefManifold [M,4,{a,8,7y,u,v,A\,0}]1;

DefMetric[-1,g[-a, -51, CD, {";", "V"}, PrintAs -> "g"I;
SetSlicingl[g, n, h, cd, {"I", "D"}, "FLFlat"];
PrintAs[¢y] ~= "A";

PrintAs[¢y] "= "C";

DefMetricFields[g, dg, hl;

MyToxPand [expr_,gauge_,order_]:=ToxPand [expr,dg,u,du,h, gauge,order]
$ConformalTime = False;

MyToxPand [g[-p, -v], "NewtonGauge", 1];
ExtractOrder [MyToxPand [RicciScalarCD[], "NewtonGauge", 1],1]

Vemos entonces que en pocas lineas de codigo se ahorra el trabajo realizado de forma
manual, que si bien aqui no resulta ser algo complicado, es dificil decir lo mismo en el
caso de expresiones mas complejas en donde se trabajan incluso espaciotiempos mas
generales.
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B.

Recursos

El desarrollo y la prueba del cédigo se realizé en dos equipos diferentes con sistema
operativo GNU /Fedora Linux 37. El primero de ellos con las siguientes caracteristicas:

Procesador: Intel(R) Core(TM) i3-2120 CPU @ 3.30GHz.
Arquitectura: x86_64.

Frecuencia maxima: 3,3 GHz.

Frecuencia minima: 1,6 GHz.

RAM: 12GB a 3333MHz.

HDD: 500 GB.

Wolfram Mathematica v12.2.

El segundo equipo con las siguientes caracteristicas:

Procesador: Intel(R) Core(TM) i3-1005G1 CPU @ 1.20GHz.
Arquitectura: x86_64.

Frecuencia maxima: 3,4 GHz.

Frecuencia minima: 0,4 GHz.

RAM: 8GB a 2667MHz.

SSD: 128 GB.

Wolfram Mathematica v13.1.

En ambos equipos se trabajé inicialmente con una memoria RAM de 4 GB, pero
fue necesario aumentarla para evitar bloqueos del sistema al trabajar en mas de dos
nicleos de Mathematica en simultanea.

En ambos casos se trabajé con:

xTensor 1.2.0.
xPert 1.0.6.
xPand 0.4.3.

Financiacion

Los recursos de hardware fueron de financiacién propia, mientras que las licencias
de Mathematica fueron provistas por la Universidad del Valle.
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C. Cadigo

A continuacion se presenta el cédigo que ha sido utilizado en el desarrollo del pro-
yecto. Se recomienda, sin embargo, descargarlo directamente del enlace proporcionado
en la referencia 7], para disponer de la version més actualizada posible.

(*Carga de Paquete.*)
Needs ["xAct xPand "]
(¥ Lo anterior actda igual que la instruccidén <<xAct xPand’ *)

(¥Utilidad para despejar términos.x*)
Despejar [x_][expr_] :=
Module [{aux},
x == Solvelexpr /. {x -> aux}, aux] [[1]1][[1]1]1C[2]]1 /. {aux -> x1}];

DefManifold[M, 4, {a, B, p, v, A, 0}];
DefMetric[-1, gl-a, -A1, CD, {";", "V"}, PrintAs -> "g"];
$Pre = ScreenDollarIndices;

(*Separando la parte temporal de la espacialx*)
SetSlicinglg, n, v, cd, {"I", "D}, "BianchiI"];
PrintAs [Ky] "= "o";

DefMetricFields[g, dg, ~v]1;

DefMatterFields [u, du, ~v];

PrintAs [Ky] "= "o";

MyToxPand [expr_, gauge_, order_] :=
ToxPand [expr, dg, u, du, 7, gauge, order];

C.1. Ecuaciones en una métrica arbitraria

C.1.1. Ecuaciones de campo de Einstein

(*Definicién del Campo escalar candénicox*)
DefTensor [Phi[], M, PrintAs -> "¢"];
DefTensorPerturbation [PhiPert [LI[order]], Phi[], M, PrintAs -> "4¢"];

(*Definicidén del potencial*)
DefScalarFunction[V];

(¥*Definicién de la constante de k%)
DefConstantSymbol [k, PrintAs -> "gk"];

(*Densidades lagrangianas.*)

Lmat=Sqrt [-Detg []1] (-(1/2)glpu,v]1*CD[-p] [Phi [11*CD[-v] [Phi[]J]-V[Phi([]]);
Lg = Sqrt[-Detgll] (1/(2 K)) RicciScalarCDI[];

L = Lmat + Lg;
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Lpert = ToCanonicall
ContractMetric [ExpandPerturbation[Perturbation[L, 1]]1]]

EinsEqs =
2 k VarD[dg[LI[1], p, v], CD][Lpert]l 1/
Sqrt [-Detgl[]] /. {deltal-LI[1], LI[1]] -> 1} //
RicciToEinstein // ContractMetric // ToCanonical

0 == EinsEqgs
(¥Con esta instruccién vemos las proyecciones temporal y espacial de

los miembros no nulos de las ecuaciones.*)
VisualizeTensor [EinsEqs, 7]

C.1.2. Ecuaciéon de movimiento

KGEq = VarD[PhiPert[LI[1]], CD][Lpert] 1/
Sqrt [-Detgll] /. {delta[-LI[1], LI[1]] -> 1} // Simplify

(*La ecuacién de Klein-Gordon para una métrica arbitraria queda de la
siguiente \

manera: *)
0 == Y

C.2. Ecuaciones de fondo en Bianchi |

C.2.1. Ecuaciones de Friedmann

EinsEqsBG = MyToxPand [EinsEqs, "NewtonGauge", O]

(*Tiempo -Espaciox*)
0 == ExtractComponents [EinsEqsBG, v, {"Time", "Space"}]

(*Tiempo-Tiempo *)
0 == ExtractComponents [EinsEqsBG, v, {"Time", "Time"}] /.
MakeRule [{cd[-p] [Phi[]], O}]

(*Tenemos entonces la primera ecuacién de Friedmann en Bianchi I con
la siguiente instruccidn:x*)

Despejar [Hy[LI[0], LI[0]1]1"2]1[%] // Expand
(*Espacio-Espaciox*)

ExtractComponents [EinsEqsBG, v, {"Space", "Space"}] /.
MakeRule [{cd [-u] [Phi[]], 0}]

(xTraza*)
(yLpw, v1*%) // Expand // ContractMetric
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(*Ahora aprovechamos la primera ecuacién de Friedmann en Bianchi I:%*)
% /. MakeRule [{
Hy[ LI[0], LI[0]l]"2,
1/6 Kvy[ LI[0], LI[O], -a, -B] Ky[ LI[0], LI[O], a, B + 1/3 Kk ayl
LI[0], LI[0]J]~2 V[ Phi[]] + 1/6 x ( LieD[ nl[alll Phi[]l]) "2}]
% // Expand // ContractMetric

Despejar [ Hy[ LI[0], LI[1]]1]1[0 == %] // Expand
(*Con esto obtenemos la segunda ecuacién de Friedmann para Bianchi Ix*)

(*Parte sin trazax)

ExtractComponents [EinsEqsBG, 7, {"Space", "Space"}] /.

MakeRule [{cd[-p] [Phi[]], O}]

STFPart[%, ] // Expand // ContractMetric // ToCanonical

Despejar[ Ky[ LI[0], LI[1], -u, -v] 1[0 == %] // Expand // ToCanonical

(*Con esto se obtiene la tercera ecuacién de Friedmannx)

C.2.2. Ecuacion de Klein-Gordon

(*Debemos perturbar a orden cerox)
MyToxPand [KGEq, "AnyGauge", O]

% /. MakeRule [{cd[-\[Mul]l[Phi[]], 0}]
%*(-a\[Gamma] []"2) // Expand

(¥La ecuacién de fondo viene dada entonces por:*)

== %

C.3. Ecuaciones de las perturbaciones del campo escalar canénico

C.3.1. Preliminares

(*Por simplicidad, trabajaremos con ¢.*)

Lmat = Sqrt[-Detg[l1]1(-(1/2)glp,v1*CD[-pl [ [11*CDL-v][pl1]1-VIp[]11);
Lg = Sqrt[-Detgl]l]] (1/(2 k)) RicciScalarCDI[];
L = Lmat + Lg;

Lpert = ToCanonicall
ContractMetric [ExpandPerturbation[Perturbation[L, 1]]111];

EinsEqgqs =
2 K VarD[dg[LI[1], p, v], CD][Lpert] 1/
Sqrt [-Detgl[]] /. {deltal[-LI[1], LI[11] -> 1} //
RicciToEinstein // ContractMetric // ToCanonical;
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(*Cambiamos la forma de mostrar la descomposicién SVT, para que \
coincida con la convencién presentada por [4].x*)

PrintAs[¢y] ~= "A";
PrintAs[¢y] ~= "C";

(*Las siguientes reglas son para tener en cuenta la tercera ecuacién
de Friedmann.x*)

KRules = Flatten@Join [
MakeRule [
Evaluate [{Ky[LI[0], LI[2], -p, -v], LieD[nl[al]l[-2 Hy[ LI[0], LI
[0]1 K~(LI[O], LI[O], -m, -v] + 2 Kv[ LI[O], LI[O], -p@, al Ky[ LI
[ol, Lifol, -v, -all}ll,

MakeRule [

Evaluate [{Ky[LI[0], LI[1], -p, -v] , -2 Hy[ LI[0], LI[0]] Ky[ LI
[ol, rIfol, -@, -vl + 2 Ky[ LI[0], LI[O], -p, al Ky[LI[O], LI[O], -
v, -al}ll,

MakeRule [Evaluate [{Ky[ LI[0], LI[0], -«a, Al Ky[ LI[O], LI[O], -3,
-Al, 1/3 K[ LI[0], LI[O], -A, -pl Ky[ LI[0], LIL 01, A, pl vl-a,
-51311]

g

KCuadrado =
MakeRule [{Ky[LI[0], LI[0], -a, -B] Ky[
LI[0], LI[0], «, B1, Ky[l1-2}];

(*Calibre de Newton para el caso de Bianchi I.x*)
NewtonGaugeBianchil = {Esy[LI[1], LI[_]] -> O, Bsy[LI[1], LI[_]1] -> O,
Bvy[LI[1], LI[_1, _1 -> 0};

(*Si queremos expresarlo en términos de los potenciales de Bardeen:*)
DefProjectedTensor [®sB[], v,

PrintAs -> "®", SpaceTimesOfDefinition -> {"Perturbed"}]
DefProjectedTensor [®vB[-ul, 7,

PrintAs -> "®", SpaceTimesOfDefinition -> {"Perturbed"}]
DefProjectedTensor [¢B[], v, PrintAs -> "¢",

SpaceTimesOfDefinition -> {"Perturbed"}]
DefTensor [x[], M, PrintAs -> "x"]

AutomaticRules [®PvB, MakeRule[Evaluate [{cd[pu]l@PvB[-p], 0}111];

(*Regla de transformacién que lleva del Gauge de Newton a los
potenciales de Bardeen y a x*)

(*Aqui se tiemne en cuenta que xPand usa la convencién de signo
negativo para la contribucidén escalar de la métrica espacial, por 1lo
cual, no debe hacerse C=-%, sino C=v.*)
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BardeenRules = Flatten@Join[
MakeRule [
Evaluate [{ ¢y[LI[1], LI[x_1], ®sB[LI[O],
LI[x]11}11,

MakeRule [
Evaluate [{¢py[LI[1], LI[x_1]1, «B[LI[0],
LI[x11}X11 ,

MakeRule [
Evaluate [{p[LI[1], LI[x_11, x[LI[0], LI[x11}1]1,

MakeRule [
Evaluate [{Evy[LI[1], LI[2], -ul,
LieD[n[p]l]1[-®vB[LI[0], LI[O], -ul +
2 Ky[-pu, -al Evy[LI[1],
LI[0], «l1}11,

MakeRule [
Evaluate [{Evy[LI[1],
LI[1], -pl, -®vB[LI[0], LI[0], -pl +
2 Ky[-p, -al] Evy[LI[1],
LI[0], al}]]
i

(¥Esta regla es para forzar la aparicién de divergencias cuando sea
posible . x*)
ForceDivRule = Flatten@Join[

(¥Para tensores de rango 1)

{cdlx1_]Je@
cd[x2_]10@cd[x3_]@cd[x4_]@expr_[al_, a2_, x5_]1 /; (x5 == -x1) ->
Evaluate [cd[x2]@cd [x3]@cd [x4]@cd[x1] @expr[al, a2, x5]1]1},
{cd[x1_]a@
cd[x2_]1@cd[x3_]@cd[x4_]@expr_[al_, a2_, x5_] /; (x5 == -x2) ->
Evaluate[cd[x1]@cd[x3]@cd[x4]@cd[x2] @expr[al, a2, x5]1},
{cdlx1_]Je@
cd[x2_]1@cd[x3_]@cd[x4_]l@expr_[al_, a2_, x5_] /; (x5 == -x3) ->

Evaluate [cd[x1]@cd[x2]@cd [x4]@cd [x3] @expr[al, a2, x5]1]},

{cdl[x1_]@cd[x2_]@cd[x3_]Q@expr_[al_, a2_, x5_1 /; (x5 == -x1) ->
Evaluate [cd[x2]@cd[x3]@cd [x1] @expr[al, a2, x5]]1},
{cd[x1_]1@cd[x2_]@cd[x3_]@expr_[al_, a2_, x5_] /; (x5 == -x2) ->

Evaluate [cd[x1]@cd[x3]@cd [x2] @expr[al, a2, x5]]1},

{cdlx1_]l@cd[x2_]@expr_[al_, a2_, x5_] /; (x5 == -x1) ->
Evaluate [cd[x2]@cd[x1] @expr [al, a2, x5]]1},

(*Para tensores de rango 2x)
{cd[x1_]@
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cd[x2_]@cd[x3_]@
cd[x4_]@expr_[al_, a2_, x5_,

x6_1 /; (x5 == -x1) || (x6 == -x1) ->
Evaluate [cd[x2] @cd [x3]@cd[x4]@cd[x1]@expr[al, a2, x5, x6]1]1},
{cdlx1_]e@

cd[x2_]@cd[x3_]0@
cd[x4_]@expr_[al_, a2_, x5_,

x6_1 /; (x5 == -x2) || (x6 == -x2) ->
Evaluate [cd[x1]@cd[x3]@cd[x4]@cd[x2] @expr[al, a2, x5, x6]1]},
{cd[x1_]@

cd[x2_]@cd[x3_]@
cd[x4_]@expr_[al_, a2_, x5_,
x6_1 /; (x5 == -x3) || (x6 == -x3) ->
Evaluate [cd[x1]@cd[x2] @cd[x4] @cd [x3]@expr[al, a2, x5, x6]1]1},

{cdlx1_]e@
cd[x2_]@cd[x3_]@
expr_[al_, a2_, x56_, x6_] /; (x5 == -x1) || (x6 == -x1) ->
Evaluate [cd[x2] @cd [x3]@cd [x1] @expr[al, a2, x5, x6]]},
{cd[x1_]a@
cd[x2_J@cd[x3_]@
expr_[al_, a2_, x5_, x6_]1 /; (x5 == -x2) || (x6 == -x2) ->

Evaluate [cd[x1]@cd[x3]@cd [x2] @expr[al, a2, x5, x6]]},

{cd[x1_]@
cd[x2_]l@expr_[al_, a2_, x5_,
x6_1 /; (x5 == -x1) || (x6 == -x1) ->

Evaluate [cd[x2]@cd[x1] Gexpr[al, a2, x5, x6]1]}
] ¢

(*Esta regla la usamos para aprovechar las dos primeras ecuaciones de
Friedmann de Fondo.x*)

BGRules = Flatten@Join [
{k ay[ LI[0], LI[0]]"2 V[ [ LI[0], LI[0]]] ->
2 Hy[LI[0], LI[0]]"2 + Hy[LI[0], LI[111},

{k ay[ LI[0], LI[0]]"2 V[ Scalar[ [ LI[0], LI[0]11]1 ->
2 Hy[LI[0], LI[0]]"2 + Hy[LI[0], LI[1]11},

{k Scalar[ ay[ LI[0], LI[0]]1]1"2 V[ Scalar[ o[ LI[0], LI[0]J1]1] ->
2 Hy[LI[0], LI[0]]1"2 + Hy[LI[0], LI[111},

{k Scalar[ avy[ LI[0], LI[0]1]1"2 V[ [ LI[0], LI[0]]] ->
2 Hy[LI[0], LI[0]]"2 + Hy[LI[0], LI[1]11},

MakeRule [Evaluate [{x*p[LI[0], LI[1]]"2 ->
2 Hy[LI[0], LI[0]]"2 - 2 Hy[LI[O], LI[1]1] - Kvy[-p, -v]1 Kylu, v]
11,

MakeRule [Evaluate [{x Scalar[ o[ LI[0], LI[1]1]1]1"2 ->
2 Hy[LI[0], LI[0]]"2 - 2 Hy[LI[O], LI[1]] - Ky[-p, -v] Kylp, v]l 311
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1;

Definiciones utiles si se desea trabajar en el espacio de Fourier

(*Para trabajar en el espacio de Fourier.*)
DefProjectedTensor [Ep[], 7, PrintAs -> "E. ",
SpaceTimes0fDefinition -> {"Perturbed"}]
DefProjectedTensor [Ec[], ~, PrintAs -> "E,",
SpaceTimesOfDefinition -> {"Perturbed"}]
DefProjectedTensor [E1[], 7, PrintAs -> "E;",
SpaceTimesOfDefinition -> {"Perturbed"}]
DefProjectedTensor [E2[], v, PrintAs -> "E,",
SpaceTimesOfDefinition -> {"Perturbed"}]

DefProjectedTensor [®1[], 7, PrintAs -> "®;",
SpaceTimes0OfDefinition -> {"Perturbed"}]

DefProjectedTensor [®2[], 7, PrintAs -> "®,",
SpaceTimesOfDefinition -> {"Perturbed"}]

DefProjectedTensor [k[-al, 7, PrintAs -> "E",
SpaceTimesOfDefinition -> {"Background"}]
DefProjectedTensor [el[-al, 7, PrintAs -> "e;"
SpaceTimes0fDefinition -> {"Background"}]
DefProjectedTensor [e2[-al, 7, PrintAs -> "ey"
SpaceTimes0fDefinition -> {"Background"}]
DefProjectedTensor [ep[-a, -8], v, PrintAs -> "e "
SpaceTimesOfDefinition -> {"Background"}l}]
DefProjectedTensor [ec[-a, -8], 7, PrintAs -> "g,",
SpaceTimesO0fDefinition -> {"Background"}]
DefProjectedTensor [Nk[], ~, PrintAs -> "|k|",
SpaceTimesOfDefinition -> {"Background"}]

B

DefProjectedTensor [opar[], 7, PrintAs -> "o ",
SpaceTimes0fDefinition -> {"Background"}]
DefProjectedTensor [cV1[], v, PrintAs -> "oy1",
SpaceTimesOfDefinition -> {"Background"}]
DefProjectedTensor [cV2[], v, PrintAs -> "oyo",
SpaceTimesOfDefinition -> {"Background"}]
DefProjectedTensor [op[]l, 7, PrintAs -> "o.",
SpaceTimes0fDefinition -> {"Background"}]
DefProjectedTensor [oc[], 7, PrintAs -> "o\",
SpaceTimesOfDefinition -> {"Background"}]

AutomaticRules[el, MakeRule[Evaluate[{el[-al] e2[al, 0}]11]
AutomaticRules[el, MakeRule[Evaluate[{el[-a] kl[al, 0}]11];
AutomaticRules [e2, MakeRule[Evaluate[{e2[-al] k[al, 0}111];

AutomaticRules [el,
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MakeRule [
Evaluate [{el[-a] e2[-5] gla, B, 0}111;
AutomaticRules [el,
MakeRule [
Evaluate [{el1[-a] k[-8] gla, B1, 0}111;
AutomaticRules[e2,
MakeRule [
Evaluate [{e2[-al k[-p] gla, B1, 0}111;

AutomaticRules [el,
MakeRule [Evaluate [{el[-a] ell[al, 13}111;
AutomaticRules[e2,
MakeRule [Evaluate [{e2[-a] e2[al, 1}111;
AutomaticRules [k, MakeRule[Evaluate [{k[-a] k[al, 1}11];
AutomaticRules [k, MakeRule[Evaluate [{k[LI[O0], LI[1], -al, 0}111;

RuleDecomposeKy =
MakeRule [{Ky[LI[0], LI[O], -a, -f1,
Evaluate [
3/2 (kl[-al k[-B8] - 1/3 v[-a, -P1) opar[] + oVi[]l ( k[-al e1[-B] +
k[-B] ell-al) + oV2[] ( k[-al e2[-8]1 +
k[-8] e2[-al) + opl[] epl- a, -B] + ocl] ecl-a, -B11}]

AutomaticRules [ep,
MakeRule [
Evaluate [{ep[-u, -v]1 glp, v1, 0}111;
AutomaticRules [ep,
MakeRule [
Evaluate [{k[-a] epla, B], 0}111;
AutomaticRules [ep,
MakeRule [
Evaluate [{epla, B8] epl- «, -1, 1}111;
AutomaticRules [ep,
MakeRule [
Evaluate [{epl[a, B] ecl[- «, -1, 0}111];
AutomaticRules [ec,
MakeRule [
Evaluate [{ec[-pu, -v] glu, v1, 0}111;
AutomaticRules [ec,
MakeRule [
Evaluate [{ecla, B] ecl-o,-p1, 1}111;
AutomaticRules [ec,
MakeRule [
Evaluate [{k[-a] ecla, B1, 0}111;

AutomaticRules [ep,
MakeRule [
Evaluate [{ep[-a, -8] epl B, o] epl-o, al, 0}111;
AutomaticRules [ep,
MakeRule [
Evaluate [{ep[-a, -B] epl B, o] ecl-o, al, 0}111;
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AutomaticRules [ep,
MakeRule [
Evaluate [{ep[-a, -B] ecl B, o] ecl-o, al, 0}111;
AutomaticRules [ec,
MakeRule [
Evaluate [{ec[-a, -] ecl[ B, o] ecl-o, al, 0}11];

cRules = Flatten®@Join [
MakeRule [
Evaluate [{el[a] epl-«, -B1, 1/Sqrt[2] e1[-51311,
MakeRule [
Evaluate [{el[A] epl-a, -B] gl o, -Al, 1/Sqrt[2] el[-51}]1],
MakeRule [
Evaluate [{e2[a] epl-a, -B]1, -( 1/Sqrt[2]) e2[-513}11,
MakeRule [
Evaluate [{e2[A] ep[-a, -8] gl a, -A1, -(1/Sqrt[2]) e2[-B81}1],

MakeRule [

Evaluate [{el[a] ecl[-a, -B1, 1/Sqrt[2] e2[-F1}11,
MakeRule [

Evaluate [{el1[A] ecl-a, -B] gl a, -A], 1/Sqrt[2] e2[-B1}]11],
MakeRule [

Evaluate [{e2[a] ec[-a, -B], 1/Sqrt[2] e1[-B1}11,

MakeRule [

Evaluate [{e2[A] ec[-a, -8] gl a, -A1, 1/Sqrt[2] el1[-B1}]]

MakeRule [
Evaluate [{ec[-p,-alecla,-v],
1/2 e1[LI[0],LI[0],-p] ei[LI[O],LI[O],-v] +
1/2 e2[ LI[0], LI[O], -w] e2[ LI[O], LI[O], -v13}11,
MakeRule [
Evaluate [{ec[-p, -a] epla, -v],
1/2 ei[ LI[0], LI[0O], -v] e2[ LI[0], LI[O], -ul -
1/2 el LI[0], LI[0], -ul e2[ LI[0], LI[O], -v13}11,
MakeRule [
Evaluate [{ep[-p, -al] epla, -v],
1/2 e1[ LI[0], LI[O], -4l et[ LI[0], LI[O], -v] +
1/2 e2[ LI[0], LI[0], -pul e2[ LI[0], LI[0], -v1}11]

1;

ERules = Flatten@Join [
MakeRule [
Evaluate [{Evy[LI[1], LI[O], -al,
ToCanonical®
ContractMetric [
E1[LI[0], LI[0]] el[-al +
E2[LI[0], LI[0]] e2[-ll1}1],

MakeRule [
Evaluate [{Ety[LI[1], LI[0], -«, -B1,
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ToCanonical®
ContractMetric [
Ep[LI[0], LI[0]] epl-a, -B]1 +
Ec[LI[0], LI[0]] ecl-a, -B11}11,
MakeRule [
Evaluate [{Ety[LI[1], LI[1], -a, -p1,
ToCanonical®
ContractMetric [
LieD[n[p]]l
Ep[LI[0], LI[0]] epl-a, -B1 +
Ec[LI[0], LI[0]] ecl-a, -B111311,
MakeRule [
Evaluate [{Ety[LI[1], LI[2], -«a, -B],
ToCanonical®
ContractMetric [
LieD[n([ulle@
LieD[n([ul]L
Ep[LI[0], LI[0]] epl-o, -B1 +
Ec[LI[0], LI[0]] ecl-a, -£1113}11]
1

FourierModes = Flatten@Join[ERules, RuleDecomposekK,
MakeRule [
Evaluate [{®vB[LI[0], LI[0], -al,
ToCanonical®
ContractMetric [®1[LI[0],
LI[0]] ei1l[-a] + ®2[LI[O],
LI[0]] e2[-all1}11,
MakeRule [
Evaluate [{®vB[LI[0], LI[1], -al,
ToCanonical®
ContractMetric[
LieD[n[B]l]@(P1[LI[0],
LI[0]] el[-a] + ®2[LI[0],
LI[0]] e2[-al)1}11,

MakeRule [
Evaluate [{ep[LI[0],
LI[1], -p, -v]l, -Kyla, Bl epl-a, -B1 (y[-p, -v] -
k[-p] k[-v1) - Kyla, Bl (y[-a, -B1 -
k[-a] k[-B81) epl-p, -v] + 2 (Kyla, -p) epl-v, -al +
Kyla, -v] epl-p, - «l)3}1],
MakeRule [
Evaluate [{ec[LI[0],
LI[1], -p, -vl, -Kyla, Bl ecl-a, -B1 (y[-p, -v] -
k[-p] k[-v]1) - Kyla, B (y[-a, -B] -
k[-al kx[-B1) ecl-p, -v] + 2 (Kyla, -pl ecl-v, -al] +
Kyla, -v] ecl-p, - al)}11,

MakeRule [

Evaluate [{ep[LI[0], LI[2], -p, -v1,
LieD[n[Bl]l@(-Ky[wa, B] epl-a, -B1 (y[-p, -v] -
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C.3.

k[-p] k[-v]) - Kyle, Bl (y[-a, -B1 -
x[-al k[-B1) epl-p, -v1 + 2 (Kvy[a,

Ky[la, -v] epl-p, - al))}11,

MakeRule [

Evaluate [{ec[LI[0], LI[2], -u, -v],

LieD[n([8]]l@(-Ky[a, Bl ecl-a, -pA]
k[-pl k[-v1) - Kyla, 81 (yl[-a, -B1 -
k[-al k[-8]) ecl-p, -v] + 2 (Kyla,

(yl-p, -v]

Kyla, -v] ecl-p, - al))}1],

MakeRule [{el [LI[0], LI[1], -pl,
Evaluate [-Ky[-a, -B] ellal ell[p]
Ky[-a, -B]1 ellal e2[B] e2[- ul
MakeRule [{e2[LI[0], LI[1], -pl,
Evaluate [-Ky[-a, -8] e2[al ell[p]
Ky[l-a, -B1 e2[al e2[f] e2[- ul
g

el[-pl -
+ 2 Kyl-p,

el[-pl -
+ 2 K’Y[_M:

2. Perturbaciones de la ecuacion de Klein-Gordon

(*Por simplicidad usaremos %)

KGEq = CD[-pl@cD[pl[pl1] - V’ [pl]]

KGEqExp = MyToxPand [KGEq, "AnyGauge",

1]

KGpert = ExtractOrder [KGEqExp, 1] // Expand

KGpert

(¥*Usando el Gauge de Newton:x*)
KGpert /. NewtonGaugeBianchil

(*¥Con esto,

vienen dadas por:x)

== %

KGpert*ay[LI[0], LI[0]]"2 // Expand

(*Reemplazando por los potenciales de Bardeen:x*)

h /.

BardeenRules

Despejar [-2* Hy[LI[0], LI[0]1=*x[ LI[O]

[-p1[ cdlpllx[LI[0], LI[0]I]] - ay([LI[O],

-u] epl-v, - al +

-pul ecl-v, - al +

-al ellall}],

-al e2[all}]

la evolucién de las perturbaciones del campo escalar \

LI[1]1] - x[LI[0], LI[2]] + cd

[0]1* Derivative[2][VI[ @[LI[0], LI[0]1111L[%]

hx(=1)

(*En el espacio de Fourier*)

KGpert /. BardeenRules //. cdl[a_][expr_]

FKGpert = %
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0 == %;
% - (Nk[ LI[0], LI[0]]"2 x[ LI[0], LI[O]] +

2 Hy[ LI[0], LI[0]] x[ LI[O], LI[1]] +

x[ LI[0], LI[2]] +

ay[ LI[0], LI[0]J]1"2 x[ LI[0], LI[0]] V’’[ [ LI[0], LI[0]]11);
%*(-1) // Expand

C.3.3. Perturbaciones de las ecuaciones de Einstein
EinsEqsExp = MyToxPand[EinsEqs, "AnyGauge", 1] // Expand
EinsPert = ExtractOrder [EinsEqsExp, 1] // Expand;

EinsPert /. KRules // Expand;
% /. KRules // Expand;

% /. KRules;

EinsPert = %;

(*Si nos quedamos en el gauge de Newton*)
EinsPertNewton = EinsPert /. NewtonGaugeBianchil

C.3.4. Primera ecuacion escalar

Para encontrar la forma explicita de 0Goy = kd1pg, hacemos:

EinsTimeTime =
ExtractComponents [EinsPertNewton, v, {"Time", "Time"}]

(*Si se reescribe en términos de los potenciales de Bardeen:*)
EinsTimeTime /. BardeenRules // Expand

% /. KRules // Expand // ContractMetric

% /. BGRules // Expand

% /. KCuadrado // ContractMetric

SEql = %;

0 == Y%

% - (4 Hy[ LI[0], LI[0]]"2 ®sB[ LI[0O], LI[O]] +
2 Hy[ LI[0], LI[1]] ®sB[ LI[O], LI[O]] +

k o[ LI[0], LI[1]1] x[ LI[0], LI[1]1] +

6 Hy[ LI[0], LI[0]] ¢B[ LI[0], LI[1]] -

2 ( cdl-all cdlad[ B[ LI[O], LI[0111]1) +

K

ay[ LI[0], LI[0]]"2 x[ LI[0], LI[0]] Derivative[1][V]I[ [ LI[0], LI
[0111) // Expand
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(*Ecuacién final Tiempo-Tiempo expresada en términos de los \
potenciales de Bardeen*)
% (-1/2) // Expand

(*En el espacio de Fourier:x)
SEql //. cdla_llexpr_]1 :> I Nk[] k[a]l expr

% /. FourierModes // Expand // ContractMetric

% /. FourierModes // Expand // ContractMetric

% /. FourierModes // Expand // ContractMetric

% /. FourierModes // Expand // ContractMetric

% /. c€Rules // Expand

FSEql = %/2 // Expand

0 == %;

% - (2 Hy[ LI[0], LI[0]]"2 ®sB[ LI[O], LI[O]] +

Hy[ LI[0], LI[1]] ®sB[ LI[0], LI[0]] +

1/2 k o[ LI[0], LI[1]] x[ LI[O0], LI[1]] +

Nk[ LI[0o], LI[0]]"2 #B[ LI[0], LI[0]] +

3 Hy[ LI[0], LI[0]] #B[ LI[0], LI[1]1] +

1/2 k ay[ LI[0], LI[0]J]"2 x[ LI[0], LI[0]] Derivative[1]1[VI[ [ LI[O],
LI[0111);

%*(-1) // Expand

C.3.5. Primera ecuacion vectorial

Para encontrar la forma explicita de dGy,, = k01, hacemos:

EinsTimeSpace =
ExtractComponents [EinsPertNewton, 7, {"Time", "Space"}]
EinsTimeSpace = EinsTimeSpace /. {

Ky[LI[0], LI[O],-a,-B1 (cd[Bl[ cdl-v]1[Evy[ LI[1], LI[O], alll) ->
Ky[LI[0],LI[0],-,-B] (cdl-v1[ cd[B1[ Evy[ LI[1], LI[0], all11)}

(*Si queremos expresar en términos de los potenciales de Bardeen:*)
EinsTimeSpace = EinsTimeSpace /. BardeenRules // Expand

0 == Y%
% - (1/2 ( cdl-al[ cdlall[ ®vB[ LI[0], LI[O], -v111) -
2 Hy[ LI[0], LI[0]] ( cdl-»1[ ®sB[ LI[0], LI[OI1]) +

k ol LI[0], LI[1]] ( cdl-vI1[ x[ LI[O], LI[O]1]) -
2 ( cdl-v1[ B[ LI[0], LI[1111))
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% // ToCanonical

(*¥Si queremos llevarlo al espacio de Fourierx*)
EinsTimeSpace //. cdl[a_l[lexpr_] :> I Nk[] k[a]l expr

EinsTimeSpaceInFourier = % /. FourierModes // Expand // ContractMetric

(*¥Si queremos extraer la proyeccién respecto a el[r]x*)
EinsTimeSpaceInFourier * el[v] // Expand

% (2/Nk[]1°2) // Expand
FPhiV1l = % + ®1[];

0 == %%;
% + ®1[] // Expand

(*¥Si queremos extraer la proyeccién respecto a e2[v]x*)
EinsTimeSpaceInFourierx*e2[v] // Expand;

% (2/Nk[1°2) // Expand;
FPhiV2 = % + ®2[];
== %%h;

% + ®2[]1 // Expand

C.3.6. Segunda ecuacion escalar

Para encontrar la forma explicita de D"0Gg,, = kD™0T,,, hacemos:
(¥*Calculando cd[v][EinsTimeSpace] encontramos la segunda ecuacidén \
escalar :*)
cd[v] [EinsTimeSpacel]

% /. ForceDivRule

% /. KCuadrado

SEq2 = %;

0 == -(1/2) % // ToCanonical

Despejar [Hy[ LI[0], LI[0]] ( cd[-all cdlall ®sB[ LI[0], LI[0]11]1) -
1/2 k o[ LI[0], LI[1]] ( cdl-all cdlall x[ LI[0], LI[011]1]) +
cdl-all cdlall B[ LI[0], LIC111111L%] // Expand

(*Si queremos expresarlo todo en el espacio de Fourierx)
SEq2 //. cdla_llexpr_] :> I Nk[] k[a] expr

%*(-(1/Nk[]1°2)) // Expand
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% /. RuleDecomposeKy // Expand // ContractMetric
% /. FourierModes // Expand

FSEq2 = %/2 // Expand;

0 == ¥%;

% + (Hy[ LI[0], LI[0]] ®sB[ LI[O], LI[O]] -

1/2 & o[ LI[0], LI[1]1] x[ LI[0], LI[0]] +
B[ LI[0], LI[111)

C.3.7. Tercera ecuacion escalar

Para encontrar la forma explicita de y™"0G,,,, = kY™ 01}, hacemos:

EinsSpaceSpace = ExtractComponents[EinsPertNewton,vy,{"Space","Space"}]
v[pw, v] EinsSpaceSpace // Expand // ContractMetric;
% /. KRules // Expand // ContractMetric;
% /. KRules;
% // ContractMetric
% // ToCanonical
Traza = %;
(*Si queremos expresar todo en términos de los potenciales de \
Bardeen : %)
Traza /. BardeenRules // Expand
% /. KRules
% // ContractMetric
TrazaEnBardeen = % (1/6) // Expand
% // NoScalar
% /. BGRules // Expand
SEq3 = %;
(0 == %) - (-2 Hy[ LI[0], LI[0]]"2 ®sB[ LI[0], LI[O]] -
Hy[ LI[0], LI[1]] ®sB[ LI[0], LI[0]] -
Hy[ LI[0], LI[0]] ®sB[ LI[0], LI[1]1] +

1/2 k o[ LI[0], LI[1]] x[ LI[O], LI[1]1] -
2 Hy[ LI[0o], LI[0]] B[ LI[0], LI[1]] -
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wB[ LI[0], LI[2]] -

1/3 ( cd[-al[ cdlall ®sB[ LI[0], LI[0]111) +

1/3 ( cdl[-all cdlall %BL LI[0], LI[0OI1I1) -

1/2 k ay[ LI[0], LI[0]J]1"2 x[ LI[0], LI[0]l] V’>[ [ LI[O], LI[O]I1)
% /. KCuadrado // ContractMetric

(*¥Si queremos expresarlo todo en el espacio de Fourier*)
SEqQ3 //. cdla_llexpr_] :> I Nk[] k([al expr

% /. KCuadrado // ContractMetric

% /. FourierModes // Expand // ContractMetric

% /. FourierModes // Expand // ContractMetric

% /. FourierModes // Expand // ContractMetric

% // ToCanonical // NoScalar

% /. eRules

% /. eRules

FSEq3 = %*x(-1);

0 == ¥%;
% + (-2 Hy[ L1[0], LI[0]]"2 ®sB[ LI[0], LI[O0]] -
Hy[ LI[0], LI[1]] ®sB[ LI[0], LI[0]] +
1/3 Nk[ LI[0], LI[0]]1"2 ®sB[ LI[O], LI[O]] -
Hy[ LI[0], LI[0]] ®sB[ LI[O], LI[1]1] +
1/2 x o[ LI[0], LI[11] x[ LI[0], LI[1]] -
1/3 Nk[ LI[0], LI[0]]"2 ¢B[ LI[0], LI[O0]] -
2 Hy[ LI[0], LI[0]] %B[ LI[O], LI[1]] -
¢YB[ LI[0], LI[2]] -

1/2 sk ay[ LI[0], LI[011"2 x[ LI[0]l, LI[01] V’[ [ LI[0], LI[0111);
%*(-1) // Expand

C.3.8. Ecuacion tensorial

Para encontrar la forma explicita de
1 1
5Gmn — gTY[fSle]’an =K (5Tmn — gTr[éTkl]’an) s

hacemos:

SinTraza = STFPart[EinsSpaceSpace, 7] // Expand;

% // ContractMetric // Expand;
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% /. KRules // ContractMetric // Expand;
% /. KRules;

% // ContractMetric;

% /. BardeenRules // Expand;

% /. KRules;

% /. KRules;

% // Expand;

% // ContractMetric;

% /. BardeenRules;

% // Expand // ContractMetric;

% /. KRules // Expand // ContractMetric;
% // ToCanonical // NoScalar;

% /. BGRules // Expand;

% // Simplification;

SinTraza = %;

% /. KCuadrado // ContractMetric;

(*Ecuacién para la parte sin traza de las perturbaciones.*)

)

(*Lo siguiente es sélo para reorganizar la ecuacidmn.x*)
% - (-C Ety[ LI[1], LI[2), -p, -v]) -
2 ( Ety[ LI[(1], LI(1], -p, -v1) Hy[ LI[O], LI[0]] +

cd[-al[ cdlall Ety[ LI[1], LI[O], -u, -v111 -

1/3 ~[-p, -v] ( cdl-all cdlall ®sB[ LI[0], LI[0]11]) +
1/3 ~yl-p, -v1  ( cdl-all cdlall B[ LI[0], LI[0]1111)
+ Hy[ LI[0], LI[0]] ( cdl-wl[ ®vB[ LI[O], LI[O], -v»11) +

1/2 ( cdl[-pl][ ®vB[ LI[0], LI[1], -v11) +

Hy[ LI[0], LI[0]] ( cdl-v1[ ®vB[ LI[0], LI[O],
1/2 ( cd[-v1[ ®vB[ LI[0], LI[1], -p11) +
cd[-v][ cd[-pl[ ®sB[ LI[O], LI[0]I1] -

cd[-v1[ cdl[-pl[ B[ LI[O], LI[0]1111) // Expand

-ull) +

(*Si queremos expresarlo todo en el espacio de Fourier*)
SinTraza /. KCuadrado //.
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)

cdla_l[lexpr_] :> I Nk[] k[a]l expr;

/.

FourierModes // Expand // ContractMetric;

SinTrazaEnFourier = %;

(¥Proyectando respecto a eplu,v]*)
eplp, vlx% // Expand;

YA

YA

YA

b

YA

YA

h

)

)

A

YA

/.

/.

/.

/.

FourierModes // Expand;

KCuadrado // ContractMetric;

KRules // Expand // ContractMetric;
KRules // Expand // ContractMetric;
KCuadrado // ContractMetric;

FourierModes // Expand // ContractMetric;
FourierModes // Expand // ContractMetric;

ToCanonical;

€Rules // Expand;
cRules // Expand;

€Rules // Expand;

FTEqEp = (-1)*%;

(*Haciendo lo mismo,pero ahora respecto a \
eclp,v]*)
eclpu, vI*SinTrazaEnFourier // Expand;

)

A

%

)

b

A

)

/.

/.

FourierModes // Expand;

KCuadrado // ContractMetric;

KRules // Expand // ContractMetric;
KRules // Expand // ContractMetric;
KCuadrado // ContractMetric;

FourierModes // Expand // ContractMetric;

FourierModes // Expand // ContractMetric;
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% // ToCanonical;
% /. €Rules // Expand;
% /. cRules // Expand;
% /. €Rules // Expand;
FTEqQEc = (-1)*Y%;

0 == 4%

C.3.9. Segunda ecuacién vectorial

Para encontrar la forma explicita de
1 1

hacemos:
cd[v]@SinTraza // Expand // ToCanonical // NoScalar;

% /. ForceDivRule;

(*Aqui usamos la regla de conmutacién pertinente para intercambiar la
\
derivada covariante y la de Lie aplicadas a Subscript[®, \
pll*)
% /. MakeRule[
Evaluate [{cd [p]l@PvB[LI[0], LI[1], -pl,
2 KvyI[LI[0],
LI[0], p, -v] cdl[-pl@dvB[LI[O],
LI[0], v13}1];

% /. KRules /. KRules // Expand // ContractMetric;

% /. BGRules // Expand;

% /. KCuadrado // ToCanonical // NoScalar;

VectorEq2 = %;

0 ==}

(¥8i queremos llevar todo al espacio de Fourier, hacemos lo \
siguiente :*)

VectorEq2EnFourier =
VectorEq2 //. cdla_]l[lexpr_] :> I Nk[] k[a]l expr;
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(*Proyectamos respecto a el[ulx*)
%*el[p] // Expand;

% /. FourierModes // Expand // ContractMetric;
% /. FourierModes // Expand // ContractMetric;
% /. FourierModes // Expand // ContractMetric;
% /. FourierModes // Expand // ContractMetric;
% (-2/Nk[1°2) // Expand;

% // ToCanonical;

% /. eRules;

% /. €Rules;

FPhiPrimeV1l = -(% - ®1[

LI[0],

LI[111);

0 == %%

(*¥Si queremos llevar todo al espacio de Fourier, hacemos lo \
siguiente :*)

VectorEq2EnFourier =

VectorEq2 //. cdla_l[lexpr_] :> I Nk[] k[a]l expr;

(xProyectamos respecto a el[ul*)
%*el[pn]l // Expand;

% /. FourierModes // Expand // ContractMetric;
% /. FourierModes // Expand // ContractMetric;
% /. FourierModes // Expand // ContractMetric;
% /. FourierModes // Expand // ContractMetric;
% (-2/Nk[]1°2) // Expand;

% // ToCanonical;

% /. €Rules;

% /. eRules;

FPhiPrimeV1 = -(% - ®1[ LI[0], LI[111);

0 == %%
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(*Ahora hacemos lo mismo para la proyeccidén respecto a e2[u].*)
VectorEq2EnFourierxe2[u] // Expand;

% /. FourierModes // Expand // ContractMetric;
% /. FourierModes // Expand // ContractMetric;
% /. FourierModes // Expand // ContractMetric;
% /. FourierModes // Expand // ContractMetric;
% (-2/Nk[]1°2) // Expand;

% // ToCanonical;

% /. €Rules;

% /. €Rules;

FPhiPrimeV2 = -(% - ®2[ LI[0], LI[11]);

0 == %h

% - (2 Hy[ LI[0], LI[0]] ®2[ LI[0], LI[0]] +

®2[ LI[0], LI[111);
%x(-1)

C.3.10. Cuarta ecuacion escalar

Para encontrar la forma explicita de
1 1
D™ D" <5Gmn — gTT[(Sle]%m) = rD"D" <5Tmn — §TT[5Tklhmn>

hacemos:

cd[pul@cd[v]@SinTraza // Expand;
% // ContractMetric;

% /. ForceDivRule;

% // ToCanonical // NoScalar;

(*Aqui usamos la regla de conmutacién pertinente para intercambiar 1la
\
derivada covariante y la de Lie aplicadas a Subscript[®, \
pull*)
% /. MakeRule[
Evaluate [{cd [pl@®vB([LI[0], LI[11, -ul,
2 Ky[LI[O0],
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LI[0], w, -v] cdl[-pl@PvB[LI[O],
LI[0], »1}11;

% /. KCuadrado;
SEq4 = %;
O::%

(*Si queremos llevar todo al espacio de Fourierx)
SEq4 //. cdla_][expr_1 :> I Nk[] k[a] expr;

% /. FourierModes // Expand // ContractMetric;

% (- (1/Nk[1°2)) // Expand;

% /. cRules

FSEq4 = Y%x(-1) // Expand;

0 == %;

% + (-(2/3) Nk[ LI[0], LI[0]]"2 ®sB[ LI[0], LI[0]] + 2/3 Nk[ LI[0], LI

[011-2 ¢B[ LI[0], LI[0]1) // Expand;
Yk (-1)
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