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Abstract

In this project an application of the Sturmfels theorem 3.1 (look at 1.1) in the article [9]
“Grobner Bases of Toric Varieties” was made. This theorem characterizes the radicals of
the initial ideals of a toric variety as the Stanley-Reisner ideals of a certain triangulation
induced by a weight vector. The author uses this result taking the configuration of points as
the vertices of the k-complete graphs K4 and K5. Through a computational implementation
with the algebraic software Macaulay2 calculates combinatorial invariants such as f-vectors,
simplicial complexes, and orbitals of the initial ideals resulting from the action of symmetric
groups Sy and S5 respectively, finding that for the case of the initial ideal toric ideal associated
with K4, have a single f-vector and all the initial ideals that result from the of the symmetric
group are in a single orbit. In the case of the computational configuration of K, it finds that
three f-vectors are distinct from the complex of the initial ideals concerning the action of the
symmetric group Ss.

Key words: Simplicial complex, regular triangulations, k-complete graph, toric ideals.


https://macaulay2.com/

Resumen

En este trabajo se realiza una aplicacién del teorema 3.1 (véase en 1.1) de Brend Sturmfels,
en su articulo [9] “Grébner Bases of Toric Varieties” (Bases de Groebner de variedades téri-
cas), donde estudia las variedades téricas proyectivas desde una perspectiva combinatoria.
Este teorema caracteriza los radicales de los ideales iniciales de una variedad térica como
los ideales de Stanley-Reisner de cierta triangulacién inducida por un vector de pesos. La
autora utiliza dicho resultado tomando la configuracién de puntos como los vértices de los
grafos K- completos K, y K5. Por medio de una implementacion computacional con el soft-
ware algebraico Macaulay?2 calcula invariantes combinatorias como los f-vectores, complejos
simpliciales y orbitas de los ideales iniciales resultantes de la accion de los grupos simétri-
cos Sy v S5 respectivamente, encontrando que para el caso de los ideales iniciales del ideal
térico asociado a Ky, tienen un unico f-vector y todos los ideales iniciales que resultan de la
accion del grupo simétrico se encuentran en una tunica orbita. Para el caso de la aplicacion
computacional de la configuracién de K5, encuentra tres f-vectores distintos de los complejos
iniciales, y ademas, tres tipos de orbitas de los ideales iniciales con respecto a la accién del
grupo simétrico Ss.

Palabras clave: Complejos simpliciales, triangulacion regular, grafos K-completos, ideales
toricos.
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Introduccion

Entre la gran variedad de ramas de la mateméatica podemos destacar tres columnas fundamen-
tales de lo que conocemos como matematicas modernas: el dlgebra, el cdlculo y la geometria
analitica; todas ellas fundamentadas en los pilares de la aritmética y la geometria. El dlge-
bra cuyas primeras ideas tedricas se encuentran en el escrito “Hisab Al-jabr wa’l mugabalah”
(“ciencia de la transposicién y cancelacion”) [8] de Al-Khwarizmi, ha tenido una evolucién a
través del tiempo que no solo ha permitido engendrar nuevas areas como el algebra moderna,
sino también encontrar conexiones con otras vertientes como la combinatoria. Esta ultima
tiene sus origenes en el siglo XVII durante una etapa mas reciente de las matematicas, con
destacados exponentes como Blaise Pascal y Pierre de Fermat. Aunque se habian tratado pro-
blemas combinatorios desde mucho antes, el concepto que se conoce actualmente, fue usado
por el matematico aleman Gottfried Wilhelm Leibniz en sus “Dissertatio de Arte Combi-
natoria” (“Disertacion sobre las artes combinacionales”) [6]; Leibniz observé un panorama
bastante amplio en las aplicaciones de esta nueva rama, sin embargo, no fue sino hasta el
siglo XVII donde se desarrolla una auténtica escuela combinatoria gracias a Leonhard Euler;
a quien se le atribuye el nombre del padre de la teoria de grafos por su solucion al problema
de los puentes de Konigsberg.

>
S8

Figura 1: Grafo del problema de los puentes de Konisgberg.

El término grafo se menciona en la literatura desde el siglo XIX gracias al matematico
inglés James Sylvester (1814-1897) cuyo interés estaba en clasificar diagramas especiales que
representaran las moléculas. Formalmente hablando un grafo es una abstracciéon denotada
por G = (V, A) donde V es el conjunto de puntos v; con V distinto de vacio y A un conjunto



de lineas que unen dos puntos de V'; A puede ser vacio y es denominado como el conjunto de
aristas que estan relacionadas mediante la aplicacion T'.

V - {Ul, U9, U3, ...,Un}
A ={(v1,v2), (v2,06), ..., (Vi,vn)} = {a1,as,as, ...,a,}

T:V - A

La importancia de este concepto en la combinatoria reside en su capacidad de representar
modelos abstractos para muchos tipos de esquemas de relaciones entre conjuntos de objetos.
Una de la representaciones que utilizaremos en este trabajo es la de los politopos y los
complejos simpliciales junto con las relaciones de sus partes.

Existe un punto de encuentro en el estudio de los complejos simpliciales y ciertos objetos
algebraicos llamados ideales libres de cuadrados, mas aun, existe una biyeccion que conecta
estos dos objetos y permite observar propiedades algebraicas por medio de las herramientas
combinatorias y viceversa. Esta conexién es un resultado importante de la teoria de Stanley-
Reisner, en donde se exploran problemas del algebra conmutativa con algunas herramientas
combinatorias.

Sobre la Teoria de Stanley-Reisner

La teoria de Stanley-Reisner nace en las décadas de 1970, cuando se introduce el concepto
de complejo simplicial en la teoria de la topologia algebraica, esto con el fin de definir grupos
de homologia en espacios que permitan encontrar invariantes topoldgicas [7] entre ellos . La
correspondencia entre estos objetos e ideales libres de cuadrados ha contribuido a numerosos
progresos tanto en la combinatoria como en el algebra conmutativa; algunos de los mas
conocidos son: el criterio de Reisner para anillos Cohen-Macaulay, la formula de Hochster,
la prueba de la conjetura de la cota superior para esferas simpliciales, entre otras. Algunas
de estas aplicaciones involucran la dualidad de Alexander, los nimero de Betti y los primos
asociados como se muestra en [3].

La conexion de esta teoria con el resultado que se aplica en este trabajo son los ideales de
Stanley-Reisner, definidos formalmente en 1.16 que equivalen a ciertos arreglos llamados,
triangulaciones, mencionadas en el teorema.

Teorema (Sturmfels, 1991). Dado un ideal térico asociado a un conjunto A y un vector
de pesos w en un espacio real de n dimensiones, el complejo inicial de este ideal térico
con respecto al vector de pesos w corresponde a la triangulacién regular de A. De manera
equivalente, el radical del ideal inicial generado por w en el ideal térico es igual al ideal de
Stanley-Reisner asociado a la triangulacion regular de A.



El teorema del Sturmfels que usamos en este trabajo es presentado como el teorema 1.1
después de haber introducido los objetos que concierne en los capitulos previos.

La aplicacién que se presenta en la seccién 4, es una implementaciéon computacional con
ayuda del software Macaulay2 que aporta las herramientas necesarias para la creacién de los
ejemplos que alli se proponen.

Macaulay?2

El sistema de software algebraico, Macaulay2, es una herramienta computacional enfoca-
da especialmente en las areas del dlgebra computacional, asi como la geometria algebraica.
Con un lenguaje de programacion propio, Macaulay2 incluye algoritmos clave como Bases
de Grobner, Anillos de polinomios graduado y multigraduados, entre otros. Dentro de las
capacidades computacionales que el software nos ofrece, podemos calcular nimeros de Bet-
ti, cohomologia de haces coherentes en variedades proyectivas, descomposicién primaria de
ideales, clausura entera de anillos y mas.

Fundada en el anio 1992 por la Fundacién Nacional de Ciencia, Macaulay2 ha crecido como
instrumento colaborativo en multiples investigaciones del dlgebra y sus conexiones con la
geometria y ahora, la combinatoria. En este trabajo se usa el software para hacer un estudio
de los objetos combinatorios a través de las herramientas algebraicas que este ofrece.


https://macaulay2.com/
https://macaulay2.com/
https://macaulay2.com/doc/Macaulay2/share/doc/Macaulay2/Macaulay2Doc/html/___Gr%C3%B6bner_spbases.html
https://macaulay2.com/doc/Macaulay2/share/doc/Macaulay2/Macaulay2Doc/html/___Gr%C3%B6bner_spbases.html
https://macaulay2.com/doc/Macaulay2/share/doc/Macaulay2/Macaulay2Doc/html/_graded_spand_spmultigraded_sppolynomial_springs.html
https://macaulay2.com/doc/Macaulay2/share/doc/Macaulay2/Macaulay2Doc/html/_betti.html
https://macaulay2.com/doc/Macaulay2/share/doc/Macaulay2/Macaulay2Doc/html/_betti.html
https://macaulay2.com/doc/Macaulay2/share/doc/Macaulay2/Macaulay2Doc/html/___H__H%5E__Z__Z_lp__Projective__Variety_cm__Coherent__Sheaf_rp.html
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https://macaulay2.com/doc/Macaulay2/share/doc/Macaulay2/PrimaryDecomposition/html/_primary_spdecomposition.html
https://macaulay2.com/doc/Macaulay2/share/doc/Macaulay2/IntegralClosure/html/
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Combinatoria y Algebra Conmutativa

En esta seccion se definiran algunos conceptos basicos de combinatoria y algebra para abordar
el contexto de lo que implica el teorema de Sturmfels. Para un analisis més detallado y una
comprension més profunda de dichos conceptos, se recomienda consultar [2], [5] y [10] de
donde son tomadas las definiciones.

1.1.1. Conceptos Combinatorios

Podemos partir desde la nocién de una configuraciéon de puntos como un conjunto finito de
puntos A en el espacio RY.

Definicién 1.1. Un politopo convexo es la envolvente conexa de una cantidad finita de
puntos

conv(py, ..., pn) = {Z a;p; »a; > 0Vi € [n], ZO"' = 1} .

Definicién 1.2. Un complejo simplicial I';, de un conjunto de puntos [n] = {1, ...,n} es una
coleccién de subconjuntos llamados caras o simplejos que satisfacen las siguiente propiedades:

= Siogel, esuna caray 7 C o entonces 7 € [',,.

» La interseccién de dos simplejos en I',, es una cara de ambos simplejos (o puede ser
vacio).



Figura 1.1: Ejemplo de complejo simplicial.

Un simplejo A es una generalizacién de la nocion de un triangulo para dimensiones arbitrarias.
Por ejemplo:

= Un simplejo 0-dimensional, A, es un punto.

= Un simplejo 1-dimensional, A; es un segmento de linea.

= Un simplejo 2-dimensional, A, es un tridngulo.

= Un simplejo 3-dimensional, Aj es un tetraedro. Ver figural.2.
Formalmente, tenemos lo siguiente.

Definicién 1.3. Decimos que un simplejo k-dimensional es un politopo k-dimensional, cuyas
caras son simplejos, en otras palabras, es la envolvente conexa de sus k 4 1 vértices.

>

Figura 1.2: Simplejos hasta la dimensién 3.

Definicién 1.4. Sea P un politopo convexo, definimos una subdivisién politopal de P
como el complejo poliedral con soporte P en el cual todos los poliedros son politopos. Si todos
los politopos maximales de la subdivisién son simplejos, la subdivisién recibe el nombre de
triangulacién de P.

Definicién 1.5. Una subdivisién, A = {0y, ...,0;} de una configuracién de puntos A es
una coleccién de subconjuntos o; C [n], i = 1, ...t tal que:

(1) dim(o;) =d — 1 para todo 7 = 1, ..., ¢,
(2) U,,eaconv(A,,) = conv(A),
(3) para i # j, conv(A,,) Nconv(A, ) = conv(A;) donde 7 = 0; N o; es una cara comun

de 0; y 0.
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Un complejo simplicial I' con vértices en una configuracién de puntos A es regular si existe
una triangulacién regular A, de A, esta triangulacién es obtenida gracias a las caras que se
producen debido al levantamiento dado por el vector de peso w, y cada elemento o € A, es
una k-cara de un simplejo d-dimensional 7 € A,,.

Para una triangulacién fija A de una configuracién de puntos A, cada vector w € R¢ induce
una tUnica funcién lineal por partes g, a(a;) en el politopo conv(A). Esta funcién se define
por los valores g, o = w; en los puntos a; de A.

Definicién 1.6. Una triangulacién A de A es regular si existe un vector w € R? tal que
Jw,A €s estrictamente convexa sobre A.

Ejemplo 1.1. Considere la configuraciéon de puntos Ay : p1 = (0,0), po = (3,0), p3 =
(Ou 3>’ P4 = (373)7 Ps = (]-7 1)

3 4

. °
L

. °

1 2

sean {1245,1345} y {124,134} dos subdivisiones diferentes.

{1245, 1345} {124, 134}
3 4 3 4
5
1 2 1 2

Figura 1.3: Dos subdivisiones de Ay

Observe que la segunda subdivision no usa el punto 5, pero no hay problema. En Ag, el po-
litopo conv(1245) es un 2—simplejo, pero el conjunto 1245 no lo es. Por lo tanto, {124,134}
es una triangulacién de Ay pero {1245,1345} no.

11



Sin embargo, {1245,134} no es una subdivisién: mientras que los tridngulos politopales
conv(1245) y conv(134) se intersecan en una cara comun (el segmento conv(14)), los con-
juntos 1245 y 134 no: su interseccion es 14, quien no es una cara de 1245.

Para otro ejemplo, considérese la figura 4.3.

Definicién 1.7. Un camino cerrado W de un grafo G es un camino cuyo vértice inicial
coincide con el final.

Un ejemplo es dado por los caminos cerrados encontrados en 4.1 de los grafos que se presentan
a continuacion.

Consideremos una clase de grafos de interés para el estudio de la aplicacién.

Definicién 1.8. Un grafo completo es un grafo en el cual cada par de vértices estd conec-
tado por una arista. El grafo completo de n vértices se denota K.

A E

Figura 1.4: Grafos Ky, K3, K4, K.

1.1.2. Conceptos Algebraicos

A partir de aqui consideraremos el anillo de polinomios F[x1, xa, ..., 2,,] = S, con F un campo.

Definicién 1.9. Sea S el anillo de polinomios junto con las operaciones + y x. .S cumple
las siguientes propiedades:

(1) (S,+) es un grupo abeliano.

(2) Se tienen las leyes distributiva para cualesquiera a,b,c € S

(a+b)xc=(axc)+(bxec)y ax(b+c)=(axb)+ (axc)

(3) El anillo S tiene como identidad el polinomio constante 1.

Definicién 1.10. El grupo simétrico .S,, de grado n es el grupo de todas las permutaciones
en n simbolos. S, es por lo tanto, un grupo de permutacién de orden n! y contiene como
subgrupos todo grupo de orden n.

Definicién 1.11. Sea A cualquier subconjunto de S (anillo de polinomios en varias inde-
terminadas). Denote como I = (A) el ideal més pequenio de S que contiene a A, llamado el
ideal generado por A.

12



Ejemplo 1.2. Considere el anillo F|xy, z9, 23] con F' un campo y sea (z122, x321) el ideal
generado por dichos monomios. Una forma de definir este ideal es la siguiente:

<1‘1I2,$3$1> = {f(I1,$27$3)'I1I2 + g($1,$2ax3)'$3$1 | f($1,$27$3)7 9(%,%2,%3) € F[$1,$2,$3]}-

Definicién 1.12. Sea A un conjunto no vacio. Un buen orden sobre A es un orden total
sobre A tal que cada subconjunto no vacio de A tiene elemento minimo (o mas pequeno),
esto es, para cada subconjunto no vacio B C A existe un s € B tal que s < b, para todo
be B.

Ejemplo 1.3. Un ejemplo simple de un orden de términos en S es el orden lexicogréfico, el
cual es similar al orden lexicografico de las palabras en un diccionario, dicha regla estda dada
por:

X2 <o XP

(Con x* = z{*x5?---x% un monomio), si y solo si el primer término distinto de cero de

(ay — by, ...,a; — b;) es positivo.

Otro ejemplo es el orden lexicogrdfico inverso graduado, donde X* = eer X si deg(x?) >
deg(xP), o si deg(x?) = deg(xP) y el tltimo término distinto de cero de (a; — by, ..., an, — by,)
es negativo.

Definicién 1.13. Un orden monomial es un buen orden > sobre el conjunto de todos los
monomios en el anillo de polinomios que satisfacen mm; > mmsy siempre que m; > moy para
los monomios m, my, my. Equivalentemente, un orden monomial debe ser especificado por un
buen orden en las n-uplas a = (ay, ..., a,) € Z de monomios multigraduados Azj* - - -z que
satisfacen a +v > f+ysi a > .

Definicién 1.14. El ideal inicial de un ideal I C S con respecto a un orden monomial >
es el ideal monomial:

in, (1) := (in_(f): f 1) C 8
Donde in, (f) = max{x" | a, # 0} es el monomio inicial del polinomio homogéneo f =

> apx™.

Sea A C Z% una configuracién de vectores y A la matriz d x n cuyas columnas son los
elementos de A. Asumiremos que rank(A) = d y que (1,1,...,1) vive en el espacio fila de A.
Sea

kerz(A) = {u € Z" : Au=0}.

Note que kerz(A) es un subgrupo abeliano de Z". Podemos escribir el vector u € Z" de forma
tinica como u=u" —u~ donde u™,u” e N y

(ut); = {Uj stu; >0

0 e.o.c.

_ —u; stu; <0
(u7); = {0 ’ ’
€.0.C.



Definicién 1.15. El ideal térico de A es el ideal polinomial

ut

Ig:= (" —2% :ué€kery(4)) CS.

Observe que esta definicién de ideal térico considera un conjunto de binomios generadores
infinito, sin embargo, por el teorema de la base de Hilbert sabemos que existe un subconjunto
finito de binomios que también genera al ideal térico I 4.

Observacion 1.1. Los ideales téricos también son llamados ideales binomiales, los cuales
son generados por binomios.

Definicién 1.16. El ideal de Stanley-Reisner de un complejo simplicial I" es el ideal libre
de cuadrados

Ir=(x"| 7¢7)

generado por monomios que representan las no-caras 7 de A. El anillo de Stanley-Reisner
de I' es el anillo cociente S/Ir.

Observaciéon 1.2. Un ideal [ es llamado libre de cuadrados si es generado por monomios
libres de cuadrados, es decir, cuando sus indeterminadas tienen exponente 1.

Definicién 1.17. El complejo inicial I'y (I) de un ideal polinomial I C S con respecto al
orden monomial >, es el complejo simplicial I'(y/ing (1)).

El estudio de los ideales de aristas binomiales es un campo activo del dlgebra conmutativa,
donde destacan autores como Takayuki Hibi, Hidefumi Ohsugi y Jiirgen Herzog [5]

1.1.3. Teorema de Sturmfels

El matematico aleman Bernd Sturmfels enuncia este teorema en su articulo “Grébner Bases of
Toric Varieties” (Bases de Grobner de variedades téricas)[9], en donde estudia las variedades
toricas proyectivas desde una perspectiva combinatoria relacionada con la teoria de Grobner.
Dentro de sus resultados logra caracterizar los radicales de los ideales iniciales de la variedad,
como los ideales de Stanley-Reisner de cierta triangulacién inducida por un conjunto de pesos.

Observacion 1.3. Los érdenes monomiales pueden ser especificados en términos de vectores
de peso (véase en 4.0.3): un vector w € R™ con entradas no negativas es llamado un vector
de peso ya que levanta un monomio s € S por el producto s - w (definido como el producto
interno del vector exponente de s con w); cualquier secuencia de n vectores de peso linealmente
independiente determina un orden monomial en S.

Para la demostracion del teorema haremos uso del siguiente lema, su demostracion se puede
encontrar en [10], pdg. 122. Aqui relint(conv(a;,, ...,a; )) denota el interior relativo y es el
conjunto de puntos que no se encuentran en ninguna cara del politopo.

Lema 1.1. (Lema 13.11, [10]) Sea A, una triangulacién regular de A, ¢ = {iy, ..., ix} una
cara de A, y 7 = {Jj1, ..., i} una no-cara de A, tal que los interiores relativos (relint) de sus

14



envolventes convexas se intersecan. Escoja nimeros racionales positivos Ai, ..., A\ ¥ i1, .-, g
tales que
)\1&,’1 + -+ )\kaik = ,ulajl + -+ ulajl

y O N = p; = 1. Entonces Y 1 wiw; < Y1, wifls.

Teorema 1.1. (Sturmfels, [10]) Sea I4 un ideal térico de A y w € R™ un vector de pesos.
Entonces el complejo inicial 'y, (14) es la triangulacién regular A,, de A o equivalentemente
V/ing, (14) es el ideal de Stanley-Reisner Ia, de la triangulacién regular A, de A.

Demostracion. Suponga A, es una triangulacién regular de A. Argumentamos que el ideal
de Stanley-Reisner I, estd contenido en y/in,(l4). Sea 7 = ji,...,J; una no-cara de A, o
equivalentemente xj, x,, - - -z, € Ia,,. Entonces existe una cara o = iy, ..., i, de A, tal que

relint(conv(a;,, ..., a;,)) Urelint(conv(aj,, ..., aj,)) # 0.
Tome ntmeros racionales positivos A}, ..., A, y @}, ..., gy con > N, =" pl =1 tal que

i+ Ny, = piag, + - ay,

Despejando denominadores, se obtienen los vectores A, u € N™ tales que.
AN = )\ila’il +e Aikaik = Hj, Ajy +- Mgy Qg = A:u

Entonces el vector (A — 1) € kerz(A) lo que significa que 4(x* — x*) vive en el ideal térico
I4. Como o es una cara de A, mientras que 7 es una no-cara, por el lema 1.1, tenemos
que w- A < w - lo cual implica que in,(x* — x#) = x*. Esto significa que x* € in,(I4) y

subsecuentemente, ;,, ..., x;, € 1/in,(l4). Esto prueba que Ia, C \/in,(14).

Por otro lado, suponga +/in,(/4) no esta contenido en I . Esto implica que hay un ideal
monomial x* en in, ([ 4) cuyo soporte es una cara de A,,. No es dificil probar que el ideal I 4 es
generado como un espacio K-vectorial de monomios de la forma x"" —x" donde u € kerza)
lo cual significa que existe un binomio x* — x* € I4 con in, (x* — x*) = x* tal que supp(x*)
es una cara de A,. Tenemos w -y > w - A. También AN = Ap lo que significa que supp(x?*)
tiene que ser una no-cara de A, y que de otra forma tendriamos dos caras intersecandose en
sus interiores relativos. Esto contradice el lema 1.1, y por lo tanto, /in,(14) C Ia,.

]
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Capitulo 2

Bases de Grobner

2.1. Algebra conmutativa computacional

Durante este proyecto estudiamos el software algebraico Macaulay2 por medio de la aplica-
cion de sus paquetes en los conceptos clave del algebra conmutativa computacional, puesto
que uno de los objetivos planteados es familiarizarse con el software que usaremos en la
aplicacion. Con esto en mente, se procede a estudiar una parte importante de la teoria de
Grobner, més especificamente las bases de Grobner. La siguiente introduccién estd basada
en su mayoria en el texto Binomial Ideals [5], donde se introducen las bases de Grobner y se
estudia el Lema de Dickson, un resultado clasico de la combinatoria.

Un monomio x* en las indeterminadas x1, xs, ..., z,, es un producto de la forma:

n
a_ll a; __ .01 ,,02 a
=1

Donde cada a; es un entero no negativo y a = (ai, as, ..., a,) € Z%,. El grado del monomio se

define como Y7 | a;. Por ejemplo el grado de z{z3x}? es 25. En particular 1 = 2923 - - - 20 es

un monomio de grado 0. Llamaremos término a un monomio con coeficiente distinto de cero
y un término constante sera el monomio 1 junto con un coeficiente distinto de cero.

Un polinomio es una suma finita de términos. Por ejemplo

2
f= 3x§x5 — 28x3x§ + gxlxg + 12

es un polinomio de 4 términos compuesto por los monomios

2 4 2
T5Ts5, T3xys, T1T7, 1
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y coeficientes 3, —28, %, 12.

El grado del polinomio se define como el grado maximo de los monomios que lo componen.
Por ejemplo, el grado del polinomio anterior es 5. Para el caso de grado 0 o polinomio nulo,
se dice por convencion que este polinomio es de grado —1. Si el grado de todos los monomios
que aparecen en el polinomio son de grado g, se dice que el polinomio es homogéneo de grado q.

Considere M,, como el conjunto de monomios en las indeterminadas x, xs, ..., z,. Con el
fin de simplificar la notacion, usaremos la notacion v,w y z para los monomios en vez de
[T, z{" a menos de que surja alguna confusién.

. . o n a; .. o n b; . .
Decimos que un monomio v = [[i_, z{* divide w = [[;_, ;" si uno tiene a; < b; para todo
1 <i < n. Escribimos v | w si v divide a w. Sea M un conjunto no vacio de M,,. Un monomio
v € M es llamado elemento minimal de M si la siguiente condiciéon se satisface: si w € M y

w | v, entonces w = v.

Teorema 2.1 (Lema de Dickson [4]). El conjunto de elementos minimales de un subconjunto
no vacio M de M,, es finito.

Demostracion. Haciendo uso del principio de inducciéon observamos lo siguiente:

Si n = 1 un elemento minimal de un conjunto no vacio M de M; es tnico.

Sea n = 2 y M un conjunto no vacio de M,,, considere u; = %z, us = x%22%.... son
) 1 2> 1 *2>

elementos minimales de M con a; < ay < ---. Como u; no puede dividir a u;,1, tenemos que
b; > b;y1. Esto es by > by > .... Por lo tanto, el niimero de elementos minimales es finito.

Sea n > 2, supéngase que el lema de Dickson es cierto para n — 1 y considere y = z,,. Sea N/
el conjunto de monomios u en las indeterminadas x1, xs, ..., z,_1 que satisfacen la siguiente
condicién: existe b > 0 con u;y® € M. Claramente N # (). La hipétesis de induccién dice que
el niimero de elementos minimales de N es finito. Denote como uy, us, ..., us dichos elementos,
entonces por la definicién de A, se sigue que, para cada u;, existe un b; > 0 con uy* € M.
Sea b el entero mas grande entre by, by, ..., bs. Sin embargo, dado 0 < ¢ < b, definimos un
subconjunto N, de N como sigue:

Ne={ueN:u e M}

Nuevamente la hipotesis de induccién dice que el nimero de elementos minimales de N, es
finito. Sean ugc), ugc), o u(SCC) los elemento minimales de N.. Afirmamos que un monomio que
pertenece a M puede ser dividido por uno de los monomios enlistados abajo:

b b,
UYL, o Ul ®
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u§°), ey ugg)

1
uMy, .., uMy

b—1 — _ _
SOy

En efecto, para un monomio w = uy® € M, donde v es un monomio en zy, To, ..., Tp_1 S€
tiene que v € A. Por lo tanto, si e > b, entonces w es dividido por uno de u1y®, ..., usy®.
Por otro lado, si 0 < e < b, entonces, como u € N, se sigue que w puede ser divido por
alguno de u§6)ye, cey ugi)ye. Asi pues, cada elemento minimal de M debe aparecer en la lista
de monomios de arriba. En particular, el niimero de elementos minimales de M es finito,

como se requeria. O

Dado un ideal I € S y un polinomio f € S, existe un problema fundamental que implica
decidir ; Cuando el polinomio f € I7, Dicho problema es conocido como El problema de mem-
bresia del ideal [1]. Las bases de Grobner son una herramienta fundamental para resolver este
problema, puesto que de ellas se deducen algoritmos para la membresia del ideal.

El algoritmo de membresia de un ideal en la familia de los ideales de una indeterminada es de
gran ilustracién para la construccién de un algoritmo que implique mas de una indeterminada.
Considere el anillo de polinomios S = F[z]. Si deg(f) denota el grado de un polinomio f € S,
entonces f tiene la forma

-1
f=caa"+ x4+t

donde deg(f) =n, ¢, # 0 y todos los ¢; € F.

Lema 2.1 (Lema 1.4 [5]). Todo ideal generado por monomios (ideal monomial) es finitamente
generado. Més precisamente si I es un ideal monomial y si {uy : A € A} es el sistema de
monomios generadores, entonces existe un subconjunto finito {uxy, uxg, ..., urst de {uy : A €
A} tal que I = (upg, uye, ..., Ups)-

Demostracion. Se sigue del lema de Dickson que el ntimero de elementos minimales del
conjunto de monomios {uy : A € A} es finito. Sea {uy,, uy,, ..., ux, } el conjunto de elementos
minimales. Afirmamos que I = (uy,, uy,, ..., uy,). En efecto, cada f € I puede ser expresado
como f = >\ x gaux, donde gy € S es 0 excepto para un nimero finito de A’s. Entonces,
para cada A con gy # 0, escogemos uy; que divida a wuy y establecemos hy = gx(uy/uy;). Esto
es gauy = hyuy,. Por tanto f puede ser expresado como f =7, fiuy con cada f; € S. O

Sea I un ideal monomial. Un sistema de generadores de I consiste en un ntmero finito de
monomios y es llamado un sistema de generadores monomiales de [.

Lema 2.2 (Lema 1.5 [5]). Sea I = (uy, us, ..., us) un ideal monomial, donde uy, uy, ..., us son
monomios. Entonces un monomio u pertenece a I si y solo si uno de los u;’s divide u.
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Para generalizar esta idea se necesita extender la definicién de m.c.d. para mas de dos poli-
nomios.

Definicién 2.1. El m.c.d. de los polinomios fi, fa, ..., fs € S es un polinomio A tal que:
(1) hdivide a fi, ..., fs.
(2) Si p es un polinomio que divide a fi, ..., fs, entonces p| h.

Teorema 2.2 (Teorema 11.8 [10]). (1) El m.c.d. de fi, ..., fs existe en S y es unico salvo
la multiplicacién por una constante diferente de cero.

(2) Elideal (f1,..., fs) es generado por m.c.d(fi, ..., fs).
(3) Si s > 3 entonces el m.c.d(fy, ..., fs) = m.c.d.(f1,m.c.d(fa, ..., fs))-

Un sistema de generadores de un ideal monomial no consiste necesariamente de monomios.
Por ejemplo, {z? + 23,23} es un sistema de generadores del ideal monomial (z%, x3).

Corolario 2.1. Entre todos los sistemas monomiales de generadores de un ideal monomial,
existe un tnico sistema monomial de generadores que es minimal con respecto a la inclusion.

Definicién 2.2. Fije un orden monomial en el anillo de polinomios S.

(1) El término principal de un polinomio no nulo f € S, denotado por LT'(f), por sus siglas
en inglés Leading term, es el término de maximo orden en f y el término principal de

f=0esO.

(2) Si I esun ideal en S, el ideal de términos principales, denotado por LT'(I), es el ideal
generado por todos los términos principales de todos los elementos en el ideal, esto es,

LT(I) = (LT(f) | f€1).

Ejemplo 2.1. Si f = 223 — 5z + 3, entonces LT(f) = 2z3. Note también que si f y g son
polinomios no nulos, entonces

deg(f) < deg(g) < LT(f) divide LT(g).

En el caso de S = F[z], los términos principales también son usados en el algoritmo de la
divisién para reducir un polinomio g moédulo otro polinomio f para asi obtener un tnico
residuo r, ademds, este residuo es 0 si y solo si g esta contenido en el ideal (f).

Proposicién 2.1. Sea I C S un ideal distinto de {0}.
(1) LT(I) es un ideal monomial.
(2) Existen gy, ..., g: € I tales que (LT(g1), ..., LT(g¢)) = LT(I).

2.1.1. Teorema de la base de Hilbert

Teorema 2.3 (Teorema de la base de Hilbert, Teorema 21, [2]). Si R es un anillo Noetheriano,
entonces el anillo de polinomios R[x] también lo es.

19



Demostracion. Sea I un ideal en R[x] y sea L el conjunto de todos los coeficientes lideres de
los elementos en I. Primero se muestra que L es un ideal en R como sigue. Como [ contiene
al polinomio cero, 0 € L. Sea f = ax?+ -+ y g = ba® + --- polinomios en I de grados d
y e, con coeficientes a,b € R. Entonces para cualquier » € R ya sea ra — b es cero o es un
coeficiente lider del polinomio rz¢f — 2%g. Como el dltimo polinomio estd en I tenemos que
ra — b € L, lo cual prueba que L es un ideal de R. Como se asumio que R era Noetheriano,
el ideal L en R es finitamente generado, a decir por ai,as---a, € R. Paracadat=1,--- ., n
sea f; un elemento de I cuyo coeficiente lider es a;. Sea e; quien denote el grado de f; y sea
N el maximo de e, eq, -, €,.

Para cada d € {0,1,--- ,N — 1}, sea L, el conjunto de todos los coeficientes lideres de los
polinomios en I de grado d junto con 0. Un argumento similar para L muestra que cada Ly
es también un ideal de R, de nuevo finitamente generado pues R es Noetheriano. Para cada
ideal diferente de cero Ly sea bg1,b42, -+ ,bin, € R un conjunto de generadores para Ly, y
sea fq; un polinomio en I de grado d con coeficiente lider b;,;. Probamos que los polinomios
fi,--+, fn junto con los polinomios fg;, para todos los ideales diferentes de cero L4, son un
conjunto de generadores para I, esto es, que

I={fi, fadU{fsi|0<d< N, 1<i<ng})

Por construccién, el ideal I’ en la parte derecha de arriba estd contenido en I puesto que
todos los generadores eran escogidos en I. Si I’ # [, existe un polinomio f € I de grado
minimo con f ¢ I'. Sea d =degf y sea a el coeficiente lider de f. Primero suponga que
d > N. Como a € L debemos escribir a como una mjcombinacién R-lineal de generadores de
L:a=ria, +---+7rpa,. Entonces g = riz?= f) + - 4+ 1,297 f, es un elemento de I’ con
el mismo grado d y el mismo coeficiente lider a como f. Entonces f — g € I es un polinomio
en [ de grado menor que f. Por la minimalidad de f, debemos tener que f — g = 0, entonces
f =g €I una contradiccién.

Luego suponga que d < N. En este caso a € Ly para algin d < N, y debemos escribir
a=ribg1+---+1r,,by, para algin r; € R. Entonces g = ry fg1 + -+ 7y, fn, €5 un polinomio
en I’ con el mismo grado d y el mismo coeficiente lider a como f, y tenemos una contradiccién
como antes.

Se sigue que I = I’ es finitamente generado, y como [ era arbitrario, esto completa la prueba
que R[z] es Noetheriano. O

Observacion 2.1. El teorema de base de Hilbert muestra cémo se pueden construir anillos
Noetherianos mas grandes a partir de los existentes.

Definicién 2.3. Una base de Grobner para un ideal I en el anillo de polinomios S es un
conjunto de generadores {gi, ..., gm} para I cuyos términos principales generan el ideal de
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todos los términos principales en I, esto es

I'=(g1,.s gm) y LT(I) = (LT (1), ..., LT (gm))-

Definicién 2.4. Una base de Grobner es llamada reducida si satisface las siguientes con-
diciones:

(i) El coeficiente en in.(g;) en g; es 1 para todo 1 <i < s, con < un orden monomial;
(ii) Sii # j, entonces ninguno de los monomios de supp(g;) es divisible por in.(g;).

Entiéndase supp(f), con f un polinomio, como el soporte de f. Este es el conjunto de todos
los exponentes en Z%,, y ¢, son los coeficientes correspondientes al cuerpo R, son distintos
de cero.

supp(f) = {a € Z%, | co # 0}.

Observacion 2.2. Dado que la existencia de estas bases es garantizada por el Teorema de
la base de Hilbert, podemos entonces encontrar un conjunto finito de generadores de LT'(I).
Suponga que dicho conjunto es {x® ..., 2%}, luego para encontrar el conjunto minimal de
generadores se realiza una sustitucion de monomios por otros monomios del ideal.

Observacion 2.3. El conjunto minimal generador de un ideal monomial en dos indetermi-
nadas puede ser representado graficamente haciendo uso de una malla de puntos o lattice N?
con coordenadas (r, s) que corresponden al monomio x"y*. Al trazar los puntos del conjunto
generador, podremos observar todos los monomios del ideal como puntos a la derecha o por
encima de un punto del conjunto generador, y los generadores minimos son los puntos sin
otros puntos generadores a su izquierda o por debajo de ellos.

Ejemplo 2.2. Considere el ideal I = (2%, 22y3, 2¢®, 2%y, 21y?, 23y?), entonces los monomios
que conforman a I y su conjunto minimal de generadores se muestran en el siguiente diagrama:
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Figura 2.1: Generadores minimos de [

Proposicién 2.2. Sea [ un ideal y {fi, ..., f-} una base de Grébner para I. Entonces [ =
(f1,.-, [r), v para todo g € S, el pseudo algoritmo de la divisién (algoritmo 11.21, [10])
termina en

g:h1f1+"'+hrfra

con h; € S,y porlotantoge I, 6
g:h1f1+"'+hrfr+gr

donde LT'(g,) no esta contenido en (LT'(f1),..., LT(f.)), entonces tanto g, como g no perte-
necen a I.

Demostracion. Sabemos que siempre que el algoritmo de la divisién llega a un residuo cero
obtenemos una expresion
g=hfi+-+hf

y esto implica que g € I. Debemos demostrar que este algoritmo siempre da un residuo igual
a cero para g € I. Suponga por contradiccion que este no es el caso. Entonces existe un g € 1
tal que LT(g,) no es divisible por alguno de los LT(f;) para algin ¢ € N. Sin embargo, esto
implica que LT(g,) no esta contenido en (LT(f1), ..., LT(f,)) ya que un monomio en un ideal
monomial debe ser miltiplo al menos de uno de los generadores monomiales. Pero

(LT(f1), - LT (f2)) = in<(1)

y en consecuencia g, no esta en I. Esto implica que g no esta contenido en I, lo cual es
una contradiccién y por lo tanto, cada LT'(g,) debe ser divisible por un LT(f;), luego por el
principio del buen orden obtenemos un residuo cero siempre que g € I. Como g € I siy solo
sig=hifi+ -+ h.f, para h; € S, se sigue trivialmente que I = (fi, ..., f,). O
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El software algebraico ofrece un amplio paquete de funciones y métodos para el cédlculo de
las bases de Grobner como se puede ver en Grobner bases. Teniendo en cuenta el ejemplo
2.2 calculamos su base de Grobner con la funciéon gens gb.

i1 : R = ZZ[x, y]

ol : R

ol : PolynomialRing

i2 ¢ I = ideal(x"5, x72 * y°3, x * y76, X2 x y, x74 * y~2, x"3 * y~4)
02 : Ideal of R

i3 : G =gens gb I

03 = |x2y x5 xy6|

03 : Matrix R71 <-—- R73

Como las bases de Grobner nos ayudan a resolver el problema de la pertenencia al ideal tanto
tedrica como computacionalmente, una pregunta en esta tltima linea seria ;Cémo podemos
reducir la base generadora del ideal? Para ello el matemético Bruno Buchberger desarroll6
un algoritmo que encuentra una base de Grobner reducida de un ideal I = (fy,..., f) con
respecto a cualquier término de orden prescrito > en S. Antes de introducir el algoritmo es
pertinente hablar de los S-polinomios. Se ha encontrado que un problema en el algoritmo de
la divisién es el de determinar si los términos principales LT (leading term) de dos polinomios
pueden cancelarse.

Dados dos polinomios f1, fo € S y un orden monomial, podemos formar su S-polinomio el cual
cancela los términos principales de ambos polinomios. Dicho polinomio puede encontrarse de
forma general con ayuda de la nocién del minimo comin miltiplo como se muestra en [4] y
en las notas “S-Polynomials and Buchberger’s Algorithm” de J.M. Selig. El S-polinimio de
un par de polinomios se define como:

27() 27()

S(fis f7) = LT(fi)fi - LT(f))

fj7

donde 27%) = LOM (LM (f;), LM(f;)) es el minimo comin multiplo de los monomios lideres
de los polinomios.
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2.1.2. Algoritmo de Buchberger

El algoritmo de Buchberger calcula la base de Grobner reducida G, (I) de un ideal I =
(f1,...s fn) € S con un orden monomial < dado. Con el S-polinomio obtenemos un miembro
de I de orden menor que el minimo comn multiplo de LM (f;) y LM (f;) (Leading monomial).

Algorithm 1 Algoritmo de Buchberger
Require: F = fi, ..., f; una base del ideal I C S y un término de orden > en S
Ensure: La base de Grobner reducida G, (I) de I con respecto a >
G:=F
repeat
for all pair p,q, p#qen G' do
S :=reme (S — par(p,q))
if S # 0 entonces G := G U S then
end if
end for
until G = ¢’ > GG es una base de Grobner de [ con respecto a > en este punto

Donde remg: (S — pair(p, q)) denota el residuo obtenido al dividir el polinomio S — pair(p, q)
por la lista ordenada de polinomios G’.

24






Capitulo 3

Geometria Poliedral

Con animos de ampliar el contexto en lo que al teorema de Sturmfels respecta, traemos al-
gunos ejemplos de célculos computacionales de nociones de objetos de la geometria poliedral
basados en [10]. Se retomard de la breve introduccién de conceptos combinatorios la defini-
cion 2.4 .

Definicién 3.1. Una combinacién convexa de py,....,p, € R? es cualquier punto de la
forma 22:1 Aip; donde \; > 0, para todai=1,...,ty 22:1 A; = 1. El conjunto de todas las
combinaciones convexas se denota como conv({py, ..., p;})-

Sea V = {vy,...,v,} C Z%! una configuracién de puntos cuya envolvente convexa es un
politopo (d — 1)—dimensional P C R4, No insistiremos en que todos los puntos sean
distintos o que todos ellos representen vértices de P. Encajamos V en R al establecer todos
sus puntos en el hiperplano z; = 1 en R? y consideramos la configuracién de puntos

- {()-()

Se dice que la configuracién A es graduada ya que vive en el hiperplano x; = 1. Si A es
graduada entonces el vector (1,1,...,1) vive en el espacio fila de A, donde A es la matriz
d x n correspondiente.

Una vez se haya fijado A, podemos referirnos a su i—ésimo elemento a; por su indice i € [n].
Identificamos ¢ C [n| con A, := {a; : i € o}. Un subconjunto A, de una configuracién de
puntos A es una cara de A si los elementos de A, son precisamente aquellos que viven en
una cara del politopo conv(A). Nos referimos a esta cara como vy y su dimensién estd dada
por la dimensién del politopo conv(.A4,).

Definicién 3.2. Sea w = (wy,...,w,) € R™ un vector de peso y A una configuracién de
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puntos en R%. Considere el levantamiento de la configuracién de puntos

) @)y em

Definicién 3.3. Un cono K C R? es cualquier subconjunto de R? tal que:
1. Paraz,ye K,z +ye K,y
2. Prazre Ky A>0, \x € K.

Uno de los ejemplos mas comunes es el cono de helado en R3,

K={(r,y,2) eR® : 2* +4* <2* >0}

Estaremos interesados en los conos poliédricos que son conos con muchos lados planos finitos.
Definicién 3.4. Un cono poliédrico K C R? es un poliedro de la forma
K={zeR: Mz >0}

donde M es una matriz real, o equivalentemente (por el teorema principal de conos) cualquier
conjunto de la forma
K={Ny : y>0}

donde N es una matriz real.

La segunda expresion nos dice que K es el conjunto de combinaciones no-negativas de N.
Las columnas NV de N son llamadas generadores del cono K. Esto puede ser expresado como
K = cone(N). Las desigualdades en Mz > 0 son llamadas restricciones de K.

Observacion 3.1. El teorema fundamental de conos es analogo al teorema fundamental
de politopos y asegura que toda restriccién finita de un cono es un generador finito del
cono y vice-versa. Ambos teoremas son analogos en el sentido de que describen como se
pueden construir dos clases fundamentales de objetos convexos (conos y politopos) a partir
de combinaciones de elementos més simples:

= Conos: son generados por combinaciones lineales no negativas de un conjunto finito de
vectores.

= Politopos: son generados por combinaciones convexas de un conjunto finito de puntos.

Definicién 3.5. Un complejo poliedral C es una coleccién finita de poliedros en R? tales
que

(i) el poliedro vacio estd en C,
(ii) si P € C entonces todas las caras de P son también caras en C,
(iii) si Py @ estan en C entonces P[] (@ es una cara de ambas Py Q).

Definicién 3.6. Un complejo de conos es un complejo poliedral en el cual todos los
poliedros son conos. También son conocidos como abanicos poliedrales.

Si el soporte del abanico es todo el espacio en que vive, lo llamamos un abanico completo.

26






Capitulo 4

Programas y resultados

Para efectos de este trabajo, calcularemos los ideales toricos de los grafos K, y Kj para
observar la relaciéon de estos con la triangulacion regular del complejo inicial segiin el teorema
de Sturmfels.

4.0.1. Ideales toricos de grafos K, completos

Sea G = K, (ver en figura 1.4) en n = [4]. Para calcular el ideal térico del grafo observe
que: V(G) = [4] v E(G) = {e12,€23, €34, €14,€24,€13} son el conjunto de vértices y aristas
respectivamente. Sea R = Q[z1, 9, 23, 24 el anillo de polinomios en 4 indeterminadas sobre
el campo Q. Por otro lado, definase el homomorfismo f(e;;) = z; - z; que asocia a cada arista
con un monomio del anillo R, luego el kernel de f sera el ideal torico I,. Obsérvese el célculo
en el software Macaulay?2.

il : LoadPackage "StatePolytope"

i2 : LoadPackage "MinimalPrimes"

i3 : R = QQ[x1, x2, x3, x4]; -- Anillo de vertices

i4 : E = QQleq2), €(2,3), €(3,4): €(1,4), €(2,4), €(1,3)) 5 —— Anillo de aristas

i5 : L = {Xl*x2, x2*x3, x3*x4, x1*x4, x2*x4, Xl*XS}; -- Imagen del homomorfismo
i6 : £ = map(R, E, L)
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o6 : map(R, E, {x1%x2, x2%x3, x3*x4, x1*x4, x2*x4, x1*x3})
06 : RingMap R <- - - E

i7 : I = ker £

o7 : ideal (6(2,3)6(1,4) — €(2,4)€(1,3)5 €(1,2)€(3,4) —6(2,4)6(173))

o7 : Ideal of E

i8 : K = initialIldeals(I); --Ideales iniciales
08 = {{6 2,3)€(1,4), 34} {6 1,2)€(3,4)5 €(1,3)€( 24} {6 (2,3)€(1,4), (13)6(2,4)}}
o8 : List

Observacion 4.1. El paquete StatePolitope.m2 es necesarios para la ejecucion de la funcién
initialldeals como se muestra alli.

Teorema 4.1. (Teorema 3.2, [5]) Cualquier ideal térico es un ideal binomial. Mds precisa-

mente, sea A € Z%*". Entonces 14 es generada por binomios fy, con b € Z" y Ab = 0.

Demostracion. Afirmamos que I4 es un ideal binomial. Sea f € ker 7 con f = ¥, A\ u, A\, € K
y cada u un monomio en S. Escribimos f = £.f(©, donde f(©) = Yium(u)=te Ayl COMO la suma
de aquellos monomios u que aparecen en f. Se sigue que

0= r NN =Y )

c ¢ u,m(u)=te

y por lo tanto ) ()=t A = 0 para toda c. Esto es, si f© #£0y u e supp(f©), entonces
f(C) — ZUEsupp(f(c) AU (?} — 'LL)

Finalmente, sea f, € S. Entonces 7(f,) = t*?" — t** . Luego f, € kerw si y sélo si
AbT = Ab™, y este es el caso si y sélo si Ab = 0. O

Teorema 4.2. (Lema 5.9 [5]) El ideal térico I es generado por todos los binomios fr, donde
I' es un camino cerrado par de G.

Demostracion. Por el teorema 4.1 sabemos que todo ideal torico es generado por binomios.
Sea I/, el ideal binomial generado por aquellos monomios fr, donde I' es un camino cerrado

par de G. Escéjase un binomio f = [[i_, x5 — [[}_, @;, € Ig con iy # ji para todo k y
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k'. Digamos que 7(xiy) = t1ty. Como n([[}_, z;,) = 7(I[}_, z;,), se tiene m(z;, ) = taot, para
alguna m con r # 1. Digamos que m = 1y r = 3. Esto es 7(z;,) = tot5. Entonces 7(x;,) = tst;
para alguna [ con s # 2. Repitiendo la aplicacién de este procedimiento llegamos a un ca-
mino cerrado par IV = (eiy, €j1, €ia, €ja, ..., €ip, €jp) con frr = [[1_; zi, — [ 1o zji € I(G).
Como W(ngl Tiy) = 7T(l_lzzl mjk) y 7( 2:1 Tiy) = 71-(I_Iizl xjk)7 se tiene que 71—(1_12:;0—&—1 Tiy) =
T(ITf—ps1 i) Por lo tanto, TTj_, . i, —[]i_, 1 7, pertenecen al ideal I;. Haciendo induc-
cion sobre ¢ > 2 permite asumir que HZ=p+l Ti, — HZ:pH xj, pertenece a Ij,. Ahora, se tiene
lo siguiente.

q

f= H ka(Hka _ijk>+HIjk( H Liy, H xjk)
k=1 k=1 k=1 k

k=p+1 =p+1 k=p+1

q

= fr H Iik—i_ijk( H Lip — H xjk)'

k=p+1 k=1 k=p+1 k=p+1

Se sigue que el binomio f pertenece a I/,. Por lo tanto, I = I como se queria. [

Segtn el teorema anterior, podemos identificar los ciclos pares del grafo K4 en los subindices
del ideal torico, es asi como I't = (e2,3), €(1,4), €(2,4), €(1,3)) ¥ I'2 = (€(1,2), €(3,4), €(2,4), €(1,3)) SON
los dos ciclos pares del grafo, segin la configuracion de vértices escogida.

1 1

Figura 4.1: Ciclos I'1 y 'y en K4

4.0.2. Complejos simpliciales de K, y Kj

Dado que el grafo K4 cuenta con tres ideales iniciales monomiales libres de cuadrados, cada
uno de ellos define un ideal de Stanley Reisner. Cabe aclarar que el radical de dichos ideales
son ellos mismos.

Témese como M el segundo ideal inicial M = (e12 - €34, €23 - €1.4), luego.
il : LoadPackage "SimplicialComplexes"

i2 : E = QQleq ), e23), €34), €(1,4); €(2.4), €(1,3)) ; —— Anillo de aristas
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i3 : M = monomialldeal (e(23)€(1,4):€(1,2)€(3,4))

03 : MonomialIdeal of E

i4 : simplicialComplex (M)

0d = leaaenneeaes) CLCIHCEHCLI) CE3CEHCRHCNI)  C12)EE23)CRews) ]

Encontrandose el complejo de Stanley Reisner de este primer ideal monomial libre de cua-
drados.

Recuerde que un monomio u® en un anillo de polinomios S es llamado libre de cuadrados
si el exponente del vector a = (ay, ..., a,) es libre de cuadrados, esto significa que 0 < a; < 1
parai=1,...,n.

Analogamente se encuentran los complejos de los otros ideales, estos son:

|€(2,3)€(3,4)6(1,4)6(1,3), €(1,2)€(2,3)€(1,4)€(1,3), €(2,3)€(3,4)€(1,4)€(2,4)> 6(1,2)6(2,3)6(1,4)6(2,4)|,

|€(1,2)€(3,4)6(1,4)6(1,3), €(1,2)€(2,3)€(3,4)€(1,3), €(1,2)€(3,4)€(1,4)€(2,4), 6(1,2)6(2,3)6(3,4)6(2,4)|-

Dado que cada arista del grafo ahora representa un vértice en el complejo asociado, podemos
estudiar el complejo y su grafo asociado por medio de invariantes combinatorias.

Definicién 4.1. El f-vector de un politopo d-dimensional P es una secuencia de enteros

(fo, s fa—i), donde la componente en la posicién ¢ es el nimero de caras i-dimensionales de
P.

Llamese entonces fvectory, fvectors, fvectors a los f-vectores que corresponden a cada com-
plejo simplicial.

Usando el paquete “SimplicialComplex” junto a un loop iterativo, se calculan uno a uno di-
chos vectores obteniendo fvector; = fvectory = fvectors = (1,6,13,12,4); esto quiere decir
que los tres complejos simpliciales tienen una cara O-dimensional, seis caras 1-dimensionales,
trece 2-dimensionales, doce 3-dimensionales y cuatro caras 4-dimensionales. Estas tultimas
también son llamadas facetas o en inglés “facets”.

Para el caso de el grafo K5 tenemos lo siguiente:
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il : LoadPackage "SimplicialComplexes"

i2 : LoadPackage "StatePolytope"

i3 @ E = QQlew2), €1,3): €(1,4), €(1,5)5 €(2,3)) €(2,4) €(2,5)5 €(3,4) €(3,5) €(4,5) 13 —— Anillo de aristas
i4 : R = QQ[x1, x2, x3, x4, x5]; -- Anillo de vertices
i5 : L = {x1*x2, x1xx3, x1*x4, x1*x5, x2%x3, x2%x4, x2*x5, x3*x4, x3*x5, x4*x5};

-- Imagen del homomorfismo

i6 : h = map(R, E, L)

i7 : I =ker h

i8 : In = initialIldeals(I)

i9 : for i in In list(monomialldeal(i))

i10 : for i in oo list(simplicialComplex(i));-- Encuentra los complejos simpliciales
i1l : for i in oo list(fVector(i));-- Encuentra los f vectores

Como resultado se obtienen 102 ideales iniciales y complejos simpliciales. En cuanto a sus
f-vectores, todos coinciden en:

f — wvectors = (1,10, 35,55, 40, 11)

Por otra parte, se observa una particularidad en los ideales iniciales, pues existen ideales que
cuentan con un grado mayor en el iltimo término como el casos del ideal nimero 95:

monomialIldeal(e( 4)-€(2,3), €(1,5) €(2,3)s €(1,5) €(2.4) €(1,2) €(3.4)s E(1,5) €(3.4)s €(1,2) €(3,5)s E(1,4)"
€(3,5), €(2,4) " €(3,5)y €(1,2) * €(4,5), €(2,3) - €(4,5), €(1,3) - €(2,4) ° 6(4,5)).

Con este hecho surge las duda de si jexisten més de dos clases de ideales iniciales con respecto
a la accion del grupo S5?
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4.0.3. Vectores de peso

Dado el ideal térico Iy, y sus ideales iniciales, podemos hallar los vectores u como la confi-
guracion de puntos que se deducen de los generadores del ideal térico.

]k4 = (62,361,4 — €24€13, €12€34 — 62,461,3>

u; = (0,1,0,1,—1,—1) y up = (1,0,1,0, —1,1).

El kernel de la matriz conformada por dichos vectores en R®, es la configuracién de puntos:

10 10
0 1 01
-1 0 01
N= 0 -1 10
0O 0 10
0 0 01

Figura 4.2: Matriz cuyas columnas generan el kernel de la matriz con filas uy y ug

Teniendo en cuenta el ideal inicial By = <6(2,3)€(1,4), 6(1,2)6(374)> podemos observar que un vec-
tor que lo induce es wy = (1,1,1,1,0,0). El vector de peso esté directamente relacionado con
el orden de los puntos, en este caso, el orden corresponde a la organizacién de las aristas
en el anillo Qleq 2, €23, €34, €14, €2.4, €1 3]. Andlogamente, los vectores de peso de los ideales
iniciales Ey = (e(1,2)€(3,4), €(2,0)€(1,3)) ¥ 3 = (€(2,3)€(1,4); €(2,4)€(1,3)) son wo = (1,0,1,0,1,1) y
ws = (0,1,0,1,1, 1) respectivamente.

Con animos de realizar una representacion grafica de la configuracion de puntos dada por la
matriz N en la figura 4.2, observemos que la suma de las dos tltimas columnas (de izquier-
da a derecha) dan como resultado el vector unitario, de manera que podemos considerar la
siguiente transformacion.

1 0 1 1
1 1 0 0
1 0 0 -1
N = 1 -1 1 0 Cs3+C4— 1
1 0 1 0
1 0 0 0

Llamese A a la matriz traspuesta N7 = A. Obtenemos una configuracién que vive en el
subespacio x; = 1.
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11 1 1 11
01 0 -1 00
A= 10 0 1 120
10 -1 0 00

A continuacion agregamos cada uno de los vectores de peso para hacer el levantamiento de
la configuracién de puntos.

11 1 1 11
01 0 -1 00
A*=11 0 0 1 1 0
10 -1 0 00
11 1 1 00

De forma analoga se obtienen las matrices A“? y A“3 .

11 1 1 11 11 1 1 11
01 0 -1 00 01 0 -1 00
A2=110 0 1 1 0fA*»=((1 0 0 1 10
10 -1 0 00 10 -1 0 00
10 1 0 11 01 0 1 11

Una visualizacion del levantamiento en A“' se puede ver en la figura.

Figura 4.3: Triangulacién regular A“*
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Donde se forman los 4 simplejos:

S —H O

o O O

— O O

O

S - O

o O O

— O O

o O

o —H O

o O O
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4.1. Resultados

En esta seccién, presentamos un nuevo resultado que aporta a la comprension de los ideales
toricos que se estudian en la seccion inmediatamente anterior. Este lema surge a partir de la
observacion del comportamiento invariante de dichos ideales y proporciona una propiedad de
los ideales téricos bajo la accion del grupo simétrico que hasta ahora no ha sido reportada en
la literatura investigada para este trabajo. A continuacion, enunciamos el lema y procedemos
a su demostracion.

Lema 4.1. Sea G un grafo con vértices en [n] y sea S,, < S, con S, el grupo simétrico. Si
G es invariante bajo la accién del grupo S,,, entonces el ideal térico también es invariante
bajo la accién del grupo S,,.

Demostracion. Si el grafo es invariante bajo la accién del grupo S,,, significa que para cual-
quier permutacion en sus vértices, el conjunto de aristas no cambia. Si ¢ € S, es una
permutacion, entonces para cada arista e = {i,4;} con k,l € [n] en E(G), o(e) estd también

en F(G).

Por lo tanto, cada ciclo I' = ({ig, 41}, {41, 42}, ..., {ig—1.%0}), con iy # i; para todo 0 < k <
[ <q—1, (') también es un ciclo del grafo. Luego, la permutacién o manda el generador
asociado al ciclo I'; como se muestra en el Teorema 4.2, al generador asociado o(I').

Por consecuencia, el ideal torico es invariante bajo la accién del grupo. O

El estudio de los ejemplos particulares de los grafos K, y K5 nos permitié encontrar carac-
teristicas algebraicas que ponemos en detalle a continuacion:

Las érbitas de los ideales iniciales de los ideales toricos asociados a las grafos Ky y K5 dan
cuenta de un comportamiento posiblemente dependiente de la cantidad de vértices que se
toman en la configuracién de puntos. Para el caso de K4 todos los ideales obtenidos bajo
la accion del grupo simétrico S, son combinacion o pertenecen a una de las érbitas de los
ideales iniciales. La particularidad del caso K5 es que la accién del grupo simétrico Ss sobre
los ideales iniciales, genera tres tipos de ideales, de los 102 obtenidos traemos a colacién uno
de cada tipo.

idealy = (6(1,4) "€(2,5)5 €(1,3)"€(4,5) €(2,4) "€(3,5)» €(1,4) "€(3,5)» €(1,2) "€(4,5) €(1,2) "€(3,5) s €(1,2) "€(3,4) s €(2,3)"
€(4,5), €(1,4) " €(2,3), €(1,5) * 6(2,3))7

idealgy = (6(175)'6(3,4), €(1,3)°€(4,5) €(1,3)"€(2,4), €(1,2)"€(3,4), €(1,5)"€(2,4)» €(1,2) "€(4,5)5 €(2,4)"€(3,5)» €(2,3)"
€(4,5), €(1,5) " €(2,3), €(1,2)  €(3,5)s €(1,4) * €(2,3) ° 6(3,5)),

idealiopo = (€(12) * €45), €(1.2) * €(3.5)s €24) * €(3,5)5 €(1,5) * €(2,4), €(1,3) * €(4,5), €(1,3) * €(2,5), €(1,3) °
€(2,4); €(2,3) " €(4,5), €(1,4) " €(3,5), €(1,4) * 6(2,3))-
El idealy es un ideal de grado 2 y es generado por uno de los ideales iniciales, es decir, este

ideal pertenece a la dérbita, bajo la accion del grupo simétrico, de uno de ellos. El idealyy es
un ideal de grado 3 que no puede ser generado por ninguno de los ideales iniciales ya que

35



estos son de grado 2. Por ultimo, el idealipy es un ideal de grado dos pero no pertenece a
ninguna de las érbitas de los ideales iniciales. En otras palabras, hay dos érbitas con ideales
generados en grado 2 y una érbita de los ideales generados en grado dos y tres.

Observacion 4.2. Entiéndase como grado de un ideal monomial la cantidad mayor de
factores que tienen sus generadores. Entonces el idealyy es de grado 3 por el generador

6(1’4) ) 6(2»3) ) 6(375)'
Observacion 4.3. Para el caso de K5 hay 12 ideales en la orbita de idealy, 30 en la érbita

de idealyy v 60 en la érbita de idealipy. Notese que 12 + 30 + 60 = 102 lo que nos asegura la
existencia de 3 érbitas.

Ky | Ks
No. ideales iniciales 3 | 10
No. de érbitas bajo Sy y S5 | 1 3

No. de ideales bajo Sy y S5 | 24 | 102

Tabla 4.1: Tabla comparativa de ejemplos K4 v K5

En este trabajo, hemos presentado ejemplos ilustrativos para apoyar y clarificar los conceptos
discutidos a lo largo del documento. Es importante senalar que los ejemplos de los grafos K-
completos son de la autora. Estos ejemplos han sido cuidadosamente abordados para aplicar
el Teorema de Sturmfels 1.1 de una forma computacional para asi facilitar su comprension
practica y visualizar la correspondencia en los grafos escogidos.

Para aquellos interesados en explorar estos ejemplos con mayor profundidad, asi como en
acceder a los calculos y otros recursos adicionales, se ha puesto a disposicién un repositorio
en GitHub CataQM. Este repositorio contiene todo el material desarrollado durante la ela-
boracién de este trabajo, incluyendo scripts, datos, y cualquier otra herramienta utilizada
para generar los resultados presentados.

Finalmente, este trabajo ha presentado estos ejemplos de la aplicacién en unos grafos especifi-
cos dejando la extension de estos resultados a grafos K-completos con un mayor nimero de
vértices como un area de investigacion abierta y de gran interés.

En particular, se sugiere que futuras investigaciones aborden la generalizacion de las técnicas
y resultados aqui presentados a familias mas grandes de grafos. Un posible enfoque podria
ser la caracterizacion exhaustiva de las érbitas en estos grafos cuando el niimero de vértices
aumenta, explorando patrones y propiedades que emergen en estructuras méas complejas.

De esta manera, el trabajo actual no solo contribuye al conocimiento existente, sino que
también establece un punto de partida para el desarrollo de nuevos estudios que profundicen
en la teorfa de grafos y su comportamiento bajo diversas transformaciones y simetrias. Queda
asi abierta la puerta para que futuros trabajos contintien con la exploracion y extension de
los resultados presentados.
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