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Resumen

A partir del interés por el aprendizaje de la transformacion isométrica de la traslaciéon y
el estudio de una Trayectoria Hipotética de Aprendizaje inmersa en un ciclo de implementacion,
andlisis y rediseno, este ejercicio de investigacion caracteriz6 la progresion del aprendizaje de un
grupo de estudiantes de 6° ano de escolaridad, con base en la Heuristica de los Modelos
Emergentes. Para esto, se implemento la estrategia metodologica de un Experimento de
Ensefianza que permitid, mediante un analisis riguroso de la puesta en escena de una
Trayectoria Hipotética de Aprendizaje para la ensenanza de la traslacion, hacer un contraste
entre el proceso de aprendizaje esperado en los estudiantes y el que se desarroll6 realmente. Con
base en estos insumos, se construy6 una propuesta de redisefio de la Trayectoria Hipotética de

Aprendizaje con el fin de subsanar sus limitaciones identificadas en el analisis retrospectivo.

Palabras Clave: traslacion, transformaciones geométricas, trayectoria hipotética de
aprendizaje, heuristica de los modelos emergentes, tecnologias digitales, ambientes de
geometria dinamica, GeoGebra, investigacion cualitativa, experimento de ensefianza,

investigacion basada en disefio, videojuegos.
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Introduccion

Este informe de investigacion se desarrolla desde la linea de Practicas y Tecnologias de la
Informacién y la Comunicacién en Educacién Matematica del programa de Licenciatura en
Matematicas de la Escuela de Educacion en Ciencias, Tecnologias y Culturas de la Facultad de
Educacion y Pedagogia de la Universidad del Valle. Tiene como proposito la caracterizacion de
la progresion del aprendizaje de la traslacion de estudiantes de 6° afio de escolaridad mediante
la implementacion de una Trayectoria Hipotética de Aprendizaje (THA) basada en Geogebra, a
partir del acercamiento a un Experimento de Ensenanza.

En el primer capitulo se introduce el problema de investigacion partiendo del interés en
la implementacién del constructo de THA y en el aprendizaje de la traslaciéon. Esto se sustenta
en la revision de antecedentes que dan cuenta de la necesidad de someter las THA a un proceso
de implementacion, analisis y rediseno, asi como la de explorar modelos concretos para la
ensefianza de dicha isometria. Su pertinencia, se justifica en el hecho de que, a la fecha, solo se
reporto un trabajo de investigacion a nivel nacional que integrara las THA con la traslacion. Sin
embargo, este se enfoca en la practica profesional del profesor de matemaéticas y no en el
proceso de aprendizaje del estudiante sobre el contenido.

En el segundo capitulo se presentan los insumos teéricos que se consideraron
pertinentes para esta investigacion. En concreto, se introduce: la conceptualizacion de la
traslacion desde la matematica formal; una compilacion de dificultades asociadas al contenido
reportadas en la literatura; el constructo de THA; la Heuristica de Disefio de los Modelos
Emergentes; una caracterizacion de la potencialidad del uso de Ambientes de Geometria
Dinamica para la ensefianza de la geometria; y los beneficios del uso de videojuegos con
propositos educativos. La mayoria de estos elementos fundamentan teéricamente la THA
seleccionada para esta investigacion; los otros se justifican en el ejercicio de rediseno suscitado

por la teoria.



El tercer capitulo se divide en dos momentos que definen la estructura metodologica de
esta investigacion cualitativa: la presentacion de los Experimentos de Ensefianza, la
Investigacién Basada en Disefio (IBD) y el analisis de datos cualitativos; y la implementacion de
este marco metodologico con la estrategia planteada por un Experimento de Ensefianza. Esto
consistid en la preparacion del experimento, la experimentacion y el andlisis retrospectivo. Asi,
este trabajo se desarrolla a partir del ejercicio de redisefio planteado por el enfoque de la IBD.

En el cuarto capitulo se presentan los tres resultados de investigacion que responden a
los objetivos especificos propuestos en el primer capitulo: la descripcion de los niveles de
comprension de los estudiantes intervenidos sobre la traslacion; la comparacion entre el proceso
de aprendizaje previsto versus el proceso de aprendizaje que se evidenci6 en los estudiantes
durante la implementacion; y el redisefio de la THA. Estos resultados se derivaron del anélisis
retrospectivo desarrollado en el acercamiento a un Experimento de Ensefianza.

Por udltimo, en el quinto capitulo se exponen las conclusiones de este trabajo en funciéon
de sus propositos e intereses, asi como las recomendaciones que surgieron de la reflexion sobre
el aprendizaje de la traslacion, el uso de THA, la implementaciéon de un Experimento de

Ensefianza y los procesos propios de este ejercicio investigativo.



Capitulo I: El Problema de Investigacion

En este capitulo se introduce la problemaética sobre la que se desarrolla este trabajo de
investigacion. Para esto, se parte de unas intuiciones sobre el aprendizaje de la traslaciéon y la
implementacion de Trayectorias Hipotéticas de Aprendizaje como modelo para estructurar
propuestas de aula. Estas se revelan pertinentes con base en las valoraciones de algunos
referentes tedricos que se introducen en el planteamiento del problema, se desarrollan en la
justificacion y se ejemplifican en los antecedentes. Asi, se presenta la pregunta de investigacion,
de la que se desprenden el objetivo general y los especificos de este ejercicio investigativo.
Planteamiento del Problema

Para plantear la pregunta de investigacion, en este apartado se abordan 3 necesidades:
mejorar los procesos de ensenanza y aprendizaje de los estudiantes en matematicas con base en
informes de rendimiento educativo a nivel nacional e internacional; implementar una
Trayectoria Hipotética de Aprendizaje inmersa en un ciclo de anélisis y redisefio; y estudiar
como se desarrolla la comprension de los estudiantes sobre la transformacion geométrica de la

traslacion.

Informes Internacionales y Nacionales del Desempeito Académico de Estudiantes
en el Area de Matematicas

El informe mas recientemente publicado de los resultados del Programa Internacional
para la Evaluacion de Alumnos (PISA?Y) de la Organizacion para la Cooperacién y Desarrollo
Economicos (OCDE) report6 que Colombia tuvo un rendimiento inferior a la media de la OCDE
en los componentes de lectura, ciencias y matemaéaticas (OCDE, 2019). En este altimo, los
jovenes de Colombia obtuvieron un puntaje de 391, 98 puntos por debajo la media de la OCDE
que fue de 489. También se report6 que el 65% de los estudiantes evaluados se caracterizaron

con un bajo rendimiento en matematicas.

t Por sus siglas en inglés Programme for International Student Assessment.



En el anterior informe se enlist6 el rendimiento de los 37 paises de la OCDE, de aquel
entonces?, en las tres areas de conocimiento evaluadas, donde Colombia se posiciono en el
pentltimo lugar por debajo de Eslovaquia, Grecia, Chile y México, estando nicamente por
encima de Espafia. En el componente de matematicas, Colombia se ubicé en el tltimo lugar,
reportando un puntaje cercano al de México y Chile. Adicionalmente, se seniala que no hubo un
cambio significativo entre el rendimiento en matemaéticas presentado en el 2018 y el de 2015,

ano del anterior informe.

En el informe del Estudio Regional Comparativo y Explicativo (ERCE) de 2019 generado
por la Organizacion de las Naciones Unidas para la Educacion, la Ciencia y la Cultura
(UNESCOs3) se compard el desempeio de varios paises de América Latina y el Caribe en las
areas de lectura, matematicas y ciencias (UNESCO, 2021), de manera analoga al anterior
informe. El rendimiento presentado se categoriz6 en cuatro niveles, donde Colombia, para el
grado 6° de escolaridad, report6 que el 83,4% de los estudiantes evaluados presentaron un
rendimiento menor al nivel minimo de competencias, alcanzando los niveles I y II, y tan solo el

16,6% supero este nivel, alcanzando los niveles I y IV.

A nivel nacional, se puede recurrir al informe de resultados de las Pruebas Saber de 2022
(Icfes, 2022). En este se report6 el rendimiento de los estudiantes evaluados en 3°, 5° y 9° ano
de escolaridad y se establecio, como en el ERCE, cuatro niveles de rendimiento para cada area
de conocimiento evaluado. En contraste a los resultados internacionales, se sefiala que en el
grado 9°, en el area de matematicas, el 70% de los estudiantes evaluados estan en los niveles I y
IT y solo el 30% alcanzan los niveles III y IV. En este informe se resaltaron diferencias
importantes entre centros educativos rurales y urbanos, asi como oficiales y no oficiales.

Adicionalmente, se evidencia un declive en el rendimiento de los estudiantes conforme se

2 A la fecha de este trabajo, la OCDE se compone de 38 paises.
3 Por sus siglas en inglés United Nations Educational, Scientific and Cultural Organization.



compara el rendimiento de los 3 grados de escolaridad evaluados, de lo que se puede inferir que

hay maés dificultades de aprendizaje en los tltimos afios de escolaridad.

La necesidad de Implementar una THA en un Ciclo de un Experimento de
Ensentanza

De la investigacion en Educacion Matemaética, surgen diferentes marcos de referencia
que sirven de pauta para la estructuracion de la clase de matematicas. Un ejemplo de esto es la
investigacion de Simon (1995) que propuso un modelo concreto para el desarrollo de propuestas
de aula que denomin6 THA. En esta se plantea una manera de estructurar actividades y se ve
inmersa en un ciclo de anélisis y redisefio4. Sobre esto, Simon (1995) sefial6 que debe ser un
proposito del profesor el de prever como se manifestara el conocimiento matemaético de los

estudiantes durante la implementaciéon de una propuesta de aula.

Asi, una THA se construye, inicialmente, sobre los imaginarios del profesor, producto de
su formacion y experiencia profesional, pero adquiere un caracter orgéanico y evolutivo, pues su
constante puesta en accion lleva al profesor a replantear aquellos imaginarios para dar paso a
unos nuevos con base en su reciente experiencia. En contraste, la busqueda documental ha
arrojado que, en el disefio de THA para la ensefianza de algin contenido, no se reporta el ciclo
de revision y reformulacion sugerido por Simon (1995), aspecto esencial del referente tedrico.

De aqui el interés en como se da este proceso en el marco de la implementacion de una THA.

La Necesidad de Interesarse por las Transformaciones Geométricas

La ensefianza de la geometria en las primeras etapas de escolaridad se ve afectada por
una tendencia a dedicarle mucho menos tiempo que a otras areas de las matematicas,
enfocandose en el estudio de los niimeros y las operaciones aritméticas, limitando el alcance del
entendimiento geométrico de los estudiantes al simple reconocimiento de figuras y cuerpos

geométricos (Cheuquepan y Barbé, 2012).

4 Este ciclo se precisa posteriormente como parte de un Experimento de Ensefianza.
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Xistouri y Pitta-Pantazi (2011) afirmaron que, aunque las transformaciones geométricas
como la traslacion, reflexién y rotacion se consideraban importantes para el desarrollo del
pensamiento espacial de los estudiantes, faltaba robustecer la investigacion respecto a las
habilidades de los estudiantes abordando estas isometrias. Ademas, se han reportado
dificultades en el aprendizaje de este contenido matematico, dado que los estudiantes priorizan
el uso de reglas sobre la visualizacion, relegando una competencia de alto nivel a la memoria de

leyes (Mbusi, 2016).

Los anteriores resultados académicos parecieran secundar una valoraciéon mas antigua
hecha por Vasco (1992) respecto a la minimizacién de la geometria en el aula, asi como su critica
a la geometria tradicional euclidiana que, por su caracter estatico, no favorece la visualizacion en
transformaciones geométricas como la traslacién, rotacion y reflexion. Asi, resulta pertinente
continuar con la exploracion de estas isometrias a la luz de la perspectiva de la Geometria Activa

sugerida por los referentes curriculares del Ministerio de Educaciéon Nacionals (MEN, 1998).

Con la vista puesta sobre las transformaciones geométricas y las THA, la busqueda
documental, como se reporta en los antecedentes, dio cuenta de los pocos trabajos de
investigacion a nivel nacional relacionados a la traslacion a partir de THA. Esto empieza a acotar
el objeto de esta investigacion, a lo que se le afiade que se oriente a estudiantes de 6° afio de
escolaridad, pues es uno de los momentos para los que los referentes curriculares proponen el

desarrollo del contenido (MEN, 2006).

Inmersa la traslacion en el campo de la geometria, las Tecnologias Digitales se revelan
como recursos idoneos por su potencial para desarrollar este tipo de contenido. Por ejemplo,
Santos-Trigo (2016) afirmo que el uso de herramientas digitales extendia los razonamientos de

los estudiantes sobre las posibilidades que ofrecia el 1apiz y papel, ademas de que propiciaba

5 Institucion colombiana que se encarga de orientar y dirigir la formulacion de politicas relacionadas a la
educacion.
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diversas oportunidades para visualizar relaciones y sustentar argumentos; y sugirio “El
alfabetismo o cultura digital resulta una de las competencias esenciales que los individuos deben

adquirir y que los profesores y estudiantes deben mostrar en sus experiencias de aprendizaje.”

(p. 345).

Por ultimo, resulta pertinente explicitar una estrategia metodologica para el desarrollo
de la investigacion que integre los elementos mencionados de manera adecuada. La teoria sobre
THA sugiere, por si misma, un modelo ciclico para su desarrollo, por lo que un Experimento de
Ensenanza resulta, no solo apropiado, sino también enriquecedor en tanto, como sefiala
Valverde (2014), tiene la virtud de establecer una relacion directa entre la teoria y la practica,
estableciendo un puente entre el contenido y el modelo de estructuracion de una propuesta de

aula.

A partir de todo lo anterior, se toma la decision de usar la THA propuesta por Cumbal
(2020) por ser consistente con los intereses investigativos de este trabajo y se formula la

siguiente pregunta de investigacion:

¢Coémo se Caracteriza la progresion del aprendizaje sobre la traslacion de un grupo de
estudiantes de 6° grado a partir de un acercamiento a un Experimento de Ensenanza
mediante una Trayectoria Hipotética de Aprendizaje basada en un Ambiente de Geometria
Dinamica?
Justificacion

De manera intuitiva, el quehacer del profesor formula la tarea concreta de planificacion
de la clase. Desarrollar un conocimiento en los estudiantes implica la elaboracion o adaptacion
de propuestas de aula que lleven a los estudiantes a alcanzar los objetivos planificados. Esta
practica se ejecuta de manera reiterada en la formacion profesional de un profesor, con la
diferencia, respecto al ejercicio profesional, que estas propuestas se producen para una tinica

ejecucion. En contraste, el profesor puede disefiar sus propias propuestas, o adaptar otras, para
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implementarlas varias veces en grupos de estudiantes de similares caracteristicas durante su

vida laboral.

Lo anterior lleva a pensar en la posible mutabilidad de las propuestas de aula, pues las
experiencias académicas dejan ver que las dindmicas planeadas no se desarrollan tal cual se
prevé. Esta intuicion empirica se apoya con lo sehalado por Simon (1995) en uno de sus trabajos

de investigacion:

Como profesor/investigador, comencé el curso de matematicas con perspectivas
teoricas particulares sobre la ensenanza y el aprendizaje, algunas de las cuales
fueron articuladas anteriormente en este documento. Sin embargo, como era de
esperar, estas perspectivas no me "dijeron" qué hacer a medida que surgian los
desafios. Mis respuestas a estos desafios a menudo no fueron el resultado de
modelos bien articulados. Mas bien, eran patrones emergentes de operacion en
situaciones problematicas. Es s6lo a través del analisis a posteriori que estos
patrones han sido caracterizados y utilizados para mejorar, modificar o

desarrollar la teoria. (p. 20, traduccién propia)

A partir de lo anterior surge la necesidad de estudiar la adaptacion de dichas propuestas
con base en la respuesta de los estudiantes y en contraste con los objetivos planteados. Simon
(1995) desarroll6 el constructo de THA como un acercamiento metodoldgico para la
estructuracion de una propuesta de aula. Esta se ve enmarcada en un ciclo de revision iterativo
por parte del profesor, donde se destaca la necesidad de prever como interactian los estudiantes

con las tareas de aprendizaje.

Gomez y Lupianez (2007) afirmaron que el anterior acercamiento metodologico servia
tanto para el investigador en educacion matemética como al profesor de matematicas y

afiadieron:
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Para realizar este proceso ciclico, el profesor debe tener una idea de cuéles son los
posibles caminos de aprendizaje que pueden llevar a los escolares desde su estado
actual (capacidades que ya han desarrollado) al estado que representa sus
objetivos de aprendizaje (capacidades que se quieren desarrollar). Para ello, el
profesor debe producir la lista de capacidades que considera relevantes con

respecto a dichos objetivos de aprendizaje. (p. 97)

Ya con una perspectiva para la estructuracion de una propuesta respecto a la reflexién
inicial, es necesario justificar el interés por las transformaciones geométricas y, en particular,
por la traslaciéon. Una busqueda por la literatura deja ver que, aunque se han producido
propuestas robustas para la ensefianza de este contenido® s6lo se encontr6 una que se configura
como THA. Esta propuesta corresponde a la de Cumbal (2020) cuyo trabajo resulta apropiado
para el interés de este ejercicio investigativo, pues la construy6 con base en la estructura de
Simon (1995), pero no la someti6 al proceso ciclico de iteracién de un Experimento de

Ensenanza.

Castano (2006), Evocando la Geometria Activa de Vasco (1992), enuncio los principios
que diferencian esta perspectiva de la tradicional en cuanto a la ensefianza de la geometria. Esta
vision responde a los objetivos del Ministerio de Educacion Nacional de apartarse de la
perspectiva euclidiana, que consiste en no introducir el estudio de la geometria a partir de
conceptos abstractos y estaticos, sino desde la exploracion de figuras en movimiento. Lo anterior
invita a traer a colacion los referentes curriculares nacionales para justificar el interés en la

ensenanza de la traslacion.

En primer lugar, los Lineamientos Curriculares en Matematicas (MEN, 1998) adoptaron
directamente la Geometria Activa como perspectiva de ensefianza de la geometria y el desarrollo

del pensamiento espacial. En esta, se sefiala la importancia de la visualizacion de objetos

6 Como la propuesta de Jaime (1993).
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geomeétricos en movimiento, pues favorece la comprension de conceptos y propiedades
abstractas que se representan tradicionalmente como estaticos, sefialando entre lineas la

necesidad del estudio de las transformaciones geométricas.

Los Estandares Basicos de Competencias en Matematicas (MEN, 2006) especificaron los
conocimientos que se espera desarrollen los estudiantes en los distintos niveles de escolaridad.
Aqui se hizo referencia directa a las transformaciones geométricas y, en el periodo de sexto a
séptimo afio, se propuso como competencia “Predigo y comparo los resultados de aplicar
transformaciones rigidas (traslaciones, rotaciones, reflexiones) y homotecias (ampliaciones y
reducciones) sobre figuras bidimensionales en situaciones matemaéticas y en el arte.” (MEN,
2006, p. 84). Aunque esta investigacion se interesa por el 6° grado de escolaridad, es pertinente
sefialar que el estudio de las traslaciones se propone desde los primeros ciclos de educacién

bésica.

El dltimo referente curricular es el de los Derechos Basicos de Aprendizaje (MEN, 2015),
donde se plantearon unos objetivos de aprendizaje mas concretos respecto al estudio de las
transformaciones geométricas. En este se propuso para el grado séptimo: “Observa objetos
tridimensionales desde diferentes puntos de vista, los representa segtin su ubicacién y los

reconoce cuando se transforman mediante rotaciones, traslaciones y reflexiones.” (p. 55).

En la elaboracion de una propuesta de aula, es natural considerar distintos recursos que
favorezcan la consecucion de un objetivo de aprendizaje, como el uso de un texto especifico o
material concreto. En virtud de esto se puede resaltar el papel de las Tecnologias Digitales en la
educacion. Actualmente el entorno escolar se encuentra enriquecido con la disponibilidad de
materiales fisicos manipulativos, pero también se nota una presencia creciente de las
Tecnologias Digitales. Estas propician el aprendizaje de tal manera que ya no se experimenta
solo como una explicacién verbal, un dibujo en el tablero o un procedimiento mecénico, sino

que se desarrolla a partir de recursos audiovisuales e interactivos. Asi, “Las herramientas, y en



15

particular la tecnologia, ofrecen oportunidades para el aprendizaje. El sujeto se enfrenta a
limitaciones impuestas por el artefacto y las nuevas posibilidades de las acciones, para

identificar, comprender y con las que hacer frente.” (Fortuny et al 2010, p. 77).

Son diversos los documentos que describen los resultados favorables sobre el uso de
Tecnologias Digitales en el aula de clases. Flores (2021) us6 del programa GeoGebra y dio
cuenta de la potencializacion de las destrezas y habilidades de los estudiantes con este tipo de
recursos, desarrollando pensamiento critico a partir de una manera de experimentar la

geometria a la que no puede aspirar la ensefianza mas tradicional.

Todo lo anterior se configura en el interés de implementar una THA basada en
Tecnologias Digitales para la ensefianza de la traslaciéon en el marco de un Experimento de
Ensenanza con el fin de poder dar cuenta de su efectividad real, asi como identificar posibles

limitaciones para su reformulacién con base en una experiencia de aula.

Antecedentes

Los trabajos de investigacion provechosos para las necesidades planteadas debian tratar
sobre la implementaciéon de una THA para la ensefianza de la traslacién mediada por un AGD.
Sin embargo, la bisqueda de material documental reciente no arrojo los resultados deseados,
pues no se encontraron aportes que conjugaran estos tres elementos. Asi, se hace una

recopilacion de trabajos de investigacion que trataron estos topicos por separado.

Trayectorias Hipotéticas de Aprendizaje

La investigacion de Gutiérrez (2022) se enfoco en el contenido de la probabilidad sobre
el que desarroll6 una THA para construir el conocimiento de la probabilidad a partir de eventos
donde se valoraba su factibilidad fenomenolégica. Entre sus resultados de investigacion
destacd, sobre las THA, que la estructuracion de las tareas y el ejercicio de prevision del
aprendizaje de los estudiantes tuvieron un impacto favorable y perceptible en el desarrollo del

conocimiento sobre el contenido en cuestion.
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En su trabajo, Sanchez (2021) busco reconocer errores del lenguaje algebraico a partir de
la implementacion de una THA construida por Maria Victoria Amador, donde, a partir de juegos
de palabras, se aplicaban acciones como aumentar, quitar o doblar sobre un objeto real para
construir una expresion algebraica que correspondiera a dichos enunciados. Uno de los
resultados de la implementacién de la THA fue de tipo afectivo, en tanto los estudiantes se
mostraron mas seguros y cooperativos en la medida que avanzaba la implementacion. También
senal6 que indagar sobre las herramientas que benefician los procesos de ensenanza y

aprendizaje abren nuevas posibilidades para la investigacion.

Rodriguez y Perez (2017) desarrollaron una THA para la ensefianza de la multiplicaciéon
en el AGD de GeoGebra, donde relacionaron unidades de 4rea con nimeros naturales para
determinar el producto de estos tltimos a partir de un tratamiento grafico. Su principal
conclusion respecto a las THA se centr6 en resaltar su importancia para la estructuracion de las
tareas en funcién de los propositos de ensenanza. También destacaron la versatilidad del AGD
de GeoGebra para explorar distintos registros de representacion?, asi como las posibilidades que

ofrecia el arrastre para la visualizacion y reconocimiento de patrones invariables.

Sobre el Aprendizaje de la Traslacion o Transformaciones Geométricas

El trabajo de Hernandez y Pastrana (2020) se enfoc6 en la ensenanza de la traslacion a
partir de un recurso tecnolégico en el AGD de DGPad. Asi, disefiaron una propuesta que
consistio6 en la construccién del vector de traslacion una vez se habian reconocido sus
propiedades de longitud, inclinacion y sentido, asi como la relacion de dependencia entre una
figura y su traslacion. Los resultados y conclusiones se centraron en el uso de tecnologias para la
ensefanza y la respuesta de los estudiantes a la perspectiva didactica usada. Resaltaron que el
uso de un AGD les permiti6 a los estudiantes observar las propiedades geométricas deseadas a

través de la exploracion y la posibilidad de arrastre.

7 En el sentido de Duval (2017).
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Caceres (2017) orient6 su investigacion al aprendizaje de las traslaciones mediado por el
uso de GeoGebra como AGD. Parti6 de una valoracién de los conocimientos previos de los
estudiantes donde hizo una exploracién de las concepciones e imaginarios de estos sobre el
objeto matematico. Asi, report6 en sus resultados que el modelo de Van Hiele respondi6 de la
manera esperada en cuanto a su capacidad de caracterizar el conocimiento geométrico de los
estudiantes. También, sugiri6 que deben disefiarse propuestas de aula que utilicen dicho
modelo, pero que también se desarrollen en AGD para el estudio de fendmenos que involucren

movimiento en el plano cartesiano.

Sobre el uso de Trayectorias Hipotéticas de Aprendizaje para la Enseitanza de la
Geometria

Bocanegra y Devia (2019) disefiaron una THA para desarrollar el proceso de
generalizacion geométrica en estudiantes de grado 6° en dos grupos de diferentes instituciones,
con el fin de reconocer una propiedad de una figura geométrica. Este trabajo invitaba a los
profesores a llevar este tipo de experiencias a sus aulas y formular sus propias THA para
desarrollar procesos de generalizacion en los estudiantes, a la vez que destacaba como se puede
propiciar este proceso por medio de las THA. La respuesta de los estudiantes dio cuenta de que
el uso de la THA fue exitoso y sehialaron que esta podia ser susceptible de refinamiento para

posteriores implementaciones.

Cumbal (2020) desarroll6 una THA para la ensenanza de la traslacion en el marco de su
interés por la practica profesional de los profesores y la integracion de recursos digitales para la
ensefianza, por lo que esta propuesta fue implementada por distintos profesores. Como
resultado, report6 que la THA result6 serles util para la ensenanza de la traslacion, pues les
proporcion6 una secuencia de tareas concretas en un AGD que favorecian la exploracion de las

caracteristicas del fenomeno en contextos de disenio. Por otro lado, la THA facilit6 a los
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profesores la comprension de las estrategias que los estudiantes usaban para desarrollar las

tareas propuestas.

Gustin (2021) elabor6 una THA para identificar los elementos de la visualizacion que
favorecian el aprendizaje de la rotacion. Esta propuesta contribuy6 al desarrollo del
pensamiento espacial en los estudiantes intervenidos cuando hacian uso de determinados
tratamientos u operaciones a partir de los procesos de visualizacion, construccion y
conjeturacion. De esta manera, pudo concebir un acercamiento a la comprension de la rotacion

de figuras geométricas con la ayuda de las tareas que se desarrollaron en la THA.

Una revision rapida de los aportes documentales presentados deja ver que el constructo
THA se us6 principalmente para estructurar las propuestas de aula de los investigadores. Sin
embargo, estas no se sometieron al ciclo de revisiéon y reformulaciéon sugerido por Simon (1995),
sino que se conformaron con los resultados de una implementacion. La posibilidad de prever el
desarrollo del conocimiento matematico del estudiante se sustentaba s6lo en marcos teoricos y
sus perspectivas particulares sobre el contenido, pero no sobre la experiencia misma de la

implementacion de la THA.

Por otro lado, las investigaciones de Rodriguez y Perez(2017), Hernandez y Pastrana
(2020) y Caceres (2017), reportaron que el uso de Tecnologias Digitales favorecen el desarrollo
del pensamiento matematico del estudiante sobre un contenido y, en particular, Cumbal (2020)
concluy6 que el uso de este tipo de recursos facilitaba el aprendizaje sobre la traslacion. Asi,
puede afirmarse que el uso de AGD resulté oportuno para el estudio de fenémenos que

involucraran representaciones geométricas en movimiento.

Objetivos

Objetivo General
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Caracterizar la progresion del aprendizaje sobre la traslacién de un grupo de estudiantes
de 6° grado a partir de un acercamiento a un Experimento de Ensefianza mediante una

Trayectoria Hipotética de Aprendizaje basada en un Ambiente de Geometria Dinamica.

Objetivos Especificos
e Describir los niveles de comprension de estudiantes de 6° grado mediante una
Trayectoria Hipotética de Aprendizaje para la ensefianza de la traslacion.
e Comparar la Trayectoria Hipotética de Aprendizaje con su correspondiente
Trayectoria de Aprendizaje Real de los estudiantes intervenidos.
e Refinar una Trayectoria Hipotética de Aprendizaje con base en las limitaciones

identificadas a lo lardo del acercamiento a un Experimento de Ensehanza.
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Capitulo II: Marco Tedrico

En este capitulo se presentan los insumos teoéricos pertinentes para esta investigacion:
una conceptualizacidon formal de la traslacion, de la cual se sustraen los principales aspectos que
se consideraron apropiados para la ensefianza de la traslacién en el nivel de escolaridad de
interés; una breve compilacion de dificultades en el aprendizaje de la traslacion; la
conceptualizacion de las THA y la Heuristica de los Modelos Emergentes, pues son los
elementos de la teoria que estructuraron la THA de Cumbal (2020); la justificacion del uso de
AGD y Tecnologias Digitales para el desarrollo de contenidos en el aula de matematicas; y las
ventajas del uso de videojuegos para propositos educativos.

Traslaciones Geométricas en el Plano

En este aparado se adopta una concepcion formal de la traslacion y se enuncian algunas
de sus propiedades demostrables segtn las definiciones aportadas. Luego, se concretan estos
elementos abstractos en enunciados apropiados para el estudio del fen6meno con estudiantes de
6° grado en el contexto de la THA de Cumbal (2020).

Una Definiciéon Matematica de Traslacion

El concepto de traslacion puede variar segun el area del conocimiento desde el que se
aborde. Por ejemplo, la traslaciéon en astronomia puede referirse al cambio de posicion de la
tierra a través de su orbita eliptica alrededor del sol, como definieron Paschini y Carneiro
(2017). Asi, es pertinente precisar que se hara referencia a este concepto desde la geometria para
distinguirlo en funcién su campo de estudio.

Para definir formalmente la traslacion desde la matematica se usa como referente el
trabajo de Umble y Han (2015), quienes definieron la traslacién como una funcién o aplicacién
en el plano. Cabe resaltar que este acercamiento no pretende explorar todas las dimensiones de
conceptualizacion de la traslacion desde la matemaética. A continuacion se presentan algunas

definiciones y teoremas pertinentes para los propositos de este trabajo de investigacion.
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Definicion 1. Una transformacion del plano es una funciéon a: R? -» R? con
dominio R2.

Notacion. Si Py Q son puntos en R?, entonces |PQ| sera la distancia entre Py Q.

Definicion 2. Sea a: R? -» R? una transformacion, P y Q puntos en R?, P’ = a(P)y
Q' = a(Q). Entonces a es una isometria si |P'Q’| = |PQ|. Es decir, una isometria es una
transformacion del plano que conserva la distancia entre un par de puntos y sus imagenes (ver
figura 1).
Figura 1

Representacion de una Isometria en R?

Nota. La distancia d es igual entre Py Q & P’ y Q’. Elaboracion propia.

Definicion 3. Sean P y Q puntos en R?. La traslacion de P a Q es la transformacion
Tpo: R? — R? tal que Q = 7p (P)

Definicion 4. Un vector v = |Z| ,a,b € R con magnitud ||v|| = Va? + b2 y direccién 6

se define por las ecuaciones ||v|| cos 8 = ay ||v|| sin & = b. Los valores de a y b se denominan
respectivamente componente x y componente y de v. SiP = (x,y), Q = (x',y") € R%, PQ

! —
X ;| y sera llamado vector de posicion de P a Q. P sera

denotara el vector con componentes

llamado el punto inicial y Q el punto terminal de PQ.
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Definicion 5. Sea v un vector; P,Q € R? tal que PQ = v. La traslacion por el vector v es
la transformacion 7, = 7p 4. El vector de traslacion de 7, es el vector v y la longitud t,,
corresponde a la magnitud ||v]|.

Teorema 1. Sea v un vector; P,Q,P’,Q’ € R? talque P’ = 7,(P) y Q' = 17,,(Q). El
segmento PQ es congruente con el segmento P'Q’ (ver figura 2).
Figura 2

Traslacion de un Segmento

Nota. En esta representacion se afiaden los elementos visuales construidos para seguir la

demostracion siguiente. Elaboracion propia.

Demostracién. Los segmentos PP’y QQ’ son congruentes pues v = PP’y v = QQ’, por
lo que QQ' = PP'. El segmento P'Q es congruente consigo mismo. Como PP’y QQ’ son
congruentes, las rectas PP’ y (Q—Q; son paralelas, por lo que la recta <PTQ) forma los dngulos APP'Q y
4Q'QP' que son congruentes por ser alternos internos. Asi, Los tridngulos PP'Q y Q'QP’ son
congruentes, por lo que los segmentos PQ y P'Q’ son también congruentes.

Corolario. Sea v un vector; P,Q,P’,Q' € R? tal que P’ = 7,(P) y Q' = 17,,(Q). El

cuadrilatero PQP'Q’ es un paralelogramo.
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Demostracion. Como los tridngulos PP'Q y Q'QP’ son congruentes, los segmentos PQ y
P'Q’ son congruentes, al igual que los segmentos PP’y QQ'. Con ambos pares de lados opuestos
del cuadrilatero PQP’'Q’ son congruentes, este es un paralelogramo.

Las anteriores definiciones también permiten demostrar las siguientes proposiciones:

Teorema 2. Un poligono y el poligono resultante de la traslacion de los segmentos del
primero son congruentes.

Teorema 3. Toda traslacién es una isometria.

Teorema 4. La composicion de traslaciones es una traslacion (z,, o 7, = Ty4)-

Teorema 5. Toda isometria, o conserva la orientacion de los angulos o la invierte.
Concrecion del Concepto Matematico de Traslacion Geométrica para la
Ensenianza

El anterior insumo teorico incita a concretar unas maximas conceptuales de la traslacion
de tal suerte que se omita el profundo formalismo y rigor matemaético para ser ensenadas a
estudiantes de 6° grado de escolaridad.

Definicion de Traslacion. Las definiciones 1, 2 y el teorema 3 permiten catalogar a la
traslacion como una isometria planay, a su vez, como una transformacion en el plano. En
consecuencia, las traslaciones heredan la naturaleza de funcién. Percibir la traslacién como una
funcion que toma un punto y lo transforma en otro al “deslizarlo” por un vector, revela una
manera particular de concebir el fendmeno, desde un punto de vista didactico.

Pensar en la transformacion “traslacion” y los elementos “vector de traslacion”, “punto” y
“punto trasladado” permite establecer una jerarquia de estos, donde el vector de traslacion es el
parametro para la traslacion del punto (ver figura 3). En contraste, esta perspectiva de funcién
no evidencia la nocién intuitiva de cualquier traslacion en el plano: el movimiento.

Figura 3

Esquema de la Traslaciéon como Funcion
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Nota. Esta representacion surge de la clasica analogia de percibir una funcién como una

maquina que toma un objeto y arroja otro. Elaboracién propia.

Resulta necesario aludir a la perspectiva de la Geometria Activa de Vasco (1992) para
reivindicar la importancia de percibir el movimiento en las transformaciones geométricas. Asi,
es pertinente concebir que el vector de traslacidon puede interpretarse como un segmento
orientado con longitud, inclinacion y sentido, sobre el que se “desliza” un punto. Asi, se
interpreta el tratamiento de la funcién traslacion como un deslizamiento en el sentido fisico,
haciendo convivir las interpretaciones matematica y didactica del fenomeno, como se representa
en la figura 4.

Figura 4

Esquema de la Funcién Traslacién como un Deslizamiento

-
N >/
Deslizamiento sobre v | R . _\;
Figura Inicial (Movimiento) Figura Final

Nota. Elaboracion propia

¥
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\ SRR
[}
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Propiedades de la Figura Trasladada. Las definiciones 3, 4 y el teorema 1 permiten afirmar
que todos los puntos de una figura plana se pueden trasladar y, al hacerlo con el mismo vector
de traslacion, los puntos se “deslizan” describiendo trayectorias que comparten la longitud,

inclinacion y sentido de dicho vector. Esto implica que una figura trasladada conservara las
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caracteristicas visuales de forma, tamaio y orientacion respecto al centroide?, esto es la
congruencia con orientacién comun respecto al centroide entre la figura y su traslacion (ver
figura 5).

Figura 5

Contraste de los Efectos Visuales de la Variacién de la Magnitud y la Inclinacién de los

Segmentos que Unen los pares de Puntos Correspondientes

Mantiene la longitud,
inclinacién y sentido

No mantiene la longitud
ni la inclinaciéon

Mantiene la inclinacion
pero no la longitud

Nota. No se presenta el efecto visual de la variacion del sentido porque esto puede provocar que
las figuras se superpongan, dificultando la visualizacién de las otras propiedades. Elaboracion
propia.

Dos Construcciones sobre Traslaciones Geométricas. Las definiciones 4y 5
permiten construir la traslacion de una figura a partir de esta y un vector de traslacion. Basta
con ubicar el punto inicial del vector de traslacién sobre un punto caracteristico de la figura y el
punto final corresponderi a la traslacion de dicho punto. Este proceso sobre todos los puntos
caracteristicos de la figura permite construir la figura trasladada. En figuras rectilineas como

poligonos, basta con trasladar sus vértices para poder reconstruir el poligono trasladado; en

8 También conocido como baricentro o centro de gravedad de una figura.
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figuras no rectilineas, habria que tener en cuenta su lugar geométrico, como en el caso de una
circunferencia, donde se traslada su centro y la circunferencia trasladada se construye a partir
del conocimiento del radio (ver figura 6). Este procedimiento puede resultar mas complejo con
figuras o trazos que no se caractericen facilmente a partir de pocos puntos.

Figura 6

Construccién de una Figura Trasladada

Ty (ncuadrilatero)

Hcircula
~ -7~ ~
’,
e AN
I~ - “A
1 e T
\\ !
S ” ’
——
chadrilatero
Tw(ncirculo)

Nota. Elaboracién propia.

La definicion 4 permite excluir los elementos de longitud, inclinacion y sentido. A partir
de una figura y su traslacion, se puede construir el vector de traslacion correspondiente:
determinando la distancia entre un par de puntos correspondientes de la figura; reproduciendo
la inclinacion de un segmento entre dos puntos correspondientes de la figura; e identificando el
sentido, lo que consiste en determinar de qué extremo a qué extremo se traslada la figura.

Cumbal (2020) hered6 las concepciones matematicas de la traslacion de Jaime (1993) al
basarse en su trabajo para el disefio de tareas de su THA. Jaime (1993), a su vez, se remitio a
una conceptualizacion de la traslacién como funcién de una manera analoga a la presentada, por
lo que este insumo teodrico resulta pertinente para los intereses de esta investigacion.

Errores y Dificultades en el Aprendizaje de la Traslacién Geométrica
Socas (1997) sefial6 la importancia de interesarse por los errores de los estudiantes y los

caracteriza como manifestaciones de dificultades u obstaculos relacionados al aprendizaje de las
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matematicas. Es a partir de la reflexion sobre estos errores que el profesor puede buscar
activamente estrategias para mitigar su ocurrencia. A la luz de lo anterior, Socas (1997) hizo una
clasificacion de las dificultades segtin su naturaleza: la complejidad de los objetos en las
matematicas; los procesos de pensamiento matematico; los procesos de ensefianza; el desarrollo
cognitivo de los estudiantes; y las actitudes afectivas y emocionales.

La literatura suele reportar los errores y dificultades de aprendizaje sobre un contenido
matematico concreto a partir del analisis de datos recopilados en una investigacion, usualmente
en la aplicacion de propuestas de aula. Estas se ven enmarcadas en un contexto local por lo que
la amplitud de la muestra depende de la ambicién del investigador. Asi, la caracterizacion de
errores y dificultades suele dar cuenta de un contexto especifico, por lo que no se acostumbra a
generalizar un resultado sobre estas.

La busqueda documental no arrojo un resultado satisfactorio en tanto no se encontré un
insumo lo suficientemente robusto sobre las dificultades en el aprendizaje de la traslacion como
para tener la pretension de generalidad deseada. Por lo tanto, se opta por hacer una pequena
compilacion de los errores y dificultades reportadas por Mbusi (2016), Hollebrands (2003),
Aktas y Unlii (2017) y Laderosa y Malara (2000) en sus trabajos de investigacion.
Dificultades Relacionadas a la Complejidad de los Objetos de las Matematicas

¢ Confunden las distintas isometrias planas debido a que los términos rotacion,
traslacion y reflexion se suelen confundir con sus homoénimos para fenémenos
reales.

e No logran reconocer la informacion condensada en la representacion de un
vector: longitud, inclinacién y sentido.

e Se les dificulta efectuar una traslacion usando un vector de traslacion que sea
paralelo a una segmento o recta por trasladar, como se ilustra en la figura 7.
Figura 7

Traslacion de una Recta a partir de un Vector de Traslacion Paralelo
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Nota. Como la recta trasladada tiene una longitud infinita, se superpone
exactamente sobre la recta inicial, dificultando su visualizacién en la
representacion. Elaboracion propia.

e Una traslacién donde la figura trasladada superpone uno de sus lados con uno de
la figura inicial, confunde a los estudiantes porque perciben dos figuras que
comparten un lado (ver figura 8).

Figura 8

Superposicion del Lado de una Figura con otro de su Traslacion

Nota. Elaboracion propia.
Dificultades Relacionadas a los Procesos de Pensamiento Matematico
e Seles dificulta determinar y utilizar las caracteristicas que definen una traslacion,
por lo que suelen conformarse con reconocerlas parcialmente sin percatarse de
que, por separado, pueden asociarse a otro tipo de transformaciones.
e No utilizan la uniformidad de la longitud del desplazamiento en todos los puntos

de una figura para la construccion de una traslacion; una errada intuicién visual
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los lleva a trasladar un punto y construir la figura trasladada sin considerar la
relacion de correspondencia entre dichos puntos (ver figura 9).
Figura 9

Uso Incorrecto del Vector de Traslacién

=\
S~/

Nota. Elaboracion propia.

e No logran identificar el rol del vector de traslacién en el fen6meno, ignorando sus
parametros de longitud, inclinacion y sentido. También se les dificulta percibirlo
como objeto individuado de la representacién del deslizamiento. Esta es, con
diferencia, la dificultad més recurrente en la literatura consultada.

El concepto de vector se desarrolla en niveles superiores de escolaridad (MEN, 2006),
por lo que, en niveles inferiores, puede resultar un objeto extrafio para los estudiantes. Por esto,
también se puede considerar la anterior dificultad como asociada al proceso de ensefianza.

Por ultimo, Mbusi (2016) report6 que los estudiantes forzaban el deslizamiento a través
de la cuadricula, un elemento comin en cuadernos de matemaéticas o AGD, dificultandoles el
reconocimiento de deslizamientos en diagonal e induciéndoles una suerte de zigzagueo
horizontal y vertical (composicion de traslaciones), como se ilustra en la figura 10. Este error
surge de un uso intensivo de la cuadricula, correspondiendo a un obstaculo de aprendizaje.
Figura 10

Interpretacion Inapropiada de una Traslacién como dos Traslaciones Compuestas
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——————— =

Nota. Elaboracion propia.

Aunque solo algunas de estas dificultades se manifestaron como errores en la
implementacion de la THA, los anteriores elementos resultaron ser un insumo pertinente para
considerar durante el rediseno de la THA. En particular, se enfoco la atencion sobre la
caracterizacion del vector de traslacion por ser uno de los elementos mas problematicos
reportados en la literatura.

Trayectorias Hipotéticas de Aprendizaje

El constructivismo se sustenta en la idea platonica de que los individuos no acceden a la
realidad objetiva, sino a una particular a partir de sus experiencias, lo que le confiere al proceso
educativo una forma concreta de concebir el desarrollo del conocimiento de un estudiante:
construirlo desde su mundo experiencial. Sin embargo, Simon afirmé que “Aunque el
constructivismo tiene el potencial de informar cambios en la ensenanza de las matematicas, no
ofrece una vision particular de como se deben ensefar las matematicas; se necesitan modelos de
ensenanza basados en el constructivismo.” (1995, p. 114. Traduccién propia).

Con base en los resultados de un Experimento de Ensefanza, Simon (1995) propuso el
constructo de THA como un modelo donde se estructuran un conjunto de tareas de aprendizaje
elaboradas para desarrollar un conocimiento matematico concreto. Estas se ven enmarcadas en
una progresion, planteada desde la teoria, que involucra niveles de comprensién y buscan
alcanzar unos objetivos més especificos. Simon (2014) caracterizd los 3 elementos que

configuran una THA: “el objetivo de aprendizaje que define la direccion, las actividades de
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aprendizaje y un proceso de aprendizaje hipotético: una prediccion de como evolucionara el
pensamiento y la comprension de los estudiantes en el contexto de las actividades de
aprendizaje.” (pp. 354 — 355. Traduccion propia)

Una revision ligera del constructo puede no dejar claras las diferencias entre una THA y
cualquier otro disefio formal de una propuesta de aula, pues es facil homologar dichos
elementos en otros modelos. Asi, cobra especial importancia el papel del Proceso de Aprendizaje
Hipotético (PAH) que describe como el profesor prevé que el estudiante interactuara con las
tareas de la THA para desarrollar el conocimiento matematico deseado.

Simon (1995) resalt6 la importancia de reflexionar sobre la fuente de los imaginarios del
profesor a los que se supedita su capacidad de prever lo que sucederi en el aula como sus
referentes teoricos, formaciéon académica o experiencias previas que conforman su criterio
profesional. Esto parece suficiente para construir una THA o una propuesta de aula cualquiera,
pero la realidad de su ejecucion resulta distinta a como se planea, como en el Experimento de
Ensefianza de Simon (1995).

Con base en sus resultados, Simon (1995) afiadi6 una caracteristica esencial al modelo de
las THA: su inmersion en el Ciclo de Ensenanza Matematica® (ver figura 11). En este, la THA se
ve sometida a un proceso de implementacion y reflexion por parte del profesor, cuyos resultados
en la préctica sustentan una reformulacion del objetivo de ensefianza, las tareas y el PAH de la
THA.

Figura 11

Esquema del Ciclo de Ensefianza Matematica

9 Este ciclo se concreta metodolégicamente desde la Investigacion Basada en Disefo y los Experimentos
de Ensefanza.
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Trayectoria Hipotética de

Conocimientos Aprendizaje

del Docente

Ohjetivo de Aprendizaje del
T Docente
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Plan de Tareas de
Aprendizaje del Docents
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Proceso Hipotitico de
Aprendizaje Previsto por
el Docente
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Evaluacidn de los
Conocimientos del
Estudiante.

Nota. Adaptado del esquema de Simon (1995).

Por contraste a la definicion de THA, se puede inferir el concepto de Trayectoria de
Aprendizaje Real. Esta describe lo que realmente sucede con los estudiantes en relaciéon con el
PAH durante la implementacion de la THA, es decir, determina el Proceso de Aprendizaje Real.
Esta descripcidn se hace sobre el estudiante o grupo de estudiantes que experimentan el
desarrollo de 1a THA, pero, a partir de un ejercicio exhaustivo e iterativo de anélisis y redisefio,
se puede abstraer una Trayectoria de Aprendizaje Real que describa, de manera razonablemente
acertada, un modelo de aprendizaje local para estudiantes con caracteristicas similares a las de
los sujetos de estudio.

Heuristica de Diseno de los Modelos Emergentes

La corriente didactica de la Educacion Matematica Realista, segin Zolkower y Bressan
(2012), es un enfoque que se basa en la exploracion de fendmenos significativos para los
estudiantes que les permitan desarrollar nociones matemaéticas intuitivas y alcanzar otras mas
formales de manera progresiva, a partir de la interaccion entre los actores del aula y la

valoracion positiva de las producciones de los estudiantes. Todo lo anterior se ve atravesado por
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una intencion de relacionar, desde distintos niveles, los contenidos desarrollados con los
propositos curriculares mas generales.

Un concepto fundamental en la Educacion Matematica Realista es el de Matematizacion.
Isoda (2018) concret6 esta nocién como el proceso de reorganizar la experiencia sobre
fendmenos reales que se pueden estudiar desde unas matematicas intuitivas para establecer
modelos matematicos de mayor rigor. Asi, la matematizacion busca “traer” las matemaéticas de
las experiencias de los estudiantes, en contraste a perspectivas mas tradicionales que se orientan
a reconocer unas matematicas ya aprendidas en fenomenos de la realidad.

Freudenthal (2005) hereda de Adrian Treffers la distincién entre dos direcciones del
proceso de matematizacion: horizontal, donde se convierte un problema real en uno matematico
a través de un estudio intuitivo del fendmeno; vertical, en el que se moviliza el pensamiento
matematico de los estudiantes entre unas matematicas mas o menos sofisticadas. Esta
diferenciacion revela la posibilidad de abordar diversos problemas reales desde las matematicas,
variando su nivel de rigor y formalismo.

Desde la perspectiva de la Educaciéon Matematica Realista, el proceso de matematizar se
puede caracterizar a partir de 4 niveles de “estructuracion, abstraccion, generalizacion y
formalizacidon” (Zolkower y Bressan, 2012):

e Nivel Situacional: donde se plantea una situaciéon problematica especifica en un
contexto real y accesible para los estudiantes que permita desplegar distintas
representaciones, procesos intuitivos y estrategias de resolucion desde el mismo
contexto.

e Nivel Referencial: donde surge la esquematizacion a través de distintos modelos
graficos, notaciones y procedimientos, avanzando en el nivel de percibir las
matematicas del fendbmeno, pero refiriéndose a la misma situaciéon problematica

en contexto.
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¢ Nivel General: donde, a partir de un proceso de reflexiéon y analisis, se generaliza
el modelo que describe el objeto matematico, alejaAndose de la situacion
problemética inicial y de cualquier otro contexto particular.

¢ Nivel Formal: donde se desarrolla un lenguaje formal apropiado y pertinente, asi
como los procedimientos més puramente matemaéticos con la profundidad
académica que el nivel educativo suscite.

La perspectiva de la Educacion Matematica Realista, la concepcion de matematizacion y
los 4 niveles mencionados anteriormente configuran la Heuristica de Disefio de los Modelos
Emergentes (ver figura 12), como acuiia Gravemeijer (1999), en el que se centra el interés en el
cambio del “Modelo de” al “Modelo para”, siendo muy utilizada en el disefio instruccional de
una THA (Cumbal, 2020, p. 21). Este referente teorico sustento la estructura y progresion de las
tareas en la THA de Cumbal (2020), por lo que es un insumo pertinente para su analisis.
Figura 12

Esquema de los Niveles de la Heuristica de los Modelos Emergentes

Conocimiento
/ FORMAL /—.mem

Reflexidn

/ GENERAL /_."Madela para”

| Reflexion
r

/HEFEHENCI#LH "Modelo de”

I Reflexidn

1]
=]
L
@
Qi
i 2
2]
L
o
E
2
1]
=
=
b=
&)
)
-
.
=
w

Historia de la Matemidtica - Producciones Propias

+—— MATEMATIZACION VERTICAL ——

s Interaccidn - Reinvencidn

/SITUACIENAL "J = Contexto

/

a+—— MATEMATIZACION HORIZONTAL ——
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Ambientes de Geometria Dinamica

Es amplia la literatura que reporta los resultados positivos de utilizar Tecnologias
Digitales para la ensefianza de las matematicas. Sanchez et al (2021) sefialaron que el uso de
Tecnologias Digitales tiene un papel fundamental en la ensehanza de la geometria por su
dinamismo, favoreciendo la conjeturacion de los estudiantes sobre lo que visualizaban en la
pantalla. Sacristan et al (2010) hicieron una caracterizacion de algunas de las capacidades
computacionales y dinamicas de las Tecnologias Digitales:

e Pueden manipular mucha informacion real de manera mas sencilla que a lapiz y
papel.

e Permiten la reproduccién instantdnea de procesos repetitivos que no aportan al
aprendizaje de conocimientos mas sustanciales.

e Lasrepresentaciones dindmicas permiten un nivel de visualizacion sobre
problemas matematicos que no son posibles a través de medios tradicionales.

e Permiten identificar relaciones invariantes a través del arrastre, asi como la
verificacion de hipotesis sobre familias de casos.

La eleccién de un software particular tiene un peso sobre el proceso de ensefianza, como
afirmaron Sacristan et al (2010) “... tendra una influencia crucial para fomentar y promover el
pensamiento matematico y en el tipo de trayectoria de aprendizaje que se desarrollara.” y
agregan “diferentes herramientas o entornos constituyen diferentes dominios de la
fenomenologia y, por lo tanto, tienen una validez epistemolégica diferente (es decir, el
conocimiento que se puede generar es diferente en diferentes entornos).” (p. 186. Traduccién
propia). Sobre esto, Hershkowitz et al (2002) propuso 3 criterios para la seleccion adecuada de
una herramienta digital: generalidad, referida a sus posibilidades de aplicacién en distintas
areas de conocimiento y disponibilidad, es decir, que sea accesible para los actores del aula;

potencialidad de matematizar, relativa a la posibilidad de reorganizar, amplificar y abstraer el
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contenido representado; y poder comunicativo, es decir, su contingencia para relacionarse con el
sistema de simbolos propios de la matemaética.

Como describe la padgina web de GeoGebra (s.f.), este es un software libre y gratuito que
apoya la educacion en ciencias, tecnologia, ingenieria y matematicas, confiriéndole el caracter de
generalidad. Los distintos modos de visualizacion (Algebraico, grafico 2D y 3D, CAS, hoja de
calculo, etc.) ofrecen muchas posibilidades para el tratamiento de datos de distinta naturaleza y
sus variadas herramientas de construccién y programacion proporcionan un entorno rico para
la matematizacion. Por altimo, GeoGebra dispone de un amplio abanico de simbolos
matematicos de facil acceso, inclusive ofrece la posibilidad de utilizar el sistema de composicion
de textos LaTeX' para la representacion de expresiones matematicas.

Con base en lo anterior se puede afirmar que el software GeoGebra satisface los criterios
de seleccion de Hershkowitz et al (2002). En consecuencia, se verifica la pertinencia del uso de
este software como AGD en la THA de Cumbal (2020), por lo que se tomo la decisiéon de heredar
esta herramienta digital para los propositos de adaptacion y redisefio de la THA de este trabajo
de investigacion.

Videojuegos y Educacion

Durante el rediseno! de la THA de Cumbal (2020), se tom6 la decisién de hacer un
cambio del contexto de disefio al de disefio de videojuegos. Por lo tanto, resulta pertinente traer
a este apartado algunos aportes respecto a los beneficios del uso de videojuegos para la
educacion.

El informe de Newzoo (2022) report6 que alrededor de 3200 millones de personas son
consumidores de videojuegos en el mundo, con un crecimiento anual estimado del 2,1%. De

estos, 315 millones estan en Latinoamérica, por lo que alrededor del 47% de esta region es

10 Este es un procesador de texto ampliamente reconocido para la edicién de documentos que permite la
configuracion de simbolos y expresiones especializadas para cualquier area del conocimiento (Valiente,

1997, p- 1).
u Este proceso se describe en el apartado de resultados.
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consumidora activa de videojuegos, una cantidad nada despreciable. Etxeberria (1998) asocio el

aumento de consumidores de videojuegos a: la creciente socializacion de las tecnologias que,

desde los afios 90, ha hecho cada vez més accesibles los dispositivos que permiten la ejecucién

de este tipo de software; los videojuegos consisten en actividades ltidicas que producen

satisfaccion y ofrecen un refuerzo cognitivo inmediato y constante por la consecucion de un

objetivo. Lo anterior lleva a considerar este medio por su popularidad y envergadura.

Granic et al (2014) sefialaron que los videojuegos se han valorado tradicionalmente de

manera negativa, pues se han presentado como adictivos y reproductores de violencia. Sin

embargo, en su trabajo, se encargaron de estudiar los beneficios del uso de videojuegos, de los

cuales se presentan algunos pertinentes para el foco de esta investigacion:

Mejoran las habilidades espaciales en breves periodos de tiempo, las cuales
resultan facilmente transferibles a contextos externos a los videojuegos.
Desarrollan habilidades relacionadas al reconocimiento de patrones, llamando la
atencion sobre elementos importantes y descartando informacion irrelevante
para la consecucion de un objetivo de manera efectiva.

Promueven el desarrollo de habilidades para la resolucion de problemas al
plantear situaciones particulares que deben resolverse mediante unas mecénicas
concretas.

Desarrollan la creatividad al sumergir a al jugador en un mundo fenomenolégico
especifico, pero dandole la agencia suficiente para afrontar y superar los retos que
se le proponen.

Motiva al jugador a completar una tarea o alcanzar un logro particular mediante

refuerzos cognitivos.

Resulta fAcil percibir que estos beneficios pueden ser aprovechados durante el desarrollo

de un contenido educativo. En particular, los videojuegos resultan llamativos, una caracteristica

que de la que parecieran carecer las matematicas educativas, algo que se puede inferir del
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trabajo de Gonzalez (2015), que calific6 como preocupante el desinterés de los estudiantes por
las matematicas e hizo un estudio donde report6 como principales causas de este fen6meno la
percepcion de los estudiantes de dificultad y utilidad de los contenidos. Asi, la explotacion de
recursos para producir interés en los estudiantes resulta crucial para el profesor y es aqui donde
los videojuegos pueden ser una herramienta poderosa. La anterior intuicion se ve secundada por
trabajos de investigacion como los de Capell et al (2017), Carvajal y Rojas (2014) y Serna-
Rodrigo y Cardell (2017), que reportaron experiencias exitosas del uso de videojuegos para la
ensefnanza de las matematicas.

Los videojuegos pueden ser producidos con fines educativos concretos, pero también
pueden usarse los videojuegos mas comerciales si se ven inmersos en una propuesta de aula
bien estructurada (Serna-Rodrigo y Cardell, 2017). Sobre estos tltimos no debe esperarse que
desarrollen el conocimiento de los estudiantes por si solos; pueden considerarse, como se
catalogarian desde el Enfoque Instrumental de Trouche (2004), artefactos cuyo rol en el aula
adquiere sentido a través de la orquestacion del profesor para alcanzar la génesis instrumental,

donde se aprovecha el recurso para favorecer un aprendizaje.
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Capitulo III: Metodologia de Investigacion

Este capitulo se divide en dos momentos: en la primero se introducen los referentes que
aportaron a este trabajo una direccién de corte metodolégico, donde se presenta la IBD, los
Experimentos de Ensefianza y el analisis de datos cualitativos; en segundo lugar, se describe la
ejecucion de ese marco metodologico durante este ejercicio investigativo.

Marco Metodologico

En este apartado introduce la teoria de la IBD, los Experimentos de Ensefianza y el
analisis de datos cualitativos con el fin de precisar la ruta metodologica que se siguio6 en esta
etapa del proceso de investigacion.

Investigacion Basada en Diseino

Una IBD es una investigacion sobre las interacciones entre los actores de la clase que
surgen en medio de la implementacion de una propuesta de aula construida minuciosamente
para alcanzar unos propositos de ensefianza (Confrey, 2006). Dicho estudio se ve interesado en
el “como se aprende” de un area del conocimiento a través de la interaccion entre los estudiantes
y la orientacion del profesor. La IBD plantea un enfoque donde los propositos investigativos se
desarrollan a partir un ejercicio ciclico de implementacién y redisefio de una propuesta de aula.
Esta experiencia se somete a una sistematizacién? y anélisis que sustenta dicho redisefio en la
medida que da cuenta de los intereses particulares de la investigacion (Molina et al, 2011).

Por su naturaleza ciclica, la IBD propone dos tipos de anélisis sobre las experiencias
documentadas: el primero sobre cada ciclo de implementacion, con el fin practico de modificar
la propuesta para promover el desarrollo del conocimiento de los estudiantes; y el segundo
sobre el resultado final y enfocado a contribuir al desarrollo teérico del proceso de aprendizaje
sobre el contenido de interés. El proceso planteado para una IBD se ilustra en la figura 13.

Figura 13

12 En el contexto de una investigacion, este es el proceso de organizar, estructurar y ordenar de manera
logica y coherente un conjunto de datos.
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Estructura General de una IBD

o ] - CICLOS ITERATIVOS
Situacién de Problema y objetivos de investigacion
enseﬁmz(w apredizaie P Variables en estudio v variables del entorno Anilisis de datos
anza/ap 4 Participantes (Re)Formulacion de hipotesis v conjeturas
* Puesta en practica
Principios tedricos ..
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Analisis

Resultados tedricos — | restrospectivo

sobre disefio instruccional

Nota. Tomado de Molina et al (2011, p. 76).

Molina et al (2011) consideraron que una de las ventajas de usar la IBD, como paradigma
de investigacion, es que establecia un puente directo entre la practica educativa y los resultados
teoricos sobre la ensefianza de un objeto de conocimiento por la intima relacion que plantea la
dinamica del diseno, desde lo tedrico, y la implementacion, desde la practica. Esta idea es
secundada por Tena y Couso (2023), quienes destacaron la capacidad de la IBD para establecer
un canal directo entre la teoria y la practica a partir de su dindmica de redisefo. Por su parte,
Benito y Salinas (2016) afirmaron sobre la IBD para propuestas basadas en AGD que “... ayudan
a comprender todos los pasos del proceso de creacion, elaboracion, revisiéon, implantaciéon y
diseminacion, en su caso, de cualquier programa o producto relacionado con la introduccion de
las TIC en los procesos de ensenanza-aprendizaje.” (p. 56).

Experimentos de Enseitanza

Steffe y Thompson (2000), definieron un Experimento de Ensefianza como una
herramienta conceptual y exploratoria para la estructuraciéon y organizacién de las actividades
del investigador, dirigida a estudiar las matematicas de los estudiantes, que se deriva de la
entrevista clinica de Piaget. Asi, un Experimento de Ensefianza relaciona una serie de episodios
de ensenanza, un agente de ensefianza, uno o mas estudiantes y un método de registro de datos

(Steffe y Thompson, 2000). Cabe aclarar que un agente de ensefianza es, en un sentido amplio,
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un actor que orienta el proceso educativo de los estudiantes y no necesariamente el profesor
habitual de estos. Molina et al (2011) precisaron que, en un Experimento de Ensefianza, el
investigador es el agente de ensefianza y no, en el caso del aula tradicional, el profesor habitual
del grupo de estudiantes.

Cobb y Gravemeijer (2008) caracterizaron 3 fases generales en la ejecucion de un
Experimento de Ensefanza a partir de las tareas practicas que implican:

e La preparacion del experimento: donde se definen aspectos como los objetivos de
la investigacion, metodologias de ensenanza, el disefio y secuenciacion de las
actividades, mecanismos de recogida de datos, etc.

e Laexperimentaciéon: donde se ultiman detalles previos a la actividad en el aula
con base en el contexto de implementacion, se recogen los datos de las
interacciones, se modifica el diseno con base en las decisiones ad hoc del profesor
y se hacen unos analisis parciales de los episodios desarrollados.

e El analisis retrospectivo: donde se sistematizan los datos recopilados y en el que
es necesario distanciarse de los imaginarios iniciales, producto de los analisis
parciales, las conjeturas y la justificacion del disefio, para estudiar los resultados
de manera global; e identificar como cambiaron los caminos conceptuales
seguidos por los estudiantes en funcion de las acciones del profesor/investigador
y su influencia.

Bernabeu et al (2019) destacaron la posibilidad que ofrecen los Experimentos de
Ensefanza de describir lo que realmente pasa con el aprendizaje del estudiante por su
proximidad constante al aula de clases.

Analisis de Datos Cualitativos

Definidos el paradigma y la estrategia metodologica como la IBD y los Experimentos de

Ensenanza respectivamente, surge la necesidad de concretar un camino para la sistematizacién

y analisis de datos cualitativos durante la fase del analisis retrospectivo. Gonzalez y Cano (2010)
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describieron esta etapa como “... un proceso metodico, riguroso, y cognitivamente complejo que

implica la puesta en marcha de complicados procesos de comprehension, sintesis, teorizacion, y

recontextualizaciéon.” (p. 4). Sobre este se destaca su importancia en una investigaciéon porque es

donde se plantea una dindmica de trabajo, se organizan los datos en unidades manejables y se

clasifican para encontrar patrones generales, como afirma Mejia (2011) y sobre su proposito

anadio:

Tiene por objeto posibilitar la emergencia de enunciados sobre los significados
que expresan los datos, palabras, textos, graficos, dibujos. Las proposiciones, que
se desprenden de los datos, pueden ser descriptivas y empiricas, también, en un

plano superior, las conclusiones pueden ser explicativas y teoricas. (p. 48)

El trabajo de Mejia (2011) describi6 en, términos generales, la siguiente secuencia para el

anélisis de datos cualitativos:

La transcripcion en texto de los registros, siendo estos de distintas fuentes como
notas de campo y grabaciones de audio y video. Estos datos en bruto no
constituyen propiamente datos cualitativos, pues solo adquieren esta connotacion
después de su tratamiento en los siguientes procesos.

La reduccion de los datos cualitativos, donde se simplifican, resumen,
seleccionan, ordenan y clasifican con el fin de hacerlos més abarcables y
susceptibles de analisis.

La edicion de los datos cualitativos, que consiste en una revision y critica de los
estos con base en 3 criterios: representatividad de los datos, donde se cuestiona si
la envergadura del conjunto de datos sustenta la relacion entre el grupo
sociocultural objeto de investigacion y las intenciones investigativas; fiabilidad,
relacionada a la coherencia de los datos, donde se busca garantizar la posibilidad
de obtener datos similares al reproducir el proceso en otro contexto; validez, que

garantiza que los datos corresponden a la realidad.
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e Categorizacion y codificacion: la primera, referente a una descomposiciéon de los
datos en unidades teméticas que expresan una idea relevante del objeto de
estudio; la segunda, corresponde a la asignaciéon de un rotulo, etiqueta o palabra
a cada unidad categorial del cuerpo de datos. Estos procesos pueden desarrollarse
de manera: deductiva, donde primero se conceptualizan las categorias a partir de
la teoria y los codigos surgen para dar cuenta de esas categorias (de lo general a lo
especifico); inductiva, donde se codifica de manera libre el cuerpo de datos para
identificar patrones que permitan concretar las categorias (de lo especifico a lo
general); o inductiva-deductiva, donde se toman aspectos de las dos anteriores,
trayendo categorias de la teoria, pero también de la examinacion de los datos.

e Registro, tabulacion, disposicién y transformacion de datos, donde se establece
un esquema concreto para organizar los datos codificados y categorizados con el
fin de facilitar su analisis.

e Analisis descriptivo, que consiste en derivar, del cuerpo de datos codificado,
enunciados descriptivos que son conclusiones que siguen al propio dato
cualitativo.

e Interpretacion, donde la examinacion meticulosa de los casos se generaliza a la
luz de la teoria y las intenciones investigativas.

Como esta investigacion tiene como objeto de estudio una THA con unos PAH
particulares, se siguieron las sugerencias de Bakker y Van Eerde (2015) para poder hacer una
descripcion de la Trayectoria de Aprendizaje real de los estudiantes intervenidos. De esta
manera, era esencial poder dar cuenta de los PAH y, en consecuencia, de estos debian emerger
categorias de analisis, sugiriendo seguir un método de categorizacion deductivo. Sin embargo,
también se buscaba llegar a observaciones sobre el uso del AGD para el aprendizaje de la
traslacion, pero debido a que estos dependian exclusivamente de la causalidad en la

experimentacion, algunas categorias relacionadas surgieron de la examinacion de los datos, lo
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que corresponde a una categorizacion inductiva. Asi, este informe precis6 una categorizacion
inductiva-deductiva.
Fases del Experimento de Ensenanza

En un Experimento de Ensefianza en el marco de una IBD se espera que se realicen
varios ciclos de implementacién, analisis y redisefio de una propuesta de aula con el fin de que
sus resultados tengan un grado de generalidad satisfactorio. Como se puede intuir, esto conlleva
una enorme complejidad logistica y del procesamiento de una amplia cantidad de datos, lo que
supone un trabajo investigativo de gran envergadura que supera las ambiciones del aqui
presentado. Asi, solo se desarroll6 un ciclo, por lo que debe considerarse como un simple
acercamiento a un Experimento de ensefianza. Por lo tanto, en este apartado se describe la
preparacion del experimento, la experimentacién y el analisis retrospectivo de una
implementacion de la THA de Cumbal (2020).

Fase 1: Preparacion del Experimento

Analisis y Adaptacion de la THA. Una revision general de la THA de Cumbal (2020)
permiti6 afirmar que esta: se estructuro6 para la ensenanza de la transformacion isométrica de la
traslacion; tenia como meta de ensefnanza reconocer el resultado de aplicar transformaciones de
traslacion a figuras bidimensionales en contextos de disefio; las tareas que proponia se
desarrollaban a partir de la observacion de representaciones dinamicas en applets de GeoGebra;
y los PAH se presentaban sobre cada Tarea.

La THA se configurd en una matriz que relacionaba los Niveles de la Heuristica de los
Modelos Emergentes con varias tareas por nivel, cuyo proposito se describia mediante un
modelo de progresion para cada una. Estas poseian una descripcion y una serie de preguntas
que accionaban la reflexion del estudiante sobre el contenido y la exploracién en el applet. A su
vez, a cada tarea se asociaba un PAH que describia como se esperaba que interactuara el

estudiante con la tarea para alcanzar el modelo de progresion.
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A partir de un analisis de los grupos de tareas relacionados a cada Nivel de la Heuristica
de los Modelos Emergentes, estos se pudieron interpretar desde la teoria y en el contexto
concreto de la THA de la siguiente manera:

¢ Nivel Situacional (Tareas 1A - 1B): el contexto real utilizado se centr6 en
presentar distintos elementos como animales o vehiculos que se mueven, en las
situaciones usadas, siguiendo una trayectoria rectilinea. Aqui las tareas giraban
en torno a buscar que los estudiantes, a partir de un ejercicio de visualizacion,
reconocieran las caracteristicas visuales de deslizamientos que se relacionan o no
a una traslacion.

e Nivel Referencial (Tareas 2A — 2D): la esquematizacién surgia cuando se
planteaba implicitamente una representacion particular del fenémeno de la
traslacion a través de un deslizamiento rectilineo. Sobre esta, se retomaban las
caracteristicas del Nivel Situacional, pero se propendia una comprobacion a
partir de acciones como la medicion o superposicion de figuras.

e Nivel General (Tareas 3A - 3F): se abstraian las caracteristicas de inclinacion,
longitud y sentido de la traslaciéon para concretarlas en el objeto vector de
traslacion. Este se presentaba como el pardmetro que determinaba la traslacion
en su forma mas general, explorando su efecto en distintas representaciones y a
través de la variacion de sus caracteristicas para la construccion de la figura
trasladada.

e Nivel Formal (Tareas 4A — 4B): se introducia una notaciéon formal para nombrar
los elementos geométricos de las representaciones. Adema4s, se buscaba que los
estudiantes elaboraran un razonamiento, a partir del reconocimiento de

paralelogramos y el uso de sus propiedades, que diera cuenta de una pruebai3

13 Este corresponde a un tipo de razonamiento valido, pero que carece de la formalidad y rigor que puede
suponer una demostracién, como precisa Stylianides (2009).
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sobre la igualdad de la distancia entre los pares de vértices correspondientes
entre una figura y su traslacion.

Cumbal (2020), como ya se enuncio, hered6 la perspectiva de Jaime (1993) sobre la
ensefianza de la traslacion. Esta consistia en presentar la traslacion como un tipo particular de
movimiento de un objeto geométrico, del cual se caracterizaban unas propiedades que eran
consecuencia de que cada punto del objeto se trasladara por un mismo vector de traslacion,
manteniendo la longitud, inclinacion y sentido para cada par de puntos correspondientes. En
consecuencia, la figura trasladada no cambiaba en tamafo, forma u orientacion respecto al
centroide.

La THA de Cumbal (2020) evidenciaba su concepcion de la traslacion como funcion,
pero también acudia al recurso del movimiento para la exploracion del fen6meno (ver figura 14).
El primer aspecto se pudo identificar cuando suscitaba la comparacion entre una figura y su
traslacion, es decir preimagen e imagen de una funcion traslacion a través de un vector. El
segundo se percibe en la exploracion del deslizamiento rectilineo de una figura por medio de
una animacion o el arrastre de esta en el AGD.

Figura 14

Representacion de la Traslacién en la THA

Dibujo 1

-

Figura final

Figura inicial

Nota. Las figuras inicial y final son estaticas y representan un rastro de la figura central que se
mueve mediante una animacion del AGD. Tomada del Applet de Cumbal (2020)

https://www.geogebra.org/m/jgtravth#material /uwh3wufc.
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Lo anterior se explicitaba en los PAH de cada tarea a partir de la exploracion de las
caracteristicas del fenomeno. Por ejemplo, las tareas 2A, 2C, 2D y 3A buscaban que los
estudiantes comprobaran la conservacion de la forma, tamafio, orientacién respecto al centroide
e inclinacién en una figura y su traslacion. Asi, un andlisis de los PAH y los modelos de
progresion de las tareas es lo que le ofrecia un sentido a la manera de secuenciar la THA.

Salta a la vista que el enfoque de Cumbal (2020) fue el de un tratamiento estrictamente
grafico de la traslacion, por lo que no se destaco el uso de otro tipo de representacion. Esto era
consecuencia de que el conocimiento previo de los estudiantes para enfrentarse a las tareas
fuera la conceptualizacion de elementos primitivos de la geometria: punto, segmento, recta y
figura. Asi, se puede afirmar que esta era una propuesta bastante accesible y apropiada para el
nivel de escolaridad para el que se planted.

Respecto a la adaptacion de la THA para su implementacion en el acercamiento al
Experimento de Ensenanza, Simon (1995) y Zolkower y Bressan (2012) admitian que en el
proceso de diseno o seleccion de una THA se hagan adaptaciones durante la preparacion del
experimento. Sin embargo, Baker y Van Eerde (2015) sugirieron, como precision metodolégica,
que la THA debe reformularse a partir de los resultados del analisis retrospectivo, por lo que las
adaptaciones deliberadas deberian ser minimas en la primera etapa de implementacién. Por lo
anterior, se tomo la decision de no realizar adaptaciones preliminares a la THA de Cumbal
(2020), debido a que estas solo podian sustentarse en la especulacion.

Caracterizacion del Espacio y la Poblacion del Experimento. La
implementacion se desarroll6 con estudiantes de 6° grado de escolaridad de unos 12 anos,
pertenecientes a una institucion oficial de Cali ubicada en el oeste de la ciudad, en una zona de
clase media-baja. Esta disponia de un amplio espacio con areas verdes, canchas y piscina. El
acercamiento a un Experimento de Ensefianza se llevo a cabo en una de las 6 sedes de esta

institucidn, lo que da cuenta de su envergadura y poblacion estudiantil.
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Prevision Programatica del Trabajo de Investigacion. En la tabla 1 se relaciona
el nimero de sesiones previstas con los contenidos y tareas de la THA, donde se esperaba poder
realizar 4 sesiones de dos horas para abarcar el cuantioso numero de tareas. Es necesario
sefialar que esta programacion suponia un panorama ideal y se vio afectada por las dinamicas
propias de la institucion y el aula, alterando la duracién prevista para una actividad concreta o
sesion completa.

Tabla 1

Cronograma Previsto para la Experimentacion

Sesion Contenidos Desarrollados Tareas de la THA

Conservacion de tamano, forma, inclinacion y orientacion; longitud

Marzo 1 (2h) de desplazamiento en la traslacion de figuras.

1A, 1B, 2Ay 2B
Comprobacion por superposicion de las caracteristicas visuales de

Marzo 8 (2h) la traslacion; correspondencia de vértices correspondientes de una  2C, 2D, 3Ay 3B
figura y su traslacion.

Caracterizacion del vector de traslacién; construcciéon de una figura

trasladada a partir del vector de traslacion. 3C, 3D, 3Ey 3F

Marzo 17 (2h)

Introduccién de notacién formal; prueba de la equidistancia entre

vértices correspondientes de una figura y su traslacion. 4Ay 4B

Marzo 22 (2h)

Nota. Elaboracién propia
Fase 2: Experimentacion

El espacio donde se realizaron todas las sesiones del experimento siempre fue el mismo:
una sala con una capacidad para unos 40 estudiantes que disponia de computadores portéatiles
con acceso a internet (sin raton/mouse), un televisor que cumpli6 las veces de proyector y un
tablero (ver figura 15). Esto propicié unas buenas condiciones para desarrollar las actividades
planteadas, pues la efectividad de 1a THA dependia del uso de dispositivos apropiados para la
visualizacion de los applets. Sin embargo, parece pertinente indicar que el touchpad de los
portétiles dificult6 la accién de arrastre, algo que se veia agravado por el hecho de que estos
equipos eran usados por toda la institucion, notdndose un desgaste en el componente.
Figura 15

Disposicion del Espacio donde se Desarrollé la Experimentacion
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Nota. Elaboracion propia.

Como mecanismos de recoleccion de datos se usaron registros de audio capturados con
teléfonos inteligentes y registros de video por medio de una camara especializada para este tipo
de propositos. Esto permiti6 hacer una reproduccion textual mas precisa y contextualizada de
las interacciones durante la implementacion. Adicionalmente se acompafaron estos registros
con uno fisico, donde los estudiantes plasmaban sus razonamientos y respuestas a las tareas
planteadas. Asi, se pudieron capturar algunos insumos que iban mas alla de las ideas que se
generaban en la discusion con los estudiantes y que surgieron de su propia interaccion con las
tareas y sus maneras particulares de razonar sobre el contenido.

Inicialmente se introdujo a los estudiantes sobre las motivaciones que llevaban al
ejercicio de implementacion, se mencion6 el contenido matematico a tratar y se establecié una

dinamica para las sesiones. En esta, para cada tarea hubo una introduccion en la que se
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explicaba el proposito de la tarea y la manera en que se esperaba que usaran los applets. Asi, los
estudiantes se dividieron en grupos de 3, con el fin de favorecer la interaccion entre pares, y se
enfrentaron a las preguntas que accionaban la reflexion sobre el contenido, registrando sus
respuestas en un medio fisico. Durante el proceso de respuesta a las preguntas, los estudiantes
debian discutir entre ellos a la vez que mediaban sus razonamientos con el Profesor en
Formacion Inicial (PFI), tal como fue factible logisticamente.

Durante el desarrollo del experimento se produjeron unos percances que no se previeron
durante la fase de preparacion del experimento y que generaron la necesidad de tomar algunas
decisiones ad hoc:

e Aunque la implementacién empez6 segin lo planteado en la propuesta
programatica, durante la primera sesién apenas se lograron abarcar las tareas del
Nivel Situacional. Asi, se hizo un cambio en la dindmica, en el que se
seleccionaron solo algunas preguntas de las tareas para que los estudiantes se
enfrentaran a ellas por si mismos y el resto se discutian con el grueso del grupo. A
pesar de esto, la fase de experimentacion se extendid 2 sesiones para desarrollar
la THA en su totalidad.

e Al evidenciar una falta de comprension de la representacién utilizada para
visualizar el deslizamiento rectilineo y la traslacién asociada, al inicio de la 3ra
sesion se desarrollo una actividad grupal adicional a las tareas propuestas en la
THA. En esta, se utilizé un nuevo applet para explicar la forma prevista de
interpretar la representacion. Asi, se procurd relacionar una figura y su traslacion
a partir de un tercera que fungia como figura auxiliar para representar la figura
inicial durante el deslizamiento, mostrando unos rastros en sus vértices y una
recta sobre la que se deslizaba que representaba la trayectoria, como se ilustra en
la figura 16.

Figura 16
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Applet para la Explicacién de la Representacion de un Deslizamiento Rectilineo

Asociado a una Traslacion

Nota. Elaboracion propia.

Durante el desarrollo de las tareas correspondientes al nivel general se previo, a
razon de la inexperiencia percibida en los estudiantes sobre tratamientos
geométricos, que se les dificultaria configurar las caracteristicas de inclinacion,
longitud y sentido en el vector de traslacion. En consecuencia, esta actividad no
se dejo a los estudiantes, sino que se realizé una construccién en el AGD de un
vector con unas caracteristicas propuestas por estos en un ejercicio grupal.
Posteriormente, se uso dicho vector para trasladar una figura.

Al ser investigadores inexperimentados, hubo algunos percances con la grabaciéon
de los registros de audio, provocando la pérdida o incomprension de
interacciones valiosas. Para solventar esto, se cit6 a algunos estudiantes para
retomar estas intervenciones y asi nutrir los registros. Este proceso se hizo de

manera incisiva, sobre unas tareas y estudiantes concretos.
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Haciendo las anteriores salvedades, la propuesta de THA de Cumbal se desarroll6 segin
lo esperado. Los elementos destacados respecto al aprendizaje de la traslacion se sefialan en el
siguiente apartado.

Fase 3: Analisis Retrospectivo

Este proceso se dividi6 en tres momentos: en el primero se hizo una coordinacién,
organizacion y codificacion libre de los registros de video, audio y fisicos; luego se plantearon
unas categorias que se relacionan con los modelos de progresion planteados en la THA de
Cumbal (2020) en cada tarea y se les asociaron unos c6digos emergentes concretos para la
identificacion de patrones sobre dichos modelos; y por altimo se utilizaron los anteriores
recursos para hacer un andlisis descriptivo de lo sucedido en la experimentacion a la luz de la
teoria y los objetivos de investigacion.

Transcripcion, Segmentacion y Codificacion Abierta del Cuerpo de Datos. El
procesamiento de los datos empezo6 por la transcripcion de los registros de audio y una
reduccion de estos con el fin de sustraer interacciones que no tuvieran relaciéon con el foco de
interés de esta investigacion4. Estos datos fueron dosificados por los registros de video,
aportando anotaciones sobre interacciones que solo se podian percibir visualmente, como los
gestos fisicos usados por los estudiantes para describir elementos o propiedades geométricas.
Asi, los datos se dividieron en apartados relacionados a cada tarea, a las cuales se les sumoé la
transcripcion de los registros fisicos correspondientes.

Los insumos resultantes de lo anterior fueron segmentados en grupos de interacciones
que daban cuenta de: el intercambio entre los estudiantes y el PFI sobre una pregunta; la

socializacion grupal de una conclusion; o un grupo de interacciones sobre algin topico de

14 Estas eran interacciones sobre las dinamicas del aula que no tenian relacién alguna con contenido o la
THA.
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interés para la investigacion's. Esta segmentacion fue caracterizada teniendo en cuenta lo
siguiente:

e Los estudiantes se referenciaron con la letra “E” y se diferenciaron unos de otros
a partir de una enumeracioén seguin su orden de ocurrencia durante la
intervencion. Por otro lado, el profesor en formacion inicial se referencié como
“PFI”. Para efectos de economia del lenguaje, se us6 una enumeracion local para
las ilustraciones que se presentan en este informe.

e Se utiliz6 una enumeracion para cada interaccidon que, de nuevo por economia del
lenguaje, se supedito6 a cada tarea. Asi, para cada conjunto interacciones de una
tarea se reiniciaba la enumeracion.

e (Cada segmento de aprendizaje se referenci6 segin la tarea y una enumeracion
asociada a la ocurrencia del segmento en dicha tarea.

Hecha la segmentacion se procedio6 a hacer una descripcion preliminar de las
interacciones del cuerpo de datos con el fin de tomar una decision sobre la codificacion de estos.
Asi, y dada la complejidad de manipular una cantidad tan abundante de datos, se identificaron
elementos como acciones, conceptos, propiedades o relaciones, a partir de los cuales se
generaron una serie de etiquetas que los representan. Este proceso dio como resultado una
matriz con més de 70 etiquetas de las cuales se muestran las mas destacadas en la tabla 2.
Tabla 2

Etiquetas Destacadas en la Codificacion Libre de las Interacciones

Acciones Conceptos Propiedades y Relaciones
Etiqueta Significado Etiqueta Significado Etiqueta Significado
DTR Determina IN Inclinacién CF Conservacion de la forma
I Identifica o Orientaci6n CT Conservacioén del tamafio

Conservacion de la

C Comprueba T Tamafio CO . >
orientacion

15 Por ejemplo, la incomprension de los estudiantes sobre la representacion usada para los deslizamientos
relacionados a una traslacion.
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R Reconoce TS Traslaci6n CG Congruencia

RL Relaciona TY Trayectoria DP Dependencia

Nota. Elaboracion propia.

Las etiquetas se configuraron en codigos emergentes con el fin de describir las
interacciones en funcion de los intereses de la investigacion, lo que corresponde a una
codificacion libre, como caracterizaron Bonilla y Lopez (2016). Sobre esto es importante senalar
que una etiqueta podia relacionar a otras dos. Por ejemplo, la etiqueta “DP” (Dependencia) hacia
referencia a la dependencia de dos elementos como, por ejemplo, “TYLR” (Trayectoria en Linea
Recta) y “CO” (Conservacion de la orientacion), por lo que el c6digo emergente DP(TYLR, CO)
describia la dependencia de la conservacién de la orientacion por la trayectoria en linea recta del
deslizamiento. La etiqueta “N.” se configuraba con otra etiqueta para describir lo opuesto a su
significado por lo que, si “CF” referenciaba la conservacién de la forma, “N.CF” describia la no
conservacion de la forma. Teniendo en cuenta lo anterior, en la tabla 4 se presentan los c6digos
emergentes destacados que se generaron en este proceso.

El proceso anterior permitio la codificaciéon de alrededor de 1500 interacciones, que se
tabularon y organizaron como se ilustra en la tabla 3. Es importante sefialar que, por los
propositos de esta investigacion y su marco teorico, no se hace una codificacion de las
interacciones del PFI, dado que un anélisis de estas corresponderia a intereses investigativos de
otra dimension y envergadura.

Tabla 3

Codificacion del Segmento de Aprendizaje 2A-4

Linea Interaccién Cod-Traslacién Cod-AGD

PFI: A ver ustedes — observa las respuestas en el registro fisico —

52 ¢Por qué estas no?
E 1: (t) es que esas no tienen el mismo tamano, pero si son la C-N.CT-SP _ )
53 misma figura (incomprensible) eranla1,la2ylagylas. C-CT-SP VR-APP-ARR

PFI: ¢{La pregunta dice que tienen conservar qué? La misma
54 forma y el mismo tamafo. ¢Cierto? ¢Entonces ahi qué pasa?
Solamente conserva uno, ¢Y entonces?
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55  E1yenel2también. ooy VR-APP-ARR
56 PFI: Tienen que ser los dos
57 E 1: entonces no mas por (incomprensible) la1,la2yla 5 g:g?:gg VR-APP-ARR
58 E 2: 2 y usted en la tercera (incomprensible) en la 5 g:g?:gg VR-APP-ARR
o Bzl nlaqstndiando gueles dujos 4 CNGES o
Descripcion de los codigos del Segmento
C- N.CT-SP Comprobacion de la no conservacion del tamafo por superposicion
C-CT-SP Comprobacion de la conservacion del tamafio por superposicion
C-CF-SP Comprobacion de la conservacion de la forma por superposicion
C- N.CF-SP Comprobacion de la no conservacién de la forma por superposicién.

Nota. Elaboracion propia.

Conformacion de las Categorias de Analisis. Con el horizonte metodologico
planteado por Bakker y Van Eerde (2015), la categorizacion deductiva permitié dar cuenta de lo
sucedido con los PAH de la THA. Asi, se establecieron una serie de categorias relacionadas a los
modelos de progresion de cada tarea. Esto consistioé en tomar una categoria y determinar qué
codigos emergentes daban cuenta de esta, ya sea que describieran un resultado favorable o
desfavorable. Luego, se examind con detalle la ocurrencia de estos c6digos emergentes en el
cuerpo de datos de esa tarea para determinar patrones que sustentaran afirmaciones sobre la
progresion del aprendizaje de los estudiantes. Las tablas que se presentan como ilustraciones,
corresponden a secuencias representativas de dichas afirmaciones. La tabla 4 ilustra las
categorias producto de este proceso, asi como los codigos emergentes destacados que se les
asociaron.

Tabla 4

Categorias por Nivel y sus Codigos Emergentes Destacados

Tarea

Asociada Categoria Codigo Emergente Descripcion

Nivel Situacional
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Identifica la conservacion de la forma por

Identificacién de la -CE-IV intuicién visual.
conservacion del tamafio, dentifical ion del -
1A forma, inclinacion y I-CO-1IV Identi 1ca ‘a 00{1 servacion del tamano por
orientacion de figuras mntuicion visual.
trasladadas LTYLR-IV Identifica la trayectoria rectilinea por intuicién
visual.
I-N.CT-IV Identifica la no conservacién del tamafio por
Identificacion del cambio de ) intuicién visual.
1B tar'nano,‘f’orma, inclinacion y LN.CO-IV Identifica la no conservacion de la orientacion
?rle{ltgc(lion de figuras no ) por intuicién visual.
rasladadas
CMP(TYLR, N.TYLR) Compara una trayectoria rectilinea y otra que no.
Nivel Referencial
Comprueba la conservacion del tamafio por
Comprobacion de la y C-CT-SP superposicion.
2A  conservacion del tamafio y la »
forma C-CF-SP Comprueba la conservacion de la forma por
superposicion.
Sﬁiﬁ?ﬁ?gﬁzr}f itud entre Relaciona la equidistancia entre vértices
2B los vértices corresp §n dientes RL(EQVC, L) correspondientes de la figura y su traslacion con
de la figura inicial y final la longitud.
oC Comprobacion de la C-CO-SP Comprueba la conservacion de la orientacién por
conservacion de la orientacion superposicion.
oD Comprobacion de la C-CI-SP Comprueba la conservacion de la inclinacion por
conservacion de la inclinaciéon superposicion.
Nivel General
3A gglll;Is)rf?gbL?:;s)riln(il;;lo }rll%lgflnma C-CG-SP Comprueba la congruencia por superposicion.
Determinacién de Ia longitud DTR-L-DL Determina la longitud del deslizamiento.
3B .
del vector de traslacién C-L-DL Comprueba la longitud del deslizamiento.
Reconocimiento del sentido D-DIR-GF Describe la direccion a partir de un gesto fisico.
3C .,
del vector de traslacién I-DIR-DL Identifica la direccién del desplazamiento.
D-IN-GF-INA Describe la inclinacion con el gesto fisico de
3D Configuracién del vector de inclinar el antebrazo.
traslacion D-S-GF-DAPA Describe el sentido a partir del gesto fisico “De
aca para alla”.
Relaciona longitud, sentido e inclinacion con el
Reconocimiento del vector de RL(L, S, IN, VTS) vector de traslacién.
3E traslaciéon como parametro de . ) ) )
la traslacién I-DP(VTS, FF) Identifica la dependencia de la figura final por el
’ vector de traslacion.
Construccién de la figura UT-CD-CTR-VA Utiliza la cuadricula para construir el vector
3F trasladada dado un vector de auxiliar.
traslacion CTR-FF Construye la figura final.
Nivel Formal
4A H(DL, TS) Homologa deslizamiento con traslacion.
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Prueba de igualdad entre
distancias de puntos
correspondientes por

Reconoce la equidistancia entre los vértices
R-EQVC-CC-TS correspondientes de la figura y su traslacion para
conceptualizar la traslacion.

paralelogramo
Reconocimiento de la R-TS Reconoce la traslacion.
traslacion en una
4B configuraciéon geométrica de Argumenta la traslacién por la conservacion de
L ARG-TS-CT-CF-CO = . .
diseflo tamafio, forma y orientacién.

Nota. Elaboracion propia.

Por otro lado, la categorizacion inductiva del cuerpo de datos codificado libremente
permitié conformar unas categorias de anélisis relacionadas al uso del AGD para el aprendizaje
de la traslacion. Estas se relacionaban a una accién sobre los applets y posibilitaron la
identificacion de los usos del AGD que favorecian la comprension de los estudiantes sobre una
propiedad o concepto del contenido.

De lo anterior, es importante senalar que la bisqueda de patrones tuvo en cuenta la
ocurrencia de un cédigo emergente, pero también el proceso de mediacion con el PFI. Este
ultimo tuvo prelacion sobre la primera, pues era previsible que las interacciones partieran de
una incomprension de los estudiantes que se solventaria a partir del intercambio con el PFI para
alcanzar una conclusion o inferencia esperada.

Como cada modelo de progresion correspondia a una tarea, a su vez lo hacia con un
PAH, como consecuencia de la estructura misma de la THA. Asi, el proceso anterior permitio
hacer una descripcion de los Procesos de Aprendizaje Real que se contrastaron con los
hipotéticos, como sugieren Bakker y Van Eerde (2015) y se ilustra en la tabla 5. El conjunto de
los Procesos de Aprendizaje Real conformo6 por si mismo la Trayectoria de Aprendizaje Real.
Tabla 5

Comparaciéon del PAH y el Proceso de Aprendizaje Real de la Tarea 2A

Proceso de Aprendizaje Hipotético Proceso de Aprendizaje Real

El estudiante reconoce la conservacién del tamarfio y la Cuando el estudiante desliza la figura inicial para obtener
forma. Cuando la figura inicial se desliza para obtenerla la figura final, el estudiante compara el tamafio y la

figura final, el estudiante compara el tamafio de las forma de las figuras a través de la superposiciéon de todos
figuras, a través de la superposicion de todos los puntos  los puntos de la figura inicial en la figura final. A partir
de la figura inicial en la figura final. A partir de la de la comparacion se puede inferir que, si la figura inicial

comparacién se puede inferir que, si la figura inicial se se puede superponer sobre la figura final, las figuras
puede superponer sobre la figura final, sin modificar inicial y final tienen la misma forma y tamafo.
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ninguna de las dos figuras, se conserva el tamafio y la
forma de la figura inicial en la figura final.

Nota. Elaboracion propia.

Debido a que Cumbal (2020) estructurd los Niveles de la Heuristica de los Modelos
Emergentes de manera secuencial en la THA, el agrupamiento de observaciones de las tareas
correspondientes a un nivel permiti6 describir lo sucedido respecto a este. Con base en lo
anterior se caracterizaron los niveles de comprension sobre la traslacion de los estudiantes
intervenidos.

Descripcion de la Intervencion con Base en los Modelos de Progresion y los
Niveles de la Heuristica de los Modelos Emergentes. Aqui se reporta, propiamente, el
analisis descriptivo del cuerpo de datos codificado a la luz de la teoria y los objetivos de
investigacion. Asi, este apartado se divide en dos momentos de anélisis: sobre los modelos de
progresion de cada tarea; y sobre los Niveles de la Heuristica de los Modelos Emergentes. A su
vez, estos insumos sirvieron para identificar posibles limitaciones de la THA de Cumbal (2020)
para generar una propuesta concreta de redisefio.

Descripcion de los Modelos de Progresion de cada Tarea de la THA. En este
se describio lo sucedido con los estudiantes y la THA respecto a cada tarea, pues de estas
surgieron los modelos de progresion sobre los que se establecieron las categorias de anéalisis en
el anterior apartado. Esto permitié determinar los Procesos de Aprendizaje Real y, en
consecuencia, la Trayectoria de Aprendizaje Real de los estudiantes intervenidos.

En la Tarea 1A se proponia la identificacion de las caracteristicas visuales de
conservacion de tamafio, forma, orientacion e inclinacién en deslizamientos rectilineos
asociados a una traslacion, asi como el lugar geométrico de sus trayectorias. Para esto, se
esperaba que los estudiantes usaran la intuicion visual a partir del arrastre de un punto que
modificaba un vector y, como consecuencia, la posicion de la figura final.

Respecto a la conservacion del tamano, los estudiantes expresaron percepciones

divididas, donde alrededor de la mitad del grupo de estudiantes lograban intuir que las figuras
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inicial y final de la representacion tenian el mismo tamafio. En contraste, la otra mitad dudaba

sobre esta propiedad, afirmando que habia un cambio en el tamafio. En ambos casos, cuando se

les solicitaba argumentar sus intuiciones, establecian relaciones extrafias de dependencia como

se presenta en la tabla 6.

Tabla 6

Conservacion del Tamaiio por Instituciéon Visual

Cod-AGD Cod-Traslacion Tlustracién
PFI: (...) para cada pareja de figuras, vamos a comparar la figura inicial con
la figura final y vamos a responder las siguientes preguntas: La primera nos
dice que, si mantienen el tamafio, si la figura inicial mantiene el tamafio con
la figura final. ¢ Ustedes qué consideran importante?
VS-APP N.I-CT-IV E 1: Que no
PFI: {Qué no? ¢Por qué no?
VS-APP N.RL(FL, FF)  E 1: Porque una es inicial y la otra final
L > Thiviid . .
VS-APP L-CT-IV Plf‘I., c.I'JstedeSZ Dirigiéndose a otro grupo, en el cual el estudiante 2 asiente
- ¢éSi? ¢Por qué?
VS-APP-ARR RL(FI, FF) E 2: Porque salen de la misma figura
PFTI: Listo, Ustedes dos de alla, la primera, ¢Qué pusieron?
VS-APP I-CT-1V E 3: Que si
PFI: ¢Por qué?
RL(CT, CF) . . .
VS-APP H(CT, CF) E 3: Porque mantienen la misma forma.
(..
PFI: {Por qué creen que cambia el tamafio?
ARG-N.CT-IV . .
VS-APP-ARR RL(CT, TY) E 4: Por las trayectorias
ARG-N.CT-DL . .
VS-APP-ARR RL(N.CT, DL) E 5: Cuando se desplaza el se agranda, se vuelve més grande.
VS-APP-ARR ARG-N.CT-EX E 6: Cambian de tamafio porque cuando se desplazan... mire profe uno esta
RL(N.CT, CPO) arribay el otro esta abajo, uno al lado y al otro.
Descripcién de los Codigos Emergentes del Segmento
NI-CT-IV Omite la_ conservacion del tamafio ARG- N.CT-IV Argur~nenta l.a no conservacion del
por intuicién visual. tamatfio por intuicion visual.
N.RL(FL, FF) Omite la relacion entre figuras inicial RL(CT, TY) Relaciona la conservacion del tamafio
y final. y la trayectoria rectilinea.
-CT-IV Identifica la conservacion del tamafio ARG-N.CT-DL Argumenta la no conservacién del

por intuicién visual.

tamano por el desplazamiento.
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Relaciona la no conservacion del

RL(FI, FF) Relaciona las figuras inicial y final. RL(N.CT, DL) tamafio con el desplazamiento

Relaciona la conservacion del tamafio

RL(CT, CF) y la conservacion de la forma.

VS-APP Visualizacién en el applet.
Homologa la conservacion del

H(CT, CF) tamafo con la conservacién de la VS-APP-ARR
forma.

Visualizacién por arrastre en el
applet.

Nota. Segmento de Aprendizaje 1A-3: Lineas 16-25, 36-39. Elaboracion propia.

En contraste, la conservacion de la forma fue la caracteristica visual que les resulté mas
facil identificar de manera intuitiva. Esto se evidencia en los datos, donde 24 de 36 estudiantes
dieron cuenta de la propiedad. En general, estos consideraron como evidente la conservacion de
la forma, sin embargo, un grupo de 3 estudiantes argumentaron que no tenian la misma forma
porque cambiaban de tamafo, relacionando tamafio y forma de manera imprevista.

La conservacion de la inclinacion fue la caracteristica visual méas conflictiva para los
estudiantes. Solo 3 grupos expresaron identificar la conservacion de la inclinaciéon. En
particular, se evidencié que no tenian claridad sobre la nocién de inclinacién en una recta. Por
ejemplo, un estudiante atribuy6 la propiedad a la figura representada y no a la trayectoria
propiamente, como se observa en la tabla 7.

Tabla 7

Conservacion de la Inclinacién por Institucion Visual

Cod-AGD Cod-Traslacion Tlustracion

PFI: ¢En la 3 donde nos dicen que si mantienen la misma inclinacion,
cuando estamos hablando de inclinacion ustedes qué creen que es?

VS-APP-ARR RL(IN, DIR) E 1: Para arriba

PFI: {Lainclinacidn es para arriba? y en el caso de las figuras cuél creen que
es la inclinacion?

VS-APP I-EX E 2: El carro, el avidn, iel avion!
PFI: ¢Esta seria la inclinacién? ¢la linea seria la inclinacién?
VS-APP-ARR A-N.CI -EX E 3: El carro profe, es diferente porque uno estd mas inclinado que el otro.
PFI: &Y por qué uno estd més inclinado que el otro?

A-N.CI-DIR

VS-APP-ARR RL(IN, DIR)

E 4: Porque el otro va hacia arriba (incomprensible)

Descripcién de los Codigos Emergentes del Segmento
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Relaciona la inclinaci6on y la Argumenta la no conservacién de la

RL(IN, DIR) . . A- N.CI-DIR Lo . .
direcci6n. inclinacion por la direccién.
I-EX Identificaci6n extrafia VS-APP Visualizaci6n en el applet.
A-N.CI -EX Argumenta la no conservacion de la VS-APP-ARR Visualizacién por arrastre en el

inclinacién de manera extrafia. applet.

Nota. Segmento de Aprendizaje 1A-4: Lineas 55-62. Elaboracion propia.

El lugar geométrico que describe la trayectoria de las figuras representadas en el
deslizamiento relacionado a una traslacion es el de una recta. Este parametro fue identificado
por 24 de 36 estudiantes, por lo que se puede afirmar que les result6 intuitivo reconocer la
trayectoria rectilinea de las representaciones. Sin embargo, algunas interacciones llaman la
atencion sobre la dificultad de algunos estudiantes para identificar una recta cuando tiene una
inclinaci6n particular: algunos concebian la recta solo cuando esta era horizontal y no, por
ejemplo, cuando era diagonal, como se evidencia en la tabla 8. Esto se saldé conceptualmente a
partir de la mediacién del PFI.

Tabla 8

Identificacion del Lugar Geométrico de la Trayectoria

Cod-AGD Cod-Traslacién Tlustracién

PFI: La cuarta pregunta nos dice: la trayectoria que sigue la figura inicial.
¢Cierto? A la figura final, ¢Es en linea recta? Entonces miremos la primera,
miremos el primer dibujo del avion. {La trayectoria es en linea recta de la
figura inicial a la figura final?

VS-APP-ARR N.I-TYLR-IV  E 1: No, no va en linea recta

PFI: No, ¢Por qué no es una linea recta?
VS-APP-ARR DF(LR, IN) E 2: Profe no, no van derecho, no profe, porque van en vertical
VS-APP-ARR D-LR-GF-INA E 3: Si es una linea recta profe porque va asi...

PFI: ¢Y si yo acomodara este en funcion de este? Es decir ¢Asi?

VS-APP-ARR I-DLR-IV E 2: Ese va derecho

Descripcién de los Codigos Emergentes del Segmento

Omite la trayectoria en linea recta Identifica el desplazamiento en linea

N.I-TYLR-IV RS I-DLR-IV e O
por intuicién visual. recta por intuicion visual
DF(LR, IN) Diferencia los conceptos de linea VS-APP-ARR
recta e inclinacion.
D-LR-GF-INA Describe la linea recta a partir del

gesto fisico inclinacion del antebrazo
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Nota. Segmento de Aprendizaje 1A-6: Lineas 71-77. Elaboracion propia.

El PAH de la tarea 1A considera la conservacion de la orientacion como una de las
caracteristicas visuales que se pretendia que infirieran los estudiantes. Sin embargo, ninguna
pregunta de la tarea llevaba a los estudiantes a reconocer dicha propiedad.

El estudio de las anteriores caracteristicas visuales pretendia que el estudiante pudiera
concluir que las figuras inicial y final eran congruentes respecto al centroide. Sin embargo, los
datos reportaron que solo 9 estudiantes lograron reconocer esta relacion entre las figuras. De
esto, hay que senalar que algunos grupos que habian identificado la conservacion de la forma en
la primera pregunta, por ejemplo, cuando se les preguntaba por la congruencia, afirmaban que
las figuras no eran iguales porque no tenian la misma forma, como se muestra en la tabla 9.
Tabla 9

Incoherencia Respecto a la Congruencia, la Conservacion del Tamario y la Forma

Preguntas Grupo 2 Grupo 7
; . . ~ No Si
9
¢Mantienen el mismo tamafio? (N.I-CT-IV) (I-CT-IV)
¢Mantienen la misma forma? Si Si
’ (I-CF-1V) (I-CF-1V)
¢Podrias afirmar que las dos figuras No, por el tamafio y la forma No, el cohete no es igual
son iguales? ¢Por qué? (ARG- N.CG-~CT-~CF) (ARG- N.CG-DF(FI, FF))

Descripcion de los codigos del Segmento

N.I-CT-IV Omite la identificaci6n de la conservacion del tamafo por intuicion visual.

I-CF-IV Identifica la conservacion de la forma por intuicion visual.

Argumenta la no congruencia por la no conservacion del tamafio o no

ARG- N.CG- N.CT- N.CF o
conservacion de la forma.

I-CT-1V Identifica la conservacion del tamafo por intuicién visual.

ARG- N.CG-DF(FI, FF) Argumenta la no congruencia por diferencia entre las figuras inicial y final.

Nota. Registro fisico 1A: Grupos 2y 7. Elaboracion propia.
En la Tarea 1B los estudiantes debian observar deslizamientos con trayectorias no
rectilineas en las que no se verificaban las caracteristicas visuales de conservacién de tamafio,

forma, orientacion e inclinacién, asi como la trayectoria descrita por los objetos deslizados
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mediante una animacion en el AGD. Los datos reportaron que los estudiantes lograron

reconocer la trayectoria circular acertadamente en la tarea 1B. De manera analoga, lograron

identificar el cambio en el tamafio del dibujo 3, pero solo algunos pudieron describir el cambio

de orientacion del dibujo 4. A nivel general, se puede afirmar que los estudiantes contrastaron

estas caracteristicas visuales de manera acertada, como se presenta en la tabla 10.

Tabla 10

Comparacion Entre Trayectorias Rectilineas y no Rectilineas en Registros Fisicos

Preguntas

Grupo 1

Grupo 5

Grupo 9

¢Como es el movimiento
del cuadrado verde en el
dibujo 1?

¢En qué se parece el
movimiento del dibujo 1 al
movimiento del dibujo 2?

Compara la figura inicial y
final del dibujo 4 ¢En qué
se diferencian?

En forma circular
(D-N.TYLR)

Que son en forma circular
(D-CMP(TYLR, N.TYLR))

Cambio de lugar y mira
hacia el otro lado
(D-CPO- N.CO)

Circular hacia la derecha
(D-N.TYLR)

Los dos giran a la misma
parte
(D-CMP(TYLR, N.TYLR))

En el Gltimo aparece un
punto
(D-EX)

Da vueltas y se va pasando
de cuadro a cuadro
(D- N.TYLR)

Que da vueltas y se va
pasando de lugar a lugar
(D-CMP(TYLR, N.TYLR))

Que la figura inicial esta en
la izquierda y aparece otra
en la izquierda, pero al
revés

(D-N.CO)

Descripcién de los codigos del Segmento

D-~TYLR

D-CMP(TYLR,
N.TYLR)

D-CPO-N.CO
D-EX

D-~CO

Descripcion extrana.

Descripcién de una trayectoria no rectilinea.

Descripcion de la no conservacion de la orientacion.

Descripcién de la comparacién entre una trayectoria rectilinea y otra que no.

Descripcién del cambio de posicién y no conservacion de la orientacion.

Nota. Registro fisico 1B: Grupos 1, 5y 9. Elaboracion propia.

Otro proposito importante en este nivel era que los estudiantes lograran contrastar las

caracteristicas visuales de los deslizamientos de la tarea 1A con los de la 1B. Inicialmente varios

grupos no lograron concretar las diferencias entre estos tipos de deslizamiento y aludian a

observaciones como que los objetos representados eran distintos entre dibujos. Sin embargo, la

mediacion del PFI llevo a los estudiantes a fijarse en dichas caracteristicas, por lo que
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identificaron algunas de las diferencias entre los deslizamientos de la tarea 1A y 1B, aunque con
un lenguaje impreciso, como se observa en la tabla 11.
Tabla 11

Comparaciéon Entre Trayectorias Rectilineas y no Rectilineas en Registros de Audio

Cod-AGD Cod-Traslaciéon Tlustraciéon
PFI: (...) Todos observaron la tarea 1B, ¢Qué diferencia o qué consideran
ustedes importante en comparacion con la tarea 1A? En las figuras, en la
inclinacién en las formas...
D-CMP(TYLR, . . . . .
VS-APP-AN N.TYLR) E 1: En la 1A que ellos siguen una misma trayectoria, en la 1B cambia el
I- N.CT-IV trayecto y se agrandan.
VS-APP-ARR I-TYLR E 2: Profe, que van en linea recta, pero se separan.
PFI: ¢Ustedes qué consideraron de diferencia?
RL(TY, DL)
VS-APP-ARR D-CMP(TYLR, E 1: Diferente porque la tarea 1A los objetos suben (incomprensible) y en la
VS-APP-AN N.TYLR) 1B dan vuelta o crecen.
I- N.CT-IV
PFI: Muy bien. Ustedes alla, ¢Encontraron alguna diferencia?
I-TYLR
\géﬁppl;ﬁ D-CMP(TYLR, E 1: Que las de antes siempre iban recto y ac4 en circulo.
N.TYLR)
Descripcion de los Codigos Emergentes del Segmento
Descripcion de la comparacion entre . .
D %MTI;{(EE)L R, una trayectoria rectilinea y otra que RL(TY, DL) g:;ﬁgf;?;;?gecmna con
) no. ’
- N.CT-IV Identlflca la'no conservacion del VS-APP-ARR Visualizacién por arrastre en el
tamano por intuicion visual. applet.
I-TYLR Identifica la trayectoria rectilinea. VS-APP-AN Visualizacién de animaci6n en el

applet.

Nota. Segmento de Aprendizaje 1B-5: Lineas 10-16. Elaboracién propia.

El PAH de la tarea 1B y su modelo de progresion llaman a considerar los cambios en la
forma entre las figuras inicial y final. Sin embargo, las representaciones del applet no ilustraban
deslizamientos donde se estos se produjeran. Ademas, no se evidenci6 que hicieran referencia a
lo que sucede con la inclinacion en un mismo dibujo. Por tultimo, aunque hubo indicios
documentados sobre el reconocimiento de algunas caracteristicas visuales, no se registraron

interacciones de los estudiantes donde se pudiera constatar una conciencia de que las
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caracteristicas visuales de la tarea 1A, al ser contrastadas con la tarea 1B, eran consecuencia de
que el deslizamiento estuviera asociado a una traslacion.

En la Tarea 2A los estudiantes debian comprobar las propiedades de conservacion de
tamafo y forma a partir del arrastre de la figura inicial para superponerla sobre la final. La
coincidencia de sus vértices debia permitirles inferir que ambas figuras eran idénticas en forma
y tamano.

Se evidencio6 que 18 estudiantes lograron identificar todos los deslizamientos donde las
figuras inicial y final tenian igual forma y tamafio, como se ilustra en la tabla 12; y 6
identificaron solo algunos de los deslizamientos donde se cumplia la propiedad. De las
interacciones se puede destacar que los estudiantes no conocian el término “superponer”, donde
la aclaracién del PFI sobre esta accién impuls6 un rapido reconocimiento de la propiedad.
Tabla 12

Conservacion del Tamainio y Forma por Superposicion

Cod-AGD Cod-Traslacién Tlustracién

PFI: Bueno, la primera... La 1,la 2 y la 5 - refiriéndose a la respuesta de los
estudiantes 1, 2 - ¢Por qué escogieron estas? ahi le estan diciendo que
ustedes tienen que explicar por qué escogieron estas.

(...)
PFI: ¢Qué dice la pregunta? - continua con el grupo -

ARG-CT-CF-SP E 2: No (incomprensible) yo le digo... Lo escogimos porque... Son las inicas
VR-APP-ARR figuras que coinciden el mismo (incomprensible) Si porque unas son maés,

UT-APP-DI C-CT-CF-SP digamos por ejemplo la... Por ejemplo esta - sefiala un dibujo de la pantalla -
C-~CT- N.CF-SP . : . Se .
O sea, no... No tienen ni el mismo tamafio, ni la misma figura.
PFI: La misma forma - corrige -
VR-APP-ARR Alé%%%}?gs P E 2: La misma forma y esta tampoco - sefiala otro dibujo de la pantalla - y las
UT-APP-DI C-~CT- N.CF-SP Unicas que si coincidian con la misma forma eranla1,la2ylas

PFI: Exacto

Descripcién de los Codigos Emergentes del Segmento

Argumenta la conservacion del
ARG-CT-CF-SP  tamafio y la conservacion de laforma  VR-APP-ARR
por superposicion.

Visualizacién por arrastre en el
applet.

Comprueba la conservacion del
C-CT-CF-SP  tamafio y la conservacion de la forma UT-APP-DI
por superposicion.

Utiliza el applet para desarrollar una
idea.
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Comprueba la no conservacion del
C-~CT- N.CF-SP tamafio y la no conservacion de la
forma por superposicién.

Nota. Segmento de Aprendizaje 2A-7: Lineas 94, 97-101. Elaboracién propia.

En la Tarea 2B los estudiantes debian comprobar que entre todos los pares de vértices
correspondientes de una figura y su traslacion la distancia era la misma. Se buscaba que esta se
infiriera a partir de la eleccion de un segmento particular, con una inclinacién y longitud fijas,
que conectara todos los vértices correspondientes. La seleccion de este no presento dificultad
para los estudiantes y al preguntarles sobre lo que los habia llevado a su eleccion, afirmaban que
fue el de la longitud, usando términos como “distancia” o “tamano”, como se muestra en la tabla
13.

Tabla 13
Equidistancia entre los Pares de Vértices Correspondientes de una Figura y su Traslacién en

Registros Fisicos

Pregunta Grupo 1 Grupo 3 Grupo 8 Grupo 9

¢Qué tuviste en

Seleccione la méas
cuenta al momento

. Porque una es mas Por la distancia de - larga porque es la
(sje? slfllee;:tc éonl?élil larga que las otras los puntos %\gfis%do el largo coincide con todos
comresponde a cada  (ARG-RL(EQVC,1))  (ARG-RL(EQVC, L) los puntos
(ARG-RL(EQVC, L))

deslizamiento?

Descripcion de los codigos del Segmento

Argumenta la relacion entra la equidistancia entre vértices correspondientes con la

ARG-RL(EQVC, L) Jongitud.

D-PR Describe un proceso.

Nota. Registro fisico 2B: Grupos 1, 3, 8 y 9. Elaboracion propia.

Es importante sefialar que la tarea donde se buscaba inferir la propiedad anterior no
proponia preguntas que accionaran la reflexion del estudiante sobre esta, sino que se limitaban
a buscar que el estudiante encontrara el segmento apropiado. Hay que senalar que el PFI se
conformo con esto y no profundizo sobre estas respuestas para establecer las relaciones
planteadas en el PAH, como se ilustra en la tabla 14.

Tabla 14
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Equidistancia entre los pares de Vértices Correspondientes de una Figura y su Traslacion en

Registros de Audio

Cod-AGD

Cod-Traslacién

Tlustracién

PFI: Entonces, la idea, con lo que queremos que se queden, es que cuando
usted desliza una figura ¢No? Usted desliza este cuaderno - utiliza un objeto
concreto - ¢Cierto? Lo desliza en linea recta, tatatata - mueve el cuaderno -
usted puede crear una recta, una linea que va a hacer que coincidan todos los
puntos de la parte inicial con la final. {Vieron que eso se podia hacer?
¢Cierto? Ustedes elegian una y pasaba eso, habia una recta que unia este con
este mismo punto de aca - sefialando los "puntos" del cuaderno - y asi
sucesivamente. De hecho, habia varias que eran parecidas ¢No? Tenian como
la misma direccién, pero éQué es lo que hacia que una funcionara?

(..)

PFI: Es decir, ¢lo que importaba qué era?

ARG-EX E 1: profe, que... Fuera la correcta

PFI: Pero ¢Qué hacia que fuera la correcta? ¢Qué cosa que se puede medir? -
da una pista -

VR-APP-ARR R-LR E 1: lalinea

VR-APP-ARR C-RL(EQVC, L) E2: pr(?fe... (1ncompre/ns1ble) los puntos. Profe, que de los puntos depende la
distancia de, o sea, la linea.
PFI: Van por ahi, es la longitud - da la respuesta - (No?

RF E 2: Aja
PFI: Lo que mida, la distancia, la longitud de la linea va a determinar qué
tanto se mueve.
Descripcién de los Codigos Emergentes del Segmento
ARG-EX Argumenta de manera extrafia. RF Reafirma.
R-LR Reconoce la linea recta. VR-APP-ARR Visualizacién por arrastre en el

C-RL(EQVC, L)

applet.

Comprueba la relacion entra la
equidistancia entre vértices
correspondientes con la longitud.

Nota. Segmento de Aprendizaje 2B-7: Lineas 72, 76-83. Elaboracion propia.

En la Tarea 2C, se desarrollaba la propiedad de la conservacion de la orientacion

respecto al centroide. Los estudiantes debian comprobar esta caracteristica a partir del proceso

de superposicion descrito en la tarea 2A. Sobre esto, es pertinente senalar que los estudiantes no

tenian claridad sobre el concepto de orientacion e incluso la analogia “la figura mira hacia...” les

era confusa. La mediacion del PFI les permiti6 asociar las figuras con objetos concretos, como

un avion, la vela de un barco o una flecha. Asi, los estudiantes percibian con mayor claridad si
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las figuras cambiaban de orientaciéon mediante la analogia propuesta, como se muestra en la

tabla 15.

Tabla 15

Conservacion de la Orientacion por Superposicion

Cod-AGD Cod-Traslaciéon Tlustraciéon
PFI: (...) Hacia donde... ¢Esto qué es? ¢A qué se parece? ¢A qué le ven forma?
- No obtiene respuesta -
PFI: Un momento que estoy con ellas. ¢Ah? ¢a nada? - retomando el dialogo
con las estudiantes 1y 2 - a una flecha, a un avién.
VS-APP R-A-CP E 1: Ahsi.
VS-APP R-A-CP E 2: Si, a una flecha - al unisono con la estudiante 1 -
PFI: Ah ok, a la vela de un barco... A cualquier cosa. ¢Cual eligen? ¢Cual
figura? ¢Una flecha? ¢Quieren una flecha? Bueno, digamos que esto es una
flecha. ¢Hacia donde est4 mirando la flecha?
VS-APP o . e
UT-APP-DI I-O-FI-IV E 2: ac4 (incomprensible) - indica sefialando -
PFI: En la figura inicial, ¢No?
RF E 2: ujum
PFI: Y después del movimiento ella termina aca ¢Cierto? Y hacia donde esta
mirando.
Estudiante 1: hacia...
VS-APP . . . -
UT-APP-DI I-O-FF-IV E 2: hacia all4 - senalando -
PFI: Hacia el mismo lado ¢No?
VS-APP . . L
UT-APP-DI I-CO-IV E 2: Si, los dos miran para alla — sehalando -
PFI: Parece que esta mirando hacia el mismo lado. Ehhh, entonces lo que le
estan preguntando es ¢En cuiles de esos movimientos la figura pasa eso? al
inicio y al final miran hacia exactamente el mismo lado.
Descripcién de los Codigos Emergentes del Segmento
R-A-CP Reconoce la' :jlnalogla de concretar la -CO-IV Idfentlflc'a, la conservacion q.e la
representacion. orientacién por intuicion visual.
I-O-FI-1IV 'Id'e I.mﬁca l.a orientacion dela figura VS-APP Visualizaci6n en el applet.
inicial por intuicion visual.
RF Reafirma. UT-APP-DI }(Jitelilza el applet para desarrollar una
1-O-FF-IV Identifica la orientacién de la figura

final por intuicién visual.

Nota. Segmento de Aprendizaje 2C-4: Lineas 74, 81-92. Elaboracion propia.
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En la Tarea 2D, de manera similar a la anterior, los estudiantes debian comprobar la
conservacion de la inclinacion por superposicion, con la diferencia de que aqui el applet
permitia arrastrar la recta que representaba la trayectoria, con el fin de establecer que, para
algunos dibujos, las figuras inicial y final no compartian una misma trayectoria rectilinea. Los
datos evidenciaron que 15 estudiantes lograron identificar los dibujos de la tarea 2D donde las
figuras inicial y final estaban sobre la misma recta; 12 estudiantes reconocieron la propiedad en
el dibujo 1, pero también consideraron que el dibujo 2 satisfacia la propiedad de manera
desacertada.

El método de superposiciéon para comprobar la congruencia pareci6 no generarles
problemas en este punto, ya que la mayoria de los grupos reportaron que en los dibujos 1y 3 de
la tarea 2D, que eran los deslizamientos donde se conservaba la inclinacion, las figuras inicial y
final eran congruentes con comun orientacion respecto al centroide por superposiciéon. Sin
embargo, no explicitaron una relaciéon de dependencia entre la condicion de “deslizamiento en
linea recta” con el consecuente “conservacion de la inclinacién”, tan solo evidencian una
intuicion de su relacién con la trayectoria. La tabla 16 ilustra lo anterior.

Tabla 16

Conservacioén de la Inclinacién por Superposicion

Cod-AGD Cod-Traslacion Tlustracion

PFI: Listo, ahi, ¢Coinciden los vértices?
VR-APP-ARR C-CG-SP E1: Si

PFI: ¢O sea que las figuras como son? Uno qué podria decir de la que estaba
acay de la que estaba aca.

C-CG-SP L .
VR-APP-ARR ARG-CG-SP E 1: coinciden, son las mismas
PFI: Son las mismas, éno?
ARG-EX E 1: los mismos angulos
PFI: Ahora, si es posible hacer eso, ustedes dirian que los vértices... Si los
vértices coinciden, ¢Se encuentra sobre la misma linea recta?
VR-APP-ARR I-RP-TY Eo:Si
VS-APP R-DP(TYLR, CG) ’

ARG-CG-TYLR E 1: Si coinciden porque siguen su misma... Rotacion se le puede decir?
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PFI: {Como asi? ¢Qué quieres decir?
VS-APP-ARR EV-R-TYLR E 1: Siguen su mismo camino pues.
PFI: Van por el mismo... Siguen como el mismo patron...
RF E1:Si
PFI: Se mueven de la misma manera todos los vértices. Vale

VS-APP ARG-EX E 1: Mantiene su mismo angulo y su misma rotacion.

Descripcién de los Codigos Emergentes del Segmento

C-CG-SP Comprue_bz_l’la congruencia por ARG-CG-TYLR Argumenta la congruencia por la

superposicion. trayectoria rectilinea.
ARG-CG-SP Argumenta }a congruencia por EV-R-TYLR Ev1c}ein01a reconocer la trayectoria

superposicion. rectilinea.

ARG-EX Argumentacion extrana. RF Reafirma.

I-RP-TY Identlflca} la representacion de la VS-APP Visualizaci6n en el applet.
trayectoria
Reconoce la dependencia entre la Visualizacién por arrastre en el

R-DP(TYLR, CG) trayectoria rectilinea y la VS-APP-ARR p

congruencia. applet.

Nota. Segmento de Aprendizaje 2D-3: Lineas 73-87. Elaboraciéon propia.

En la Tarea 3A los estudiantes debian conjugar las conclusiones de las tareas 2A 'y 2C
para inferir, en un deslizamiento asociado a una traslacion, la congruencia con orientacién
comun respecto al centroide de las figuras inicial y final a partir de su superposiciéon. Los datos
evidenciaron que esta accion les ofrecia a los estudiantes la certeza para afirmar que una figura y
su traslacién eran iguales, ya que 27 de los estudiantes identifican la propiedad en los dibujos de
la tarea. Por otro lado, es necesario sefialar que los estudiantes, por si solos, no recordaron las
caracteristicas visuales de la traslacion para identificarlas en los dibujos, por lo que el PFI debid
recordarselas y estos solo se remitian a su verificacion, como se evidencia en la tabla 17.

Tabla 17

Dificultad para Recordar las Caracteristicas Visuales de la Traslacion

Cod-AGD Cod-Traslacion Tlustracion

PFI: ¢Cuéles son traslaciones ahi?
N.R-CC-TS E 1: {Traslacion?
EN-LR-IPD E 2: Linea recta

PFI: {Recuerdan qué era una traslacion?
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EN-T-F-IPD  E 2: Algo con el tamafio y la forma
PFI: A ver... {Qué pasaba con el tamaifio y la forma?
R-CT-CF E 1: Eran iguales
PFI: Ok, esas son caracteristicas de la traslacion, que mantienen forma y
tamafo, pero habia otras.
N.R-CI
N.R-CO E 1: Profe, no me acuerdo
N.R-TYLR
PFI: otra caracteristica era si mantenia la orientacion
N.R-CO E 1: No
PFI: {No? A ver, recuerden, la orientacion tenia que ver con si miraban para
el mismo lado.
VS-APP R-CO-IV E 2: Ah si, ese si, pero el 4 no
PFI: {Cierto? La otra gran caracteristica era si iban en linea recta. (Ese va en
linea recta? — sefiala el dibujo 1 -
VS-APP R-TYLR-DL Estudiante 2: Si
VS-APP-ARR R-TYLR-DL E 1: Va derecho
PFI: Entonces el primero es una traslacién. Ahora deben hacer lo mismo con
los otros dibujos.
Descripcién de los Codigos Emergentes del Segmento
N.R-CC-TS Omite reconocer la conceptualizacion N.R-CO Omite reconocer la conservacién de
de traslacion. la orientacion.
EN-LR-IPD Enunaa la linea recta de manera N.R-TYLR Oml_tis reconocer la trayectoria
inesperada. rectilinea.
EN-T-F-IPD Enuncia el tamafio y la forma de VS-APP Visualizacién en el applet.
manera inesperada.
R-CT-CF Reconoce la conservacion del tamafio VS-APP-ARR Visualizacién por arrastre en el
y la conservacion de la forma. applet.
N.R-CI Omite reconocer la conservacion de

la inclinacion

Nota. Segmento de Aprendizaje 1A-1: Lineas 12-20, 25-32. Elaboracion propia.

A partir de la mediacion con el PFI, los estudiantes lograron argumentar porqué algunos

de los dibujos representaban un deslizamiento que se corresponde con una traslacion de manera

satisfactoria, como se evidencia en la tabla 18.

Tabla 18

Reconocimiento de Deslizamientos que Corresponden a una Traslaciéon

Pregunta

Grupo 2

Grupo 9
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Por la misma forma, el

En cada uno de los dibujos tamafio, el movimientoes  La unay la dos porque En el dibujo 1y en el dibujo
las figuras que tienen la en linea recta y la figura tienen la misma forma y 2 porque tienen la misma
misma forma inicial y la final miran hacia tamafio y se mueven en forma y coinciden con los
¢corresponden a una el mismo lado. linea recta. puntos.

traslacion? ¢Por qué? (ARG-TS-CT-CF-CO-TYLR) (ARG-TS-CT-CF-TYLR) (ARG-TS-CF-CG)

Descripcion de los codigos del Segmento

ARG-TS-CT-CF-CO- Argumenta la traslaciéon mediante la conservacién del tamafio, forma, orientaciéon y la

TYLR trayectoria rectilinea.
ARG-TS-CT-CF-TYLR Argl'n’nenta la traslaciéon mediante la conservacion del tamafio, la forma y la trayectoria
rectilinea.
ARG-TS-CF-CG Argumenta la traslacién mediante la conservacion de la forma y la congruencia.

Nota. Registro fisico 3A: Grupos 2, 3 y 9. Elaboracion propia.

En la Tarea 3B se llamaba la atencion del estudiante sobre la distancia de
desplazamiento de una traslacion, para abstraerla en tareas siguientes como la longitud del
vector de traslacion. Esta se determinaba a partir de una medicion, para lo que el applet
disponia de dos métodos: el uso de una herramienta métrica y la observacién de una animaciéon
en conjuncion con la cuadricula del AGD.

Los estudiantes empezaron por usar la herramienta de medicion para determinar la
longitud de desplazamiento en los dibujos 1, 2 y 3. Aunque lograron ubicar correctamente la
herramienta de tal manera que “conectara” un par de vértices correspondientes de las figuras
inicial y final, presentaron una dificultad para determinar la medida de la longitud. Para medir,
se remitian a contar las divisiones de la herramienta y no los espacios que representaban la
unidad de longitud. Esto altimo se sald6 a través de la mediacion con el PFI, como se muestra en
la tabla 19.

Tabla 19

Medida de la Longitud del Desplazamiento con Herramienta Métrica

Cod-AGD Cod-Traslacién Tlustracién

PFI: Con el palito... A ver, ¢Como lo usarias? Midanme el de los tridngulos
azules a ver y me dicen qué tanto mide.

VR-APP-ARR DTR-L-DL-EX E1:1,2,3,4,5,6,7-Contando los puntos de la herramienta -
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PFI: Ok, a ver... Uhm... ¢Ustedes qué creen que representan los espacios
entre los punticos?

CC-UM-EX E 1: Las veces que se repite?
PFI: ¢Que se repite...? ¢COmo es un metro?
ICM E 2: (incomprensible) 1, 2, 3...
PFI: Como... {Qué es cada cosa? éQué es cada espacio?
VS-APP R-UM E 2: Un centimetro

PFI: Ahi usan un centimetro, éno? Eso es una unidad de medida. Podra
haber un metro, bueno, seguramente lo han visto. Usualmente los metros
tienen por un lado en centimetros y por otro en pulgadas y la pulgada es
diferente pero también es la misma: primero una pulgada, luego otra, luego
otra... Aqui usan algo parecido, es como una unidad. Ehm... pero como no
tiene exactamente qué es, uno podria decir "es una unidad de longitud" o,
pues, aqui no nos vamos a preguntar tanto por ese tema, podemos decir que
mide en centimetros, por decir algo, ¢No? Digamos que estos son
centimetros. Listo, entonces dice que mide 7 cm.

VS-APP-ARR DTR-L-DL-EX E1:Si
PFI: éSeguro?

E 1: Seguro, mide 7... Ah no 6, 6 porque 1, 2, 3, 4, 5, 6 - contando las

VS-APP-ARR DTR-L-DL unidades de longitud - Son los espacios que hay entre los puntos.

PFI: Exacto

Descripcién de los Codigos Emergentes del Segmento

Determina la longitud del Determina la longitud de

DIR-L-DL-EX desplazamiento de manera extrafia. DTR-L-DL desplazamiento.
CC-UM-EX gonceptuahza 1a~un1dad de medida VS-APP Visualizacion en el applet.
e manera extrafia.
ICM Incomprensible. VS-APP-ARR Visualizacién por arrastre en el
applet.
R-UM Reconoce la unidad de medida.

Nota. Segmento de Aprendizaje 3B-2: Lineas 10, 29-40. Elaboracién propia.

Posteriormente los estudiantes determinaron la longitud del desplazamiento sin la
herramienta de medicion. Para esto, observaron la animacion de la figura final, y con las
aclaraciones del PFI de que cada “paso” de la animacién era uniforme, identificaron la longitud
del desplazamiento a partir del conteo de los “pasos” que daba la figura al deslizarse, como se
muestra en la tabla 20. Algunos grupos usaron la herramienta de medicion para comprobar su
respuesta.

Tabla 20

Medida de la Longitud del Desplazamiento por Animacién y Cuadricula
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Cod-AGD Cod-Traslacién Tlustracién

PFI: Ya, listo, ok. Sin usar la regla, cuanto se mueve la del final - indicando el
dibujo 4 - La rosada, usen la animacién.

VS-APP-AN - Los estudiantes observan la animacion -

PFI: Supongamos que ella se estd moviendo una cantidad uniforme, o sea
que cada uno es 1cm

VS-APP-AN DTR-L-DL Euo9
PFI: A ver, dele otra vez, yo miro, que yo no conté

VS-APP-AN

UT-APP-CD C-L-DL E2:1,2,3,4,5,6,7,8,9...9 cm
PFI: Aj4, suponiendo que es en cm, ahi le estamos inventando nosotros, pero
siy es una unidad de medida. Listo.
Descripcién de los Codigos Emergentes del Segmento
DTR-L-DL Determlna_la longitud de VS-APP-AN Visualizacién de animacion en el
desplazamiento. applet.
C-L-DL Compruebg la longitud del UT-APP-CD Utiliza la cuadricula del applet.
desplazamiento.

Nota. Segmento de Aprendizaje 3B-3: Lineas 54-60. Elaboracion propia.

Lo anterior permite destacar un nuevo uso del applet a partir de la implementacion de
elementos geométricos auxiliares para un proposito concreto. En este caso, se emul6 una
herramienta de medicion cuyo uso fue asimilado de manera organica por los estudiantes,
aunque determinar correctamente la medida requerida se les dificultara. Es pertinente sefialar
que GeoGebra tiene una herramienta nativa para determinar la distancia entre dos puntos, pero
su uso requiere una experiencia sobre el AGD. Este recurso permiti6é subsanar la necesidad de
medir de una manera apropiada para usuarios sin esta experticia, como los sujetos de estudio de
esta investigacion.

En la Tarea 3C se buscaba que los estudiantes identificaran el sentido de la traslacion a
partir de un applet donde debian ingresar unos parametros que cambiaban la posicion de la
figura final. Asi, tenian que ingresar los valores adecuados para trasladar la figura a una posicion
concreta. Es importante senalar que tanto el applet como las preguntas se referian al sentido

como “orientacién”.
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Aqui se destaco que la exploracion del applet resultd, en un principio, compleja para los
estudiantes por lo que siguieron un proceso de prueba y error para descubrir cdmo funcionaba,
seleccionando las casillas de “orientacion” e ingresando valores en las entradas de posicion,
como se ilustra en la tabla 21. Finalmente consiguieron comprender que los valores ingresados
determinaban la longitud de desplazamiento, inclinacién y sentido con los que se trasladaria la
figura central.

Tabla 21

El Sentido del Deslizamiento

Cod-AGD Cod-Traslacién Tlustracién

PFTI: (...) Entonces, vamos a ver, lo primero, qué sucede, ustedes ven que al
lado hay como un panel, hay una figura en el centro y hay unas figuras a los
costados y al lado derecho hay como un panel. Entonces, por ejemplo,
selecciona donde dice "derecha-abajo".

E-APP AAP - el estudiante selecciona la casilla indicada -
PFI: y quita el "derecha arriba". éQué sucede?
EXC E 1: (incomprensible) no capto...

(..

PFI: Ahora, dejémoslo ahi en derecha abajo. Derecha-abajo, ¢ Ustedes hacia
dénde creerian que eso indica?

E 1: No, es que la verdad no entendemos porque la figura no marca ni los

DIF-E-APP EXC X X .
puntos ni marca (incomprensible) punto a punto, o sea, no...

PFI: Ok, pero mira, tenemos eso ahi, cuando a vos te dicen derecha abajo,
Muéstreme, decime una direccion que se te venga a la cabeza.

E 1: derecha abajo, seria un angulo, pam pam - usando un gesto para

VS-APP D-DIR-GF describir su idea -

PFI: Derecha abajo, listo, ahora metamos valores en esos numeritos que hay,
donde dice derecha-abajo a ver qué pasa, por ejemplo, en donde dice
derecha, pongan un nimero que quieran, que no sea muy grande.

(.
E-APP-AC E 1: pongale 4, porque seria como tienen los mismos (incomprensible)
E-APP-AC E 2: ah, derecha-abajo... Ya entendi
ICM E 1: (incomprensible)

PFI: {Ya vieron més o menos que hace?

E-APP-AC I-DIR-DL E2: Si

Descripcién de los Codigos Emergentes del Segmento

AAP Atiende a la aclaracion del profesor. E-APP Exploracion del applet.
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Dificultad en la exploracién del

EXC Expresa desconocimiento. DIF-E-APP
applet.

Describe la direccion mediante un

D-DIR-GF ‘o
gesto fisico.

E-APP-AC Exploracion acertada del applet.

ICM Incomprensible. VS-APP Visualizaci6n en el applet.

Identifica la direcci6n del

I-DIR-DL deslizamiento.

Nota. Segmento de Aprendizaje 3B-6: Lineas 9-11, 21-25, 34-38. Elaboracion propia.

Una vez alcanzado el objetivo procedimental del applet de la tarea 3C, los estudiantes
lograron inferir la configuraciéon adecuada de longitud, inclinacién y sentido de la traslacion a
partir de la seleccion de las casillas “orientaciéon”. Es necesario sefialar que las preguntas no
hacian alusion al sentido propiamente. De hecho, el applet trasladaba la figura a partir de la
seleccion de los componentes del vector implicito en la representacion, lo que corresponderia a
una configuracion de todas sus caracteristicas: longitud, inclinacion y sentido. Asi, no se
abstraia el concepto individuado de sentido pues un segmento, con una inclinacién y longitud
particular, puede caracterizar dos vectores con distinto sentido, determinado por los extremos
del segmento.

A pesar de lo sefialado anteriormente, durante el desarrollo de esta tarea se evidenci6
una potencialidad del AGD. Para cumplir el objetivo procedimental de la tarea, los estudiantes
debian tener una conciencia explicita de la direccién de la trayectoria. Asi, la accién suscitada
por el AGD fungia como catalizador para la comprension de la propiedad.

En la Tarea 3D los estudiantes se enfrentaban a una matriz que abstraia las
caracteristicas de longitud, inclinacién y sentido del desplazamiento de distintas traslaciones en
representaciones auxiliares que dieran cuenta de cada propiedad. A partir de la comparaciéon de
estas, debian reconocer esas propiedades como inherentes a cualquier traslacion, aunque
presentaran variaciones. Sobre esto, los datos de la tarea 3D evidenciaron que 21 estudiantes
contrastaron las inclinaciones de manera correcta y otros 6 lo hicieron parcialmente. A algunos
grupos se les dificulté comparar las inclinaciones en un principio, pero a partir de la mediacion

del PFI pudieron con este cometido, como ilustra la tabla 22.
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Comparacion de la Inclinacién en Distintas Traslaciones

Cod-AGD Cod-Traslacién

Tlustracién

VS-APP-AN DIF-CMP-IN

VS-APP-AN DIF-CMP-IN

VS-APP-AN CMP-IN-GF-INA

PFI: (...) éQué deslizamientos tienen la misma inclinacién? éCuéles tienen la
misma inclinaci6én? Miren que este se mueve como asi derechito - hace el
gesto de movimiento horizontal - para un lado, entonces la inclinaciéon va a
ser la inclinacién de ese movimiento - el estudiante h hace un aporte al
mismo tiempo - ¢COmo?

E 1: Todos tienen la misma inclinacién
PFI: éSi? (Y qué pasa con el tercero?
E 1: Tiene la misma inclinacién

PFI: ¢El tercero tiene la misma inclinacién que el segundo? por ejemplo -
pregunta porque no es asi -

E 1: Ah no, es otra, es asi — utiliza un gesto fisico -

PFI: Ah bueno

Descripcién de los Codigos Emergentes del Segmento

DIF-CMP-IN .. .,
inclinacion.

CMP-IN-GF-INA

Dificultad para comparar la Visualizacién de animacion en el

VS-APP-AN
applet.

Compara la inclinacién usando el
gesto de inclinar el antebrazo.

Nota. Segmento de Aprendizaje 3D-4: Lineas 36-42. Elaboracién propia.

Respecto a la comparacion del sentido, se pudo evidenciar que la mayoria de los

estudiantes no lograron identificar la propiedad en las traslaciones presentadas, por lo que el

PFI debio6 reintroducir el concepto. Esto refuerza la idea, desarrollada cuando se describié lo

sucedido con el concepto de sentido, donde se podia interpretar la “orientacién” como la

configuracién de la longitud, inclinacién y sentido del deslizamiento, pero no se abstraia

totalmente la nocion referida. Para saldar esto, el PFI utilizo el gesto fisico “de aca para alla”,

indicando el sentido del vector a partir de los extremos de un segmento, como se observa en la

tabla 23.

Tabla 23

Comparacion del Sentido en Distintas Traslaciones

Cod-AGD Cod-Traslacion

Tlustracion
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PFI: Orientacion es, es decir, ustedes ya tienen esto - sefialando la columna
de inclinaciones - Ahora, una figura... Sin ver estos ejemplos - los
deslizamientos - a uno le dicen "vea estas son las inclinaciones de unas
figuras" ¢Si? - aislando las inclinaciones para crear la necesidad de saber el
sentido - Eh, écudl es el sentido? ¢Cuél es la orientacion? Miren que uno
podria decir "ah pues yo no sé, ella podria venir de ac4 hacia ac4 - haciendo
un gesto de movimiento - ¢Cierto? Como en esta direccién o de alla hacia
alla. Tienen esa misma inclinacion en ambos sentidos ¢Cierto? éQué es lo
que nos da esa informacién? Pues de dénde hacia donde va la figura.
Entonces dale aqui dice eh...

EN-DL E 1: Deslizamiento...

PFI: Deslizamiento - confirma y observan la animacién - Mira que ella viene
de aca hacia ac4 - sefiala la pantalla - ¢Cierto? Este de aca hacia acé -
refiriéndose al segundo dibujo - Esta de aca hacia aca - con el tercero - ¢Y
esta? ¢Qué hacia?

VS-APP-AN D-S-GF-DAPA  E 1: de acé a aca — utiliza un gesto fisico -
PFI: ¢De donde?
VS-APP-AN D-S-GF-DAPA  E 2: si, mire, aqui y aqui — utiliza un gesto fisico -

PFI: Aja, muy bien. Entonces, miren que eso, la manera de indicar eso es
sencilla, le ponen una flecha éSi? Como para diferenciar. Vean, esta... Esta
inclinacion, esta figura se traslada, pero hacia all4 - indicando el sentido - no
para aci, sino para all4. En ese sentido, ¢Cuéles tienen la misma orientacién?

Descripcién de los Codigos Emergentes del Segmento

Visualizacién de animacién en el

EN-DL Enuncia el desplazamiento VS-APP-AN
applet.

Describe el sentido a partir del gesto

D-8-GF-DAPA g6 “de ach para alla”.

Nota. Segmento de Aprendizaje 3D-7: Lineas 89-95. Elaboracion propia.

Llama la atencién que la representacion auxiliar para el sentido en la THA de Cumbal
(2020) consistia en una flecha horizontal que podia ser de izquierda a derecha o de derecha a
izquierda, por lo que resulta evidente que no podria describir trayectorias verticales.

La configuracion de las propiedades de inclinacién, longitud y sentido en el vector de
traslacion se realizo con el grueso del grupo. Para esto, el PFI les pidi6 a los estudiantes un caso
particular de cada una de estas caracteristicas y las utilizé para la construccién de un vector en el
AGD: trazando una recta con la inclinacion dada; delimitando un segmento con la longitud
dada; y caracterizandolo con un sentido dado. Una vez construido el vector, se usé para
trasladar una figura propuesta por un estudiante.

En la Tarea 3E se buscaba que los estudiantes reconocieran el rol del vector de traslacion

como parametro de traslacion. Para esto, el applet permitia la modificacion de las caracteristicas
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del vector de traslacion y redibujaba la figura trasladada en consecuencia. El PFI oriento la
exploracion del applet relacionado con el fin de llamar la atencién sobre el vector y su papel en
la traslacion. A partir de este intercambio de interacciones, los estudiantes lograron darle las
propiedades adecuadas al vector para cumplir con el cometido de la tarea, como se presenta en
la tabla 24. Aqui se destacé la versatilidad del AGD para favorecer la visualizacién de multiples
traslaciones de manera instantanea a partir de la modificacion de la inclinacion, longitud y
sentido del vector de traslacion.

Tabla 24

Vector de Traslacién como Parametro de la Traslacion

Cod-AGD Cod-Traslacion Tlustracion

PFI: Entonces, hagamos un ejercicio ahi como para bobear. Usted muévame
el vector, pero no le de comprobar todavia, solo muévalo a algo que usted le
guste.

E-APP-ARR - El estudiante cambia el vector -

PFI: Listo, él lo quiso dejar ahi. usted a donde quiere que se mueva la figura
ahi? que quede ahi.

E-APP-AC E 1: Comprobar - indicando que se active la casilla -
PFI: A ver, miremos a ver
IPR - El estudiante activa la casilla comprobar -

PFI: {Falté? Le faltd ¢No? pero me gusta, tenés la idea, o sea, ¢Que es hacia
alla, ¢Qué le falt6?

VS-APP R_RI{%’S% N, Estudiante 1: Eh... mas... Mas movimiento hacia la derecha
PFI: Que fuera mas largo, ¢No?
RF E 2: Si
Descripcién de los Codigos Emergentes del Segmento
IPR Indicacion a par. E-APP-ARR Exploracion por arrastre en el applet.
R-RL(L, S, IN Reconoce la relacién entre longitud,
VT’S) >*77  sentido e inclinacién con el vector de E-APP-AC Exploracion apropiada del applet.
traslacion.
RF Reafirma. VS-APP Visualizacién en el applet.

Nota. Segmento de Aprendizaje 3E-5: Lineas 73-82. Elaboracion propia.
En la Tarea 3F, para la construccion de la figura trasladada a partir de un vector de

traslacion dado, se us6 un applet que mostraba la secuencia del proceso de construccion y se
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esperaba que estas indicaciones fueran suficientes para que los estudiantes lograran realizar la
traslacion requerida. Sin embargo, los datos evidenciaron que solo los 3 grupos que alcanzaron a
tener mediacion con el PFI lograron el objetivo. De este proceso se destaco que lo mas
complicado para estos estudiantes fue el de recrear el vector de traslaciéon en algin vértice de la
figura manteniendo la longitud, inclinacién y sentido. Una vez lograban hacer esto con el primer
vértice, podian repetir el proceso para construir la figura trasladada rapidamente, como se
observa en la tabla 25.

Tabla 25

Construccioén de la Traslacion de una Figura a través de un Vector

Cod-AGD Cod-Traslacion Tlustracion

PFI: Ojo que el de all4, all4 el vector es diferente, ¢(No? ustedes tienen que
hacerlo con este que dibujaron.

UT-CD-CTR-VA E 1: por ejemplo, si ponemos este aqui, ¢Cuéntos cuadritos son? Son dos,

uno, dos.
DISP E 2: pero lo estamos moviendo para la izquierda.
UT_CD;"(I‘R_VA_ E 1: por eso (incomprensible) 1, 2, serfa aqui - ubica el vector de manera
DISP errénea -
CMP(IN-VTS, IN-
VA) E 2: seria normal, no en diagonal.
DISP
DISP E 1: Ah, ya entendi.

PFI: {Por qué creias que era en diagonal?

E 1: yo creia que era en diagonal porque pues la izquierda es como por

RL(IN, DIR)-EX ejemplo que todo sea para alla.

PFI: Aj4, pero ¢Por qué pensés que es hacia abajo? Que es como a la
izquierda hacia abajo que es lo que estas diciendo.

E 1: yo digo que... Me perdi. Es como también se puede ubicar el vector,
D-CTR-VA-EX porque también se puede ubicar aqui porque también esto hace
(incomprensible) y es para la izquierda.

PFI: O sea...
CTR-VA-AC E 2: Como usted lo estaba diciendo (incomprensible) lo que usted estaba
DISP diciendo era poner el vector a este lado.
BP E 1: Si es asi profe?

PFI: Claro, porque tienen que hacer exactamente ese mismo vector, mira que
este tiene la misma direccion, el mismo tamafio, mira hacia all4, no cambia.

Descripcién de los Codigos Emergentes del Segmento
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Relaciona inclinacién y direccién de
manera extrafa.

Utiliza la cuadricula para construir el

UT-CD-CTR-VA i
vector auxiliar.

RL(IN, DIR)-EX
Describe la construccién del vector

DISP Discusibn entre pares. D-CTR-VA-EX .
auxiliar.

Construye el vector auxiliar de
manera acertada.

UT-CD-CTR-VA- Utiliza la cuadricula para construir el

EX vector auxiliar de manera extrafia. CTR-VA-AC

Compara la inclinacion del vector de
traslacion con la inclinacion del BP Busca aprobacion.
vector auxiliar.

CMP(IN-VTS, IN-
VA)

Nota. Segmento de Aprendizaje 3F-3: Lineas 47-60. Elaboracion propia.

En la Tarea 4A se introdujo una notacioén formal para referenciar los objetos geométricos
de la traslacion. Ademas, el applet permitia visualizar los paralelogramos formados por los lados
correspondientes de una figura y su traslacion, con el fin de que los estudiantes usaran su
propiedad de congruencia de lados opuestos para argumentar la igualdad entre las longitudes de
los segmentos que conectan los pares de vértices correspondientes.

De manera grupal, el PFI llev a los estudiantes a fijarse en la necesidad de nombrar los
elementos geométricos implicados en las representaciones usadas. Estos se percataron de que
debian sefialar las figuras en la pantalla para referirse a referirse a ellas. A partir de esto, se
suscito la necesidad de etiquetar las figuras para referenciarlas en funcion de sus puntos
caracteristicos.

Los estudiantes lograron reconocer la trayectoria en la representacion y, por medio de la
mediacion del PFI, también la igualdad de la distancia entre los pares de vértices
correspondientes. Sin embargo, algunos estudiantes usaron como argumento que, por ser una
traslacion, esas longitudes debian ser iguales, como se habia concluido en el Nivel Referencial;
otros observaron la medida representada en la figura. En ningan caso usaron la propiedad del
paralelogramo para argumentar sus respuestas, como se ve en la tabla 26.

Tabla 26
Prueba de la Equidistancia entre los pares de Puntos Correspondientes de una Figura y su

Traslacién
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Cod-AGD

Cod-Traslacién

Tlustracién

VS-APP-AN

VS-APP-AN

Ip hasta B?"

PFI: ¢Es igual?
I-EQVC-1V E1:Si
PFI: ¢Por qué?
ARG-EQVC-EX

RL(EQVC,
TYLR)-EX

E 1: porque... si

E 2: profe porque es recto

PFI: ¢Y qué pasa que sea recto?

DIF-CC-TS
H(DL, TS)

PFI: ¢{Traslacion?

R-EQVC-CC-TS
DISP

E 1: deslizamiento

E 2: es... como se llamaba?

E 2: eso y eso siempre era igual

E 1: Es que aqui dice "¢La distancia de A hasta A es igual a la distancia de B

PFI: Exacto. Si cambian en algin momento, la figura se deforma y ya no es

una traslacién.

Descripcién de los Codigos Emergentes del Segmento

1P

I-EQVC-1IV

ARG-EQVC-EX

RL(EQVC,
TYLR)-EX

DIF-CC-TS

Incomprension de la pregunta.

Identifica la equidistancia de los
vértices correspondientes una figura
y su traslacion por intuicién visual

Argumenta la equidistancia de los
vértices correspondientes una figura
y su traslacion de manera extrafia.

Relaciona la equidistancia de los
vértices correspondientes una figura
y su traslacion con la trayectoria
rectilinea de manera extrafia.

Dificultad para conceptualizar la
traslacion.

H(DL, TS)

R-EQVC-CC-TS

DISP

VS-APP-AN

Homologa deslizamiento y traslacion.

Reconoce la equidistancia de los
vértices correspondientes una figura
y su traslacion por conceptualizacion
de traslacion.

Discusién entre pares.

Visualizacién de animaci6n en el
applet.

Nota. Segmento de Aprendizaje 4A-10: Lineas 117-129. Elaboracion propia.

En la Tarea 4B se esperaba que los estudiantes pudieran reconocer todos los elementos

conceptuales desarrollados a lo largo de la THA para caracterizar unos deslizamientos como

traslaciones, a la vez que abstraian el vector de traslacién implicado en la representacion de un

deslizamiento asociado a una traslacion.

Los datos evidenciaron que 18 estudiantes lograron identificar las representaciones que

correspondian a una traslacion en la tarea 4B y otros 6 lo hicieron de manera parcial. Por otro
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lado, se observo que los estudiantes tienden a usar como argumentos, para la caracterizacion de
la traslacidn, las propiedades visuales de conservacion de tamafio, forma y orientacion, asi como
el reconocimiento de la trayectoria rectilinea, como se ilustra en la tabla 27. Sobre esto hay que
sefialar que el PFI incitaba a los estudiantes a usar este tipo de argumentos, sin explorar unos
mas sofisticados, como se esperaba en este nivel.

Tabla 27

Reconocimiento de Traslaciones

Cod-AGD Cod-Traslacién Tlustracién

PFI: (...) éQué caracteristicas debe tener la traslacion? Ahorita las acabamos
de mencionar. La orientacion, que no cambia de tamafio, que mantiene una
inclinacién, una longitud, entonces, ¢Cuales de los siguientes disefios fueron
obtenidos por medio de la transformacién de traslacién? Si tu vez, ¢Esta
conserva o no conserva la forma? — senala el primer dibujo -

VS-APP-AN I-CF-1V E 1: Conserva la forma
PFI: ¢{Conserva el tamaino?
VS-APP-AN I-CT-IV E1:Si

PFI: ¢Conserva el sentido? ¢Conserva la inclinacién? por ejemplo

I-CI-IV e
VS-APP-AN LS-EX E 2: Si...
PFI: Si, entonces cumple con una transformacion de traslacion, pero si
nosotros miramos la figura 4 ¢Conserva la inclinacién?
VS-APP-AN I-N.CI-IV E1: No

PFI: No, écierto? Entonces eso es lo que tiene que ver aca.

Descripcién de los Codigos Emergentes del Segmento

I-CF-IV Ideqtlflqa la conservacion del tamafio -S-EX Identlﬁca el sentido de manera
por intuicién visual. extrana.

I-CT-IV Ideqtlflqa '1/3 conservacion del tamafio I-N.CI-IV 'Ider'ltlﬁtfa} la no conservacion dela
por intuicién visual. inclinacién por intuicién visual.

I-CL-IV Identifica la conservacién de la VS-APP-AN Visualizacién de animacién en el

inclinacion por intuicién visual. applet.

Nota. Segmento de Aprendizaje 4B-2: Lineas 20-28. Elaboracién propia.
Descripcion sobre los Niveles de la Heuristica de los Modelos Emergentes.
En este apartado se hizo una descripcion que agrupa las observaciones del conjunto de tareas

asociadas a cada uno de los Niveles de la Heuristica de los Modelos Emergentes, produciendo
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una caracterizacion del nivel de comprension de los estudiantes sobre el contenido de la
traslacion a luz de la teoria.

En el Nivel Situacional, la teoria destaca la exploracion de las situaciones desde
situaciones en un contexto. Durante la implementacion de la THA, se esperaba que los
estudiantes pudieran abordar las caracteristicas visuales de conservacién de tamafio, forma,
orientacion e inclinacion de deslizamientos asociados a una traslacion a partir de una
exploracion visual. Sobre estas se pudo observar que:

e Como se evidencio en las tablas 6 y 28, hubo dificultades para intuir la
conservacion del tamafio, pues la intuicién visual no fue suficiente para
generarles certitud a los estudiantes sobre la propiedad.

e La conservacién de la forma fue facilmente identificable para los estudiantes,
como se report6 en el anterior apartado.

e La conservacion de la inclinacion fue una caracteristica complicada de interpretar
como se ilustré en la tabla 7, inclusive se homologaba la inclinacién de la
trayectoria con la “inclinaciéon” de la figura (orientacion respecto al centroide).

e La conservacién de la orientacion no se desarroll6 porque la Tarea 1A no
proponia una reflexién al respecto.

Por otro lado, la comparacion entre deslizamientos que correspondian a una traslacién
con deslizamientos de otro tipo les permitio a los estudiantes reconocer diferencias relacionadas
a las caracteristicas visuales de la traslacion, asi como las trayectorias que describian en su
deslizamiento.

Durante el desarrollo de las Tareas 1A y 1B, se evidencié un imprevisto en cuanto a la
relacion del contexto y el fendmeno planteado: la asociacion de propiedades fenomenologicas de
la realidad con las representaciones planteadas en el AGD result6 intrusiva para la

interpretacion de la conservacion del tamafio. En la tabla 28 se evidencia como un estudiante
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indujo la perspectiva® en la representacion, determinando que, en el dibujo 1 de la Tarea 1A, el
avion debia cambiar de tamano al subir, pues asi se percibe el fenomeno en la realidad.

Tabla 28

Conflicto entre el Contexto y la Conservacion del tamario

Cod-AGD Cod-Traslacion Tlustracion

PFI: {Por qué crees que son diferentes?

ARG-N.CT-CPO
VS-APP-ARR RL(N.CT, CPO)- E1: Porque el cuando sube cambia de tamafo.
EX

PFI: ¢Ahi ves que cambia de tamafo?

ARG-N.CT-CPO E1: Es que cuando un avién despega, se va volviendo més pequefio
RL(RP, CX)-IpD 1584 pega, pequeno.

PFI: Ok, pero en esa representacion... en el applet, lo que estas viendo,
¢Cambia de tamafio?

VS-APP.ARR ARG-N.CT-CPO Ex1: - se queda pensando — profe, pero es que se va para arriba

Descripcién de los Codigos Emergentes del Segmento

ARG-N.CT-CPO Arguanenta lano conservacion 'c’lel RL(RP, CX)-IPD Relaciona la representacion con el
tamano por el cambio de posicion. contexto de manera inesperada.

Relaciona la no conservacion del
RL(N'%& CPO)- tamano con el cambio de posiciéon de VS-APP-ARR  Visualiza por arrastre en el applet.
manera extrafa.

Nota. Segmento de Aprendizaje 1A-3: Lineas 27-32. Elaboracion propia.

En este nivel, los estudiantes interactuaron con el AGD para visualizar el deslizamiento y
generar una intuicion visual sobre las propiedades por identificar. Tanto el arrastre en la tarea
1A como las animaciones de la tarea 1B, favorecieron en los estudiantes la observacion y
descripcion de la trayectoria de los deslizamientos.

Lo anterior permite afirmar que la exploracién del fenémeno correspondi6 a lo esperado
en el Nivel Situacional, pues fue un ejercicio relacionado al contexto planteado, donde se
identificaron caracteristicas matematicas del fendmeno a partir de la intuicién.

En el Nivel Referencial se esperaba que surgiera la esquematizacion del fendmeno en

contexto, con el fin de hacer un estudio mas elaborado de las propiedades desarrolladas en el

16 E] efecto visual que describe como un objeto parece volverse més pequeilo a medida que se aleja del
observador.
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Nivel Situacional. Sobre esto se destaco que, en las Tareas planteadas para este nivel, ya habia
una ausencia total del contexto y las representaciones correspondian a figuras geométricas sin
mas. Sin embargo, la esquematizacion se percibe en los elementos geométricos que
acompanaban a dichas representaciones como la linea que representaba la trayectoria o la
presentacién de las figuras inicial y final que correspondian a la figura y su traslacion.

Como se ilustroé en las tablas 12 y 15, la superposicion de las figuras inicial y final
permitio a los estudiantes comprobar la conservacion del tamaio, forma y orientacion, lo que
corresponde a un proceso resultante de la esquematizacion del fenémeno. Por otro lado: la
conservacion de la inclinacion persistio como la caracteristica de mas dificil interpretacion para
los estudiantes, como se mostro en la tabla 15, y no se evidencio6 que la superposicion favoreciera
el reconocimiento de esta propiedad; la igualdad de las longitudes entre pares de vértices
correspondientes de una figura y su traslacion no se percibi6 explicitamente en el pensamiento
matematico de los estudiantes, quienes solo se limitaron a reconocer la longitud como magnitud
esencial para cumplir el objetivo procedimental del applet, como se ilustr6 en la tabla 14.

Con base en lo anterior, se puede afirmar que el Nivel Referencial se ve reflejado en el
proceso de esquematizacion del fenémeno, a partir del uso de la superposicion como método de
comprobacion de las caracteristicas visuales de la traslacién. Sin embargo, no se alcanzaron
algunos de los objetivos relacionados al desarrollo del contenido y se evidenci6é una ausencia
total del contexto de disefio.

En el nivel general se esperaba que los estudiantes lograran abstraer las caracteristicas
de inclinacion, longitud y sentido de la traslacion para concretarlas en el vector de traslacion y
reconocer su rol determinante en el fenémeno. Esto correspondia a un estudio grafico del
principio general de la traslacion como funcién, con un vector como parametro que tomaba una
figura y la relacionaba con su traslacion.

Los estudiantes lograron identificar la longitud, inclinacion y sentido de un

deslizamiento asociado a una traslacion para configurar el vector de traslacion y, a partir de la



87

exploracion de un applet que permitia modificar sus caracteristicas, reconocieron su papel en el
fenémeno. Sin embargo, solo los estudiantes que pudieron ser asistidos por el PFI lograron
utilizar un vector para construir la figura trasladada. Por lo anterior, se puede afirmar que los
estudiantes desarrollaron el Nivel General de comprension sobre la traslacién de manera
parcial, ya que alcanzaron a configurar el vector de traslacion y percibirlo como parametro del
fendémeno, pero no llegaron a utilizarlo para construir la figura trasladada.

En el Nivel Formal los estudiantes debian apropiarse de la notacion formal para
referenciar los objetos geométricos de la traslacion, asi como probar la igualdad de las distancias
entre los pares de vértices correspondientes de una figura y su traslacion a partir de la
implementacion de un argumento que relacionara la propiedad con la congruencia de los lados
opuestos de un paralelogramo. Es importante sefialar que, aunque este nivel de formalidad se
consider6 pertinente para el nivel de escolaridad del grupo intervenido, la THA no propone usar
la propiedad referida para probar la congruencia de una figura y su traslacion, algo que podria
considerarse relevante para el estudio del fendmeno en este nivel.

Los estudiantes pudieron reconocer los elementos geométricos a partir de una notacion
formal, pero omitieron el uso del paralelogramo para la prueba de la igualdad de longitud entre
los vértices correspondientes de una figura y su traslacion, como se ilustro en la tabla 26. En
general, los estudiantes se limitaron a reconocer la traslacion a partir de sus caracteristicas
visuales y no sobre argumentos con el nivel de formalidad esperado.

Con base en lo anterior, se pudo afirmar que los estudiantes no alcanzaron a desarrollar
el Nivel Formal pues se limitaron a usar un lenguaje formal para referirse a los elementos

geométricos de la traslacion y no utilizaron recursos formales para caracterizar el fen6meno.
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Capitulo IV: Resultados de Investigacion

A partir del anélisis retrospectivo y con base en los objetivos especificos de este trabajo,
en este capitulo se presentan los 3 resultados de investigacion: una descripcion de los niveles de
comprension de los estudiantes intervenidos sobre la traslacion; la Trayectoria de Aprendizaje
Real resultante del acercamiento a un Experimento de Ensenanza; y una propuesta concreta de
redisefio de la THA de Cumbal (2020).
Descripcion de los Niveles de Comprension de los Estudiantes Intervenidos Sobre
la Traslacion

La Heuristica de los Modelos Emergentes y la interpretacion de sus niveles en el contexto
de la THA de Cumbal (2020) sirvieron como insumos para caracterizar la progresion del
aprendizaje de los estudiantes intervenidos con base en el analisis retrospectivo. Asi, en este
resultado se presenta dicha caracterizacion para cada nivel y se anade una descripcion de los
usos concretos del AGD que favorecieron el desarrollo del contenido.
Nivel Situacional

Los estudiantes lograron reconocer las representaciones de deslizamientos, asociados a
una traslacién, que describen una trayectoria rectilinea y los diferenciaron de otros con distintas
trayectorias. Sobre los primeros, identificaron las caracteristicas visuales de conservacién del
tamano, forma y orientacion respecto al centroide, pero presentaron dificultades para
interpretar la conservacion de la inclinacion. En contraste, no se evidencioé que los estudiantes
tuvieran una conciencia explicita sobre la dependencia entre los deslizamientos en linea recta,
asociados a una traslacion, con las caracteristicas visuales referidas, sino que se limitaron a
listarlas (ver figura 17). También, mostraron dificultades en el reconocimiento del concepto de
linea recta y la caracterizacion de su inclinacion.
Figura 17
Contraste entre la Relacion Esperada y Reportada del Deslizamiento en Linea Recta y sus

Caracteristicas Visuales



Caracteristica Visuales

Cons. de la
inclinacion

Cons. de la
orientacién

Cons. de la
forma

Trayectoria

tamafio rectilinea

Deslizamiento en linea recta
asociado a una traslacién

Cons. del ‘

Relacion
Esperada

Cons. de la
orientacién

Cons. de la
forma

Cons. del
tamafo

Deslizamiento en linea recta
asociado a una traslacion

Trayectoria
rectilinea

Relacion
Reportada

Nota. Aunque se esperaba que los estudiantes reconocieran las caracteristicas visuales como
consecuencia del deslizamiento en linea recta, se report6 que solo se limitaron a identificar cada

caracteristica omitiendo la implicacion légica. Elaboracion propia.

En este nivel se destaco la visualizacion del deslizamiento lograda a través del AGD,
donde los estudiantes pudieron percibir la trayectoria por medio del arrastre de un punto o una
animacion. En cuanto a las caracteristicas visuales, los applets planteados les permitieron intuir
si dos figuras distintas conservaban el tamafo, forma y orientacion a partir de una comparacion
visual.

Es importante sefialar que todo lo anterior fue el resultado del intercambio entre
estudiantes, applets y PFI. Por si mismos, los estudiantes entraban en controversias sobre
algunas caracteristicas y es a través de la mediacion del PFI y el uso del recurso digital que estos
llegaron a algunas de las conclusiones esperadas. Esta dindmica fue una constante a lo largo de
toda la experimentacion.

Por otro lado, los estudiantes carecian del lenguaje matemaético necesario para
comunicar sus ideas con relacién a la traslacion. Asi, el uso de gestos fisicos para la descripcion
de las trayectorias y su inclinacion tuvo un gran protagonismo: los estudiantes “dibujaban” la
trayectoria en el aire y con su antebrazo reproducian la inclinacién. El uso de este recurso se
presenté de manera organica y se incentivo por el PFI para subsanar la falta de literacidad
matematica propia del nivel de escolaridad.

Nivel Referencial
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En este nivel la configuracion de los applets les ofrecio a los estudiantes la posibilidad de
arrastrar la figura inicial para superponerla sobre la figura final. Esta accion les permiti6 hacer
una comparacion entre los puntos y lados de las figuras inicial y final para determinar si eran
iguales o no. Asi, el AGD tuvo un rol de verificacién, favoreciendo la certitud de los estudiantes
respecto a sus conclusiones sobre la congruencia de las figuras. Esto se contrasta con el nivel
anterior, donde solo se posibilitaba una intuicién visual que podia provocar ambigiiedades
perceptivas.

Los estudiantes usaron lo anterior para comprobar la conservacion del tamafio y la forma
en la figura y su traslacion. Con este mismo proceso, los estudiantes pudieron comprobar la
conservacion de la orientacion respecto al centroide, donde tuvo un papel importante la analogia
de “¢A donde mira la figura?”. Esta consistia en que a un poligono se le asignaba un objeto
hipotético del cual se podia decir que “miraba” a una direccion concreta. Esto les permiti6 a los
estudiantes contrastar figuras con el fin de determinar si una figura “miraba” a un lado distinto
que su traslacion, es decir, si tenian la misma orientacion respecto al centroide.

Por otro lado, los estudiantes omitieron el reconocimiento de la propiedad de la igualdad
entre las distancias de los pares de vértices correspondientes de una figura y su traslacion. Sobre
esta caracteristica, solo se limitaron a determinar que la longitud era la magnitud relevante para
la consecucidn del objetivo procedimental del applet, sin evidenciar una conciencia sobre la
propiedad como se esperaba. Ademas, resulta pertinente sefialar que en este nivel ain no se
constata el reconocimiento de la implicacion que relaciona el antecedente “deslizamiento en
linea recta asociado a una traslacion” con el consecuente “caracteristicas visuales de la
traslacion”.

Nivel General

En este nivel la distancia del deslizamiento logro ser determinada por los estudiantes

mediante la herramienta de mediciéon que les proporcionaba el applet, asi como por la

cuadricula uniforme de la que dispone el AGD. Sin embargo, inicialmente los estudiantes
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tuvieron dificultad para medir una distancia a partir la herramienta métrica. Fue una constante
que, para determinar la medida de un deslizamiento, hicieran un conteo discreto de las marcas
en la herramienta y no de las unidades de longitud entre estas. Esto se sald6 a partir de la
mediacion del PFI a partir de la problematizacion esta estrategia erronea de medicion.

Por otro lado, los estudiantes identificaron el sentido y la inclinacién del deslizamiento,
pero no hicieron una abstraccion concreta del sentido por si solo. Una concepcidn intuitiva de la
direccion configura el sentido y la inclinacion de una recta sobre la que vive el vector, lo que
permite estimar hacia donde se deslizan las figuras. El sentido de un vector, propiamente, se
determina al definir si este va del extremo inicial al final o del extremo final al inicial de un
segmento. Esto se sald6 posteriormente cuando se contrasto6 el sentido en distintas traslaciones,
donde se presento el gesto fisico “de aca para alla”. Este consistia en sefialar el origen (extremo
inicial) y el destino (extremo final) del deslizamiento.

De nuevo, se volvieron a presentar dificultades con el concepto de inclinacion, en
particular los estudiantes tuvieron problemas para diferenciar la inclinaciéon de distintas
trayectorias rectilineas. A esto se suma que la THA usaba la palabra “inclinacién” para referirse
a la inclinacion de la trayectoria, pero cotidianamente puede referirse a la “inclinacion” de un
objeto, que en este contexto corresponde a la orientacién respecto al centroide. Esta tltima se
reducia lingiiisticamente a “orientaciéon”, palabra que también us6 la THA para referirse al
sentido. Lo anterior supuso varias confusiones a lo largo de la implementacion, pues inducia
una suerte de transitividad de las 3 propiedades referidas (ver figura 18).

Figura 18

Imprecision en los Conceptos de Inclinacién y Orientacion
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L/ Orientacion /

Sentido del
deslizamiento

Inclinacion de la Orientacion respecto
Trayectoria al centroide

Nota. Elaboracion propia.

A partir de la conciencia sobre las caracteristicas de inclinacion, longitud y sentido, los
estudiantes configuraron un vector a partir de una construccion geométrica grupal en el AGD.
Asi, percibieron cémo los cambios en dichas propiedades del vector de traslacion influian en la
posicion final de la figura trasladada. Por otro lado, se les dificult6 construir la figura trasladada
por si mismos a partir de una figura y un vector, solo lograndolo quienes alcanzaron a tener
mediacion con el PFI para este proposito.

En este nivel, el AGD tuvo varios roles destacados en funciéon de los elementos
matematicos que se estudiaron, permitiendo:

e Emular una herramienta de medicibn, ofreciéndole a los estudiantes certeza
sobre la longitud del deslizamiento mediante el arrastre. Esto presenta la
potencialidad de extender este uso a otro tipo de elementos auxiliares que
faciliten la comprension de un concepto o propiedad.

¢ Configurar una tarea en la que, para su consecucion, debian enfocarse en la
caracteristica de la inclinacion y sentido del deslizamiento. Esto pudo
contrastarse con otras tareas donde las acciones sobre los applets no requerian
usar los conceptos en juego de manera determinante para cumplir su objetivo

procedimental.
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e Abstraer las caracteristicas de inclinacion, longitud y sentido del vector de
traslacion en representaciones auxiliares que enfatizaban dichas caracteristicas.
e Comparar grandes cantidades de representaciones de una figura trasladada a
partir de la modificacion de las caracteristicas del vector de traslacién de manera
instantanea, como se ilustra en la figura 19.
Figura 19

Redibujado Instantaneo de las Figuras Trasladas

Nota. Un proceso analogo a lapiz y papel seria mucho mas dispendioso.
Elaboracién propia.
Nivel Formal
Los estudiantes lograron adoptar un lenguaje formal para la referenciacion de las figuras
involucradas en una traslacion a partir de las etiquetas de sus vértices. Por otro lado, no
reconocieron los paralelogramos representados y, en consecuencia, tampoco la propiedad de
congruencia entre sus lados opuestos. Asi, no alcanzaron a desarrollar un razonamiento que
probara la equidistancia entre pares de puntos correspondientes de una figura y su traslacion.
En este nivel, se retomo la necesidad de justificar si una representacion era una

traslacion. Sobre esto, los estudiantes no lograron argumentar lo solicitado, evidenciando una
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falta de propiedad sobre los conocimientos desarrollados en los anteriores niveles. Sin embargo,
a partir de la mediacion del PFI, retomaron las caracteristicas visuales del nivel situacional y
referencial como la conservacion del tamafo, forma y orientacion, siendo el PFI quien
enunciaba la relacion entre la traslacion y dichas propiedades.

Los anteriores resultados por nivel reflejan que los estudiantes intervenidos lograron
reconocer la traslacion hasta el nivel general, donde identificaron el pardmetro que determina la
traslacion: el vector de traslacion. Sin embargo, se les dificult6 emplear lo anterior para la
construccion de la traslacion de una figura. Por otro lado, solo utilizaron las propiedades
visuales de conservacion de la forma, tamano, orientacién y trayectoria rectilinea para
caracterizar la traslacion, sin recurrir a razonamientos u observaciones mas sofisticadas. Por lo
tanto, se puede afirmar que los estudiantes alcanzaron parcialmente un nivel general en el
estudio de la traslacion en la THA.

Comparacion de la THA y la Trayectoria de Aprendizaje Real del Grupo de
Estudiantes Intervenidos

La estructura de la THA planteada por Simon (1995) supone un PAH sobre el que no se
plantea un lineamiento de forma concreto, por lo que se puede presumir como general de toda la
THA o particionado en varios procesos concretos, como sucede en la THA de Cumbal (2020). En
esta, se plantea un PAH para cada Tarea, por lo que durante el anélisis retrospectivo se hizo un
contraste entre el PAH y el Proceso de Aprendizaje Real, como sugirieron Bakker y Van Eerde
(2015). El conjunto de Procesos de Aprendizaje Real de la tabla 29 describe lo que realmente
sucedio con el proceso de aprendizaje de los estudiantes.

Tabla 29

Comparacion entre los TAH y los Procesos de Aprendizaje Real

Proceso de Aprendizaje Hipotético Proceso de Aprendizaje Real

Tarea 1A

El estudiante, para cada pareja de figuras que se obtiene  Los estudiantes, para cada pareja de figuras que se
por medio de un deslizamiento, compara la figura inicial obtiene por medio de un deslizamiento, compararon la
con la figura final. Con esto, ellos infieren las figura inicial con la final. Con esto, intuyeron que las




caracteristicas visuales de las figuras que deslizadas
siguiendo una trayectoria rectilinea, mantiene
invariante: el tamafio, la forma, la inclinacion, la
trayectoria y la orientacion de la figura inicial.

El estudiante observa que las parejas de figuras que se
obtienen por medio de un deslizamiento sobre
trayectoria rectilinea conservan tamaro, forma,
orientaci6n e inclinacién. Por lo tanto, llegan a concluir
que son congruentes.

95

figuras deslizadas siguiendo una trayectoria rectilinea
mantienen la forma. En contraste, no lograron tener
certeza sobre la conservacién del tamafio por medio de la
intuicién visual y tuvieron dificultades para interpretar la
conservacion de la inclinacién. Por otro lado, la
conservacion de la orientacion no se desarrolla en la
tarea propuesta. En consecuencia, omitieron el
reconocimiento de la congruencia con comin orientaciéon
respecto al centroide de una figura y su traslacion.

Tarea 1B

El estudiante observa parejas de figuras que al deslizarse
sobre el plano tienen cambios en su trayectoria,
orientacion, inclinacién, tamafio y forma.

El estudiante observa que algunas parejas de figuras:

e Describen una trayectoria que no es rectilinea,
como el movimiento de la hélice o el
movimiento del cuadrado.

e La figura final no “mira” hacia el mismo lado
que la figura inicial, como en el dibujo 4

e La figura final no tiene el mismo tamafio que la
figura inicial, como el dibujo 3.

El estudiante compara los ejemplos de deslizamiento en
trayectoria rectilinea (TAREA 1A) con aquellos que no lo
son (TAREA 1B), infiere que cuando una figura es
deslizada siguiendo una trayectoria rectilinea conserva:
el tamafio, la forma, la inclinacién y la orientacién de la
figura inicial.

El estudiante plantea ejemplos de deslizamientos
relacionados con el movimiento de objetos cotidianos
como, por ejemplo: el movimiento de un animal, de
medios de transporte, etc.

Los estudiantes observaron parejas de figuras que, al
deslizarse sobre el plano en una trayectoria no rectilinea,
tenian cambios en su tamafo y orientacién. La selecciéon
de figuras no les permiti6 hacer un contraste respecto a
la conservacién de la forma o la inclinaciéon.

Los estudiantes observaron que algunas parejas de
figuras:

e Describian una trayectoria que no es rectilinea,
como el movimiento de la hélice o el
movimiento del cuadrado.

e La figura final no “miraba” hacia el mismo lado
que la figura inicial, como en el dibujo 4

e La figura final no tenia el mismo tamano que la
figura inicial, como en el dibujo 3.

Los estudiantes compararon los ejemplos de los
deslizamientos en trayectoria rectilinea (TAREA 1B) con
aquellos que no lo son (TAREA 1B) y reconocieron
algunas diferencias en las caracteristicas visuales como el
lugar geométrico de la trayectoria, el cambio de tamafo y
de orientaci6n en deslizamientos que se correspondian a
una traslacion con los que no. Sin embargo, no
enunciaron una relacién de dependencia entre las
caracteristicas visuales y el tipo de transformacion
geométrica.

Tarea 2A

El estudiante reconoce la conservacién del tamafio y la
forma. Cuando la figura inicial se desliza para obtener la
figura final, el estudiante compara el tamafio de las
figuras, a través de la superposiciéon de todos los puntos
de la figura inicial en la figura final. A partir de la
comparacion se puede inferir que, si la figura inicial se
puede superponer sobre la figura final, sin modificar
ninguna de las dos figuras, se conserva el tamano y la
forma de la figura inicial en la figura final.

Cuando los estudiantes deslizaban la figura inicial para
obtener la figura final, comparaban el tamafio y la forma
de las figuras a través de la superposicion de todos los
puntos de la figura inicial en la figura final. A partir de
esto, infirieron que, si la figura inicial se podia
superponer sobre la figura final, las figuras inicial y final
tenian la misma forma y tamafio.

Tarea 2B

El estudiante observa el deslizamiento de la figura inicial
y el rastro que dejan los vértices de la figura inicial al ser
deslizada hasta la figura final, identifica el segmento que
va desde el vértice de la figura inicial al correspondiente
vértice de la figura final.

Luego, el estudiante observa la distancia que hay desde
los vértices correspondientes de la figura inicial a la

Los estudiantes observaron la distancia que habia entre
los vértices correspondientes de la figura inicial y la
figura final. De esta manera identificaron que el
segmento que correspondia a cada traslacion era aquel
que unia los vértices correspondientes de la figura inicial
y figura final. Los estudiantes determinaron que la




figura final, de esta manera identifican el segmento y la
trayectoria de los vértices durante su deslizamiento. A
partir de lo anterior, identifican que el segmento que le
corresponde a cada traslacion es aquel que conserva la
medida del segmento que une los puntos
correspondientes de la figura inicial y figura final. El
estudiante, para cada pareja de figuras, mueven los
segmentos para comprobar cuél de ellos corresponde a la
distancia desde el vértice de la figura inicial hasta el
correspondiente vértice de la figura final, infieren cual es
segmento que mide la cantidad que se movio6 la figura.
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longitud era el criterio para seleccionar el segmento
apropiado.

Tarea 2C

El estudiante observa el movimiento de la figura inicial
en cada dibujo, comparan la orientacién de la figura final
y la figura inicial, luego reconocen que las figuras
relacionadas mediante un deslizamiento sobre una linea
recta conservan la orientacion, es decir, que la figura
final queda mirando hacia el mismo lado que la figura
inicial.

El estudiante observa el movimiento de la figura inicial
hasta la figura final, luego desliza la figura inicial hacia la
figura final para superponer los puntos de la figura inicial
en la figura final. El estudiante infiere que cuando los
puntos de la figura inicial coinciden con los puntos
correspondientes de la figura final, la figura final
conserva la orientacién de la figura inicial, o sea, ambas
figuras estan orientadas hacia el mismo lado.

Al observar y comparar la trayectoria de cada
movimiento, el estudiante determina que las parejas de
figuras que cambian su orientacion al deslizarse sobre el
plano no son deslizamientos en linea recta, por ejemplo,
en el dibujo 2, la figura se mueve sobre un trayecto
circular y su orientacion es diferente.

Los estudiantes observaron el movimiento de la figura
inicial en cada dibujo y compararon la orientacion de la
figura final y la figura inicial, identificando la
conservacion de la orientacion respecto al centroide, es
decir, que la figura final “miraba” hacia el mismo lado
que la figura inicial.

Los estudiantes observaron el movimiento de la figura
inicial hasta la figura final, luego deslizaron la figura
inicial hacia la figura final para superponer los puntos de
la figura inicial en la figura final. Asi, infirieron que
cuando los puntos de la figura inicial coincidian con los
puntos correspondientes de la figura final, la figura final
conserva la orientacion respecto al centroide de la figura
inicial.

Tarea 2D

El estudiante observa el movimiento en cada dibujo para
reconocer la inclinaciéon que determina el movimiento.

El estudiante observa la inclinacion de cada movimiento
y ubica la recta correspondiente a cada dibujo, a través
de la comparacién de la inclinacion de la figura inicial y
la figura final, identifican los dibujos en los que la
inclinacion de figura final no corresponde con la
inclinacion de la figura final. El estudiante infiere que, en
las figuras relacionadas mediante un deslizamiento sobre
una linea recta, se conservan la inclinacién de las figuras,
es decir, la figura inicial se encuentra sobre la misma
recta que la figura final.

El estudiante identifica los dibujos en los que la figura
final no esté sobre la misma recta que la figura inicial.
Por ejemplo, el estudiante observa que en el dibujo 2 la
figura final no esta sobre la misma recta que la figura
inicial. A través de esto reconocen que esas situaciones,
no corresponden a deslizamientos sobre la misma linea
recta.

Los estudiantes observaron el movimiento en cada
dibujo para reconocer la trayectoria que determinaba el
movimiento.

Los estudiantes arrastraron la figura inicial de cada
dibujo para determinar si era congruente con la figura
final por superposicion. Por contraste, infirieron que no
se pueden superponer si las figuras inicial y final no
estan sobre la misma recta que representa la trayectoria.
Sin embargo, no justificaron el rol de la inclinacion de la
trayectoria.

Tarea 3A



El estudiante reconoce y verifica, a través del
deslizamiento de la figura inicial, la conservaciéon de la
inclinacion, el tamafo y la forma de la figura trasladada,
reconocen que las parejas de figuras donde la figura
inicial corresponden a una traslacion de la figura inicial
son aquellas en las que la figura inicial se puede
sobreponer en la figura final, haciendo que los puntos
correspondientes coincidan.

El estudiante observa que las parejas de figuras, como los
dibujos 1y 2, tienen la misma forma y la figura inicial se
puede sobreponer haciendo que coincidan sus puntos
correspondientes en la figura final. El estudiante
identifica los dibujos que tienen la misma forma, pero la
figura inicial no se puede sobreponer en la figura final de
tal forma que sus puntos correspondientes coinciden, al
observar estas figuras el estudiante puede inferir que no
corresponden porque la figura final esta girada y no
coinciden en todos sus puntos.

El estudiante, observando el deslizamiento de la figura
movible, infiere que solamente las figuras que se pueden
superponer haciendo que todos sus puntos coinciden,
corresponden a traslaciones.
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El PFI tuvo que recordar a los estudiantes las
caracteristicas visuales de la traslacién: conservacién de
tamafio, forma y orientacion, asi como la trayectoria
rectilinea de un deslizamiento que se corresponde a una
traslacion. Estas fueron verificadas por el estudiante
mediante la superposicion de las figuras inicial y final.
Asi, concluyeron que los deslizamientos donde se pueden
superponer las figuras inicial y final corresponden a una
traslacion. De manera analoga, infirieron que los dibujos
donde no se podian superponer las figuras inicial y final,
eran los que no conservaban la forma, tamafio u
orientacion respecto al centroide, siendo estos
deslizamientos que no correspondian a una traslacion.

Tarea 3B

El estudiante determina la longitud de cada
deslizamiento comparando la posicién de la figura inicial
con la posicion de la figura final. En primer lugar, a
través de la visualizacion de la figura inicial y del rastro
que esta deja al hacer el deslizamiento, el estudiante
puede contar la cantidad de unidades que se traslada de
la figura inicial hasta la figura final. Luego, determinan la
longitud del deslizamiento en el dibujo 4 donde no se
muestra el rastro del deslizamiento, esto lo hacen
utilizando el segmento que contiene una métrica y se
puede variar. Mueven el inicio del segmento hasta un
vértice de la figura inicial, luego alargan el segmento
hasta que coincida con el vértice correspondiente de la
figura final, luego cuentan las unidades de la métrica y
determinan la longitud del deslizamiento.

Los estudiantes determinaron la longitud de los dibujos
1, 2y 3 utilizando la herramienta de medicién
proporcionada en el applet. Para esto, movieron el inicio
del segmento hasta un vértice de la figura inicial; luego
alargaron el segmento hasta que coincidiera con el
vértice correspondiente de la figura final. Con la
mediacion del PFI para el conteo correcto de unidades de
longitud, los estudiantes lograron determinar la longitud
del deslizamiento.

Los estudiantes determinaron la longitud del
deslizamiento del dibujo 4 comparando la posicion de la
figura inicial con la de la figura final, a partir del conteo
de los “pasos” uniformes que daba la figura inicial en una
animacion.

Tarea 3C

El estudiante determina la orientacion del deslizamiento
en linea recta a través de la comparacion de la posicion
de la figura final con relacion a la figura inicial.

El estudiante identifica la figura inicial y cada una de las
figuras finales. Luego seleccionan la orientaciéon para
trasladar la figura final (derecha-arriba, derecha-abajo,
izquierda-arriba, izquierda-abajo), fijada la orientacion
ingresan datos numéricos en las casillas y observa cémo
cambia la figura final teniendo en cuenta los datos
asignados, por ejemplo, observan que seleccionar la
orientacion derecha arriba e ingresan los nimeros 3y 5
en las casillas correspondientes, la figura final se traslada
e unidad des a la derecha y 5 hacia arriba. A través de
esta comparacion el estudiante infiere que la figura final
se traslada dependiendo de la orientacién que se asigne
en las casillas.

Los estudiantes determinaron la configuracion de la
longitud, inclinacion y sentido de la traslacion a través de
la comparacion de la posicion de la figura final con
relacion a la figura inicial.

Los estudiantes identificaron una figura y 4 de sus
posibles traslaciones; luego seleccionaron la
“orientaciéon” para trasladar la figura (derecha-arriba,
derecha-abajo, izquierda-arriba, izquierda-abajo); fijada
la orientacion, ingresaron datos numéricos en las casillas
y observaron como cambiaba de posicion la figura
trasladada teniendo en cuenta los datos asignados.

A través de la anterior comparacion, los estudiantes
infirieron, implicitamente, que el cambio en los
componentes del vector determinaba la posicion de la
figura trasladada.
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Tarea 3D

Los estudiantes observan la animacion que mide en cada
traslacion la distancia entre los puntos correspondientes,
el estudiante infiere la longitud, es decir, cuantas

unidades se desplaza la figura inicial hasta la figura final.

El estudiante observa hacia donde mira la figura y lo
representa con una flecha que indica la orientacién. A
través de la animacion se muestra la inclinaciéon de la
traslacion, esta se representa en una recta, el estudiante
observa como se inclina cada figura e infieren que esta
inclinacion corresponde a cada recta.

Para la construccién del segmento orientado, el
estudiante observa la integracion de cada uno de los tres
elementos mediante una animacion e infieren que se
pueden unificar en un solo objeto matematico: segmento
orientado, dado que este segmento tiene la longitud, la
inclinacion y la orientacién del movimiento.

Los estudiantes observaron una matriz donde se
abstraian en representaciones auxiliares la longitud de
deslizamiento, inclinacion de la trayectoria y sentido de
varias traslaciones.

Los estudiantes compararon las traslaciones y
determinaron cudles traslaciones compartian la misma
inclinacion. De manera analoga, observaron el origen y
destino del deslizamiento, reconociendo el sentido de las
traslaciones.

Para la construccion del segmento orientado, los
estudiantes propusieron valores para los parametros de
longitud, inclinacién y sentido y observaron su
configuracion en un vector a partir de una construcciéon
grupal. Luego, observaron el resultado de trasladar una
figura a través del vector construido.

Tarea 3E

El estudiante determina la longitud, orientacion e
inclinacion del deslizamiento a través de la identificacion
del segmento orientado.

El estudiante observa la traslacion en cada dibujo, luego
mueven el segmento orientado teniendo en cuenta que,
al hacer la comprobacion, la figura relacionada con el
segmento orientado se superponga con la figura final.
Luego, el estudiante infiere que la traslacién esta
determinada por la longitud, la orientacién y la
inclinacion del segmento orientado.

Los estudiantes determinaron la longitud, orientacién e
inclinaciéon de una traslacion a través de la variacién de
estos parametros en un vector de traslacion.

Los estudiantes observaron la traslacién en cada dibujo y
modificaron el vector mediante el arrastre de su extremo
final teniendo en cuenta que, al activar la casilla
“comprobacién”, la figura trasladada con este vector
debia superponerse con la figura final. Asf, infirieron que
la traslacion est4 determinada por la longitud, la
orientaci6n y la inclinacién del vector de traslacion.

Tarea 3F

El estudiante realiza la traslacion de la figura inicial,
utilizando sus conocimientos de la tarea 3A relacionados
con el segmento orientado y la indicacion del profesor
para realizar la traslacion: traslada cada uno de los
elementos de la figura inicial. El estudiante determina
que, para trasladar una figura, se traslada cada punto
vértice de la figura inicial, esta traslacion se hace
determinada por el segmento orientado, el cual contiene
la orientacion, la inclinaci6n y la longitud del
movimiento.

Después de trasladar cada vértice de la figura inicial, el
estudiante dibuja la figura final uniendo los puntos
obtenidos mediante el deslizamiento, luego el estudiante
reconoce la figura final

Solo algunos estudiantes realizaron la traslaciéon de una
figura utilizando sus conocimientos del nivel general,
relacionados al vector de traslacion, y la mediacion del
PFI. Estos determinaron que para trasladar una figura:
se trasladaba cada uno de sus vértices mediante un
vector de traslacion, teniendo en cuenta su longitud,
inclinacion y sentido; estos vértices se unen con
segmentos, correspondiendo esta nueva figura a la
traslacion de la primera.

Tarea 4A

El estudiante observa la traslacion de la figura inicial
hasta la figura final, de ahi infieren que los puntos de la
figura inicial se mueven siguiendo una trayectoria
rectilinea cuando se trasladan hasta la figura final. El
estudiante reconoce que la figura inicial y la figura final
estan relacionadas mediante una traslacién, observa que
las distancias de los puntos de la figura inicial hasta la
figura final son iguales, es decir que la distancia de A
hasta A” es igual, a la distancia de B hasta B” y de C

Los estudiantes observaron la traslacion de la figura
inicial hasta la figura final e infirieron que los puntos de
la figura inicial se movian siguiendo una trayectoria
rectilinea cuando se trasladan hasta la figura final. Asi,
reconocieron que la figura inicial y la figura final estan
relacionadas mediante una traslacién a partir del
reconocimiento de sus caracteristicas visuales.
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hasta C’, porque las figuras estan relacionadas por medio Adema4s, los estudiantes identificaron que las distancias
de una traslacion. El estudiante identifica que la figura  de los vértices de la figura y su traslacién eran iguales, es

que se forma al unir los puntos A, A", By B” esun decir que la distancia de A hasta A" es igual a la distancia
paralelogramo al establecer la relacion que tienen los de B hasta B” y de C hasta C’, porque estas distancias
segmentos AA” y BB’. eran iguales en una traslacion.

Tarea 4B

Los estudiantes observaron la construccion de disefio
geométrico presentado en el applet, reconociendo las
figuras que se van obteniendo a través de traslaciones, es
decir, figuras que conservan el tamano, la forma, la
orientacion respecto al centroide y se trasladan siguiendo
una trayectoria rectilinea.

El estudiante observa la construccion de disefio
geométrico, determinando las figuras que se van
obteniendo a través de traslaciones, es decir, figuras que
conservan la longitud entre sus puntos, la inclinaciéon y la
orientaci6én de la figura inicial.

Nota. Esta tabla permite contrastar el proceso de aprendizaje esperado de los estudiantes con el
sucedi6 realmente para cada Tarea de la THA. Elaboracion propia con los PAH de Cumbal
(2020).

La columna izquierda de la tabla 31 describe la Trayectoria de Aprendizaje Real del grupo
de estudiantes de 6° grado intervenidos con base al anélisis retrospectivo del Experimento de
Ensenanza. Sobre esta se pueden sefialar varias coincidencias entre lo esperado y lo sucedido,
asi como disonancias que sirvieron de insumos para el redisefio de la THA.

Respecto a la meta de aprendizaje de la THA de Cumbal (2020), se puede afirmar que los
estudiantes lograron reconocer el resultado de aplicar una transformacion de traslacién a una
figura bidimensional a partir de la caracterizacién de sus propiedades visuales, sin alcanzar una
conceptualizacion formal del fenémeno. Sobre esto, se sefiala que el contexto de disefio no se
mostro relevante para el desarrollo de la THA, pues solo se hizo alusion a este al final de la
implementacion, como estaba programado en la propuesta.

Propuesta de Rediseio de la THA de Cumbal (2020)

El ejercicio de redisefio que se describe a continuacion tuvo dos propoésitos: modificar las
tareas, preguntas, applets y PAH de la THA en funcion de lo reportado en el analisis
retrospectivo; y favorecer la comprension de la THA al profesor/investigador que pudiera
enfrentarse a esta propuesta en futuros procesos de implementacion.

Adicion de Apartados en el Cuerpo de la THA
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El gjercicio de analisis previo de la THA de Cumbal (2020) dio cuenta de una
interpretacion primitiva de esta. Sin embargo, en este proceso intervinieron los imaginarios de
los investigadores sobre el contenido, desarrollando una comprensién ilusoria de la THA. No fue
sino hasta que se desarrollf la fase de la experimentacion cuando se empez6 a tener una
conciencia mas cercana a las intenciones de Cumbal (2020). Esta malinterpretacion tuvo una
influencia negativa en la orientaciéon del PFI a los estudiantes, pudiendo generar obstaculos de
aprendizaje. En la tabla 30, se ilustra lo anterior, pues da cuenta de un segmento de aprendizaje
en el que el PFI se cuestiona sobre la interpretacion de la inclinacién en la THA.

Tabla 30

Malinterpretacién del Concepto de Inclinacién en la THA

Cod-AGD Cod-Traslacion Tlustracion

PFI: Bueno, ya entendieron lo de la inclinacién, éno?
AAP E 1: Ujum.

PFI: Ahora, si ustedes comparan la inclinacién de este (incomprensible) con
este, son diferentes éno?

AAP E 1: Ujum.

PFI: La pregunta no se entiende si es entre dos figuras o en ella misma,
porque uno puede pensar en la inclinacién del trayecto, porque un trayecto
podria ser asi y la inclinacion varia dentro del mismo trayecto...

Descripcién de los Codigos Emergentes del Segmento

AAP Atiende a la aclaracién del profesor.

Nota. Segmento de Aprendizaje 1A-5: Lineas 65-69. Elaboracion propia.
Con base en lo anterior, se propusieron los siguientes apartados a la THA en los que se
especifican aspectos relevantes para una interpretacion apropiada por parte del PFI.
Conceptualizacion de la Traslacion. Este primer elemento especifica la
conceptualizacion de la traslacion adoptada en la THA. Se presenta como una funciéon que toma
una figura y la relaciona con otra a partir de un vector como parametro. Por otro lado, esta
concepcion formal se asocia, para efectos pedagogicos, con el deslizamiento en linea recta de

una figura que conserva tamafo, forma y orientacion respecto al centroide. Sobre esto, se aclara
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que, aunque puede establecerse una relacion entre estas dos formas de concebir el fenomeno,
una traslaciéon no es un deslizamiento. Este tltimo se utiliza en la THA como recurso para la
visualizacion del movimiento de la figura para favorecer el establecimiento de relaciones entre
las propiedades y conceptos propios de esta isometria, como sugieren los referentes curriculares
(MEN, 1998) y autores como Sacristan et al (2010).

Descripcion de los Niveles de la Heuristica de los Modelos Emergentes en la
THA. La interpretacion de estos en el contexto de la THA resulta esencial para comprender los
propositos implicitos de cada nivel. Asi, este nuevo apartado buscar hacer evidente la relacion
que tiene el grupo de tareas de un nivel, sugiriendo una manera de orientar el proceso de
aprendizaje de los estudiantes para aprovechar los procesos de estructuracion, abstraccion,
generalizacion y formalizacion descritos por Zolkower y Bressan (2012). Como consecuencia, se
espera que esto favorezca la coherencia entre el discurso del profesor/Investigador y la
estructura de la THA a la luz de la teoria que la fundamenta.

Precision de la Terminologia. Otro aspecto relevante que genero6 dificultades en los
estudiantes, como se evidencio a lo largo del analisis retrospectivo y el primer resultado de esta
investigacion, fue que la THA presentaba e inducia algunas ambigiiedades respecto a los
términos de inclinacién y orientacion. Asi, se ahadi6 un pequefio apartado que establece una
terminologia concreta que pretende saldar dichas imprecisiones. En este se definen y
diferencian los conceptos de trayectoria, inclinacion, orientacién respecto al centroide y sentido.

Descripcion del Uso de los Applets. Como algunos de los applets originales y
redisenados son complejos respecto al modo de explorarlos, se afiadi6 una breve descripcion de
su uso, con el fin de que el profesor/investigador pueda aprovechar las posibilidades que
ofrecen, asi como darle claridad inmediata su uso previsto.

Adaptacion del Contexto de la THA
La THA de Cumbal (2020) media el aprendizaje de la traslacion a partir de multiples

applets de GeoGebra que, sin lugar a duda, son innovadoras respecto a medios tradicionales



102

como el lapiz y papel. Sin embargo, es facil percibir que los medios audiovisuales han
evolucionado estrepitosamente en la medida que se socializa la tecnologia (Etxeberria, 1998). En
este sentido, las representaciones usadas en esta THA pueden resultar poco tan llamativas para
estudiantes que se ven enfrentados a un universo audiovisual enorme.

Alo largo de la implementacidn se percibid un desinterés generalizado de los estudiantes
por la propuesta, que se manifestaba cuando, por ejemplo, evitaban desarrollar las tareas y solo
lo hacian por la presion del PFI. Esta problematica responde a los resultados de Gonzalez (2015)
y suscito la necesidad de hacer una adaptacion del contexto de la THA. Por lo anterior, se
propuso utilizar el contexto de disefio de videojuegos, con base a las virtudes de este medio
reportadas en el marco teorico. Asi, se hizo un redisefio de los applets usando como temaética el
género de videojuegos 2D Scrolling Shooter?7, partiendo de una adaptacién de las
representaciones hasta la configuracion de applets que se presentaran como minijuegos, donde
el pensamiento matemaético del estudiante se acciona a través de un propoésito en contexto (ver
figura 20).

Figura 20

Applet de la Tarea 3B Adaptada al Contexto de Disefio de Videojuegos

jUtiliza las baterias de defensa para defender la

base antes que los enemigos exploten!

Seleccion de baterias

Seleccién del
sentido de disparo

Sentido A

D Sentido B

17 Videojuegos de disparos por desplazamiento en dos dimensiones.
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Nota. Con el objetivo de impactar unos objetivos, el estudiante debe seleccionar la inclinacion y
el sentido apropiado del disparo. Tomado del applet redisefiado.

https://www.geogebra.org/m/nbx3mmp4

El uso particular del genero referido de videojuegos, proporciona un contexto
fenomenologico muy apropiado para el estudio de la traslacion. Mientras que los fen6menos
reales que suelen asociarse a la traslacion pueden ser facilmente controvertidos, como se ilustro
en la tabla 28, en este nuevo contexto no se ponen en duda. Por ejemplo, los entornos de estos
videojuegos suelen ser totalmente bidimensionales, por lo que no se presenta el efecto visual de
la perspectiva del mundo real. Este tipo de aspectos fenomenoldgicos son consecuencia de las
matematicas inherentes al desarrollo de este tipo de software.

Rediseito de Preguntas

En la THA de Cumbal (2020) se encontraron una cantidad importante de tareas en las
que las preguntas que pretenden accionar la reflexion del estudiante solo suscitan la
identificacion de caracteristicas que se manifiesta con respuestas de “si” y “no”, inclusive no se
formulaban preguntas que dieran cuenta de lo propuesto en el modelo de progresion o el PAH
de una tarea (ver tabla 31). Como consecuencia, durante la experimentacién se procur6 por
improvisar nuevas preguntas en medio del intercambio entre PFI y estudiantes para obtener
registros que dieran cuenta del pensamiento matematico del estudiante. Aunque esto se hizo en
el contexto de una investigacion, resulta intuitivo que para un profesor en ejercicio también es
pertinente percibir la progresion del aprendizaje de sus estudiantes a través de sus respuestas y
la interaccion que estas puedan generar.

Tabla 31
Disonancia entre el Modelo de Progresion, el Proceso de Aprendizaje Hipotético y las

Preguntas de la Tarea 1A

Modelo de Progresion


https://www.geogebra.org/m/nbx3mmp4
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Caracteristicas visuales de las figuras trasladadas, estas mantienen: la forma, el tamafio, inclinacién o inclinaciéon y

orientacion.

Proceso de Aprendizaje Hipotético

El estudiante, para cada pareja de figuras que se obtiene
por medio de un deslizamiento, compara la figura inicial
con la figura final. Con esto, ellos infieren las
caracteristicas visuales de las figuras que deslizadas
siguiendo una trayectoria rectilinea, mantiene
invariante: el tamafio, la forma, la inclinacion, la
trayectoria y la orientacién de la figura inicial.

El estudiante observa que las parejas de figuras que se
obtienen por medio de un deslizamiento sobre
trayectoria rectilinea conservan tamafo, forma,
orientacidn e inclinacion. Por lo tanto, llegan a concluir
que son congruentes.

Descripcién y Preguntas

Las parejas de figuras son ejemplos de deslizamientos en
una trayectoria rectilinea. (Ver dibujos) Mueve el punto
rojo para observar el deslizamiento de la figura inicial
hasta la figura final.

Para cada dibujo, compara la figura inicial con la figura
final y responde a las preguntas:

¢Mantienen el mismo tamafio?

=

2. ¢Mantienen la misma forma?
3. ¢Mantienen la misma inclinacién?
4

¢La trayectoria que sigue de la figura inicial a la final
es en linea recta?

5. ¢En qué se diferencian?

6. ¢Podrias afirmar que las dos figuras son iguales?
¢Por qué?

Nota. Aunque el proceso hipotético y el modelo de progresion hacen referencia a la orientacion,

las preguntas no suscitan una reflexion al respecto. Tomado de la THA de Cumbal (2020).

Splitter y Sharp (1995) catalogaron las preguntas referidas como cerradas y las

caracterizaron con el propdsito de obtener informacion o evaluar un conocimiento. Sobre esta

categorizacion, Lopez (2012) destaco las preguntas de tipo indagacion, pues estimulan la

produccion de respuestas que propician una discusion provechosa para propositos educativos y

anadio:

... las buenas preguntas ayudan a mejorar y ampliar el aprendizaje por lo que es

conveniente conocer qué tipo de preguntas son las adecuadas para cada tipo de

ambiente de aprendizaje, de tal manera que permitan a los estudiantes relacionar

sus conocimientos previos y experiencias, formular sus propias preguntas, e

incluirlo en la planificacion de su propio aprendizaje. (p. 49)

Con base en lo anterior, el redisefio también implico el replanteamiento de las preguntas

de tal suerte que promovieran la reflexion de los estudiantes a la luz del modelo de progresion y

el Proceso de Aprendizaje Hipotético de cada tarea.
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Rediseino de Tareas y sus Applets

A continuacion, se hace una breve descripcion del redisefio de las tareas de la THA de
Cumbal (2020) sustentado en el analisis retrospectivo y los resultados anteriores. Para esto, se
presenta cada tarea de la THA redisenada, justificando los procesos de adaptacion o absorciéon
de las tareas originales en las nuevas. Para facilitar el contraste de ambas THA y la comprensiéon
de las decisiones en el redisefio, se dejan como anexos 1y 2 la THA de Cumbal (2020) y la THA
redisenada respectivamente.

Tarea 1A. En esta nueva tarea se pretende que los estudiantes interactien con un
videojuego del género 2D Scrolling Shooter. Para su seleccion se exploraron multiples opciones
y se optd por usar R-Type 3: The Third Lightning, un videojuego clasico de la consola Super
Nintendo. La finalidad de esta tarea consiste en observar el movimiento de ciertos objetos
especificos con el fin de describir sus trayectorias. Estos se mueven siguiendo distintos patrones,
sobre los que se espera destacar los que corresponden a una traslacion.

Tarea 1B. Esta corresponde a la tarea 1A de la THA original, sobre la que solo se hizo
una adaptacion al contexto de diseno de videojuegos.

Tarea 1C. Manteniendo el espiritu de la tarea 1B de la THA original, se ahadié un nuevo
dibujo donde se representa un deslizamiento en linea recta relacionado a una traslacién, para
poder contrastarlo de manera local con los deslizamientos que tienen otro tipo de trayectorias.
Estos tltimos se modificaron con el fin de mostrar trayectorias mas variadas y asi favorecer el
contraste.

Tarea 2A. Esta nueva tarea se sustenta en dos aspectos: las dificultades evidenciadas
respecto a la interpretacion de la representacion que asocia el deslizamiento en linea recta de
una figura con una traslacion; y la Heuristica de los Modelos Emergentes, pues en el nivel
referencial se introduce la esquematizacion del fendmeno. Asi, en esta tarea se espera que los
estudiantes se familiaricen con la manera de representar el fenémeno usada a lo largo de la

THA, de la que se espera que reconozcan: una figura que se desliza en linea recta; una
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representacion de la figura cuando esté en sus posiciones inicial y final, correspondiendo estas a
la figura y su traslacion; los rastros que dejan los vértices de la figura al deslizarse; y una linea
recta que representa la trayectoria del deslizamiento.

Tarea 2B. En esta se unieron las tareas 2A, 2C y 3A de la THA original debido a que
usaban la superposiciéon como mecanismo de comprobacion de una caracteristica visual. Asi, se
pretende que los estudiantes verifiquen la conservacion de tamano, forma y orientacion respecto
al centroide a través de un proceso de superposicion en una misma tarea. Para esto, bast6 con
modificar un par de dibujos de la tarea 2A para integrar unos nuevos donde se representan
deslizamientos con cambio en la orientacion respecto al centroide de las figuras inicial y final.

La tarea 3A de la THA original buscaba que los estudiantes reconocieran la
superposicion de los vértices y lados correspondientes de una figura y su traslacién como un
método para verificar las caracteristicas visuales de la traslacion. Asi, era procedimentalmente
analoga a las tareas 2A y 2C, por lo que se absorbi6 en la nueva tarea 2B.

Tarea 2C. Esta corresponde a un rediseno la tarea 2B original que consisti6é en una
modificacion las representaciones de tal manera que solo un deslizamiento corresponde a una
traslacion y los otros presentan cambios en el tamafo, forma y orientacidn respecto al centroide.
En esta tarea se mantuvo el objetivo procedimental original: seleccionar un segmento adecuado
para conectar todos los vértices correspondientes de una figura y su traslacion. Asi, los
estudiantes solo podran seleccionar un segmento con dichas condiciones para el deslizamiento
que corresponde a una traslaciéon. En consecuencia, deberian poder identificar que en otros
tipos de deslizamiento los segmentos que unen estos vértices tienen distintas longitudes e
inclinaciones. De esta manera se espera que los estudiantes puedan reconocer la propiedad
como una implicacién de la traslacion, en contraste a la tarea original donde solo se limitaban a
reconocer la longitud para la selecciéon de un segmento adecuado, como se reporté en el anélisis

retrospectivo.



107

Tarea 3A. El reconocimiento del sentido se desarrollaba en la tarea 3C de la THA
original. Sin embargo, esta suponia una configuracién de la longitud, inclinacién y sentido de la
traslacion donde no se abstraia el sentido como concepto individuado de los otros pardmetros,
como se report6 en el analisis retrospectivo. Asi, para esta nueva tarea 3A se propuso un
redisefio total que busca cumplir dicho proposito.

El nuevo applet de esta tarea propone una situacion en el contexto de disefio de
videojuegos en la que el estudiante debe identificar un segmento particular que representa la
trayectoria de un proyectil. Sobre este, debe seleccionar uno de sus sentidos determinado por los
extremos con el fin de impactar unos objetivos. Con las preguntas propuestas, se espera que el
estudiante pueda reconocer el concepto referido y pueda distinguirlo visual y conceptualmente
de la inclinacion y la longitud.

Tarea 3B. Esta corresponde a la tarea 3A de la THA original, sobre la que se hicieron
cambios minimos: la adaptacion al contexto de disefio de videojuegos; y un rediseno de la
herramienta de medicion, que ahora indica la medida de manera explicita. Esta decisiéon se tomo
con base en: la dificultad evidenciada en los estudiantes para medir distancias con un elemento
como este; la medicion de distancias se desarrolla en los primeros niveles de escolaridad (MEN,
2006); para el desarrollo de la THA, lo sustancial es que los estudiantes puedan reconocer una
distancia y la medida que se le puede asignar, mas no propiamente la accion de medir.

Tarea 3C. Esta corresponde a la tarea 3D de la THA original, que se mantiene casi
intacta en el rediseno. El inico cambio que se consider6 pertinente es el de abstraer el sentido
de las traslaciones conservando la inclinacion en la representacion auxiliar. Esto se plantea
debido a que las representaciones usadas en la THA original solo ofrecen la posibilidad de
describir dos sentidos en una traslacion: de izquierda a derecha y de derecha a izquierda. Sin
embargo, en casos donde la traslacién describa una trayectoria vertical, la representacion
auxiliar no permite determinar la propiedad. Por otro lado, si se conserva la inclinacion de la

traslacion en esta, se puede identificar el sentido de cualquier traslacion a partir su



108

caracterizacion con base en los extremos del segmento que condensa la longitud y la inclinacion
del vector.

Tarea 3D. Como se considerd que la configuracion del vector de traslacion, a partir del
estudio de sus parametros por separado, seria una inferencia compleja para el estudiante,
agravada por el hecho de que en el nivel de escolaridad presupuesto no se ha introducido el
concepto de vector, se propuso una nueva tarea que consiste en construir el vector de traslacion
dados los parametros de inclinacion, longitud y sentido. Esta decision también se sustenta en las
dificultades reportadas en el marco tedrico respecto a la conceptualizacion del vector de
traslacion.

El nuevo applet de esta tarea: construye un vector con los pardmetros de longitud,
inclinacién y sentido que ingresa el estudiante; y luego, traslada una figura con dicho vector.
Ademas, busca favorecer el contraste entre las distintas traslaciones generadas a partir de la
variacion de los parametros del vector. Las preguntas asociadas a esta nueva tarea pretenden
accionar la reflexion del estudiante sobre los efectos visuales en la traslacion del cambio de estos
parametros; en general, se espera que infieran el rol del vector como parametro determinante de
la traslacion.

Tarea 3E. Esta hereda el principio procedimental de la tarea 3C original, pero ahora con
el proposito de que los estudiantes infieran un método concreto para la construccion de un
vector de traslacion. Asi, el estudiante debe observar como cambia un vector al variar sus
componentes, estableciendo una relacion entre el vector y los “pasos” horizontales y verticales
en la cuadricula del AGD. Asi, debe generar un vector que le permita trasladar una figura a una
posicién concreta. Esta tarea absorbe a la 3E original, pues tienen el mismo propdsito de
construir un vector para producir una traslacién concreta.

Lo anterior se justifica procedimentalmente a través del contexto de disefio de

videojuegos, pues la figura corresponde a una nave que debe recolectar unos minerales que se
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encuentran en posiciones especificas. Si el estudiante construye un vector que no traslade la
nave a uno de los minerales, esta colisionara con algtin asteroide.

Tarea 3F. La tarea 3F original presentaba una secuencia para la construccion de la
figura trasladada, dada una figura y un vector. Aunque el applet mostraba con detalle este
proceso graficamente, en el anilisis retrospectivo se report6 la dificultad que tuvieron los
estudiantes para seguir la secuencia, a tal punto que solo lograron construirla los estudiantes
que tuvieron mediacion con el PFI. Manteniendo el principio de la tarea original, se hizo una
adaptacion segun el contexto de disefio de videojuegos, donde se le anade un “asistente” que va
describiendo la secuencia en lenguaje natural, lo que puede favorecer la comprension del
estudiante sobre el proceso.

Tarea 4A. Uno de los propositos de la tarea 4A original, era el de introducir el lenguaje
formal para referenciar los elementos geométricos en la traslacion. Asi, esta nueva tarea se
concentra en este propoésito, por lo que invita al estudiante a nombrar los vértices de una figura
y su traslacion. Sobre esto, los estudiantes deben identificar los nombres formales de las figuras
y algunos segmentos con el fin de que se apropien de este tipo de notacion.

Tarea 4B (Opcional). Debido a las dificultades relacionadas al reconocimiento del
paralelogramo y sus propiedades reportadas en el anélisis retrospectivo, se propone esta nueva
tarea con el fin de que los estudiantes reconozcan este cuadrilatero y puedan usar la congruencia
de sus lados opuestos en la tarea 4C del rediseno.

El en el applet de esta tarea, el estudiante debe seleccionar, entre varios poligonos, un
paralelogramo, pues este es el tinico que le permite cumplir con el objetivo procedimental del
recurso. A partir de las preguntas propuestas, se busca que el estudiante infiera la propiedad de
congruencia entre los lados opuestos del paralelogramo.

Esta tarea se propone como opcional porque: solo resulta pertinente su desarrollo si los
estudiantes no estan familiarizados con los paralelogramos y sus propiedades; el contexto

planteado no corresponde al nivel formal de la Heuristica de los Modelos Emergentes; la



110

conceptualizacion del paralelogramo se propone en otro nivel de escolaridad (MEN, 2006). Sin
embargo, se decidié conservar esta tarea en el redisefio pues el reconocimiento de dicha
propiedad es imprescindible para el razonamiento que se propone desarrollar en la tarea 4C.

Tarea 4C. En la tarea 4A de la THA original, se propone el uso de las propiedades del
paralelogramo para probar que la distancia entre los pares de vértices correspondientes de una
figura y su traslacién es siempre la misma. Sin embargo, se omite usar un razonamiento analogo
para probar la congruencia de una figura y su traslacion, que se consider6 mas relevante en este
trabajo. Por lo tanto, esta tarea propone al estudiante reconocer los paralelogramos formados
por los lados correspondientes de una figura y su traslacion y usar la propiedad de la
congruencia entre de los lados opuestos para determinar que todos los pares de lados
correspondientes tienen la misma longitud e inclinacién, por lo que la figura y su traslacién
deben ser congruentes.

Todo lo anterior da cuenta del redisefio de la mayoria de las tareas de la THA de Cumbal
(2020). Sin embargo, se suprimieron totalmente las siguientes:

e Tarea 2D: en esta se pretendia que los estudiantes reconocieran la conservacion
de la inclinacion de una figura y su traslacion. Como se evidencio en el analisis
retrospectivo, esta caracteristica present6 muchas dificultades para los
estudiantes. Pensar en una transformaciéon que no conserva la inclinacién de su
trayectoria rectilinea, implica imaginar que una misma representaciéon
corresponde a dos traslaciones distintas. Esto se consider6 innecesariamente
complejo, pues el estudio de las otras propiedades visuales salda la
caracterizacidon de una traslacion sin que se presenten ambigiiedades.

e Tarea 4B: esta tarea, desde la concepcion de su modelo de progresion, no
evidencia ser relevante para el desarrollo del contenido, pues las preguntas

asociadas retoman elementos previamente desarrollados. Ademas, la
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representacion en el contexto original de disefio no es coherente con nivel formal
de la Heuristica de los Modelos Emergentes para el que se propone.

En la figura 21 se presenta un esquema que describe visualmente el proceso de redisefio
de las tareas de la THA de Cumbal (2020) para facilitar la interpretacion de todo lo senalado
anteriormente.

Figura 21

Esquema del Proceso de Rediserio de la THA de Cumbal (2020)

THA Redisefiada

Tarea | Tarea | Tarea | Tarea | Tarea | Tarea | Tarea | Tarea | Tarea | Tarea | Tarea | Tarea | Tarea | Tarea | Tarea
1A 1B 1C 2A 2B 2C 3A 3B 3C 3D 3E 3F 4A 4B 4c

1 Adaptacion al Contexto de Disefio de Videojuegos

LTI T HEEN

Tarea | Tarea | Tarea | Tarea | Tarea | Tarea | Tarea | Tarea | Tarea | Tarea | Tarea | Tarea | Tarea | Tarea
1A 1B 2A 2B 2C 2D 3A 3B 3C 3D 3E 3F 4A 4B

-
1
1
1

4

THA de Cumbal (2020)

Nota. Elaboracion propia.
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Capitulo V: Conclusiones y Discusiones

Este trabajo de investigacién se propuso como objetivo general describir el proceso de
aprendizaje de estudiantes de 6° grado sobre la traslacién mediante una THA mediada por un
AGD. Para responder a esto, se propusieron 3 objetivos especificos que permitieron dar cuenta
del objetivo general: caracterizar los niveles de comprension de los estudiantes sobre la
traslacion a partir de la mediacion de la THA; Describir la Trayectoria de Aprendizaje Real de
los estudiantes intervenidos en contraste con la THA; y Redisenar la THA en funcion del analisis
retrospectivo del acercamiento a un Experimento de Ensefianza y los resultados de
investigacion. Sobre estos elementos, se da respuesta en los siguientes apartados.
Descripcion de los Niveles de Comprension de los Estudiantes Intervenidos

Esta se realiz6 con base en la Heuristica de Disefo de los Modelos Emergentes de la
Educacion Matematica Realista. Este insumo teérico permiti6é hacer una interpretacion situada
de los niveles que propone en funcién de la configuracion y propoésitos de la THA. Asi, se
establecieron unas caracteristicas concretas para cada nivel segtin el conocimiento matematico
que se buscaba desarrollar en los estudiantes donde: el nivel situacional se centraba en la
visualizacion de las caracteristicas visuales de la traslaciéon en un contexto de diseno; en el nivel
referencial se privilegiaba la posibilidad de comprobar la conservacion de forma, tamafio,
inclinacion y orientacion respecto al centroide de una figura y su traslacion a partir de su
superposicion; en el nivel general se configuraba el vector de traslacion a partir de la abstraccion
de las caracteristicas de longitud, inclinacion y sentido de un desplazamiento; en el nivel formal
se buscaba familiarizar a los estudiantes con el uso de una notacién formal para referenciar los
objetos geométricos de la representacién de la traslacion, asi como la produccion de un
razonamiento para probar la igualdad de las distancias entre los pares de vértices
correspondientes de una figura y su traslacion.

Con base en lo anterior, durante la fase de analisis retrospectivo se realizo6 la

sistematizacion de los datos recolectados en los registros de audio, video y fisicos. Con el cuerpo
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de datos segmentado y codificado, se efectu6 una categorizacion inductiva-deductiva con el fin
de contrastar lo esperado en la interpretacion de los Niveles de la Heuristica de los Modelos
Emergentes con lo sucedido en la experimentacion. El analisis de patrones en los codigos
emergentes permitié caracterizar el conocimiento matematico de los estudiantes en cada nivel
de progresion. Asi, se concluy6 que los estudiantes alcanzaron de manera razonable el nivel
general, pues eran capaces de identificar y comprobar las caracteristicas visuales de la
traslacion, asi como de reconocer el rol del vector de traslacion como parametro determinante
en el fendmeno. Por otro lado, se evidenci6 que no lograron desarrollar razonamientos formales
para el estudio del contenido.

Sobre este objetivo, se destaca que el uso de la THA favoreci6 el proceso de descripciéon
de la comprension de los estudiantes intervenidos. Los PAH permitieron establecer unas
categorias de analisis que concretaban las caracteristicas de los Niveles de la Heuristica de los
Modelos Emergentes para su comparacion con el Proceso de Aprendizaje Real. Asi, se estableci6
un foco sobre los modelos de progresion de los que se podia mostrar evidencia del pensamiento
matematico de los estudiantes. Esto tuvo como consecuencia que la categorizacion se
desarrollara de manera organica, pues cada modelo de progresion podia reinterpretarse como
una categoria de manera casi instanténea.

Comparacion de la THA y la Trayectoria de Aprendizaje Real

Una Trayectoria de Aprendizaje Real describe, de manera local, el proceso seguido por
los estudiantes para desarrollar un conocimiento matematico concreto en el marco de la
implementacion de una THA. Durante el acercamiento a un Experimento de Ensefianza, se pudo
describir una Trayectoria de Aprendizaje Real para el grupo de estudiantes intervenidos.

Para el anterior proposito, durante el analisis retrospectivo permiti6 describir un Proceso
de Aprendizaje Real para cada tarea. Con estos y los PAH, se construyo la tabla 29 donde se
compararon para dar cuenta del desarrollo de la THA en cada tarea. El conjunto de todos los

Procesos de Aprendizaje Real constituye la Trayectoria de Aprendizaje Real. A partir de esta se
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pudieron evidenciar las dificultades que tuvieron los estudiantes al enfrentarse a las tareas y, en
consecuencia, las limitaciones de la THA.

Durante el analisis retrospectivo que sustent6 los resultados de esta investigacion, se
concretaron algunos modelos para la ensefianza de la traslacion como: la concepcién hibrida del
fenomeno como funcién, desde la matematica, y como deslizamiento, desde la didactica; la
caracterizacion de la conservacion de la forma, el tamafio y la conservacion respecto al centroide
como propiedades visuales de la traslacion; una representacion particular del fenémeno a través
de distintos elementos geométricos; o unos usos concretos del AGD que favorecieron distintos
procesos en el aprendizaje del contenido. Estos modelos se derivan de distintas fuentes como la
THA de Cumbal (2020), la experimentacion y los referentes tedricos. Asi, este ejercicio
investigativo permiti6 establecer un modo particular y explicito de desarrollar el conocimiento
matematico del estudiante respecto al contenido.

Rediseiio de la THA

Usando como insumos la Trayectoria de Aprendizaje Real descrita, los resultados de
investigacion y el analisis retrospectivo, se identificaron elementos de la THA que dificultaran la
comprension del estudiante respecto a la traslacion. Un proceso de analisis que atraveso los
PAH, las preguntas, los modelos de progresion y los applets de las tareas, dio como resultado
una serie de modificaciones que nutrieron el redisefio de la THA.

El ejercicio anterior tuvo dos dimensiones:

e Redisefio de los elementos estructurales: esto consistié en una modificacion de la
meta de aprendizaje, las tareas, las preguntas, los modelos de progresion y los
applets. Por su parte, las tareas originales se adaptaron a un nuevo contexto a la
vez que se trasladan o absorbian en la nueva THA.

e Adicién de apartados: estos tienen el propoésito de favorecer la interpretacion de

la THA para que el proceso de aprendizaje se desarrolle de manera coherente con
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los propositos explicitos e implicitos de la propuesta, determinados por su
estructuracion y fundamentacion teorica.

La comparacién de los PAH y los Procesos de Aprendizaje Real permitié hacer una
valoracion muy precisa de las virtudes y limitaciones de la THA, en tanto ofrecian una
descripcidn incisiva de la interaccion de los estudiantes con las tareas y recursos planteados en
funcién de los propositos de aprendizaje. Asi, se destaca que el uso de THA en Experimentos de
Ensenanza ofrece unos resultados satisfactorios, pues tiene el potencial de generar insumos
tanto generales como especificos para la reflexion y el cuestionamiento de los elementos
estructurales de una propuesta de aula, en términos teoéricos y procedimentales.

Limitaciones y Recomendaciones

Este ejercicio investigativo se limit6 a la descripcion de la Trayectoria de Aprendizaje
Real de un grupo de estudiantes concreto. Por lo tanto, los resultados expuestos solo sirven para
ilustrar un enfoque particular de investigacion y no dan cuenta del proceso de aprendizaje de la
traslacion en un sentido general. Un Experimento de Ensenianza completo conlleva varias
iteraciones de implementacién, analisis y redisefio con el fin de obtener conclusiones de alto
alcance y generalidad. Por las complejidades logisticas que conlleva una implementacion de
varias sesiones en una instituciéon educativa, este trabajo solo alcanza a completar un ciclo por lo
que, como se ha enunciado constantemente, solo puede considerarse un acercamiento a un
Experimento de Ensefianza.

El tratamiento de datos recolectados a partir de los registros de audio, video y fisicos fue
un proceso de enorme complejidad operativa, dado que era necesario cotejar los registros de
audio y video para poder sacarle el provecho esperado a estos insumos. También, el proceso de
codificacion fue un ejercicio dispendioso pues los codigos emergentes generados debian ser lo
suficientemente especificos para describir una interaccién, pero también lo suficientemente
generales para permitir el reconocimiento de patrones en el anélisis. Asi, resulta imperativo para

una investigacion cualitativa la planeacion de una estrategia para la recoleccion de datos y su
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sistematizacion, con base en los recursos materiales de la investigacion, estableciendo
protocolos de comunicaciéon y haciendo una revision exhaustiva de los medios de registro.

El desarrollo del acercamiento a un Experimento de Ensenanza en el marco de una IBD,
permite reafirmar que esta estrategia de investigacion materializa la conexion entre la teoria y la
practica. Como se enuncid en el capitulo IV, la interpretacion inicial de la THA de Cumbal
(2020) y sus fundamentos tedricos cambié radicalmente durante la fase de experimentacion.
Esto no solo permiti6 comprender la estructuracion de la propuesta de aula en funcion de la
Heuristica de Diseno de los Modelos Emergentes, sino también los propoésitos y procedimientos
de la THA misma. Sobre esta, se present6 una comprension ilusoria basada en los imaginarios
de los investigadores que solo de cuestionaron de manera introspectiva en la implementacion.
Esto controvierte la intuitiva ilusion lirica de que una propuesta de aula, construida
rigurosamente bajo la pauta de teorias reconocidas, se puede implementar de manera organica
en el aula de clases dando cuenta de su fundamentacion. Este fenémeno se puede intuir como
un topico interesante para la investigacion sobre la practica profesional del profesor.

En el redisefio de la THA se propuso su adaptacion al contexto de disefio de videojuegos
con base en los referentes que visibilizan las virtudes de este medio para propositos educativos.
Aunque en esta investigacion no se implementé la THA redisefiada, se generd una gran
expectativa respecto al resultado de usar recursos de este tipo. Asi, se hace una invitacion a
explorar nuevos contextos, medios y tecnologias para la ensenanza, con el fin de reivindicar el
aprendizaje de las matematicas y confrontar activamente el desinterés particular de los
estudiantes del que adolece esta area del conocimiento.

La busqueda documental sobre la traslacién no dio cuenta de un modelo concreto para la
ensefianza de la traslacion, desde un punto de vista didactico, sino de lineamientos muy
generales para el tratamiento de las transformaciones geométricas, como el de la Geometria
Activa. Todos los referentes consultados desarrollaban el contenido desde su propio criterio y

con base a una conceptualizacion formal del fen6meno. Asi, como recomendacion final, resulta
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pertinente seguir explorando los procesos de ensenanza y aprendizaje de la traslacion con el fin
de encontrar un modelo general para desarrollar este contenido, como en el caso de otros que

gozan de modelos ampliamente validados en el campo.
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Anexos

Anexo 1. Trayectoria Hipotética de Aprendizaje de Cumbal (2020).

Trayectoria Hipotética de Aprendizaje (https://www.geogebra.org/m/jqtravfh)

Meta de aprendizaje:

Reconoce el resultado de aplicar transformaciones de traslacion a figuras bidimensionales en
contextos de disefio.

Conocimientos matematicos en la THA:

N1veles.(¥e TAREAS Modelo de progresion
progresién
Caracteristicas visuales de las figuras trasladadas, estas mantienen:
e Laforma
Tarea 1A e Eltamafio
e Inclinacién
Situacional . Orientacion
Caracteristicas visuales de figuras no trasladadas. Cambian en:
e Tamano y forma
Tarea 1B Y
e Orientaci6n
e Inclinacién
Tarea 2A | El tamafio y la forma de las figuras trasladadas
Tarea 2B La longitud, medida del desplazamiento desde la figura inicial hasta la figura
final
Referencial on do 12 ori ondelafi final lacion alafi
Tarea 2C |- conservacion de la orientacion de la figura final con relacion a la figura
inicial.
Tarea 2D La conservacion de la inclinacién (inclinacion) de la figura final con relacion a
la figura inicial.
La coincidencia de los puntos y los segmentos correspondientes, a través de un
Tarea 3A deslizamiento en linea recta determinan la conservacion de la orientacién, la
forma y la inclinacién de la figura trasladada
Tarea 3B | Longitud del segmento orientado
Sentido de la traslacion.
Tarea 3C . . ) ) o
General Orientacién de la figura final e inicial
Configuracién en un segmento orientado de los tres elementos de una
Tarea 3D ., T . ., . ..
traslacion: la inclinacion, la orientacién y la longitud del movimiento.
Tarea 3E | Construccion segmento orientado
Tarea 3F g;)igrslttgl(licoclon de la figura trasladada dada una figura inicial y el segmento



https://www.geogebra.org/m/jqtravfh
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Tarea 4A Propiedad de una traslacion: los puntos A, A", By B” que corresponden a las
figuras inicial y final de una traslacion, forman un paralelogramo
Formal
Tarea 4B La traslacion como una configuraciéon geométrica en un diseno

Proceso Hipotético de Aprendizaje

Tareas Nivel Situacional

TAREA 1A

El estudiante, para cada pareja de figuras que se obtiene
por medio de un deslizamiento, compara la figura inicial
con la figura final. Con esto, ellos infieren las
caracteristicas visuales de las figuras que deslizadas
siguiendo una trayectoria rectilinea, mantiene
invariante: el tamafio, la forma, la inclinacién, la
trayectoria y la orientacion de la figura inicial.

El estudiante observa que las parejas de figuras que se
obtienen por medio de un deslizamiento sobre
trayectoria rectilinea conservan tamaio, forma,
orientaci6n e inclinacién. Por lo tanto, llegan a concluir
que son congruentes.

TAREA 1A https://www.geogebra.org/m/jqtravth

Las parejas de figuras son ejemplos de deslizamientos en
una trayectoria rectilinea. (Ver dibujos) Mueve el punto
rojo para observar el deslizamiento de la figura inicial
hasta la figura final.

Para cada dibujo, compara la figura inicial con la figura
final y responde a las preguntas:

1. ¢Mantienen el mismo tamafio?
2. ¢Mantienen la misma forma?
3. ¢Mantienen la misma inclinacién?

¢La trayectoria que sigue de la figura inicial a la final
es en linea recta?

5. ¢En qué se diferencian?

¢Podrias afirmar que las dos figuras son iguales?
¢Por qué?

TAREA 1B

El estudiante observa parejas de figuras que al deslizarse
sobre el plano tienen cambios en su trayectoria,
orientacion, inclinacién, tamafio y forma.

El estudiante observa que algunas parejas de figuras:

e describen una trayectoria que no es rectilinea,
como el movimiento de la hélice o el
movimiento del cuadrado.

e lafigura final no “mira” hacia el mismo lado que
la figura inicial, como en el dibujo 4

e La figura final no tiene el mismo tamafio que la
figura inicial, como el dibujo 3.

El estudiante compara los ejemplos de deslizamiento en
trayectoria rectilinea (TAREA 1A) con aquellos que no lo
son (TAREA 1B), infiere que cuando una figura es
deslizada siguiendo una trayectoria rectilinea conserva:
el tamafio, la forma, la inclinacién y la orientacién de la
figura inicial.

El estudiante plantea ejemplos de deslizamientos
relacionados con el movimiento de objetos cotidianos
como, por ejemplo: el movimiento de un animal, de
medios de transporte, etc.

TAREA 1B https://www.geogebra.org/m/jqtravth

En los dibujos se muestran parejas de figuras que NO son
ejemplo de deslizamientos en una trayectoria rectilinea.
(Ver dibujos) Activa la casilla Iniciar para observar el
movimiento.

Contesta las preguntas:

1. ¢Como es el movimiento del cuadrado verde en
el dibujo 1?

2. ¢En qué se parece el movimiento del dibujo 1 al
movimiento del dibujo 2?

3. Compara la figura inicial y final del dibujo 3 ¢En
qué se diferencian?

4. Compara la figura inicial y final del dibujo 4 ¢En
qué se diferencian?

5. ¢En qué se diferencian los movimientos de las
figuras de la TAREA 1A y de la TAREA 1B?

Proceso Hipotético de Aprendizaje

Tareas Nivel Referencial

TAREA 2A

El estudiante reconoce la conservacién del tamafio y la
forma. Cuando la figura inicial se desliza para obtener la

TAREA 2A

En cada dibujo, desliza la figura inicial para superponerla
con su correspondiente figura final, de tal manera que
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figura final, el estudiante compara el tamafio de las
figuras, a través de la superposiciéon de todos los puntos
de la figura inicial en la figura final. A partir de la
comparacién se puede inferir que, si la figura inicial se
puede superponer sobre la figura final, sin modificar
ninguna de las dos figuras, se conserva el tamafio y la
forma de la figura inicial en la figura final.

todos sus puntos coinciden, sin modificar ninguna de las
dos figuras, luego, contesta las preguntas:

1. ¢En qué dibujos la figura final conserva el
tamano y la forma de la figura inicial?

2. Cuando la figura inicial coincide, en todos sus
puntos, con la figura final ¢la figura inicial se
deslizo en linea recta?

3. Para que la figura final sea un deslizamiento en
linea recta de la figura inicial, ¢es necesario que
la figura inicial y la figura final tengan el mismo
tamafio?

4. ¢En qué dibujos la figura final no es un
deslizamiento en linea recta de la figura inicial?
¢Por qué?

TAREA 2B

El estudiante observa el deslizamiento de la figura inicial
y el rastro que dejan los vértices de la figura inicial al ser
deslizada hasta la figura final, identifica el segmento que
va desde el vértice de la figura inicial al correspondiente
vértice de la figura final.

Luego, el estudiante observa la distancia que hay desde
los vértices correspondientes de la figura inicial a la
figura final, de esta manera identifican el segmento y la
trayectoria de los vértices durante su deslizamiento. A
partir de lo anterior, identifican que el segmento que le
corresponde a cada traslacion es aquel que conserva la
medida del segmento que une los puntos
correspondientes de la figura inicial y figura final. El
estudiante, para cada pareja de figuras, mueven los
segmentos para comprobar cuél de ellos corresponde a la
distancia desde el vértice de la figura inicial hasta el
correspondiente vértice de la figura final, infieren cual es
segmento que mide la cantidad que se movio6 la figura.

TAREA 2B

Dadas varias parejas de figuras, que estan relacionadas
por medio de un deslizamiento sobre una linea recta,
determina la longitud del movimiento.

Activa la casilla “INICIAR” y observa los puntos de la
figura inicial hasta la figura final. Selecciona el segmento
que corresponde a la longitud del deslizamiento. Mueve
el punto rojo para mover cada segmento y comprueba la
medida.

Contesta las preguntas:

1. ¢Qué tuviste en cuenta al momento de
seleccionar el segmento que le corresponde a
cada deslizamiento?

2. ¢Podrias decir cuantas unidades se movib cada
figura inicial hasta llegar a la figura final?

TAREA 2C

El estudiante observa el movimiento de la figura inicial
en cada dibujo, comparan la orientacion de la figura final
y la figura inicial, luego reconocen que las figuras
relacionadas mediante un deslizamiento sobre una linea
recta conservan la orientacidn, es decir, que la figura
final queda mirando hacia el mismo lado que la figura
inicial.

El estudiante observa el movimiento de la figura inicial
hasta la figura final, luego desliza la figura inicial hacia la
figura final para superponer los puntos de la figura inicial
en la figura final. El estudiante infiere que cuando los
puntos de la figura inicial coinciden con los puntos
correspondientes de la figura final, la figura final
conserva la orientacion de la figura inicial, o sea, ambas
figuras estan orientadas hacia el mismo lado.

Al observar y comparar la trayectoria de cada
movimiento, el estudiante determina que las parejas de
figuras que cambian su orientacion al deslizarse sobre el
plano no son deslizamientos en linea recta, por ejemplo,

TAREA 2C

Dadas varias parejas de figuras identifica aquellas que
después del movimiento, la figura final conserva la
misma orientaciéon que la figura final.

Activa el boton “INICIAR” para observar el movimiento
de la figura inicial hasta la figura final. Luego desliza la
figura inicial hasta la figura final.

Contesta las preguntas:

1. ¢En qué dibujos la figura final y la figura inicial
conservan la orientacion, es decir “miran hacia
el mismo lado” después del movimiento?

2. ¢En qué dibujos los puntos de la figura inicial
coinciden con los puntos correspondientes de la
final?

3. ¢Qué sucede en el dibujo donde la figura inicial
y la figura final no tienen la misma orientacion?
¢Es un deslizamiento en linea recta?
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en el dibujo 2, la figura se mueve sobre una trayecto
circular y su orientacion es diferente.

TAREA 2D

El estudiante observa el movimiento en cada dibujo para
reconocer la inclinacién que determina el movimiento.

El estudiante observa la inclinacién de cada movimiento
y ubica la recta correspondiente a cada dibujo, a través
de la comparacion de la inclinacién de la figura inicial y
la figura final, identifican los dibujos en los que la
inclinacién de figura final no corresponde con la
inclinacion de la figura final. El estudiante infiere que, en
las figuras relacionadas mediante un deslizamiento sobre
una linea recta, se conservan la inclinacion de las figuras,
es decir, la figura inicial se encuentra sobre la misma
recta que la figura final.

El estudiante identifica los dibujos en los que la figura
final no esté sobre la misma recta que la figura inicial.
Por ejemplo, el estudiante observa que en el dibujo 2 la
figura final no esta sobre la misma recta que la figura
inicial. A través de esto reconocen que esas situaciones,
no corresponden a deslizamientos sobre la misma linea
recta.

TAREA 2D

Activa el boton “INICIAR” para observar el movimiento
de la figura inicial hasta la figura final. Compara la
inclinacion de la figura inicial con la figura final.

1. Mueve la semirrecta para identificar la
inclinacion en la que se mueven las figuras.

2. ¢En qué dibujos la figura inicial y la figura final
se encuentran sobre la misma recta?

3. Cuando la figura inicial y la figura final se
encuentran sobre la misma recta élos vértices
coinciden?

4. ¢Por qué los vértices de la figura final y la figura
inicial no coinciden del dibujo 2?

Proceso Hipotético de Aprendizaje

Tareas Nivel General

TAREA 3A

El estudiante reconoce y verifica, a través del
deslizamiento de la figura inicial, la conservacion de la
inclinacion, el tamafo y la forma de la figura trasladada,
reconocen que las parejas de figuras donde la figura
inicial corresponden a una traslacion de la figura inicial
son aquellas en las que la figura inicial se puede
sobreponer en la figura final, haciendo que los puntos
correspondientes coincidan.

El estudiante observa que las parejas de figuras, como los
dibujos 1y 2, tienen la misma forma y la figura inicial se
puede sobreponer haciendo que coincidan sus puntos
correspondientes en la figura final. El estudiante
identifica los dibujos que tienen la misma forma, pero la
figura inicial no se puede sobreponer en la figura final de
tal forma que sus puntos correspondientes coinciden, al
observar estas figuras el estudiante puede inferir que no
corresponden porque la figura final esté girada y no
coinciden en todos sus puntos.

El estudiante, observando el deslizamiento de la figura
movible, infiere que solamente las figuras que se pueden
superponer haciendo que todos sus puntos coinciden,
corresponden a traslaciones.

TAREA 3A

Mueve el punto rojo para deslizar la figura inicial hasta la
figura final.

Contesta las preguntas

1. éQué dibujos corresponden a una traslacion?
Identifica las que si y las que no.

2. En cada uno de los dibujos las figuras que
tienen la misma forma écorresponden a una
traslacion? ¢Por qué?

3. Las figuras que se pueden superponer de tal
manera que todos sus puntos coinciden éson
traslaciones?

4. ¢Por qué en los dibujos 3 y 4 la figura inicial no
se puede superponer en la figura final?

TAREA 3B

El estudiante determina la longitud de cada
deslizamiento comparando la posicién de la figura inicial
con la posicion de la figura final. En primer lugar, a
través de la visualizacion de la figura inicial y del rastro
que esta deja al hacer el deslizamiento, el estudiante
puede contar la cantidad de unidades que se traslada de

TAREA 3B

Dadas las siguientes parejas de figuras identifica la
longitud de cada deslizamiento. Activa el boton
“INICIAR” para observar el deslizamiento.

Contesta las preguntas
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la figura inicial hasta la figura final. Luego, determinan la
longitud del deslizamiento en el dibujo 4 donde no se
muestra el rastro del deslizamiento, esto lo hacen
utilizando el segmento que contiene una métrica y se
puede variar. Mueven el inicio del segmento hasta un
vértice de la figura inicial, luego alargan el segmento
hasta que coincida con el vértice correspondiente de la

1. Enlosdibujos 1, 2 y 3 ¢Puedes determinar la
longitud de cada deslizamiento?

2. En el dibujo 3 ¢puedes determinar la longitud
del deslizamiento? Si es necesario utiliza el
segmento rojo que contiene una métrica.

3. ¢Como calcular la longitud para cualquier

figura final, luego cuentan las unidades de la métrica y deslizamiento?
determinan la longitud del deslizamiento.
TAREA 3C TAREA 3C

El estudiante determina la orientacion del deslizamiento
en linea recta a través de la comparacion de la posicion
de la figura final con relacién a la figura inicial.

El estudiante identifica la figura inicial y cada una de las
figuras finales. Luego seleccionan la orientacién para
trasladar la figura final (derecha-arriba, derecha-abajo,
izquierda-arriba, izquierda-abajo), fijada la orientacién
ingresan datos numéricos en las casillas y observa como
cambia la figura final teniendo en cuenta los datos
asignados, por ejemplo, observan que seleccionar la
orientacién derecha arriba e ingresan los nimeros 3y 5
en las casillas correspondientes, la figura final se traslada
e unidad des a la derecha y 5 hacia arriba. A través de
esta comparacién el estudiante infiere que la figura final
se traslada dependiendo de la orientacién que se asigne
en las casillas.

Dadas las siguientes figuras selecciona la orientaci6on
(derecha-arriba, derecha-abajo, izquierda-arriba,
izquierda-abajo), luego ingresa un valor (entre 1y 5) en
cada casilla y observa el movimiento de la figura final.

Contesta las preguntas

1. éQué sucede con la figura inicial cuando
seleccionas la orientacién derecha-arriba?

2. ¢Qué significa los nameros que ingresas en las
casillas?

3. Marca la orientacién y determina los valores de
las casillas para que la figura inicial coincida
con la de cada una de las figuras finales.

4. ¢Qué considero importante al momento de
seleccionar la orientacién para cada una de las
figuras?)

TAREA 3D

Los estudiantes observan la animacion que mide en cada
traslacion la distancia entre los puntos correspondientes,
el estudiante infiere la longitud, es decir, cuantas

unidades se desplaza la figura inicial hasta la figura final.

El estudiante observa hacia donde mira la figura y lo
representa con una flecha que indica la orientacién. A
través de la animacion se muestra la inclinacion de la
traslacion, esta se representa en una recta, el estudiante
observa como se inclina cada figura e infieren que esta
inclinacion corresponde a cada recta.

Para la construccién del segmento orientado, el
estudiante observa la integracion de cada uno de los tres
elementos mediante una animacion e infieren que se
pueden unificar en un solo objeto matematico: segmento
orientado, dado que este segmento tiene la longitud, la
inclinacion y la orientacién del movimiento.

TAREA 3D

Activa cada uno de los botones para observar el
deslizamiento, la longitud, la orientacién y la inclinaciéon
de cada figura. Luego utiliza el deslizador para observar
la construccién del segmento orientado.

Contesta las preguntas

1. ¢Para qué deslizamientos, la separacion entre
las figuras tiene la misma longitud?

2.  ¢Qué deslizamientos tienen la misma
inclinacién?

3. ¢Qué deslizamientos tienen la misma
orientaci6on?

4. ¢Como justificas la unificacion de los tres
elementos en un segmento orientado?

5. ¢Qué deslizamientos tienen igual longitud,
inclinacion y orientacion? ¢Estos
deslizamientos pueden ser representados con el
mismo segmento orientado?

TAREA 3E

El estudiante determina la longitud, orientacion e
inclinacion del deslizamiento a través de la identificacion
del segmento orientado.

El estudiante observa la traslacion en cada dibujo, luego
mueven el segmento orientado teniendo en cuenta que,
al hacer la comprobacion, la figura relacionada con el

TAREA 3E

En cada dibujo determina el segmento orientado que
corresponde a cada deslizamiento.

Observa el movimiento en cada dibujo, luego modifica el
segmento orientado (rojo) para que corresponda con el
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segmento orientado se superponga con la figura final.
Luego, el estudiante infiere que la traslacién esta
determinada por la longitud, la orientaciéon y la
inclinacion del segmento orientado.

deslizamiento. Puedes utilizar 1a métrica para determinar
la longitud del segmento orientado o la inclinacion

TAREA 3F

El estudiante realiza la traslacion de la figura inicial,
utilizando sus conocimientos de la tarea 3A relacionados
con el segmento orientado y la indicacion del profesor
para realizar la traslacion: traslada cada uno de los
elementos de la figura inicial. El estudiante determina
que, para trasladar una figura, se traslada cada punto
vértice de la figura inicial, esta traslacion se hace
determinada por el segmento orientado, el cual contiene
la orientacion, la inclinacién y la longitud del
movimiento.

Después de trasladar cada vértice de la figura inicial, el
estudiante dibuja la figura final uniendo los puntos
obtenidos mediante el deslizamiento, luego el estudiante
reconoce figura final

TAREA 3F

Dada una figura y un segmento orientado, dibuja su
correspondiente figura final.

Mueve el punto rojo para construir la figura final de la
traslacion.

Contesta las preguntas:

1. ¢Lafigura inicial y la figura final son iguales?
¢Por qué?

2. ¢La figura final corresponde a una traslaciéon de
la figura inicial?

¢Puede realizar la traslacién de otra forma?

¢Cobmo sabes si la figura final es una traslacion
de la figura inicial?

Proceso Hipotético de Aprendizaje

Tareas Nivel General

TAREA 4A

El estudiante observa la traslacion de la figura inicial
hasta la figura final, de ahi infieren que los puntos de la
figura inicial se mueven siguiendo una trayectoria
rectilinea cuando se trasladan hasta la figura final. El
estudiante reconoce que la figura inicial y la figura final
estan relacionadas mediante una traslacion, observa que
las distancias de los puntos de la figura inicial hasta la
figura final son iguales, es decir que la distancia de A
hasta A" es igual, a la distancia de B hasta B” y de C
hasta C’, porque las figuras estan relacionadas por medio
de una traslacion. El estudiante identifica que la figura
que se forma al unir los puntos A, A", By B” es un
paralelogramo al establecer la relacion que tienen los
segmentos AA” y BB”.

TAREA 4A

El dibujo muestra la traslacion de una figura. La figura
final corresponde a la traslacion de la figura inicial
Identifica la figura que se forma al unir los puntos
correspondientes de la figura inicial y la figura final.

Activa el botén de “Ver traslacion”.
Luego activa el boton “Ver figuras”.

1. Cuando se deslizan los puntos A, By C
pertenecientes a la figura 1 ¢Cuél es la
trayectoria que ellos describen?

2. ¢La distancia de A hasta A” esigual ala
distancia de B hasta B"? y éde C hasta C'?
¢Como lo comprobarias?

3. ¢Qué figura se forma al unir los puntos A, A", B
yB’?

TAREA 4B

El estudiante observa la construccion de disefio
geométrico, determinando las figuras que se van
obteniendo a través de traslaciones, es decir, figuras que
conservan la longitud entre sus puntos, la inclinacién y la
orientacién de la figura inicial.

TAREA 4B

Dado un disefio geométrico identifica las figuras que
fueron transformadas mediante una traslacion.

En la siguiente configuracién geométrica se presentan
disefios obtenidos a través de transformaciones.

¢Cuéles de los siguientes disefios fueron obtenidos por
medio de una transformacién de traslacién?; ¢CoOmo
justifica su seleccion? Construye el segmento orientado
para cada disefio.
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Anexo 2. Trayectoria Hipotética de Aprendizaje Rediseiiada

Trayectoria Hipotética de Aprendizaje:
Aprendizaje de la Traslacién Geométrica en Grado 6°

Diseiio original: Leidy C. Cumbal
Revision: Daniela B. Torres y Jhonathan S. Munoz (agosto de 2023)

Recurso Digital: https://www.geogebra.org/m/qwjxwata

Esta Trayectoria Hipotética de Aprendizaje se diseno6 para el aprendizaje de la traslacion con
estudiantes de grado 6° y se desarrolla a partir de un tratamiento eminentemente grafico. A
continuacion, se presentan algunos elementos que fundamentaron esta propuesta de aula y que
buscan facilitar su comprension en funcion de sus propdsitos.

Meta de Aprendizaje

Reconoce el resultado de aplicar transformaciones de traslacion a figuras bidimensionales en el
contexto de disenio de videojuegos.

Conceptualizacion de la Traslacion

Desde la concepcion formal matematica se define la transformacion isométrica de traslacion como
una funciéon que le asigna a una figura inicial, una figura final, a partir de un vector como
parametro. Por otro lado, desde la literatura se privilegia la interpretacion de la traslacion a través
del movimiento, por el gran potencial de visualizacion que ofrece. Asi, en esta Trayectoria
Hipotética de Aprendizaje se adopta la definicién formal del fenomeno, pero se estudia a partir
del deslizamiento de figuras, haciendo convivir ambas perspectivas. Usando la clasica analogia de
la funcion como una maquina, se podria esquematizar lo anterior de la siguiente manera:

' R [N
» Entrada Salida » : AN
e d |
s " i
I

Deslizamiento sobre v I _\;
Figura Inicial (Movimiento) Figura Final

Cabe resaltar que la traslaciéon no es un deslizamiento, pues este no es un elemento propio de la
geometria plana. El deslizamiento solo se presenta como recurso didactico para favorecer la
exploracion del fenémeno.

Durante el desarrollo de esta Trayectoria Hipotética de Aprendizaje, se estudian las siguientes
propiedades de la traslacion:


https://www.geogebra.org/m/qwjxwata

133

e Una figura y su traslacion comparten forma, tamafo y orientacion respecto al centroide,
es decir, son congruentes con comun orientaciéon respecto al centroide.

¢ Lossegmentos que unen los pares de puntos correspondientes de una figura y su traslacion
tienen la misma longitud e inclinacién.

e Elrastro que deja el deslizamiento de un punto de una figura al trasladarse describe una
trayectoria rectilinea.

e La posicion de la figura traslada estd determinada por el vector de traslaciéon. Este se
caracteriza con una longitud, inclinacién y sentido particulares.

e Loslados correspondientes de una figura rectilinea y su traslaciéon forman paralelogramos.

Para garantizar un uso coherente de los conceptos durante el desarrollo de esta propuesta, es
necesario concretar algunos términos que tienen distintos significados dependiendo del contexto
donde se usen:

e Trayectoria: lugar geométrico que describe el rastro de un punto de la figura al deslizarse.

e Inclinacién: es larazon entre el desplazamiento vertical y horizontal de una recta. En esta
propuesta se interpreta solo como una caracteristica visual de una recta.

e Orientacién respecto al centroide: caracteristica visual de una figura que describe su
posicidn respecto al centroide. Se usa en el contraste entre una figura y su traslacion para
determinar si esta se “gira sobre si misma” en un deslizamiento.

e Sentido: en la construccion de un vector donde se ha definido un segmento con una
inclinacion y longitud particular, el sentido determina origen y destino del vector,
pudiendo ser del extremo inicial al final del segmento o viceversa.

Representacion de la Traslacion

En los applets de esta Trayectoria Hipotética de Aprendizaje se utiliza una representaciéon
particular de la traslacion para favorecer su estudio, en la que convergen las concepciones
formal y didactica del fenomeno descritas anteriormente. Esta permite la visualizacion de: una
figura que se desliza en linea recta; los rastros de esa figura en su posicion inicial y final,
correspondiendo estos a la figura y su traslacion; los rastros que dejan los vértices de la figura al
deslizarse; y una linea recta que representa la trayectoria del deslizamiento.

Figura Final

Figura Inicial
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Niveles de Comprension del Estudiante

Las tareas propuestas en esta Trayectoria Hipotética de Aprendizaje se estructuran alrededor del
enfoque didactico de la Educacién Matematica Realista y la Heuristica de Disefio de los Modelos
Emergentes. En esta udltima se proponen unos niveles que caracterizan el conocimiento
matematico del estudiante y giran en torno al proceso de Matematizacion. Asi, las tareas buscan
desarrollar el concepto de traslacion a partir de un ejercicio que va de la exploracion matematica
intuitiva a una mas sofisticada del fenémeno.

Los Niveles de la Heuristica de los Modelos Emergentes se caracterizan desde la teoria de una
manera general, pero aqui se presenta una interpretacion de estos situada en la Trayectoria
Hipotética de Aprendizaje en cuestion:

Nivel Situacional: en este nivel se presentan objetos que se mueven siguiendo una
trayectoria rectilinea. Aqui, las tareas giran en torno a un ejercicio de visualizacion, del
cual se espera que los estudiantes reconozcan las caracteristicas visuales de conservacion
de la forma, tamafio y orientaciéon respecto al centroide de los deslizamientos que se
pueden relacionar a la traslacion.

Nivel Referencial: en este nivel se introduce la esquematizacion de la traslacion que surge
cuando se plantea, de manera implicita, una representacion particular de la traslacion a
través de un deslizamiento rectilineo. Sobre esta, se retoman las caracteristicas del nivel
situacional donde se propende una comprobacién a partir de acciones como la medicion
de segmentos o la superposicion de figuras.

Nivel General: en este nivel se abstraen las caracteristicas de inclinacion, longitud y
sentido de la traslacion para concretarlas en el objeto vector de traslacion. Este se presenta
como el parametro que determina la traslacién en su forma mas general, explorando su
efecto en distintas representaciones y a través de la variacion de sus parametros. A partir
de esto, se introduce la construccion de la figura trasladada.

Nivel Formal: en este nivel se introduce una notacién formal para referenciar los
elementos geométricos de las representaciones. Ademés, se busca que elaboren un
razonamiento, a partir del reconocimiento de paralelogramos y el uso de sus propiedades,
para probar la congruencia de una figura y su traslacion.

El siguiente grafico describe la distribucion tareas segin el Nivel Emergente al que se asocian:
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Tareas de Aprendizaje

Para cada tarea se describe: un modelo de progresion, que indica el conocimiento matematico que
se busca desarrollar en el estudiante de manera local; la descripciéon de actividades, que muestra
las indicaciones y preguntas que buscan accionar la reflexion matematica del estudiante; el
Proceso de Aprendizaje Hipotético, que describe el proceso previsto que seguiria el estudiante
para alcanzar el modelo de progresion; un enlace al applet de la tarea; y unas instrucciones de
uso, que sefiala el modo de interactuar con applet.

TAREA 1A

Modelo de Progresiéon

Identificacién y descripcion de la trayectoria de distintos
objetos en movimiento.

Proceso de Aprendizaje Hipotético

El estudiante interactiia con el videojuego y avanza hasta
que aparezcan los objetos indicados; observa como se
mueven mientras juega y describe sus trayectorias
mediante gestos fisicos, descripciones en lenguaje
natural o el uso de representaciones graficas.

Descripcion de Actividades

Explora el videojuego R-Type 3 e intenta avanzar lo
suficiente para ver como se mueven los siguientes
objetos:

Luego, describe la trayectoria del movimiento de cada
uno.

Instrucciones

La manera de usar el videojuego esté supeditada al medio
en que se reproduce. En caso de no disponer de los
recursos para esto, se puede utilizar el siguiente video
para visualizar los elementos referidos:
https://www.youtube.com/watch?v=dCZ4V-OVAEg .

TAREA 1B
(https://www.geogebra.org/m/qwjxwata#material/ss3yryeq)



https://www.youtube.com/watch?v=dCZ4V-OVAEg
https://www.geogebra.org/m/qwjxwata#material/ss3yrycq

Modelo de Progresiéon

Identificacion de las caracteristicas visuales de
deslizamientos que corresponden a una traslacion:

e La conservacion del tamano, forma y

orientacidén respecto al centroide.

e Los deslizamientos describen una trayectoria
rectilinea con una inclinacién particular.

Proceso de Aprendizaje Hipotético

El estudiante, para cada pareja de figuras que se
obtiene por medio de un deslizamiento en linea recta,
compara las figuras inicial y final. Con esto, infieren
las caracteristicas visuales de las figuras que,
deslizadas siguiendo una trayectoria rectilinea con
una inclinacién particular, mantienen invariante su
forma, tamarfio y orientacién respecto al centroide. Por
lo tanto, llegan a concluir que son congruentes y que
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Descripcién de Actividades

Las parejas de figuras son ejemplos de deslizamientos en
una trayectoria rectilinea. (Ver dibujos en el Applet). Mueve
el punto amarillo para observar el deslizamiento de la figura
inicial hasta la figura final y responde:

1. ¢Qué sucede con el tamaio y la forma de las figuras
inicial y final?

¢Las figuras se giran sobre si mismas?

3. ¢Podrias afirmar que las dos figuras son idénticas?
¢Por qué?

4. ¢Cdmo describirias las trayectorias de la figura
inicial y final de cada dibujo?

5. ¢En qué se diferencian las trayectorias de cada
dibujo?

Applet 1B

https://www.geogebra.org/m/qwijxwata#material/ss3yryeq

las trayectorias de dos deslizamientos en linea recta se
pueden diferenciar por su inclinacién.

Instrucciones

El arrastre del punto amarillo en cada figura la desliza
siguiendo una trayectoria rectilinea. Esto también se puede
lograr a partir de la animaciéon accionada por el boton
“s L 9
iniciar”.

TAREA 1C
(https://www.geogebra.org/m/qwjxwata#material/dvhakgdq)

Modelo de Progresiéon

Identificacion de las caracteristicas visuales de

deslizamientos que no corresponden a una traslacion.

«  Las figuras inicial y final no conservan la forma,
tamafio u orientacion respecto al centroide.

« Latrayectoria que describen no es rectilinea.

Proceso de Aprendizaje Hipotético

El estudiante observa parejas de figuras que al deslizarse
sobre el plano tienen cambios en su tamafio, forma y
orientacién respecto al centroide y no tienen una
trayectoria rectilinea.

El estudiante determina que algunas parejas de figuras:

«  Describen una trayectoria que no es rectilinea,
como el movimiento de los dibujos 1y 2.

» La figura final no “mira” hacia el mismo lado
que la figura inicial, como en los dibujos 1y 4.

» La figura final no tiene el mismo tamafio que la
figura inicial, como el dibujo 3.

El estudiante compara el ejemplo de deslizamiento en
linea recta que corresponde a una traslaciéon con aquellos
que no lo son, infiriendo que, cuando una figura es
deslizada siguiendo una trayectoria rectilinea, conserva el
tamafo, la forma y la orientacién respecto al centroide.

Descripcién de Actividades

En los dibujos se muestran parejas de figuras que NO son
ejemplos de deslizamientos en una trayectoria rectilinea.
Activa la casilla Iniciar para observar el movimiento,
describe el movimiento de los objetos en cada dibujo y
responde:

1. Compara la figura inicial y final del dibujo 3 ¢En
qué se diferencian?

2. Compara la figura inicial y final del dibujo 4 ¢En
qué se diferencian?

3. <¢Cuales son las diferencias entre el movimiento
del deslizamiento en linea recta con el resto?

Instrucciones

El arrastre del punto amarillo en cada figura la desliza
siguiendo una trayectoria particular. Esto también se
puede lograr a partir de la animacién accionada por el
botoén “iniciar”.



https://www.geogebra.org/m/qwjxwata#material/ss3yrycq
https://www.geogebra.org/m/qwjxwata#material/dvhakgdq
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TAREA 2A
(https://www.geogebra.org/m/qwjxwata#material/tseut6ge)

Modelo de Progresiéon

Interpretacion de la representacion de una traslacion y el
deslizamiento en linea recta asociado.

Proceso de Aprendizaje Hipotético
El estudiante:

e Observa el movimiento de la nave e identifica
que sigue una trayectoria rectilinea.

e Observa como se simplifica la nave en un
cuadrilatero y comprende la importancia de este
proceso para el estudio del fenémeno a partir de
la mediacion del profesor.

e Identifica los rastros que deja la figura al
moverse en su posicion inicial y final. Asi, intuye
una relaciobn transitividad entre las
caracteristicas visuales de estos elementos.

e Identifica los rastros dejados por los vértices y
empieza e intuye un patrén visual entre estos
(tienen la misma inclinacién y longitud).

e Identifica la representacion de la trayectoria
rectilinea y observa como la figura se desliza a
través de esta.

Asi, configura una manera de interpretar los
elementos geométricos de la representacion del
deslizamiento en linea recta y la traslaciéon asociada.

Descripcién de Actividades

Presiona el boton “Animar” para observar el movimiento
de la nave y luego:

e Presiona el botén “Simplificar” y observa como
se simplifica el objeto.

e Presiona el boton “Figura Inicial” para dejar un
rastro del objeto en su posicidn inicial.

»  Presiona el botén “Figura Final” para dejar un
rastro del objeto en su posicién final.

»  Presiona el boton “Rastros” y observa el rastro
que dejan los vértices del objeto al deslizarse.

«  Presiona el boton “Trayectoria” y observa la
recta sobre la que se desliza el objeto.

Instrucciones

El uso del applet se detallo6 en la descripcion de
actividades.

TAREA 2B
(https://www.geogebra.org/m/qwjxwata#material /wegsje8s)

Modelo de Progresiéon

Comprobacion de la conservacion del tamano, la forma y
la orientacion respecto al centroide por superposiciéon de
las figuras inicial y final.

Proceso de Aprendizaje Hipotético

El estudiante desliza las figuras iniciales con el fin de
superponerlas sobre las finales. Observa que, cuando se
pueden superponer perfectamente, las figuras coinciden
en tamariio, forma y orientacion respecto al centroide. Por
otro lado, cuando no se superponen perfectamente, hay
cambios en el tamafio, forma u orientacion respecto al
centroide. Asi, el estudiante infiere que un método para
verificar estas caracteristicas visuales es el de superponer
las figuras inicial y final para comprobar que son
idénticas, es decir que son congruentes con comun
orientacion respecto al centroide.

Descripcién de Actividades

En cada dibujo, desliza la figura inicial para superponerla
con su correspondiente figura final e intenta que todos
sus puntos coincidan. Luego, contesta las preguntas:

1. Identifica los dibujos donde se puede
superponer la figura inicial y final. ¢Estas son
iguales o diferentes? ¢Por qué?

2. Paralos dibujos donde la figura inicial y final se
pueden superponer ¢Qué sucede con el tamafio,
la forma y la orientacion de estas figuras?

3. Paralos dibujos donde la figura inicial y final
NO se pueden superponer ¢Qué tendria que
pasar con la figura inicial para que coincidiera
con la figura final?

Instrucciones

El botén “Ocultar Naves” simplifica los objetos
representados en poligonos. A partir del arrastre de las
figuras iniciales, se pueden deslizar para intentar que
coincida con la figura final. Debido a la necesidad de



https://www.geogebra.org/m/qwjxwata#material/tseut6ge
https://www.geogebra.org/m/qwjxwata#material/wegsje8s
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precision, se pueden utilizar las teclas de direccién del
teclado para hacer un movimiento més incisivo.

TAREA 2C
(https://www.geogebra.org/m/qwixwata#material/wmgbgjkb)

Modelo de Progresion

Comprobacion de la igualdad de longitud e inclinacion de
los segmentos que unen los pares de puntos
correspondientes de una figura y su traslacion.

Proceso de Aprendizaje Hipotético

El estudiante observa el deslizamiento de una figura e
intenta seleccionar un segmento adecuado para conectar
los vértices correspondientes de la figura y su traslacion.
Inicialmente, se da cuenta que, en un deslizamiento en
linea recta asociado a una traslacion, es posible encontrar
un Unico segmento que una todos sus vértices
correspondientes. Para seleccionar el segmento
adecuado, debe considerar la inclinacién y la longitud del
segmento. Posteriormente, intentara hacer lo propio con
otros deslizamientos, ddndose cuenta de que no puede
encontrar un mismo segmento que haga lo anterior, ya
que estos no corresponden a una traslacion, produciendo
cambios en la forma, tamafio u orientacion respecto al
centroide de las figuras. Por lo anterior infiere que, en un
deslizamiento en linea recta asociado a una traslacién, los
segmentos que unen los vértices correspondientes de una
figura y su traslacién son congruentes.

Descripcién de Actividades

Selecciona un segmento adecuado que pueda unir un par
de vértices correspondientes de una figura inicial y su
figura final y responde:

1. ¢Qué tuviste en cuenta al momento de
seleccionar el segmento que le corresponde a
cada deslizamiento?

2. Identifica los deslizamientos donde un mismo
segmento puede unir todos los vértices
correspondientes de las figuras inicial y final.

3. ¢Qué sucede con la figura final cudndo un
mismo segmento no puede unir todos sus
vértices correspondientes?

4. ¢Como son los segmentos que unen los vértices
correspondientes de la figura inicial y final en
una traslacion?

Instrucciones

El boton “Deslizar” despliega una figura auxiliar,
congruente a la inicial, que se mueve hasta coincidir con
la final; el deslizador verde permite avanzar entre los
deslizamientos; los segmentos se pueden arrastrar desde
sus puntos verdes, que se anclan a los vértices de la figura
inicial.

TAREA 3A
(https://www.geogebra.org/m/qwjxwata#material/nbx3mmp4)

Modelo de Progresiéon

El sentido del desplazamiento en un deslizamiento
asociado a una traslacion.

Proceso de Aprendizaje Hipotético

El estudiante observa el segmento de una trayectoria y
debe seleccionar un sentido para disparar un proyectil y
cumplir el objetivo de la tarea. Durante este proceso
infiere que, a un segmento con una inclinacién y longitud
dadas, se le puede asignar un sentido que determinado
por el origen y destino del deslizamiento.

Descripcién de Actividades

Utiliza el deslizador para seleccionar un par de baterias;
luego elige el sentido del disparo para poder impactar a
los objetivos antes de que exploten y responde:

1. ¢Qué tuviste en cuenta para seleccionar la
trayectoria del proyectil?

2. Describe la trayectoria usada para
impactar a cada objetivo especificando qué
par de baterias usaste y de cuél a cual iba
el disparo como en el siguiente ejemplo:

Primer objetivo: 4 - F
Instrucciones

El deslizador “Seleccién de baterias” permite cambiar la
inclinacion de la trayectoria del disparo; las casillas de
sentido permiten seleccionar el sentido del disparo; el
sentido se representa en el circulo verde; El boton



https://www.geogebra.org/m/qwjxwata#material/wmqbgjkb
https://www.geogebra.org/m/qwjxwata#material/nbx3mmp4
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“Disparar” acciona el proyectil con el sentido y segmento
indicados; El bot6n “Reiniciar” reinicia el applet.

TAREA 3B
(https://www.geogebra.org/m/qwixwata#material /thvehtyq)

Modelo de Progresiéon

La longitud del desplazamiento en un deslizamiento
asociado a una traslacion.

Proceso de Aprendizaje Hipotético

El estudiante compara la posicién de la figura inicial con
la posicion de la figura final. Para esto utilizan una
herramienta de medicién que se controla con dos puntos
que varian su longitud e inclinacién, generando la medida
entre ellos. Asi, el estudiante usa la herramienta para
medir la longitud entre un par de vértices
correspondientes de las figuras, determinando la
longitud de desplazamiento de la figura deslizada e
infiere que esta es una caracteristica cuantificable en una
traslacion.

Descripcién de Actividades

1. Paralos dibujos 1y 2 utiliza la regla para medir
la longitud entre un par de vértices
correspondientes de las figuras inicial y final.
¢Cual es la distancia que se desplaza la figura en
los dibujos 1y 2?

2. En el dibujo 3 éComo determinarias la
distancia que se desplaza la figura sin utilizar la
regla?

Instrucciones

El botén “mostrar naves” oculta y muestra la
representacion contextualizada de los objetos. Los
botones “Iniciar” muestran la animacién de la figura
deslizada y el rastro que dejan sus vértices. La regla se
puede modificar en inclinacién y longitud para medir
distancias.

TAREA 3C
(https://www.geogebra.org/m/qwjxwata#material/e3hgyw8Kk)

Modelo de Progresion

Comparaciéon de la inclinacion, longitud y sentido de
distintas traslaciones.

Proceso de Aprendizaje Hipotético

El estudiante observa las animaciones que muestran la
longitud, inclinacién y sentido de varios deslizamientos a
partir representaciones auxiliares que abstraen estas
caracteristicas. Esta informacion le permite hacer
comparaciones entre los deslizamientos, infiriendo que la
longitud, inclinacién y el sentido pueden variar y seguir
correspondiendo a traslaciones. Ademas, infiere que
estas caracteristicas se pueden abstraer de la
representacion de un deslizamiento.

Descripcién de Actividades

Activa cada uno de los botones para observar la
trayectoria, longitud, sentido e inclinacion de cada
deslizamiento y responde:

1. ¢Los deslizamientos presentados corresponden
a traslaciones? ¢Por qué?

¢Qué deslizamientos tienen la misma longitud?

¢Qué deslizamientos tienen la misma
inclinacién?

4. ¢éQué deslizamientos
orientacion?

tienen la misma

Instrucciones

El botén “Deslizamiento” acciona la animaciéon de cada
deslizamiento; los otros botones abstraen las
caracteristicas de inclinacion, longitud y sentido en
representaciones auxiliares. El bot6on “R” reinicia la
matriz.

TAREA 3D
(https://www.geogebra.org/m/qwixwata#material/pxwzvvimz)
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Modelo de Progresion

Configuracion de la inclinacion, longitud y sentido en el
vector de traslacion.

Proceso de Aprendizaje Hipotético

A partir de la seleccion de una inclinacion, una longitud y
un sentido, el estudiante observa como se construye un
vector con las caracteristicas dadas, sintetizindolas en un
vector. El estudiante observa como se traslada la figura a
través del vector creado. Luego, modifica los valores de la
inclinacion, longitud y sentido para observar como afecta
esto a la posicion de la figura trasladada. Asi, infiere que
un vector se caracteriza a partir de una inclinacion,
longitud y que este es el pardmetro que determina
traslacion de una figura.
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Descripcién de Actividades

Selecciona una inclinacién, una longitud y un sentido,
luego presiona el boton “Crear Vector” para construir un
vector con las caracteristicas que seleccionaste. Después,
presiona el boton “Trasladar” para observar como se
traslada la figura con ese vector.

Modifica los valores de inclinacion, longitud y sentido
para observar como cambia la posicion de la figura
trasladada.

1. ¢Qué sucede cuando cambias la
inclinacion?
¢Qué sucede cuando cambias la longitud?
3. ¢Qué sucede cuando cambias el sentido?

4. ¢Como describirias la relacion que hay
entre el vector que construiste y la
traslacion representada?

Instrucciones

El botén “Crear Vector” solo se activa una vez se han
seleccionado los parametros de inclinacién, longitud y
sentido. Una vez creado el vector, el botén “Trasladar”
traslada la figura a través del vector creado. Los
pardmetros de inclinacion, longitud y sentido pueden ser
cambiados posteriormente, redibujandose la figura
trasladada en funci6én de estos. El bot6n “Reiniciar”
reinicia el applet.

TAREA 3E
(https://www.geogebra.org/m/qwjxwata#material /kw8tk8rk)

Modelo de Progresiéon

Construcciéon de un vector de traslacion para producir
una traslacion arbitraria.

Proceso de Aprendizaje Hipotético

El estudiante observa como la variacion de los
componentes del vector afecta su inclinacion, longitud y
sentido. Asi, trata de construir el vector adecuado para
que una figura se traslade a una posicién deseada. Asi, el
estudiante infiere un procedimiento que le permite
construir el vector necesario para que una figura se
traslade a una posicion especifica.

Descripcién de Actividades

Mueve los deslizadores azul y rojo para observar coémo
afecta esto a la inclinacién, longitud y sentido del vector.
Presiona la tecla “trasladar” para mover la nave y poder
recolectar los minerales sin chocarte con los asteroides.
Luego, responde:

1. ¢Como afectan al vector los cambios que
haces en los deslizadores azul y rojo?

2. ¢Como le explicarias a alguien la manera la
manera que usaste para crear los vectores
usados para poder recolectar los
minerales?

Instrucciones

Para cambiar el primer componente del vector, se debe
activar la casilla azul; para cambiar el segundo
componente del vector, se debe activar la casilla roja. El
botén “Trasladar” traslada la nave a partir del vector
generado. Los botones “Visor Tactico” y “Visor Normal”
cambian la representacion para observar la situacién en
contexto y una situacién mas geométrica del problema. El
botén “R” reinicia el applet, volviendo a mostrar todos los
minerales que se hubieran recolectado.
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TAREA 3F
(https://www.geogebra.org/m/qwixwata#material /tgmsbvxs)

Modelo de Progresion

Construccidén de la figura trasladada a partir de una figura
y un vector.

Proceso de Aprendizaje Hipotético

El estudiante empieza por construir un vector arbitrario.
Luego, sigue las instrucciones del applet para construir la
figura trasladada de una figura inicial. Primero, ubica un
vector igual al construido sobre cada vértice de la figura y
pinta los vértices correspondientes. Luego, une los
vértices para formar la figura trasladada, reconociendo
las caracteristicas visuales de la traslacién estudiadas
anteriormente. Asi, el estudiante se apropia de un
procedimiento para la construcciéon de la traslacion de
una figura dado un vector de traslacion.

Descripcién de Actividades

Dibuja un vector en el espacio indicado y utilizalo para
trasladar la figura a partir de las indicaciones del applet.

Instrucciones

El botén “>” permite avanzar en la secuencia de
instrucciones. El botén “<” permite retroceder en la

secuencia de instrucciones.

TAREA 4A
(https://www.geogebra.org/m/qwjxwata#material /pkqqcnzd)

Modelo de Progresion

Introduccién de notaciéon formal para la referenciacion
de los objetos geométricos en la traslacion.

Proceso de Aprendizaje Hipotético

El estudiante etiqueta los vértices de una figura y observa
su traslaciéon, donde los vértices de esta tienen la misma
etiqueta con una comilla. Luego, identifica la relacién
entre los vértices correspondientes desde la notacion.

A partir de la mediaciéon del profesor concreta que la
manera general de referirse a un elemento geométrico se
estructura como:

(Tipo de objeto) (Puntos Caracteristicos)
Ejemplo: Poligono ABCD

Asi, se apropia de una manera formal de referirse las
figuras y segmentos.

Descripcién de Actividades

Utiliza letras en maytscula para nombrar los vértices de
la figura y activa la casilla “Ver Traslaciéon” para
identificar el nombre de los vértices de la figura
trasladada. Utiliza los otros elementos para explorar el
dibujo. Luego, indica el nombre formal de los elementos
resaltados en cada dibujo con las etiquetas que elegiste.

Plgma
* Fin

Figura, Pigur
Tulcial . i

Instrucciones
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Las etiquetas de los vértices deben ingresarse en las
casillas indicadas. Las casillas “Ver Traslacion” y “Ver
Rastros”, muestran dichos elementos. El deslizador rojo
resalta los segmentos que unen los pares de vértices
correspondientes con el fin de favorecer la visualizacion.

TAREA 4B (Opcional)
(https://www.geogebra.org/m/qwjxwata#material /hpdxkzpr)

Modelo de Progresiéon

Congruencia de los lados opuestos de un paralelogramo.

Proceso de Aprendizaje Hipotético

El estudiante identifica las caracteristicas de inclinaciéon
y longitud en los lados opuestos de 3 poligonos; con esta
informacion, determina qué poligono es adecuado para
cumplir con el objetivo de la tarea, siendo este un
paralelogramo. A partir del contraste entre los lados
opuestos de los poligonos, el estudiante infiere que, en un
paralelogramo, estos tienen la misma inclinacién y
longitud.

Descripcién de Actividades

Conecta los 3 cables de energia usando el cable con los
conectores adecuados para poder disparar antes que te
disparen.

1. Utiliza la herramienta roja para comparar
los conectores de los 3 tipos de cable. ¢Qué
sucede con la longitud e inclinacién de los
conectores de cada tipo cable?

2. Utiliza los cables adecuados para conectar
la energia de la nave.

3. ¢Por qué algunos cables no servian para
realizar la conexi6n?

Instrucciones

El estudiante debe arrastrar los cables con conectores
tipo “TT”, “TR” y “PG” con el fin de usarlos para conectar
los cables del lado izquierdo. Para esto, puede cambiar la
forma de los cables utilizando los puntos verdes de los
conectores. La herramienta roja, permite comparar las
boquillas de los extremos de un cable en funcién de su
longitud e inclinacién. Una vez se presuma conectado un
cable apropiado, el boton “Conectar” establece dicha
conexiéon. Cada intento de conexi6én consume una
oportunidad del contador; al ser este cero, el enemigo
disparara. Una vez conectados todos los cables, se debe
pulsar el boton “Disparar” con el fin de impactar primero
al enemigo.

TAREA 4C
(https: //www.geogebra.org/m/qwixwata#material /rnuyedxb)

Modelo de Progresiéon

Prueba de la congruencia entre la figura y su traslacion a
través de los paralelogramos formados por sus lados
correspondientes.

Proceso de Aprendizaje Hipotético

El estudiante reconoce los paralelogramos formados por
los lados correspondientes de la figura y su traslacion.
Luego, utiliza la propiedad de que los lados opuestos de
un paralelogramo son congruentes para producir un

razonamiento que prueba que todos los lados
correspondientes la figura y su traslacion son
congruentes, por lo que las figuras deben ser

Descripcion de Actividades

Sabiendo que los lados opuestos de un paralelogramo
tienen la misma inclinacién y longitud, presiona el botén
“Ver Paralelogramos”, observa los paralelogramos del
dibujo y responde:

1. ¢El lado CA es igual al lado C'A’? ¢Cémo
justificarias tu respuesta?

2, ¢Las figuras ABC y A’'B’C’ son iguales?
¢Como justificarias tu respuesta?

3. ¢Las figuras inicial y final corresponden a
una traslacion? ¢Como justificarias tu
respuesta?
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congruentes. En consecuencia, reconoce que la figura Instrucciones
tiene el mismo tamano, forma y orientacion respecto al El
centroide de su traslacién, por lo que las figuras se
pueden relacionar por una transformacioén de traslacion.

boton  “Ver  Paralelogramos” abstrae los
paralelogramos formados por los lados correspondientes
de una figura y su traslacion. El deslizador rojo resalta los
paralelogramos abstraidos y los que estan propiamente
en la representacion de la traslacion para favorecer la
visualizacion. El botén “R” reinicia el applet.
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