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Resumen

En esta tesis se presentan resultados sobre la derivada de Gateaux y Fréchet de normas
y de funciones localmente Lipschitzianas definidas sobre espacios de Banach, mostrando
las propiedades de sus conjuntos de diferenciabilidad. En particular, se hace un estudio
de un teorema clésico de Phelps [55], presentando entre otros resultados una extensién
de este teorema a espacios no separables. En este documento, los temas a tratar no son
s6lo de interés en el estudio intrinseco del analisis funcional, estos también se aplican
al estudio de ecuaciones de difusion, ecuaciones elipticas en dimension infinita, control
estocdstico y los espacios de Sébolev (cf. [41] y [33]). La extensién del teorema men-
cionado no sera posible en todo espacio de Banach no separable, ya que en el caso de

(>°(R) la seminorma lim sup,,cy |2,| no es Gateaux diferenciable en ningin punto.

En este trabajo se empezard definiendo conceptos y recordando propiedades que hacen
parte del marco tedrico del Teorema de Phelps. En segundo lugar, se mostraran los
conjuntos de Gateaux diferenciabilidad de las normas de los espacios separables ¢q(R),
H(R) y L*(R), exhibiendo adem4s sus conjuntos de medida gaussiana nula. También, se
obtendrd un resultado similar al descrito para la seminorma en £*°(R), para las normas
de los espacios no separables NBV{a,b], L>°(R). Ademds, se demostrard que para la

norma de ¢>°(R) el conjunto de Gateaux diferenciabilidad es de medida gaussiana cero.

Posteriormente, se demostraran varios resultados de la Gateaux diferenciabilidad de
las normas definidas en espacios de Hilbert, luego en normas definidas en espacios de
Banach y después sobre la relacién de funciones localmente Lipschitz con las normas de
los espacios de partida de estas funciones. Finalmente, se probaran algunas extensiones
del Teorema de Phelps, empezando con funciones de dominio separable y rango sobre
los espacios de Asplund; terminando con funciones con dominio no separable, utilizando

limites proyectivos y funciones cilindricas localmente Lipschitz.
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Derivada de Fréchet de una funciéon f sobre un punto a.
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Conjunto que se puede expresar como interseccién numerable de
abiertos.

El conjunto de todos los conjuntos gaussianos nulos de un conjunto
medible.

El espacio de las sucesiones p-sumables definidas en R.

El espacio de las sucesiones reales acotadas.

El espacio de las clases de funciones reales p-integrables en el sentido
de Lebesgue.

El espacio de las clases de funciones reales medibles y esencialmente
acotadas definidas sobre el espacio de medida (2,4, ).

El espacio de las funciones reales normales de variacién acotada
sobre el intervalo |a, b].

Funcién continua de un espacio topologico X; a otro espacio to-
pologico X.

Propiedad de Radon-Nikodym.

Ultrafiltro.

Limite proyectivo de una familia de espacios topoldgicos (X;)er-



Introduccion

Un teorema fundamental en el estudio de la diferenciabilidad en espacios de Banach
es el Teorema de Phelps [55]. En esta tesis se estudian las derivadas de Gateaux y
Fréchet de normas y funciones localmente Lipschitzianas definidas sobre espacios de
Banach, mostrando las propiedades de sus conjuntos de diferenciabilidad. El Teorema
de Phelps establece que toda funcién localmente lipschitziana de un espacio de Banach
separable a otro con la propiedad de Radon-Nikodym, es Gateaux derivable fuera de
un conjunto gaussiano nulo. Dicho teorema es a su vez una generalizacion del Teorema
de Rademacher [60] de funciones Lipschitz sobre R™. Una extensiéon del Teorema de
Phelps removiendo la condicion de separabilidad no es posible, por ejemplo en el caso
de (*(R), la seminorma lim sup,,cy |z,| no es Gateaux diferenciable en ningtin punto.
Por lo tanto se considerardan algunos espacios importantes, en los que se pueden demos-
trar extensiones al Teorema de Phelps. Adicionalmente, se establecen generalizaciones

del Teorema de Phelps empleando como espacio de llegada los espacios de Asplund.

En este documento, los temas a tratar no son sélo de interés en el estudio intrinseco
del andlisis funcional, estos también se aplican al estudio de ecuaciones de difusion,
ecuaciones elipticas en dimension infinita y control estocastico. Particularmente Goldys
y Gozzi [41], utilizan el Teorema de Phelps para el estudio de la ecuacién de Hamilton-
Jacobi-Bellman relacionada a el control 6ptimo de una ecuacién semilineal estocastica
sobre un espacio de Hilbert H. Por otro lado, este teorema es de utilidad en geometria
en espacios de Banach, sobre funciones convexas y sobre los espacios de Sébolev, como
aparece en el Capitulo 5 del libro de Evans [33]. El Teorema de Phelps ademés, sirvid
de punto de partida y guia en el estudio de nuevos métodos variacionales aplicados a
la Fréchet diferenciabilidad de funciones localmente Lipschitz como lo plantea Lindens-
trauss et al. en [48]. Mds atn, el estudio de la diferenciabilidad de normas en espacios de
Banach, en particular de normas admisibles como lo hecho en Restrepo [62], ha tenido

repercusion en la investigacion de sistemas elipticos cuasilineales de segundo orden con
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condiciones de frontera no lineales; como lo muestran Shi y Wang [68].

Utilizando como referencias los libros de Wussing [76], Dieudonne [27] y Pietsch [57], a

continuacion, se describe el desarrollo del estado del arte para esta tesis.

En 1887, Volterra en [75] presenta la primera versién de la diferencial, sustentada en
metodos del calculo de variaciones, comenzando con el andlisis en espacios de dimension
infinita. Hadamard en 1899 hace una critica encontrando algunos casos en los cuales la
derivada de Volterra tiene fallas y les plantea a sus alumnos Fréchet y Gateaux el pro-
blema de hacer depender la existencia de la derivada a la existencia de una funcion lineal
que dependa del incremento. En 1913, Gateaux introduce la definicién de diferenciabili-
dad de una funcién con rango en R la cual es adecuada sobre cualquier espacio vectorial,
asi, la diferenciabilidad de Gateaux en un punto es equivalente a la diferenciabilidad
sobre todas las lineas que pasen por el punto. En 1925, Fréchet incluye la linealidad
generalizando la definicién de Gateaux sobre espacios vectoriales normados, resolviendo
de paso el problema de la diferenciacion de la composicion de funciones, definiendo la
derivada de una funcién f definida sobre espacios normados. Entre los afios 1938 y 1964,
Fréchet y Michal trabajando de manera paralela, logran generar una nueva definicién
de derivada entre espacios vectoriales topoldgicos arbitrarios, la cual extiende una vieja
idea del Hadamard y al mismo tiempo cumple con el propésito de Michal de generalizar
el calculo diferencial en el sentido intuitivo de aproximacién requerido en las aplica-
ciones de la Fisica, por ejemplo, caracterizar las vibraciones de un medio continuo a

través de ecuaciones con derivadas parciales de segundo orden en relacién con el tiempo.

Por otra parte, a fines del siglo XIX y a principio del XX, aparecen grandes aportes
al analisis funcional y a la teoria de medida por distinguidos matematicos tales co-
mo Banach, Hilbert, Borel y Lebesgue. Estos aportes fueron retomados por quienes
contribuyeron enormemente al surgimiento y al desarrollo de la teoria de probabilidad
en espacios abstractos, teniendo sus primeros impulsos en los trabajos de Kolmogorov
(1933), en el que establece las bases modernas de la teoria axiomdtica de la probabili-
dad, Fréchet (1948) y posteriormente Mourier (1953). Por esa época, la consideracién
de los procesos estocasticos como elementos aleatorios en un espacio de funciones, es
decir una variable aleatoria a valores en un espacio funcional realizada por Doob(1947),
Mann(1951), Prohorov(1956) y la escuela rusa en general, ha inspirado entre otras co-
sas el estudio de los teoremas limites para elementos aleatorios abstractos. Lo cual fue

acompanado por lo hecho por Wiener (1926), quien hizo una construccién matematica
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rigurosa del modelo de Albert Einstein del movimiento browniano e Ito (1944), quien

desarrollo el calculo y analisis estocastico.

Finalmente, con relacién a las funciones Lipschitzianas en R", de manera casi simultanea
al trabajo de Hadamard y sus estudiantes. En 1919, Rademacher [60] prueba que toda
aplicacion Lipschitziana definida sobre un conjunto abierto G C R™ con imagen en R”
es diferenciable en casi todas partes. En 1933, Mazur [50] extiende el resultado de Rade-
macher, en el sentido de los conjuntos densos. En 1968, Asplund [3] extendié el Teorema
de Mazur, sobre la diferenciabilidad automaética de las funciones convexas en espacios
separables, estudiando una cierta clase de espacios de Banach, ahora llamados espacios
de Asplund, en los cuales es cierta una conclusién mas fuerte que reemplaza la Gateaux
diferenciabilidad por la Fréchet diferenciabilidad. El trabajo de Asplund, impulsé una
intensa actividad investigativa que culminé produciendo resultados de caracterizacion
alternativa de los espacios que llevan su nombre, como los debidos en buena parte a
C. Stegall [71]. En 1977, Diestel y Uhl [25], quienes ademéds estudian la Propiedad de
Radon-Nikodym (PRN) sobre espacios de Banach, mostrando algunos ejemplos de ta-
les espacios. Todo lo anterior, se complementa en los trabajos de Aronzajn [2] en 1976,
Phelps [55] en 1978, Vakhania [73],[74] de 1981- 1987 y Lindenstrauss [47] en 2012, con
lo hecho sobre la Fréchet y Gateaux diferenciabilidad de funciones localmemte Lipschitz
y el desarrollo de la teoria de distribuciones de probabilidad sobre espacios de Banach.
Maés recientemente con los trabajos de Bongiorno [10], [11] entre 2013 y 2017, quien
incluso excluye la PRN usada en el Teorema de Phelps. Ellos colocan la teoria de la
probabilidad y el andlisis funcional en el contexto de espacios de Banach de dimensién

infinita como parte de un anélisis global en proceso de construccion.

El trabajo esta distribuido de la siguiente manera: En el Capitulo 1 se hace una pre-
sentacién de espacios medibles y medidas de probabilidad (Seccién 1.1), para despues
introducir los conceptos de probabilidades y funciones cilindricas, limites proyectivos,
medidas radonianas, gaussianas y conjunto Gauss nulo (Seccién 1.2 y 1.3). Posterior-
mente se presentan las definiciones y algunas propiedades de las derivadas de Gateaux,
Hadamard y Fréchet enfocando algunos apartes a las funciones Lipschitz y localmente
Lipschitz (Seccién 1.4). Luego se continua con las definiciones de espacios de Asplund,
la de espacios con la propiedad de Radon-Nikodym (PRN) (Seccién 1.5 y 1.6), para
terminar con una introduccién a Filtros y Redes (Seccién 1.7). El Capitulo 2 aborda
el problema de la derivada de Gateaux en normas de espacios de Banach separables y

no separables, presentando en el caso separable el Teorema de Phelps (Seccién 2.1) y
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en el caso no separable mostrando los conjuntos Gateaux diferenciables y sus propie-
dades sobre sus espacios de referencia (Seccién 2.2). Finalmente en el Capitulo 3, se
presentan algunos resultados originales sobre la Gateaux diferenciabilidad de funciones
localmente Lipschitz, una extensién del Teorema de Phelps caso separable a espacios
Asplund (Seccién 3.1) y se termina con una extensiéon del Teorema de Phelps en el caso
de espacios no separables, para limites proyectivos y funciones cilindricas localmente

Lipschitz con valores en R (Seccién 3.2).

Los resultados fundamentales de este trabajo estdn constituidos por la parte final de la
Seccién 2.1, algunos apartes de la Seccion 2.2 y la mayor parte del Capitulo 3. Parte de
estos se encuentran incluidos en el articulo Gateauz differentiability on non-separable

Banach spaces de Mutioz-Tello [51].

Por ultimo, agradezco a todos aquellos que fueron guia y apoyo para la realizacion y
culminacion de este documento, en especial a mis directores los profesores Guillermo
Restrepo y Julio Delgado quienes me brindaron confianza y herramientas para realizar
este proyecto. Doy gracias a mi querida madre, mi hermana, mi novia y amigos quienes
con su ayuda y sacrificio me llevaron hasta aqui. Gracias a mi codirector profesor José
Raul Quintero quien me animé a iniciar estudios doctorales. Agradezco a la profesora
Doris Hinestroza por su gestiéon y acompanamiento en la busqueda y consecucién de
un nuevo director para este trabajo. Agradezco a los jurados de proyecto y de trabajo
de tesis, quienes con sus valiosas observaciones aportaron para el mejoramiento de este
documento. Particularmente, agradezco al profesor Miguel Angel Marmolejo por sus

detalladas anotaciones, especificamente en relacién con el estudio los casos de L'(R) y

L=(9).



Capitulo 1

Preliminares

El objeto de este capitulo es presentar las definiciones y resultados necesarios para el
desarrollo de este trabajo. Para ello se hace un seguimiento de Shiryaev [67], Boga-
chev [7],[9], Vakhania [73],[74], Schirotzek [65], Penot [54], entre otros. Con el objetivo
particular de poder trabajar con las medidas gaussianas. A continuacién, se trataran
los conceptos de espacio medible y de medida en diferentes espacios, caso finito, caso

infinito numerable é no. Todo lo anterior, en términos de la medida de probabilidad.

1.1. Espacios medibles y medidas de probabilidad

Los elementos de teoria de medida que se requieren en esta seccion son extraidos de
Bauer [4] y Shiryaev [67].

Definicién 1.1.1. Sea €2 un conjunto, consideremos las propiedades
(1) Qe A
(2) Si A, B € Aimplica AUB € A.
(3) Si A € A implica A° € A.
(4) Si A, € A,n=1,2,--- entonces (JA, € A.

Un sistema 4 de subconjuntos de €2 con las propiedades (1), (2) y (3) es conocido como

dlgebra y si cumple las propiedades (1), (3) y (4) se le denomina o-dlgebra.

Observacién 1.1.2. Dado un conjunto £. La o-algebra més pequena, en el sentido de
la inclusion, que contiene a &, es denominada o-algebra generada por £ y se le simboliza

por a(&).
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Teniendo en cuenta que un espacio medible esta definido por la pareja (€2,.4), donde
A es una o-dlgebra. A continuacién, se tratardan algunos espacios medibles que seran

utiles en el desarrollo de este manuscrito.

El espacio medible (R, 5(R)): En el caso de R, si se define
(a,b) ={r € R:a<x<b}, paratodo —oco<a<b< oo,

y se define A = {4 : A = U™ (a;, b], para algin n € N}. Entonces A U {0} forma un

dlgebra, pero no es una o-algebra, ya que U2, (a,b — =] = (a,b) ¢ A.

La o-dlgebra generada por A (0(.A)), es también conocida como la o-dlgebra de Borel, la
cual se denota por B(R). A el espacio medible inducido por la o-dlgebra se le simboliza
con la pareja (R, B(R)), donde a los elementos de B(RR) se le llaman conjuntos borelianos

y algunos de estos estan representados de la siguiente manera:
(a,b), [a,b], [a,b), [a,00), (a,00), (—00,b), (—00,b,

para a,b € R. Este espacio medible también se puede representar como (R, B') y puede

ser generado a partir de cualquiera de las representaciones anteriores.

El espacio medible (R", B(R™)): Dado R® =R x --- x R, el producto cartesiano de

n-copias de R, al conjunto
[izle"'XIn, Ik:(ak,bk], ]{?:1,2,"',71,

se le conoce como el rectangulo contenido en R™ con lado Ij. Si se toma a J como
el conjunto de todos los rectdngulos, entonces la o-dlgebra generada por J (o(J)) es
llamada la o-algebra de Borel en R™ y se representa como B(R"), la cual es también

equivalente al producto directo de n g-algebras de Borel en R, es decir
B(R") =BR)®---® B(R).

Mas aun, la o-dlgebra generada por los rectangulos I = I x --- x I, y la o-dlgebra ge-
nerada por el producto de conjuntos borelianos B = By X - -+ x B,,, donde By € B(R) y
k =1---n, son equivalentes (ver la demostracion en [67]). Ademds, al espacio medible

representado por la pareja (R™, B(R™)) también se le puede representar como (R", B").
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El espacio medible (RY, B(RY)): Sea RY es el espacio de todas las sucesiones orde-

nadas de numeros reales
x=(r1,29,-+), —oco<zap<oo, k=127---

Sean I, By, B* respectivamente los intervalos de la forma (ay, bg], subconjuntos bore-
lianos de la k-esima copia de R y conjuntos borelianos en B(R™). Para cada n € N se
definen:
Ty x - x 1) ={(x1,20,--- ) eERN :;y € I, -+ 2, € 1),
J(By x - x Bp) ={(x1,29,---) RN : 2y € By,--- ,x,, € By},
J(B™) = {(x1,19,---) € RN : (21,--- ,2,) € B"}.
Entonces B(RY), Bi(RY) y By(RY) son las o-4lgebras generadas respectivamente por

las familias conformadas por todas las posibles variaciones de n € N en los conjuntos
Ty x - x1,), T(By x -+ x By,) y J(B"). Ademas, dado que

J(B™) = J(B"), donde B"™ = B" x R,

J(By X+ xB,)=7J(B; x---x B, xR),

J x - x1,)=TJ( x---x I, xR)

se puede demostrar que B(RY) = B;(RY) = By(RY) (ver la demostracién en Billings-
ley [6]).

El espacio medible (R”, B(R”)): Sea T un subconjunto arbitrario no numerable de
R. Si Iy, By, B* son respectivamente los intervalos (ay, bi], subconjuntos borelianos de

la k-esima copia de R y conjuntos borelianos en B(R™), para cada n € N. Entonces
%17...’tn(ll X oo X In) = {I’ € RT 1Ty, € Il,' Ty, € In};

Tiyotn(By X - x By)={x € R" : 2, € By, , 2y, € By},
\7t17"',tn(Bn) = {l‘ € RT : (mtn e ’xtn) € Bn}7

donde Jy,.... 1, (I1 X - - - x I,,) se interpreta como el conjunto de funciones en R7 tal que al
ser evaluadas en tq, - - - ,t,, toman respectivamente valores sobre los intervalos I, --- , I,
y sobre los valores restantes (una cantidad no numerable) toman valores arbitrarios; de
igual manera se interpretan los conjuntos J, ... 1, (B1 X - - - X By,), Jiy - 1. (B™), teniendo

Stn
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en cuenta si son producto de borelianos de R 6 si es un boreliano de R™. A las o-
algebras generadas respectivamente por las familias conformadas por todas las posibles
combinaciones de subconjuntos finitos {t1,--- ,%,} contenidos en 7" sobre los conjuntos
Tyt (I X o X 1)y Tiyoe 40 (By X oo+ X Bp) ¥ Ty o 1, (B™) se les denota como B(RT),
Bi(RT) y By(RT) y de esta construccion, se tiene que:

BR") C B, (RT) C By(RT).

El teorema a continuacién, el cual se demuestra en la Seccién 2 Capitulo 1T de [67],

muestra la contenencia opuesta, exhibiendo como son los elementos de B(RT).

Teorema 1.1.3. Sea T un conjunto no numerable. Entonces B(RT) = Bj(RT) =
By(RT) y para todo conjunto A € B(RT), existe un conjunto numerable {t} }ren de
T y un boreliano B € B(RY) tal que

A= {,CE € RT : (xtk)kEN € B}

A todos los espacios medibles anteriormente descritos se les puede asignar una medida.
A continuacion, se definen las medidas que se asignaran a cada uno de estos espacios

medibles. Para ello, primero se hara la definicion de medida de probabilidad.

Definicién 1.1.4. Una medida de probabilidad P es una medida definida sobre una

o-algebra A, que satisface:
(1) 0<PA) <1, AeF;
(2) P(Q) =1,
(3) P(Wye,A,) =>"", P(A,), donde A, € F, satisface A; N A; =0 sii#j.

Las siguientes son las medidas de probabilidad definidas para los espacios medibles de-

finidos anteriormente.

Medida de probabilidad en (R",B(R")): En los espacios R", n > 1, la medi-
da de probabilidad se construye primero para conjuntos elementales, los rectangulos
(a,b] = (a1,b1] X (ag,by] x -+ x (an,b,], después para el conjunto de figuras
A = W(ay, b, donde (a;,b;] son rectdngulos en B(R™). Finalmente se utiliza el Teo-
rema de Carathéodory para cualquier conjunto en B(R"). La demostracién se puede

encontrar en [4], [6] o en [67] y se enunciard asi:
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Teorema 1.1.5 (de Carathéodory). Sea Q un conjunto, A una dlgebra de subconjuntos
de Q y o(A) la o-dlgebra generada por A. Si Py es una medida o-aditiva sobre (€2, A),
entonces existe una unica medida P sobre (Q2,0(.A)) la cual es una extension de Py, es
decir que

P(A) = Py(A), Ac A

Medida de probabilidad en (RY, B(RY)): Sea 7, (B) = {z € RY : (z,--- ,z,) € B},
B € B(R") un cilindro en RY con base B € B(R"). Entonces se define la medida de
probabilidad sobre estos cilindros en (RN, B(R")) como:

P(J.(B)) = P,(B), paratodon=1,2,---,

donde B € B(R™) y Py, P,,--- son medidas de probabilidad definidas respectivamente
sobre (R, B(R)), (R?, B(R?)),- -, cumpliendo la siguiente propiedad de consistencia:

Buia(B x R) = Bu(B),

paran = 1,2,--- y B € B(R"). La existencia y unicidad de esta medida de probabilidad

esta garantizada en el siguiente teorema de extension de medidas.

Teorema 1.1.6 (de Kolmogérov en (RN, B(RY))). Dada la sucesion Py, Py, --- de me-
didas de probabilidad definidas respectivamente sobre (R, B(R)), (R?, B(R?)),---. Si las

anteriores medidas poseen la propiedad de consistencia, entonces existe una unica me-
dida de probabilidad P sobre (RN, B(RY)) tal que paran =1,2,---, se tiene:

P(J.(B)) = Fu(B), B e B(R").
Demostracion. Ver Seccién 3 Capitulo IT de [67]. O

Medida de probabilidad en (R”,B(R?)): Sean T un subconjunto de los niime-
ros reales, 7 = {t1,--- ,t,} un subconjunto finito y no ordenado de 7" con n > 1y
P, la probabilidad sobre (R7, B(R7)), donde R™ = R;, x --+ x R, . Entonces se dice
que la familia {P;},cr es consistente si para todos los conjuntos 7 = {t1,--- ,t,} v

o={sy, -+ ,s,} tal que para ¢ C 7, se cumple

Pa<<:L'51,--- ?xsk) : (xSU"' 7x5k) € B) = PT((xtn"' 7xtk) : (:USU"' >x5k) € B)a

donde B € B(R7).

En el siguiente teorema, ver demostracién en [67] pagina 167, se muestra la existencia
de una tinica medida de probabilidad sobre el espacio medible (R”, B(R”)).
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Teorema 1.1.7 (de Kolmogdérov en (RT, B(RT))). Sea { P, },cr una familia consistente
de medidas de probabilidad definidas respectivamente sobre (R™, B(RT)). Entonces eziste
una vnica medida de probabilidad P sobre (RT, B(RT)) tal que

P(J-(B)) = P-(B),

para todos los conjuntos no ordenados T = {t1,--- ,t,} de diferentes indices t; € T.
BeBRY) y J.(B)={zx € R" : (x4, ..,,) € B}.

Finalmente, hay que dejar claro que un espacio de medida de probabilidad es una
tripla (2,4, P), donde € es un conjunto (espacio muestral), A es una o-dlgebra de

subconjuntos de € (eventos) y P es una medida de probabilidad.

1.2. Probabilidades cilindricas

En las definiciones y resultados descritos en la seccién anterior, se muestra que se pueden
definir en distintos espacios conjuntos borelianos y a su vez medidas de probabilidad
correspondientes a estos conjuntos. En este sentido se debe dejar claro al lector, que
en este trabajo de tesis se hara siempre la distincién entre dos tipos importantes de
espacios, los cuales son conocidos como separables y no separables. A continuacién se
definirdan estos espacios, mostrando algunos ejemplos, para luego continuar con otros

elementos ttiles en el desarrollo de este documento.

Definicién 1.2.1. Un espacio topolégico X es separable si contiene un subconjunto

denso numerable.

Ejemplo 1.2.2. Los siguientes son algunos ejemplos de espacios topologicos separables,

suponiendo segun sea el caso que K es igual a R 6 C:
(1) K™ con n finito.
(2) Todo espacio topoldgico numerable.
(3) Todo espacio de Hilbert con base ortonormal numerable.
(4) El espacio de sucesiones p-sumables ¢7(K).

(5) El espacio de las funciones p-integrables en el sentido de Lebesgue LF((), para
Q C K" boreliano y 1 < p < o0.
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(6) El espacio de las funciones continuas C(T") sobre un compacto 7.
En el caso no separable, estos son algunos ejemplos:
(1) El espacio de las sucesiones acotadas £*°(K).
(2) El espacio L*(£2), para 2 C K™ boreliano.
(3) El espacio de las funciones reales normales de variacién acotada N BV{a, b].

Observacion 1.2.3. La propiedad de separabilidad no se hereda a los subespacios; por

ejemplo, en R? definimos la base
B ={la,b) x [¢,d) :a<b, c<d, a,bc,deR},

definiendo la topologia de los cuadrados semiabiertos, la cual es separable ya que
Q x Q = R x R; si se considera la recta diagonal M = {(z,—z) : x € R}; la topo-
logia del subespacio no es mas que la discreta y M no es separable. Por otro lado, si X

es un espacio métrico separable entonces todos sus subespacios también lo son.

Teniendo en cuenta que un espacio topolégico X es Hausdorff si todo par puntos dis-
tintos en X tienen entornos disjuntos. Una medida radoniana en un espacio Hausdorff

X, es una medida boreliana p que satisface las condiciones siguientes:
(1) w(B) =mf{u(G): G D B, G abiertoy B boreliano}.
(17) u(G) =sup{u(K): K C G, K compactoy G abierto}.

(731) p es localmente finita. Es decir, cada x € X posee una vecindad V' tal que
pu(V) < oc.

Observacion 1.2.4.

(1) Una medida g que cumple las dos primeras condiciones de la definicién anterior

es conocida como una medida débilmente reqular.
(2) Una medida radoniana u es fuertemente regular si

w(B) =sup{u(K) : K C B, K compacto y B boreliano}.

(3) Si p es una medida radoniana o-finita, entonces es fuertemente regular.

(4) En un espacio polaco (un espacio métrico completo y separable), toda medida

boreliana finita es radoniana.
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Por otro lado, se recuerda que un conjunto no vacio 7', es un conjunto dirigido, si existe

una relacion < sobre este, tal que:

(1)
(i)
(iid)

Sia €T, entonces a < a,
Sean a,b,c € T. Sia <by b= c, entonces a < c,

Sia,beT existece T, talquea<xcyb=<c

A continuacién, se hardn las definiciones de los elementos con que se trabajara en esta

seccion.

Definicién 1.2.5. Sean (7'; <) un conjunto dirigido y s,t € T

(1)

La familia (X;)ier de espacios topoldgicos es proyectiva si para cada pareja
(s,t) € T'x T con s < t existe una funcién continua pg : X; — X, (funcién

conectora) tal que Py © Py = Psw S1 S Kt KX w.

El limite proyectivo Xr de una familia proyectiva (X;)er de espacios de topol6gi-
cos de dimensién finita, es el conjunto de los © = (z4)ier € [[,cr Xi tal que
existe una funcién conectora pg(-) que cumple x4 = pg(x;) para todo s < ¢t. En

particular, a la funcién conectora p;(-) : X7 — X se le llama proyeccion t-esima.

La familia (1) de medidas borelianas es proyectiva, si para s =< t se cumple

pst(,ult) = s

El limite proyectivo de una familia proyectiva (p;)er de medidas borelianas, es
un elemento maximal del conjunto de las medidas borelianas v en X7 tal que

pe(v) = p, siempre y cuando el limite exista.

Una probabilidad cilindrica es una familia proyectiva (ju)ier de medidas de pro-

babilidad p;. Es decir, si s < ¢ entonces pg (1) = ps-

Dada (X})ier una familia proyectiva, Cr el conjunto de todas las funciones con-
tinuas de X7 en R y C; el conjunto de todas las funciones continuas de X; en R.

Una funcion f € Cr es cilindrica si existen un t € T'y h € C; tal que f = h o p;.

Observacion 1.2.6.

(1)

El limite proyectivo X7 de una familia proyectiva (X;):cr de espacios topoldgicos,
es un espacio topologico dotado de la topologia producto cartesiano restringida a
Xr.
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(2) El limite proyectivo u de la familia proyectiva (u;)er de medidas borelianas, esta

caracterizado por las siguientes condiciones:

» p(p) = py para todo t € T.

= si v es una medida boreliana y p;(v) = u;, para todo t € T, entonces v = p.

(3) Sis <ty f=hops Entonces f = h' op;, donde h/ = h o py.

Ejemplo 1.2.7. Si T el conjunto de todos los subespacios de dimension finita ordenados
por inclusion de un espacio vectorial topolégico X. Para cada F' € T se denotara por
pr la proyeccién de X sobre F. Si F;G € T y F C G Se denotard por prg a la
proyeccion ortogonal de G sobre F'. Es inmediato que si F' C (G entonces pr = prgopg-
Por tanto (F)per es una familia proyectiva de espacios topolégicos llamados familia
proyectiva de los subespacios de dimension finita. Ahora, para cada F' € T'y cada up
una medida boreliana en F', se dird que una familia (ur)per es proyectiva si para toda
F C @G se cumple que up = pra(pe). Ademds, toda medida en bor(X) genera una
familia proyectiva (up)per de medidas borelianas, donde pup = pp(p) y una funcién
f X — R es cilindrica si existen un subespacio de dimensién finita F y una funcién
fr: F — Rtal que f = fropp.

Observacién 1.2.8. Dado F' C X un subespacio de dimension finita.

(1) Una funcién cilindrica f = fr o pr es boreliana si y sélo si fr es boreliana.

(2) Si X es un espacio de Hilbert, la proyeccién pr de X sobre F, se tomard en este

€aso como una proyeccion ortogonal.

(3) Si X es un espacio de Hilbert separable, toda funcién boreliana es el limite puntual

de una sucesion de funciones cilindricas borelianas.

Los resultados siguientes se encuentran demostrados en Schwartz [72]. Aqui se presen-

taran estos resultados de una manera mas conveniente al desarrollo de este trabajo.

Teorema 1.2.9 (Prokhorov). Sean (Xi)ier una familia proyectiva de espacios topo-
l6gicos con funciones conectoras ps y (p)ier una familia proyectiva de medidas de
probabilidad. Si X es un espacio topoldgico tal que existen funciones p, : X — X; que
cumplen ps = p; o pst st s X t. La condicion necesaria y suficiente para que ezrista una

medida radoniana p en X tal que p(p) = p, es:

Condicion (¢, K) Para todo € > 0 existe un compacto K C X tal que para todo t € T

pe(pe(K)) > 1 —¢€
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Dados los elementos anteriores, en el caso particular de los espacios de Hilbert se obtiene
sin dificultad el siguiente corolario, el cual muestra un par de criterios en los cuales se

identifica el tipo de medida que genera una probabilidad cilindrica.

Corolario 1.2.10. Sean X un espacio de Hilbert, (X,o(A), ) un espacio de probabi-
lidad, r >0, B, = {x € X : ||z|| <} y una probabilidad cilindrica (jup)per. Entonces

(1) (up)rer es generada por una medida probabilistica p en X si y solo si para todo

e > 0 existe r > 0 tal que

ur(B,NF)>1—¢€ paratodo F € F.

(2) (up)rer es generada por una medida de probabilidad radoniana (respecto a la

topolégia de la norma) p si y solo si para todo € > 0 existe un o > 0 tal que

/eo‘$”2d,uL(:L') >1—k¢,
L

para todo subespacio L de dimension finita.

Del corolario anterior, se puede inferir que existen probabilidades cilindricas que no son
generadas por medidas de probabilidad. El siguiente ejemplo clarifica esto en el caso de

los espacios de Hilbert separables.

Ejemplo 1.2.11. En todo espacio de Hilbert separable E de dimension infinita existen

probabilidades cilindricas que no son generadas por medidas probabilisticas p de F.

En efecto, si se define pup = (27r)_”/26_%<$"‘”> A" x € I, donde F' es un subespacio de di-
mensién n del espacio de Hilbert separable y A” es la medida de Lebesgue n-dimensional.
Como [ e~2dt = (21)Y/2 entonces pp(F) = 1y por tanto pp es una medida proba-
bilistica. Sean L y M subespacios de dimensién finita [ y m respectivamente y L C M
entonces M = L@ Ly, cuya base es {e1,--- ,e;--+ ,em}, donde e;,1, - -+ , e, pertenecen
a L. Si A € bor(L)

par(PE ) = par(Ax L) = @) 72 [ Ly pe bt i )
M

= (27T)m/2/eé(x?+"'+x?)d)\l($)/ e~ b @hattal) gam=l ()
A L

= (2m) 2 (2m) P (A)(20) DR = g (4),
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luego (ir)rer es una familia proyectiva. Ahora sea f(z) = e~ < 1 para todo € > 0
una funcién p-integrable. Si f,,(x) = e~ <Pr@Pul@) entonces 1im, o fo(7) = f(z). Si

F,, es un subespacio de dimensién n, entonces

| h@un (@) = a2 [ e
E n

1 2 —n/2
= &/ e—%<y,y>d/\n(y) — (1+2e)‘”/2
Fn

ORE
luego [, f(z)dp(z) = lim, oo [5 fu(2)dpp, (2) = Hm, eo(l + 26) 72 = 0, lo cual es
contradictorio puesto que f(z) = e~“** > 0 implica [, e~ dpu(z) > 0. Por lo tanto,

(1F)Fer no es generado por una medida probabilistica p.

1.3. Medidas Gaussianas

En estadistica y probabilidad se llama distribucién normal, de Gauss o gaussiana, a
una de las distribuciones de probabilidad de variable continua que con mas frecuencia
aparece aproximada en fendmenos reales. En el caso real, la grafica de su funcién de den-
sidad tiene una forma acampanada, es simétrica respecto de un determinado pardmetro
estadistico y es conocida como campana de Gauss. La importancia de esta distribuciéon
radica en que permite modelar numerosos fendmenos naturales, sociales y psicologicos.
Mientras que los mecanismos que subyacen a gran parte de este tipo de fenémenos
son desconocidos, por la enorme cantidad de variables incontrolables que en ellos in-
tervienen, el uso del modelo normal puede justificarse asumiendo que cada observacién
se obtiene como la suma de unas pocas causas independientes. En esta seccién se to-

maran como referentes y gufas los libros de Billingsley [6], Bogachev [9] y Vakhania [74].
En R” la medida de Lebesgue queda caracterizada salvo una constante multiplicativa,
por las siguientes propiedades:

(1) Toma valores finitos sobre borelianos acotados.

(#7) Toma valores positivos sobre abiertos no vacios.
(77i) Es invariante por traslaciones.

En dimensiéon infinita no existe una medida con propiedades andlogas a éstas. Por
ejemplo, en un espacio de Hilbert separable H, si tomamos {e,},en cualquier base

ortonormal resulta:
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» Paran #m Bijs(en) N Byja(en) =0,

» Bys(e,) C By(0) para todo n € N,

y por lo tanto
> " 1(Byjs(en)) = i(Unz1Bija(en)) < p(Ba(0)).

n>1
Si p es invariante por traslaciones y toma valores finitos sobre borelianos acotados,
necesitamos que (B 2(e,)) = 0y por lo tanto existen abiertos no vacios de medida
nula. En forma similar, si queremos que los abiertos no vacios tengan medida positiva,
resulta que hay borelianos acotados de medida infinita. Estas dificultades en espacios de
dimensién infinita, llevaron a definir otros tipos de medidas y nuevos conjuntos nulos,
como lo son particularmente las medidas gaussianas y los conjuntos gaussianos nulos,

siendo este par de elementos esenciales para el desarrollo de este documento.

Una medida boreliana en R es una medida gaussiana en R, si tiene una densidad respecto

a la medida de Lebesgue de la forma
a2 (t) = (2mo?) 367001207,
donde o € R y ¢ > 0. La densidad cumple con las propiedades
(1) J7 o2 ()dt = 1.
(11) [72 tgao2(t)dt = a.
(i11) [72 t2Gap2(t)dt = o® + 02

Si (Q,F,u) es un espacio de mediciéon dotado de una medida probabilistica u y X
es una variable aleatoria. La imagen de p dada por X, denotada por ux, se llama
distribucion de X en R con px(B) = u(X~*(B)), para todo boreliano B € R; siendo
inmediato que px es una medida probabilistica. X es gaussiana con pardmetros a y o2

si su distribucién px es gaussiana, es decir px = g, ,2A; donde

/X e /xduxm «

v V(X) = E(X - B(X))? = B(X?) - B(X) = 0%,
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La funcion caracteristica de una variable aleatoria X con valores en R es la transfor-
mada de Fourier de su distribucién py. Es decir, si se denomina por ¢y a la funcion
caracteristica de X, entonces

o

px(t) = fix(t) = / e™dpx (y).

—00

Observacion 1.3.1. Dada la anterior definicién para todo t € R, se cumplen las

siguientes igualdades

pxt=0 = [ e duxy) = [ aunty) = [ () = oo

o0 —00 [e.9]

es decir, que en el caso real las propiedades y resultados obtenidos para ¢ x (t) facilmente

o0

se pueden usar en el caso de x(—t) = [*_ e ™duyx(y). Mds ain, si ux tiene una

(&
—o0

funcién de densidad f con respecto a la medida de Lebesgue en R, se cumple que

pox(—t) = / T et (y)dy = F(t),

(e 9]

por tanto, la funcién caracteristica ¢x(—t) coincide con la definicién de transformada

de Fourier de la funcién f.

Mas detalles sobre las nociones anteriores de medidas y variables aleatorias gaussia-
nas en R y la demostracion del siguiente teorema, se pueden encontrar en el libro de
Billingsley [6].

Teorema 1.3.2. Una variable aleatoria X es gaussiana si y solo si para E(X) = a y
V(X) = 02, su funcién caracteristica es de la forma

s o4 1 242
1ot 20’t.

px(t) =e

Por otro lado, una medida gaussiana p es no degenerada, si posee varianza finita no
nula. Es decir, aquellas medidas gaussianas en las cuales la varianza sea nula, se les

denomina medidas gaussianas degeneradas.

Ejemplo 1.3.3. Puesto que la medida ¢, de Dirac concentrada en un valor «, satisface

5a(x) = €' Entonces o = 0, de lo cual §, es una medida gaussiana degenerada.

En el caso de medidas gaussianas en espacios de Hilbert, se hace la siguiente definicion.
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Definicién 1.3.4. Dado E un espacio de Hilbert y 1 una medida boreliana

(1) Se dice que u es gaussiana si p se distribuye gaussianamente en R por medio del
producto escalar. Es decir, si z,y € E'y f, es la funcién y — f.(y) = (z,y),

entonces f,(u) = u, es una medida gaussiana en R.

(2) Sea p una medida gaussiana no degenerada en E. La transformada de Fourier de

—%(Aa:,a:

1 se define por ji(z) = €@ ), donde A es un operador nuclear simétrico,

positivoy a € F.

Basandose en Lax [46], en el caso de un espacio de Hilbert separable E. Un operador
compacto A : E — E es un operador nuclear u operador clase traza, si para alguna

base ortonormal {e;}; de E la suma de terminos positivos:

Z <(A*A)1/2€k, ex) es finita,
k

en este caso la suma TrA := )", (Aey, e;) es absolutamente convergente y es indepen-

diente de la eleccién de la base ortonormal. A es operador simétrico si
(Az,y) = (z, Ay) para todo x,y en el dominio de A,
y A es un operador positivo si A es simétrico y
(Az,z) > 0 para todo x € E.

En seguida, se expondran algunos ejemplos de operador nuclear, los cuales se encuentran
en la Seccion 30.5 del libro de Lax [46].

Ejemplo 1.3.5.

(1) Todo operador de rango finito es de clase Traza.

(2) El operador K : L?[0,1] — L?[0, 1], definido como

(Ku)(s) = /0 (s, u(t)dt (1.1)

tal que (Ku,u) > 0, para todo u € L?[0, 1], en donde k es una funcién real valuada

simétrica y continua sobre s y ¢ es un operador nuclear.

(3) Si k en (1.1) es suave, entonces k es nuclear.
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En el teorema siguiente, se hace una relacion de estas medidas en espacios de Hilbert
separables y las medidas gaussianas en R, la demostracién de este resultado aparece en
el libro de Vakhania [74].

Teorema 1.3.6. Sea una medida probabilistica i en un espacio de Hilbert E. Si F es

separable y 1 es gaussiana. Entonces p es el producto numerable de medidas gaussianas
definidas en R.

En el contexto de los espacios de Banach, si E es un espacio de Banach y E’ es su dual,

la medida gaussiana sobre F se define de la siguiente forma.

Definicién 1.3.7. Una medida gaussiana p en un espacio de Banach E es una medida
probabilistica definida sobre los borelianos de F, tal que z/(u) es una medida gaussiana

en R para todo 2’ € E’ no nulo.

La siguiente definicion se puede utilizar sobre cualquier espacio de Banach, en particular

sobre los R™ y cualquier espacio de Hilbert separable o no separable.

Definicién 1.3.8. Un conjunto boreliano A en un espacio de Banach E es llamado

Gauss nulo si u(A) = 0, para toda medida gaussiana no degenerada p sobre E.

Teniendo en cuenta que un espacio vectorial topolégico F es localmente convezo sobre
un campo K, cuando posee una base de entornos convexos de Oy. Ademads, que para
toda familia F' de funciones de valor real definidas sobre un conjunto E, la o-dlgebra

E(E, F) es aquella generada por la familia de conjuntos de la forma
{reE: f(x)<c}, donde f € F, ceR.

A continuacion, se realizan algunas definiciones generales de medida gaussiana, vectores
aleatorios gaussianos y funcion caracteristica, en los casos de espacios lineales y espacios
localmente convexos, generando algunos resultados interesantes. Para mas detalles ver
Bogachev [9].

Definicién 1.3.9.

(1) Dado E un espacio lineal y F' algiin espacio lineal de funciones lineales sobre E
que separa puntos en . Una medida de probabilidad p sobre E(E, F') es llamada

gaussiana si para toda f € F, la medida po f~! es gaussiana .

(2) Dado E un espacio localmente convexo. Una medida de probabilidad p definida
sobre la o-algebra E(F, E'), es llamada gaussiana si para toda f € E’, la medida

inducida p o f~! sobre R es gaussiana.
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(3) Un vector aleatorio es llamado gaussiano, si este induce una medida gaussiana.

(4) La funcion caracteristica de una medida p definida sobre una o-édlgebra E(E, E')

en un espacio localmente convexo F, esta dada por la formula:
i B C ) = [ explif(ouldo). ] € B
E

Observacién 1.3.10. Sean £ un espacio localmente convexo, C'(E) el espacio de todas
las funciones reales continuas sobre E, E(F) := E(E, E'), By(F) := E(E,C(E)) y B(E)

la o-algebra generada por los conjuntos abiertos de E. Entonces
(1) E(FE) C By(E) C B(E).
(2) Si E es un espacio de Fréchet separable entonces E(F) = By(F) = B(E).

Teorema 1.3.11. Una medida pv sobre un espacio E localmente convexo, es gaussiana

sty solo si su funcion caracteristica es de la forma
. . 1
po=exp (iL(f) = SB(f,f) ],

donde L es una funcion lineal sobre E' y B es una funcion bilineal, simétrica sobre E’,

tal que la forma cuadratica f — B(f, f) es estrictamente positiva.

1.4. Bornologias y derivadas

En esta seccion se abordara el concepto de espacio bornolégico. En particular, una bor-
nologia induce una estructura de espacio vectorial topoldgico localmente convexo. Esto
hace que todos los espacios metrizables localmente convexos sean espacios bornoldgi-
cos, caso particular de los espacios de Banach. En este sentido aplicar las diferentes
nociones de derivada que se describen a continuacién sobre los espacios bornolégicos
tiene implicaciones sobre los espacios de Banach generales. El estudio de los espacios
bornoldgicos fue iniciado por Mackey [49] y continuado después por Bourbaki [12] quien
introdujo el término “bornologia”. La siguiente definicién se apoya en lo hecho en el
libro de Hogbe-Nlend [42]. Pero primero, es importante recordar que para (X, 7) un
espacio vectorial topologico y A un subconjunto no vacio de X, A es un subconjunto
acotado si y solo si para toda vecindad U de cero en X respecto a la topologia 7, existe
un A > 0, tal que A C \U.
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Definicién 1.4.1. Sean E un espacio vectorial topoldgico (e.v.t.) y B una coleccién de

subconjuntos acotados de E. Se consideran las siguientes propiedades acerca de B:
(1) B cubre a E. Es decir, UgepB = E.

(2) B es hereditario bajo inclusiones. Es decir, si S € By A C S entonces A € B.
(3) B es estable bajo uniones finitas. Es decir, si (Sk)1<k<n € B entonces U Sk € B.
k=1

(4) B es estable bajo la operacién suma y la multiplicacién por escalares. Es decir, si
(Sk)1<k<n, S € By A € K entonces

Y SeB y ASeB
k=1

(5) B es estable bajo la formacién de cascarones circulares. Es decir, si S € By A € K

entonces

U rses

[AI<1

Se dird que B es una bornologia si cumple (1), (2) y (3) y es un espacio bornoldgico, si

ademds cumple (4) y (5).

A continuacién, se analizan las nociones de derivada en un e.v.t. ligadas a las bornologias

anteriormente mencionadas. Con esto en mente, se haran las siguientes definiciones.

Definicién 1.4.2. Sean EF y F ev.t.,, Q2 C FE abiertoy f:Q — F.

(1) La derivada radial de f en el punto a € € en la direccién h es el limite

oo h) — tim L0t~ F)

t—0+ t ’

en caso de que el limite exista. La funcion f es radialmente diferenciable en a € €2,
si Orf(a, h) existe para todo h € E.

(2) f es B-diferenciable en a (diferenciable con respecto a la bornologia B en el punto

a € Q) si satisface las siguientes condiciones:

» [ es radialmente diferenciable en a y la funciéon h — Orf(a,h) de E en F es

lineal y continua.
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» El limite en (1) es uniforme sobre cada conjunto acotado B € B. Es decir,
para toda vecindad W de Op y todo B € B, existe un § > 0 talque

fla+th) — f(a)
t
si 0 <t < ¢ para todo h € B.

- aRf(aa h) € W7

Observacién 1.4.3.

(1) La funcién h — 9dgf(a)(h) := Orf(a,h) en (2), se llama derivada en a de la
funcion f respecto a la bornologia B o simplemente B-derivada de f en a.

(2) Las bornologias mds usuales son: la de todos los subconjuntos acotados (B*), la

de todos los subconjuntos finitos (B,) y la de todos los subconjuntos compactos

(H).

(3) Las derivadas de la funcién f respecto a las bornologias B*, B, y H en su orden,
son conocidas como la derivada de Frechét (Opf(a,h)), la derivada de Gateauz
(Ocf(a,h)) v la derivada de Hadamard (Oy f(a, h)).

(4) Como B, C H C B*. Entonces ser Fréchet derivable (F-derivable) implica la
diferenciabilidad de Hadamard (H-derivable). A su vez, la diferenciabilidad de
Hadamard implica la diferenciabilidad de Gateaux (G-derivable).

El préximo diagrama resume lo anterior, para f: Q) — F, a € Q y todo h €
Orf(a,h) = Ouf(a,h) = Ogf(a,h).

Los siguientes son algunos contraejemplos para las implicaciones reciprocas.

Ejemplo 1.4.4.

(1) La funcién f : R? — R definida por

fog) = { s st (2.y) # (0,0)

0 si (z,y) = (0,0)

es G-diferenciable en a = (0,0), con derivada dg f(a, h) = 0 para todo h; pero no
es F-diferenciable en dicho punto (ver Seccién 2.3 Penot [54]).

(2) Sea g : L'Y0,27r] — R la funcién definida por z — g(x) := / sen(x(t))dt.
0

Esta funcién es G-diferenciable pero no es F-diferenciable en x € L'[0,27] (ver
Gieraltowska y Van Vleck [40]).
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Para E, F espacios de Banach y €2 C E un abierto. En la siguiente proposicion, cu-
ya demostracién aparece en Schirotzek [65], se muestran las condiciones necesarias y

suficientes para la existencia de las derivadas de Gateaux, Hadamard y Frechét.
Proposicién 1.4.5. Dado a € Q2 y la funcion f:Q — F.
(1) f es G-diferenciable en a si y solo si existe u € L(E, F) tal que
th) —
()t L0 — (@

. para todo h € E.
t—0 t

(2) f es H-diferenciable en a si y sdlo si existe u € L(E, F) tal que

(t,k)—(0F,h) t

para todo h € E.

3 es F-diferenciable en a si y solo si existe u € L(E, F) tal que
(3) f y : q
ol

h—0 Hh“

fla+h) = fla) —u(h) =r(h) y

En el siguiente ejemplo, se ilustra la utilizacion de la anterior propiedad de caracteri-

zacion de derivadas.
Ejemplo 1.4.6.

(1) Una seminorma no nula y continua p en un espacio vectorial topoldgico no es
G-diferenciable en x = 0. En efecto, sea h tal que p(h) # 0. Entonces

p(0 +th) — p(0) p(th) . |tlp(h)

OO = lig == =l =l =)
9 p(0, ) =t POEI) =)y pCR) g HRG)
t—0— t t—0—- ¢ t—0— t

Luego 0,p(0, h) # 0_p(0, h).
(2) Dado t # 0, la funcién f : ¢* (R) — R definida como
t(1+%> six = teg
f(x) = ,
0  six #teg,

donde e; = (0,...,0,1,0,...), con 1 en la s-esima posicion, es H-diferenciable. En
efecto, para todo h € € (R) y w(h) := Ouf (Or(r), k) se cumple

1
0 +tk) — £ (0 limts sik=e
w(h):= lim f( C(R) ) f( EQ(R)) = lim m = =0 ’
(t5)—(0,h) t (tR)=(Oh) £ 0 sik#e,
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Luego, u (h) = 0 para todo h € ¢*(R). Esto muestra que f es H-diferenciable.
M4s aun

=0.

o o f(th) = f(Opm)
9c f (0w, h) == u(h) = }}_{% /
A continuacion se hardn un par de definiciones vitales para el desarrollo de este trabajo.

Definicién 1.4.7. Sean (X, ) y (Y, ¢) dos espacios normados, x,y € X y una funcién
f: X—=Y

(1) Sedice que f es Lipschitz, si existe una constante K > 0 tal que para todo z,y € X

p(f(2) = fy) < Ka(z —y).

(2) Se dice que f es localmente Lipschitz en X, si para todo punto de X existe una

vecindad V' en donde f cumple la condicién Lipschitz.
Observaciéon 1.4.8.
(1) Si f es Lipschitz, con K < 1, entonces f es llamada una contraccion.

(2) f Lipschitz en X = f localmente Lipschitz en X = f uniformemente continua
en X.

Ejemplo 1.4.9.
(1) En el caso real, la funcién continua f(z) = 2™ conn € Ny n > 1, no es Lipschitz;

s6lo es localmente Lipschitz.

En efecto, dado zp € Ry r > 0 tal que I = [zg — r,xo + 7]. Si 21,25 € I entonces

|f(z2) = f(z1)] = |af —af| =|we — x| |25+ ab P2 4 - + w4 2]

< ag — m1| - n|zo + "

Luego K = n|xg+r|""! depende de zg y del tamaiio del intervalo, lo cual asegura
que f sea localmente Lipschitz en todo R. Por otra parte, si se supone que f es

Lipschitz sobre R para 0 y z € R existe un k£ > 0 tal que
|f(z) — f(0)| < K|z — 0] que equivale a |z"| < k|z|,

lo que es una contradiccion, mostrando que f(x) = z™ no es Lipschitz para n > 1.
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(2) Si (X, ) es un espacio normado, entonces « es Lipschitz.

(3) Sean (X, ) es un espacio normado, I = [a(zg) — 7, a(xg) + 7], para g € X y
r > 0. Analogamente a lo hecho en (1) de este ejemplo, se puede concluir que la

funcién f(x) = (a(z))™ es sélo localmente Lipschitz y no Lipschitz.

Finalmente, se mostraran algunas relaciones y propiedades bastante conocidas entre las

tres nociones de derivada aqui expuestas, las cuales seran de gran utilidad.

Proposicion 1.4.10. Dados E, F y G espacios de Banach, Q C E, Q' C F' conjuntos
abiertos y f : QQ — F, g : Q' — Z funciones tales que f(Q) C ', donde b = f (a). Se

cumple:

(1) Si f es G-diferenciable en a € S, y localmente Lipschitziana en a € ), entonces

es H-diferenciable y Oy f (a) = Og f (a).
(2) Si f es una funcidn continuamente G-diferenciable, entonces f es H-diferenciable.

(3) Si f es H-diferenciable en a € Q y g es H-diferenciable en b € Q. Entonces
go [ :Q — Z es H-diferenciable en a € ) y

O (go f)(a) :=0ug(b)oduf(a).

(4) Si f es F-diferenciable en a € Q y g es F-diferenciable en b € . Entonces
go f:Q — Z es F-diferenciable en a € Q) y

I (go f)(a) :=pg(b) o drf(a).

Demostracion. Para (1) ver Proposicién 2.25, para (2) ver Proposicién 2.51 y para (3)
ver Teorema 2.28, todos resultados del libro de Penot [54]. En el caso de (4) ver Teorema
2.1 en Coleman [17]. O

Observacién 1.4.11. Sea E un espacio de Banach, con E’ separable. En el caso par-
ticular de funciones f : E — R Lipschitz y G-diferenciables en casi todas partes,

Lindenstrauss [48] demuestra que f posee puntos F-diferenciables.

El siguiente ejemplo se propone sin demostracién en Schirotzek (ver [65]; p. 44) y
muestra que la regla de la cadena no es valida para la G-derivada. Es decir, la bornologia
mas pequena de las tres expuestas en la que se cumple este teorema es la bornologia de

los subconjuntos compactos.
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Ejemplo 1.4.12. Sea g : R? — R? la funcién (x,y) — g (x,y) := (2,9°) y se define

fR2—=R
3

T y#0
fle,y)=q Y
0 siy=0
En primer lugar, la funcién g es F-diferenciable en R2. En efecto, como g : R? — R?
entonces
991 99
_ | 0x Oy
or 0Oy

para gi(z,y) =z y ga(w,y) = y°, es decir

1 0

Org (v,y) = (0 3,2

> si (x,y) # (0,0).

Como las derivadas parciales de la funcién g existen y son continuas en (0, 0). Entonces

g es F-diferenciable en (0,0) y por tanto G-diferenciable en dicho punto.

Observemos ahora que la funcién f : R?> — R es una funcién G-diferenciable. En
efecto, sea h = (a,b) # (0,0), entonces
0,0) +t(a,b)) — f((0,0 t(a,b ta®
8Gf((070),h) = h/mf((7 )+ (a7 )) f((7 ))_ g f( (a7 )) z a
t—0t t t—0t t t—0t b
y si b = 0 se obtiene dgf ((0,0);h) = u(h) = 0 para todo h = (a,b) € R2. Sin

embargo, la funcién fog no es G-diferenciable en el punto (0,0), ya que para ¢ (x,y) :=

flg(zy)) = %, siy#0,c=(0,0)y h=(a,b) # (0,0). Entonces ¢ (ta, tb) = a®/b* y

P((0,0) + 1) = (0.0) _ | pltath) . d

= lim —,
t—0 t t—0 t t—0 th3
luego el limite no existe. Por tanto, la funcién ¢ no es G-diferenciable en dicho punto.

1.5. Espacios de Asplund

Esta seccion tratard sobre el concepto de espacio G y F-Asplund. Se mostraran algunos
ejemplos y algunas de las propiedades fundamentales de estos espacios, sin olvidar la
relacion que estos tienen con los conjuntos de medida nula. En el desarrollo de esta

seccion se necesitaran de algunas definiciones, la siguiente es una de ellas.
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Definicién 1.5.1.

(1) Una funcién real f definida en un subconjunto convexo C' de algin espacio vecto-
rial X, se llama funcion convexa o concava hacia arriba, si para cualesquiera dos

puntos z, y en C, y cada t € [0, 1], se cumple que:
fltz+ (1 =t)y) < tf(z)+ (1 =) f(y).

(2) Un conjunto N es Lebesque-nulo (L-nulos) en R™, si X*(N) = 0, donde A"(N) es
la medida de Lebesgue en R™.

A continuacién, se mostrard la relacion entre las funciones convexas definidas en con-

juntos abiertos, los conjuntos Lebesgue-nulos y la F-derivada.

Teorema 1.5.2. Dado ) un subconjunto convexo y abierto de R™ y f : 2 — R una

funcion conveza.

(1) Sin = 1, entonces [ es G-diferenciable en el complemento de un subconjunto

finito 6 numerable.

(2) Si existen todas las derivadas parciales de f en un punto a € €, entonces f es

F-diferenciable en a.

(3) [ es F-diferenciable en el complemento de un conjunto nulo.

Demostracion. La demostracién de (1)y (3) se pueden considerar como casos particula-
res de la hecho por Rademacher en [60], para (2) ver Proposicién 2.52 de Penot [54]. O

Observacién 1.5.3. Es importante senalar el caso en el cual {2 sea un subconjunto
abierto y convexo de un espacio normado X y f : 2 — R sea una funcién convexa.
En efecto, de un resultado clasico de funciones localmente Lipschitz, tener en cuenta
las anteriores condiciones implica la equivalencia entre que f sea localmente Lipschitz
sobre € y la continuidad de f sobre (). Particularmente se puede afirmar en el caso

X =R", que f es entonces una funcion localmente Lipschitz.

En el punto (1) del teorema anterior, el conjunto de G-diferenciabilidad de una funcién
f:Q2—=>R, QCR, es el complemento de un conjunto B. Como B¢ puede ser a lo mas

numerable, entonces B = Q y

B¢ = U{:UZ}, donde O¢ f(x;) no existe,
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luego como cada {z;} es un conjunto cerradoy B = ﬂ(Q\{xl}), con Q\ {xz;} es abierto,
B se puede expresar como una interseccion numerable de abiertos densa en 2. En este
mismo sentido y con la idea de generalizar de alguna manera lo hecho, en la siguiente

definicién se introduce el concepto de conjunto G5 y de espacios F' y G-Asplund.
Definicién 1.5.4. Dado (X, 7) un espacio topoldgico.

(1) Un conjunto es llamado Gy si se puede expresar como una interseccién numerable

de abiertos.

(2) Un espacio G-Asplund es un espacio de Banach en el cual toda funcién convexa y
continua definida en un subconjunto abierto y convexo es G-diferenciable en un

conjunto denso y Gjy.

(3) Un espacio F-Asplund es un espacio de Banach en el cual toda funcién convexa
y continua definida en un subconjunto abierto y convexo es F-diferenciable sobre

un conjunto denso y Gs.
Observacién 1.5.5.

(1) En otros escritos, a los espacios F-Asplund se les llama espacios de Asplund y a

los espacios G-Asplund se les conocen como espacios Asplund débiles.

(2) No tiene sentido referirse a los espacios de H-Asplund. En efecto toda funcién con-
vexa y continua con valores en R definida en un abierto es localmente Lipschitzia-
na. Por otro lado, si para E, F espacios de Banach, 2 C E abierto, f : Q@ — F
localmente Lipschitziana, se tiene que la G-diferenciabilidad de f en a € €2 implica
la H-diferenciabilidad de f en a € 2. Es decir, referirse a H-espacios de Asplund

es igual a referirse a espacios G-Asplund.

En las demostraciones de los siguientes teoremas se tiene en cuenta que un espacio de
primera categoria, es la uniéon numerable de conjuntos de interior vacio. Un conjunto de
sequnda categoria es aquel que no es de primera categoria y el Teorema de Baire el cual
dice, que todo espacio métrico completo es de segunda categoria. Estas demostraciones

aparecen en el libro de Phelps [56] y el articulo de Asplund [3].
Teorema 1.5.6.

(1) R™ es un espacio de F-Asplund.

(2) (Mazur) Todo espacio de Banach separable es un espacio G-Asplund.
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Observacion 1.5.7.

(1)

El conjunto de todos los espacios F-Asplund esta estrictamente contenido en el
conjunto de todos los espacios G-Asplund. En efecto, del teorema anterior ¢!(RR)
es un espacio G-Asplund; pero de lo hecho en la pagina 6 del libro de Deville [23],
la norma usual de £'(R) no es F-diferenciable en ningtin punto, y por tanto ¢!(R)

no es un espacio F-Asplund.

(°(R) es un espacio de Banach no separable. En efecto, si se supone lo contrario
y se define (o, = (k) ren)nen denso en £°(R), existe una sucesion 5 = (8,,)nen

definida asi:

5, = 1 si|apn| <1/2
Tl 0 s o] > 1/2

tal que || — «| = limsup,, |5, — a,| > 1/2, lo que contradice que (ay)nen sea
denso. Como la seminorma ¢(z) = limsup |z,,| de £>°(R) no es G-diferenciable en
ningin punto, entonces ¢>°(R) no es un espacio G-Asplund, lo que significa que

existen espacios de Banach no separables que no son G-Asplund.

Dado H = {z € F : u(xz) = r} un hiperplano de un espacio de vectorial E, donde

u € E*yr e R uesuna forma lineal de apoyo del subconjunto convexo () si existe

un zop € 2 tal que sup,cqu(z) = u(x), donde a x se le llama punto de apoyo de la

forma lineal w. Un hiperplano H es un hiperplano de apoyo de 2, si HNQ # () y Q esta

contenido en uno de los semiespacios

H={reF:ulx)<r} 6 H ={re€E:u(x)>r}

donde los puntos de H N se llaman puntos de apoyo del hiperplano H.

Observacién 1.5.8. Dado H un hiperplano.

(1)
(2)
(3)

H es cerrado si y sélo si u es continua.
Si H es no cerrado, entonces H es denso en E.

H={x € E:u(x) =r} es de apoyo de Q si y sélo si u 0 —u es una forma lineal

de apoyo de €2 en x.
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Sea {2 un subconjunto convexo, cerrado y con interior no vacio de un espacio vectorial
topologico E. Un punto reqular o € fr(€2) es aquel punto donde existe uno y sélo un
hiperplano de apoyo de € en x(. En caso contrario se conoce a xg como punto singular.
Conociendo lo anterior, se puede entonces hacer la siguiente definicién de los siguientes

tipos de norma.

Definicién 1.5.9. Dado (F,«) un espacio vectorial normado de norma « y
o/ (2") = sup{| (z,2’) | : a(x) < 1} la norma de £’

(1) « es redonda si para todo {z,y} C B, = {2z € E: a(z) < 1}, el segmento abierto

(x,y) esta enteramente contenido en el interior de B, ((z,y) C {z: a(z) < 1}).
(2) Una norma « es suave si todo punto de frontera de Q = {x : a(z) < 1} es regular.
(3) Una norma (3 en E’ es una norma dual si existe una norma « en F tal que o/ = f.

(4) Dos normas « y v son equivalentes (« ~ ) si definen la misma topologia, es decir

existen s,t € RT tal que sa < v < ta.
(5) Una norma ( en E’ es una norma admisible si f ~ /.

(6) Una G-norma (F-norma) es una norma que es G-diferenciable (F-diferenciable)
en £ —{0}.

Observacién 1.5.10. Una norma « en un espacio vectorial £ es suave si y sélo si es
G-diferenciable en todo x # 0. Es decir, la medida del conjunto donde una norma suave

no es G-diferenciable es igual a cero.

Utilizando la observacién anterior y lo hecho en los libros de Giles [39] y Deville [23],

se obtienen los siguientes resultados.
Teorema 1.5.11.

(1) Si E es un espacio normado separable entonces existe una norma admisible B tal

que [ es suave y 3’ es redonda.
(2) En todo espacio de Banach separable existen G-normas admisibles.

El siguiente teorema continua con las hipotesis de separabilidad; pero en este caso los
consecuentes son mas generales, arrojando resultados equivalentes. Las demostraciones

del primer punto se encuentra en Phelps [56] y el segundo en Restrepo [62].

Teorema 1.5.12. Dado E un espacio de Banach separable.
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(1) E es un espacio F-Asplund si y sélo si su dual E' es separable.
(2) E admite una F-norma admisible si y solo si E' es separable.

En el caso de que no exista la condicion de separabilidad, los siguientes teoremas
muestran resultados en una sola via, sus demostraciones se encuentran Namioka [52] y
Phelps [56].

Teorema 1.5.13. Sea E un espacio de Banach con norma .
(1) Si « es admisible y redonda, entonces E es un espacio G-Asplund.
(2) Si « es una F-norma admisible, entonces E es un espacio F-asplund.

(3) Si E no es un espacio F-Asplund, entonces existe una norma equivalente a o sobre

E la cual no es F-diferenciable en ninguna parte.

1.6. Dualidad y la PRN

Una dualidad entre dos espacios vectoriales (e.v.) E'y F sobre K, es una funcién bilineal

(z,y) — b(z,y) de E x F en K| la cual cumple:
(1) Para todo x # 0 en E existe un y € F tal que b(z,y) # 0.
(17) Para todo y # 0 en F existe un x € F tal que b(x,y) # 0.

Una pareja de e.v. 'y F' es una pareja dual si existe una dualidad b entre ellos deno-

tandose como (E, F), y (x,9),.

Ejemplo 1.6.1. Las siguientes son parejas duales conocidas:
(1) (¢#(K), ¢1(K)), con l + 1 =1, p,q> 1y dualidad (z,y) = >, N Tn¥n-
(2) (LP(p),L(p)), con = + 1 =1, p,q>1y dualidad (f,¢) = [, f(

Si (£, F') es una pareja dual de e.v. sobre K. Para caday € F, la funcién p,(z) = | (z,y) |
es una seminorma en F y la topologia o(FE, F) en E es aquella inducida por la familia
de seminormas {p, : y € F'}. Similarmente, para todo x € E la topologia o(F, E) en
E es aquella inducida por la familia de seminormas {¢,(z) = |(z,y)| : = € E}. Las
colecciones a continuacién son respectivamente bases en cero de las topologias o(E, F)
y o(F E)

ﬂ{:r; (x,y)| <€}, ACF finitoy e > 0.
yeA
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W(e,B) = ﬂ{y | {z,y) | <€}, BCE finitoy e > 0.
zeB
Una topologia 7 en E es compatible con la dualidad en (E, F), si es localmente convexa,
hausdorfiana y el dual topolégico de (E,T) es el conjunto {u, : y € F}, donde u, es

lineal en E' y uy(x) = (z,y).

Observacién 1.6.2. Si (E, F) es una pareja dual, entonces la topologia o(E; F') es

la menor topologia vectorial, localmente convexa y hausdorfiana compatible con la
dualidad.

Ejemplo 1.6.3.

(1) La pareja dual (¢?(K),¢(K)) con dual (z,y) = >, .y Zn¥yn €s compatible con la

topologfa inducida por la norma ||z||, = (3, |z.|P)/? en #(K).

(2) (co(K), 0*(K)) con dual (x,y) = >,y Tn¥n s compatible con la topologia indu-

cida por la norma ||z||o = sup,, |z,| en co(K).

(3) ({1(K), £(K)) con dual (z,y) = >, 5 ZnYn €s compatible con la topologia indu-

cida por la norma ||z||; =Y, |z,| en ¢}(K).

Observacién 1.6.4. Si (E,7) es un e.v.t. localmente convexo hausdorfiano,

E' = L(E,K) el espacio de las formas lineales continuas en F (dual topoldgico de

» (z,2') = 2/(z) es una dualidad, parax € Ey 2’ € F'.

» (E’, E") es una pareja dual mediante la dualidad (z/, 2") = 2" (2'), para 2’ € E' y
2" e B

Estas dualidades inducen las topologias debiles o(E, E') en E, o(E’, E') en E’ inducida
por E'y o(E’, E") en E’ inducida por E”.

En el siguiente teorema se expone un resultado clasico de la teoria de duales.

Teorema 1.6.5 (Dualidad de Riesz). Sea I = [a,b] un intervalo cerrado y acotado.

Entonces la funcion bilineal
b
(f,a) :/ f(t)da(t) de C(I) x NBV(I) en C,

es una dualidad compatible con la topologia C(I), donde NBV (1) es el espacio vectorial
de todas las funciones de variacion acotada normales y C(I) el de todas las funciones

continuas, ambas sobre 1.
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Del anterior teorema queda claro que hay que definir lo que significa variacién acotada;
primero aclarando que una funcién de variacién acotada « : [a,b] — C, es normal si es

continua por la izquierda en todo punto. Es decir, si

lim a(y) = a(z), paratodo z > a.
y—x—

Ahora, dados (2, F) un espacio medible, E un espacio de Banach con norma || - ||, una
particién finita y disjunta P, = {By: 1 <k <n}de A€ Fy «a:F — FE una funcién

p-aditiva. La variacion de a en A € F es el nimero

al(4) = sup {Z IIa(Bk)H}

y « es de variacidn acotada si |a] < oo. La aplicacién |o| : F — [0,00] hereda la

p-aditividad 6 o-aditividad de la funcion a.

Particularmente, si (2, F) = (R, B(R)) entonces para la funcién a : B(R) - Cy I un

intervalo en R, la variacion es el niimero real

||(1) = sup {Z lee(tr) — Oé(tkl)H} :

donde {ty : 0 < k < n} C I es la particién finita de puntos que cumplen con la de-
sigualdad to < t; < - < ,.

Por otro lado, si (€2, F, i) es un espacio de medida y F un espacio de Banach. Una
funcién g-aditiva o : F — E es p-continua (o absolutamente continua con respecto a
p) si para A € F se cumple que u(A) = 0 implica a(A) = 0.

Observacién 1.6.6. Dado que ||a(A)|| < |a|(A), A € F, es claro quesi o : F — E
es una funcién vectorial p-aditiva (por lo menos) y p: F — [0,00) es una medida, se

cumple que « es p-continua si y sélo si |a| es p-continua.

El siguiente teorema es un clasico de la teoria de integraciéon y hace uso de las definicio-

nes anteriores. La demostracién de este teorema aparece en Bauer [4] o en Shiryaev [67].

Teorema 1.6.7 (Radon-Nikodym caso escalar). Sea (2, F, ) un espacio de medida
finita p. St a es una funcion o-aditiva y p-continua con valores en K, entonces existe
una funcion g € L*(u, K) tal que para todo A € F

a(A) = / 9(w)dpu(w).
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A la funcién g € L'(u, K), se le representa como da/du y se le conoce como densidad
de Radon-Nikodym de « con respecto a .

Definicién 1.6.8. Dado E un espacio de Banach

(1) E tiene la propiedad de Radon-Nikodym respecto al espacio de medida (Q, F, )
con medida finita p, si toda funcién o-aditiva, de variacion acotada y p-continua

a : F — E admite una representacion integral de la forma
a(4) = | gwldne),
A

para todo A € Fyge LY, E).

(2) E tiene la propiedad de Radon-Nikodym (PRN), si E tiene esta propiedad res-
pecto a cualquier espacio de medida finita (2, F, ).

Ejemplo 1.6.9.
(1) Todo espacio de Banach de dimension finita posee la PRN.
(2) El espacio de Banach ¢y no tiene la PRN.
(3) El espacio de Banach ¢!(K) tiene la PRN.

Observacién 1.6.10. Dado un espacio de medida finita (€2, F, 1), un p-atomo es un
conjunto 7" € F tal que u(7T) > 0y pu(A) = 0 para todo A € F tal que A C T'. Si una
medida p no atomica es aquella que no posee dtomos, entonces para ;1 no dtomica que

define al espacio de Banach E = L'(x) la PRN no se satisface.

Sea E un espacio de Banach. Un subconjunto numerable {b, : n € N} de F es una base

de Schauder, si para todo x € E existe una tnica sucesion de escalares (t,)nen tal que

z = lim (i tkbk> = Ztnbn
k=1

neN

Observacién 1.6.11.
(1) Todo espacio de Banach con una base de Schauder es separable.

(2) El operador P,(xz) = Y ,_, tyby de un espacio de Banach E en si mismo, con

Py(x) =0, es un operador lineal y continuo.
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(3) Las normas ||z||g del espacio de Banach E' y la norma
[l = sup{[| Pa(2)]| = 2 € N},
inducida por la base de Schauder {b, : n € N}, son equivalentes.

(4) Enflo en 1973 (cf. [32]), muestra que existen espacios de Banach separables sin

bases de Schauder.

Teniendo en cuenta lo hecho anteriormente, usando el hecho de que si £’ es un espacio
de Banach separable implica que E es separable. Si es conocido que la restriccion de la
topoldgia o(E’, E) a la bola unitaria es metrizable si y sélo si E’ es separable y que X
es un espacio de Banach dual significa que X = E’ para algin espacio de Banach E.

Entonces es cierta la siguiente proposicion (cf. [25], [38], [52]).
Proposicién 1.6.12.
(1) Todo espacio de Banach dual y separable tiene la PRN.
(2) Todo espacio de Banach reflexivo tiene la PRN.

(3) Si todo subespacio de E tiene la PRN entonces E tiene la PRN.

(4) St un espacio de Banach tiene la PRN, entonces todo subespacio cerrado también

la tiene.
(5) E' tiene la PRN siy solo si el dual de todo subespacio separable de E es separable.
Del punto (2) de la anterior proposicién, es claro el siguiente resultado.
Corolario 1.6.13. Todo espacio de Hilbert tiene la PRN.

En sus trabajos Namioka [52] y Stegall [71], demuestran la siguiente equivalencia que

relaciona lo hecho en la seccion anterior y ésta.
Teorema 1.6.14. E es un espacio F-Asplund si y sélo si E' tiene la PRN.

Finalmente, en los libros de Diestel [25] y Fleming [38], se demuestra este curioso resul-
tado, en donde LP(u, X')' representa el espacio dual del espacio LP(u, X)) de funciones

p-integrables con respecto a una medida p y con valores en un espacio de Banach X.

Teorema 1.6.15. Sean (), F,u) un espacio de medida finita, 1 < p < oo y X un
espacio de Banach. Entonces (LP(u, X)) = L%(u, X') donde }D+$ =1, siy sdlo si X'
tiene la PRN respecto a .
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Ejemplo 1.6.16. Si 1 < p < oo y X es reflexivo entonces X’ tiene la PRN, por lo
enunciado en (2) de la Proposicién 1.6.12 y aplicando el teorema anterior (LP(p, X)) =
L(u, X'), para % - % = 1. En consecuencia, L9(u, X') es reflexivo para toda medida p

finita, ya que

Lq(ILL,X/) — Lq(,u,XW) — LP<ILL,X>,” — (LP(ILL,X>,)H — Lq(,ll,X/)”.

1.7. Filtros y Redes

La definicién de filtro que se manejard en esta seccién, es la dada por Cartan ([15] y
[16]). Cabe mencionar que no es la tinica manera de definir filtros, esto debido a su
dualidad con los ideales; por tanto, se puede tener una definicion alterna a la siguiente

basandose en los ideales.

Definicién 1.7.1. Dado un conjunto X no vacio. Un filtro F sobre X, es un subcon-

junto de p(X) con las siguientes propiedades:

(1) F#0y 0 ¢ F.
(2) Si Fy, F, € F, entonces F1 N Fy € F.

(3) Si Fy C Fy C X y Fy € F, entonces Fy € F.

Tengase en cuenta, que la propiedad (3) implica que X € F. En seguida, se dardn

algunos ejemplos importantes de filtro.

Ejemplo 1.7.2. Dado X un conjunto no vacio, A y F subconjuntos no vacios de X,

se tiene:
(1) F ={X} es un filtro sobre X, llamado el filtro trivial.

(2) Fa={F C X : AC F} es llamado filtro principal de A sobre X. En el caso que

A = {z}, x € X, entonces al filtro principal se le denota como F,.

(3) Si X esun espacio topoldgico, entonces N'(x) = {F C X : F es vecindad de x € X}

es un filtro, llamado filtro de vecindades de .

A continuacién se definiran los conceptos de base de filtro y ultrafiltro sobre conjuntos.
En particular, se mostrard que en términos de la relacién de la inclusién un conjunto

es ultrafiltro sobre X, si es un filtro maximal sobre la familia de filtros en X.
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Definicién 1.7.3. Dado X un conjunto no vacio.

(1) Una B una familia de subconjuntos de X es base de filtro sobre X si:

» B£Dy 0 ¢ B.
» Si By, By € B, entonces By N By € B

(2) Una familia U C p(X) es un ultrafiltro sobre X si:

= U{ es un filtro sobre X.
= Si F es un filtro sobre X tal que U C F, entonces F = U.

Ejemplo 1.7.4.

(1) Sean X un conjunto no vacio y C' un subconjunto de X no vacio. Entonces {C'} es
una base de el filtro que genera. Es decir, la coleccion de todos los subconjuntos

que contienen a C' (F¢).

(2) Sea X un espacio topologico. Si z € X, entonces F, es un ultrafiltro. En efecto,
si ' un filtro sobre X tal que F, C F', y {x} € F, entonces {z} € F', luego
por ser F' filtro {x} NG # () para todo G € F', lo que equivale a que {z} C G,
nuevamente de la definicién de filtro se tiene que G € F, para todo G € F'. Por
tanto F, = F.

El resultado que se enuncia mas adelante es uno de los mas importantes en la Teoria
de filtros. Este teorema garantiza la existencia de ultrafiltros y para su demostracion
se utiliza el Lema de Zorn. La version original de este teorema aparece en el articu-
lo de Tarski, Une contribution a la théorie de la mesure en 1930, esta version y su

demostracién aparece en la Seccién 7 parte 1 de Jech [43].

Teorema 1.7.5. Sean X un conjunto y F un filtro sobre X. Entonces existe un ultrafiltro
U sobre X tal que F C U.

En el caso de los espacios topoldgicos arbitrarios, particularmente en el caso de espacios
topoldgicos no numerables, una de las formas de referirse a la convergencia sobre un
espacio topolégico arbitrario X es mediante los filtros. Para la siguiente definicién se

tendréd en cuenta que N (z) es la familia de todas las vecindades de = € X.

Definicién 1.7.6. Sean (X, 7) un espacio topolégico, F un filtro sobre X y z € X.
Entonces se dice que F converge a x (F — x), si para toda vecindad V € N (z) existe
FeFtalque FCV.
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Ejemplo 1.7.7. Dado un espacio topoldgico (X, 7) y x € X, se tiene:
(1) El filtro N'(z) converge trivialmente a z (N (x) — x).
(2) El filtro principal F, converge a x (F, — x).
En el siguiente ejemplo, se observa que la convergencia no es necesariamente tnica.

Ejemplo 1.7.8. El espacio X = {0,1}, con la topolégia 7 = {0, {0}, X} (espacio de
Sierpinski ). Entonces para el filtro N (z), se tiene que N(z) = 0y N (z) — 1.

Para garantizar la unicidad del punto de convergencia, se necesita un tipo especial de
espacios, en el siguiente teorema, que aparece en Ryszard [64], se muestra lo que es

necesario.

Teorema 1.7.9. Sean (X, T) un espacio topoldgico. Entonces X es un espacio Hausdorff

st y solo si todo filtro convergente en X converge en un unico punto.

Para continuar con el desarrollo de esta seccion, se hace necesario recordar los siguientes

conceptos:

(i) Una red en un conjunto X, es una funcién P : I — X donde I es un conjunto

dirigido.

(77) Sean X un espacio topoldgico, {z;}icr una red en X y x € X. La red {z;}icr
converge a x, si para cada vecindad V' de x, existe ig € I tal que para todo i > iy,

se tiene x; € V.

Definicién 1.7.10. Sean X un espacio topolégico, F un filtro sobre X, I un conjunto

dirigido y {z;}ic; una red en X.

(1) Si B;, = {x; : i > i)}, para cada iy, € I y By = {B;, : i; € I}. Entonces al filtro
F(By) se le llama filtro generado por la red {x;}icr.

(2) La red Pr : Ir — X, definida por Pr((z, F)) = z, para cada (z, F) € Ir, es

llamada red generada por F.

En el caso de la convergencia de redes o de filtros, también existe una relacion, la cual
se basa en los resultados anteriores y se ve reflejada en el siguiente teorema, el cual
incluso muestra una caracterizacién de la compacidad de espacios topoldgicos usan-
do ultrafiltros y se encuentra demostrado en Dugundji [28] y Capitulo 2 del libro de
Zelenyuk [78].
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Teorema 1.7.11. Sean X un espacio topolégico, x € X y F un filtro sobre X.
(1) F converge a x si y sélo si la red generada por F converge a .
(2) La red {x;}icr converge a x si y sélo si el filtro generado por {z;}icr converge a z.
(3) X es compacto si y solo si todo ultrafiltro sobre X converge.

En esta seccién, también vale la pena mencionar. Sea K un campo y ¢(K) el conjunto de
todas las sucesiones convergentes, para 1 < p < ¢ < oo. Entonces se cumple la siguiente
relacion

M(K) C P(K) C #4(K) C ¢o(K) C ¢(K) C £=°(K) c KN,

Si T es un espacio topoldgico localmente compacto y Hausdorff, Coo(7") se conoce como
el subsespacio de las funciones de rango K continuas de soporte compacto, Co(7") el
conjunto de las funciones continuas de rango K que se anulan en infinito y dado que
C(T) es el espacio de Banach de todos las funciones continuas en 7' con valores en K,

se cumple

Coo(T') = Co(T') = C(T)

Mas atn, si 1 es una medida finita y 1 < p < ¢ < o0, es posible la relacién

C([a,0]) € L=(u)([a,b]) € L (p)([a, b]) < L7 (1) ([a, b]) € L (1) ([a, b))

En el caso del espacio L*(R), el dual topoldgico de este espacio es el espacio ba(u)(R)
de todas las medidas signadas « finitamente aditivas sobre B(R) las cuales son absolu-

tamente continuas con respecto a p, con la norma de la variacién total

la|(E) = sup {Z Ha(A)H} , paratodo E € B(R),
T Aem

donde el supremo se toma sobre todas las particiones 7 de un conjunto medible £ en

un numero contable de subconjuntos medibles disjuntos. La demostracién de este hecho

se encuentra en Dunford-Schwartz [30] Teorema IV.8.16, pagina 296.

Dado que N es el conjunto de ultrafiltros sobre N, con la topologia generada por con-
juntos de la forma {F' : U € F'} para U un subconjunto de N y C(5N) es el conjunto de
todas las funciones escalares definidas sobre SN, de lo hecho en el Capitulo 15 del libro
de Carothers [14] o en Zelenyuk [78] Capitulo 2, el espacio /*(R) es isométricamente

isomorfo a C'(SN), por lo tanto el dual de /*°(R) es isomorfo a C’(SN), conocido como
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el espacio de las medidas borelianas fuertemente regulares sobre SN.

La tabla a continuacion, resume algunos de los resultados importantes de este capitulo,
utilizando la norma usual de cada espacio presentado y segin sea el caso, se tomard u
una medida finita no atémica, T' compacto y metrizable, M(T') el espacio de todas las
medidas fuertemente regulares definidas sobre T, [a,b] un intervalo de R, 1 < p,q < 0o

tales que % + % = 1 y al Dual como el dual topoldgico.

’ Espacio ‘ Separable | Base de Shauder ‘ PRN ‘ G-Asplund ‘ Dual ‘
R™ Si Si Si Si R
co(R) Si Si No Si H(R)
H(R) Si Si Si Si (>°(R)
P(R), p>1 | Si Si Si Si V1(R)
LY(R) Si Si No Si L>(R)
LP(R), p> 1| Si Si Si Si L1Y(R)
C([a, b)) Si Si No Si NBV]a,]
C(T) Si Si No Si M(T)
>°(R) No No No No C'(BN)
L>(R) No No No No ba(p)(R)
NBV]a,b No No No No




Capitulo 2
La derivada de Gateaux de normas

En este capitulo, se trataran algunos teoremas sobre la G-diferenciabilidad de normas
en espacios de Banach separables y no separables, mostrando en que casos los conjuntos
donde las normas son GG-derivables son también de medida gaussiana nula y demostran-
do en detalle varios resultados expuestos en [51]. Algunos de estos teoremas son el fruto
de diversas discusiones realizadas en los seminarios de Andlisis Funcional dirigido por

el profesor Guillermo Restrepo Sierra entre los anos 2014 y 2016.

2.1. En espacios de Banach separables

Primero, se exhibiran algunos elementos tedricos en los cuales se apoya el posterior

desarrollo de esta seccion.

En [55], Phelps demuestra que dado un espacio de Banach separable el conjunto G de

todos los conjuntos gaussianos nulos sobre E posee las siguientes propiedades:
1. G es cerrado bajo uniones numerables.
2. SiG € Gy B C (G es boreliano, entonces B € G.
3. 5iGeGyxeFE, entonces v+ G €G.

4. SiS: E — FE esun isomorfismo (uno a uno, lineal y continuo), entonces S(B) € G
para todo B € G.

5. Si E es de dimensién finita (isomorfo a R") y B € E, entonces B € G si y sélo si

B es Lebesgue nulo.

41
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También demuestra que ningtin conjunto abierto de un espacio de Banach separable es
gaussiano nulo, determinando entonces que en estos tipos de espacios el complemento
de un conjunto gaussiano nulo es denso. Pero advierte que en el caso de los conjuntos
gaussianos nulos, estos no obedecen a la propiedad de la medida de Lebesgue, la cual
dice:

"toda familia de conjuntos disjuntos de medida de Lebesque distinta de cero, es a lo mds

numerable”. El siguiente ejemplo ilustra dicha situacién.

Ejemplo 2.1.1. En (?(K), la coleccién no numerable, disjunta y compacta
Kg = {(zn)nen € gz(K) o, = sp270 <477}
donde S = {(sn)nen : sn = £1} no posee medida gaussiana nula.

Indicando también que el teorema escrito a continuacién no puede ser extendido al caso
de la F-diferenciabilidad, ya que la norma en ¢'(K) es G-diferenciable en un conjunto

dado; pero no es F-diferenciable en ningin punto.

Definicién 2.1.2. Dado F un espacio de Banach separable, {a,} C E una sucesién
con a, # 0, de elementos los cuales forman una expansién lineal densa en E. Ag{a,}
es la familia de todos los conjuntos borelianos de la forma U | A,,, donde cada A, es

un conjunto boreliano con la propiedad para todo z € E
A, N (z + Ray,)

tiene medida de Lebesgue cero sobre la linea Ra,,. La clase de Aronszajn Ag esta dada

por Ap = NAg{a,} para todas las posibles sucesiones {a,}.

Particularmente, Aronszajn demuestra que si S C E es un subespacio finito dimensional
tal que S es generado por una sucesién {a,} entonces A{a,} = A(S). Ademds, define

la clase A% utilizando los conjuntos nulos en R, las clases Ag = ﬂ.;l;{an}, donde
Ap{a,} ={ACE: A=U2 A, AN (z+Ray,) es nulo en B(R) sobre Ra, y = € E}

y lo hace como la clase mas pequena no trivial del conjunto de clases .ZlVE{an}, mencio-

nando el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.1.3. La clase A% consiste de todos los subconjuntos contables de R.
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Observacion 2.1.4.

(1) EI conjunto de Cantor en R tiene medida de Lebesgue cero y al no ser contable

es un elemento de algun Ag; pero no pertenece a A%.

(2) El complemento del conjunto de Cantor no es denso en [0,1] y tiene medida de

Lebesgue uno.

(3) A% es la clase generada por aquellas sucesiones {a, } equivalentes a las sucesiones
{a,}. Es decir, cada elemento de {a,,} se genera a partir de combinaciones lineales

finitas de la sucesion {a,}.

Aronszajn, también utiliza el concepto de antisimetria de un cociente diferencial sobre

f. Es decir, si se cumple para todo h € E lo siguiente:

u(h,z) = lim flotth) = f@) _ . flz—th) - f(z)

t—0t t t—0+ _t

= —u(—h,z),
lo cual es 1til para demostrar el siguiente resultado.

Proposicion 2.1.5. 5i E es un espacio de Banach separable, G C E y f: G — R es
una funcion continua. Siu(h,x) existe y es continua sobre h para todo x € G, entonces

u(h,x) es antisimétrica excepto en AY.

Por otra parte, Phelps en [2] demuestra que si A C F es un conjunto boreliano el cual
pertenece a la clase de Aronszajn Ag, entonces A es un conjunto gausiano nulo. Es
decir,

Ag C G;

pero en el ano 1999 Marianna Csornyei, demuestra en su articulo [18] que en realidad

se cumple que

A =G.

En la demostraciéon del siguiente teorema, para F un espacio de Banach separable y
T : E — F una funcién localmente Lipschitz, se utiliza el hecho en el cual por suponer
a F' con la PRN va existir {y,} C F’ denso en F” respecto a la topologia o(F", F') y se
definen funciones T,,(x) = y,(T'(x)) de un abierto €2 de £ en R obteniendo

8GTn<x> h) = yn(aGT(x7 h)),

concluyendo que 0gT'(z, h) es antisimétrica si y sélo si g1, (x, h) es antisimétrica. Si

se toma el hecho de que JgT,,(x,h) es continua sobre h para todo z € E, entonces se
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puede utilizar la Proposicion 2.1.5, llegando a una conclusién en términos de conjuntos
de Aronszajn nulos y por lo mencionado en Csornyei [18] se puede entonces concluir en
gaussianos nulos. Estos elementos sirven para entender el por que Phelps se basa en el

trabajo de Aronszajn para generar y demostrar el teorema enunciado a continuacion.

Teorema 2.1.6 (Phelps). Sea E un espacio de Banach real separable, F' un espacio de
Banach con la PRN y G un abierto no vacio de E. St T : G — F es una aplicacion

localmente Lipschitz, entonces T es G-diferenciable salvo en un conjunto Gauss nulo.
Demostracion. Ver Phelps [55] y Aronszajn [2]. O

Observacién 2.1.7. En el Teorema original de Aronszajn en [2], se define a ¥ como un
espacio con topologia débil, Hausdorff y localmente convexa, tal que existe una sucesion

v, densa en Y relativo a la topologia elegida en principio.

A continuacién, se enunciaran algunos teoremas en donde se muestran los conjuntos
de G-diferenciabilidad de normas de ciertos espacios de Banach, ademéas mostrando en
algunos casos si estos conjuntos son Gs. En la demostracion del numeral (1) de los dos
siguientes teoremas se siguen los lineamientos de Schirotzek [65] y Deville [23]. En el
numeral (2) de ambos teoremas y en el numeral (3) del siguiente teorema se realizan

demostraciones originales.

Ademas, es importante resaltar que en todos los teoremas que se demostraran en esta
seccién, es valida la aplicacién del Teorema de Phelps, ya que en principio las normas
son funciones lipschitzianas y como R es separable, R tiene la PRN. Es decir, se puede
concluir en todos los casos y mientras el espacio de partida sea separable que el com-
plemento del conjunto de G-diferenciabilidad de cada norma tiene medida gaussiana
cero. En los siguientes resultados se hara uso de la funcion signatura. La signatura de

un numero real x se denota como sig(x) y se define como:

0(2) T sixz #0,
sig(x) =
g 0 sixz=0.

Teorema 2.1.8. Sea E = c¢o(R) el espacio de Banach de las sucesiones x = (Tp)nen
que convergen a cero con la norma p(x) = sup,, |x,| y B el subconjunto de los x € co(R)
que alcanza el supremo en un sélo punto. Si x, es el unico punto donde x alcanza el

supremo y e, es la sucesion e, =1 sin =p y cero si n # p, se cumple que:

(1) El conjunto de G-diferenciabilidad de ¢ es B y la G-derivada de ¢ en z es
Oap(x) = sig(xy)ep.



G-derivadas de normas 45

(2) El conjunto de F-diferenciabilidad de ¢ es B y la F-derivada de ¢ en x es
Orp(x) = sig(xy)e,.

(3) B es un conjunto abierto y denso.
(4) B° tiene medida gaussiana nula.

Demostracion. (1) supongamos que x € B, entonces ¢(z) = sup,, |,| alcanza el supre-
mo en un solo valor p si y sdlo si sup,, ., |.| < |z,| = ¢(x). Por consiguiente, si h # 0

y se toma t > 0 es suficientemente pequeno, tal que sup,, |z, + th,| = |z, + th,|, luego

p(x +th) —p(x) = |z + thy| — |z, = sig(x,)(xp + thy) — sig(zy)x, = sig(x,)thy.

p(a-+th)—p(a)

Por tanto, lim ;

t—0t

luego es G-diferenciable y dgp(x) = sig(x,)e,.

= sig(zp)h, = u(h). Como h — u(h) es lineal y continua,

Por otro lado, si = alcanza el supremo en dos puntos diferentes, es decir |z, | < |z,| = |z,
para todo n € N, al definir h € ¢, tal que h, = 1, h, = 0 y suponer que z,, > 0, entonces

para valores pequenos de t se cumple que
o(z +th) — ¢(z) = |z, + thy| — |z, =1,

por tanto dip(z, h) = 1, al tiempo se cumple ¢(z + th) — o(x) = |z, + thy| — |z, = 0,
es decir que d_p(z,h) = 0. En suma, ¢ no es G-diferenciable en ningin =z € B¢. Si

x, < 0, se procede de manera similar.

(2) Dado que x, es el dnico punto donde = € ¢y(R) alcanza el supremo y como z,, — 0,
existe un ng tal que para n > ng se cumple |z,,| < ¢(x) —r, donde r > 0y p(z) —7r > 0;
entonces p(x) = sup{|zx| : k < no}. Si se definen
s:=sup{|zg| 1k <noy k#p} y e:=min{r|z,|— s}
luego s < |z,| vy € < |z,| — |zx]. Sise toma p(h) < €/2 entonces
r(h) = o(z +h) —p(x) — sig(xy)hy, = sig(xy)(zp + hy) — sig(xp)z, — sig(zp)h, =0,

de lo cual limy,_,q ”7|"|(:”)H = 0. Lo cual demuestra que la norma ¢ es F-diferenciable en

By 0pp(x) = sig(z,)e,. Mds atin, como en el anterior punto se demostré que ¢ no
es G-diferenciable en ningin x € B¢, entonces del contrarreciproco del punto (4) de la

Observacion 1.4.3 se obtiene que ¢ no es F-diferenciable en ningin x € B°.
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(3) Si x € B, luego existe x, el Gnico punto donde = alcanza el supremo, si ademéds

para € = inf, 2, (|z,| — |2,]), se toma y € B(z,€/2), entonces para n # p

IN

€
o(y) +e€ oY) + |zp] = |zn] < 0y — ) + |7, < 5T ||

€ € €
< §+|Ip_yp|+|yp|<§+§+|yp|:|yp|+€v

por tanto, ¢(y) < |yp| y v € B. Es decir, que B(z,€/2) C B para todo = € B y luego

B es abierto.

Sean y € B¢y € > 0, entonces la sucesién y = (y,)nen alcanza el supremo en n-puntos,

de lo cual p(y) = |yp,| =+ = |yp,| ¥ si se define

e si k # py,
T = .
Y+ € sik=np,

entonces ¥ = (zx)reny € By @(z —3) = ¢, luego B = co(R).

(4) Es consecuencia directa de aplicar el Teorema de Phelps. O

Es también importante anotar que siendo ¢o(R) un espacio de Banach separable y a su
vez tener como espacio dual /1 (IR), que es otro espacio separable. Entonces del Teorema
1.5.12 el espacio ¢p(R) admite una F-norma admisible y en consecuencia por el Teorema
1.5.13 el espacio en mencion, es un espacio F-Asplund. A continuacion, se mostrard cual

es el conjunto de G-diferenciabilidad de una norma del dual de ¢y(R).

Teorema 2.1.9. Sea E = (*(R) el espacio de Banach de las sucesiones * = (T )nen,
tales que ", |z,| < 0o con la norma (x) =Y, |xn|. Si B C (1(R) es el conjunto de

las sucesiones (Ty)nen, tales que x, # 0 para todo n € N. Entonces

(1) El conjunto de G-diferenciabilidad de ¢ es B y la G-derivada de ¢ en x es

Ogp(x, h) = Z sig(xp)hn, y en consecuencia Ogp(x) = (sig(xy,))nen-

(2) B es un conjunto Gs y denso.
(3) ¢ no es F-diferenciable en ningin punto.

(4) B¢ tiene medida gaussiana nula.
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Demostracion. (1) Si z,, # 0 para todo n € N, ¢ > 0y h € ¢!(R) entonces existe un
no € N tal que ), |hi| < €/2. Ademas, existe un § > 0y [t| < 4, para 1 < k < ng
tal que se cumple sig(xy + thy) = sig(xy). Todo lo cual implica

ot th) = pla) o

t
k
Z\h|—2]hkl+2|hkl<e

|| + !thk| ||
<0+ >
k>ng k>ng k>ng

k>ng

(|$k —l—thk| —

X .
il szg(xmk)

por tanto, dgp(x,h) = ) sig(x,)h,. Por otro lado, si , = 0 para algin ¢ € N
entonces ¢ no es G-diferenciable en x, ya que para h = (hy,)nen definida como hy = 0

sik#qy hy =1, se cumple

p(x+th) — (@) _ |rg+the| —|zg| [t

t N t ot
de lo cual
i PEHI = 0@ g, PEE) — o)
t—0+ t t—0— t

Mostrando que ¢ tiene a B como su conjunto de G-diferenciabilidad.

Para la igualdad dgp(z) = (sig(x,))nen se tiene en cuenta que dgp(z,-) es lineal y

continua y por lo tanto un elemento del dual de ¢!(R).

(2) Como la forma lineal © — x,, es continua en ¢!(R), entonces el conjunto A,, de los
r tales que x, # 0, es abierto de /!(R) para cada n y B = N, A, es un conjunto Gj.
Ahora B es denso en ¢*(R), ya que si se toma x € (1(R), € > 0 y se define y,, = z,, si
Tn 0y y, =€/2" si x, =0, entonces p(y — ) < €.

(3) Si se supone = (7,)nen € ¢*(R) un punto tal que z,, # 0 para todo n, en donde
o(x) es F-diferenciable. Luego su derivada serfa la misma derivada de Gateaux

Ogp(x) = (sig(y))nen- Si se define

—2x sik > n,
0 sik<n.

hn = (hn,k:)kGN = {

Entonces lim,, o, p(h,) =0y
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| o(@ + hn) = p(x) = ap() (hn)]

=) (i + Poe] = [ae] = sig(an)hng)
k>n

= Z s19(zpn) hn k| = @(hn).
k>n

Por tanto,
i [P@ ) = 0(@) = dep@) ()| _y
o(lin)—0 ©(hn)

lo que contradice el supuesto de que ¢ es F-diferenciable en z. Por otro lado, si se toma

z = (zn)nen € £1(R) tal que z, = 0 para algin ¢ € N, entonces del numeral (1) de este
teorema ¢ no es G-diferenciable en x y por tanto no F-diferenciable en x. Luego ¢ no

es F-diferenciable en ningin z € (}(R).

(4) Es consecuencia directa de aplicar el Teorema de Phelps. [

En el siguiente resultado se considerard el espacio de Lebesgue L'(R) de las funciones

borelianas f(z) de valor real tales que [, |f(x)|dz < oco.

Teorema 2.1.10. Sea L'(R) dotado de la norma ¢(f) = [; |f(z)|dx. Sea B el conjunto
de las F € L*(R) tales que F posee un representante f que cumple infp g | f(2)] > 0,
para todo o, 5 € R. Entonces

(1) El conjunto de G-diferenciabilidad de ¢ es B y si f € B, entonces

dap(f,h) = / sig(f(z))h(z)dx y en consecuencia Ogp(f(x)) = sig(f(x)).

R

(2) El conjunto de G-diferenciabilidad de ¢ es denso y Gs.

(3) B¢ tiene medida gaussiana nula.

Demostracion. (1) Sea F € B, F posee un representante f que cumple infl, g | f(x)] >
0, para todo a, 3 € R. Si h(z) € L*(R) \ 0 y € > 0 existe un intervalo [a,b] C R tal que

S

gracias al Teorema de convergencia dominada se tiene:

/ |h|dx = lim / || Ijode = lim |h|dx.
[0,00) n—oo R n—o0

(0,]

h(z)|dz < €/2. En efecto, para la existencia del intervalo [a,b] observemos que
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Por lo tanto, para todo € > 0 existe N € N tal que para n > N se cumple

/ |h|dx—/ Ih|da :/ Ihldz < /4.
[0,00) [0,n] [n,00)

En particular, f[N 00) |h|dz < €/4 y tomando b = N se concluye que f[b 00) |h|dz < €/4.

Haciendo un andlisis similar para (—oo, 0] se obtiene a € R tal que f(_oo o [hldz < e/4.

De aqui se puede concluir la existencia del intervalo [a, b] deseado.

Ahora se supondrd temporalmente que h es continua en [a, b], posteriormente un ar-
gumento de densidad permitira extender el calculo de la G— derivada en la direccién
h € L*(R). Si h es continua en [a, b] existe & > 0 talque sig(f + th) = sig(f) en [a, ]
para todo |¢| < J.

Para ver esto, se considera sélo el caso infj,(f) > 0, si f > 0 en [a, b]. Siendo andlogo
el caso supy,;(f) < 0, si f < 0 en [a,b]. Si se define m = inf(,4(f) en [a,b], entonces
m > 0. Luego para que f + th preserve la positividad del signo de f en [a,b] solo se
requiere que |th(z)| sea suficientemente pequenio comparado con la distancia del grafo
de f al eje x, que es m. Mas exactamente se toma [th(x)| < %, lo cual nos lleva a la
condicion
m
< i
[a,0]
Notese que rﬁéﬁ{ |h| > 0 por la no nulidad de h y su continuidad. De esta manera, se

obtiene
sig(f +th) = sig(f) en [a,b], (2.1)

para [t| < 0 := Si f <0 en [a,b] se procede de manera anéloga.

R [ —
2méx |h|”
la;b]

A continuacion se hard el calculo de la G—derivada de ¢ en el punto f y la direccién
h e LY(R)\ 0.

’W tth) = elf) | siats@ite)dz

t
_ [ Jalf +thlde — fy |flde [ siatta)htas
t R
< |f[a,b] 4 thlde ~ g V1 / sig(f (x))h(x)dz
— t [a,b]
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N |f[a,b}c |f + thldz — [, . |fldz _/ -
' [a.ble
Sray (1 + th] = | f1)da |
= / - /[a,b] sig(f(x))h(z)dx
|f () + th(z)| — | f(2)|

t

)
[a,b]¢

dr + / |h(x)|dx
[a,b]¢

Jia (I + th] = |f)da |
< t - /[ s
|f(x) + th(z) — f(z)]
+/[a,b]c ’t‘ d$+/[a’b}clh(x)\dx
Jia (I + th] = |f)da |
< t - /[ s
th(x)
[ s [ ol
_ f[a,b](\f+th\—|f|)dx_/ sig(f(x))h(z)dz| + e. (2.2)
t [a,b]

Suponiendo h continua en [a, b] y usando la propiedad (2.1), se obtiene

Jo (1F(@) + th(@)| = |f(@))da |
: - [, st
f o lsi9(f @) (F(@) + th(x)) — sig(f (@) (f(2)))da |
_ t - /[ sl @)h(e) e
_ | Juy 19U @) th () / sig(f(2))h(z)dz| = 0. (2.3)
t fa.b]

Por lo tanto, se concluye que para h continua en [a, b] se tiene

T2l [ gl @)

Lo cual demuestra la propiedad deseada

o) = [ siglfa) (o)

R

para h € L'(R) \ 0 y h continua en [a, b]. Para extender esta propiedad al caso general
h € L'(R) \ 0, se usa la densidad C([a,b]) en L'([a,b]). Es importante resaltar que
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en el desarrollo de la desigualdad (2.2) no se uso la continuidad de h en [a,b], esta
solo interviene para obtener (2.3). Asi solo queda por extender la desigualdad (2.4)
al caso h € L*(R) \ 0. Para ello se aproxima h sobre el intervalo [a,b] dejando inva-
riante h en [a, b]°. Asi pues, existe g € C([a,b]) tal que ||h — g||r1(ap)) < €. Tomando
G = gliap + Mg e se tiene |[|h— g 21 (jap)) = [|h = §||1(r)- Ahora, puesto que la desigual-
dad (2.4), es una distancia entre integrales, esta es controlada por normas en L'([a, b]).
Escribiendo h = (h— §)+ g y usando (2.4) para g, la cual es continua en |a, b] se obtiene

para el h general

‘QO(f‘*‘ﬂ;) —¢o(f) /Rsz'g(f(x))h(:c)dl’

< [P AT - iyt

+ e < 2e.

Por tanto

deo(f.h) = / sig(f(z))h(x)dz.

Ahora se supondra que F € B y se demostrarda que ¢ no posee G-derivada en F.
Si F' € B¢ entonces F posee un representante f que cumple que existe un intervalo

[or, B] C R tal que infy, g |f(x)] =0, lo cual genera los siguientes dos casos.

Primero, se asume que f es continuo sobre [«, §]. Posteriormente se extendera por den-
sidad al caso general en L'(R). Por ser f continua sobre [, 8] entonces inf(, g | f(x)| =
ming, g | f(x)|. Luego F' posee representantes continuos f con ceros y a su vez existen

otros dos casos:

= Si f tiene sucesiones de ceros que poseen puntos de acumulacion y sea ¢ uno estos
puntos. Por la continuidad de la funcién f Sobre un punto ¢, para todo e > 0
existe algun mg € N, mg > 2, tal que |z — ¢| < 5% implica |f(z) — f(c)| < e. Por
otra parte, si ¢ es el punto de acumulacion de alguna sucecién de ceros {xk}keN

en f, entonces existe un ng € N tal que para k > ng se cumple |z — ] < 2m0

Por tanto, para k > ng se cumple que ¢ € (zy — 27,%_1 , T + QmO_l ), también para
todo © € (z) — gme=r, Tk + zm=r) se tiene que |f(z) — f(ax)|] < e. De esto se
concluye que | f(z)| < |f(zx)| + € = €. Sise toma V = (T, — gme=r, Tng + z70=T)
y h(z) = 1y (x) + 0lye(x), se cumple:

PF 1) = glf) ol (@) + th(a)ldo = [, |(@)lda
t t
_ UV |f(z) + th(z)|dz — fv |f(z ]da:] + ch |f(z) + th(x)|dx — fvc |f(z ]d:l:]
t
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_ o lf(@) + tldz — [, | f(2)|da
. .

Sit > 0, se tiene

ol +1h) = o(f) _ fv(lf(w)lﬂ)—lf(w)ldw:/dx_ 1
t - t v

2mo

Sit < 0 entonces

o(f +th) —o(f) _ Jelf@) +tlde = fyedv [y (=|f(2)] = [t)dw - [, ede
t t - t

Jy(—e+t)da — [ edr [, (t = 2)da
t t

B t — 2¢ 1
B t omo

Luego ¢ no tiene G-derivada en f respecto a la direccién h, ya que

i P th) —o(f) < lm p(f +th) — o(f)

t—0+ t - 2mo t—0— t

= Si f tiene un cero aislado ¢ € R sobre alguna vecindad W = (¢ — ¢/, ¢+ ') C R.
Sea € > 0, por la continuidad de f, existe § > 0 tal que |x — ¢| < ¢ implica que
|f(x)] < e SeaV = (c—d,c+9), se puede asumir § < ¢’. Se definen V; = {x €
Vo< flx)<e},Vo={reV:—-e< f(z) <0}y h=1Iy, + (=1)Iy, + 0ly..
Entonces h € L!'(R) y ademas:

p(f +th) —o(f) _ Jelf (@) +th(z)lde — [, |f(2)|dz
(v |ft($) +th(z)|dz — [, |f(-’f)!dift) + (Jye I (@) + th(z)|dz — [, |f(2)|d)
S, (f (@) + th(z)] — [ f(2)]) dz + [, (t|f($) +th(z)| — | f(2)]) dz +0
_ Ju (@) i = fl@)) de + [y, (|ft(l‘) —t+ f@)do
t

Sit > 0 entonces

o(f +1th) — o(f) _ Jy, (f(@) +t = f(@))do + [, (=(f(2) —t) + f(2)) dz
t t
fvl tdxr + f\@ tdx _ [, tdx 26t

= — = 20.
t t t

Ahora, si t < 0, se consideran los subconjuntos {xr € V : f(z) > t} vy
{r eV : f(xr) <t} Entonces ViN{z eV : f(x)<t}=0y
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p(f +th) — o(f)

t

 Jvntevir@sy (F@) + = [F@D de + [y fpevipoy<y (@) + 1 = [f(@)]) do
B t
+fV2ﬂ{er:f(m)2t} (’f(fﬂ) - t| B ’f({E)D dx + fvgm{er:f(x)<t} (|f<x) - tl - |f(fl?)|) dx

t
< fV1ﬂ{x€V:f(;v)2t} ((f(l') o t) - f($)) dx + fV1ﬂ{3?€V:f(ac)<t} (|f(x) + t| - |f(.fl§')|) dx
B t
Jvnwevsmzg (@) =0+ F@)dr + Jynper sen (S0 @) — 1) + f@) d

t
_ fVlﬂ{zGV:f(x)zt} —tdr + 0+ fVQﬁ{.TEV:f(x)Zt}(Zf(’I) - t)d:L‘ + fV2ﬁ{1‘€V:f(1‘)<t} tdx

t
< Fvineevs@zn ~148 + 2 Jynpeverm<n 097 + Jinpev. <y (8 + 1)da
t
. —tdx
_ fV1ﬂ{x€V.f;x)Zt} - / do= 5 <0<
1%

donde fvl dx = 0, es cierta de la definicién de V7, ya que en esta el punto aislado
es el punto medio de V' y sélo se considera 0 < f(x) < e. Por lo tanto, ¢ no es
G-diferenciable en f, puesto que se cumple:

lim o(f +th) — o(f) ~ 1im o(f +th) — w(f)'

t—0— t t—0+ t

En el caso en que F' no posea representantes continuos, para extender el anterior resul-

tado para funciones § con representantes continuos g al caso general f € LY(R) \ 0, se
usa la densidad C([a,b]) en L'([a, b]).

Para la igualdad dgp(f(z)) = sig(f(z)) se tiene en cuenta que dge(f,-) es lineal y

continua y por lo tanto un elemento del dual de L'(R).
(2) Es bien conocido que el espacio L' (R) es separable (ver Teorema 4.1.3 de Brezis [13])
luego por el Teorema 1.5.6 (2) de Mazur, se tiene que L'(R) es G-Asplund. Dado que

© es convexa y continua entonces el conjunto de G-diferenciabilidad de ¢ es denso y Gy.

(3) Es consecuencia directa de aplicar el Teorema de Phelps. O
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Observacién 2.1.11.

1. Si F posee un representante continuo f, que se anula en un intervalo [a, b], este
representante es un caso particular del caso en que f posea sucesiones de ceros
que tengan un punto de acumulaciéon. En efecto, lo anterior es cierto ya que
para cualquier f(z) = 0 con x € [a,b] existe una sucesién {f(zr) = 0}ren con
{Zk}ren C [a,b] tal que limg oo f(xx) = f(x). Por tanto, el teorema anterior es
valido para el caso en el cual el representante f se anule en V = [a, b], ya que si
h(z) = 11y (x) + 0ly(z), demostrar que ¢ no tiene G-derivada en f respecto a la

direccion h, se reduce al siguiente calculo

p(f +th) —o(f) _ Jalf (@) + th(@)|dz — [o |f(z)|dw
t

t
Ly [f (@) + th(z)|dz — [, |f(z)ldz] + [y
t

f(@) + th(z)|dz — [, |f(x)|dx]

([, [th(z)|dz — 0] +0 _ [ty 1dz J¢)(26)

t t t
De lo cual
i P =0U) o5 o5 — 1 PYE) —9l)
t—0+ t t—0— t

2. Sea 2 C R un dominio acotado. En el caso de LP(€2), con 1 < p < oo, de lo
mostrado en el libro de Diestel [24] se conoce que la norma de cada uno de los
espacios referidos, definida como [ - ||z» = ([, |f(w)|Pdw)¥/?, es F-diferenciable
sobre cualquier f # 0. Ademads, si 1 < p < oo entonces

| fIP~ sig(f)
0 ==L

Si p = 1, la norma de L'(Q2) no es F-diferenciable en ninguna parte. Por otro
lado, dado que para 1 < p < oo el dual de LP(2) es un L9(€2), tal que % + % =1,
y ambos espacios son separables. Entonces del Teorema 1.5.12 el espacio LP(f2)
admite una F'-norma admisible y en consecuencia por el Teorema 1.5.13 el espacio

LP(2) es un espacio F-Asplund.

En el teorema a continuacion, se considerard el espacio de Banach C|a, b] de las funciones

[ reales continuas sobre el intervalo [a, b], con la norma ¢(f) = sup,¢(, 4 [f(7)]-

Teorema 2.1.12. Si B el conjunto de todas las f € Cla,b] tal que |f| asume el supremo

en un solo punto xy € [a,b].
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(1) El conjunto de G-diferenciabilidad de v es B y si f € B, entonces
I (f, h) = sig(f(zo))h(zo).

(2) B es un conjunto denso y Gs.
(3) B¢ tiene medida gaussiana nula.

Demostracion. (1) Si se toma f € B, existe xy € [a, b], tal que

o(f) = supseayf ()] = [f (o)l

Como h € Cla, b] entonces h es acotado y gracias a la unicidad del méximo de | f| existe
un 6 > 0 tal que para [t| < § se cumple sup,cpay|f(x) + th(z)| = |f(xo) + th(zo)| v
sig(f(zo) 4+ th(zo)) = sig(f(xo)). Entonces, para |t| < §, se tiene

@(f +th) —o(f) = supzeap f(2) + th(z)| — supsea|f(2)]
=[f(20) + th(wo)| — | f(wo)| = sig(f (wo) + th(wo))(f(x0) + th(xo)) — sig(f(w0))(f(x0))
=sig(f(x0))(f (o) + th(xo)) — sig(f (20))(f(20)) = sig(f(x0))(th(x0)),

luego 1m0 2= — sig( f(x0))h(@o).

Por otra parte, si se toma un f € B¢ entonces |f| alcanza el supremo en por lo
menos dos puntos x; y xo distintos. Si h es una funcién continua, tal que h(z;) = 0
y h(xs) = —1, entonces para un |t| < 0 con § suficientemente pequeno se cumple que

sig(f(w2) + th(z2)) = sig(f(z2)) ¥

o(f +th) —o(f) < [f(w2) + th(z)| — [f(22)] = sig(f(22))(th(x2)) = sig(f(22))(=t) (2.5)

e(f +th) —o(f) < |f(z1) + th(z1)| — |f(z1)| = 0. (2.6)

Por tanto, si en (2.5) se toma f(z3) > 0, entonces ¢(f + th) — ¢(f) < —t, luego
0+¢(f, h) < —1. Por otro lado, aplicando limite a cero por izquierda en (2.6), se tiene
que 0_p(f, h) > 0. Sise toma f(x2) < 0 entonces, de (2.5), se cumple que 0_p(f, h) > 1
y si se aplica limite a cero por derecha en (2.6), se obtiene que d;¢(f, h) < 0. Mostrando

que @ no es diferenciable en B€.

(2) Como Q es denso en R y el Teorema de aproximacién de Weierstrass, demuestra que

el conjunto de polinomios de coeficientes reales P[z]| definidos sobre el intervalo cerrado
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[a, b] es denso sobre Cla, b]. Entonces el conjunto de polinomios de coeficientes raciona-
les Q[z] definidos sobre el intervalo cerrado [a,b] es denso sobre Cla,b]. Es decir, que
Cla, b] es separable, de lo cual al aplicarse el Teorema 1.5.6 (2) de Mazur, se demuestra
que Cla, b] es G-Asplund. Por tanto, el conjunto de todos las z € C(T'), tal que p(z) es
G-diferenciable, es denso y Gs.

(3) Es consecuencia directa de aplicar el Teorema de Phelps. [

Lema 2.1.13. Sean X yY espacios de Banach isomorfos. X es G-Asplund (F-Asplund)
sty solo siY es G-Asplund (F-Asplund).

Demostracion. Dado que X, Y son isomorfos, entonces existe una funcién bicontinua

y biyectiva ¢ : X — Y tal que:
(M1 + Aoma) = (1) + Xap(2)  y @ Ay + Aaya) = Mg~ (1) + Aoy (1),

donde A\, Ay € R, 21,29 € X vy y1,2 € Y. A continuacién, se demuestra la equi-
valencia correspondiente para F- Asplund. Si Y es F-Asplund, entonces para toda
funcién convexa y continua g sobre un abierto y convexo {2 se cumple que para
u e L(Y,R)
- llgtb+ ) — gfb) — ()]
W0 1]

=0,

donde b pertenece a un conjunto denso y Gs contenido en €', luego existe un a € 2
con p(2) = ' tal que ¢p(a) = b, de la misma manera existe un tnico h € X tal que
o(h) =h, N €Y y ademés

i N9+ 1) — g(b) —a(h)[| _ lg(e(a) + ¢(h)) — g(p(a)) — alp(h))]]

lim

B0 7  p(h)—0 [ (h)]]
i lotota+ ) = gle(@) = ale) _ . 1fle+h) = f(a) = u(h)]
h—0 Hh” h—0 Hh” ’

donde f = goy es claramente una funcién convexa y continua sobre el abierto y convexo
Qyu=1aoyp e L(X,R), tal que:
lfla+h) = fla) —u(h)]

o Al

=0,

luego f es F-derivable sobre a € Q.
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Por otra parte, si X es F-Asplund entonces para toda funcién convexa y continua f
definida sobre un abierto y convexo ) y a sobre un subconjunto denso y Gy de € se

cumple que

N fla+h) = fla) —u(h)]

lim =0,
h—0 17|
donde h € 2 y a su vez se cumple la igualdad
et B) — ()~ u(b)]
h—0 17|
_ oy MO + e (W) — e (1) —ule (1)
L(R)=0 o=t ()]
_ iy W7+ Y) = fe71(0) —ule DI _ N+ 1) — g(b) = a(R)|
h'=0 || h=0 |||

Es decir, que para g = fop 'y a=uop™' € L(X,R) se cumple que g es una funcién

convexa y continua sobre el abierto y convexo ', la cual es F-derivable sobre b € €)',

Lo anterior, demuestra que dado un isomorfismo topolégico entre X y Y espacios de
Banach, X es F-Asplund siy sélosi Y es F-Asplund. El argumento para la demostracién

correspondiente para la parte G-Asplund sigue lineamientos similares y se omite. [

Corolario 2.1.14. Sea T wun espacio métrico compacto y no mnumerable. Si

o(x) = sup,ep |2(t)| es la norma en C(T), entonces C(T') es G-Asplund.

Demostracion. Dado que T es un espacio métrico compacto y no numerable, entonces
del Teorema de Milyutin (ver en pégina 380 de Semadeni [66]) se cumple que C(T') es
isomorfo a C[0, 1]. Por otro lado, de lo hecho en el Teorema 2.1.12 se conoce que C[0, 1]
es separable y por lo tanto G-Asplund. Entonces del Lema 2.1.13 se concluye que C(T),

con T' es un espacio métrico compacto y no numerable es G-Asplund. O]

Observacién 2.1.15. En contraste con el Teorema 2.1.8 el conjunto B en el Teore-
ma 2.1.12 no es abierto. En efecto, sea [a,b] = [0,2], 0 < € < 1/4, f y g funciones
definidas como:

(@) T sio<z<l1 (2) ? s%(1)§x<<1<—;
1) = T) = sil—e<ux +e€
2—x sil<z<2 g 9 -

=2 gilt+e<ax<2

Se verifica que f € B, pues esta funcién es continua y toma su supremo unicamente
en el punto x = 1. También, es claro que ¢(f — g) < € y finalmente g ¢ B, ya que g
alcanza el supremo sobre el intervalo [1 — ¢, 1+ €.
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Sea T un espacio topoldgico compacto y hausdorfiano. El conjunto C(7") de las funciones

continuas de T en R, es un espacio de Banach real, con la norma definida por

p(r) = Sup |z ()]

En el siguiente teorema se tratara sobre la F' y (G-diferenciabilidad de la norma del
supremo en el espacio de Banach separable C(T"). Se exhibira el subconjunto en donde
la norma es F' y G-diferenciable, todo esto siguiendo algunos parametros del libro de
Fabian [36]; pero utilizando una notacién diferente y tomando algunos elementos de
la Seccién 1.7 del Capitulo 1 de este documento. También, se hard uso del teorema

anterior para demostrar que el conjunto de G-diferenciabilidad es denso y Gs.
Teorema 2.1.16. Sea T un espacio topologico hausdorfiano y compacto. Entonces

(1) La norma ¢(x) es G-diferenciable en x € C(T) si y sdlo si alcanza el supremo en

un solo punto ty € T, en tal caso tiene G-derivada
dap(x)(h) = sig((z(ty)), es decir Ogp(x) = sig(z(ty))d,-

(2) La norma p(z) es F-diferenciable en x € C(T) si y solo si p(x) alcanza el supremo

en un unico punto aislado ty € T', en tal caso tiene F-deriwada
Orp(x) = sig(x(to))dt,-

(3) Si adicionalmente el espacio T es metrizable, el conjunto de todos las x € C(T),
tal que p(x) es G-diferenciable, es denso y Gj.

(4) Si adicionalmente el espacio T es metrizable, el conjunto de todos las x € C(T),

tal que p(x) no es G-diferenciable, tiene medida gaussiana nula.

Demostracion. (1) Sea x(t) una funcién tal que existe un tg € T'y p(z) = |z(ty)|. Si
se definen h € C(T) y A € R, tal que cumplen p(z + Ah) = |x(t\) + Ah(t))|. Entonces
|z(to) + Ah(to)| < |2(tx) + AR(tr)] y

[z (to)| = [(to) + A(to) — Ah(to)] < [x(tx) + Ah(r)] + [Ah(to)| < [ (tr)] + 2[A[@(h),
luego |x(to)| — |z(tr)] < 2|A\|p(h), lo cual prueba que

ltm [(12)] = #(to).
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Ahora, se probara que

lim t>\ = to
A—0 ’

para esto, se tomara a B como una base de filtro de las vecindades de cero. Si la funcién
¢ : A — t, transforma la base de filtro B en otra base de filtro D en T, se mostrara
que D — tg, que por Teorema 1.7.11 equivale a lo que se quiere probar. Argumentando
por contradiccién, si se supone D —» t; entonces existe una vecindad V' de t; tal que
DNVe+#0), para todo D € D. Luego

H={DNV°:DeD}

es una base del filtro y entonces por Teorema 1.7.5, existe un ultrafiltro & con base H,
como T' es compacto, luego del Teorema 1.7.11 punto (3), U converge aun a € T y de

la continuidad de |z| se concluye que
[z|(U) = [z](a) = |z(a)].

Por otro lado, se probé que limy . |z(t))| = x(to), entonces |x(D)| — |z(to)|, asi que de
la definicién de H y de U, se tiene que |z|(U) — |z|(ty). Por tanto, de la unicidad de los
limites |z(a)| = |x(to)| y como z alcanza el supremo en un sélo punto, luego a =ty y
U — ty, lo que es una contradiccion, ya que U — ty implica que existe un F' € U tal que
F C V y de la definicién de U, se tiene F'N (D NV¢) # 0. Entonces VN (DNV®) # 0,
lo que es imposible, ya que V N V¢ = ().

Ahora bien, si p(z) = |z(to)|, implica que para todo A € R
|z (to) + Ah(to)] — [x(to)] < @(x + Ah) — [ (to)]

Si se supone que x(tg) > 0y |A| pequeno, entonces x(ty) + Ah(ty) > 0. Dado que se
definié al principio de la demostracion que ¢(x + Ah) = |z(t)) + Ah(ta)], se cumple

Mi(to) < @@+ AR) — | (te)] = |2(t) + Ma(ta)] — 2(to) = 2(tx) + Ma(tr) —(to) < Mh(ty),

luego

) < £ Il _ oo £ ) —ele)

Como se probo que limy_ oty = %y, entonces de la continuidad de h, se obtiene que
ltmy 0 2(tr) = h(to) y cp(z)(h) = h(to).
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Si se supone que x(tg) < 0y || pequenio, entonces ¢(x) = —x(ty) y x(to) + Ah(ty) < 0.

Como —x(tg) > 0, entonces por lo hecho en el paso anterior
Mh(to) < p(—x + Ah) — p(—x) < Ah(ty),
luego para A = —u, se tiene que
—ph(to) < @ + ph) — p(x) < —ph(ty).

Por tanto, dgp(x)(h) = —h(t). Todo lo cual demuestra que

Oap(x)(h) = sig(x(to))h(to).

Si x € C(T) alcanza el supremo en dos puntos distintos tg y t1, se demostrard que ¢ no

es G-diferenciable en x. En efecto, haciendo caso al supuesto, se tiene que
lz(t)] < @(x) = |z(a)| = |z(b)|, para todo t € T.

Como T es compacto, existe una funcién continua h € C(T') tal que h(a) = 1y h(b) = 0.

Si se supone que x(a) > 0 entonces, para valores pequenos A > 0, se cumple
p(z +Ah) —o(x) = [x(a) + Mi(a)] — z(a) = A,
luego 0, ¢(x)(h) > 1. Por otro lado, si se toman valores A < 0 pequenos, se tiene
p(z 4+ Ah) = p(2) 2 [2(b) + An(b)] = [2(b)] = [z (b)] — [x(b)] = 0,

por tanto 0_p(z)(h) < 0, todo lo cual muestra que ¢ no es G-diferenciable en z.

(2) Dado que ty es un punto aislado y p(z(t)) = |x(to)|, t # to, entonces {to} es abierto
y T — {to} es compacto, luego de la continuidad de z, se tiene que existe € > 0 tal que
|z(to)] — |z(t)] > €. Es decir,

€ €
to)| — = > |x(t —=
j2(to)] = 5 > la(0)] + 5,

€

para todo t # o, por lo tanto si se toma h € C(T) tal que ||h|| < §, se cumple que
sig(x(to) + h(to)) = sig(x(to)) ¥

pl-+h) = supla(t) + h(t)| < sup(le(t)| + (D) < sup (Ja(to)] ~ 5)

< sup(fa(to)] = |h(ta))) < supierla(ta) + hito) = Jalto) + h(to).
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luego de la definicién de ¢(z) y suponiendo que ||h|| < §, se tiene
p(x + h) = |z(to) + h(to)]

Entonces, para ||h|| < §, se cumple

w(z,h) = o(x+h)— (@) —sig(x(t))h(to)
= |z(to) + h(to)| — |z(to)| — sig(z(to))h(to)
= sig(z(to) + h(to))(x(to) + h(to)) — sig(x(to))(x(to)) — sig(x(to))h(to)
= sig(x(to))(x(to) + h(to)) — sig(z(to))(z(to) + h(to)) = 0,

llw(z,h)|]

([l
dos donde ¢(x) alcanza un tnico supremo.

luego limyj,—o = 0. Por lo tanto, ¢(x) es F-diferenciable sobre los puntos aisla-

Por otra parte, la demostracion del caso en que x alcance el supremo en méas de un
punto, queda demostrado por lo hecho en el caso de la G-diferenciablidad, pues no ser
G-diferenciable implica no ser F-diferenciable. Por tanto, |z| alcanza el supremo en un

unico punto ty € T.

Ahora bien, si se supone que ¢ es F-diferenciable en x, se mostrara entonces que ¢

alcanza el supremo en un punto ty € T aislado. Demostrando por contradicion se tiene:

Si tg es un punto no aislado con x(ty) > 0, existe una sucesioén (¢, )nen, t, € T, para la
cual t,, — to y de la continuidad de x(t) existe una sucesion (r,),en de reales positivos
que converge a cero que satisfacen x(tog) — x(t,) < ry,. Si h, es una funcién continua tal
que hy,(t,) = 2r, y hy(to) = 0, entonces
W(.T, hn) = (,O(ZL’ + hn) - gO(.T) - acp(xa hn)
= sup |z(t) + hn(t)| — sup [z(t)| — sig(x(to))hn(to)
teT teT
= sup[z(t) + ha(f)] - sup [2(@)] = [2(tn) + ha(ta)] — |2(to)]
€
x(tn) + h(ty) — x(to) = —(x(to) — x(tn)) + h(tn)

teT
> =1+ 2r, =1,

v

, h .
como | hy,|| — 0, entonces limy,, o W = limyp, -0 2= = 1, lo cual es una con-
n n

tradiccién a la F-diferenciabilidad de ¢. Por lo tanto, queda demostrado que la F-

diferenciabilidad de ¢ en x implica que |z| alcanza el supremo en un tinico punto aislado.
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(3) Es un resultado conocido que si T' es compacto Hausdorff y metrizable entonces
C(T) es separable, en consecuencia del Teorema 1.5.6 (2) de Mazur C(7) es G-Asplund.
Por tanto, el conjunto de todos las x € C(T'), tal que ¢(z) es G-diferenciable, es denso
y G(;.

(4) Es consecuencia directa de aplicar parte de lo hecho en (8) y utilizar el Teorema de
Phelps. [

Observacion 2.1.17.

(1) Dado que el compacto [a,b] C R no tiene puntos aislados sobre el cual
¢(T) = Supye|yy |7(t)] exista, entonces () no es F-diferenciable en ningtin punto
de [a, b].

(4) Si se toman todos los puntos en los cuales las © € C(T') son F-diferenciables, esto
equivale a tomar todos los puntos aislados en 7'; pero por su misma naturaleza
este conjunto de puntos aislados no es denso en T'. Por tanto, de la Proposicién
2.2.2 del libro de Fabian [36] se concluye que el conjunto de los x € C(T'), tal que

©(x) es F-diferenciable, no es denso en C(T').

2.2. En espacios de Banach no separables

En esta seccion, se presentan algunos teoremas, en su mayoria con demostraciones ori-
ginales. En particular, se trabajard sobre una norma del espacio no separable (*°(R),
demostrando que cumple la tesis del Teorema de Phelps. Ademds, de exhibir los con-
juntos de G-diferenciabilidad en otros espacios, como lo son L>*(Q2) y NBV|[a,b]. A
continuacion, el siguiente resultado, muestra la imposibilidad de extender el Teorema

de Phelps a todo espacio de Banach no separable.

Teorema 2.2.1. En (>*(R) la funcion ¢(x) = limsup,, |z,|, es una seminorma conti-

nua, que es G-diferenciable en ningin punto.

Demostracion. En primer lugar, ¢ es una seminorma. En efecto, ¢(z) > 0,

¢(Az) = limsup,, [A\z,| = [A¢(x) ¥
o(x 4+ y) = limsup |z, + y,| < limsup |z, | + limsup |y,| = ¢(z) + ©(y).

Es importante observar, que no es norma, ya que ¢(x) = 0 si y sélo si x € ¢o(R).
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En el caso de la G-diferenciabilidad, si se toma x € ¢y(R) y se define h = (hy,)nen,

donde h,, = 1, para todo n. Como x — 0, entonces
@(x +th) = lmsup |z, +thy| = [t| y @(x+th)—p(x) = |t]

asi que Opp(z,h) # 0_@(x,h). Si x ¢ co(R), es decir que ¢(x) # 0. En particular, si
o(x) = B > 0 existe una subsucesion (z, )nen que converge a f3, tal que zy, > 0, para

todo n. Si se define h = (h;);jen como:

(0 sij#k, para todo n

hj=1< 0 sij=k,ynespar
| 1 sij=k,yn esimpar
entonces
( x; si j # k, para todo n
xj+th;y =< xg, si j =k, ynespar

| Tk, 1 sij=k,ynesimpar

Como limsup,, h,, = 1 = limsup,, hy,,, entonces

t sit>0

limsup, th, = limsup, thy =
Pt P 80k {0 sit<0

Dado que xp — (. Sit > 0, se tiene

limsup(zyg, + thg,) = 0+t < limsup(x, + th,) < limsup z, + limsup th, = 5 +t,

n

luego p(z+t) = B+t = (x)+t, parat > 0. Sit < 0, un razonamiento similar muestra
que p(z +t) = p(z); por lo tanto,

t sit>0
+t) — =
cp(x ) <,0(JJ) {0 sit<0

de lo que se concluye 0 p(z, h) # 0_p(x,h). Es decir, que ¢ no es G-diferenciable en

ningiin punto. O
Observacién 2.2.2.

(1) Sea e, = i, (delta de Kronecker), es claro que e, € (*(R). Se observa que la
funcién p(z) = limsup,, |x,,| es derivable en cada punto x € £*°(R) en la direccién
de cada e,. En efecto, para |t| un valor muy cercano a cero y por la definicién de
limite superior se cumple:

(e +ten) = p(x)
t

= 0.
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(2) El anterior resultado, también muestra que atn la condicién se ser Lipschitz no
es suficiente para garantizar las consecuencias del Teorema de Phelps en el caso
no separable. En el siguiente teorema, se considerard la condicién de ser Lips-
chitz, particularmente se hara uso de la norma, mostrando que ser Lipschitz no es

tampoco impedimento a que las consecuencias del Teorema de Phelps se cumplan.

El Teorema 2.2.1 muestra que ¢*(R) no es G-Asplund. Sin embargo, se demosrard
en el teorema siguiente que se conservan las buenas propiedades de los espacios G-
Asplund en (*°(R) para la norma ¢(x) = sup, |r,| y se considerard su conjunto de
G-diferenciabilidad. M&s atin, en esta norma el conjunto de G-diferenciabilidad y F-
diferenciabilidad son los mismos. Ademads, como ¢*°(R) no es F-Asplund por el Teore-
ma 1.5.13 existe una norma « equivalente a la norma ¢ que no es F-diferenciable en

ninguna parte.

Teorema 2.2.3. Sea E = (*(R) el espacio de Banach de las sucesiones acotadas con
la norma ¢(z) = sup,, |x,|. St B C {*(R) es el conjunto de las sucesiones x € (*°(R);

para la cuales existen p € N y e > 0, tales que |x| < |x,| —€, para todo k # p. Entonces

(1) El conjunto de G-diferenciabilidad de ¢ es B y la G-derivada de ¢ en x € B es
Oap(x, h) = sig(xp,)h,
Mas aun, el conjunto de F-diferenciabilidad de ¢ coincide con B.
(2) B es un conjunto abierto y es denso.
(3) Existe una medida gaussiana p, tal que p(B°) = 0.

Demostracion. (1) Sixz € B, e > 0y p € N cumplen que |z;| < |z,| — €, para todo
k#p.Sid=c¢€/2y | h| <4, se tiene

¢(x +h) = Sug |0 + bl = |zp + hy| Yy siga, + hy) = sig(xy),
ne

con u(h) = sig(z,)h, € L(E,R). Entonces

r(z,h) = @@+ h) = o) = sig(zp)h, = |z, + hy| — |z,| — sig(zp)hy
= sig(ap)(2p + hy —xp — hyp) =0,

obteniendo ]llir%% = 0. Luego ¢ es F-diferenciable, lo cual implica que
ﬁ

u(h) = sig(x,)h, es la G-derivada para x € B.
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Para demostrar que ¢ no es G-diferenciable en B¢, se tomard x € B®y = sup,cy |Zn|-
Luego existe una subsucesion (xy, Jnen tal que xy, > 0, para todo n con xy, — 5 6 una
subsucesion (2, )nen tal que x, < 0 para todo n con —zy, — [ (en cualquiera de los
dos casos se procede de la misma manera). Sea h = (hy)nen, donde h; = 0 si j # ky,
hj =1sij =k, nparyh; =—1sij =k, nimpar. Ahora, si z;, > 0, para todo

n € N y t es suficientemente pequeno, se tiene:
sup{|z; + thy| - j # kn} < B,
sup{|z; +th;| : j =k, y n es par} = § +t,
sup{|z; +thj| : j =k, y n es impar} = § — 1.
Entonces p(z +th) =F+tsit >0y p(x +th) = —tsit <0, luego
d+§0((l}, h) =1 y d_QO(.T, h) = _17
por tanto, ¢ no es G-diferenciable en B¢, lo que implica que ¢ no es F-diferenciable en
Be.
(2) Si se toma x € B, entonces existe p € Ny € > 0 tales que |zg| < |z,| — €, para todo
k # p. Si se supone y € B(x,¢/4) y k # p, se cumple
el < lye — @il + o] < €/4+|2p] — € < |y — | + |yp| — 3€/4 < |yp| — €/2.

Por tanto, y € B, demostrando que B es abierto. Para demostrar que el conjunto B
es denso en (*(R), se tomard = € (*(R) y ¢ > 0, luego existe un indice p tal que
p(x) = €/4 < || < p(x). Sise define y = (yn)nen como y, = sig(xp)(p(z) +€/2) y
Yk = Tk, para k # p, entonces |yx| < ¢(z) = |y,| — €/2, para k # p, lo que implica
y € B. Ademas,

lYp — p| = |sig(ap)(p (@) + €/2) = sig(ay)|ap|)] = | () +€/2 = |z < 3¢/4 < e

Por consiguiente, ¢(y — x) = |y, — x,| < €.

(3) En £ (R) existe una medida gaussiana (i, ya que en la Seccién 2.4.3 de Vakhania [74],
se demuestra que existe una medida p gaussiana sobre RY, que cumple p(¢>°(R)) = 1.

Por otra parte, sean t € N, x = (z1,-++ ,24,---) € B. Si se define f; : B — R* por

ft(xla e, Tty ) = (x17$27 e 7'7;157173:[))'
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Entonces f; es continua. En efecto, para un elemento y de la bola abierta B(z,J), con

r,y € By |[(x1, - ,x)||re = |x1| + -+ + |7¢], se cumple:

[ fe(z) = frllee = (@0 =90, 20— Y1, 7 — ) l|me
= |z — |+ e — yea| + |y — yl
< tsup|wn—yn| :t||x_y||€°°(R)-

n

Luego para todo € > 0, existe un § = ¢ tal que ||z — yllpe@m < 0 implica

|| f:(z) — fi(y)||rt < €. Por tanto, para cada medida gaussiana ju; en cada R y A C B
se cumple que p(A) = p(fi(A)).

Utilizando lo demostrado en el caso de f;, se concluye que para w < t € Ny
g B — R, tal que

g (zy, -+ xy - ) = (w1, ,2p, -+ ,24), con x, en la w-esima coordenada de R".

Ademas se cumple pu(A) = (g’ (A)), para todow <t €Ny A C B.

Sit=2ysedefine By = | J2_ {g¥(x) : |zx] < |zp| —€p, 1 <k <tyk#w}, es fcil
demostrar que

By =R? — {(z1,22) : 1y = 21, T3 = —11 }.

Entonces ps(By) = 1, y por tanto B§ = {(x1,22) : 9 = x1, 2 = —x1} cumple que
p2(B3) = 0.

Ahora, si se toma cierto el resultado anterior para t = n. Es decir, u(B,) = 1, para

B, = U {9°(@) : |zn| < |zp) — €, k # w}.
w=1

Luego
n+1

Bui=\J{o21(@) ¢ leel < Jay] — e e # w0}
w=1

n+1

n—1
:U{971f+1(93) k| <zl — €y kB #FwhU U{g;fﬂ(x) okl <zl — €, k # w}
w=1

w=n

=B,-1 X [Ep - |Ip|a |xp| - Ep]Q U [Ep - |xp|, |$p| - Ep]n_Q X By
2B, x [ep — |2pl, |7p| — €] U ey — |2p], |2p] — ep]n_Q X B

2B, x [Ep - ’xp‘> ’mp‘ - €p]-
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Entonces para todo z, € R, se tiene la desigualdad

tnt1(Bri1) = pnga (B X [ — |2, |2] — €])
= pn(Ba) x pa([ep — [mp], [2p] — €))
= p([ep — 2], [2p] — €p))-
Por lo tanto pin41(Bpt1) =1y png1(BG, 1) = 0, de lo cual para todo n > 2, se cumple
que p,(BS) = 0.

Finalmente, como B¢ C B¢ x (*~{Lm}(R), donde B x (>~ "}H(R) es el conjunto

de las sucesiones en ¢*°(R) con las primeras n componentes en B¢, se cumple que
u(B) < u(Byy x 17 (R)) < (B, x £2(R)) < pin(By) x p(0°(R)) < pun(By)-
De aqui p(B°) < p,(BS) para todo n > 2. Es decir, que u(B¢) = 0. O

Sea (2,4, 1) un espacio de medida. Se considerard L>°(€2), como el espacio de Banach
de las clases de funciones de © en R medibles F esencialmente acotadas. Es decir, todo
representante f de F' cumple la condicién inf{M € R : |f(z)] < M,ct.p.} < co. En
el teorema siguiente se demostrard que a diferencia de (*°(R), la norma definida para

L>(£2) no es G-diferenciable en ningin elemento del espacio.

Teorema 2.2.4. En L>*(Q2) la norma ¢(f) = inf{M € R : |f(z)] < M,c.t.p.} no es

G-diferenciable en ningin elemento del espacio.

Demostracion. Sea I € L*>(Q) y sea f un representante de F. Si o(f) =L >0ysi
h € L>(2) se define como h(z) = 1 para todo x € €. Entonces para |t| < L:

L+t sit>0,
L sit<O.

w(f+th)—{

Luego para |t| < L se tiene

e(f+th)—p(f) _ L sit>0,
¢ 0 sit<DO.

Entonces 0, ¢(f,h) =1#0=0_p(f,h).

Por otra parte, si F posee un representante f tal que ¢(f) = 0, entonces es claro de la

definicién de la norma ¢ que f =0 c.t.p. y luego para todo h € L>*(R), se cumple:

i P th) —o(f) _ o(h) £ —o(h) = lim o(f +th) — o(f)

t—0+ t t—0— t

Y
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demostrandose en este caso la no existencia de la G-derivada de la norma . Por tanto,

la norma ¢ no es G-diferenciable en ningtin F € L*®(). O

A continuacion, se muestra un resultado para el caso de las funciones reales de variacion
acotada BV con la misma conclusién del Teorema 2.2.1. Este mismo resultado se repite
también con las normas de los espacios BV y NBV. De esta manera, se exhibe de
forma mas intrinseca una patologia del espacio N BV'. En un trabajo posterior se espera
estudiar la propriedad de aproximacion de NBV. La propiedad de aproximacion de
diferentes espacios ha sido estudiada por Delgado et al. en [21], [22]. Dicha propriedad
en BV ha sido establecida por Alberti et al. en [1].

Teorema 2.2.5. Si BVa,b] es el espacio de Banach de las funciones reales de varia-
cion acotada con la seminorma o(f) = |f|([a,b]). Entonces a no es G-diferenciable en

ningin punto de BV [a,b].

Demostracion. Sea f € BV]a,b| constante y h € BV[a,b] una funcién no constante.
Entonces, es claro que |f|([a,b]) = 0, |h|([a,b]) #0y

a(f +th) —a(f) _ |f +thi(la,b]) — | f]([a, b))
t t
Luego no existe la G-derivada de a sobre f, ya que

tim 2 =) )10, 8]) i ([a, B]) = 1 2R o)

t—0— t t—0+ t

= By o).

Ahora, sea f no constante y h = |f|([a, b])—,[a,%r”] + 0J(aps 4. Entonces h € BVla,b] y
para t > 0 se obtiene

alf +th) —a(f) _ |f+th|([e,8]) = [f|(a,0]) _ [f](a,0]) + [t]|A([a, b]) — [f]([a, b])

t t N !
_ L o) = 1Dy, < o
Sit <0
of +th) = a(f) _ |f +thi(la.t]) — |fI(la. ) _ tlhl(la.t]) ~ |f](a. )
t ¢ t
:tVKMM);VKMH):(tzl)UKMM%

donde el orden de la anterior desigualdad es estricto, puesto que f no es una funcién
constante. Luego |f + th|([a,b]) > 0 y para t < 0 es claro t|h|([a,b]) < 0. Por lo tanto,
se concluye

i At —alf) . alf+th) —alf)

t—0+ t t—0— t




G-derivadas de normas 69

donde el limite del lado derecho se obtiene de lim;_,q- % = lim;_,o- 1 — % = +4o00. Luego
a no es G-diferenciable para toda funciéon f no constante. Todo lo cual implica que la

seminorma « no es G-diferenciable en ningun f € BVa, b]. O

Teorema 2.2.6. Si BV [a, b] es el espacio de Banach de las funciones reales de variacion
acotada con la norma ¢(f) = |f(a)| + |f|([a,b]). Entonces ¢ no es G-diferenciable en
ningin punto de BV |a,b).

Demostracion. Si f € BV]a,b] es igual a una constante k € Ry h = 011 atp) + gy

entonces se cumple

p(f+th) —o(f) _ [(k+th)(a)| + [k + thl([a, b]) — (|k] + |K[([a, b])
t t
_ [kt th(a)] + [t]|hi(a, 0]) — [F]
t
|k+t-0]+|t|-1—|k[ |t]
— ; ==

Luego no existe la G-derivada de ¢ sobre f, ya que

i P —0(f) 41— lim P(f +th) —o(f)

t—0— t t—0t+ t

Ahora, para f € BV[a,b] no es una constante y h = 0[, ays; + [f]([a, b)) L ass ), se

obtiene:
p(f +th) —e(f) _ |(f+th)(a)| + |f +th|(la,b]) — (If(a)] +|fI(a, b])
t t
_ |f(@)| +|f +thi(la,0]) — (|f(a)] + |f[(la, b])
t

Sit > 0, entonces
oS +1h) = olf) _ (@] + (1 +1f1(a ) = 7 (@)] = |£1(a, 1)
t - t
Sit <0, luego

A )= plf) e+ Ui t) ~ Wl = i) _ (’f = 1) £1(fa. b)),

= [f1([a, b]).

donde el orden de la anterior desigualdad es estricto, puesto que f no es una funcién
constante. Luego |f + th|([a,b]) > 0 y para t < 0 es claro t|h|([a,b]) < 0. Por lo tanto,
para h = 01j, aps) + | f1([a, b])](aTer’b], se tiene

lim o(f +th) — o(f) - 1im o(f +th) — o(f)

t—0+ t t—0— t

= —'—007
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donde el limite del lado derecho se obtiene de lim;_,o- % = lim;_,o- 1 — % = 400. Lo
cual implica que ¢ no es G-diferenciable para toda funcién f no constante. Por tanto,

se puede concluir que la norma ¢ no es G-diferenciable en ningin f € BV|[a, b]. m
El siguiente corolario es producto directo de los anteriores resultados.

Corolario 2.2.7. Si NBV|[a,b] es el espacio de Banach de las funciones reales normales
de variacion acotada con la norma o(f) = |f(a)| + |f|([a,b]). Entonces ¢ no es G-

diferenciable en ningin punto de N BV |a,b).

Observacion 2.2.8. La funcién a(f) = | f|([a, b]) es Lipschitz continua, ya que

a(f) = alg)l = [[f1([a, b]) = lg([a; )| < |f = gl([a, b]).

Por tanto, o : BV[a, b] — R es una funcién Lipschitz definida de un espacio no separable
a otro con la PRN, la cual no es G-derivable y por tanto no F-derivable en ningin
elemento perteneciente a BV |a, b)].

Sean «(-) v ¢(-) dos normas en el espacio vectorial X. Se dird que la norma «f(-) es
mds débil que la norma ¢(-), si la topologia inducida por la primera norma es més débil
que la topologia inducida por la segunda, esto es equivalente a la existencia de una
constante 5 > 0 tal que a(x) < Bp(z), para todo z € X. A continuacién, se hace una
observacion en la cual se muestra que para un par de normas, una mas débil que otra,

no se sigue cumpliendo la misma relacion de orden respecto a sus derivadas.

Observacién 2.2.9. La existencia de una norma «(:) més débil que una norma ¢(-)
no implica la existencia de un numero real §y tal que dga(x,h) < Bodgp(x,h). En
efecto, si se toma X = R? con elementos de la forma (z1,zs) y se definen las normas
a(z) = /23 + 23y p(x) = max{|z1|, |x2|}. Entonces se verifica que a(x) < Sp(x) para
B = /2 (més atin a(-) y ¢(-) son normas equivalentes). Por otro lado, dado z; > x5 > 0

y h = (a,b) se tienen las siguientes derivadas:

axy, + bxs

2 2
i

Jga(x,h) = y Ogp(x,h)=a.

En particular, si se toma (z1,x9) = (2, 1), se obtiene dga(x,h) = 2‘\‘/? y Ogp(z, h) = a.

Luego no existe 3y € R, tal que para todo h = (a,b) € R?, se cumpla

2a + b

V5

< Boya.
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A continuacién se enuncia y demuestra un pequeno lema, que a pesar de su sencillez
nos da una idea de del tamano de los conjuntos de G-diferenciabilidad y los no G-
diferenciables. Para este lema sera necesario tener en cuenta que un cono ) es un
subconjunto de un espacio real normado en el cual para todo x € ) y para todo
r € RT, se cumple rz € Q.

Lema 2.2.10. Sea Q un cono abierto del espacio de Banach X . Si existe un k € R\ {0}
tal que para todo r € RY y se define la funcién f sobre Q como f(rz) = r*f(x). Entonces

f es G-diferenciable en x si y solo si f es G-diferenciable en cx, para todo ¢ > 0.

Demostracion. Sea ¢ > 0, x € Qy h € X. Para t suficientemente pequeno y {2 un cono

se obtiene que = + th, cx, cx + th y ¢(x + th) = cx + cth pertenecen a . Por tanto, se

cumple
lim f(cx +th) — f(cx) _ lim f(ex + cth) — f(cx) — lim Fflx+th) — Ff(x)
t—0 t ct—0 ct t—0 t
g feth) S
t—0 t
L]

Observacién 2.2.11. Sea €2 un cono abierto del espacio de Banach X y = € €.

1. A todas las funciones f definidas sobre () para las cuales se cumple que existe un
k € R\ {0} tal que para todo r € R\ {0} tal que f(rxz) = |r|¥f(z), se les puede

aplicar la misma demostracién del lema anterior, obteniendo el mismo resultado.
2. De lo escrito anteriormente, una norma ¢(-) sobre X, cumple el lema precedente.

3. En el lema anterior también es posible concluir que si f no es GG derivable sobre
x, tampoco lo es en cx, para ¢ > 0, esto si f se define sobre ). Esto ultimo

igualmente se cumple en el caso que f sea una norma del espacio X.



Capitulo 3

G-derivada de funciones localmente

Lipschitz

En este capitulo, se mostraran algunas variaciones inéditas del Teorema de Phelps en
principio sobre espacios separables y de Hilbert, luego sobre espacios no separables para
obtener resultados similares al ya mencionado teorema. Ademds, se anaden algunos
resultados pertenecientes a la diferenciabilidad de funciones localmente Lipschitz y en

cuanto se progrese, se proponen algunos ejemplos que ilustren los avances.

3.1. Caso espacios separables y de Hilbert

En la Proposicién 1.4.10 y el Teorema 1.6.14 de este documento, se mostré respec-
tivamente que existia una relacién entre funciones G-diferenciables y funciones H-
diferenciables via funciones localmente Lipschitz y que un espacio de Banach es F-
Asplund si y sélo si su dual tiene la PRN. En este sentido, primero se mostrard un
resultado en el cual se pone de manifiesto que el Teorema de Phepls no habla exclusi-
vamente de funciones G-derivables, es en realidad un resultado que se acomoda a las
funciones H-diferenciables en cuya demostracion solo se aplica la Proposicién 1.4.10.
Luego se juega un poco con el Teorema 1.6.14, obteniendo una variacién del Teorema

de Phelps, en el cual se involucran los espacios de Asplund.

Corolario 3.1.1. Sea X un espacio de Banach separable. Si f cumple todas las hipotesis
del Teorema de Phelps, entonces f es H-diferenciable en el complemento de un conjunto

gausstano nulo de un abierto no vacio €2 de X.

72
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Teorema 3.1.2. Sean X un espacio de Banach separable, 2 C X un abierto no vacio
y Y un espacio dual con la PRN. Si v :Y' — Y, es H-diferenciable en todo Y’ y
T:Q — Y’ eslocalmente Lipschitz. Entonces Y es Asplund y existe un 7 :Q — Y que

es H-diferenciable, salvo en un conjunto gaussiano nulo.

Demostracion. Del Teorema de Phelps, T' es G-diferenciable salvo en un conjunto B¢
de medida gaussiana p(B¢) = 0, como T es localmente Lipschitz entonces T es H-
diferenciable salvo en B¢ y si se define 7 = 1 o T". Entonces de la regla de la cadena en
la H-derivada, se cumple parax € B,y €Y', he X y b € Y’ que:

8]-17'(.%, h) = 8Hw(y', h/) : 8HT(x, h),
por tanto, 7 es H-derivable en B y ademés

plr € X : 0g7(x,h) existe} = pf{x € X : 0ub(y',h') - OuT(x, h) existe}
= p{zr e X : 0T (z,h) existe} = u(B).
Es decir, p{z € X : Oy7(z, h) no existe} = u(B°), concluyendo lo requerido. O
Observacién 3.1.3.

(1) SiY =Y, es claro que este teorema coincide con el de Phelps.

(2) SiY tiene la PRN, sélo hay que demostrar en el teorema anterior que 7 es local-

mente Lipschitz.

De ahora en adelante, se hardn una serie de extensiones del Teorema de Phelps en
espacios no separables. Para ello, se iniciard con el siguiente teorema en espacios de
Hilbert.

Teorema 3.1.4. Si H es un espacio de Hilbert sobre R con norma o(-) = (-, )"/

)

entonces B = H \ {0y} es el conjunto de F-diferenciabilidad de o(-), con derivada
(z,h)
p(x)
por tanto, para toda medida gaussiana no degenerada p definida en H, se cumple que
u(B°) =0.

aFQO(fﬂ, h’) =

?

Demostracion. En efecto, para x # Oy, h € H, f(z) = (x,2) = ¢*(z) y u = 2 (x, h) se

cumple:

[l (W]

1f(x +th) = f(x) = 2(z, h)|| = |¢*(x + th) — p*(x) — 2 (z, h)|
= |{xz+h,x+h)— (x,x) —2(x, h)]
= |(z,z) + (x,h) + (h,z) — (x,z) — 2 (x, h)| =0,
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[l (Rl
IRl

que para todo y € R* la F-derivada de g(y) = y'/? existe, por (4) de la Proposi-

luego limy, ¢ = 0, entonces f es F-derivable sobre los x # 0g. Como es conocido

cién 1.4.10 se concluye que ¢ = g o f es F-derivable sobre los  # Og, con derivada

1 (x,h)
Opep(x,h) = Opg(f(x), 1) - Op f (2, h) = ——=-2(2,h) = ——,
2\/f(x) (@)
donde h € H, W e Ry f(x) € RT.
Por otro lado, si x = 0y, se cumple:
ol +th) — ¢z w(th t
it —ole) _ gt _ I

por tanto, ¢ no es G-diferenciable en 0. O

Observacion 3.1.5. En el libro de Dieudonne [26], Ejercicio 1, pagina 151 una versién
analoga al anterior teorema se puede enunciar en el caso de espacios prehilbertianos,
obteniendo los mismos resultados y los cuales generalizan el Teorema de Phelps en

espacios prehilbertianos de cualquier dimensién.

Definicién 3.1.6. Sea (E,«) un espacio normado. Se dice que « es una norma ro-
tunda, si para todo =,y € FE tal que a(z) = a(y) = 1y a(zr +y) = 2, se cumple
x=y.

En el caso de espacios de Hilbert, el siguiente resultado es consecuencia directa de la

anterior definicion y la ley del paralelogramo.
Teorema 3.1.7. Todo espacio de Hilbert H tiene norma o rotunda.
Observacién 3.1.8.

(1) El dual H' de un espacios de Hilbert H es isometricamente isomorfo a H.

(2) Se puede definir un producto interno ( ; ) en H’, tal que (H’, ( ; )) sea un espacio
de Hilbert con || - ||z = (; )2

(3) Todo espacio de Hilbert H es reflexivo.

Por otro lado, en el libro de Deville [23] se propone y se demuestra el siguiente teorema

para el dual £’ de un espacio de Banach FE.

Teorema 3.1.9. Si o en E' es una norma rotunda, entonces o es G-diferenciable

(G-derivable en todas partes menos en 0 € E).
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El siguiente es un ejemplo de espacio de Hilbert no separable que cumple con lo anterior.

Ejemplo 3.1.10. El conjunto de las funciones reales f : R — R que s6lo son diferentes

de cero en un conjunto finito o contable de puntos Sy tal que ersf |f(x)]?

producto escalar (f, g) = Y s, [(@)g(x) v |f] = (X, |F ()"

< 00 con

3.2. Caso espacios no separables

En el Teorema de Phelps se toma una funcién localmente Lipschitz con dominio en
un espacio de Banach X separable. A continuacién, se mostrard (ver también en [51])
que esta condicién se puede cambiar a espacios no separables, si se supone a el espacio
de Banach X como un limite proyectivo de espacios de Banach finito, en donde las
funciones conectoras cumplen la condicién de ser H-diferenciables. Para llegar a buen

término, se empezard enunciado y demostrando la siguiente proposicion original.

Proposicion 3.2.1. Dada una funcion f : Q@ C X — R localmente Lipschitz y no
constante sobre ningun abierto de ). Si f resulta de componer otras dos funciones
h:Y ->Ryp:Q—=Y, f(xr) =h(p(x)), entonces h es localmente Lipschitz.

Demostracion. Dado que f es localmente Lipschitz sobre x € 2, entonces existe B(x, 1),

k > 0 tal que para y € B(x,r), se cumple:
[f (@) = f(y)] = [h(p(z)) = h(p(y))| < kllz —ylx.

Si se supone que h no es localmente Lipschitz, entonces para todo kg > 0y y € B(x,r),
se tiene:

[i(p(x)) = h(p(y))] > kollp(z) — p(Y)lly-

Luego, utilizando la primera desigualdad

k k
Ip(z) = pWlly < —llz —yllx < =,
ko ko
para todo ko > 0, de lo que se concluye que p(x) = p(y) y a su vez que f(x) = f(y)
para todo y € B(z,r) C Q. Lo que contradice la hipdtesis en la cual se toma a f una

funcién no constante sobre ningun abierto de 2. O
Observacién 3.2.2.

(1) Sise toma en cuenta que dado t < s, para las funciones conectoras anteriormente
mencionadas y f € Cil(Xr) = Cr una funcién cilindrica, de la Observacion 1.2.8
se cumple que existen m; € Cil(X;) = Cp y ms € Cil(Xs) = Cs, tal que

f =My O Py = Mg O Ps.
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(2) Si f, my, p, son H-diferenciables entonces para f = my o p;, se cumple:

Ou f(x, h) = O [mi(p:)(x, h)] = Oumy(pi(z, h))Oupi(z, h).

Por tanto, la existencia de dymy(z:, h) implica la existencia de Oy f(x, h).

En el siguiente teorema, se hard la extensién del Teorema de Phepls en el caso de
funciones cilindricas y localmente Lipschitz, definidas sobre un limite proyectivo Xr, el

cual se supondra no separable.

Teorema 3.2.3. Sea X un espacio de Banach no separable, el cual es limite proyectivo
de la familia de espacios de dimension finita (X;)ier con proyecciones t-esimas py y
Q C Xp un abierto. Sea f : Q2 — R una funcion cilindrica y localmente Lipschitz,
donde f(x) = my o pi(x), no constante sobre ningin abierto de Q. Si vy pr = pe()

medidas gaussianas definidas sobre X1 y sobre X; respectivamente. Entonces
p({x € Q: 0qf(x,h) no existe} N ) = 0.

Demostracion. Como f(x) = myopy(x) es localmente Lipschitz, de la Proposicién 3.2.1
se obtiene que m; es localmente Lipschitz. Como X; es de dimensién finita, R tiene la
PRN y m; : X; — R. Entonces del Teorema de Phelps aplicado a cada m;, se cumple
que

pi({ze € Q4 : Ogmy(xt, h) no existe}) = 0, donde p(2) = Q.

Por otro lado, como p;(+) es continua sobre € y por tanto medible, se obtiene

p({z € Q: dgf(x,h) no existe}) = u(p; ({x € Q4 : dgmyi(s, h) no existe}))
= w({zy € Q1 dgmy(xy, h) no existe}).

Todo lo cual implica que p({z € Q: dg f(x,h) no existe}) = 0. O

Observacion 3.2.4. Si se define a f = my o p;(z) sobre Cr(Z) (Cr(Z) el conjunto
de funciones continuas de X7 en Z), m; sobre Cy(Z) (Cy(Z) el conjunto de funciones
continuas de X; en Z), para Z un espacio de Banach con la PRN, si se extiende la
demostracion de la Proposicién 3.2.1 de R a Z y si se asumen las restantes condiciones
del teorema anterior. Entonces se demuestra de igual manera a lo hecho anteriormente
que pu({x € Q: dgf(x, h) no existe}) = 0.

En los siguientes ejemplos, se mostrara que le sucede a una funciéon Lipschitz definida

sobre un espacio de Banach, la cual cumple con las hipétesis de la observacion anterior.
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Ejemplo 3.2.5. Dado que ¢*°(R) un espacio de Banach no separable, con la nor-
ma ||z]|s = Supgey |2k, se puede definir como el limite proyectivo de espacios finitos

(R™)pen. Si se define f: £*(R) — [0, 00), como la serie convergente
_ _N Lo
f(x) _f(xla"' 7$n7"') _Z?
k=1

esta funcién es continua, ya que del punto (2) de la Observacién 1.4.8 basta con demos-

trar que es Lipshitz en ¢>°(R) y en efecto, para =,y € (*°(R) se cumple que
- |Ik - ykl — |z — |l
yolmoul oyl -l
k=1 k=1 k=1
luego > 72, %;Qy’“‘ converge y como |z — yr| < || — y||s para todo k € N, entonces
el — Tyl !xk—ykl Hx—yHoo
> —m Z Z
k=1

< 7 -yl Z w2 Sl =yl

k=1

[f(z) = fly)| =

Por lo tanto, existe un kg = 1 tal que para todo z,y € ¢>°(R), se cumple

|f () = fW)] < Kollz — Y|

Por otro lado, para x € (*(R) se puede afirmar que p; : £*°(R) — R’ definida como
p(x) = (21, ,2) y my : RY — R definida como my(zy,--- ,2) = S, |,ﬁ—’5| son

funciones continuas, ya que respectivamente se cumple:

t

t t
Lk — Yk
Z|$k—yk|§t||$—y||oo Yy Z%SZI%—%I-
k=1 k=1

k=1

Es decir, p; y m; son funciones Lipschitz y se puede aplicar el punto (2) de la Observa-
cién 1.4.8.

Ademds, es clara la existencia de medidas gaussianas p; para cada R’y por lo hecho
en la Seccién 2.4.3 de Vakhania [74], se demuestra que existe una medida p gaussiana

sobre RN, la cual cumple que p(¢*(R)) = 1.
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Observacidén 3.2.6. Sean (' (R) y £*°(R) dos espacios con sus respectivas normas usua-
les || [leew) ¥ || - lleso(my- Si se toman h = (hy)pen € (°(R) y T : £2°(R) — £(R) una

transformacién lineal continua e inyectiva definida por

T((wner) = (3)

n?
Esta funcion es Fréchet diferenciable en todas partes con derivada

OrT (2, h) = T(h).

Si@() = |- lew) v se toma k = (ky)nen € ¢*(R), del Teorema 2.1.9 la norma ¢ es
G-diferenciable sobre el conjunto de las sucesiones (z,)neny € ¢*(R), tales que z,, # 0

para todo n € N, con derivada

Ogp(z, k) = Z sig(xpy)ky.

n

Por otro lado, para todo h € ¢>°(R) la funcién f : ¢>°(R) — R definida por

|0

f(z)=@(T(z)) =)

)
n2

es G-diferenciable sobre el conjunto de las sucesiones (x,,),en € (°(R), tales que x,, # 0

para todo n € N, con derivada
aGf(x> h) = aGS0<T<x>7T(h)) = ZSZg(xn)F'
n=1

Por tanto, aunque la regla de la cadena no vale para la derivada de Gateaux, en lo

hecho anteriormente es posible aplicar esta regla, puesto que

Og(poT)(x,h)=0qf(x,h) = 0cp(T(x),T(h)) = dgp(T(x)) o T'(h)
=0gp(T(x)) 0 OcT (x, h).

Ademas, la funcién f es otra norma en ¢, (R) que cumple:

F(@) < allo || (1/72)

‘ 1

A continuacién, se proponen algunas extensiones del Teorema 3.2.3, en las cuales se

establecen espacios de llegada distintos a RR.
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Proposicion 3.2.7. Suponiendo las mismas hipotesis del Teorema 3.2.3, con f con-
tinua y tomando g una funcion Lipschitz de R en R™. Entonces para H = g o f,
f(z) = myop(x), H es G-diferenciable excepto en un conjunto de medida gaussiana

nula con respecto al abierto 2 del teorema referido.

Demostracion. Utilizando el Teorema 3.2.3, para p una medida gaussiana sobre Xy,
se cumple que u({z € Q : Iy f(z,h) no existe}) = 0. Por otro lado, del Teorema de
Rademacher se cumple que dyg(t), t € R, existe excepto en un conjunto de medida

gaussiana nula, en este caso Lebesgue nula de R. Por lo tanto

aHH(xah) :aHg(f(x)aﬁ)aHf(xvh)v heR.

De lo cual,

p({z e Q:0gH(x, h) no existe})
=pu({zx € Q:0ug(f(z

<ul{r € Q: Oug(f(a

—u({z € Q: dug(f(x),h) no existe}) +0
=\({t € R: Oug(t,h) no existe}) =0,

), h) no existe} U{x € Q: 0y f(x, h) no existe})

), h) no existe}) + p({x € Q: Oy f(x, h) no existe})

donde la tltima igualdad es debida a la continuidad de f. O]

Proposicion 3.2.8. Suponiendo las mismas hipotesis del Teorema 3.2.3, con [ conti-
nua y tomando g una funcion localmente Lipschitz de R en un espacio Y con la PRN.
Entonces, para H = go f, f(x) = my o pi(z), H es G-diferenciable excepto en un
congunto de medida gaussiana nula, con respecto al abierto € del teorema referido.

Demostracion. Utilizando el Teorema 3.2.3, el Teorema de Phelps y aplicando un pro-

ceso similar a la proposicion anterior, se obtiene el resultado. O

Corolario 3.2.9. Suponiendo las mismas hipdtesis de la proposicion anterior, tomando
Y = X' el espacio dual de un espacio de Banach X y si ) : X' — X es H-diferenciable.
Entonces X es Asplund y T =1poH : Q C Xr — X es H-diferenciable salvo un conjunto

gausstano nulo.

Demostracion. Dado que H = g o f, para f y ¢ localmente Lipschitz, entonces
H : Q — X' es localmente Lipschitz. Por lo tanto, de lo hecho en la proposicién
anterior y lo hecho en el Teorema 3.1.2, se concluye que 7 = ¢ o H es H-diferenciable

salvo en un conjunto gaussiano nulo. O]



Conclusiones

No es posible la extension del Teorema de Phelps en todo espacio de Banach no sepa-
rable. En efecto, en el Capitulo 3 se muestra el caso de la seminorma limsup,, |z,| del
espacio no separable /*°(R) y los casos de las normas en los espacios L>(2), BV|a, b|
y NBV]a,b] como ejemplos de funciones localmente Lipschitz las cuales no son G-

diferenciables en ningin punto.

Sea T un espacio metrizable. El conjunto de todas las x € C(T), en las cuales

(x) = sup,er |2(t)| es G-diferenciable, es denso.

La norma ¢(f) = [ |f(z)|dz del espacio L'(R), es G-diferenciable sobre el conjun-
to de las F € L'(R) tales que F posee un posee un representante f que cumple
infp, g | f(2)] > 0, para todo o, 5 € R.

El complemento del conjunto de todos las € ¢*°(R) tal que ¢(x) = sup, |z,| es G-

diferenciable, tiene medida gaussiana cero.

Se establecié una extension del Teorema de Phelps sobre espacios separables a funciones

con valores en espacios de Asplund.

Se establecieron algunos resultados sobre normas en espacios de Hilbert y otras conse-
cuencias en los cuales se relacionan funciones localmente Lipschitz y las normas de los

espacios de partida de estas funciones.
Se establecio una extension del Teorema de Phelps en el caso de espacios no separables,

para limites proyectivos y funciones cilindricas localmente Lipschitz con valores en R,

R™ y sobre espacios con la PRN.
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