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Resumen

John Coleman Moore dirigió el Seminar on Algebraic Homotopy Theory en la
Universidad de Princeton en 1956 y en el capítulo 1 de las recapitulaciones,
de�nió la categoría de los conjuntos simpliciales y la homotopía en esa cate-
goría. Después dio una condición su�ciente y necesaria para la homotopía de
dos funciones simpliciales f, g : X −→ Y , usando una familia de funciones
ki : Xq −→ Yq+1, para i = 0, . . . , q y q ∈ N

⋃
{0}. Esta familia es de interés

puesto que las ki pasan a homotopía a nivel de complejos de cadenas donde se
tiene además el concepto de homología y se cumple el axioma de homotopía.
Así que saber cómo se lleva el paso de homotopía a la familia de funciones ki
es crucial para generalizar el axioma de homotopía en teorías de homología
simpliciales. En este trabajo se presenta una explicación sobre donde surgen
las ki.

Palabras clave: Conjuntos simpliciales, grupos abelianos simpliciales,
homotopía, transformaciones naturales, arco-conexidad.

Abstract

John Coleman Moore led the Seminar on Algebraic Homotopy Theory at
Princeton University in 1956. In chapter 1 of the summaries, he presen-
ted the category of simplicial sets and its homotopy. Later he gave a su-
�cient and necessary condition for the homotopy of two simplicial functions
f, g : X −→ Y , using a family of functions ki : Xq −→ Yq+1, for i = 0, . . . , q
and q ∈ N

⋃
{0}. This family is of interest because the ki become homotopy

in the complex chains level which has as well the concept of homology and
the homotopy axiom holds. So, how homotopy is carried over to the family
ki, is crucial in order to generalize the homotopy axiom. Here we explain how
such functions ki arise.

KeyWords: Simplicial sets, simplicial abelian groups, homotopy, natural
transformations, arc-connectedness.



Introducción

Para de�nir la homotopía de dos funciones simpliciales, John C. Moore1 usó
el concepto de producto cartesiano de conjuntos simpliciales y como parte
del proceso de�nió elementos similares a los simplejos topológicos ∆n de los
cuales ∆1 ∼= I (I es el intervalo unidad [0,1]). Así aparecen los conjuntos
simpliciales ∆[q] para q ∈ N

⋃
{0} y ∆[1] es el intervalo unidad utilizado

en homotopía simplicial. Después de de�nir la homotopía de dos funciones
simpliciales f, g : X −→ Y por medio de una función simplicial H entre el
cilindro X × ∆[1] y el conjunto simplicial Y , Moore dio una condición su-
�ciente y necesaria para homotopía por medio de una familia de funciones
ki : Xq −→ Yq+1 para i = 0, . . . , q.
Con el objeto de dar una explicación del paso de homotopía en los conjuntos
simpliciales a la familia de funciones propuesta por Moore, se presentan tres
(3) capítulos cuyos contenidos son:
El capítulo 1 está referido a la de�nición de funtores adjuntos por medio
de transformaciones naturales y con esto, en los sistemas homotópicos, se
demuestra la equivalencia de la homotopía a izquierda y a derecha cuando
el cilindro y co-cilindro son funtores adjuntos (Por simplicidad las llamamos
homotopías adjuntas). También en este capítulo se presentan dos funtores Fλ
y Gλ de�nidos por una transformación natural λ. Aparentemente este tipo
de adjunción daba una versión diferente de la demostración de la equivalen-
cia de las homotopías adjuntas, pero se demuestra que Fλ y Gλ es un par
adjunto sólo si λ es un isomor�smo natural. Aplicado a sistemas homotópico
sólo se produce homotopía trivial y el proceso debió ser descartado. Sin em-
bargo la equivalencia de homotopías adjuntas pudo explicarse por medio de

1John Coleman Moore (nacido en Staten Island (Nueva York), 27 de mayo 1923) fue un
matemático estadounidense. Recibió su doctorado en 1952 en la Universidad de Brown,
bajo la supervisión de George W. Whitehead. http://en.wikipedia.org/wiki/John_
Coleman_Moore
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mecanismos menos fuertes que adjunción pero llevados a cabo en categorías
de mor�smos de la categoría original.

En el capítulo 2 se aplicó lo hecho en el capítulo 1 a conjuntos simpliciales y
en particular a los grupos abelianos simpliciales.

Finalmente en el capítulo 3 se proponía que la familia de funciones ki dadas
por Moore en su seminario [4], surgían a partir de la función de homotopía a
derecha K : X −→ Y ∆[1], puesto que para un conjunto simplicial Y ,

(
Y ∆[1]

)
0

es igual a Y1 y K0 : X0 −→ Y1, como el caso de Moore. Se trató de veri�car
que en los demás niveles sucedía lo mismo, para, en caso dado, pasar a buscar
la familia ki. El desfase no sucedió en los niveles superiores con lo cual esta
opción se descartó. En cambio se encontró una explicación por medio de la
descomposición de cada nivel q de X × ∆[1] en una reunión disjunta �nita
(q + 2-veces) de copias de Xq.
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Capítulo 1

Efecto de las adjunciones en
mor�smos entre funtores

En algunos textos de�nen funtor adjunto como en el libro Introduction to the
theory of categories and functors [1], en el cual esta de�nido como sigue:

Sean A, B dos categorías y F : A −→ B, G : B −→ A dos funtores entonces
F y G son adjuntos si existe un isomor�smo natural entre HomB(F (A), B)
y HomA(A, G(B)).

En este capítulo se presenta una versión equivalente de esta de�nición, toma-
da del libro Homotopical algebra [5], la cual es importante para demostrar
la equivalencia entre la homotopía a izquierda y a derecha cuando el cilin-
dro y co-cilindro son funtores adjuntos (Homotopías adjuntas) y con esto
se demuestra la equivalencia de la homotopía a izquierda y a derecha en la
categoría de los conjuntos simpliciales.

Por todo el capítulo consideremos A, B dos categorías y A F−→ B, B G−→ A
dos funtores covariantes.

1.1. Funtores adjuntos

Los funtores se pueden también considerar como los objetos en una ca-
tegoría, los eventuales mor�smos son las transformaciones naturales donde
Hom(F, G) 6= φ si DomF = DomG y CodF = CodG. Usamos la notación

1
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normal de Trans(F, G) en cambio de Hom(F, G). Se verá que si (F1, G1) y
(F2, G2) son pares adjuntos entonces hay una biyección entre Trans(F1, F2)
y Trans(G2, G1).

De�nición 1.1.1. (Isomor�smo Natural) Una transformación natural
λ : F −→ G tal que λA es un isomor�smo para todo A ∈ ObjA, será
llamada un isomor�smo natural.

Notación 1.1.1. Sea C una categoría, entonces denotaremos al funtor iden-
tidad I : C −→ C como IC.

De�nición 1.1.2. (Funtores adjuntos)

1. Decimos que (F,G) es un par adjunto ó que F y G son funtores adjuntos
si existen transformaciones naturales ψ : IA −→ GF y ϕ : FG −→ IB,
tales que para cada A ∈ ObjA y cada B ∈ ObjB las funciones

HomB(F (A), B)
( )∗AB−→ HomA(A,G(B))

α 7−→ α∗ = G(α) ◦ ψ
A

y

HomA(A,G(B))
( )∗AB−→ HomB(F (A), B)

β 7−→ β∗ = ϕ
B
◦ F (β)

son inversas una de la otra.

2. Las transformaciones naturales ψ y ϕ son llamadas transformaciones
de adjunción.

3. Las funciones α 7→ α∗ y β 7→ β∗ son llamadas isomor�smos de adjun-
ción ó isomor�smos adjuntos de (F,G).

4. Si (F,G) es un par adjunto decimos que F es adjunto a izquierda de G
y que G es adjunto a derecha de F.
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Notación 1.1.2. Decimos que el diagrama

conmuta, si λ ◦ ρ = η ◦ γ, gra�camente se presenta de la siguiente manera

Es natural preguntarse si ( )∗AB y ( )∗AB, para A ∈ A y B ∈ B, son transfor-
maciones naturales, puesto que al ser una la inversa de la otra obtendríamos
un isomor�smo natural de HomB(F (A), B) a HomA(A,G(B)). La respuesta
a este interrogante se demuestra en la siguiente proposición desarrollada en
este trabajo.

Proposición 1.1.1. Si ψ : IA −→ GF y ϕ : FG −→ IB son transforma-
ciones naturales, entonces

HomB(F (A), B)
( )∗AB−→ HomA(A,G(B))

α 7−→ (α)∗ = G(α) ◦ ψ
A

HomA(A,G(B))
( )∗AB−→ HomB(F (A), B)

β 7−→ β∗ = ϕ
B
◦ F (β)

para A ∈ A y B ∈ B, también lo son.

Demostración. Para f ∈ HomA(A1, A) y g ∈ HomB(B,B1) (A,A1 ∈ ObjA
y B,B1 ∈ ObjB) se de�ne lo siguiente:

1. Para β ∈ HomB(F (A), B), Hom(F (f), g)(β) se de�ne como
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HomB(F (f), g)(β) = gβF (f)

2. Para ρ ∈ HomA(A,G(B)), Hom(f,G(g))(ρ) se de�ne como

HomA(f,G(g))(ρ) = G(g)ρf

Por tanto la conmutatividad de

Figura 1.1

es equivalente a la conmutatividad de

Figura 1.2

Entonces ( )∗AB es una transformación natural.

Por otro lado la conmutatividad de

Figura 1.3
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es equivalente a la conmutatividad de

Figura 1.4

Entonces ( )∗AB es una transformación natural. �

Observación 1.1.1. Para F, G dos funtores covariantes se cumple que si

ψ, ϕ son transformaciones naturales entonces también lo son G
ψ
G−→ GFG,

F
F (ψ)−→ FGF , GFG

G(ϕ)−→ G, FGF
ϕ
F−→ F .

Los isomor�smos de adjunción ( )∗ y ( )∗ son determinados y determinan
a las trasformaciones de adjunción ψ y ϕ. Si los isomor�smos son dados
entonces las transformaciones son obtenidas de la siguiente manera

HomB(F (A), F (A))
( )∗−→ HomA(A,GF (A)))

1F (A) 7−→ (1F (A))
∗ = ψA

y

HomA(G(B), G(B))
( )∗−→ HomB(F (G(B)), B)

1G(B) 7−→ (1G(B))∗ = ϕB

Dadas dos transformaciones naturales ψ y ϕ, estas de�nen dos transforma-
ciones ( )∗ y ( )∗, por proposición 1.1.1, pero es de interés saber cuando estas
transformaciones son isomor�smos naturales. Esto se obtiene bajo las condi-
ciones que mencionaremos en la siguiente proposición tomada del libro Sim-
plicial Objects on algebraic homotopy theory [3], las cuales son importantes
para la demostración de la equivalencia entre las homotopias adjuntas.

Proposición 1.1.2. Sean IA
ψ−→ GF y FG

ϕ−→ IB transformaciones natu-
rales y los mor�smos

HomB(F (A), B)
( )∗−→ HomA(A,G(B))
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y

HomA(A,G(B))
( )∗−→ HomB(F (A), B)

de�nidos por estas transformaciones respectivamente como en la proposición
1.1.1 entonces

1. ( )∗ ◦ ( )∗ = 1 si y solo si G
ψG−→ GFG

Gϕ−→ G es la transformación
natural idéntica1.

2. ( )∗ ◦ ( )∗ = 1 si y solo si F
Fψ−→ FGF

ϕF−→ F es la transformación
natural idéntica.

Demostración. Probaremos 1. La demostración de 2 es similar.
Sea f ∈ HomA (A,G (B)), entonces el siguiente diagrama conmuta:

Figura 1.5

Luego si GϕB ◦ ψG(B) = 1G(B) entonces GϕB ◦ ψG(B) ◦ f = f entonces
( ( f )∗)

∗ = f (por la igualdad en el diagrama de la �gura 1.5). Por otro la-
do tomando f = 1G(B), si ( ( f )∗)

∗ = f entonces GϕB ◦ ψG(B) ◦ f = f así
GϕB ◦ ψG(B) ◦ 1G(B) = 1G(B) entonces GϕB ◦ ψG(B) = 1G(B). �

Como se mencionó en el inicio de este capítulo, otros textos de�nen fun-
tores adjuntos por medio de la existencia de un isomor�smo natural entre
los conjuntos HomB(F (A), B) y HomA(A, G(B)). En el siguiente teorema
demostraremos que esta de�nición es equivalente a la de�nición 1.1.2, la cual
es importante para demostrar la equivalencia entre las homotopías adjuntas.
Para el desarrollo de la demostración de la equivalencia de las de�niciones de
funtor adjunto, se utilizaron ideas tomadas del libro Introduction to theory

1λ : F −→ F es la transformación idéntica si λA = 1F (A) para todo A ∈ ObjA
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of categories and functors [1], las cuales fueron importante para demostrar
la condición necesaria.

Teorema 1.1.1. Los funtores F y G son adjuntos si y solamente si existe un
isomor�smo natural entre los conjuntos HomB(F (A), B) y HomA(A, G(B))

Demostración. (Condición su�ciente) Por la de�nición 1.1.2 ( )∗AB es una
función uno a uno y sobre y por la proposición 1.1.1 ( )∗AB es una transfor-
mación natural, por lo tanto ( )∗AB es un isomor�smo natural.

(Condición necesaria) Supongamos que

δ(A,B) : HomB(F (A), B) −→ HomA(A, G(B))

es un ismor�smo natural y se de�ne

HomB(F (A), F (A))
δ(A,F (A))−→ HomA(A,GF (A)))

1F (A) 7−→ δ(A, F (A))[1F (A)] = ψA

y

HomB(F (A), B)
( )∗AB−→ HomA(A,G(B))

α 7−→ α∗ = G(α) ◦ ψ
A

ahora como δ es un isomor�smo natural entonces para u ∈ HomB(F (A), B)
se cumple que

por lo tanto δ(A,B)[u] = G(u) ◦ δ(A,F (A))[1F (A)] = G(u) ◦ ψA es decir
que δ(A,B) = ( )∗AB, luego por la proposición 1.1.1, la conmutatividad del
siguiente diagrama
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es equivalente a la conmutatividad de

tomando B = B1 = F (A) y g = β = 1F (A), se concluye que ψ : IA −→ GF
es una transformación natural.

Análogamente tomando

HomA(G(B), G(B))
δ−1(G(B), B)−→ HomB(B,FG(B))

1G(B) 7−→ δ(G(B), B)[1G(B)] = ϕB

y

HomA(A,G(B))
( )∗AB−→ HomB(F (A), B)

β 7−→ β∗ = ϕ
B
◦ F (β)

se demuestra que δ−1(A, B) = ( )∗AB y que ϕ : GF −→ IB es una transfor-
mación natural. �

Antes de mostrar la relación entre las transformaciones naturales de adjun-
tos a derecha con la transformaciones naturales de adjuntos a izquierda, pre-
sentaremos la de�nición de la composición de dos transformaciones naturales
y algunas propiedades de estas.
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De�nición 1.1.3. Sean F1, F2, F3 : A −→ B tres funtores covariantes y
λ1 : F1 −→ F2, λ2 : F2 −→ F3 dos transformaciones naturales. Se de�ne
la composición λ2 ◦ λ1 : F1 −→ F3 para A perteneciente a ObjA como
(λ2 ◦ λ1)A = (λ2)A ◦ (λ1)A.

Corolario 1.1.1. λ2 ◦ λ1 dado en la de�nición 1.1.3 es una transformación
natural.

Demostración. Por hipótesis λ1 y λ2 son transformaciones naturales entonces
para f ∈ HomA(A,B), se cumple que

es decir

Por lo tanto λ2 ◦ λ1 es una transformación natural. �

Teorema 1.1.2. Sea λ : F1 −→ F2 una transformación natural, entonces si
λ−1 : F2 −→ F1 existe, esta también es una transformación natural.

Demostración. Por hipótesis λ es una transformación natural, entonces para
f ∈ HomA(A, B) se cumple que
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es decir que λB ◦ F1(f) = F2(f) ◦ λA, ahora componiendo a la izquierda
por λ−1

B obtenemos F1(f) = λ−1
B ◦ F2(f) ◦ λA y componiendo a la derecha

esta última igualdad por λ−1
A , obtenemos F1(f) ◦ λ−1

A = λ−1
B ◦F2(f), así para

f ∈ HomA(A, B) se cumple que

por lo tanto λ−1 es una transformación natural.�

Consideremos dos adjunciones

A F1−→ B G1−→ A y A F2−→ B G2−→ A

Denotaremos a las transformaciones de adjunción por

I
ψi−→ GiFi y FiGi

ϕi−→ I para i = 1, 2.

y a las funciones de adjunción por

HomB(Fi(A), B)
( )∗i−→ HomA(A,Gi(B))

y

HomA(A,Gi(B))
( )∗i−→ HomB(Fi(A), B)

para i = 1, 2.

Demostremos que existe una biyección entre las transformaciones naturales
de los adjuntos a derecha con las transformaciones naturales de adjuntos a
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izquierda. La siguiente proposición y su demostración fue tomada del libro
Homotopical Algebra [5], sin embargo, en ese libro, para demostrar que la
función es biyectiva, se presentó su función inversa, pero no se demuestra
explícitamente que lo sea. En este trabajo demostramos explícitamente que
la función presentada si es la función inversa.

Proposición 1.1.3. Sean (Fi, Gi) con i = 1, 2 pares adjuntos, entonces:
Existe una función biyectiva Trans (F1, F2) −→ Trans (G2, G1) que deno-
taremos λ −→ λ̄ tal que:

1. Si F1 = F2 y G1 = G2, entonces λ es la transformación idéntica si y
solo si λ̄ es la transformación idéntica.

2. Si (F3, G3) es otro par adjunto sobre las mismas categorías y además
λ : F1 −→ F2 y η :F2 −→ F3 son transformaciones naturales entonces
ηλ = λη.

3. λ es un isomor�smo natural si y solo si λ lo es.

Demostración. Recordemos que para cada A ∈ ObjA, F1 (A)
λA−→ F2 (A).

De�niremos G2 (B)
λB−→ G1 (B). Para esto consideramos λ en G2 (B), es decir

F1G2 (B)
λG2(B)−→ F2G2 (B)

el cual componemos con ϕ2
B para obtener

F1G2 (B)
λG2(B)−→ F2G2 (B)

ϕ2
B−→ B

es decir

F1G2 (B)
ϕ2
B◦λG2(B)−→ B

ahora aplicamos a esta composición el isomor�smo de adjunción ( )∗1 para
obtener λB, es decir

HomB(F1G2(B), B)
( )∗1−→ HomA(G2(B), G1(B))

ϕ2
B ◦ λG2(B) 7−→ (ϕ2

B ◦ λG2(B))
∗1 = λB
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Para demostrar que la asignación λ 7−→ λ es biyectiva, simplemente daremos
su función inversa que denotaremos

Trans(G2, G1) −→ Trans(F1, F2)

β 7−→ β

De nuevo recordemos que G2(B)
βB−→ G1(B) para cada B ∈ ObjB, en parti-

cular cuando B = F2(A) se obtiene

G2F2(A)
βF2(A)−→ G1F2(A)

el cual componemos con ψ2
A para obtener

A
ψ2
A−→ G2F2(A)

βF2(A)−→ G1F2(A)

es decir

A
βF2(A)◦ψ2

A−→ G1F2(A)

Ahora aplicando a esta composición el ismomor�smo de adjunción ( )∗1
tenemos β, es decir

HomB(A,G1F2(A))
( )∗1−→ HomA(F1(A), F2(A))

βF2(A) ◦ ψ2
A 7−→ (βF2(A) ◦ ψ2

A)∗1 = β
A

Mostremos que en efecto
(
λ
)

= λ. Nótese que por λ ser transformación

natural y por (F2, G2) ser un par adjunto (Proposición 1.1.2 ítem 2) se cumple
que

Figura 1.6
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Por otro lado
(
λ
)
A
es igual a la siguiente composición:

Figura 1.7

Ahora por ψ1 y ϕ1 ser transformaciones naturales, por diagrama de la �gura
1.6 y por (F1, G1) ser un par adjunto (Proposición 1.1.2 ítem 2) se cumple
el siguiente diagrama:

Figura 1.8

lo cual muestra claramente que
(
λ
)
A

= λA. De manera analoga se demuestra

también que
(
β
)
B

= βB

Demostremos que ( ) : Trans(F1, F2) −→ Trans(G2, G1) tiene las tres
propiedades mencionadas en esta proposición:

1. Nótese que si λ es la transformación idéntica (λA = 1F1(A) = 1F2(A))
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entonces

λB = (ϕ2
B ◦ λG2(B))

∗1

= (ϕ2
B)∗1

= ((1G2(B))∗1)∗1

= 1G2(B)

ahora si λ es la transformación idéntica (λB = 1G2(B)) entonces

λA = (λ)
A

= (λF2(A) ◦ ψ2
A)∗1

= (ψ2
A)∗1

= ((1F2(A))
∗1)∗1

= 1F2(A)

2. Notemos que el siguiente diagrama conmuta:

En efecto tenemos que la función

HomB(F2G3(B), B)
( )∗2−→ HomA(G3(B), G2(B))

es 1-1. Así basta con mostrar que ϕ2
B ◦ F2 (ηB) y ϕ3

B ◦ ηG3(B) tienen
la misma imagen bajo esta función. La parte derecha superior tiene
imagen ηB por de�nición de esta última y en cuanto a la parte inferior
izquierda

F2G3(B)
F2(ηB)−→ F2G2(B)

ϕ2
B−→ B
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notamos que es igual a (ηB)∗2, la cual es enviada por la función ( )∗2

en
((ηB)∗2)∗2 = ηB

Por otro lado como λ es una transformación natural, entonces

Figura 1.9

Si enviamos por G1 al diagrama de la �gura 1.9 y le aplicamos ψ1 a la
izquierda, obtenemos el siguiente diagrama

Figura 1.10

Nótese que la parte inferior del diagrama de la �gura 1.10 es precisa-
mente λB y que la composición externa y superior es (ηλ)B. Así tenemos
que (ηλ)B = λBηB y como B fue arbitrario se obtiene ηλ = λ ◦ η.

3. Nótese que si λ : F1 −→ F2 es un isomor�smo natural, entonces existe
η : F2 −→ F1 tal que λ◦η = 1F2 y η◦λ = 1F1 , así la conclusión es clara
puesto que (η ◦ λ = 1F1 y λ ◦ η = 1F2) ←→ (η ◦ λ = 1F1 y λ ◦ η = 1F2)
←→ (λ ◦ η = 1G1 y η ◦ λ = 1G2).
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(Fin de demostración de la proposición 1.1.3)�

En la siguiente sección veremos cómo por medio de la biyección de la proposi-
ción 1.1.3, en un sistema homotópico a izquierda, donde el cilindro tenga un
funtor adjunto, se construye un sistema homotópico equivalente el cual genera
la relación de homotopía a derecha. Por medio de estos sistemas homotópi-
cos y con la de�nición de funtor adjunto (De�nición 1.1.2.), se demuestra la
equivalencia entre la homotopía a izquierda y a derecha. Con esta biyección
también se muestra cómo una transformación natural λ de�ne dos funtores
Fλ y Gλ, los cuales son adjuntos cuando λ es un isomor�smo natural.

1.2. Sistemas homotópicos

En esta parte se de�nirá sistema homotópico a izquierda, sistema homotópico
a derecha y cuándo dos mor�smos son homótopos a izquierda y a derecha.
Posteriormente se procederá a demostrar la equivalencia de las homotopías
mencionadas cuando el cilindro y el co-cilindro son funtores adjuntos.

De�nición 1.2.1. (Sistema homotópico a izquierda) Un sistema ho-
motópico a izquierda en una categoría A, es una cuádrupla η = (F, d0, d1, s)
donde F : A −→ A es un funtor covariante el cual llamaremos cilindro, y
di : IA −→ F, s : F −→ IA son transformaciones naturales tal que s ◦di = 1
donde 1 denota la transformación idéntica IA −→ IA para i = 0, 1.

De�nición 1.2.2. (Sistema homotópico a derecha) Un sistema ho-
motópico a derecha en una categoría A, es una cuádrupla η = (G,D0, D1, S)
donde G : A −→ A es un funtor covariante el cual llamaremos co-cilindro,
y Di : G −→ IA, S : IA −→ G son transformaciones naturales tal que
Di ◦ S = 1 para i = 0, 1.

A continuación se de�nirá la relación de homotopía en el sistema homotópico
a izquierda y a derecha.

De�nición 1.2.3. (Homotopía a izquierda y Homotopía a derecha)

1. Sea η = (F, d0, d1, s) un sistema homotópico a izquierda sobre A y
f, g : A −→ B (A,B ∈ ObjA) dos mor�smos de A, entonces decimos

que f es η-homótopo a g ó que f y g son homótopos a izquierda (f
η∼ g)

si existe un mor�smo H : F (A) −→ B tal que
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Figura 1.11

2. Sea η = (G,D0, D1, S) un sistema homotópico a derecha sobre A y
f, g : A −→ B (A,B ∈ ObjA) dos mor�smos de A, entonces decimos

que f es η-homótopo a g ó que f y g son homótopos a derecha (f
η∼ g)

si existe un mor�smo K : A −→ G(B) tal que

Figura 1.12

Recordemos que para el sistema homotópico η = (F, d0, d1, s), di : IA −→ F
(i = 0, 1) y s : F −→ IA son transformaciones naturales. Asumiendo que
F : A −→ A tiene un funtor adjunto G : A −→ A y usando la función
biyectiva

Trans(IA, F ) −→ Trans(G, IA)

λ 7−→ λ
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denotamos a di como Di : G −→ IA (i = 0, 1) y usando la función biyectiva

Trans(F, IA) −→ Trans(IA, G)

ρ 7−→ ρ

denotamos a s como S : IA −→ G. Por η ser un sistema homotópico a
izquierda tenemos s ◦ di = 1, entonces 1 = s ◦ di = di ◦ s = Di ◦S (i = 0, 1) y
η = (G,Do, D1, S) es un sistema homotópico a derecha. Ahora los siguientes
diagramas

Figura 1.13

se corresponden biunívocamente, es decir que f
η∼ g si y solo si f

η∼ g. Esta
a�rmación se demostrará en el siguiente teorema.

Observación 1.2.1. Para demostrar la equivalencia de la homotopía a izquier-
da y a derecha cuando el cilindro y el co-cilindro son funtores adjuntos (Figu-
ra 1.13), que por simplicidad las llamamos homotopías adjuntas, basta de-
mostrar que los siguientes diagramas se corresponden biunívocamente

Figura 1.14
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En efecto, tomando a λ = d0 y a µ = f se demuestra la equivalencia de la
parte superior de los diagramas de la �gura 1.13 y tomando a λ = d1 y µ = g
se demuestra la equivalencia de la parte inferior de los diagramas de la �gura
1.13.

Veamos ahora la demostración de la equivalencia de los diagramas de la
�gura 1.14, la cual fue desarrollada en este trabajo, y que es equivalente a
demostrar la equivalencia de las homotopías adjuntas. Esta equivalencia de
homotopías juega un papel importante en la categoría de los grupos abelianos
simpliciales, puesto que en la homotopía a izquierda surge un problema con
el cilindro, el cual mencionaremos detalladamente en secciones posteriores,
y este problema tiene salida con la homotopía a derecha. Con esta equiva-
lencia también se trata de dar una explicación de cómo surge la familia de
funciones ki presentadas por Moore en su seminario, las cuales son su�cientes
y necesarias para la homotopía de dos funciones simpliciales.

Teorema 1.2.1. Sea (F,G) un par adjunto, λ : 1A −→ F una transforma-
ción natural, H : F (A) −→ B un mor�smo de B y µ : A −→ B un mor�smo
de A entonces

Demostración. Basta con demostrar la conmutatividad del siguiente diagra-
ma

Figura 1.15

Por de�nición H∗ = G(H) ◦ ψA y por hipótesis λ es una transformación
natural, entonces por la proposición 1.1.3, λ es una transformación natural,
por lo tanto se cumple que
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Ahora, de nuevo por la proposición 1.1.3 tenemos que λF (A) = ϕF (A) ◦λGF (A)

y como λA es una transformación natural, entonces se cumple que

Por hipótesis (F, G) es un par adjunto, es decir ( )∗ ◦ ( )∗ = 1 (De�nición
1.1.2), entonces por la proposición 1.1.2 ítem 2 se tiene que la composición

F (A)
F (ψA)−→ FGF (A)

ϕF (A)−→ F (A)

es la transformación idéntica, entonces se cumple
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Por lo tanto el diagrama de la �gura 1.15 es conmutativo. �

1.3. Funtores de una transformación natural

Se presentaran dos funtores Fλ y Gλ de�nidos por una transformación natural
λ y aparentemente la adjunción de estos dos funtores daba una versión dife-
rente de la equivalencia de las homotopías adjuntas mostrada en la sección
anterior. Pero estos funtores son adjuntos sólo si λ es un isomor�smo natural
y esta adjunción aplicada en sistemas homotópicos solo produce homotopía
trivial. Sin embargo la equivalencia de las homotopías adjuntas resulta equi-
valente a una biyección entre dos conjuntos de�nidos por los funtores Fλ y
Gλ.

Notación 1.3.1. Dados f : A −→ B y g : C −→ D dos mor�smos de A,
un mor�smo κ : f −→ g en la categoría MorA es una pareja de mor�smos
κdom : A −→ C y κcod : B −→ D que cumplen
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Se denota κ = (κdom, κcod).

Dados F1 : A −→ B y F2 : A −→ B dos funtores covariantes, toda transfor-
mación natural λ : F1 −→ F2, puede ser representada como un funtor2

Tλ : A −→MorB

de la siguiente forma:

1. Para A ∈ ObjA, Tλ(A) = λA.

2. Para f : A −→ B enMorA, se de�ne Tλ(f) = (F1(f), F2(f)), es decir,

La anterior representación fue tomada como referencia del libro homotopical
algebra [5]. En este trabajo presentaremos como también λ de�ne dos fun-
tores Fλ : MorA −→MorB y Gλ : MorB −→MorA.

Consideremos lo siguiente:

1. F1, F2 : A −→ B, G1, G2 : B −→ A funtores covariantes tales que
(Fi, Gi) para i = 1, 2 son pares adjuntos.

2Realmente hay que veri�car que Fλ es un funtor, pero es directo de la de�nición.
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2. λ : F1 −→ F2, σ : F2 −→ F1 dos transformaciones naturales tales que
σ ◦ λ = 1 en donde 1 denota la transformación idéntica.

De�nición 1.3.1. Se de�ne Fλ : MorA −→MorB, ∀f ∈ ObjMorA por

Fλ(f) = F2(f) ◦ λdomf

y para todo (ηdom, ηcod) = η ∈ HomMorA(f, h) por

Fλ(η) = (F1(η
dom

), F2(η
cod

)).

Ilustremos la buena de�nición de Fλ.
Para f : A1 −→ A2, por ser λ transformación natural se cumple

y sea η : f −→ h, para f : A1 −→ A2 y h : H1 −→ H2, entonces se cumple

Por lo tanto se cumple



1.3. FUNTORES DE UNA TRANSFORMACIÓN NATURAL 24

Teorema 1.3.1. Fλ es un funtor covariante.

Basta con demostrar que Fλ(1f ) = 1Fλ(f) y que Fλ(α ◦ β) = Fλ(α) ◦ Fλ(β).

Demostración.

Fλ(1f ) = (F1((1f )dom), F2((1f )cod))

= (F1(1domf ), F2(1codf ))

= (1F1(domf), 1F2(codf))

= (1domFλ(f), 1codFλ(f))

= 1Fλ(f)

Sean α y β mor�smos de la categoríaMorA, tales que α◦β está bien de�nido,
entonces

Fλ(α ◦ β) = (F1(αdom ◦ βdom), F2(αcod ◦ βdom))

= (F1(αdom) ◦ F1(βdom), F2(αcod) ◦ F2(βcod))

= (F1(αdom), F2(αcod)) ◦ (F1(βdom), F2(βcod))

= Fλ(α) ◦ Fλ(β).

�

De�nición 1.3.2. Se de�ne Gλ : MorB −→MorA para g ∈ ObjB por

Gλ(g) = λcodg ◦G2(g)

y para (γ
dom
, γ

cod
) = γ ∈ Hom

MorB(g, l) por

Gλ(γ) = (G2(γdom), G1(γcod)).
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La buena de�nición de Gλ se ilustra de manera dual a la buena de�nición de
Fλ.
A�rmación: Gλ es un funtor covariante dual al teorema 1.3.1.

De�nición 1.3.3. La categoría Mor1A es la que tiene por objetos

ObjMor1A = {1A : A −→ A | ∀A ∈ ObjA}

es decir todos los mor�smo identidad en la categoría A, los mor�smos entre
1A, 1B ∈ ObjMor1A están dados por

HomMor1A(1A, 1B) = {(f, f) | ∀f ∈ HomA(A,B)}

Proposición 1.3.1. Sea A F−→ A G−→ A una adjunción y λ ∈ Trans(IA, F ),
donde IA es el funtor identidad en la categoría A, entonces existe una biye-
cción entre HomMorA(Fλ(f), g) y HomMorA(f,Gλ(g)) para f, g ∈ ObjMor1A.

Demostración. Sin pérdida de generalidad consideremos a f = 1A y g = 1B
y sea α = (αdom, αcod) ∈ HomMorA(Fλ(1A), 1B) es decir que se cumple

entonces de�nimos

δ(1A, 1B) : HomMorA(Fλ(1A), 1B) −→ HomMorA(1A,Gλ(1B))

por δ(1A, 1B)(αdom, αcod) = ((αcod)
∗2, αdom), que corresponde al diagrama

siguiente
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el cual es conmutativo por el teorema 1.2.13. La inversa de δ(1A, 1B) para
(γdom, γcod) ∈ HomMorA(1A,Gλ(1B)) es δ(1A, 1B)−1(γdom, γcod) = (γcod, (γdom)∗2),
es decir

Veamos que en efecto (γcod, (γdom)∗2) ∈ HomMorA(Fλ(1A), 1B). Por de�nición
(γdom, γcod) corresponde al siguiente diagrama

entonces basta demostrar que se cumple

Figura 1.16

En efecto, por λ ser transformación natural y por de�nición de ( )∗2 y λB se
cumple lo siguiente

3( )∗2 y ( )∗2 son los isomor�smos de adjunción correspondientes a los funtores F y G



1.3. FUNTORES DE UNA TRANSFORMACIÓN NATURAL 27

Por lo tanto se cumple el diagrama de la �gura 1.16.�

Con esta proposición se puede observar cómo la equivalencia entre las homo-
topías adjuntas mostrada en la sección anterior, es igual a una biyección entre
los conjuntos HomA(Fλ(f), g) y HomA(f, Gλ(g)) para f, g ∈ ObjMor1A,
puesto que se tiene una correspondencia biunívoca entre los diagramas

que es igual a una correspondencia biunívoca entre

Teniendo en cuenta las hipótesis de la proposición 1.3.1, en este trabajo de-
mostraremos que (Fλ, Gλ) es un par adjunto por medio de la construcción
de un isomor�smo natural entre HomA(Fλ(f), g) y HomA(f, Gλ(g)) para
f, g ∈ ObjMorA. Sin embargo para que este isomor�smo natural de cuen-
ta de la equivalencia entre las homotopías adjuntas, λ tendría que ser un
isomor�smo natural. Posteriormente demostramos si λ : F1 −→ F2 es un
isomor�smo natural entonces (Fλ, Gλ) en general es un par adjunto.
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Teorema 1.3.2. Sea A F−→ A G−→ A una adjunción y λ ∈ Trans(1, F )
entonces (Fλ,Gλ) es un par adjunto.

Demostración. Para f, g ∈ ObjMorA, (f : A1 −→ A2 y g : B1 −→ B2)

de�nimos HomMorA(Fλ(f), g)
χ(f, g)−→ HomMorA(f, Gλ(g)) como sigue:

Para (αdom, αcod) = α ∈ HomMorA(Fλ(f), g), es decir que se cumple

de�nimos χ(f, g)(α) = (σB1 ◦ αdom, αcod ◦ λA2)
4, lo cual corresponde al si-

guiente diagrama conmutativo

Veamos que χ(f, g) es una transformación natural para f, g ∈ ObjMorA.
Para η : f̂ −→ f donde f̂ : Â1 −→ Â2 y para γ : g −→ ĝ donde ĝ : B̂1 −→ B̂2

veri�quemos que el siguiente diagrama es conmutativo

4La transformación natural σ es la que consideramos al principio de esta sección
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Figura 1.17

Sea α ∈ HomMorA(Fλ(f), g) entonces la composición

[HomMorA(η, Gλ(γ)) ◦ δ(f, g)](α)

corresponde al siguiente diagrama conmutativo

Figura 1.18

Luego por λ y σ ser transformaciones naturales se cumple

así el diagrama de la �gura 1.18 es equivalente con el siguiente diagrama
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Figura 1.19

y este último corresponde a la composición
[
δ(f̂ , ĝ) ◦Homf(Fλ(f), g)

]
(α),

así el diagrama de la �gura 1.17 es conmutativo y por lo tanto χ es una
transformación natural.
La inversa de χ para (βdom, βcod) ∈ HomMorA(f,Gλ(g)) está dada por

χ−1(f, g)(βdom, βcod) = (λB1 ◦ βdom, βcod ◦ σA2)

es decir

Luego por el teorema 1.1.2, χ−1 es una transformación natural, así χ es un
isomor�smo natural, por lo tanto (Fλ, Gλ) es un par adjunto.�

Tomando f = 1A y g = 1B en el isomor�smo de�nido en este teorema,
obtenemos la siguiente correspondencia
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Figura 1.20

El último de ellos es igual al siguiente diagrama

Figura 1.21

en efecto, por el diagrama derecho de la �gura 1.20 αcod ◦ λA = αdom y por
de�nición σB = G(σB) ◦ ψ2

B
5, ahora el diagrama de la �gura 1.21 es igual al

siguiente

Esta última igualdad se obtiene usando el hecho de que ψ2 y σ son transfor-
maciones naturales. Ahora en este último diagrama se puede observar que si

5ψ2 es la transformación de adjunción correspondiente a F y G
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λA ◦ σA = 1A entonces χ(1A, 1B) = δ(1A, 1B), ya que G(αcod) ◦ ψ2
A = (αcod)

∗.
Con esta condición, la adjunción mencionada en el teorema 1.3.2 daría cuen-
ta de la equivalencia entre las homotopías adjuntas mostrada en la sección
anterior, así con esto surge la siguiente duda ¾Que propiedades se cumplen si
λA ◦σA = 1A, para todo A ∈ ObjA, es decir si λ es un isomor�smo natural6?.
Una propiedad que se cumple es que (Fλ, Gλ) es en general un par adjunto,
esto se presenta en el siguiente teorema realizado en este trabajo.

Teorema 1.3.3. Sean A y B dos categorías, A Fi−→ B Gi−→ A para i = 1, 2
dos adjunciones y λ ∈ Trans(F1, F2) tal que existe σ : F2 −→ F1 que cumple
que σA ◦ λA = 1F1(A) y λA ◦ σA = 1F2(A) para A ∈ ObjA entonces (Fλ,Gλ) es
un par adjunto.

Demostración. Se de�ne ψf : f −→ GλFλ(f) para todo f ∈ ObjMorA
(f : A1 −→ A2) por

Figura 1.22

es decir ψf = (σF1(A2) ◦ ψ1
A2
, G1(λA2) ◦ ψ1

A2
).

Veri�quemos que ψ es una transformación natural. Sea η = (ηdom, ηcod)
perteneciente a HomMorA(f, h), para f : A1 −→ A2 y h : H1 −→ H2,
entonces se cumple

6Recordemos que al principio de este capítulo se consideró que σ ◦ λ = 1



1.3. FUNTORES DE UNA TRANSFORMACIÓN NATURAL 33

Figura 1.23

En efecto, el diagrama de la �gura 1.23 es igual a

Figura 1.24

donde este último es conmutativo.

Por otro lado de�nimos ϕg : FλGλ(g) −→ g para g perteneciente a ObjMorB
(g : B1 −→ B2) por
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Figura 1.29

es decir ϕg = (ϕ1
B2
◦ F1(λB2), ϕ

1
B2
◦ σG1(B2)).

Veri�quemos que ϕ es una transformación natural. Sea γ = (γdom, γcod)
perteneciente a HomMorB(g, l), para g : B1 −→ B2 y l : L1 −→ L2, en-
tonces se cumple

Figura 1.30

En efecto el diagrama de la �gura 1.30 es igual a
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Figura 1.31

donde este último es conmutativo.

Ahora veri�quemos que las transformaciones naturales ( )∗ y ( )∗ de�nidas
por ψ y ϕ respectivamente como sigue

HomMorB(F(f), g)
( )∗−→ HomMorA(f,G(g))

α 7−→ G(α) ◦ ψf

( )∗ : HomMorA(f,G(g)) −→ HomMorB(F(f), g)

β 7−→ ϕg ◦ F(f)

son inversas una de la otra.

1. Demostremos que ( )∗ ◦ ( )∗ = 1. Para esto utilicemos la proposición
1.1.2, ítem 2, es decir que basta con demostrar que ϕFλ(f) ◦ Fλ

(
ψ
f

)
es

igual a 1Fλ(f) para todo f ∈ ObjMorA (f : A1 −→ A2). La composición
ϕFλ(f) ◦ Fλ

(
ψ
f

)
corresponde al siguiente diagrama
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Figura 1.32

Nótese que la parte superior del diagrama de la �gura 1.32 es la función
identidad de F1(A1) (e.d. 1F1(A1)) puesto σ ◦ λ = 1 entonces λ ◦ σ = 1
(proposición 1.1.3) y por hipótesis (F1, G1) es un par adjunto entonces
ϕ1
F1(A1) ◦ F1(ψ1

A1
) = 1F1(A1) (proposición 1.1.2). Por otro lado, la parte

inferior del diagrama de la �gura 1.32 es igual a λA2 ◦ σA2 , esto se ve
re�ejado en el siguiente diagrama

En este diagrama claramente se ve que

ϕ1
F2(A2) ◦ σG1F2(A2) ◦F2G1(λA2) ◦F2(ψ1

A2
) = λA2 ◦ϕ1

F1(A2) ◦F1(ψ1
A2

) ◦ σA2

luego (F1, G1) es un par adjunto entonces ϕ1
F1(A2) ◦ F1(ψ1

A2
) = 1FA2

(proposición 1.1.2) y por hipótesis λ ◦ σ = 1 entonces

ϕ1
F2(A2) ◦ σG1F2(A2) ◦ F2G1(λA2)) ◦ F2(ψ1

A2
) = 1F2(A2)

Por lo tanto ϕFλ(f) ◦ Fλ
(
ψ
f

)
= 1Fλ(f) y con esto ( )∗ ◦ ( )∗ = 1.



1.3. FUNTORES DE UNA TRANSFORMACIÓN NATURAL 37

2. Análogamente se demuestra que ( )∗ ◦ ( )∗ = 1. Para esto utilizamos
la proposición 1.1.2, ítem 1, es decir, demostrar que Gλ(ϕg) ◦ ψGλ(g) es
igual a 1Gλ(g) para todo g ∈ ObjMorB (g : B1 −→ B2). La composición
Gλ(ϕg) ◦ ψG

λ
(g)

corresponde al siguiente diagrama

Figura 1.33

Nótese que la parte inferior del diagrama de la �gura 1.33 es la función
identidad de G1(B2) (e.d. 1G1(B2)), puesto que σ ◦ λ = 1 y por hipóte-
sis (F1, G1) es un par adjunto entonces G1(ϕ1

B2
) ◦ ψ1

G1(B2) = 1G1(B2)

(proposición 1.1.2). Por otro lado, la parte superior del diagrama de
la �gura 1.33, es igual a σB1 ◦ λB1 , esto se ve re�ejado en el siguiente
diagrama

Por este último diagrama tenemos que

G2(ϕ1
B1

)◦G2F1(λB1)◦σF1G2(B1)◦ψ1
G2(B1) = σB1 ◦G1

(
ϕ1
B1

)
◦ψ1

G1(B1)◦λB1
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luego (F1, G1) es un par adjunto entonces G1

(
ϕ1
B1

)
◦ψ1

G1(B1) = 1G1(B1)

(proposición 1.1.2) y por hipótesis λ ◦ σ = 1 entonces

G2(ϕ1
B1

) ◦G2F1(λB1) ◦ σF1G2(B1) ◦ ψ1
G2(B1) = 1F2(A2)

Por lo tanto
Gλ
(
ϕg
)
◦ ψG

λ
(g)

= 1Gλ(g)

y con esto ( )∗ ◦ ( )∗ = 1.

Así por 1 y 2 (Fλ, Gλ) es un par adjunto.�

Este teorema aplicado en sistemas homotópicos solo produce homotopía tri-
vial. En efecto, sea η = (F, d0, d1, s) donde d0

A ◦ sA = 1A y sA ◦ d0
A = 1F (A),

entonces d0 es la transformación natural inversa de s. Por otro lado si también
se cumple que d1

A ◦ sA = 1A y sA ◦ d1
A = 1F (A) entonces d

1 es la transforma-
ción natural inversa de s, por lo tanto d0 = d1 y este sistema homotópico
solo produce homotopía trivial, es decir f

η∼ f . Por lo tanto descartamos que
la equivalencia de las homotopías adjuntas sea equivalente a la adjunción de
los funtores Fλ y Gλ, puesto que solo se demostró que son adjuntos si λ es un
isomor�smo natural. Sin embargo la equivalencia de las homotopías adjuntas
pudo explicarse por medio de la proposición 1.3.1.

Queda abierta la pregunta de si estos funtores son adjuntos sin λ ser un
isomor�smo natural, así la equivalencia de las homotopías adjuntas sería un
caso de particular de adjunción.



Capítulo 2

Homotopía en los Grupos
Abelianos Simpliciales

En este capítulo se demuestra la equivalencia de la homotopía a derecha y
a izquierda en los conjuntos simpliciales (∆◦Set) usando el teorema 1.2.1,
es decir, veremos que ∆◦Set cumple las hipótesis de este teorema. Además
mostraremos que en los grupos abelianos simpliciales (∆◦Ab) la homotopía
es una relación de equivalencia.

2.1. La Categoría ∆

Se de�ne el conjunto ∆ = {[n] : n ∈ N
⋃
{0}} donde [n] = {0, 1, ..., n} y para

[n], [m] ∈ ∆ de�nimos el conjunto

Hom∆([n], [m]) = {f : [n]→ [m] | f es creciente}

Recordemos que f es creciente si para x < y, f(x) ≤ f(y). Consideremos
estos mor�smos junto con las siguientes propiedades:

1. Para [n], [m], [z] ∈ ∆ de�nimos

Hom([n], [m])×Hom([m], [z]) −→ Hom([n], [z])

(f, g) 7−→ g ◦ f

Esto está bien de�nido ya que si f y g son dos funciones tales que
f ∈ Hom([n], [m]) y g ∈ Hom([m], [z]) entonces g◦f : [n]→ [z]. Ahora
sean x, y ∈ [n] tal que x ≤ y, como f es creciente entonces f (x) ≤ f(y),

39
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luego f(x), f(y) ∈ [m] y g es creciente entonces g(f(x)) ≤ g(f(y)) por
tanto (g ◦ f)(x) ≤ (g ◦ f)(y) así que g ◦ f es una función creciente que
va desde [n] a [z]. Entonces g ◦f ∈ Hom ([n], [z]). En algunas ocasiones
denotaremos la composición g ◦ f como gf .
Por otro lado sean ([a], [b]) 6= ([c], [d]) con [a], [b], [c], [d] ∈ ∆. Es claro
que Hom ([a], [b])

⋂
Hom ([c], [d]) = φ, ya que si dos funciones tienen

su dominio ó codominio distintos entonces las funciones son diferentes.

2. Sea [n] ∈ ∆ el mor�smo identidad 1[n] es

1[n] : [n] → [n]

x 7−→ x

Sea C = (Obj∆,Mor∆) donde Obj∆ = ∆ y Mor∆ = Hom([n], [m]) para
todo [n], [m] ∈ ∆, entonces por 1, 2 y 3 C es una categoría, llamaremos a C
la categoría ∆.

Recordemos lo siguiente:

1. Un mor�smo f perteneciente a Hom([n], [m]) se dice epimor�smo si
para todo δ, η ∈ Hom([m], [c]) tal que si δ ◦ f = η ◦ f entonces δ = η.

2. Un mor�smo f perteneciente a Hom([n], [m]) se dice monomor�smo si
para todo α, β ∈ Hom([c], [n]) tal que si f ◦ α = f ◦ β entonces α = β.

3. Un mor�smo h perteneciente a Hom([n], [m]) que sea monomor�smo y
epimor�smo se llama un isomor�smo.

4. Sean [n], [m] ∈ Obj∆ entonces si existe un isomor�mo f ∈ Hom([n], [m])
se dice que [n] es isomorfo a [m] y se simboliza [n] ∼= [m].

En la categoría ∆

1. Los epimor�smos son las funciones crecientes sobreyectivas. En efecto,
sea f ∈ Hom([n], [m]) una función sobreyectiva y δ, η ∈ Hom([m], [c])
tal que δ ◦ f = η ◦ f entonces ∀y ∈ [m] existe un x ∈ [n] tal que
f(x) = y, así δ(y) = δ(f(x)) = (δ ◦f)(x) = (η ◦f)(x) = η(f(x)) = η(y)
por tanto η = δ.
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2. Los monomor�smos son las funciones inyectivas. En efecto, para una
función inyectiva f ∈ Hom([n], [m]) y α, β ∈ Hom([m], [c]) tal que
f ◦ α = f ◦ β entonces ∀x, y ∈ [n] se tiene que f(x) = f(y) ⇒ x = y,
así para ∀z ∈ [c] se tiene que (f ◦α)(z) = (f ◦β)(z) entonces se cumple
que f(α(z)) = f(β(z)) así α(z) = β(z), por lo tanto α = β.

3. Los isomor�smos son las funciones identidad, ya que en ∆ un isomor-
�smo σ de [n] a [m] sería una función creciente sobreyectiva e inyectiva,
la cual solo puede existir si n = m y σ es la función identidad.

Consideremos los siguientes mor�smos:

δin ∈ Hom([n− 1], [n]) es el monomor�smo que no toma el valor i ∈ [n]
es decir, para j ∈ [n− 1]

δin(j) =

{
j si j < i

j + 1 si j ≥ i

σin ∈ Hom([n + 1], [n]) es el epimor�smo que toma dos veces el valor
i ∈ [n].es decir, para j ∈ [n]

σin(j) =

{
j si j ≤ i

j − 1 si j > i

Observación 2.1.1. Los monomor�smos y epimor�smos generan todos los
mor�smos de la categoría ∆, esta a�rmación se demuestra en el siguiente
teorema, el cual fue tomado del libro calculus of fractions and homotopy
therory [2].

Teorema 2.1.1. Todo mor�smo ϕ ∈ Hom([m], [n]) puede ser escrito como
composición de epimor�smos y monomor�smo de forma única como sigue:

(**) ϕ = δism−t+sδ
is−1

m−t+(s−1)...δ
i1
m−t+1σ

jt
m−t+1σ

jt−1

m−(t−1)...σ
j2
m−2σ

j1
m−1

donde n = m− t+ s y n ≥ is > ... > i1 ≥ 0, 0 ≤ jt < ... < j1 < m.

Demostración. 1 Como ϕ es creciente tomamos jt < jt−1 < · · · < j1 los ele-
mentos pertenecientes a [m] tales que ϕ(j) = ϕ(j+1) y sean i1 < i2 < · · · < is

1Esta demostración es tomada del libro Calculus of Fractions and Homotopy Theory
de P. Gabriel and M. Zisman. Lema 2.2, pag 24.
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elementos pertenecientes a [n] tales que no pertenecen al conjunto de imá-
genes de ϕ. Así con los primeros mor�smos (σ) hago que la función no sea
inyectiva permitiendo que la imagen de los superíndices y de sus sucesores
sean las mismas y con los últimos mor�smos (δ) hago que la función no tome
los valores dados en sus superíndices. Así obtenemos el mor�smo ϕ. �

Veamos un ejemplo para ilustrar la construcción de la demostración:

Ejemplo 2.1.1. Sea ϕ ∈ Hom([4], [6]) tal que

ϕ(x) =

{
x x = 0, 2, 4.

x− 1 x = 1, 3.

se tiene que t = 2 donde j2 = 0, j1 = 2 ya que ϕ(0) = ϕ(1) y ϕ(2) = ϕ(3),
también se tiene que i1 = 1, i2 = 3, i3 = 5, i4 = 6 donde s = 4.
Por lo tanto ϕ = δ6

6δ
5
5δ

3
4δ

1
3σ

0
2σ

2
3 .

Las funciones δin y σin satisfacen las siguientes propiedades:

δjn+1δ
i
n = δin+1δ

j−1
n i < j

σjnσ
i
n+1 = σinσ

j+1
n+1 i ≤ j

σjn−1δ
i
n =


δin−1σ

j−1
n−2 i < j

1[n−1] i = j ó i = j + 1

δi−1
n−1σ

j
n−2 i > j + 1.

2.2. Objetos Simpliciales

Se procederá a de�nir conjunto simplicial como una unión de conjuntos,
los cuales cumplen ciertas propiedades que se mencionarán a continuación
y posteriormente se mostrará, tomando como referencia el libro de Peter
May [3], que los conjuntos simpliciales pueden ser de�nidos por medio de la
categoría ∆ con lo que se denomina objeto simplicial.

De�nición 2.2.1. Un Conjunto simplicial X es dado por una sucesión de
conjuntos {Xq}, q ∈ N

⋃
{0} (un elemento de Xq es llamado q-simplejo de

X) junto con funciones ∂i : Xq+1 → Xq con i = 0, 1, ..., q+ 1 llamadas caras
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y si : Xq → Xq+1 con i = 0, 1, ..., q llamadas degeneraciones, las cuales
cumplen las siguientes propiedades combinatorias :

∂i∂j = ∂j−1∂i, si i < j

sisj = sj+1si, si i ≤ j

∂isj = sj−1∂i, si i < j

∂jsj = identidad = ∂j+1sj

∂isj = sj∂j−1, si i > j + 1

De�nición 2.2.2. Un objeto simplicial en una categoría C es un funtor
contravariante (F : ∆→ C). Los elementos del conjunto F ([n]) son llamados
n-simplejos y las funciones ∂i = F (δi) y si = F (σi) satisfacen las propiedades
combinatorias de la de�nición de conjuntos simpliciales.

Observación 2.2.1. Todo conjunto simplicial K determina un funtor con-
travariante (F : ∆ → C), donde C es la categoría de los conjuntos jun-
to con las reglas F ([n]) = Kn y F (ϕ) = sj1sj2 . . . sjt∂i1 . . . ∂is−1∂is , para
ϕ ∈ Hom([m], [n]), esto permite que un conjunto simplicial pueda ser identi�-
cado con un objeto simplicial en la categoría de los conjuntos. Si la categoría
C es la de los grupos abelianos entonces sus objetos simpliciales se dicen
grupos abelianos simpliciales2.

Las conexiones entre conjuntos simpliciales son llamadas funciones simpli-
ciales de�nidas como sigue.

De�nición 2.2.3. Si X y Y son conjuntos simpliciales, se de�ne una función
simplicial, digamos f : X −→ Y , como una familia de funciones

fn : Xn −→ Yn

donde se cumple que

2Un grupo abeliano simplicial se expresa también como en la de�nición 2.2.1 con la
diferencia en que los Xq son grupos abelianos y las caras y degeneraciones son homomor-
�smos entre grupos abelianos.
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para todo n ∈ N
⋃
{0}, es decir fn−1 ◦ ∂i = ∂̂i ◦ fn y ŝj ◦ fn−1 = fn ◦ sj.

De�nición 2.2.4. Denotamos como ∆[n] al conjunto simplicial de�nido por
la siguiente composición

donde (∆[n])m = Hom∆([m], [n]), y para f ∈ Hom∆([a], [b]),

(∆[n])(f) : Hom∆([b], [n]) −→ Hom∆([a], [n])

τ 7−→ τ ◦ f

1. Un q-simplejo es un mor�smo µ : [q] −→ [n] ó también puede ser
representado como una q + 1 − upla (a0, , ..., aq) tal que 0 ≤ a0 ≤
· · · ≤ ai ≤ ai+1 ≤ · · · ≤ aq ≤ n, donde aj = µ(j) para j ∈ [q].

2. ∂iq(µ) = (µ ◦ δiq) ó equivalentemente

∂iq(a0, ..., aq) = (ao, ..., ai−1, ai+1, ..., aq).

3. siq(µ) = µ ◦ σiq ó equivalentemente

siq(a0, ..., an) = (ao, ..., ai−1, ai, ai, ai+1, ..., an).

El conjunto simplicial ∆[n] es el n-simplejo estándar y el mismo tiene un
elemento canónico de dimensión n, el cual es 1[n] ó (0, ..., n). Denotamos por
I al 1-simplejo estándar (∆[1]) el cual será utilizado en homotopía simplicial.

De�nición 2.2.5. Si X y Y son conjuntos simpliciales, el producto de X y
Y es el conjunto simplicial X × Y dado por:

1. (X × Y )q = Xq × Yq.

2. Las caras son el producto ∂i × ∂̂i para i = 0, 1, ..., q + 1 (∂i y ∂̂i son las
caras correspondientes a X y Y respectivamente),
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3. Las degeneraciones son el producto si × ŝi para i = 0, 1, ..., q (si y ŝi
son las degeneraciones correspondientes a X y Y respectivamente).

Ahora con los conjuntos simpliciales, con 1-simplejo estándar y con el pro-
ducto de conjuntos simpliciales, veamos cuando dos funciones simpliciales
son homótopas a izquierda.

De�nición 2.2.6. (Homotopía en conjuntos simpliciales). Si X, Y son
conjuntos simpliciales y f, g : X −→ Y son funciones simpliciales, entonces
f y g son homótopas a izquierda (f

η∼ g) si existe F : X × ∆[1] −→ Y tal
que para un simplejo cualquiera de X, digamos γ (e.d. γ ∈ Xq), se tiene:

1. Fq(γ, (0, 0, ..., 0)) = fq(γ),

2. Fq(γ, (1, 1, ..., 1)) = gq(γ),

es decir, que se cumple

donde di : X −→ X × ∆[1] es la función simplicial tal que diq(γ) = (γ, iq)

(iq : [q] −→ [1] es la función constante de valor i) para i = 0, 1.

La función simplicial F se llama una homotopía de f a g.

Es claro que todo grupo abeliano simplicial es un conjunto simplicial, por lo
tanto, también en ∆◦Ab están las funciones simpliciales (De�nición 2.1.3.)
y producto de grupos abelianos simpliciales (De�nición 2.2.4.). Pero con la
homotopía a derecha en los grupos abelianos simpliciales existe el problema
de que A × ∆[1] no es un grupo abeliano simplicial cuando A lo es. Esto
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da lugar a utilizar el teorema 1.2.1, es decir, la homotopía a derecha con un
funtor G : ∆◦Set −→ ∆◦Set que sea adjunto a

F : ∆◦Set −→ ∆◦Set

A 7−→ A×∆[1]

y que G(A) sea un grupo abeliano simplicial cuando A lo sea.

A continuación se de�nira un funtor G, tomando como referencia el seminario
de Moore [4], tal que G(A) sea abeliano simplicial cuando A lo sea, y que sea
adjunto a F .

De�nición 2.2.7. Para X y Y dos conjuntos simpliciales, el conjunto sim-
plicial Y X es de�nido como sigue:

1.
(
Y X
)
q

= Hom∆◦Set(X ×∆[q], Y )

2. las caras ∂i :
(
Y X
)
q
−→

(
Y X
)
q−1

para i = 0, . . . , q están dadas como
sigue

∂i : Hom∆◦Set(X ×∆[q], Y ) → Hom∆◦Set(X ×∆[q − 1], Y )

X ×∆[q]
α→ Y 7→ X ×∆[q − 1]

1X×δ̃i→ X ×∆[q]
α→ Y

donde δ̃i : ∆[q − 1] −→ ∆[q] esta de�nida como sigue

∆[q − 1]n
δ̃in−→ ∆[q]n

ρ 7−→ δiq ◦ ρ

Las degeneraciones si :
(
Y X
)
q−1
−→

(
Y X
)
q
para i = 0, . . . , q− 1 están

dadas como sigue

si : Hom∆◦Set(X ×∆[q − 1], Y ) → Hom∆◦Set(X ×∆[q], Y )

X ×∆[q − 1]
β→ Y 7→ X ×∆[q]

1X×σ̃i→ X ×∆[q − 1]
β→ Y

donde σ̃i : ∆[q] −→ ∆[q − 1] esta de�nida como sigue

∆[q]n
σ̃in−→ ∆[q − 1]n

λ 7−→ σiq ◦ λ
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Observación 2.2.2. Para Y ∈ ∆◦Set se tiene que:

1. Y ∆[0] ∼= Y .

2. Y ×∆[0] ∼= Y .

De�nición 2.2.8. Para X ∈ ∆◦Set y f ∈ Hom∆◦Set(K, Y ) de�nimos dos
funtores covariantes F,G : ∆◦Set −→ ∆◦Set como siguen

F (X) = X ×∆[1] y F (f) = f × 1∆[1].

G(X) = X∆[1] y G(f) : K∆[1] −→ Y ∆[1] donde:

(G(f))n : Hom∆◦Set(∆[n]×∆[1], K) −→ Hom∆◦Set(∆[n]×∆[1], Y )

β 7−→ f ◦ β

Se procederá a presentar el concepto de funtor singular y la realización geo-
métrica3, y veremos como estas de�niciones en un caso particular dan cuenta
de la adjunción de F y G.

2.3. Funtor potencia y producto

En esta sección se demuestra que el funtor producto y el funtor potencia son
adjuntos por medio de la adjunción del funtor singular y de la realización
geométrica, es decir, se demuestra que para un modelo particular (∆̃ × A)
la realización geométrica es el funtor producto y el singular es el funtor po-
tencia. Para esto empezaremos mostrando la de�nición de funtor singular
y de realización geométrica, tomando como referencia una publicación del
profesor Ruiz [6].

De�nición 2.3.1. Sea A una categoría y Y : ∆ −→ A un funtor covariante,
se de�ne el Funtor Singular SY : A −→ ∆◦Set por

A 7−→ SY (A) : ∆ −→ Set

A1
f−→ A2 7−→ SY (f) : SY (A1) −→ SY (A2)

3Aquí se da por conocido que el funtor singular y la realización geométrica son funtores
adjuntos.
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donde

1.

SY (A) : ∆ −→ Set

[n] 7−→ HomA(Y ([n]), A)

[p]
w→ [q] 7−→ SY (A)(w) : HomA(Y ([q]), A) −→ HomA(Y ([p]), A)

y para α ∈ HomA(Y ([q]), A) se de�ne SY (A)(w)(α) = α ◦ Y (w)

2.

(SY (f))n : HomA(Y ([n]), A1) −→ HomA(Y ([n]), A2)

β 7−→ f ◦ β

Por otro lado se de�ne la Realización Geométrica RY : ∆◦Set −→ A por

X 7−→

(⋃
n

Xn × Y ([n])

)
/ t

X
f→ K 7−→ RY (f) : RY (X) −→ RY (K)

donde para w : [n] −→ [m], x ∈ Xm, y ∈ Yn, t es la relación de equivalencia
dada por (X(w)(x), y) ∼ (x, Y (w)(y)).
La anterior relación de equivalencia se puede representar gra�camente de la
siguiente manera:
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y RY (f) está dada de la siguiente manera:

RY (f) :

(⋃
n

Xn × Y ([n])

)
/ t −→

(⋃
n

Kn × Y ([n])

)
/ t

[x, y] 7−→ [fn(x), y]

donde [x, y] denota la clase de equivalencia de la pareja (x, y).

Observación 2.3.1. Para el funtor

∆̃ : ∆ −→ ∆◦Set

[n] 7−→ ∆ [n]

[p]
w→ [q] 7−→ ∆ [p]

∆̃(w)→ ∆ [q]

donde (
∆̃(w)

)
n

: Hom∆([n], [p]) −→ Hom∆([n], [q])

α 7−→ w ◦ α

se tiene que S∆̃ : ∆◦Set −→ ∆◦Set es el funtor identidad. Puesto que si
X ∈ ∆◦Set, entonces por de�nición

(S∆̃(X))n = Hom∆◦Set(∆[n], X)

Por otro lado
(
X∆[0]

)
n

= Xn, luego(
X∆[0]

)
n

= Hom∆◦Set(∆[n]×∆[0], X) = Hom∆◦Set(∆[n], X)

por lo tanto (S∆̃(X))n = Xn, con esto aplicando la de�nición de funtor sin-
gular se cumple que S∆̃(f) = f para f ∈Mor∆◦Set.

Como (R∆̃, S∆̃) es un par adjunto, y el adjunto del funtor identidad es el

mismo, entonces R∆̃(X) = X (e.d.

(⋃
n

Xn ×∆[n]

)
/ t = X) y R∆̃(f) = f .

En la siguiente proposición realizada en este trabajo, mostraremos cómo el
funtor singular y la realización geométrica del modelo ∆̃ × A son iguales a
los funtores G y F , respectivamente, dados en la de�nición 2.2.8.
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Proposición 2.3.1. Sea A ∈ ∆◦Set, y el funtor

A : ∆ −→ ∆◦Set

[n] 7−→ A

α 7−→ 1A

Entonces:

1. S∆̃×A(X) = XA y R∆̃×A(X) = X × A, para X ∈ ∆◦Set

2.
(
S∆̃×A(f)

)
n

(β) = f ◦β, y R∆̃×A(f) = f×A, para f ∈ Hom∆◦Set(K, Y )
y β ∈ Hom∆◦Set(∆[n]× A, K)

Demostración
Mostremos 1. Sea X ∈ ∆◦Set, entonces por la de�nición 2.3.1(

S∆̃×A(X)
)
n

= Hom∆◦Set((∆̃× A)([n]), X)

luego (∆̃× A)([n]) = ∆[n]× A entonces(
S∆̃×A(X)

)
n

= Hom∆◦Set (∆[n]× A, X)

ahora por la de�nición 2.2.7(
XA
)
n

= Hom∆◦Set (∆[n]× A, X)

entonces (
S∆̃×A(X)

)
n

=
(
XA
)
n

por otro lado por la de�nición 2.3.1 de realización geométrica

R∆̃×A(X) =

(⋃
n

Xn × (∆[n]× A)

)
/ t

como A no varía, entonces la relación de equivalencia no afecta ya que se
estaría aplicando el funtor identidad de A (e.d. 1A), gra�camente lo anterior
quiere decir lo siguiente:
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así R∆̃×A(X) =

[(⋃
n

Xn ×∆[n]

)
/ t

]
× A, luego por la observación 2.3.1(⋃

n

Xn ×∆[n]

)
/ t = X, por lo tanto R∆̃×A(X) = X × A.

Mostremos 2. Sea f ∈ Hom∆◦Set(K, Y ), entonces S∆̃×A(f) en su nivel n está
dado como se muestra a continuación:(

S∆̃×A(f)
)
n

: Hom∆◦Set(∆[n]× A, K) −→ Hom∆◦Set(∆[n]× A, Y )

β 7−→ f ◦ β

por otro lado, estudiar

R∆̃×A(f) :

(⋃
n

Xn ×∆[n]

)
/ t× A −→

(⋃
n

Kn ×∆[n]

)
/ t× A

se reduce a estudiar

R∆̃(f) :

(⋃
n

Xn ×∆[n]

)
/ t −→

(⋃
n

Kn ×∆[n]

)
/ t

luego por la observación 2.3.1 R∆̃(f) = f , por lo tanto R∆̃×A(f) = f × 1A.�

Retomando los funtores F y G dados en la de�nición 2.2.8 y en la proposición
2.3.1, tomando a A = ∆[1] se concluye que S∆̃×∆[1] = G y R∆̃×∆[1] = F , esto
quiere decir que (F, G) es un par adjunto. Con esto podemos dar una relación
de Homotopía en ∆◦Set que sea equivalente a la mostrada en la de�nición
2.2.6. Lo anterior se presenta por medio del siguiente corolario realizado en
este trabajo.

Corolario 2.3.1. Si X y Y son conjuntos simpliciales y f, g : X −→ Y
funciones simpliciales, entonces f y g son homótopas si existe una función
K : X −→ Y ∆[1] que cumple lo siguiente:
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donde Di = di 4.

Demostración. Por la proposición 2.3.1 se tiene que (F, G) es un par adjunto
entonces por el teorema 1.2.1 concluimos que los siguientes diagramas son
equivalentes:

�

Teorema 2.3.1. Si A es un grupo abeliano simplicial, entonces AX es un
grupo abeliano simplicial para todo conjunto simplicial X.

Demostración.
(
AX
)
n

= Hom∆◦Set(X × ∆[n], A), ahora si f, g : T −→ A
son funciones simpliciales (T conjunto simplicial), entonces se puede de�nir

f + g : T −→ A

4di es la función dada en la de�nición 2.2.6.
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por medio de (f + g)n : Tn −→ An, con

(f + g)n = fn + gn : Tn −→ An

De manera evidente esta suma es asociativa, conmutativa, modulativa e in-
vertiva, así que Hom∆◦Set(T, A) es un grupo abeliano, en particular

Hom∆◦Set(X ×∆[n], A)

es un grupo abeliano.

Sea w : [n] −→ [m] un mor�smo de la categoría ∆, entonces por obser-
vación 2.3.1

∆̃w : ∆[n] −→ ∆[m]

y 1X × ∆̃(w) : X × ∆[n] −→ X × ∆[m], luego w∗ :
(
AX
)
m
−→

(
AX
)
n

de�nido como sigue

w∗ : Hom∆◦Set(X ×∆[m], A) −→ Hom∆◦Set(X ×∆[n], A)(
X ×∆[m]

α−→ A
)
7−→

(
X ×∆[n]

1X×∆̃(w)−→ X ×∆[m]
α−→ A

)
es un homomor�smo de grupos abelianos porque la composición distribuye
sobre la suma. Así que w∗ es un homomor�smo de grupos abelianos, por lo
tanto AX es un grupo abeliano simplicial.�

Observación 2.3.2. Con la homotopía a derecha en los grupos abelianos
simpliciales (Homotopía equivalente mostrada en el corolario 2.3.1) damos
salida al problema del cilindro de�nido en la homótopa a izquierda (F (A) =
A×∆[1]) por medio del funtor potencia (G(A) = A[1]), puesto que tomando
a X = ∆[1] en teorema 2.3.1, entonces A∆[1] es un grupo abeliano.

2.4. Relación de arco conexidad

En esta sección se de�nirá tomando como referencia la publicaciín del Profe-
sor Carlos Ruiz [7] la relación de arco conexidad en los conjuntos simpliciales
la cual es relación de equivalencia en los grupos abelianos simpliciales. Esta
relación de arco conexidad es equivalente a la relación de homotopía con lo
cual se demuestra que la homotopía es relación de equivalencia en los gru-
pos abelianos simpliciales. Esta equivalencia fue demostrada por el profesor
Roberto Ruiz.
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De�nición 2.4.1. (Arco conexidad en un conjunto simplicial A).
Sea A un conjunto simplicial, de�nimos lo siguiente:

1. A0 es el conjunto de puntos de A.

2. A1 es el conjunto de arcos de A. (∂o(α), ∂1(α) son los extremos de α).

3. Si x, y son puntos de A, entonces se dice que x esta arco conectado con
y si y solo si existe z ∈ A1 tal que ∂0(z) = x y ∂1(z) = y y se simboliza
x

a∼ y.

Cuando A es un grupo abeliano simplicial, existe el conjunto de los arcos
conexos con 0, digamos

B = {x ∈ A0 | ∃z ∈ A1 tal que ∂0(z) = x y z ∈ Ker∂1}
= {x ∈ A0 | ∃z ∈ Ker∂1 tal que ∂0(z) = x}

Teorema 2.4.1. B es un subgrupo de A0.

Demostración. Es evidente que 0 ∈ B, además si x, y ∈ B entonces existe
z1, z2 ∈ Ker∂1 tal que ∂0(z1) = x y ∂0(z2) = y. Por tanto z1 − z2 ∈ Ker∂1 y
∂0(z1−z2) = ∂0(z1)−∂0(z2) = x−y. Por tanto B es cerrado para − entonces
B es un subgrupo de A0.�

Observación 2.4.1. El subgrupoB de A0 de�ne una relación de equivalencia
compatible con la operación de A0: x ∼ y si y solo si x − y ∈ B. Por tanto
x ∼ y si y solo existe z ∈ Ker∂1 tal que ∂0(z) = x− y.

Teorema 2.4.2. las relaciones
a∼ y ∼ son iguales.

Demostración

1.
a∼=⇒∼. Suponga que x a∼ y. Entonces existe un arco z tal que ∂0(z) = x
y ∂1(z) = y. Tomemos z − s0(y), veamos que z − s0(y) ∈ Ker∂1:

∂1(z − s0(y)) = ∂1(z)− ∂1s0(y) = y − y = 0.

Ahora ∂0(z − s0) = ∂0(z)− ∂0s0(y) = x− y. Por lo tanto x ∼ y.

2. ∼=⇒ a∼. Suponga que x ∼ y, es decir que existe z ∈ Ker∂1 tal que
∂0(z) = x− y, así que ∂1(z) = 0 y además

x = ∂0(z) + y = ∂0(z) + ∂0s0(y) = ∂0(z + s0(y)),



2.4. RELACIÓN DE ARCO CONEXIDAD 55

claramente z + s0(y) ∈ A1 y tiene imagen por ∂0 igual a x. Veamos la
imagen por ∂1: ∂1(z + s0(y)) = ∂1(z) + ∂1s0(y) = 0 + y = y, por tanto
x

a∼ y.

�

Así la relación de arco conexidad de un grupo abeliano simplicial es una
relación de equivalencia compatible con la estructura de grupo:

x
a∼ y y z

a∼ w =⇒ x+ z
a∼ y + w

Corolario 2.4.1. Las componentes arco conexas de A forman un grupo
abeliano, [x] = x+B = x+ ∂0(Ker∂1).

Observación 2.4.2. Note que(
AX
)

0
= Hom∆Ab(X ×∆[0], A) ∼= Hom∆Ab(X, A).

Si α, β ∈
(
AX
)

0
entonces α, β : X × ∆[0] −→ A y se tiene que si α

a∼ β

entonces existe H ∈
(
AX
)

1
tal que ∂0(H) = α y ∂1(H) = β. Es decir, que

Como ∆[0] es objeto �nal entonces X×∆[0]
λX∼= X es un isomor�smo natural

y se identi�ca X con X ×∆[0], es decir
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Por lo tanto α̃
h∼ β̃.

Teorema 2.4.3. α̃
h∼ β̃ si y solo si α

a∼ β en AX .

La homotopía que se trabajó en esta sección es la homotopía a izquierda y esta
resulta ser relación de equivalencia en los grupos abelianos, pero recordemos
que en la homotopía a izquierda en ∆◦Ab resulta el problema de que el
cilindro A×∆[1] no es un grupo abeliano y que se dio salida a este problema
con la homotopía a derecha, pues estas son equivalentes. Por lo tanto con
la homotopía a derecha bien de�nida en los grupos abelianos simpliciales
y siendo esta equivalente a la homotopía a izquierda la cual es relación de
equivalencia en ∆◦Ab se concluye el siguiente teorema.

Teorema 2.4.4. La homotopía en ∆◦Ab es una relación de equivalencia.



Capítulo 3

Teorema de Moore para
Homotopía

Moore en su seminario en Princeton [4], trabajó los conjuntos simpliciales,
mostrando sus propiedades. También de�nió cuando dos funciones simpli-
ciales son homótopas y con esto demostró que para que dos funciones sim-
pliciales fueran homótopas, es su�ciente y necesario que exista una familia
de funciones ki que cumplen ciertas condiciones, las cuales presentó en el
siguiente teorema.

Teorema 3.1.(Teorema de Moore para Homotopía) Si X y Y son
conjuntos simpliciales y f, g : X −→ Y son funciones simpliciales, entonces
f y g son homótopas si y solo si existen funciones ki : Xq −→ Yq+1, de�nidas
para i = 0, 1, ..., q y todo q ∈ N

⋃
{0} tales que:

1. ∂0k0 = g,

2. ∂q+1kq = f ,

3. ∂ikj = kj−1∂i i < j,

4. ∂j+1kj+1 = ∂j+1kj,

5. ∂jkj = kj∂i−1 para i > j + 1,

6. siki = kj+1si para i ≤ j,

7. sikj = kjsi−1 para i > j.

57
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Para dar explicación de donde surgía esta familia ki : Xq −→ Yq+1, se propuso
que surgía de la función de homotopía K : X −→ Y ∆[1], pues que se pensaba
que

(
Y ∆[1]

)
q
era igual a Yq+1, para todo q ∈ N

⋃
{0} y con esto

Kq : Xq −→ Yq+1

como el caso de Moore.
Aunque para el nivel cero es claro este desfase, pues

(
Y ∆[1]

)
0
por de�nición es

Hom∆◦Set(∆[1]×∆[0], Y ) que es igual a
(
Y ∆[0]

)
1
el cual es igual a Y1 (Obser-

vación 2.2.2 ítem 1). No es claro que suceda en general, es decir, para q > 0.
Por esta razón se descarto esta opción y en cambió se estudió el conjunto
simplicial X×∆[1] y se encontró una explicación de donde surge esta familia
de funciones ki, lo cual ocurre por medio de la descomposición de cada nivel
q de X ×∆[1] en una reunión disjunta �nita (q + 2-veces) de copias de Xq.
Esta descomposición la mostramos en la siguiente observación.

Observación 3.1. Por de�nición (∆[1])q = Hom∆ ([q], [1]) y los mor�smos

en la categoría ∆ son crecientes, entonces para α ∈ (∆[1])q, tal que α 6= 1q y

α 6= 0q
1, existe 0 ≤ i ≤ q − 1, tal que para x ∈ [q], se cumple que

α(x) =

{
0 si x ≤ i

1 si x > i

Estas últimas funciones las denotaremos como (αi)q. Por ejemplo, veamos
para q = 3. El conjunto (∆[1])3 = Hom∆([3], [1]), es el que contiene las fun-
ciones crecientes del conjunto {0,1,2,3} al conjunto {0,1}, las cuales listamos
a continuación:

1. 13 = (1, 1, 1, 1)

2. (α0)3 = (0, 1, 1, 1)

3. (α1)3 = (0, 0, 1, 1)

4. (α2)3 = (0, 0, 0, 1)

5. 03 = (0, 0, 0, 0)

10q es la función de valor constante 0 y 1q es la función de valor constante 1
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es decir que (∆[1])3 = {13, (α0)3 , (α1)3 , (α2)3 , 03}. Así sucede en general.
Para q ∈ N

⋃
{0} tenemos que

(∆[1])q = {1q, (α0)q , . . . , (αq−1)q , 0q}

así, para un conjunto simplicial X, se cumple la siguiente igualdad

Xq×∆[1]q = Xq×{1q}
⋃

Xq×{(α0)q}
⋃

. . .
⋃

Xq×{(αq−1)q}
⋃

Xq×{1q}

Por otro lado, para un conjunto unitario ∗, el producto Xq ×∗ es isomorfo a
Xq, por lo tanto

Xq ×∆[1]q ∼=

q+1
◦⋃
i=0

Xq

es decir que el q-esimo nivel del conjunto simplicial X ×∆[1], es q+ 2-copias
disjuntas del nivel q del conjunto simplicial X. Veamos ahora que pasa con
las caras y degeneraciones del conjunto simplicial X ×∆[1].

De�nimos la función

Îq : Xq −→ Xq

◦⋃
Xq

◦⋃
. . .

◦⋃
Xq︸ ︷︷ ︸

q+2−veces

para x ∈ Xq, como Îq(x) = (0, 0, . . . , 0,
I

x̂, 0, . . . , 0), donde 0 es el elemento

neutro en el grupo abeliano Xq, es decir, Îq es la inclusión de Xq en la I-esima
posición, para I = 0, . . . , q + 2,

1. Sean ∂i : Xq+1 −→ Xq con i = 0, . . . , q + 1, las caras correspondientes
al conjunto simplicial X, entonces las caras

∂̃i :

q+2
◦⋃
i=0

Xq+1 −→

q+1
◦⋃
i=0

Xq

en cada copia de Xq+1, es decir ∂̃i(Îq+1(x)) para x ∈ Xq+1, quedan
de�nidas como sigue

∂̃i(Îq+1(x)) =

(0, . . . , 0,
I

∂̂i(x), 0, . . . , 0) si I < i+ 1 ∨ I = q + 2

(0, . . . , 0,
I−1

∂̂i (x), 0, . . . , 0) si i+ 1 ≤ I < q + 2



60

2. Sean si : Xq −→ Xq+1 con i = 0, . . . , q, las degeneraciones correspon-
dientes al conjunto simplicial X, entonces las degeneraciones

s̃i :

q+1
◦⋃
i=0

Xq −→

q+2
◦⋃
i=0

Xq+1

en cada copia de Xq, es decir s̃i(Îq(x)) para x ∈ Xq, quedan de�nidas
como sigue

s̃i(Îq(x)) =

(0, . . . , 0,
I

ŝi(x), 0, . . . , 0) si I ≤ i

(0, . . . , 0,
I+1

ŝi (x), 0, . . . , 0) si I > i

Con esto tenemos una representación equivalente del conjunto simplicial
(X ×∆[1])q.

Ahora mostremos como surgen las funciones ki mencionadas en el teorema
de Moore (Teorema 3.1) a partir de una homotopía (H) de f a g.

Con la observación 3.1 tenemos que Hq es una función de Xq

◦⋃
· · ·

◦⋃
Xq︸ ︷︷ ︸

q+2−veces

a

Yq entonces las funciones ki para i = 0, . . . , q, se de�nen como se muestra en
el siguiente diagrama
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Por otro lado, la condición necesaria del teorema de Moore, se demuestra de
la siguiente forma.

Dado ki : Xq −→ Yq+1 que satisface las propiedades presentadas en el teore-
ma 3.1 (1 - 7), se de�ne

Hq : Xq × (∆[1])q −→ Yq

de la siguiente forma:

Hq(x, β) =


∂0k0(x) si β = 1q

∂i+1ki(x) si β = (αi)q
∂qkq si β = 0q

es decir

Hq(x, β) =


gq(x) si β = 1q

∂i+1ki(x) si β = (αi)q
fq si β = 0q
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Conclusiones

Se realizó una demostración de la equivalencia de las homotopías adjuntas
y se mostró que esta equivalencia se cumple en los conjuntos simpliciales,
donde en los grupos abelianos simpliciales la relación de homotopía es de
equivalencia. También se mostró que la equivalencia de las homotopías ad-
juntas se puede presentar como una biyección entre dos funtores Fλ y Gλ
de�nidos por una transformación natural λ.

En la homotopía a derecha no se obtuvo el desfase en el co-cilindro, es decir,(
Y ∆[1]

)
q

= Yq+1, donde con este desfase y con la equivalencia de las homo-

topías adjuntas se proponía dar una explicación de donde surgía la familia de
funciones ki presentadas en el teorema de Moore. Sin embargo se demostró
que esta familia de funciones se obtienen al representar el nivel q del conjunto
simplicial X ×∆[1] como una unión disjunta �nita (q + 2− veces) del nivel
q del conjunto simplicial X.
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