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Resumen

John Coleman Moore dirigi6 el Seminar on Algebraic Homotopy Theory en la
Universidad de Princeton en 1956 y en el capitulo 1 de las recapitulaciones,
defini6 la categoria de los conjuntos simpliciales y la homotopia en esa cate-
goria. Después dio una condiciéon suficiente y necesaria para la homotopia de
dos funciones simpliciales f,g : X — Y, usando una familia de funciones
ki Xy — Y41, parai=0,...,qy ¢ € NJ{0}. Esta familia es de interés
puesto que las k; pasan a homotopia a nivel de complejos de cadenas donde se
tiene ademas el concepto de homologia y se cumple el axioma de homotopia.
Asi que saber como se lleva el paso de homotopia a la familia de funciones k;
es crucial para generalizar el axioma de homotopia en teorias de homologia
simpliciales. En este trabajo se presenta una explicacion sobre donde surgen
las k;.

Palabras clave: Conjuntos simpliciales, grupos abelianos simpliciales,
homotopia, transformaciones naturales, arco-conexidad.

Abstract

John Coleman Moore led the Seminar on Algebraic Homotopy Theory at
Princeton University in 1956. In chapter 1 of the summaries, he presen-
ted the category of simplicial sets and its homotopy. Later he gave a su-
fficient and necessary condition for the homotopy of two simplicial functions
frg: X — Y, using a family of functions k; : X, — Y41, for i =0,...,¢
and ¢ € N J{0}. This family is of interest because the k; become homotopy
in the complex chains level which has as well the concept of homology and
the homotopy aziom holds. So, how homotopy is carried over to the family
ki, is crucial in order to generalize the homotopy axiom. Here we explain how
such functions k; arise.

Key Words: Simplicial sets, simplicial abelian groups, homotopy, natural
transformations, arc-connectedness.



Introduccion

Para definir la homotopia de dos funciones simpliciales, John C. Mooreﬂ uso
el concepto de producto cartesiano de conjuntos simpliciales y como parte
del proceso defini6 elementos similares a los simplejos topolégicos A™ de los
cuales A = [ (I es el intervalo unidad [0,1]). Asi aparecen los conjuntos
simpliciales Alg] para ¢ € N{J{0} v A[l] es el intervalo unidad utilizado
en homotopia simplicial. Después de definir la homotopia de dos funciones
simpliciales f,g : X — Y por medio de una funciéon simplicial H entre el
cilindro X x A[l] y el conjunto simplicial Y, Moore dio una condicién su-
ficiente y necesaria para homotopia por medio de una familia de funciones
ki : Xqg — Yyp1 parat=0,...,q.

Con el objeto de dar una explicacién del paso de homotopia en los conjuntos
simpliciales a la familia de funciones propuesta por Moore, se presentan tres
(3) capitulos cuyos contenidos son:

El capitulo 1 esta referido a la definicién de funtores adjuntos por medio
de transformaciones naturales y con esto, en los sistemas homotopicos, se
demuestra la equivalencia de la homotopia a izquierda y a derecha cuando
el cilindro y co-cilindro son funtores adjuntos (Por simplicidad las llamamos
homotopias adjuntas). También en este capitulo se presentan dos funtores F)
y Gy definidos por una transformaciéon natural A. Aparentemente este tipo
de adjuncion daba una version diferente de la demostracién de la equivalen-
cia de las homotopias adjuntas, pero se demuestra que F) y Gy es un par
adjunto solo si A es un isomorfismo natural. Aplicado a sistemas homotdpico
solo se produce homotopia trivial y el proceso debi6 ser descartado. Sin em-
bargo la equivalencia de homotopias adjuntas pudo explicarse por medio de

! John Coleman Moore (nacido en Staten Island (Nueva York), 27 de mayo 1923) fue un
matematico estadounidense. Recibié su doctorado en 1952 en la Universidad de Brown,
bajo la supervision de George W. Whitehead. http://en.wikipedia.org/wiki/John_
Coleman_Moore
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mecanismos menos fuertes que adjunciéon pero llevados a cabo en categorias
de morfismos de la categoria original.

En el capitulo 2 se aplico lo hecho en el capitulo 1 a conjuntos simpliciales y
en particular a los grupos abelianos simpliciales.

Finalmente en el capitulo 3 se proponia que la familia de funciones k; dadas
por Moore en su seminario [4], surgian a partir de la funcion de homotopia a
derecha K : X — Y21 puesto que para un conjunto simplicial Y, (YA[”)O
esigual a Y] y Ky : Xo — Y7, como el caso de Moore. Se traté de verificar
que en los demés niveles sucedia lo mismo, para, en caso dado, pasar a buscar
la familia k;. El desfase no sucedi6 en los niveles superiores con lo cual esta
opcioén se descart6. En cambio se encontrdé una explicaciéon por medio de la
descomposicion de cada nivel ¢ de X x A[l] en una reunion disjunta finita
(q + 2-veces) de copias de X,,.
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Capitulo 1

Efecto de las adjunciones en
morfismos entre funtores

En algunos textos definen funtor adjunto como en el libro Introduction to the
theory of categories and functors|1], en el cual esta definido como sigue:

Sean A, B dos categorias y F : A — B, G: B — A dos funtores entonces
F y G son adjuntos si existe un isomorfismo natural entre Homg(F(A), B)

y Hom4(A, G(B)).

En este capitulo se presenta una version equivalente de esta definicion, toma-
da del libro Homotopical algebra [5], la cual es importante para demostrar
la equivalencia entre la homotopia a izquierda y a derecha cuando el cilin-
dro y co-cilindro son funtores adjuntos (Homotopias adjuntas) y con esto
se demuestra la equivalencia de la homotopia a izquierda y a derecha en la
categoria de los conjuntos simpliciales.

Por todo el capitulo consideremos A, B dos categorias y A N B, B S A
dos funtores covariantes.

1.1. Funtores adjuntos

Los funtores se pueden también considerar como los objetos en una ca-

tegoria, los eventuales morfismos son las transformaciones naturales donde
Hom(F, G) # ¢ si DomF = DomG y CodF = CodG. Usamos la notacion
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normal de T'rans(F, G) en cambio de Hom(F, G). Se vera que si (Fy, G1) y
(Fy, G3) son pares adjuntos entonces hay una biyeccion entre Trans(Fy, Fy)
y Trans(Gq, Gy).

Definicion 1.1.1. (Isomorfismo Natural) Una transformacion natural
A F — G tal que Ay es un isomorfismo para todo A € ObjA, sera
llamada un isomorfismo natural.

Notacién 1.1.1. Sea C una categoria, entonces denotaremos al funtor iden-
tidad I : C — C como I¢.

Definicién 1.1.2. (Funtores adjuntos)

1. Decimos que (F, G) es un par adjunto 6 que F'y G son funtores adjuntos
si existen transformaciones naturales ¢ : [, — GFy ¢ : FG — I3,
tales que para cada A € Obj A y cada B € ObjB las funciones

Homs(F(A), B) 2% Hom(A,G(B))
a — o =G(a)oy,

Homa(A,G(B)) 4% Homgs(F(A),B)

—
B Bi=@,0F(B)
son inversas una de la otra.

2. Las transformaciones naturales 1) y ¢ son llamadas transformaciones
de adjuncion.

3. Las funciones a — a* y 8 +— [, son llamadas isomorfismos de adjun-
cion 6 isomorfismos adjuntos de (F, Q).

4. Si (F,G) es un par adjunto decimos que F' es adjunto a izquierda de G
y que G es adjunto a derecha de F.
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Notaciéon 1.1.2. Decimos que el diagrama

Iz
A, A,
v l l A
Aq " Ay

P
Ay > 4,
v " (W] " A
A, 1 A,

Es natural preguntarse si ( )%z ¥ ( )san, para A € Ay B € B, son transfor-
maciones naturales, puesto que al ser una la inversa de la otra obtendriamos
un isomorfismo natural de Homp(F(A), B) a Hom (A, G(B)). La respuesta
a este interrogante se demuestra en la siguiente proposicion desarrollada en
este trabajo.

Proposicién 1.1.1. Si ¢ : [4, — GF y ¢ : FG — I son transforma-
ciones naturales, entonces

Homs(F(A), B) "% Homu(A,G(B))
a — () =G(a)oy,

Homu(A,G(B)) 4% Homu(F(A), B)
B Bi=py0F(B)
para A € A y B € B, también lo son.

Demostracion. Para f € Homa(A1,A)y g € Homp(B, By) (A, Ay € ObjA
y B, By € ObjB) se define lo siguiente:

1. Para € Homg(F(A), B), Hom(F(f),g)(B) se define como
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Homp(F(f),9)(B) = gBF(f)
2. Para p € Hom4(A,G(B)), Hom(f,G(g))(p) se define como

Homu(f,G(g))(p) = G(g)pf

Por tanto la conmutatividad de

( )5
Homg(F(4),B) —— Hom_(A,G(B))

HongFEf)Jg)‘ ‘Hﬂmﬁ[ﬁG(ﬂ)}
Homsz(F(4),By) —— Hom 4(A,,G(B,))
Figura 1.1

es equivalente a la conmutatividad de

6r(a) L9, oriay S8 ) S92, 4s))

;a‘ w,i‘

A4, —— A4

f

Figura 1.2

Entonces ()% es una transformacion natural.

Por otro lado la conmutatividad de

()

Hom 4(4,6(8)) — %, Hom,(F(4),B)
Hom f,G(g)) Homgz(F(f), g)

Hom 4,(4,,G(B,)) ——— Homz(F(4,).B,)
«A, B,

Figura 1.3
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es equivalente a la conmutatividad de

Fa) —9, ray 22 remy £E9, poqay)
Pg P,
B —— B
g
Figura 1.4

Entonces ( ).ap es una transformacion natural. g

Observacion 1.1.1. Para F, G dos funtores covariantes se cumple que si

¥, @ son transformaciones naturales entonces también lo son G & GFG,
F() Cﬂg Pr

F— FGF, GFG G, FGF — F.

Los isomorfismos de adjuncién (), v ( )* son determinados y determinan
a las trasformaciones de adjuncion ¢ y ¢. Si los isomorfismos son dados
entonces las transformaciones son obtenidas de la siguiente manera

*

Homs(F(A), F(A)) “% Homa(A,GF(A)))
lpay +— (Ipy)" =va

Hom(G(B),G(B)) “% Homu(F(G(B)), B)
lasy — (lam)s = ¢B

Dadas dos transformaciones naturales ¢/ y ¢, estas definen dos transforma-
ciones ( )* y ( )«, por proposicion 1.1.1, pero es de interés saber cuando estas
transformaciones son isomorfismos naturales. Esto se obtiene bajo las condi-
ciones que mencionaremos en la siguiente proposicion tomada del libro Sim-
plicial Objects on algebraic homotopy theory 3], las cuales son importantes
para la demostracion de la equivalencia entre las homotopias adjuntas.

Proposicién 1.1.2. Sean I 4 2 GF y FG -5 Iy transformaciones natu-
rales y los morfismos

Homg(F(A), B) X5 Homa(A, G(B))
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Homa(A,G(B)) 2% Homgs(F(A), B)

definidos por estas transformaciones respectivamente como en la proposicion
1.1.1 entonces

1. ()'o(), =1 siysolo siG 2% GFG 5 G es la transformacion
natural idénticd!

2. (),o() =1 siysolosi F 2 FGF 25 F es la transformacion
natural idéntica.

Demostracion. Probaremos 1. La demostracion de 2 es similar.
Sea f € Homy (A,G(B)), entonces el siguiente diagrama conmuta:

()"
o sty |
A —————— GF(4) G(B)
f GF(f)
G(es)
G(B) GF(G(B))
Figura 1.5

Luego si Gyp o Yg) = lgm) entonces Gypp o Ygpy o f = [ entonces
((f)«)* = f (por la igualdad en el diagrama de la figura 1.5). Por otro la-
do tomando f = lgp), si ((f)«)* = f entonces Gypp o Ygpyo f = [ asi
Gypotam) o lam) = la) entonces Gop © Yap) = L) m

Como se mencion6 en el inicio de este capitulo, otros textos definen fun-
tores adjuntos por medio de la existencia de un isomorfismo natural entre
los conjuntos Homp(F(A), B) y Hom4(A, G(B)). En el siguiente teorema
demostraremos que esta definicion es equivalente a la definicion 1.1.2, la cual
es importante para demostrar la equivalencia entre las homotopias adjuntas.
Para el desarrollo de la demostracion de la equivalencia de las definiciones de
funtor adjunto, se utilizaron ideas tomadas del libro Introduction to theory

IN: F — F es la transformacién idéntica si Ag = 1r(a) para todo A € Obj A
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of categories and functors [I], las cuales fueron importante para demostrar
la condicién necesaria.

Teorema 1.1.1. Los funtores F' y G son adjuntos si y solamente si existe un
isomorfismo natural entre los conjuntos Homp(F(A), B) y Hom4(A, G(B))

Demostracion. (Condicion suficiente) Por la definicion 1.1.2 ( )% 5 es una
funcion uno a uno y sobre y por la proposicién 1.1.1 ()% es una transfor-
macién natural, por lo tanto ( )%z es un isomorfismo natural.

(Condicion necesaria) Supongamos que
d(A,B): Homp(F(A), B) — Hom (A, G(B))

es un ismorfismo natural y se define

Homs(F(A), F(A) " Homa(A, GF(A)))
lpay = (A, F(A)[1r@] = va

Homs(F(A), B) % Hom.(A,G(B))
a — o =G(a)oy,

ahora como 0 es un isomorfismo natural entonces para u € Homp(F(A), B)
se cumple que

8(A, F(A))
Homg(F(A),F(A)) Hom ,(A,G(F(4)))
Homg(F(1,),u) J Hom 4 [lA,G(u)}
Homy(F(A),B) S5 Hom (A, G(B))

por lo tanto 0(A, B)u] = G(u) o 6(A, F(A))[1pwy] = G(u) o 1Py es decir
que 6(A, B) = ()%p, luego por la proposicion 1.1.1, la conmutatividad del
siguiente diagrama
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().
Homy(F(A),B) ——— Hom_4(A,G(B))
Homy(F(f),9) Hom(f,G(g))

Homgz(F(4,),B;) ———— Hﬂmﬁ[}li,G(Blj)
4,8,

es equivalente a la conmutatividad de

GF(4,) D, ey LB, g5y £, 6(8,)

Ya, Yy

4, — 4

f

tomando B = By = F'(A) y g = f = 1p(a), se concluye que ¢ : [4 — GF
es una transformacion natural.

Anélogamente tomando

Homa(G(B),GB)) * B Homs(B, FG(B))

Yelt:) — 6(G(B), B)[lawm)] = vB

(

I lg

Homy(A,G(B)) =3 Homg(F(A),B)
6 ﬁ* = @0 F(ﬁ)

se demuestra que 6~ '(A, B) = ( ).ap vy que ¢ : GF — I es una transfor-
macién natural. g

Antes de mostrar la relacion entre las transformaciones naturales de adjun-
tos a derecha con la transformaciones naturales de adjuntos a izquierda, pre-
sentaremos la definicion de la composicion de dos transformaciones naturales
y algunas propiedades de estas.
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Definicién 1.1.3. Sean F, Fy, F3 : A — B tres funtores covariantes y
AN Fr — Fy, Ny : Iy, — F3 dos transformaciones naturales. Se define
la composiciéon Ay o Ay : F; — F3 para A perteneciente a Obj A como

(A20 A1), = (A2) 0 (M)y

Corolario 1.1.1. Ay 0 A\; dado en la definicion 1.1.8 es una transformacion
natural.

Demostracion. Por hipotesis A; v Ay son transformaciones naturales entonces
para f € Homy(A, B), se cumple que

F (F)
F, (4) Fy(B)
E*h:'.q ] (*’1‘1:'5
F; (f)
F,(4) F,(B)
uz:',a 3 (‘J‘:)E
R —— Fy(B)
es decir
Fi (F)
F(A) ————— F/(B)
(A0 1) ] (A2 44)5
FE

BA) ———— EKE(B)

Por lo tanto Ay o A\; es una transformacion natural. g

Teorema 1.1.2. Sea )\ : Fy — F, una transformacion natural, entonces si
AL Fy — F) existe, esta también es una transformacion natural.

Demostracion. Por hipdtesis A es una transformacion natural, entonces para
f € Homy(A, B) se cumple que
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F(f)
Fi(4) Fy(B)
A4 (] Ag
Fy(
F,(4) F,(B)

es decir que A\g o Fi(f) = Fy(f) o A4, ahora componiendo a la izquierda
por A" obtenemos Fy(f) = A5' o Fo(f) o A4 y componiendo a la derecha
esta tltima igualdad por A\,', obtenemos Fy(f) o \,' = A\5' o Fy(f), asi para

f € Homy(A, B) se cumple que

F(f)

F,(4) F,(B)
ity 5 it
F (f)

Fy (4) Fy(B)

por lo tanto A~! es una transformacion natural.m

Consideremos dos adjunciones
A B Ay A BS54
Denotaremos a las transformaciones de adjunciéon por
1 £> G;F; y F;,G; ii> I parai=1,2.
y a las funciones de adjuncién por
Homs(F.(A), B) S Homa(A, Gi(B))

Hom (A, Gi(B)) 23 Homg(Fi(A), B)

parat =1, 2.

Demostremos que existe una biyeccion entre las transformaciones naturales
de los adjuntos a derecha con las transformaciones naturales de adjuntos a
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izquierda. La siguiente proposicion y su demostracion fue tomada del libro
Homotopical Algebra [5], sin embargo, en ese libro, para demostrar que la
funciéon es biyectiva, se presentd su funcién inversa, pero no se demuestra
explicitamente que lo sea. En este trabajo demostramos explicitamente que
la funcion presentada si es la funcion inversa.

Proposicion 1.1.3. Sean (F;,G;) con i = 1,2 pares adjuntos, entonces:
Eziste una funcion biyectiva Trans (Fy, Fy) — Trans(Ga, G1) que deno-
taremos A\ —> X tal que:

1. S5t Fy = Iy y Gy = Gy, entonces A es la transformacion idéntica si y
solo st X\ es la transformacion idéntica.

2. Si (F3,G3) es otro par adjunto sobre las mismas calegorias y ademds
A Fy — Fy yn:Fy — F3 son transformaciones naturales entonces

nA = 7.
3.\ es un isomorfismo natural si y solo si X lo es.

Demostracion. Recordemos que para cada A € ObjA, F; (A) BN F (A).

Definiremos G5 (B) Az, G1 (B). Para esto consideramos A en G (B), es decir

A
F\Gy (B) 2% B,G, (B)
el cual componemos con ¢% para obtener

2

A
F\Gy(B) 2% BG,(B) 25 B

es decir

20\
FGy(B) P23 B

ahora aplicamos a esta composicion el isomorfismo de adjuncion ( )*! para
obtener \p, es decir

Homs(FiGa(B), B) % Homu(Ga(B), G1(B))

0B oAam — (PBoAaym)” =
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Para demostrar que la asignacion A — A es biyectiva, simplemente daremos
su funcién inversa que denotaremos

Trans(Ga,G1) — Trans(Fi, Fy)
g —

De nuevo recordemos que G(B) LEN G1(B) para cada B € ObjB3, en parti-
cular cuando B = Fy(A) se obtiene

GaFa(A) 29 Gy Fy(A)

el cual componemos con 1% para obtener

A Gy (A) 2D 6y Ry (A)

es decir

AT G py(A)

Ahora aplicando a esta composicion el ismomorfismo de adjuncion ().
tenemos [, es decir

Homg(A,G1F>(A)) 23 Homa(Fi(A), Fy(A))

By ovh +— (Brya) 0 ¥i)a = B,

Mostremos que en efecto (X) = A. Notese que por A ser transformacion

natural y por (Fy, Go) ser un par adjunto (Proposicion 1.1.2 item 2) se cumple
que

lll:|1 (11{'1 :A:)
Fi(4) FiGy Fy (A)
A4 v |R 6y Fy (A)
FE ( 2,_1:]
Ry (4) F, G,F, (4)
l ‘P: Fyld)
F,(4)

Figura 1.6
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Por otro lado (X)A es igual a la siguiente composicion:

- oL 2
FL %) 12 {T"' s:,—:m) F Gy (Agra)) EGi (0% ) ? e
{4l *RGFRA) —— FRG6FGE(A) — R6EGFRA)——FRGFA) —— F(4)

Figura 1.7

Ahora por 1! y ¢! ser transformaciones naturales, por diagrama de la figura
1.6 y por (Fi, Gp) ser un par adjunto (Proposicion 1.1.2 item 2) se cumple
el siguiente diagrama:

1r,

[

Fwt,) e
R(4) — AGA(A) — FGF(4) — E(4)
v |EE o |EGAE®YL) U FGy (Aa) U

F(4)——FGFR@A) — FGFGE(A) —> EGEGE@A) —EGREA) — F4)
F(¥%,) F (' i) FG: (Agma) Rz ) P e
Figura 1.8
lo cual muestra claramente que @ W Aa. De manera analoga se demuestra

también que (ﬁ)B = Og

Demostremos que () : Trans(Fy, Fy) — Trans(G,, Gy) tiene las tres
propiedades mencionadas en esta proposicion:

1. Notese que si A es la transformacion idéntica (A4 = 1 4) = Lpya))
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entonces

ahora si A es la transformacion idéntica (A = 1g,(p)) entonces

A= (A),

>\
= (/\Fz(A OwA)
= (Ph)a
= (1)
Ly ()

2. Notemos que el siguiente diagrama conmuta:

nGE (B}
F,G3(B)———— F;G;(B)

F: (""_F.g) (PEE
.

F,6,(B) — B

En efecto tenemos que la funcién

Homg(FyGs(B), B) L5 Homa(Gs(B), Gs(B))

es 1-1. Asf basta con mostrar que p% o F5 (T5) ¥ ©% 0 Ngy(p) tienen
la misma imagen bajo esta funcion. La parte derecha superior tiene
imagen 7z por definicién de esta tltima y en cuanto a la parte inferior
izquierda

2

FCs(B) %) mGy(B) 25 B
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notamos que es igual a (7 ).2, la cual es enviada por la funcion ( )*?

((ﬁB)ﬁ)*Q =B

Por otro lado como A es una transformacién natural, entonces

A

Gz () Ne. (8)
F,G;(B) » F,G3(B) ————— F;G;3(B)
_ _ 3
£, (75) l T (ngjl s l @
‘lﬂarﬂ‘} qJLB

FG(B) ——— FG(B) — > B

Figura 1.9

Si enviamos por G, al diagrama de la figura 1.9 y le aplicamos ! a la
izquierda, obtenemos el siguiente diagrama

1"[’1-: (5) N
= Gy ["‘ &, -IE;'-} Gy [”GE -:5';-}
G3(B) Gy F,G3(B) GyF, Gy (B) —————— G (F3G3(B))
g J G Fy (’FFB:" J G F (?’_FB:" J I'G1 ((‘935)
1"[]15: (B} Gy [;‘ G, -:.'3;-) Gy [‘Pjs}

Gy(B) ———— GyF,G,(B) GyF, Gy (B)———— G,(B)

Figura 1.10

Notese que la parte inferior del diagrama de la figura 1.10 es precisa-
mente Ag y que la composicidon externa y superior es (77>\)_B. Asi tenemos
que (nA\)p = ATz y como B fue arbitrario se obtiene nA = A o7].

3. Notese que si A : F; — F5 es un isomorfismo natural, entonces existe
n: Fy — Fj tal que Aon = 1p, y noX = 1p, , asi la conclusion es clara
puesto que (noA=1p y Aon=1g) = (noA=15 y Aon=1g)
+—— (Aof=1g, yTTo A= 1g,).
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(Fin de demostracion de la proposicion 1.1.3)m

En la siguiente seccion veremos como por medio de la biyecciéon de la proposi-
cion 1.1.3, en un sistema homotopico a izquierda, donde el cilindro tenga un
funtor adjunto, se construye un sistema homotoépico equivalente el cual genera
la relacién de homotopia a derecha. Por medio de estos sistemas homotopi-
cos y con la definicion de funtor adjunto (Definicién 1.1.2.), se demuestra la
equivalencia entre la homotopia a izquierda y a derecha. Con esta biyeccion
también se muestra como una transformacion natural A define dos funtores
Fry Gy, los cuales son adjuntos cuando A es un isomorfismo natural.

1.2. Sistemas homotopicos

En esta parte se definira sistema homotopico a izquierda, sistema homotopico
a derecha y cuando dos morfismos son homotopos a izquierda y a derecha.
Posteriormente se procederd a demostrar la equivalencia de las homotopias
mencionadas cuando el cilindro y el co-cilindro son funtores adjuntos.

Definicion 1.2.1. (Sistema homotopico a izquierda) Un sistema ho-
motdpico a izquierda en una categoria A, es una cuadrupla n = (F,d°, d', s)
donde F' : A — A es un funtor covariante el cual llamaremos cilindro, y
d: 14— F s: F — I, son transformaciones naturales tal que sod’ =
donde 1 denota la transformacion idéntica I 4 — I 4 para i =0, 1.

Definicion 1.2.2. (Sistema homotdpico a derecha) Un sistema ho-
motdpico a derecha en una categoria A, es una cuadrupla 77 = (G, D°, D!, 9)
donde G : A — A es un funtor covariante el cual llamaremos co-cilindro,
y D' : G — I4,S : I, — G son transformaciones naturales tal que
DioS =1 parai=0, 1.

A continuacion se definira la relacion de homotopia en el sistema homotopico

a izquierda y a derecha.
Definicién 1.2.3. (Homotopia a izquierda y Homotopia a derecha)
1. Sea n = (F,d° d',s) un sistema homotopico a izquierda sobre A y
fig: A— B (A, B € ObjA) dos morfismos de A, entonces decimos

que f es n-homdtopo a g 6 que fy g son homdtopos a izquierda (f L 9)
si existe un morfismo H : F(A) — B tal que
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A
f
d°, \
A H
F(A) —--mmmmmm - > B

) U
ds
g

Figura 1.11

2. Sea 7 = (G,D° D', S) un sistema homotopico a derecha sobre A y
f,g: A— B (A, B € ObjA) dos morfismos de A, entonces decimos

que f es -homdtopo a g 6 que f 'y g son homdtopos a derecha (f i q9)
si existe un morfismo K : A — G(B) tal que

B

f .
t3 DDE

K
S > G(B)

v 1
D B

g L

B

Figura 1.12

Recordemos que para el sistema homotopico n = (F,d°,d",s), d* : I, — F
(1=0,1)y s: F — I, son transformaciones naturales. Asumiendo que
F: A — A tiene un funtor adjunto G : A — A y usando la funcién
biyectiva

Trans(ly, F) — Trans(G, 1)
A —

>
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denotamos a dé como D' : G — I4 (i = 0,1) y usando la funciéon biyectiva

Trans(F,14) — Trans(ls,G)

p > p
denotamos a s como S : [4 — G. Por n ser un sistema homotopico a
izquierda tenemos sod’ = 1, entonces 1 = sod' =d'os=D'oS(i=0,1)y

7= (G, D° D', S) es un sistema homotopico a derecha. Ahora los siguientes
diagramas

A
d® !
A
6]
A H
F(A) ---mmommmmmee- > B A
1 v v
d*, D'y
g 2] |
A

Figura 1.13

., . n . : n
se corresponden biunivocamente, es decir que f ~ g si y solo si f ~ g. Esta
afirmacion se demostrara en el siguiente teorema.

Observacion 1.2.1. Para demostrar la equivalencia de la homotopia a izquier-
da y a derecha cuando el cilindro y el co-cilindro son funtores adjuntos (Figu-
ra 1.13), que por simplicidad las llamamos homotopias adjuntas, basta de-
mostrar que los siguientes diagramas se corresponden biunivocamente

A
) I’
Aq J )
F(A) ------------ %B

Figura 1.14
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En efecto, tomando a A = d° y a . = f se demuestra la equivalencia de la
parte superior de los diagramas de la figura 1.13 y tomandoa A =d'y u =g
se demuestra la equivalencia de la parte inferior de los diagramas de la figura
1.13.

Veamos ahora la demostraciéon de la equivalencia de los diagramas de la
figura 1.14, la cual fue desarrollada en este trabajo, vy que es equivalente a
demostrar la equivalencia de las homotopias adjuntas. Esta equivalencia de
homotopias juega un papel importante en la categoria de los grupos abelianos
simpliciales, puesto que en la homotopia a izquierda surge un problema con
el cilindro, el cual mencionaremos detalladamente en secciones posteriores,
y este problema tiene salida con la homotopia a derecha. Con esta equiva-
lencia también se trata de dar una explicacion de como surge la familia de
funciones k; presentadas por Moore en su seminario, las cuales son suficientes
y necesarias para la homotopia de dos funciones simpliciales.

Teorema 1.2.1. Sea (F, G) un par adjunto, A : 14 — F una transforma-
cion natural, H : F(A) — B un morfismo de B y u: A — B un morfismo
de A entonces

A B
. ][I
‘J‘A .I[': -
H = H*
F(A) ----mmmmm - > B A e * G(B)

Demostracion. Basta con demostrar la conmutatividad del siguiente diagra-
ma

A———— 5 G(B)

A.d.l J ljs

F(A) ——— B
Figura 1.15

Por definicion H* = G(H) o ¢4 y por hipétesis A es una transformacion
natural, entonces por la proposiciéon 1.1.3, A es una transformaciéon natural,
por lo tanto se cumple que
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¥a A
A GF(A) F(4)
U
GH) U H
H ) | |
G(B) > B

Ahora, de nuevo por la proposicion 1.1.3 tenemos que XF(A) = PF(4) O AGF(A)
y como A4 es una transformacion natural, entonces se cumple que

F(A) —> FGF(A)

/ [ GV’ \fﬂ‘!
Wy
A

GF(A) F(A)
U
G(H) U H
N
G(B) f’ B

B
Por hipoétesis (F, G) es un par adjunto, es decir ( ), o ( )* = 1 (Definicion
1.1.2), entonces por la proposicion 1.1.2 item 2 se tiene que la composicion

<PF(A)

F(A) ™ para) Y pa)

es la transformacion idéntica, entonces se cumple
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Ya

A———— 5 GF(A) —————— F(4)

U
G(H) U H
Hh l l

G(B) ———=— B
5

Por lo tanto el diagrama de la figura 1.15 es conmutativo. m

1.3. Funtores de una transformacién natural

Se presentaran dos funtores F y Gy definidos por una transformacion natural
Ay aparentemente la adjuncién de estos dos funtores daba una version dife-
rente de la equivalencia de las homotopias adjuntas mostrada en la seccion
anterior. Pero estos funtores son adjuntos sélo si A es un isomorfismo natural
y esta adjuncion aplicada en sistemas homotopicos solo produce homotopia
trivial. Sin embargo la equivalencia de las homotopias adjuntas resulta equi-
valente a una biyeccion entre dos conjuntos definidos por los funtores F) y
G-

Notacién 1.3.1. Dados f: A — By g: C — D dos morfismos de A,
un morfismo x : f — g en la categoria MorA es una pareja de morfismos
Kdom : A — C'Y Keoq : B —> D que cumplen
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Kaom

Se denota & = (Kgom, Feod)-

Dados F1: A— By F,: A — B dos funtores covariantes, toda transfor-
macion natural A : F; — F, puede ser representada como un funtmﬂ

T.: A— MorB
de la siguiente forma:
1. Para A € ObjA, T\(A) = Aa.
2. Para f: A — Ben MorA, se define Th(f) = (F1(f), Fa(f)), es decir,

F ()
Fi(4) Fi(B)
Ay 5 Ag
F,(4) F,(B)
E (f)

La anterior representacion fue tomada como referencia del libro homotopical

algebra [5]. En este trabajo presentaremos como también A define dos fun-
tores Fy : MorA — MorBy Gy : MorB — MorA.

Consideremos lo siguiente:

1. Fi,Fb : A — B, G1,G5 : B — A funtores covariantes tales que
(F;, G;) para i = 1, 2 son pares adjuntos.

2Realmente hay que verificar que Fy es un funtor, pero es directo de la definicion.
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2. \: Fy — F,, 0. F5, — Fi dos transformaciones naturales tales que
o oA =1en donde 1 denota la transformacion idéntica.

Definicion 1.3.1. Se define Fy : MorA — MorB, Vf € ObjMorA por
Falf) = F2(f) © Adomys
y para todo (Naom, Neod) = N € Homprora(f, h) por

FAm) = (Fr(ayrn)s F2(10u)):

Ilustremos la buena definicién de F).
Para f: Ay — A, por ser A transformacion natural se cumple

Fi(4y) A7) Fi(42)
;'1,4,_ 6] "1".-1=
() e ()

ysean: f—> h,para f: Ay — As vy h: H — H,, entonces se cumple

Naom
‘q:l Hi
f ) h
4, — s H,
ncod

Por lo tanto se cumple
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lF'l (ndomj
F(4) — F(Hy)

j’fl. g AH.

M Fﬁtndomj d
F(Ay) ——————— FE(Hy)

B (f) g Fy(h)

L 3

Fz(ﬂcod)
Fy(4;) ————— F(H,)

Teorema 1.3.1. F) es un funtor covariante.
Basta con demostrar que Fx(1f) = 1x,(p) ¥ que Fr(ao 3) = Fa(a) o Fa(B).
Demostracion.

Fa(ly) (F1((L)dom)s Fo((1f)eoa))
(F1(Ldomy ), F2(Leodr))

= (15 (domp)s LEs(cods))
(
1

1dom.7—'>\ )> cod]-'A(f))

Sean a 'y  morfismos de la categoria MorA, tales que aof esta bien definido,
entonces

FalaoB) = (Fi(om © Baom), F2(cod © Baom))

= (Fi(adom) © F1(Baom), Faltcod) © Fo(Beod))
(F1(Oédom), F2(Oécod)) (Fl(ﬁdom), FQ(ﬁcod))

= Fala) o Fr(B).

Definicién 1.3.2. Se define G5 : MorB — Mor A para g € ObjB por
G5(9) = Aeodg © G2(9)
Y DA (Vg Veoa) =7 € Homy,, (g, 1) por
Gx(7) = (G2(Vaom), G1(Veod))-
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La buena definiciéon de G se ilustra de manera dual a la buena definicién de
F.
Afirmacidén: G5 es un funtor covariante dual al teorema 1.3.1.

Definicién 1.3.3. La categoria Morl 4 es la que tiene por objetos
ObjMorly={14: A— A|VA € ObjA}

es decir todos los morfismo identidad en la categoria A, los morfismos entre
14,15 € ObjMorl 4 estdn dados por

Homror 4(14,18) = {(f, f) | Vf € Homa(A, B)}

Proposicion 1.3.1. Sea A L A% Auna adjuncion y X € Trans(I4, F),
donde I 4 es el funtor identidad en la categoria A, entonces existe una biye-
ccion entre Hompror A(Fa(f), 9) y Homarora(f, Gx(g)) para f, g € ObjMorl 4.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad consideremos a f =1,y g =1p
v sea & = (Qgom, Qeod) € Homprora(Fa(la), 15) es decir que se cumple

T iom

A E
k s kls
F(4) . B

entonces definimos

0(1a, 1) : Hompora(Fr(1a),15) — Homprora(1a, Gx(15))

por 0(14,18)(dom, Qeod) = ((Qeod)™, Qdom), que corresponde al diagrama
siguiente
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el cual es conmutativo por el teorema 1.2.1@. La inversa de (14, 1p) para

(P)/doma ’Ycod) € HomMorA<1A> gX<1B>) S 5(1A7 1B)_1(7dom7 '.Ycod) = (’Ycoda ('7dom)*2)7
es decir

F(A4)
E (Ydom):-ﬂ

Veamos que en efecto (Yeod, (Yaom)s2) € Homarora(Fa(14), 15). Por definicion
(Ydoms Veod) corresponde al siguiente diagrama

A Yaom G(EJ‘

\1‘4 J Jis
A

B

Yeod

entonces basta demostrar que se cumple

A Yaom GES}

bs |

F(A) /—— =2 B
( } ('}rdom)b_

Figura 1.16

En efecto, por A ser transformacion natural y por definicion de ( ),o y Ap se
cumple lo siguiente

3( )*2 y ( )«2 son los isomorfismos de adjuncién correspondientes a los funtores F y G
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A Yaom G(SJ

J“;‘A J ‘AG(E}
F(}'{domjl T
F(A) ——S>FG(B) U |*=
]
w3 Pg
(}rdo:l.“\

B
Por lo tanto se cumple el diagrama de la figura 1.16.m

Con esta proposicion se puede observar como la equivalencia entre las homo-
topias adjuntas mostrada en la seccidon anterior, es igual a una biyeccion entre
los conjuntos Homa(Fa(f), g) v Homa(f, Gx(g)) para f, g € ObjMorl 4,
puesto que se tiene una correspondencia biunivoca entre los diagramas

f f

A B A ——= E
lz‘. g ll 1.4[ U Ff;
A B
H K
F(A) — B A——G(B)

que es igual a una correspondencia biunivoca entre

A B
. f f b
Ay 5 & E
y K

F(4) B A G(B)

Teniendo en cuenta las hipotesis de la proposicién 1.3.1, en este trabajo de-
mostraremos que (Fy, Gy) es un par adjunto por medio de la construccion
de un isomorfismo natural entre Homu(Fa(f), g) v Homa(f, Gx(g)) para
f, g € ObjMorA. Sin embargo para que este isomorfismo natural de cuen-
ta de la equivalencia entre las homotopias adjuntas, A tendria que ser un
isomorfismo natural. Posteriormente demostramos si A : F}; — F5 es un
isomorfismo natural entonces (Fy, Gy) en general es un par adjunto.
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Teorema 1.3.2. Sea A - A -5 A una adjuncion y X € Trans(1, F)
entonces (Fa, Gyx) es un par adjunto.

Demostracion. Para f,g € ObjMorA, (f : Ay — Ay y g : By — By)
definimos Hompror A(Fa(f), 9) X9 Homprora(f, Gx(g)) como sigue:

Para (aom, Qeod) = o € Homprora(Fr(f), g), es decir que se cumple

A, X gom B,
lf

A, g g
o

F(Az) L’ B,

definimos X (f, g)(@) = (G5, © Vdom: Qeod © Aa, [} lo cual corresponde al si-
guiente diagrama conmutativo

'AA: cod
A, = F(A;) — B,
E
f B,
[EE‘:
a,
‘41 Caom 31 5y G(Blj

Veamos que X(f,g) es una transformacion natural para f,g € Oijor,fl.
Paran: f — fdonde f: Ay — Ay yparay:g — gdonde g: By — Bs
verifiquemos que el siguiente diagrama es conmutativo

4La transformacién natural o es la que consideramos al principio de esta seccién
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§(f.9)

Homy o (:F.il Ef)! Hj HomMyor.a [f’ gj (*g)j

Ham,‘-{m'ﬁ (‘j__}l (?? jJ }r) Ham,\'fo:l'ﬁ (nJ gi (T"'))

Homyo,.s (F3(f ). 8) ., Homy,, +(f.G5(8))
5(F.8)
Figura 1.17
Sea o« € Homprora(Fa(f), g) entonces la composicion

[HomMorA(nv QX(V)) © 5(f7 g)](a)

corresponde al siguiente diagrama conmutativo

n Ay, a ¥ ﬂ
cod Ag Ag F(Agj cod Bg cod 5:
le E
f f By B,
. 172
Naom L2 — Og, LGy n .
T, o4 2™, B, 5, G(By i}: G(B,)
Figura 1.18
Luego por A y 7 ser transformaciones naturales se cumple
7 Op,
A, —22 4, B, — G(By)
j;-‘l:j ¥ | ‘A'An }{doml J [G (}rdw.“.:]
- F(”cod:l - EE“ R
F(Ay) ——— F(4;) By —— G(B,)

asi el diagrama de la figura 1.18 es equivalente con el siguiente diagrama
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- 'E"Az F o ¥ .
1’-1: F(A::I (”codj F(AI:I cod‘ Eg cod . B:
E lo
7 f B, B,
hﬁ- _ t&.
- Naom & om Yaom - 253 .
i, —— A, ——» B, —— % B, " .G(B)

Figura 1.19

y este tltimo corresponde a la composicion [(5(f, g) o Homf(F(f), g)} (a),
asi el diagrama de la figura 1.17 es conmutativo y por lo tanto x es una
transformacion natural.

La inversa de x para (Baom, Beod) € Homarora(f, Gx(g)) esta dada por

X_l(f7 g) (Bdonw Bcod) - (XBl o 6dom7 500(1 o UAg)

es decir

l@dom 'JL-S'_
Al - G(Elj - 81

lf

A, J g

lﬁA:
O- T
Fa) s 4, F2m g,

Luego por el teorema 1.1.2, x¥~! es una transformacion natural, asf x es un

isomorfismo natural, por lo tanto (Fy, Gy) es un par adjunto.m

Tomando f = 14 vy g = 1 en el isomorfismo definido en este teorema,
obtenemos la siguiente correspondencia
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Daom Aoy o

A B A —— F(4) L E
llA Wls
A (6] 1, 14 8] E
|- [

F L) [ S 5 4 X om 5 Tg 6(5)

Figura 1.20

El dltimo de ellos es igual al siguiente diagrama

A X gom 5
1, J g
A Eeod P? G(o5)
A —25 F(4) —— B —E+ GF(B) — G(B)

Figura 1.21

en efecto, por el diagrama derecho de la figura 1.20 apg © Aa = Qgom v poOT
definicion o5 = G(0p) o 3P} ahora el diagrama de la figura 1.21 es igual al
siguiente

T om

1, &) -

¥, G(g,) G(1a) G
A ——GF(4) G(A) GF(A) — G(B)

Esta tltima igualdad se obtiene usando el hecho de que ¢? y o son transfor-
maciones naturales. Ahora en este ltimo diagrama se puede observar que si

592 es la transformacién de adjuncién correspondiente a F'y G
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Ag 004 =1y entonces x(1a,1p) = d(1a,1p), ya que G(acoq) © 3 = (Qcoa)*
Con esta condicion, la adjuncion mencionada en el teorema 1.3.2 daria cuen-
ta de la equivalencia entre las homotopias adjuntas mostrada en la secciéon
anterior, asi con esto surge la siguiente duda ;Que propiedades se cumplen si
Moo, = 1y, para todo A € ObjA, es decir si A es un isomorfismo naturalfp.
Una propiedad que se cumple es que (Fy, Gy) es en general un par adjunto,
esto se presenta en el siguiente teorema realizado en este trabajo.

Teorema 1.3.3. Sean A y B dos categorias, A LB 9 A para i = 1,2
dos adjunciones y X € Trans(Fy, F») tal que existe o : Fy — Fy que cumple
que 040 4 = Lpa) Yy Aaooa = lp,a) para A € Obj A entonces (Fy,Gx) es
un par adjunto.

Demostracion. Se define ¢y : f — Gy Fa(f) para todo f € ObjMorA
(f: Ay — Ay) por

1 &,

F A,

A, — 2 LGFR(4) — 2 G,F (4,)
Aria,)
fl o GRO S GRM) O |GFED)
Gy (Fa(F))
A, — S GF(A)— 51;": (42)
L Gi(Aa,)
Figura 1.22
es decir 1y = (Tr, (a5) © Vh,, G1(Aay) 0 ¥},).
Verifiquemos que 1 es una transformacion natural. Sea 7 = (Daom, Neod)

perteneciente a Hompora(f,h), para f : Ay — Ay y h : H — Hos,
entonces se cumple

5Recordemos que al principio de este capitulo se consideré que oo A =1
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W
f L . GiF)

h — 5 G.F(h
. Gz Fa(h)

GzF(m)

Figura 1.23

En efecto, el diagrama de la figura 1.23 es igual a

2 (4;) —= Gy F; (A7)
2473 tE I:HE\\.\GI (j o )
lGE Fl (ndomj lGE FE (ncodj \\\ lGIFE (ncodj

L]

GZFit:Hij . G:F:(sz —_ GlFE (sz
G, Fy(h) Ag, ()

Figura 1.24

donde este ultimo es conmutativo.

Por otro lado definimos ¢, : F\Gx(g) — ¢ para g perteneciente a ObjMorBB
(9: By — By) por
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F,(1s,) @'s,
FJGZ(B1)4’ F1'51(313' — B
F(G(g))
FiGalg) g F,G,(B,) g F,G,(g) v g
'AG'_':E::'
FG (B,) — > fi6i(B)) ——— B,
JG'_':B::' ¢ By
Figura 1.29

es decir ¢, = ((,01132 o FI(XBz)v 801192 © UG1(BQ))'
Verifiquemos que ¢ es una transformacion natural. Sea v = (Yaom, Veod)

perteneciente a Hompop(g,1), para g : By — By y | : Ly — Lo, en-
tonces se cumple

@
9 — 2 = FG:(9)
Y ‘ o ‘TAQI (»)
b ——— FG6i(D
@

Figura 1.30

En efecto el diagrama de la figura 1.30 es igual a
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FiQ}I [:g:] AG’_':B:'_:'
F,6,(By) — FG,(B,) — F,G,(B;)

\.

™~ |
F G, (T’dpmj‘_}?‘_l ['ES\ﬁ\ Fy '51(1-.;.;11)5 F, Gy ("}’cpd)!
g, ) !

F1Gy(5,) i

Figura 1.31

donde este ultimo es conmutativo.

Ahora verifiquemos que las transformaciones naturales (), y ( )* definidas
por ¥ y @ respectivamente como sigue

HomMmB(./T(f),g) &) HOman_A(f,g(g))
a — G(a) oy

(>*: HomMorA(fag(g)) — HomMorB(f(f)7g)
g Spgof<f)

son inversas una de la otra.

1. Demostremos que ( ). o ( )* = 1. Para esto utilicemos la proposicion
1.1.2, item 2, es decir que basta con demostrar que Cr s © Fi (djf) es
igual a 17, () para todo f € ObjMorA(f : Ay — Aj). La composicién
Crn © Fa (1/1f) corresponde al siguiente diagrama
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— E 1
Fy {‘i’ 1&_) F (e, ta,)) Fy(Ar ) P Fa,)
Fi (‘)‘q:l:l—P Fj. GIFI (A:l:l — F:l G:Fi (A:l:l —— Fj. GIFI (A:l:l — F:l E‘qj.:l

F,(f) FaGaFa(f) Falh)

1 1
F, {"'U A,_) F, Gy ('1.4:} Oc, 7 (4;) ¥ Foidg)
Fz(f'lzj ’FEGIFI(AE}—’ F:G1F:(A::'—’ FJGIFE(AE) - F:EA:)

Figura 1.32

Notese que la parte superior del diagrama de la figura 1.32 es la funcion
identidad de Fy(A;) (e.d. 1p(4,)) puesto oo A = 1 entonces A oG = 1
(proposicion 1.1.3) y por hipotesis (F;, G1) es un par adjunto entonces
P an © F1(¥h,) = 1g(a,) (proposicion 1.1.2). Por otro lado, la parte
inferior del diagrama de la figura 1.32 es igual a A4, 0 04,, esto se ve
reflejado en el siguiente diagrama

1
F (ﬁ’igzj F,Gy(Ay) O¢, Fyldg) P R4y
F(A))——F G F(A) ——FRGF(A)—— 6 FR(A,)——F(4,)

Ty

U ag, F, (A, ;| G g, pa,) J

1
Fl (11|[J A=) 2 (inj.-: ':A::'
FJ(ASJ—’F151F1(AZJ—>F151F2 (“"12) —F (“"12) ]

g gy

1
(P E_(A:}
FGyFy (A;) —F(4;)
En este diagrama claramente se ve que

90%72(142) O UGlFZ(AQ) o FQGl()\AZ) O F2(¢i12) = )\AQ © (10};‘1(142) o Fl(,l?Dzl“g) © UAQ

luego (F1, G1) es un par adjunto entonces ¢ 4,y © Fi(iy,) = 1p,,
(proposicion 1.1.2) y por hipotesis A o o = 1 entonces

90}72(142) C 0@ Fy(Ag) © FQGI()‘Az)) © F2(1/}1142) = 1Fz(Az)
Por lo tanto Cr ) o F (%) =1z, yconesto ( ).o( ) =1



1.3. FUNTORES DE UNA TRANSFORMACION NATURAL 37

2. Analogamente se demuestra que ( )*o( ), = 1. Para esto utilizamos
la proposicion 1.1.2, ftem 1, es decir, demostrar que Gx(pg) © Pg (g) €5
igual a 1g (5 para todo g € ObjMorB (g : By — By). La composicién
Gx(p,) o ng(g) corresponde al siguiente diagrama

¥ ' G (B EF’. Gy (5, ) G, F [“:E,_) G, {@915: )

GZ (51:]—3' G:I.FIGZ (51.:]—3' GZFIGZ (51:]—’ GZFIGI(BI:I — G: (Blj

G2(9) G1F:Ga(g)

1
P Gy (By) G, [:,-"1 G, (8, ) Gy LO’GL (52';-} G, {@15" )

Gz(g)

61(82) ? GIFIGI(BZ:I > GlFﬂsl(Eﬂj—’ G1F161(B::| E— GI(BZ:]

Figura 1.33

Notese que la parte inferior del diagrama de la figura 1.33 es la funcion
identidad de G1(Bs) (e.d. 1g,(B,)), puesto que o o A = 1y por hipote-
sis (F1, G1) es un par adjunto entonces G1(¢p,) © ¥4, (5, = lai(s,)
(proposicion 1.1.2). Por otro lado, la parte superior del diagrama de
la figura 1.33, es igual a G, o Ag,, esto se ve reflejado en el siguiente

diagrama
Te o 5.7 G, F (1 1
"'"Uicz (B,) OF, 6, (B.) 241 ["‘5,_) G, ((p 5,_)
G, (B )—G,F,G,(B,) G, F,G,(B,) G, F Gy (B )——G,(B,)
A, S |61F1 (i5) G,F (1)
1 _ 1
11{1 Ca(By) JF'_G'_ (B} G: {(P -S;)

Gy(By)—— G F,G,(By) —— G, F1G,(By)

G,(B1) U

AF'_G'_ ':B::' J

6 (o)

Gy Fy Gy (31J —0 (31)

lG‘_F‘_G'_ (B

Por este ultimo diagrama tenemos que

Gz(go}gl) OGQFl(XBl)OEFng(Bl) 01/1102(31) =0p,0G, (801191) OYﬂél(Bl) oAp,
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luego (Fy, G1) es un par adjunto entonces Gy (95, ) 0 ¥, (5,) = Loy
(proposicion 1.1.2) y por hipotesis A o o = 1 entonces

GQ(SO%?l) o GQFI(XBJ O O FyGy(By) © wéz(Bl) = 1F2(A2)

Por lo tanto
Gx (,) Vo) = Loxto)

y conesto ( )*o( ). =1.

Asi por 1y 2 (Fy, Gy) es un par adjunto.m

Este teorema aplicado en sistemas homotopicos solo produce homotopia tri-
vial. En efecto, sea n = (F, d°, d*, s) donde d 0o s4 =14y s40d% = Lp(a),
entonces d° es la transformacién natural inversa de s. Por otro lado si también
se cumple que d; 0 54 =14y s4 0d} = 1p(a) entonces d' es la transforma-
cién natural inversa de s, por lo tanto d° = d' y este sistema homotépico
solo produce homotopia trivial, es decir f < f. Por lo tanto descartamos que
la equivalencia de las homotopias adjuntas sea equivalente a la adjuncion de
los funtores Fy y Gy, puesto que solo se demostr6 que son adjuntos si A es un
isomorfismo natural. Sin embargo la equivalencia de las homotopias adjuntas
pudo explicarse por medio de la proposicion 1.3.1.

Queda abierta la pregunta de si estos funtores son adjuntos sin A ser un
isomorfismo natural, asi la equivalencia de las homotopias adjuntas seria un
caso de particular de adjuncion.



Capitulo 2

Homotopia en los Grupos
Abelianos Simpliciales

En este capitulo se demuestra la equivalencia de la homotopia a derecha y
a izquierda en los conjuntos simpliciales (A°Set) usando el teorema 1.2.1,
es decir, veremos que A°Set cumple las hipotesis de este teorema. Ademés
mostraremos que en los grupos abelianos simpliciales (A°Ab) la homotopia
es una relacion de equivalencia.

2.1. La Categoria A

Se define el conjunto A = {[n] : n € N|J{0}} donde [n] ={0,1,...,n} y para
[n], [m] € A definimos el conjunto

Homa([n],[m]) ={f: [n] = [m] | fescreciente}

Recordemos que f es creciente si para x < y, f(z) < f(y). Consideremos
estos morfismos junto con las siguientes propiedades:

1. Para [n], [m], [¢] € A definimos
Hom([n], [m]) x Hom([ml, [2]) —  Hom([n],[2])
(f,9) — gof

Esto estd bien definido yva que si f y g son dos funciones tales que
f € Hom([n|,[m])y g € Hom([m], [z]) entonces go f : [n] — [z]. Ahora
sean z, y € [n] tal que x < y, como f es creciente entonces f () < f(y),

39
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luego f(z), f(y) € [m] y g es creciente entonces g(f(z)) < g(f(y)) por
tanto (go f)(x) < (go f)(y) asi que go f es una funcién creciente que
va desde [n] a [z]. Entonces go f € Hom ([n], [z]). En algunas ocasiones
denotaremos la composiciéon g o f como gf.

Por otro lado sean ([a], [b]) # ([c], [d]) con [a], [b], [c], [d] € A. Es claro
que Hom ([a], [b]) Y Hom ([c], [d]) = ¢, ya que si dos funciones tienen
su dominio 6 codominio distintos entonces las funciones son diferentes.

2. Sea [n] € A el morfismo identidad 1}, es

Iyt [n] —  [n]
T — T

Sea C = (ObjA, Morp) donde ObjA = Ay Mora = Hom([n],|m]) para
todo [n],[m] € A, entonces por 1, 2 y 3 C es una categoria, llamaremos a C
la categoria A.

Recordemos lo siguiente:

1. Un morfismo f perteneciente a Hom([n|,[m]) se dice epimorfismo si
para todo 6,7 € Hom([m], [c]) tal que si 6 o f =no f entonces § = 7.

2. Un morfismo f perteneciente a Hom([n], [m]) se dice monomorfismo si
para todo a, B € Hom(][c], [n]) tal que si foa = fo [ entonces a = 3.

3. Un morfismo h perteneciente a Hom([n], [m]) que sea monomorfismo y
epimorfismo se llama un isomorfismo.

4. Sean [n], [m] € ObjA entonces si existe un isomorfimo f € Hom([n], [m])

[

se dice que [n] es isomorfo a [m] y se simboliza [n] = [m].
En la categoria A

1. Los epimorfismos son las funciones crecientes sobreyectivas. En efecto,
sea f € Hom([n],[m]) una funcion sobreyectiva y §,n € Hom([m], [c])
tal que d o f = no f entonces Yy € [m] existe un = € [n] tal que
F(2) = y, asi 3(y) = 6(F(x)) = (50 f)(x) = (o f)(x) = n(f(2)) = n(y)
por tanto n = 9.
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2. Los monomorfismos son las funciones inyectivas. En efecto, para una
funcion inyectiva f € Hom([n],[m]) y o, € Hom([m],[c]) tal que
foa = fof entonces Vr,y € [n] se tiene que f(z) = f(y) = = =y,
asi para Vz € [c] se tiene que (foa)(z) = (fof)(z) entonces se cumple

que f(a(z)) = f(B(2)) asi a(z) = B(z), por lo tanto o = 5.

3. Los isomorfismos son las funciones identidad, ya que en A un isomor-
fismo o de [n] a [m] seria una funcion creciente sobreyectiva e inyectiva,
la cual solo puede existir si n = m y o es la funcién identidad.

Consideremos los siguientes morfismos:

» 5" € Hom([n — 1], [n]) es el monomorfismo que no toma el valor i € [n]
es decir, para j € [n — 1]

. ' sij <i
&U)Z{j g

J41 sij>i

» 0! € Hom([n + 1],[n]) es el epimorfismo que toma dos veces el valor
i € [n].es decir, para j € [n]

. j sij<i
%U):{

j—1 sij>i

Observaciéon 2.1.1. Los monomorfismos y epimorfismos generan todos los
morfismos de la categoria A, esta afirmacion se demuestra en el siguiente
teorema, el cual fue tomado del libro calculus of fractions and homotopy
therory|2).

Teorema 2.1.1. Todo morfismo ¢ € Hom([m], [n]) puede ser escrito como
composicion de epimorfismos y monomorfismo de forma inica como sigue:

* _ §is s—1 i1 Jt Jt—1 J2 J1
(**) ¢ = 6m—t+56mft+(sfl)"‘5m—t+10m—t+lo’mf(t71)"'gm—QUm—l

donden=m-—t+syn>i;>..>11>0,0< 5 <..<7J1 <m.

Demostracion. E]Como @ es creciente tomamos J; < jy_1 < -+ < j1 los ele-
mentos pertenecientes a [m] tales que p(j) = @(j+1) yseani; < ip < --- < i

!Esta demostracion es tomada del libro Calculus of Fractions and Homotopy Theory
de P. Gabriel and M. Zisman. Lema 2.2, pag 24.
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elementos pertenecientes a [n] tales que no pertenecen al conjunto de imé-
genes de . Asi con los primeros morfismos (o) hago que la funcion no sea
inyectiva permitiendo que la imagen de los superindices y de sus sucesores
sean las mismas y con los ultimos morfismos (0) hago que la funcién no tome
los valores dados en sus superindices. Asi obtenemos el morfismo ¢. g

Veamos un ejemplo para ilustrar la construccion de la demostracion:

Ejemplo 2.1.1. Sea ¢ € Hom([4], [6]) tal que

T x=0,24.
() :{

r—1 z=1,3.
se tiene que ¢t = 2 donde j, = 0, j; = 2 ya que ¢(0) = p(1) ¥y ©(2) = ¢(3),

también se tiene que i1 = 1, io = 3, 13 = 5, iy = 6 donde s = 4.
Por lo tanto ¢ = §80203030%03 .

Las funciones ¢/, y o' satisfacen las siguientes propiedades:

J i g j—1 .
010y, = 0,400 1<
j i _ i _j+1 .

0n0n+1 - Unan+1 ? S J

0109y 1< ]
o—ﬁhld; = 1[n_1] i = j()i = j + 1
ool , P> 41

n

2.2. Objetos Simpliciales

Se procedera a definir conjunto simplicial como una unién de conjuntos,
los cuales cumplen ciertas propiedades que se mencionaran a continuaciéon
y posteriormente se mostrarda, tomando como referencia el libro de Peter
May [3], que los conjuntos simpliciales pueden ser definidos por medio de la
categoria A con lo que se denomina objeto simplicial.

Definiciéon 2.2.1. Un Conjunto simplicial X es dado por una sucesion de
conjuntos {X,}, ¢ € N{J{0} (un elemento de X, es llamado g-simplejo de
X) junto con funciones 0; : Xy41 — X, coni=0,1,...,¢+ 1 llamadas caras
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y si+ Xqg = Xgy1 con @ = 0,1,..., ¢ llamadas degeneraciones, las cuales
cumplen las siguientes propiedades combinatorias:

81-(9j = aj_lﬁi, st 1 <j

8i8; = 8;j418i, S11 <]
0;sj = 8;10;, 511 <]
0;s; = identidad = 0j415;
0;sj = s;0j_1,811>j+1

Definicién 2.2.2. Un objeto simplicial en una categoria C es un funtor
contravariante (F': A — C). Los elementos del conjunto F([n]) son llamados
n-simplejos y las funciones 0; = F(0;) y s; = F(0;) satisfacen las propiedades
combinatorias de la definicién de conjuntos simpliciales.

Observacion 2.2.1. Todo conjunto simplicial K determina un funtor con-
travariante (F' : A — C), donde C es la categoria de los conjuntos jun-
to con las reglas F([n]) = K, y F(¢) = $j,8j,.--8,0i, ...0;,_,0;,, para
@ € Hom([m], [n]), esto permite que un conjunto simplicial pueda ser identifi-
cado con un objeto simplicial en la categoria de los conjuntos. Si la categoria
C es la de los grupos abelianos entonces sus objetos simpliciales se dicen
grupos abelianos simplicialesﬂ.

Las conexiones entre conjuntos simpliciales son llamadas funciones simpli-
ciales definidas como sigue.

Definicién 2.2.3. 5i X y Y son conjuntos simpliciales, se define una funcion
simplicial, digamos f : X — Y, como una familia de funciones

fn: X, —Y,
donde se cumple que
X, f—, Y, X, ; Y,
& [ (6] l éi 5 ‘ %] [5
Ky o ——— V.. X _,——— V. _
T fams o T fas

2Un grupo abeliano simplicial se expresa también como en la definicién 2.2.1 con la
diferencia en que los X, son grupos abelianos y las caras y degeneraciones son homomor-
fismos entre grupos abelianos.
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para todo n € N[ J{0}, es decir f,_100; = d; o fany Sjo fu1 = frnos;.

Definicién 2.2.4. Denotamos como A|n| al conjunto simplicial definido por
la siguiente composicion

; Hom,( _ .[n])

A — Set — Set

~_ 7

Aln]

donde (A[n]), = Homa([m], [n]), y para f € Homa([al, [b]),

(Aln])(f) : Homa([0], [n]) — Homa([a], [n])
T — Tof

1. Un g-simplejo es un morfismo p : [¢] — [n] 6 también puede ser
representado como una ¢ + 1 — upla (ag, , ..., a4) tal que 0 < qy <
<y <aiq <o <ay <n, donde a; = u(j) para j € [q].

2. 9(p) = (1o d,) 6 equivalentemente
8;(0,0, couy CLq) = (CLO, cory @1, g1y ---,y CLq).

3. st(u) = p oo, 6 equivalentemente

sfl(ao, oy Q) = (o, oy Qim1, iy Qi Qig1s ey Q).

El conjunto simplicial Aln| es el n-simplejo estdndar y el mismo tiene un
elemento canoénico de dimension n, el cual es 1p,) 6 (0, ..., n). Denotamos por
I al 1-simplejo estdndar (A[1]) el cual sera utilizado en homotopia simplicial.

Definiciéon 2.2.5. Si X y Y son conjuntos simpliciales, el producto de X y
Y es el conjunto simplicial X x Y dado por:

L. (X xY),=X,xY,

2. Las caras son el producto 0; x ) parai=0,1,...q+ 1 (0; y d; son las
caras correspondientes a X y Y respectivamente),
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3. Las degeneraciones son el producto s; X §; para ¢ = 0,1,...,q (s; vy &
son las degeneraciones correspondientes a X y Y respectivamente).

Ahora con los conjuntos simpliciales, con 1-simplejo estandar y con el pro-
ducto de conjuntos simpliciales, veamos cuando dos funciones simpliciales
son homotopas a izquierda.

Definicién 2.2.6. (Homotopia en conjuntos simpliciales). Si X, Y son
conjuntos simpliciales y f,g : X — Y son funciones simpliciales, entonces
f v ¢ son homoétopas a izquierda (f < g) si existe F': X x A[l] — Y tal
que para un simplejo cualquiera de X, digamos v (e.d. v € X)), se tiene:

1. Fq(77 (0707 ooy O)) = fQ(7)7

2. Fy(v, (1,1,...,1)) = g4(7),

es decir, que se cumple

X
d® f
6]
g F
b .Y | — >y
(@]
dl
g
X

donde d' : X — X x A[l] es la funcion simplicial tal que di(v) = (7, iq)
(iq : [q] — [1] es la funcion constante de valor 7) para i = 0, 1.

La funcién simplicial F' se llama una homotopia de f a g.

Es claro que todo grupo abeliano simplicial es un conjunto simplicial, por lo
tanto, también en A°Ab estan las funciones simpliciales (Definicion 2.1.3.)
y producto de grupos abelianos simpliciales (Definicion 2.2.4.). Pero con la
homotopia a derecha en los grupos abelianos simpliciales existe el problema
de que A x A[l] no es un grupo abeliano simplicial cuando A lo es. Esto
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da lugar a utilizar el teorema 1.2.1, es decir, la homotopia a derecha con un
funtor G : A°Set — A°Set que sea adjunto a

F:A°Set — A°Set
A — AxA[l]

v que G(A) sea un grupo abeliano simplicial cuando A lo sea.

A continuacion se definira un funtor GG, tomando como referencia el seminario
de Moore [4], tal que G(A) sea abeliano simplicial cuando A lo sea, y que sea
adjunto a F'.

Definicién 2.2.7. Para X y Y dos conjuntos simpliciales, el conjunto sim-
plicial Y¥ es definido como sigue:

1. (YX)q = HOmA°Set<X X A[Q]vy)

2. las caras 0; : (YX)q — (YX)(F1 para i = 0,...,q estan dadas como
sigue

O; : Hompoger(X X Alg], Y) — Hompege(X x Alg—1],Y)
XxAlS3Y = XxAlg—1"3" XxAlg 3V
donde &' : Alg — 1] — Alq] esta definida como sigue
5
Alg—1], — Algla
p — 520,0

Las degeneraciones s; : (Y¥)
dadas como sigue

—r (YX)q parai=20,...,q— 1 estan

4], Y)

Si: Hompege (X X Alg—1],Y) — Hompaose(X X A
T XxAlg-15y

XxAlg—13y = XxAlg"S

donde ¢ : Alg] — Alq — 1] esta definida como sigue

=i

Alqln Iny Alg — 1],
A — Jéo)\
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Observacion 2.2.2. Para Y € A°Set se tiene que:
1. YAl >y,
2. Y x Al0] =Y.

Definicion 2.2.8. Para X € A°Set y f € Hompose (K, Y) definimos dos
funtores covariantes F, G : A°Set — A°Set como siguen

] F(X):XXA[l]yF(f):fxlA[l}.
» G(X) = X2y G(f) : KA — VAW donde:

(G(f)), : Homaeset(Aln] x A[l], K) — Homaeset(Aln] x A[1], Y)
B r— fop

Se procedera a presentar el concepto de funtor singular y la realizacion geo-
métricaﬂ y veremos como estas definiciones en un caso particular dan cuenta
de la adjuncion de F'y G.

2.3. Funtor potencia y producto

En esta seccion se demuestra que el funtor producto y el funtor potencia son
adjuntos por medio de la adjuncion del funtor singular y de la realizaciéon
geométrica, es decir, se demuestra que para un modelo particular (A x A)
la realizacion geométrica es el funtor producto y el singular es el funtor po-
tencia. Para esto empezaremos mostrando la definicion de funtor singular
y de realizacién geométrica, tomando como referencia una publicacion del
profesor Ruiz [6].

Definicion 2.3.1. Sea A una categoriay Y : A — A un funtor covariante,
se define el Funtor Singular Sy : A — A°Set por

A — Sy(A): A — Set
AL Ay Sy(f) : Sy(A) — Sy(A)

3 Aqui se da por conocido que el funtor singular y la realizaciéon geométrica son funtores
adjuntos.
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donde
1.

Sy(A): A — Set
[n] — Homa(Y([n]), A)
p] = la] — Sy(A)(w) : Homa(Y([a]), A) — Homa(Y ([p]), A)

v para a € Homa(Y ([q]), A) se define Sy (A)(w)(a) = ao Y (w)

(Sy () : Homa(Y([n]), A1) — Homa(Y([n]), A2)
B — fop

Por otro lado se define la Realizacion Geométrica Ry : A°Set — A por

X — (UXn X Y([n])) /t
XL K s Ry(f): Ry(X) — Ry(K)

donde para w : [n| — [m], v € X,,, y € Yy, t es la relacion de equivalencia
dada por (X (w)(),y) ~ (z,Y(w)(y)).

La anterior relacién de equivalencia se puede representar graficamente de la
siguiente manera:

(X (w)(x),¥)
X, XY,

‘( ¥iw)

X, XY,

(e Y (w)(3))

X(w)
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y Ry (f) esta dada de la siguiente manera:

Ry (f) : (UanY([n])>/t — (UKan([n]))/t
[z,y] — [fal2), Y]

donde [z, y| denota la clase de equivalencia de la pareja (x,y).

Observacién 2.3.1. Para el funtor

A:A —5 A°Set
[n] — Aln]

Bl Sl — AR YA

donde

(A(w)>n: Homa([n], [p)) — Homa([n], [q])
o +——> Wwow

se tiene que Sz : A°Set — A°Set es el funtor identidad. Puesto que si
X € A°Set, entonces por definicion

(Sa(X)),, = Homaeset(Aln], X)
Por otro lado (X21) = X, luego
(XA0)) = Hompesa(Aln] x A[0], X) = Homaese(A[n], X)

por lo tanto (Sz(X)), = Xn, con esto aplicando la definicién de funtor sin-
gular se cumple que Sz (f) = f para f € MorA°Set.

Como (Rx,Sx) es un par adjunto, y el adjunto del funtor identidad es el
mismo, entonces Rx(X) =X (e.d. (UXn X A[n]) Jt=X)y Rx(f)=Ff.
En la siguiente proposicion realizada en este trabajo, mostraremos como el

funtor singular y la realizacion geométrica del modelo A x A son iguales a
los funtores G y F, respectivamente, dados en la definicién 2.2.8.



2.3. FUNTOR POTENCIA Y PRODUCTO 50

Proposicion 2.3.1. Sea A € A°Set, y el funtor

A: A — A°Set
[n] — A
a — 1y
Entonces:
1. Sx,4(X) = X4 y Ry, 5(X) = X x A, para X € A°Set

2. (Saxa(f)), (B) = foB, y Ra,a(f) = fxA, para f € Hompose (K, Y)
y B € Hompese(Aln] x A, K)

Demostracion
Mostremos 1. Sea X € A°Set, entonces por la definicion 2.3.1

(SAXZ(X))n = HomAOSet((A X Z)([n]), X)
luego (A x A)([n]) = Aln] x A entonces
(Saxa(X)), = Homaeset (Aln] x A, X)
ahora por la definicién 2.2.7
(X?), = Homasse (Aln] x A, X)

entonces
(Saxa(X)), = (X7),
por otro lado por la definicion 2.3.1 de realizacién geométrica

Ria(X) = (UXn X (Aln] x A)) /t

como A no varia, entonces la relacion de equivalencia no afecta ya que se
estaria aplicando el funtor identidad de A (e.d. 14), graficamente lo anterior
quiere decir lo siguiente:

X, X (¥, X A)

X(w)
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asi Ri, #(X) = [(UXn X A[n]) /t] x A, luego por la observacion 2.3.1

(UXn X A[n]) /t =X, por lo tanto Rz, z(X) =X x A.
Mostremos 2. Sea f € Hompoget(K, Y), entonces Sx, #(f) en su nivel n esta

dado como se muestra a continuacion:

(Sanalf)), : Homaosa(Aln] x A, K) —  Homaosu(Aln] x 4, Y)
p > fop

por otro lado, estudiar

Rx. 4(f): (UX,L X A[n]) Jtx A—s (UKn x A[n]) /tx A

se reduce a estudiar

Rx(f) : (an X A[n}) Jt— (UKn X A[n]) /t

luego por la observacion 2.3.1 Rz (f) = f, por lo tanto Rz, 4(f) = f X la.m

Retomando los funtores F'y G dados en la definicion 2.2.8 y en la proposicion
2.3.1, tomando a A = A[1] se concluye que Sz, A = Gy Ra,ap = F, esto
quiere decir que (F, G) es un par adjunto. Con esto podemos dar una relacion
de Homotopia en A°Set que sea equivalente a la mostrada en la definicion
2.2.6. Lo anterior se presenta por medio del siguiente corolario realizado en
este trabajo.

Corolario 2.3.1. 51 X y Y son conjuntos simpliciales y f, g : X — Y
funciones simpliciales, entonces f y g son homdtopas si existe una funcion
K : X — Y2 que cumple lo siguiente:
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B
f
3 D%
K
A T > gall
v 1
D B
g o
E

donde D = di .

Demostracion. Por la proposicion 2.3.1 se tiene que (F, G) es un par adjunto
entonces por el teorema 1.2.1 concluimos que los siguientes diagramas son

equivalentes:

A
f
dGA
]
' H
AXA[] > 5 4
1 \ v )
dr, Dlg
g g I
4 B

Teorema 2.3.1. Si A es un grupo abeliano simplicial, entonces AX es un
grupo abeliano simplicial para todo conjunto simplicial X .

Demostracion. (AY) = Hompaeset(X x Aln], A), ahorasi f,g: T — A
son funciones simpliciales (T conjunto simplicial), entonces se puede definir

f+g: T — A

4dt es la funcién dada en la definicion 2.2.6.
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por medio de (f + g), : T,, — A, con

De manera evidente esta suma es asociativa, conmutativa, modulativa e in-
vertiva, asi que Hompose (T, A) es un grupo abeliano, en particular

HOonget(X X A[?’L], A)

es un grupo abeliano.

Sea w : [n] — [m] un morfismo de la categoria A, entonces por obser-
vacion 2.3.1 3
Aw : Aln] — A[m)]
y Ix x Aw) : X x Aln] — X x Alm], luego w* : (AY) — (A%)
definido como sigue

w* : Hompoger (X X Alm], A) — Hompoget(X X Aln], A)
(X x Alm] - A) — <X « Aln] A X % Afm] -2 A)

es un homomorfismo de grupos abelianos porque la composicion distribuye
sobre la suma. Asi que w* es un homomorfismo de grupos abelianos, por lo
tanto AX es un grupo abeliano simplicial.g

Observacion 2.3.2. Con la homotopia a derecha en los grupos abelianos
simpliciales (Homotopia equivalente mostrada en el corolario 2.3.1) damos
salida al problema del cilindro definido en la homotopa a izquierda (F(A) =
A x A[1]) por medio del funtor potencia (G(A) = A), puesto que tomando
a X = A[l] en teorema 2.3.1, entonces A2 es un grupo abeliano.

2.4. Relacion de arco conexidad

En esta seccidn se definird tomando como referencia la publicaciin del Profe-
sor Carlos Ruiz [7] la relacion de arco conexidad en los conjuntos simpliciales
la cual es relacion de equivalencia en los grupos abelianos simpliciales. Esta
relacion de arco conexidad es equivalente a la relacién de homotopia con lo
cual se demuestra que la homotopia es relaciéon de equivalencia en los gru-
pos abelianos simpliciales. Esta equivalencia fue demostrada por el profesor
Roberto Ruiz.
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Definicién 2.4.1. (Arco conexidad en un conjunto simplicial A).
Sea A un conjunto simplicial, definimos lo siguiente:

1. Ap es el conjunto de puntos de A.
2. Aj es el conjunto de arcos de A. (0,(c), 01(c) son los extremos de «).

3. Si x,y son puntos de A, entonces se dice que z esta arco conectado con
y siy solo si existe z € A; tal que Oy(z) =z 'y 01(2) = y y se simboliza
a
x~y.

Cuando A es un grupo abeliano simplicial, existe el conjunto de los arcos
conexos con 0, digamos

B = {zx€Ay| Iz € Artalquedo(z) =xyz € Kero,}
= {x € Ay |3z € Kero tal que 9y(z) = x}

Teorema 2.4.1. B es un subgrupo de Ag.

Demostracion. Es evidente que 0 € B, ademas si x, y € B entonces existe
21,29 € Kero; tal que 0y(z1) = x 'y Op(z2) = y. Por tanto z; — 29 € Kerd; y
Oo(z1 — 2z2) = Op(21) — Oo(22) = x —y. Por tanto B es cerrado para — entonces
B es un subgrupo de Ag.m

Observacion 2.4.1. El subgrupo B de Ag define una relacion de equivalencia
compatible con la operaciéon de Ay: x ~ y siy solo si x —y € B. Por tanto
x ~ y siy solo existe z € Kerd; tal que 0y(2) = = — y.

. a .
Teorema 2.4.2. [as relaciones ~ y ~ son iguales.

Demostracion

1. ~==~. Suponga que x ~ y. Entonces existe un arco z tal que dy(z) = =
y 01(z) = y. Tomemos z — so(y), veamos que z — so(y) € Kero;:

Oi(z = s0(y)) = O1(2) — Owso(y) =y —y = 0.
Ahora 0y(z — s9) = 0p(2) — Doso(y) = x — y. Por lo tanto x ~ y.

2. ~==r~. Suponga que = ~ y, es decir que existe z € Kerd, tal que
Oo(z) = x — y, asi que 01(z) = 0 y ademés

z = 0o(2) +y = 0o(2) + Doso(y) = Do(z + s0(y)),
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claramente z + so(y) € A; y tiene imagen por Jp igual a x. Veamos la
imagen por 0;: 01(z + so(y)) = 01(2) + O150(y) = 0+ y = y, por tanto
2%y

[

Asi la relacion de arco conexidad de un grupo abeliano simplicial es una
relacion de equivalencia compatible con la estructura de grupo:

xiyyziw:x+z&y+w

Corolario 2.4.1. Las componentes arco conexas de A forman un grupo
abeliano, [z] = x + B = x + 0y(Kerod,).

Observacién 2.4.2. Note que
(AX>O = HomAAb(X X A[O], A) = HomAAb(X, A)

Sia,fe (AX)O entonces a, B : X x A[0] — A y se tiene que si a ~ 3
entonces existe H € (AX)1 tal que Oy(H) = a 'y 0,(H) = (. Es decir, que

X X A[0]
a
1, xd°® T
W H
b .Y [ > 4
1, X d? ©
B
X x A[0]

A
Como A[0] es objeto final entonces X x A[0] = X es un isomorfismo natural
y se identifica X con X x A[0], es decir
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Por 1o tanto & & 8.

Teorema 2.4.3. &~ 3 si y solo si a % B en AX,

La homotopia que se trabajo en esta seccion es la homotopia a izquierda y esta
resulta ser relacion de equivalencia en los grupos abelianos, pero recordemos
que en la homotopia a izquierda en A°Ab resulta el problema de que el
cilindro A x A[1] no es un grupo abeliano y que se dio salida a este problema
con la homotopia a derecha, pues estas son equivalentes. Por lo tanto con
la homotopia a derecha bien definida en los grupos abelianos simpliciales
y siendo esta equivalente a la homotopia a izquierda la cual es relacion de
equivalencia en A°Ab se concluye el siguiente teorema.

Teorema 2.4.4. La homotopia en A°Ab es una relacion de equivalencia.



Capitulo 3

Teorema de Moore para
Homotopia

Moore en su seminario en Princeton [4], trabajo los conjuntos simpliciales,
mostrando sus propiedades. También definié6 cuando dos funciones simpli-
ciales son homotopas y con esto demostrd que para que dos funciones sim-
pliciales fueran homotopas, es suficiente y necesario que exista una familia
de funciones k; que cumplen ciertas condiciones, las cuales presento en el
siguiente teorema.

Teorema 3.1.(Teorema de Moore para Homotopia) Si X y Y son
conjuntos simpliciales y f,g : X — Y son funciones simpliciales, entonces
f y g son homdtopas si y solo si existen funciones k; : X, — Y11, definidas
para i =0,1,...,q y todo ¢ € N{J{0} tales que:

L. Ooko = g,

2. Oppaky =T,

3. Ok; =k;j_10; 1<7,

4. 0jtakjp = Ok,

5. Ojk; = k;j0;—1 parai>j+1,
6. sik; = kjy1s;  parat < j,

7. Sik?j = kjsi—l para 7> j

37
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Para dar explicacion de donde surgia esta familia k; : X, — Y11, se propuso
que surgia de la funcion de homotopia K : X — Y2 pues que se pensaba
que (YA[”)q era igual a Y,1;, para todo ¢ € N{J{0} y con esto

Kq: Xq —>S/;1+1

como el caso de Moore.

Aunque para el nivel cero es claro este desfase, pues (YA[”)O por definicién es
Hompaoger(A[1] X A[0],Y') que es igual a (YA[O])1 el cual es igual a Y) (Obser-
vacion 2.2.2 item 1). No es claro que suceda en general, es decir, para ¢ > 0.
Por esta razon se descarto esta opcion y en cambi6 se estudié el conjunto
simplicial X x A[1] y se encontr6 una explicacion de donde surge esta familia
de funciones k;, lo cual ocurre por medio de la descomposicidon de cada nivel
q de X x A[l] en una reunién disjunta finita (g + 2-veces) de copias de X,,.
Esta descomposiciéon la mostramos en la siguiente observacion.

Observacion 3.1. Por definicion (A[1]), = Homa ([q], [1]) ¥ los morfismos
en la categoria A son crecientes, entonces para o € (A[l]),, tal que a # 1,v
a # 0, 1} existe 0 <4 < g — 1, tal que para = € [¢], se cumple que

Q(m):{o six<i

1 stx>1

Estas tltimas funciones las denotaremos como («;),. Por ejemplo, veamos
para ¢ = 3. El conjunto (A[1]); = Homa([3], [1]), es el que contiene las fun-
ciones crecientes del conjunto {0,1,2,3} al conjunto {0,1}, las cuales listamos
a continuacion:

1. Ty =(1,1,1,1)

2. ()5 = (0,1,1,1)
3. (o,)3=1(0,0,1,1)
4. ()5 = (0,0,0,1)

5. 03 = (0,0,0,0)

10, es la funci6n de valor constante 0 y 1, es la funcién de valor constante 1
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es decir que (A[1]); = {13, ()5, (1), (2)5,03}. Asi sucede en general.
Para ¢ € N|J{0} tenemos que

(AN]), = {1 (a0)y - - (g-1)4, 0g}

asi, para un conjunto simplicial X, se cumple la siguiente igualdad

Xy x Ay = Xy x {1} U Xg % {(ao)q} U EE U X % {(aq—l)q} U X< {1y}

Por otro lado, para un conjunto unitario *, el producto X, x * es isomorfo a
Xy, por lo tanto

q+1

X, x Al = | X,

i=0
es decir que el g-esimo nivel del conjunto simplicial X x A[l], es ¢ + 2-copias
disjuntas del nivel ¢ del conjunto simplicial X. Veamos ahora que pasa con
las caras y degeneraciones del conjunto simplicial X x A[l].

Definimos la funcién

I,: X, — S(QUXQU . UXZ

~
q+2—veces

. I
para x € X,, como [,(x) = (0,0,...,0,2,0,...,0), donde 0 es el elemento
neutro en el grupo abeliano X, es decir, [, es la inclusion de X, en la [-esima
posiciéon, para I =0,...,q+ 2,

1. Sean 0; : Xy41 — X, con ¢ =0,...,q+ 1, las caras correspondientes
al conjunto simplicial X, entonces las caras

q+2 q+1

[¢] (e)
U — UK,

=0 1=0

en cada copia de X,i1, es decir 8( qH( )) para z € X i1, quedan
definidas como sigue

I
- 0,...,0,0:(2),0,...,0) sil<i+1VI=q+2
Oi(Ig1()) = -1

(0,...,0, 0; (z),0,...,0) sii+1<I<q+?2
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2. Sean s; : X, — X 41 con i = 0,...,q, las degeneraciones correspon-
dientes al conjunto simplicial X, entonces las degeneraciones

q+1 q+2
o [¢]
51X, — JXom

en cada copia de X, es decir §i(fq(x)) para x € X,, quedan definidas
como sigue

I
o 0,...,0,5(x),0,...,0) siI<i
Si(ly(z)) = I+1

0,...,0, 8 (2),0,...,0) siI>i

Con esto tenemos una representacion equivalente del conjunto simplicial
(X x A[l]) "

Ahora mostremos como surgen las funciones k; mencionadas en el teorema
de Moore (Teorema 3.1) a partir de una homotopia (H) de f a g.

Con la observacion 3.1 tenemos que H, es una funcién de XqU e UXq a

N—————
q+2—wveces
Y, entonces las funciones k; para ¢ = 0,..., ¢, se definen como se muestra en
el siguiente diagrama
Xg+1UXgi U - UXgyy Hg+1
> Yot1
g+3—-veces

1—0—1q

Xq+1
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Por otro lado, la condicion necesaria del teorema de Moore, se demuestra de
la siguiente forma.

Dado k; : X, — Y,41 que satisface las propiedades presentadas en el teore-
ma 3.1 (1 - 7), se define

Hy: X, x (All]), — Y,

de la siguiente forma:

a()k’()(!t) 51 3= 1q
Hy(z, B) = § Oip1ki(x) si B = (ai)q
0,k si 8=0,

es decir
gq(x) si =1

Hy(x, B) = ¢ Oiaki(z) si = <O‘i)q

fa st f3
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Conclusiones

Se realiz6 una demostracion de la equivalencia de las homotopias adjuntas
y se mostré que esta equivalencia se cumple en los conjuntos simpliciales,
donde en los grupos abelianos simpliciales la relacion de homotopia es de
equivalencia. También se mostré que la equivalencia de las homotopias ad-
juntas se puede presentar como una biyeccion entre dos funtores F y Gx
definidos por una transformacion natural .

En la homotopia a derecha no se obtuvo el desfase en el co-cilindro, es decir,
(YA[”)Q = Y, 41, donde con este desfase y con la equivalencia de las homo-
topias adjuntas se proponia dar una explicaciéon de donde surgia la familia de
funciones k; presentadas en el teorema de Moore. Sin embargo se demostro
que esta familia de funciones se obtienen al representar el nivel g del conjunto
simplicial X x A[1l] como una unién disjunta finita (¢ + 2 — veces) del nivel
q del conjunto simplicial X.
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