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Resumen

En 1982 el profesor Shing Tung Yau conjetura que el primer valor propio A;(M) del la-

placiano de una hipersuperficie sin borde, orientable, minima y conexa inmersa en S™*!

es igual a n. En 1983 Hyeong In Choi y Ai-nuig Wang prueban que A\; > %; en el ano
2004 Huang Xuango demuestra que la conjetura de Yau se cumple para n > 3, y en el afio
2007 Jaig Young Choe junto con Mart Soret demuestran que si M C S? es una superficie

simétrica, entonces A\; = 2.

En este trabajo presentamos los conceptos basicos de geometria diferencial necesarios para
demostrar con detalle los resultados de Choi y Wang, junto con los de Barros y Bessa; al
igual que el teorema 3.3.2 del articulo de Choe and Soret el cual menciona que el primer

valor propio A\ (M) = 2 donde M es la superficie de Lawson &, k.



Introduccidn

Dada la importancia de los valores propios del Laplaciano de una variedad minima para
conocer ciertas caracteristicas de la curvatura de la misma, estimar estos valores propios
se convierte en un problema tipico de la geometria Riemanniana. Al considerar M como
una hipersuperficie minima, compacta y encajada en S**! Sing- Tung Yau en el afio 1982

conjeturd que el primer valor propio distinto de cero del problema
Apre + Ao = 0. (1)

es A\(M) = n. En 1982 Choi y Wang demuestran que n/2 es una cota inferior para
el primer valor propio no nulo; este fue mejorado por Barros y Bessa demostrando que
A (M) > n/2. En el ano 2004 Huang Xuango demuestra que el primer valor propio del
laplaciano sobre una hipersuperficie minima, compacta y encajada M es A;(M) = n para

n paran > 3.

La conjetura de Yau sigue abierta; sin embargo se han realizado estudios sobre ella y obte-
nido algunos resultados importantes. Dentro de estos resultados se encuentra el publicado
en el articulo ”First Fingenvalue of simetric minimal surfaces” realizado por Jaigyoung
Choe y Marc Soret en el ano 2007, donde demuestran que la conjetura tiene validez para
n = 2 si la variedad M es simétrica. Para lograr este resultado Choe y Soret hacen uso
de la propiedad de las dos piezas mencionada por Ros en [14] donde se dice que cualquier
2-ecuador en una 3- esfera divide cualquier superficie minima en dos piezas conexas. Un
claro ejemplo de estas superficies son la familia de superficies minimas creadas por Lawson

en 1970, las cuales son son esencialmente el continuo reflejo de una superficie fundamental
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a través de segmentos de geodésica en la esfera tres dimensional S3, estas superficies se

denominan &, .

Este trabajo se encuentra dividido en tres partes. En la primera encontrara los elementos
bésicos para abordar la lectura de los otros dos capitulos; en la segunda parte se retinen los
estudios realizados sobre los articulos de Hyeong In Choy - Ai-Nung Wang y Barros- Bessa
en los cuales se aborda la estimacién de una cota inferior para el primer valor propio no
nulo del laplaciano para hipersuperficies compactas, minimas encajas en S"™. En la ultima
parte se aborda con detalle el articulo de Choe Jaigyoung y Soret Marc, donde se estudia
el comportamiento de la conjetura de Yau en superficies simétricas; hacemos un particular

enfasis en las superficies de Lawson &, i



cAPiTULO 1

Preliminares

En este capitulo, introducimos los conceptos bésicos de geometria, necesarios para abordar

la lectura de este trabajo.

1.1. Variedades

Una variedad M de dimensién n es un espacio topolégico Hausdorff en el que cada punto
de M, tiene un entorno homeomoérfico a R”, ademas es localmente compacto y localmente
conexo.

En este trabajo consideraremos como variedades aquellos subconjuntos de un espacio
euclideo (R™) que localmente son la imagen inversa de una funcién diferenciable que no

tiene singularidades, especificamente utilizaremos la siguiente definicién:

Definicion 1.1.1. Sea M C R" no vacio, diremos que M es una variedad m—dimensional
en R™ si para todo p € M existe un abierto U C R™ que contiene a p y n — m funciones

diferenciables f; : U — R tal que
(a) MNU ={ze€U: fi(x)= filp) para i =1,2,...,n —m}.

(b) Los vectores V fi(x), Vfo(x), ..., Vfn_m(x) son linealmente independientes para
todox € M NU.

Definicién 1.1.2. Diremos que 1 es una aplicacion de Gauss sobre M sin: M — R

es una funcion tal que
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(i) (n(p),n(p)) =1
(ii) (v,n(p)) =0 para todo v € T,M.

Como vimos anteriormente , la aplicacién 7 siempre existe puntualmente; pero en el caso
en que exista una aplicacién de Gauss diferenciable la variedad M se denomina orientable,
en caso contrario se denomina no orientable. Aunque localmente siempre se puede definir

n de manera diferenciable y extender a un campo vectorial normal N en R"*1,

Definiciéon 1.1.3. Una Conexion afin D sobre una variedad diferencial M es una

aplicacion
D R(M) x R(M) — R(M)
(X,Y) — DyxY
considerando f,g € D(M), D satisface las siguientes propiedades:
1. DixsgyZ = fDxZ + gDy Z.
2. Dx(Y + Z) = DxY + DxZ.
3. Dx(fY)=fDxY + X(f)Y.

Sea f : M™ — M™™™=F una inmersién. Entonces, para cada p € M, existe un abierto
U C M de p tal que f(U) C M es una subvariedad de M.
Consideremos X y Y extensiones locales a M de X, Y respectivamente, definimos el campo

vectorial sobre M normal a M
B(X,Y)= DY — DxY (1.1)
Afirmacién 1. B(X,Y) no depende de la extension X yY .

Demostracién. Supongamos que X y Y7 son otras dos extensiones de X y Y respectiva-

mente, observe que
(DxY = DxY) = (D1 - DxY) =Dy ¥V - Wi

sabemos que sobre M X — X; = 0y Y —Y; = 0, de esta forma B(X,Y) esta bien
definida. [

Denotaremos por x(U )+ los campos vectoriales diferenciales sobre U que son normales a

f(U).
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Proposicién 1.1.1. Si X,Y € x(U), la aplicacion B : x(U) x x(U) — x(U)* dada por
B(X,Y) =DsY — DxY
es bilineal y simétrica.

Demostracion. Sea f € D(U) (D(U) denota en anillo de funciones reales de clase ¢™)

sabemos que
B(fX,)Y) = 5fy? —DsxY
por ser D una conexién afin, tenemos que
B(fX,Y)= fDxY — fDxY
— f(DxY - DxY)
= fB(X,Y).
Por otro lado,

B(X, fY)=DxfY — DxfY

— DY + X(J)Y - fDxY - X(f)Y,
se sabe que sobre M se tiene que f = f y X(f) = X(f), entonces

B(X,fY) = fDxY — fDxY
= fB(X,Y);

luego B(X;Y) es bilineal.

Ahora, para mostrar que B(X,Y') es simétrica hacemos

X.Y| =DV - Dy X,

de igual forma

[X, Y] — Dy X — DxY.
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Asfi se tiene que

pero sobre M sabemos que

luego,
B(X,Y) = 57Y— Dy X = B(Y, X)
demostrando asi la simetria de B. [ |

Definicién 1.1.4. La forma cuadrdtica definida sobre T,M donde M es una variedad

diferencial, esta dada por

I, (X,Y) = (5,(X),Y) = (B(X,Y),n) (1.2)
es llamada la seqgunda forma fundamental.
Dado que B(X,Y) es simétrica, se tiene que I, (X,Y") también lo es.

Proposicién 1.1.2. Sipe M,z € T,M y & € (TpM)J-. Consideramos N una extension

local de & normal a M, entonces
Se(x) = —DyN. (1.3)

Demostracion. Sea y € T,M, si X,Y son extensiones locales de x y y respectivamente, los

cuales son tangentes a M. Sabemos que (/V,Y) = 0, por tanto
<ExN, Y)+ <N,ﬁxY> =0 (1.4)
luego,

(DxN,Y) = —(N,DxY) (1.5)
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asi,
(Y,DxN) = —(DxY,N) (1.6)
como (Se(z),Y) = (B(X,Y)(p), N), entonces tenemos

(Se(x),Y) = (DxY — DxY,N) (1.7)
= (DxY, N)py — (DxY, N) ) (1.8)

dado que DxY € X(M), (DxY,N) = 0. De aqui,

(Se(x),Y) = (DxY, N) ) (1.9)
= —(Y,DxN) ) (1.10)
= —(DxN,Y) (1.11)
de aqui se concluye que
Se(z) = —D,N. (1.12)
[
Observacién 1. S¢(z) = —D,N también es conocido como el operador de forma de una

variedad M en el punto p.

Definicién 1.1.5. Sea M"™ C N"! una hipersuperficie de una variedad Riemanniana N,

entonces la curvatura media de M esta dada por

1 n
H=—- i\ e .
oD y(ej.¢5) (1.13)
7j=1
donde {e;} coni=1,...,n+1 es un marco ortonormal en una vecindad de p € M, donde

En+1 =1).
Observacién 2. Se dice que M es una minima si la curvatura media H es igual a cero.

Definicién 1.1.6. Sea (M, g) una variedad riemanniana, V la conexion Riemanniana de

My XY, Z € X(M), el tensor de curvatura se define como:

R(X,Y)Z =VxVyZ —VyVxZ —Vip, 2
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Figura 1.1: superficies M

Definicién 1.1.7 (Tensor de Ricci). La primera contracion del tensor de curvatura con

respecto a la métrica g es llamado el tensor de Ricci y se denota Ric(X,Y).

Asi: Ric(X,Y) Zg R(X,Y:)X,Y;) donde {Y;} es un conjunto de campos ortonormales.

En este trabajo, el siguiente teorema, nos ayuda a determinar una primera cota para Aj.

Teorema 1.1.1 (Teorema de Reilly). Si M es una variedad compacta con borde no va-
ci6 N. Asuma que erxiste una constante C? > 0 tal que Ric > (n — 1)c%g (donde g es la
métrica sobre M)y la primera curvatura media de N en M es no positiva. Entonces el
primer valor propio A1 de A satisface la desigualdad N1 > nc?. Sin embargo A\i = nc? siy

solo si M es isométrico a un hemisferio de la esfera euclidiana S™(c?) de radio 1/c.

1.1.1. Variaciones de area

Para trabajar con superficies estables, es necesario abordar el concepto de variacién de
area; para esto escribimos los siguientes resultados.

Consideremos una variedad M en R™. Si £ es un campo normal a M y M, es la imagen
de M bajo la siguiente funcién uniparamétrica pg(X) = X + s&(x),

para x € M; parametrizamos M asi:
X(s,u) = Xo(u) + s&(u) (1.14)
el funcional de 4rea esta dado como

:/ ||81X/\82X/\"‘/\8kX||dU1d’u,2~-duk. (1.15)
Q
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Observemos el funcional de area para k = 2.
Als) = / 101X A B X ||duur dus (1.16)
Q
= / (WX NDHX,NhX A 82X>1/2du1du2. (1.17)
Q

Sin perdida de generalidad, consideremos [|0; Xo A 02Xo|| = 1 y observe que

[0X] = L [0h(Xou) + sE(w)] (1.18)

= 6Z§(u) (1.19)

Por tanto, al calcular la primera variacion tenemos

1 <81§(u) A 09X, 1 Xy A 62X0>
A’ = 2| = 1.2
(0) /Q 5 161 X0 A 320 Junde (1:20)
1 {01 X A 028 (u), 01X A 92 Xo)
2| = . 1.21
/Q [2 Hé?lXO A OQXOH ]dU1du2 ( )

asi, en general
k
A/(O) = / Z<61X0 AN XgA--- A ajg A OpXg, 01 Xo N -+ 8kX0>du1du2 - dug (1.22)
O
7=1

al denotar E; = 0;Xo, se llega a que 9§ = —S¢Ej, y de esta forma logramos escribir la

primera variacién de drea como
k
A/<O) = / Z<E1 ANEy AN A —SgEj AN ANEg, B4 N A Ek)dUldUQ - duy. (1.23)
Q“
7j=1

De aqui se observa que

<E1 ANEy A A —SgEj AN ANEg, 4N A Ek> = <—SgEj, Ej> (1.24)
de esta forma, se puede escribir la primera variacién de drea asi:

k
A/(O) = / Z<—55Ej,Ej)du1duQ-~-duk. (1.25)
O“
7j=1

Es decir,

A(0) = — / Tr(Se(x))dA. (1.26)
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Proposicién 1.1.3. [12] Sea M una variedad en R™, y & un campo ortonormal a M; La

sequnda variacion de drea de M esta dada como:

A(0) = /Q 19712 = (I 2 + (Ricv, vl £17) | dA (1.27)
donde I, es la sequnda forma fundamental.

Definicion 1.1.8. Una wvariedad M es estable si su sequnda variacion de drea es no

negativa.

1.1.2. Laplaciano

El primer valor propio A1 de A sobre una variedad M sin borde, esta definido como

\V4 2
A\ = inf M
¢€CI(M) 7f1\/[ $=0 fM QS

Sabemos que si ¢ es una funcién propia con valor propio A, entonces
Ap+ Ao =0. (1.28)

Definicidén 1.1.9. Sea f: M — R una funcion continua, entonces el conjunto nodal de

f es el conjunto f=1[0], y el dominio nodal de f son las componentes de M \ f~1[0].

Teorema 1.1.2 (Courant). [3] Sea A1 < Ao < ... una lista de valores propios de 1.28 y
{#1, p2, ...} una base ortonormal completa de L?*(M) donde ¢; es una funcién propia con
valor propio \;, j = 1,2,... Entonces el nimero de dominios nodales de ¢j es menor o

iqual a k.

Corolario 1. §i un dominio 2 in M es un dominio nodal de una funcion propia de algin
valor propio X\, entonces A es el menor valor propio para el problema de valores propios de

Q cuyo borde original es IQ) N IM, y se anula en 02N M.

Corolario 2. ¢ tiene signo constante; A1 tiene multiplicidad 1, ¢o tiene precisamente 2
dominios nodales. \1 es caracterizado como el unico valor propio con funcion propia de

stgno constante.

Es claro ver esto; pues ¢ tiene a los mas dos dominios nodales, dado que ¢; y ¢2 son

ortogonales y ¢ es de signo constante sobre todo M, se tiene que

/M P12 = 0.
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Teorema 1.1.3 (Identidad de Green). Sean w,l : R3 — R funciones diferenciables, si

M C R3, es una variedad diferenciable compacta con borde OM , entonces:

/(Vw,Vl>+/ wAl:/ w@ (1.29)
M M oM On

Proposicion 1.1.4. Sea M una hipersuperficie compacta, conexa y orientable inmersa en
una vartedad Riemanniana compacta, conexa y orientable N, entonces M divide a N en

dos componentes conexas 1 y Qo tal que M = 01 = 0.

Proposicién 1.1.5. Sea M una variedad Riemmaniana de dimensionn. Sea f : M — R,
entonces
(Af)? <nllD?fI”.

Demostracion. Sabemos que f;; = D?f(v;,v;) y que |D*f|? = > fj, procedamos por

induccién para realizar la prueba. Si n = 2, tenemos:
(Af)? = (fir + f22)?
= fhi+2fufe+ 13
y
ID?fI]* = ffy + fio + fo1 + f3o
2| D*fI1* = 2ff1 + 2f7> + 25 + 25,
2| D*fI1> — (Af)? = [y + 2fF + 2f51 — 2funfoa + [

= (ff1 +2f11fo2 + ) + 2+ 2f5 > 0

ast, (Af)? < 2| D2

si n = k (para cualquier k € N), supongamos que:
(Af)* <E|D*f|? (1.30)

es decir,

(S 5) <KX 1) (131)
i=1 i=1

y hagamos n = k + 1, as{ se tiene que:

(Af)2 = (fi1+ oo+ + frrrhr)?
= (fi1+ foo+ -+ fop)? +2(fin + o2+ Frk) Fer ik + f;?+1,k+1
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de aqui, usando 1.31 se tiene que

k k

2 2 2

(AN <kY fE4+2) fulkrik + foipen
i=1 i=1

teniendo en cuenta que (fii—fk+17k+1)2 > Oparatodoi:=1,--- , k,entonces 2 fj; fry1 k41 <

2, 42 )
fii + Jit1 py1s luego,

k k
2Zfiifk+1,k+1 < (Zfi) + ki g
i=1

n=1

asi,

k k
(Af)? < kZ i+ Z B kSR + feen
i=1 i=1

k

AP <E+D)D i+ E+H DR e
=1
k+1

A< (k+1)> 1

i=1
(Af)? < (k+ DD f]?

luego, para todo n € N se cumple que (Af)? < n|/D?f|2. [

Teorema 1.1.4. [Principio del mdximo en S3]. Sea M C S* una superfie minima com-
pacta. Es conocido que M debe ser orientable y que S* \ M es la unidn de dos abiertos
conexos Wy y Wa. Si 3. C Wi (o en Wq) es una superficie minima, entonces >, C M

6N M = 0.



CAPITULO 2

Estimacién del primer valor propio

En este capitulo, primero se deducird un caso especial de la formula de Reilly; luego
siguiendo a Choi-Wang [10] usaremos esta férmula para encontrar una cota inferior del
primer valor propio del Laplaciano para una hipersuperficie minima inmersa en S™*1.
Finalmente, siguiendo a Barros-Bessa [15] se encontrard un desigualdad del tipo Poincare
para una solucién f de un problema de Dirichlet, en un dominio de S"*! cuya frontera es
una superficie minima; como consecuencia se encontrard de nuevo el resultado de Choi-

Wang, ligeramente mejorado.

2.1. Formula de Reilly

Sea €2 una variedad de dimensién n con borde suave 0€2. Sea f una funcién suave definida
sobre ) y suave en el borde. Escribiremos ¢ = f|sq y u = (0f/0n)|sq, donde n representa
el vector normal exterior. También consideraremos A f al Laplaciano de f con respecto a
la métrica Riemanniana de 2, y V f al gradiente de f; mientras que Ag y Vg representaran
el Laplaciano y gradiente de g con respecto a 0f2 respectivamente.

Sean X,Y € T, y definimos el tensor Hessiano como
(D2f)(X,Y) = X(Y[) = (DxY)/, (2.1)

donde X,Y son extensiones arbitrarias a un campo vectorial cerca a p.

Denotaremos a DY como la derivada covariante de la conexion sobre €2 y se considerara el

11
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marco ortonormal {ej,es,...,e,} con eq,eg,...e,-1 tangente a I con p € IN.
Teorema 2.1.1. (Formula de Reilly)
E— 72 . — —
[ @5 =101 = | Rie(V1.95)
Q Q
+ / (Ap +nHu)u — (Vo, Vu) +11,(Ve, Vo)
oN
donde Ric(,) representa el tensor de Ricci y H la curvatura media de la variedad.

Demostracion. Sea §2 una variedad Riemanniana n-dimensional; f una funcién es suave

definida en ). La formula de Bochner esta dada por

(V1) 95) = 5BV = DI = Rie(V 1.9 ) 2.2
luego,
SBIVSIE — (V(A£),95) =D S| + Rie(V1. 7 ), (2.3
y
SIS = Y (B 7)if: =ID°FI? + Rie(V£, V). 2.4

i=1

Integrando sobre €2, tenemos

L 12 - NN ER £ — [ TR 12 4 Rie(S 1T
[ IV = o E s = [ 1D+ RieT1.5 ) (2.5
Como H52f|]2 = Z?j oy (Vu,m) = 8 L entonces

de la de Green 1.1.3 se tiene
1 ||V £l
/A||Vf||2 / | n”

/QNA ). VF) /AfAf mAf

De aqui, se sigue que

< £112
3 [swse- [@@nvn - [@er=g [ B 52 )
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y por tanto

s [awse- [@@anvn =3 [ [2EE -5 @y

Haciendo ||V f||? = Z(fz ,Af = me, y 3n = fp, se tiene:

i=1

10|V f||2 Of _ 10 N~ oo -
s o oy~ 2877Z )_f”;f”

Ahora,

0
oy Z (fi)? = 2Zfzfm

Reemplazando 2.9 en 2.8 tenemos

19|V |
5 377 - ;fzfm_fanzz

y por tanto de 2.7 se sigue

3 [ SV - [ (V@D - /[Zfzfmfnzf“} |@n

Asi,

3 | BV - [ (V@D V) - /[Zfzfm fanu} L@

Ahora, si i # n, como f;; = D’ f(vi,v5) y

72 J—

D f(X,Y)=X(Y[) - (DxY)/,
entonces

fin = EQf(eia en) = ei(enf) - (Eeien)f
n—1

= ez‘fn - Z<E€iem €j>€jf

7j=1

Z I, (es, e; [f’aQ:|

7=1

(2.7)

(2.8)

(2.9)

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)
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de esta manera llegamos a que

n—1
fin =i =Y h(ei )p;,
J=1
donde ]I]In(ei, 6]') = h”

n—1

(2.14)

Por otro lado; sabemos que nH = Z]I]In(ei,ei). y que IL,(v,w) = (Dyen, w), de esta

=1

manera I, (e;,e;) = (De,en,e;) v (e, e;)f = (De,en,e;)f. Al considerar (De,e;) =

(De,e;) " la proyeccién sobre 02, tenemos:

n—1 n—1
Z (beiei - Deiei)f = Z((Eeieiv €n>€n)f

i=1 i=1

n—1
= - Z<D6i€n7 e’i>e’l’bf
i=1

n—1
=— Z I, (e, ei)u
i=1

= —nHu
de esta manera se observa que:
n—1
me = Z |:ez 6Zf) (Dezez)f)}
=1

- Z |:€Z e’ Dezel)f - [ﬁeieif] + Deieif

n—1

= A(floa) — Z[ﬁeieif — De,eif]

=1

f|8Q ZHHT] €,y €4 enf

n—1

Z fii = Ap + nHu.
=1

(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)

(2.22)

(2.23)
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Entonces; de la igualdad anterior, 2.12 y 2.14, se sigue

/ LA S B = / [nzlf'f' y nzlfv} + [@p? (2.24)
a2 =1 ' b Jon — o ni:n " Q '
= /8Q [gﬁ(m —ghzj@j) —fn(Agp—i-nHu)} —i—/Q(Af)2

(2.25)
- /BQ [jz;jfz“z _;Z:llfihij@j —U(Ago-i-nﬂu)} +/Q(Af)2'
(2.26)

n—1
Como II,(Vf,Vf) = Z hi; fi f;, tenemos

,j=1

[ smwre -y s@ni- [ (S fo— W,(9,99) — (-4 )|+ [ @1y
2 i:1l = i:nlul n , ul Ay +nHu

Q
(2.27)

- / [(Vgﬁ, Vu) —1IL,(Vf,Vf) - u(Agp—i—nHu)} —|—/(Af)2
a0 Q
(2.28)
De la igualdad anterior y 2.4, se sigue
/ ID2f|1? + Rice(V £,V f) :/ (Y, Vu) =0, (V £, V) = u(Ap + nHu) | +/(Af)2.
Q o0 Q
(2.29)

En consecuencia

/Q(Af)Z— 1D2f|)? :/QRicc(Vf,Vf)Jr/m [~ (V. V) + I0,(V £,V £) 4+ u( D+ nu) .
(2.30)
[ |

2.2. El estimativo de Choi-Wang del primer valor propio

En el teorema siguiente seguiremos a Choi-Wang [10] para encontrar una cota inferior
para el primer valor propio del Laplaciano de una superficie minima inmersa en S**!. Mas
adelante, siguiendo a Barros-Bessa mostraremos que la desigualdad es estricta en el caso

de la esfera.
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Teorema 2.2.1. [10] Sea M una hipersuperficies compacta, minima, orientable, inmersa
la esfera St de dimension n. Entonces \i(M) > %. Donde A\{(M) es el primer valor

propio del Laplaciano de M.

Demostracion. Sea ¢ la primera funcién propia de M es decir Ay + A1 = 0 donde
A1 = A\ (M). La superficie M divide a S"*! en dos componentes conexas, abordaremos
una de ellas como €.

Sea f la solucién al problema de Dirichlet

Af=0 bre €2;
{ f , sobre €; (2.31)

flu =

Es conocido que

(&f)? <n[D*fP, (2.32)
donde

@I < 2y,

A £)\2
@y~ Es @

Y

<

VAP > (Af)? - D

Asi,

/ "han > / (Bf) - D (2.33)
Q Q

n

de la formula de Rielly 2.30 tenemos

/Q(nr—bl)(Af)z 2/QRz'cc(Vf,Vf)+/aQ [—<v¢,vu>+Mn(vf,vf)+u<A¢+nHuﬂ7
(2.34)

_of
donde u = 877|8Q'7 B B
Puesto que Rice(Vf,Vf) > n|Vf||? y M es minima se tiene que:

L@ [ [ e v+ 1m,vr 9 +u(a0)] + [ alTsR @235

n
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Dado que Af = 0 en (2, entonces:

02/39 [—<w,w>+nﬂn(w,w)+u(A¢)} +/Qn|Vf\|2. (2.36)

Por otra parte, conocemos que Ay + A\ = 0, es decir Ap = —A1y, luego se observa que:

/BQ(Aso)u - (Vo,Vu) = /m ((Aw)u + (Aw)u) = 2/ (Ap)u. (2.37)

oN

por lo tanto

/ (A(p)U—(V(p,VU>:/ =2\ 10u (2.38)
0N o0

reemplazando en 2.36, tenemos:
OZ/n]Vf\Q—i—/ (—2)\1<pu)+/ﬂ]17,(Vg0,V<p). (2.39)
Q o0 Q

Sin perdida de generalidad podemos asumir que |, a0 Iy (Ve, V) > 0, pues de lo contrario
trabajamos con {2s.

En consecuencia,

/n|Vf2—/ 2 1 0u <0
Q B

Sabemos que pu = f g% en 0f2, entonces

_ of
/89 ou = 8Qfa77’ (2.40)
- [1wsr+ [ 15 (2.41)
Q Q
:/ V2. (2.42)
Q
Se sigue que
T2 _ T2 2
0= [ wies] /a upu= [ ¥ /| 20/ (2.43)
= [—220)¥sP <0 (2.44)
Q

luego, n — 2X\; < 0,es decir A\; > 3.
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2.3. Estimacion del primer valor propio de hipersuperficies

minimas en S"*!

Sea Q un dominio de S™*! cuyo borde M es una hipersuperficie minima. Sea f una solucién

del problema de Dirichlet:

{ Af =0, en () (2.45)

f=¢, en M.
donde ¢ es la funcién propia, u = 0f|g, con 1 normal exterior a {2

Teorema 2.3.1. [15] Si f es la solucion del problema de Dirichlet 2.45, entonces para
todot € R:

_ n
p(t) =20 (M) = n)[Vf|2.8% + 2X1 (M| f]|* £ + meHZ > 0, (2.46)
donde ||.|| denota la L? norma sobre ).

Demostracion. Supongamos que t # 0, y consideremos el problema:

Ag = 9)
g=/f en (2.47)
g =tp, sobre 0N2.
aplicando Green, se llega a
0 N _
| et =[@rvn+ [ ras (2.48)
o0 n Q Q
como Af =0 en (Q, entonces:
of / T /12
— = v 2.49
| 5= [ (2.49)
por otro lado
P o o
| eit= [ r8g+ [(91.99 (250)
o0 n Q Q
de donde
) o
| oet= [ 7+ [ ¥1.59) (251)
o  on Q Q
de igual forma, se tiene que:
of of
t = = to— 2.52
/69 Ton " oo T on (2.52)
of
= - 2.53
o on (2.53)
—/ (V. Vg)+ / gAf (2.54)
Q Q

of [ =<
' /6 o5 = [ (V1.99) (2.55)
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De esta igualdad y 2.49 se sigue
[ @0 =t [ W57 (2.56)
Q Q
la desigualdad de Holder implica
—\: _
([rvor)'([1wse)' = [@2.90 =t [ [ws7 (257
Q
elevando al cuadrado a ambos lados se tiene:
_ _ _ 2
[ wop [ W= [ wer) (259)
Q Q Q
dividiendo ambas partes de la desigualdad por [, |V f|?, se tiene
[ wap = [ [osp (2.59)
Q Q
De la igualdad 2.50 y 2.52 se sigue que
t = 24+t 2.
| esi=t [ £t [@190)] (2.60)
:t/f +t2/(Vf,Vf) (2.61)
Q Q
= t/ 2+ t2/ IV £? (2.62)
Q Q

Aplicando ahora la formula de Reilly a g y se tiene:

/(Ag)Qz/ |D29|2+/Ric(Vg,Vg)+/ 2uAg+/ ]I]In(Vg,VgH—/ nHu?
Q Q Q o9 o9 o9

(2.63)

Sin perdida de generalidad podemos suponer que II,(Vg, Vg) > 0, de esta manera
f. a0 B(V@, V) > 0; De aqui, al usar la desigualdad 1.1.5 y la formula de Reilly se tiene

/Q (Bg)? > / il(Ag) / Rice(Vg,Vg) +2 /8 ulg (2.64)

Es conocido que en la esfera

k k
/Q Rice(Vg,Vg) = Z Z Rijgi9, (2.65)
=n / (Vg)2. (2.66)
Q
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Luego,
. 1 _
[ @or = [ @ n [(VoP+z [ ung. (2.67)
0 an+1 Q 89
de donde
n+l [ ——, 1 — 9 / 9 dg
Ag)“ — A > 2 —A 2.
@ [(@er e [(Gor 2 [ P o
De aqui,
n /(Ag)2 > n/(Vg)2 +2 agAtcp (2.69)
n —+ 1 [¢) - Q o0 3

Por la desigualdad 2.58, dado que Ag = f y Ap = —\1(M)¢ entonces se logra que

n 2 2 = 2 Jg
n—i—l/Qf > nt /Q(Vf) 275/891 %Al(M)cp (2.70)
(2.71)

ahora, al usar la igualdad 2.62 se tiene

nil/gﬁZ"tZ/Q(Vf)Q—2A1[t/ﬂf2+t2/§z|w|ﬂ, (2.72)

de donde se sigue

[ml( —n t2/|Vf2+2>\1 /f2

(2.73)

Por lo tanto

p(t) = [2/\1( —n t2/ IVFI2+ 2\ (M /f2 /f2 > 0. (2.74)

n+1

Corolario 3. Sean M wuna hipersuperficie minima orientable de S*™' y A\ (M) el primer
valor propio no cero del Laplaciano. Considere el problema (2.45) y su solucion f, entonces
IVFIP = (n+ 1)ILF2

Demostracion. Al calcular el discriminante d(p) de p(t) obtenemos

) = NP1~ 420 (0) — )P S1P (275
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como p(t) > 0, entonces d(p) < 0; asi

@AM 11 — 4(2Aa (M) —n)(— T HUHHVﬂP<0 (2.76)

de donde, A{(M)||f[[* < (2A(M) — = )HfH IV r? (2.77)

y (EDAADIE < (5 <M>—n>Wf||2 2.73)

en consecuencia A (M)”f”g A (M) [T |2+ nl[ V£ < 0 (2.79)

n

de esta manera se tiene que

2T = \[AIT 140 = 0+ 1) )

AM(M) > 2.80
0= TS THTE .
luego,
ICESI
NI
|

El siguiente resultado permite encontrar una cota inferior del primer valor propio.

Corolario 4. [15] Sean M wuna hipersuperficie minima orientable de S y A\ (M) el
primer valor propio no cero del Laplaciano. Considere el problema (2.45) y su solucidn f.
Si

2ATSIP — (n-+ DI - 207717, 1~ o+ DL

p(f) = CESIE : (2.81)
entonces,
(M) = 2+ Zo(f), (2.82)
y0<p(f)<1

Demostracion. Considere la funcional

) 2 [ e
2|V £II? =2V £l \/1 (n+ Vs

"= SR -

(2.83)

SE
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Entonces,

2V 11 - 2!|Vf||2\/1 ~(n+ 1)l — (et DI

5} = 2.84
o ESTHE .
Observe que 0(f) = §p(f).
Supongamos que p(f) < 0, es decir
2ATFIP = (4 DIAP = 21T 1= 0+ 1
p(f) = CESEE <0 (2.85)
luego
T+ DIA? )2 e+ DI
e ) =0T ) 250
Por lo tanto
L+ DIfIPN2 - (n+ DS ~ (n+ DI
i T M/ I 71 (250
y de aqui,
L DI -
I T 25
lo cual no puede ser. Por tanto p(f) > 0.
Supongamos
2ATFI = (o DI = 2T 1~ (0 1)
luego
(n+ DI _ (n+ DIfIP
_fpo n £l - 1 2.90
\/ i (290
de donde
(- DISP  DUP 200

IV£11? IV£11?
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lo cual implica % > 1; esto es una contradiccién, pues% < 1. Asi De esta
manera se tiene que 0 < p(f) < 1.
Asi,
2V 1% = 20V FI2 1= (n+ 1)

" o) = 8(F) PR _tonon-2 e

—p o = - = > 1 -_— .

2 22D £112 2 2
por tanto

n o n
M(M) = 5+ 5o(f) (2.93)

Corolario 5. Si f es la solucion del problema de Dirichlet 2.45, |V f||?> = (n+ 1)||f||* si
y solo si p(f) =1.

Demostracion. Observe que p(f) = 1 si se cumple que,

_ _ 2
21|12 - 2!|Vf||2\/1 ~ )~ DI = e DIE 209
2|V |2 [1 - \/1 1y } =2(n+ 1[I (2.95)
IVfI?
de aqui,
1A% _ 2(n+ DIfIP
1—4/1— 1)— = — 2.96
¢ M 7 R T (22
1f1I> LA
1-— 1)— =1- 1)— , 2.97
\/ Y /T T 240
elevando al cuadrado a ambos lados y trasponiendo términos se tiene
B 1A1? A%y
(1 (n+ 1)|nyH2> ((n—l— DHVf\P) =0 (2.98)
por tanto,
1_(n+1)Hj7H2 =0 (2.99)
IV £
y
(n+ ISP = IVFIP. (2.100)
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Corolario 6. Si f es la solucion del problema de Dirichlet 2.45, entonces f satisface la

siguiente desigualdad:

e > " e (2.101)

Demostracion. De la desigualdad 2.74 se tiene que

n+1/f2>nt2/ IVfI?—2M (M /f2+t2/ \ny /mHn(ch,th)tz.

(2.102)

Definamos la funcién p(t) como

p) = [ e [Oreonon] [ e [902] - [ e vare
(2.103)

Agrupando términos tenemos que
) = [N = IV - [ (Ve 9o + 2000l + LS IA17 (2100
al calcular el discriminante de p(t) tenemos:

AN = 4] @M (M) =) [VFI - /6 (Ve Vo) S IR < 0. (2105)

Luego,
— 2 n -+ 1 2
[(@n0n) =IVA? - | 10V, V)] 2 X (2.106)
Por otro lado, usando la formula de Reilly se tiene que:
0= |D*f|* +n| V> +/ IL,(Ve, Vo) + 2/ ulp (2.107)
o0 o0
= [D*f1* + n[[V£|? +/ IL,(Ve, Vo) — 2>\1(M)/ pu. (2.108)
o0 o0
Usando 2.49 se tiene,
72 J— [—
0= D fI*+n|VF|* + /BQ I, (Ve, Vo) — 2/\1(1\/1)/Q il (2.109)
72 J— —_
> |[D°fI? + 0l VFIPP + /BQ I, (Vep, Vo) — 21 (M)[[V f12. (2.110)

de donde se observa que

D22 > (20 (M) — n) [T 1] - / IL,(Ve, V) (2.111)
o0
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ahora, usando 2.106 se llega a

n+1

ID*f)? > N(M)| f11%. (2.112)

Ahora, como A(M) > §; se concluye que:

—2 n+1 n+1n2
ID”f1? > p MM f1? > - - I (2.113)
n(njl)llfl? (2.114)



CAPITULO 3

Superficies minimas simétricas

Choe y Soret, demuestran que la conjetura de Yau se satisface si la variedad M ademds de
ser minima,compacta y encajada en S?, también es simétrica; mas generalmente, si M es
una superficie minima inmersa en S? , invariante bajo un grupo de reflexiones que forman
una teselacién de S* por medio de tetraedros, se probard basdndose en el articulo [1] que si
la superficie fundamental de M solucién del problema de Plateau es simplemente conexa

y tiene cuatro ejes, también se satisface que A\ (M) = 2.

3.1. Cono asociado

Si M C S™ es una variedad (n — 1)-dimensional compacta definimos el cono asociado a M
como el conjunto CM = {tx € R**! .t € R* x € M}.

Afirmacién 2. CM es una variedad n-dimensional en R?t1.

Demostracién: Observe que decir CM = {x € R**! : II%H € M} es equivalente a decir
que CM = {tr € R*"! .t € RT, 2 € M}; lo cual implica que si yop € CM entonces

Ty = 7||ng € M vy asi, existe un abierto U C R conzg € Uy f: U C R — R tal

que:
() MNU ={z e R : f(z) = f(zo) Allz|| = 1}.

(ii) Vf(x) , Vx|l son linealmente independientes para z € M NU.

26
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s

Figura 3.1: Cono asociado a M

Consideremos U’ = {r € R**1: Tl € U}, U’ es abierto y contiene a yo; ya que —”ZEH eU.

Consideremos también g¢: U’ C R"*! — R, por g(z) = f(H%”); note que:

_ (Y0 iy
9(yo) —f(HyOH) = f(o).

Demostremos que CM NU' = {z € R"! : g(2) = f(x0)}-
Sea z € CM NU’, entonces HL eEMy Hj—” € U, es decir Hj—” € M NU; luego:

2]
z
=) = f(zo) = g(2).
1]
Ahora sea z € R tal que g(z) = f(xo), esto es f(ﬁ) = f(zo), ya que Hﬁ“ =1,
entonces II%H € MNU, porlo tanto 2 € CM y z € U’; o mejor, z € CM NU. Asi CM es

una variedad n-dimensional contenida en R™+1, [ |

Teorema 3.1.1. M™ ! C 8™ es una hipervariedad minima en S™, si y solo si, CM es

una hipervariedad minima en R 1.

Demostracion: Primero se demostrard que:
TixCM =T, M @gen{x} (3.1)

Para esto basta demostrar que T, M € gen{x} C T, CM; pues T, M P gen{z} y T:,CM
son subespacios n-dimensionales de R"*! asi T, M @ gen{z} = T;,CM.
Sea v € T, M, por tanto existe v : (—e,e) — M, tal que, ¥(0) = z y ¥'(0) = v, a partir

S

de esta curva, podemos definir otra curva 3 : (—¢,¢) — CM, donde f(s) = (¥(7));

vemos que B(0) = t(1(0)) = tz y B'(s) = t.1.4/(%), reemplazando s = 0 tenemos
que ['(0) ='(0) = v, de aqui v € T;,CM.
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Ahora tomando = € gen{x}, podemos considerar 7 : (—e¢,¢) — M tal que, y(s) = (s+t)z,
entonces y(0) = tx y v/(0) = z, as{ x € T, CM; por lo tanto, T, M € gen{z} C T;,CM y
de acuerdo a la observacién inicial tenemos que 1T, M & gen{x} = T;,CM.
Considerando la aplicacién de Gauss de n : M — R"+1, definimos la aplicacién de Gauss
7:CM — R asi:

Ti(tz) = n(z).

Veamos que 7] esta bien definida:
1. 7 existe para todo tx € C'M; pues n(x) existe para todo = € M.
2. ||7(tx)|| = |In(z)|| = 1 para todo tx € CM.

3. Siw € T, CM, entonces podemos escribir w = u+ Ax donde v € T, M y A € R, esto

en virtud de la descomposicién del espacio tangente demostrada inicialmente. Asi:

(M(tz), w) = (@(tr), u) + {tr), )
= (n(@),u) + An(z), z)

Pero (n(z),u) = 0; pues € (T, M)*. De otro lado, tenemos que R"*! = T, R"*! se pue-
de escribir como suma directa de dos espacios ortogonales, particularmente se tiene que
R+ = T,.57 P gen{z}. Como M C S™, entonces T, M C T,S™; luego T,,M es ortogonal
a gen{x}, por tanto se tiene que (n(z),z) = 0, logrando asi demostrar que (77(tz), w) = 0.
Sabemos que dn;, : T, CM — Ti,CM v dn, : T,M — T,M; y en virtud de la
descomposicién de R"*! se obtiene que dn,, (w) = dij,(u + A\v) = dn,,(u) + A, ()
donde u € T,M, A € R. Determinamos d7n,,(u) por medio de la curva definida an-
teriormente 3 : (—e,e) — CM dada por (s) = () , asi,3(0) = t(0) = tx y
B'(s) = t/(£)7 = ¢/(£), y al evaluar en s = 0 tenemos que 3'(0) = ¢'(0) = v, lue-
go,



3.2. PROPIEDAD DE LAS DOS PIEZAS 29

De otro lado, tomando la curva 3 : (—e¢,e) — C'M definida por 8(s) = (t+ s)x obtenemos
B(0) =txy f'(0) = x. Asi,

Bia() = T

_dn((t+ s)x) |
N ds =0

d

ds

Asf el operador de forma Sy, (w) = Stz (u+Az) = dn,(u)+0, es decir, Sg(u+Ax) = Sy (u).
Sea {v1,...,v,} una base ortonormal de T, M, tal que S;(v;) = A\;v;, lo cual implica que
Stz (vi) = %/\ivi; por tanto \; = \; para i := 1,....(n — 1) y Si(x) = —dn(z) = 0. Por
tanto z es un vector propio de Sy, con valor propio cero; es decir A, (tz) = 0, asi tenemos,

que la curvatura media en tx € CM es:

H(tz) = Dict Xl(tx)

Asf, H(tz) = “LH(z) y H(z) = % H(tz), de donde claramente se puede deducir que
H(x) =0 siy solo si, H(tx) = 0, es decir que M es una hipervariedad minima si y solo si

CM es una hipervariedad minima en R+, |

3.2. Propiedad de las dos piezas

Ross en [14] muestra que cualquier 2-ecuador en una 3-esfera divide cada superfie mini-
ma compacta en dos piezas conexas, esta propiedad es conocida como propiedad de las
dos piezas y en este trabajo se usard para estimar el primer valor propio de 1.28 en las
superficies de Lawson.

Por otro lado, consideremos Y una subvariedad minima n-dimensional de S™~! c R™
donde cada X de ) se puede ver como X = (x1,22,...,Tm); Al considerar ) minima

en S™ !y {eg,es,...,e,} un marco ortonormal en una vecindad de Y, conociendo que



3.2. PROPIEDAD DE LAS DOS PIEZAS 30

AX =31 V., VX, tenemos que:
Ve, [(Ve X, X)] = (Ve, X, Ve, X) + (Ve Ve, X, X)

ei<veiX7X> - <V€iX7 v€¢X> = <V€iv€iX7X>

sabemos que (V, X, X) =0, pues (X, X) = 1. Asi

n

(AX, X) = Z_<vein VEiX> (3.2)
i=1
=-n (3.3)

Al ser > minima, por 3.1.1 sabemos que el cono asociado a ) también seria minima;
por observacién (6,10) de [13] se tiene que AX = 0 en Y ; dado que S™~! es minima,
entonces AX = 0 en S™ !, por tanto AX no tiene componentes sobre 7,51, luego AX
es perpendicular a S™ 1, es decir todas sus componentes se encuentran en gen{z}; o lo
que es lo mismo AX|| X; luego, por 3.2 tenemos que al ser colineales AX con X, entonces

existe A tal que AX = \X, luego

(AX,X) = (AX, X) (3.4)
= MX, X) = —n (3.5)

asi, A = —n, luego AX = —nX es decir AX +nX =0.
Ademids, hemos concluido que las funciones coordenadas euclidianas x1, xs, ..., T, de R™

son funciones propias de A con valor propio n sobre »_.".

Dado un vector v € S"*1, se define S"(v) = {p € S"*! : (v,p) =0}

Escogemos v de tal manera que S™(v) sea la esfera maximal. y Consideremos f(p) = (v, p)

para todo p € Y. Es claro que si p € 9, entonces (v,p) = 0, es decir f(p) = 0. Ahora
n+1

si p € ) y consideramos v = Z a;e; donde {e1,es,...,en+1} €s un marco ortonormal en

i=1
T,S" y a; € R.
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Sv) = {pe§%: {v,p) =0}

Figura 3.2: esfera maxima

n+1

f() = (p,>_ aies), luego

=1

n+1

Af(p) =AY ailei,p) (3.6)
=1
=AY a;ifilp)
i=1
=-n Z a; fi(p)
=1
= —nf(p)
luego, si p € >, entonces
Af(p) +nf(p) =0, (3.7)

Es decir que cualquier funcién F(X) = a1z + agwe + - - - + @@y, sobre Y | es una funcién

propia del Laplaciano con valor propio n.

Diremos que
Hy(v):= {p e S": (p,w) > O}

y

H_(v):= {p e S": (pw) < O}
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Lemma 3.2.1. Si el borde de una hipersuperficie minima estable " en S vive en una

esfera mazximal, entonces y , es totalmente geodésica.

Demostracion del lema. Sabemos que si ) es estable, entonces la segunda variacién de
drea es no negativa. Ahora, dado que ) es minima, para cualquier funcién f sobre >
tenemos que )

gtgA = —/ZfAf + [n+ ||IIT?|]] f°dA > 0
luego

/Z SAS + [+ T2 f2dA < 0

donde o es la segunda forma fundamental. Escogemos v de tal manera que S"(v) sea la
esfera maximal de la hipotesis.

Consideremos f(p) = (v, p) para todo p € >_; se tiene 3.7

Af(p)+nf(p)=0 (3.8)
De aqui tenemos:
/ FAS +[n+ ||]I]I\|2]f2dA:/ Cnf? 4 |22 + nf2dA (3.9)
> >
:/ |IT||% f2dA < 0 (3.10)
>

Si suponemos que ||IT||? # 0, se tiene que f = 0 en Y_, lo cual no puede ser. Por tanto solo

queda considerar que ||II]|2 = 0, luego 3" es totalmente geodésica. |

Es claro que al considerar Y. C S3 como una hipersuperficie de S definida por una funcién
f(x1,22,23,74) = k donde k es una constante, se divide S en dos componentes conexas,
una Wy = {z € 83 : f(x1, 70,23, 24) > k} y la otra Wo = {x € S : f(x1, 22, 23,74) < k};
teniendo en cuenta esta observacion, se pasa a la construcciéon de variedades simétricas

minimas; pero antes se quiere mencionar el siguiente teorema,

Teorema 3.2.1. Cualquier esfera mazimal S*(v) en S divide una hipersuperficie Y de

S? en dos componentes conezas.

La prueba de este teorema se realiza en detalle en [16], considerando primero que Y es

un ecuador S?(w) con w # v; y después que > no es un ecuador.



3.3. SUPERFICIES DE LAWSON 33

3.3. Superficies de Lawson

3.3.1. Principio de reflexiéon

En esta seccién se muestra un método para la construccién de superficies minimas; en
particular se construye una familia de superficies &, (m,k € N), las cuales son com-
pactas orientables y de genero mk. Para iniciar la construccién se parte de una superficie
fundamental M,, ; la cual es solucién del problema de Plateau (el cual consiste en de-
terminar una superficie con la menor area bordeada por una curva de Jordan preescrita)
considerando la curva I' C S3 despues se refleja esta solucién a través de segmentos de

geodésica en S que hacen parte de su frontera.

Teorema 3.3.1. Sea M una superficie minima de clase C? y frontera OM . Si OM contiene
un arco geodésico vy, entonces M puede ser extendida como una superficie analitica, a lo

largo de cada componente no trivial de OM N~y por reflexion geodésica.

Este teorema que se menciona con detalle en [5] garantiza que al existir una geodésica
v C S3 tal que yNOM =7, donde 7 es un segmento de geodésica en v, entonces, al unir

M con r5(M) se obtiene una superficie analitica minima.

3.3.2. Construccién de &,

Figura 3.3: Superficie fundamental

En virtud del teorema anterior, procedemos a construir las superficies de Lawson &, i,
(m,k € N).

La construccién inicia considerando las circunferencias

01:{1’63315612132:0} Yy
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02:{33€S3I$3:$4:O}.

Sean los puntos P, P> € C1 y Q1,Q2 € Cy donde P;Q1P>Q2 forman un poligono geodésico

que se llamara I',, j, donde la distancia entre Py y P es se denotara por 0 y la

=
distancia entre ()1 y ()2 es 177, que serd .Suponiendo que ez y e4 son vértices del poligono
Iy &, particularmente se hace Pi = e4 y Q1 = e2; dado que los planos que contienen
a C1 y Cy las cuales son ortogonales, entonces se tiene que P, = senfles + cosfeq y
Q2 = senfler + cosblea. Sea My, . la superficie en 53 solucién al problema de Plateau
con borde I'y, i; de aqui se tendra que M,,  (llamada también superficie fundamental) es
minima y 0(M,, ) = 'y, . Se denotaran las geodésicas que pasan por P1 y Q1, Q1 y P>
Q2 y P2, Q2 'y P1 por 71,72,73 ¥ 74 respectivamente.

Se simbolizara por Gr,, , al conjunto de reflexiones geodésicas que se aplican a la superficie

fundamental, logrando

gm,k - U g(Mm,k)-

g€Gr

m,k

Lemma 3.3.1. Sea G un grupo de reflexiones en S*T. Asuma que una hipersuperficie
S C S™* es invariante bajo G. Si el primer valor propio del laplaciano sobre . es menor

que n, entonces la primer funcion propia debe ser invariante bajo G.

Demostracion. Sea o € G la reflexién a través de una gran esfera S"(v) en S"*! para algtin
v € S vy sea ¢ una funcién propia de 3 cuyo primer valor propio correspondiente es

A1, y consideremos
Y(x) = ¢(z) — poo(x).

Si ¢ es la funcién nula, entonces es claro que ¢ es invariante bajo o; Ahora, si ¢ # 0,

tenemos:

Mp(x) = Aod(x) = Mgoo(x)

AY(x) = Ap(z) — Agpoo(x).

Sabemos que ogn : R” — R” son transformaciones lineales, entonces

Ao o(z) = (A¢) oo(z)
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Asi,
AY(z) = Ad(z) — (A¢) oo (x) (3.11)
= —Mo(z) + Moo o(x) (3.12)
-\ (qs(x) — o a(a:)) (3.13)
= -\ (z). (3.14)

Por otro lado, supongamos que p € > NS"™, de esta manera ¢(p) = ¢ o o(p) entonces:

Y(p) =0.

Consideremos ahora D; y Dy como las componentes conexas de Y \S"(v) Supongamos
que v es positiva en Dy y negativa en Do; y definimos £(z) = (a, z) donde a € R"*2 es fijo
y € R"*2 tal que (a1, as, ..., any2) es normal a S"; se puede escoger a tal que &(z) > 0
en D1.

Sabemos que £ = a1 + a2 + ... + apt2Tp+2 v € s una funcién propia de ) con valor
propio n. También se sabe que £ =0 si x € S"(v).

Como A; < n, por teorema de Courant se tiene que (&, 1) = 0; es decir {1, como £ > 0
en Dy y ¢ > 0en Dy, se tendria que

/ YE>0 (3.15)
D1UDo

lo cual no puede ser, dada la ortogonalidad de las dos funciones propias; por esto se tiene
que 9 = 0 sobre ), es decir ¢(z) = poo(z) parax € ).
|

3.3.3. Grupo G

Para empezar a estudiar el grupo de reflexiones, empezaremos hablando de que es una

reflexion geodesica.

Definicién 3.3.1. Sea v una geodésica en S?, definimos por reflexion geodésica a lo largo
de v a la funcion r : S? — S? definida por ry(x) = w1 — ug; donde x = ui +ug y u1,u2
son las componentes tangencial y normal de x respecto al unico plano donde se encuentra

y.

Es importante ver que
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ry(x) = ur —ug
= 2uy — (u1 + u2)

=2u; — x.

también se tiene que

(@ +y) = 7y ((u1 + ug) + (01 + v2)),
= ry((ur +v1) + (uz + v2)),
= (u1 4+ v1) — (u2 +v2),
= (u1 — u2) + (v1 — v2),

=ry(x) + ry(y).
de igual formas:

ry(az) = 1y (a(ur + u2)),
= ry(au; + aug),
= Qu]; — U,

= ary(x).

Lo que demuestra que 7 es una transformacién lineal.

(3.16)
(3.17)
(3.18)

Ahora calculemos (r~(z),7,(y)) v (z,y), teniendo en cuenta que (u;,vj) = 0 para i # j.

(ry (), m4(y)) = (u1 — uz,v1 — vy
uy,v1) — (U1, v9

Ui, v1 > <’LL2, v2),

U1, U1 ) <u1, v9) + (uz,U1> + <U27U2>§

( )
= ) —
= )
(x,y) = (u1 + ug,v1 + v2)
= )
= (u1,v1) + (u2,v2)

es decir:

(r'y(:p)7 Tﬁ/(y)> = <x7 y>

(ug,v1) + (u2,v2)
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De donde se concluye que 7. es una isometria (conserva angulos y distancias).
‘4 -1 _
También se puede notar que r} = = r,.
Las geodésicas en S™ son circunferencias que se pueden obtener mediante la interseccion de
espacios vectoriales de dimensién dos en R™*! con la esfera n-dimensional, una geodésica
1 n I 3 n o
v(t) que pasa por p € S™ cuando ¢t = 0, con velocidad v # 0, con v € T,S" se puede

parametrizar por
v(t) = p.cos(t) + v.sen(t) (3.19)

De esta manera se observa que para toda geodésica existen p,v € S? tal que (p,v) = 0 tal
que v C gen{p,v}.

Consideremos Pj, Py, Q1,Q2 v Y1,72,73,74 como lo hacemos en la seccién 3.3.2 y las
geodésicas ; ; como las reflexiones sobre la geodésicas contenidas en el generado de P;, @Q);.
Obsérvese que al tomar F;, Q); y aplicar las reflexiones geodésicas sobre los segmentos de
geodésica que forman la frontera de la superficie fundamental (teniendo en cuenta que esta
aplicacién tiene como puntos fijos a P;,Q; que generan el plano en el cual se encuentra
contenida la geodésica sobre la cual se realiza la reflexién), se logra mostrar a través célcu-
los directos que: Al tener todas las posibles composiciones de las anteriores reflexiones,
logramos obtener desde ()1 hasta Q) ox+1) = Q1, y desde Py hasta P o,41) = P1.

Representando graficamente esta idea:

‘ XV P-m Jk
N—

V4
Figura 3.4: Generacién de todos los puntos por medio de reflexiones

Denotamos como Gr,, , al conjunto generado por los movimientos r., . de I's 2, donde
m, 1,7 bl
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. n 1A Aail 3 .
Ty, @ Mr,, . — S" es una reflexion y v un segmento de geodésica contenido en I, g;

por tanto 7., . denotara una reflexién geodésica de Mr

m,k*

Utilizando la definicién (3.3.1), para z € R* hacemos:

Ty, = 2({x, P)P1 + (x,Q1)Q1) — x,
= 1y, = 2({(z1, 22, T3, 24), €1)eq + ((z1, 22, T3, 24), €2)€2) — (T1, X2, T3, T4),
=Ty = 2((0,1‘2,0,1’4)) - (331,1‘2,1'3,1'4),

= r’}’l = (_xl,l'Q, —x3,$4).

Ty, = 2((z, P2) P> + (2, Q1)Q1) — ,
= 1y, = 2((z, senfes + cosPes)(senfes + cosfes) + (z,e1)e1) — z,
= 1y, = 2(0, 29, x3sen’B + xycosfBsenf, r3senfBcosf + rycos’f — x4) — 1,
= 1y, = (=1, 22, —23c0523 + x45en2f3, x3sen2f + x4c052[3).

s = 2((z, P2) P2 + (2, Q2)Q2) — =,
= 1y, = 2((x, senfes + cosPesz((senPes + cosfes)+
(x, senfe1 + cosbes)(senber + cosbes) — x,
= Ty = 2(9:156n29 + xocosbsend, r1senfcostd + CCQCOSQG,
z3sen?B + xycosfsen, xysenfcosf + xicos’ s, ) — x,
= 1y, = (—x1c0520 + z25en20, x15en20 + 2200520,

— 23008203 + x45en2f, x3sen2 + x4c08203,),

Tyy = 2({z, P1)P1 + (2,Q2)Q2) — z,
= 1y, = 2((x, ea)eq + (x, senfer + cosbes)(senbeq + cosbes)) — x,
=1y, =2(x4+ (x156n29 + xocosBsend, 1 senfcost + xoc0s20, 0, 0)) — =z,
= 1y, = 2(—x1c0520 + x25en20, x15en20 + x9c0520, —x3, 24).

Con las siguientes matrices cuadradas de orden dos, podemos redefinir las reflexiones per-

tenecientes a Gt , .

-1 0 cos20 —sen20 cos2f3 —sen2p
, B = , C = y veamos que
0 1 sen26  cos260 sen2B  cos2f3

N
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sen20  cos260

AB — —cos20  sen2f v AC = —cos23 sen2f
cos2

sen2f

Al igual que en [5] denotamos (X,Y) = ( 0
tonces podemos observar que :
-1 0 0 O
1 0
(A, A)x =
0 -1 0
0 0 1
= (A, A)x =1y, (2)
-1 0 0 0
0 1 0 0

0 0 —cos2B8 sen2p
0 0 sen28 cosp

—cos260  sen26

sen20  cos20

—x1c08260 + 195en20

x18en260 + xo9c0s20

(AB,AC)x =
0 0
0 0
= (AB,AC)z =

—x3c08203 + w45en2[
r3sen2f + x4cos2f

= (AB,AC)x = 1, (x)

—cos20 sen20 0 O

(AB, A)z sen20 cos20 0 O
0 0 -1 0

0 0 0 1

= (AB,A)x =r.,(z).

X 0

).

), para X,Y matrices cuadradas. en-

T —I1
z2 | | w2
T3 B —XI3
T3 z3
x1 —T1
xI9 . xI9
T3 B —x3c082[3 + x45en2f
T3 r3sen2f + x4cos2f
0 0 T
0 0 T2
—cos2f3  sen2f T3
sen2  cosp T3

—1x1c0820 + x95en260
x18en20 4+ x9cos2f

T3

Siry € Gy, , entonces r es una composicion finita de 7.y, , 74,757, , asi,

va,k = gen{ml,rwmﬂm};
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y en virtud de los calculos anteriores
Gr,,, = gen{(A, A), (AB, A), (A, AC).(AB, AC)}.
Pero observe que

(A%, A%) = (B**L 1) = (I,c™ Y =1, (3.20)
(AB,A) = (A, A)(B,I), (A AC) = (A, A)(I,C), (AB,AC) = (A, A)(B,I)(I,C),
por tanto

Gr,,, = gen{(A, A), (B, 1), (I,C)}.

luego este conjunto esta conformado por todos los elementos de la forma (A, A)" donde
i = 0,1, (B,I)* donde j; = 0,1,....,k y (I,C)’ donde j» = 0,1,...,m, asi, el conjunto

Gr,,, tiene 2(m + 1)(k + 1) elementos, y se pude ver como:

Gr,,, = {(A'B", A'C”) [0<i<1,0<ji <k,0<jp <k} (3.21)

Cuadrantes generalizados

Consideramos como C11 la regién convexa en S3 del poligono geodésico I';. Es posible
generar una particién de S® en conjuntos isométricos a Cj 1, es decir de cierta forma
estamos realizando una teselacién a S3. Para lograr eso consideramos puntos igualmente

espaciados P; y Qj,conit=1,2,...2m+2y j=1,2,...,2k + 2, donde:
d(Pj; Piy1) =0 =m/(m+1) y
d(Qj; Qjr1) = f=m/(k +1).
Asi lograremos obtener todos los puntos P; y @, de la siguiente manera:

P; = [sen(i — 1)Bles + [cos(i — 1)Bles y (3.22)

Dados estos puntos F;, @; definimos:
Definicién 3.3.2. Llamaremos cuadrantes generalizados, a los conjuntos C; ; de la forma:

4
X
Ci,j = {m e s3 | & =t1 P; + t2Q; + t3Pi1 + t3Qi41, Zts =1; Vs, ts > 0}. (3.23)
s=1

Proposicién 3.3.1. Si g € Gr,,, tal que g(C11) = C1,1, entonces g = id.
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Demostracion: Proposicién 2.2.5 de [11]. [

Al considerar g = (AB?, ACY), al tener que B* = cosz seni v
sen2i  cos2i0

) cos2jf  —sen2jp
CJ = , Vemos que:
sen2jf  cos2jp
, -1 0 cos2if —sen2if —c0s2i0  sen2if
AB' = = ; (3.24)
0 1 sen2if  cos2i6 sen2if  cos2if
ACY — -1 0 cos2jf8  —sen2jp _ —cos2jB  sen2jp . (3.25)
0 1 sen2jp  cos2jp sen2jf  cos2jp
—c0s2i0  sen2if 0 0
, . 210 216 0 0
S (AB ACH Oy, = | T C1i. (3.26)
0 0 —cos2jB sen2jp
0 0 sen2jf  cos2jp

Por definicién 3.3.2 C1 1 = t1 Py + t2Q1 + t3 P + t4Q)2, entonces:

tasent
tycosl + t
Cii= ! it tartsrta=1,1>03. (3.27)
tgsenf
t1 + tzcosf

Luego;

—tysen(2i + 1)8 + tasen2if
. , t 2i+1)0+t 2i0
(ABIACTCy, = | TS Dt heos2ib =G (328)
—tssen(2j + 1)5 + t1sen2jp

tzcos(2j + 1)B + ticos2jf

Es importante observar que cualquier reflexiéon g € G, aplicada a C} 1, en términos de
cuadrantes generalizados nos permite obtener solo cuadrantes C, s donde 7, s son ambos
impares. luego para todo g € Gr,, ,, 9(C1,1) = C;j donde i + j es par. Al crear &, por
medio de reflexiones geodésicas sobre segmentos de geodésica contenidos en M., 1, C C1 1,
tenemos que g(M,, 1) C g(C1,1), dejando asi los cuadrantes C;; con i + j impar sin una,
cubierta contenida en &, x; luego, &y, NintC; j = O para i + j = impar.

La figura 3.5, muestra para m, k pares, la geodésicas como parejas ordenas (P, Q;), y las
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QHJ

Qw -7 1 - - =

Qm—‘l -

Figura 3.5: Cuadrantes en el plano

que son de color gris tiene interseccién no vacia con &, . Observe que solo los cuadrantes

con suma de indice par cumplen esta condicién.

Observacién 3. Considerando H = {r,,(C11) : ro, € G, ,}, se puede observar que

[G : H] =2, y de manera sencilla también se tiene que
Toy; O Ty O 7“7_1_1(01,1) =1y, 07y 07, (C11) € H (3.29)

luego H es un subgrupo normal de Gt

m,k *

Teorema 3.3.2. Sea S una superficie compacta minima en S® la cual es invariante bajo
un grupo G de reflexiones. Supongamos que el dominio fundamental de G es un tetraedro
T. Si la pieza fundamental P = > NT es simplemente conexa y tiene cuatro aristas,

entonces el primer valor propio del laplaciano sobre ) es 2.

Demostracion. Empezaremos mostrando que:

Sea Y una superficie compacta minima en S invariante bajo reflexiones de un grupo G,
una funcién propia con valor propio A; sobre >  y N el conjunto nodal de v, Considere
P =>"NT con T un tetraedro, entonces N contiene un punto interior de Py P~ N tiene

al menos dos componentes conexas.

Ahora, supongamos que A\; < 2;sea 1) una funcién propia con valor propio A; sobre >

y N C > el conjunto nodal de 1. Sabemos que 1 es invariante bajo G,. Supongamos
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que N no contiene puntos interiores a P, es decir P N N C JP; sabemos que al ser A\;
el primer valor propio diferente de cero, por teorema de Courant se tiene que la funcién
propia asociada a Aj seria la primera funcién propia de signo no constante; siendo esto

asi, ¢ tiene dos dominios nodales Dy y Ds.

Figura 3.6: p € intP

Podemos considerar 9T = |J; , i = 1,...,n. De esta manera sabemos que

8<ZHT> = 9P

como 1" es el dominio fundamental de la teselacion se tendra que 8( > ﬂT) = JT'; de esta
forma, aplicando el corolario 1 a N, se tendra que Dy y Do se anulan en N = > NS?(v)
tal que dv; C S™(v), para algun i.

Partiendo de este hecho, podemos definir £(z) = (z,v) con x € S? de tal forma que () > 0
en D; al igual que ¥ y £(x) < 0 en Dy al igual que 9, se sabe que £ es una funcién propia
con valor propio 2; al saber que ¥ y £ son funciones propias de valores propios diferentes,
estas dos funciones son perpendiculares. Asi, llegamos a una contradiccién al igual que se
llega en la demostracion del lemma 3.3.1.Por tanto, N contiene al menos un punto interior

de P.De aqui se puede ver
P\ N = [Dl N P] U [DQ N P} (3.30)

Donde es claro que [Dl N P] , [Dg N P} son disjuntos; asi P\ N no es conexo.

A continuacién, se estima el primer valor propio en superficies simétricas inmersas en S3.
A continuacién recordamos que

se ha supuesto que el primer valor propio del Laplaciano A1 < 2, sea v una funcién propia

con valor propio A; sobre > y N C Y el conjunto nodal de 1) Ahora, sea F' una cara del
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051
Q2 -

Figura 3.7: F disjuntode 0D

Py(k11)

Ty ( P-m Lk ) 4

Figura 3.8: P\ N

tetraedro T'y D una componente de P\ N tal que 0D N F = (); sin perdida de generalidad
podemos tomar T' = (' 1.(de la definicién 2.5.1 de [11]).

Sea S?(v1) con v; € R* una gran esfera la cual contiene F, y llamamos D al reflejo de D
a través de S?(v1), observe que es suficiente ver D= ry, D para algin i = 1,2, 3,4, donde
v: C S%(v1) y 7 geodésica. Considere D1 como la componente de .\ N tal que D C Dy,
Dy la componente de )\ N tal que 7+,(D1) = D> que contiene a lA), y Dj3 la interseccion
con S%(v1) de estas dos componentes.

Es claro que si p € D3, se tendra que r.,(p) € Ds; ademas, dado que r,, es isometrfa, se
tienes que d(p,v) = d(v,7,(p)) es decir D3 es simétrica con respecto a S?(vy).
Supongamos ahora que D; = Dy; también asumamos que p y 7,(p) = p’ estdn en D;.

Como D; y D son componentes conexas de Y\ N, consideramos una curva continua
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¥ C Dy que une p con p' y Yy NN = {).

Segun la seccion 2,4 de [11] se define Gy, , = gen{ry,, 7y, 'y, 7, }; considerando 7, con i =
1,2, 3,4 las aristas del tetraedro geodésico T'. Consideremos H el subgrupo de G generado
por las reflexiones de T' a través de sus diferentes arcos geodésicos ; por observacion 3,
se tiene que H es un subgrupo normal de G. Gracias a la ecuacién (2.16) tenemos que

[G : H] =2, pues las imdgenes de estas reflexiones solo generan

U Coiti2j1 (3.31)
geG

La cual es una teselaciéon de S? sin los cuadrantes (3,25 para todo i, j. De igual manera
al considerar T : {CLIUTV(CM))} con C11 # Ty(cyy) Y H= {r%(Tg) S G}, dicho de

otra manera,

H= {7’71.(01,1) U 7, (r%_(clyl))} (3.32)
- {T%(CM) U ’”vk(cl,l)} (3.33)

~

se puede ver que como H es normal, también lo es H.

Ahora definamos una curva 7 C Cy1 y un conjunto r = {o(7) N1y : 0 € H}, es claro que

TN N # 0; pues 7+,(D1) = Ds lo cual implicaria que Dy # Ds.

Ahora, supongamos que D1 = D3. Como D; es una componente conexa, podemos definir
una curva 7' tal que una dos puntos cualquiera ¢ € Dy y ¢’ € D3. Al saber que D; y
D3 son componentes de > \N, se sabe que 7/ N N = ). Se sabe que D1 NS?(v) C D3 y
Do NS?(v) C D3; pero se acaba de demostrar que Dy # Da, entonces Dy # Ds.

De manera andloga se demuestra que D3 # Do; luego, v tiene por lo menos tres dominios
nodales D1, Dy y Ds; lo cual es una contradiccién al teorema de Courant, ya que el niimero

de dominios nodales de i) debe ser menor o igual a 2.

Por tanto, el primer valor propio del Laplaciano es A\; = 2. |
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Observacién 4. Por construccion de &y, sabemos que la curva de jordan Ty, ) es un
tetraedro geodésico y al considerar ) como la superficie minima solucion al problema de
Plateu también se tiene que Y NIy, i tienen 4 aristas v1,v2,7v3 Y Y4 las cuales son como el
la seccion 3.5.2; aplicando el teorema 3.3.2 de esta manera podemos concluir que el primer

valor propio del Laplaciano de las superficies §p, 1 es A\ = 2.
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