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Abstract

In 1985 Matter introduced the ideal Pp, of po—absolutely continuous operators with pa-
rameters 1 <p < oo and 0 < o < 1 (see [2] and [3]). In 1997 Sanchéz [12] presented a new
characterization of P,, by means of an associated tensor norm. In this paper we generalize
Ppo (in case p # 1), defining an operator ideal P, with parameters, an Orlicz function H
and a real number 0 < ¢ < 1. Then we define a tensor norm associated to the ideal and
using Pro we characterize the topological dual of the tensor product of any pair of Banach
spaces.
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Resumen

En 1985 Matter introdujo el ideal P,, de operadores pc—absolutamente continuos con
pardmetros 1 <p < ooy 0 <o <1 (ver [2] y [3]). En 1997 Sanchez [12] presenta una nueva
caracterizacion de Pp,, mediante la definicion de una tensornorma asociada. En el presente
trabajo se generaliza P,, (para el caso p # 1) definiendo un ideal de operadores P, con
parametros, una funcién de Orlicz H y un real 0 < o < 1; se define una tensornorma
asociada al ideal y mediante P, se caracteriza el dual topologico del producto tensorial
entre espacios de Banach.

Palabras y frases claves: Productos tensoriales, Ideales,Operadores, espacios de Orlicz.

1. Introducciéon

Algunos de los temas que actualmente son considerados propios de la
teoria de ideales de operadores, se remontan a principios del siglo XX, pero
propiamente la teoria es sistematizada por Pietsch en la década de los setenta
(ver [10]). Desde que Grothendieck intrudujo la teoria de normas tensoriales
en su obra principal, Resumé de la théorie métrique des produits tensoriels
topologiques (|8]), se visualiza la relacion de ésta con la construccion de idea-
les de operadores asociados a normas tensoriales y viceversa. Lo anterior se
manifiesta claramente en la obra de Defant y Floret ([1]), donde no soélo se
muestra la profunda relacién entre ambas teorias sino que se presenta una
teoria conjunta.

Como antecedente de éste trabajo se tiene la definicion del ideal de opera-
dores po—absolutamente continuos denotado por Pp,, presentada por Matter
en [2] y la caracterizacion de dicho ideal obtenida en la tesis doctoral de En-
rique Sanchez ([12]). Para lograr la caracterizacion mencionada, fué necesaria
la definicién de una norma tensorial con parametros 1 <p< ooy 0<o <1
asociada al ideal.
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Dado que la definicion de Matter y el trabajo de Enrique Sanchez invo-
lucran resultados sobre los espacios de sucesiones £, y que la generalizacién
natural de estos espacios son los espacios de sucesiones de Orlicz ¢f; noso-
tros nos interesamos en dar una generalizacion de Py, (para el caso p # 1)
definiendo un ideal de operadores Pr,, con parametros una funciéon de Or-
licz H y un real 0 < ¢ < 1. Posteriormente definimos una tensornorma g,
y para cada par de espacios de Banach (FE,F) caracterizamos los espacios
compleccion E®,,,, F y dual (E ®g,, F)', éste tltimo en términos de Py,

2. Conceptos basicos y notaciéon

Cuando hagamos referencia a un espacio vectorial, supondremos que el
cuerpo de los reales R serd el cuerpo de escalares. No obstante, todos los
resultados son vélidos, con procedimiento analogo, si el cuerpo de escalares
es complejo. Dados dos espacios de Banach E y F', denotamos por L(E, F)
el espacio de operadores lineales y continuas de E en F. Si T € L(E,F),
el operador adjunto de T serda T" € L(F', E'). Necesitamos mencionar ahora
algunos conceptos preliminares.

Los espacios de sucesiones de Orlicz son una generalizaciéon natural de
los espacios £p, y tienen una estructura topolégica y geométrica muy rica;
pueden poseer propiedades que no tienen los espacios £, ordinarios. Damos a
continuacion algunas definiciones y resultados basicos de la teoria de espacios
de Orlicz de acuerdo a [5] y [11].

Una funcién de Orlicz H es una funcién definida para x > 0, continua,
convexa, no decreciente, con H(0) = 0 y H(x) > 0 para = > 0, tal que

lim H(xz) = oo. Si H es funcion de Orlicz, denotamos por g al espacio
r—00

de sucesiones de Orlicz, es decir, al espacio de sucesiones reales («;), tales
que existe p > 0 para el cual » ;°; H(%) < o0; dotado de la norma

O ((ew)) :=inf{p >0 : >, H(‘O‘T;') <1}.Si1 < p < ooy particularmente
H(z) = |x|P para cada real x, entonces £ coincide (isométricamente) con el
espacio de sucesiones /.

Se dice que una funciéon de Orlicz H satisface la condicion Ag en 0 si
. H(2z) .
lim sup ) < 00 en tal caso la clausura en ¢p del espacio generado por los
Tr—00
vectores unitarios e; coincide con f.

Si H es una funcion de Orlicz, existe otra denotada por H* y definida
para cada y > 0 por H*(y) = sup{zy — H(z) : « > 0}, denominada funci6n
complementaria de H. A partir de H* se puede dotar a £y de otra norma
| - ||z, usualmente llamada norma de Orlicz, que se define para cada (a;) en
Ch por [[(ai)llg = sup{d 2, |l = 322, H*(I8i]) < 1}

Las normas IIg(-) y || - ||z son equivalentes, pero no iguales. Ademas,
si H tiene la propiedad Ay en 0, se verifica que ¢}; es isomorfo a {p«. Para
tener una isometria entre estos dos espacios es necesario tomar Iz (-) en £g
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vy |- [la= en Lg-, (ver [11],pp. 58-61 y [5], pp. 147-148).

Siguiendo el proceso expuesto en ([11];62), pero tomando como espacio
medida N y una medida puramente atémica con atomos de medida uno, se
puede establecer la siguiente desigualdad de Holder: Para (a;) en £g y (b;) en
£+, se cumple

(e 9]

> laibil < min {mpr((ai) [[(00) | e s e (a5) 1(03)l1 g}

=1

En adelante, cuando hagamos referencia a un espacio de Orlicz g supon-
dremos que la funcién de Orlicz H satisface la condicion Ay en 0, y ademés
supondremos siempre que la funciéon de Orlicz esta normalizada, es decir,
H(1l)=1.

Sobre productos tensoriales de espacios de Banach, remitimos al lector a
[1] y damos a continuacion algunas ideas que necesitaremos.

Dados dos espacios vectoriales F y F' sobre el mismo cuerpo R, denotamos
por B(E, F) el espacio de aplicaciones bilineales y continuas de F x F en
R. Cada elemento (z,y) € E x F define una forma lineal canoénica sobre
B(E, F) denotada por el simbolo z®y y definida para cada ¢ € B(E, F') por
(x @y, ) == ¢(x,y). Se llama producto tensorial de los espacios vectoriales E
y F'y, se denota E® F, al subespacio vectorial del dual algebraico de B(F, F)
generado por el conjunto de formas lineales * ® y con x € E'y y € F. Los
elementos de £ ® F' se llaman tensores y cada uno admite representaciones
de la forma z = )" | z; @ y;.

Dados los espacios vectoriales E, F, G, H y las aplicaciones lineales A :
EF —- Fy B:G — H sellama producto tensorial de aplicaciones a la
aplicacion A B: E® G — F ® H definida para cada z = >_" ; 2; ® y; en
E®G por (A®B)(2) =31 A(z;) ® B(y;) € F @ H.

Cuando en el producto tensorial de dos espacios F y F' se tenga definida
una norma ¢, nos referiremos al espacio vectorial normado como E®, F' y a su
compleccion como E®4F. A la norma de un elemento cualquiera z € EQF, la
denotaremos por a(z; E, F') o por a(z). Una norma « definida en el producto

tensorial E'® F se dice que es razonable si verifica que a(x®vy) = ||z|| eyl r
paratodox € E,y € F,yqueparatodox’ € E'y ¢y € F', 2/®y € (EQ.F)
v 12" @y (peary = 12"l 1¥]1F-

Una norma, tensorial « es un functor que hace corresponder a cada par de
espacios normados (F, F') una norma sobre £ ® F' formando un nuevo espacio
normado.

Se dice que una norma tensorial o es un tensornorma si verifica que para
cada par de espacios normados E'y F', «(-, E, F') es una norma razonable en
E ® F, y ademas satisface la Propiedad métrica de las aplicaciones, esto es,
dados los espacios normados Ej, Es, Fi, Fy y las aplicaciones A € L(Fy, Fy),
B € L(Es, F»), se debe tener que A ® B € L(E) ®q Ea, F1 ®4 F2) y que
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lA® Bl < |AllB].

De acuerdo a [1], el siguiente es un criterio equivalente a la definicion de
tensornorma: Sea « una asignaciéon que a cada pareja de espacios normados
E y F en cierta clase de espacios A, que contenga a la clase de espacios de
dimension finita, le hace corresponder una funcion real o (+; E, F)). « es una
tensornorma en A si y solo si verifica las siguientes propiedades:

a) «a(-; F,F) es una seminorma en £ ® F para todo Ey F en A.

b) a(1®1;R,R) = 1.

c¢) Se cumple la propiedad métrica de las aplicaciones en A.

En 1969 Pietsch muestra la relevancia de la nocién de ideales de operado-
res, en los anos siguientes, investiga todos los aspectos de la teoria abstracta
de ideales de operadores, que aparecen en la monografia “Operators ideals”
[10]. Presentamos ahora algunas nociones fundamentales de esta teoria.

Un ideal de operadores entre espacios de Banach es un functor 20 que
asocia a cada par de espacios de Banach E y F un subconjunto A(F, F)
de £(E, F) tal que se cumplen las siguientes condiciones: para espacios de
Banach arbitrarios £, F, Gy H

1. Vo'e F,Vye F 2 @yed(E,F).
2. VS,5 € U(EF) S1+SyeAE,F).

3. YRe £(G,H),VSeUF,G),NT € £ E,F) RoSoT cA(E,H).

En tal caso, para cada par de espacios de Banach (E, F), a A(E, F) se le
llama componente del ideal 2 repecto a E' y F. Es claro que la componente
A(E, F) de 2 es un subespacio vectorial de £(E, F).

Sea 2 un ideal y a un functor que asocia a cada componente A(FE, F)
una norma (cuasinorma ¢ seminorma), tal que para cada R en £(G,H), S
en A(F,G) y T en £(E, F) se verifica que a(Ro SoT) < ||R||a(S)||T|- A la
pareja (2, ) se le llama ideal normado (cuasinormado o seminormado).

En los espacios de sucesiones escalares ¢,(E) y ¢,[E], débilmente p-suma-
bles y fuertemente p-sumables de F dlenotamos las respectivas normas por:

(@) = swp (X e a)P)2 v mpl(e) = (T3 foil?)»

A Continuaci()nErecordamos las definiciones de algunos ideales de opera-
dores a los que haremos referencia en éste articulo.

1. Sean E, F espacios de Banach. Un operador T' € L(E, F') es p-absolu-
tamente sumante de E en F' si existe C' > 0 tal que para toda sucesion
(x;) débilmente p-sumable en E, es decir con e,((z;)) < oo, se cumple
que mp((T'z;)) < Cep((z4))- El ideal de operadores p-absolutamente su-
mantes denotado por P, se define; tomando para cada par de espacios
de Banach E y F' la respectiva componente P,(E, F') como el espacio de
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operadores p-absolutamente sumantes de E en F', con norma definida
para cada T' € Pyp(E, F') por P(T) = inf C sobre todas las constantes
C que satisfagan la definicion.

2. Matter [2]. Sean E, F' espacios de Banach, 1 < p < 00, 0 < 0 < 1.
Se dice que un operador 1" € L(E, F) es po-absolutamente continuo
si existe un espacio de Banach G y un operador S € Py(E,G) tal
que [|[Tx|| < ||Sz|*~9|z|]°. Designaremos el ideal de operadores po-
absolutamente continuos por P,, donde cada componente respecto a
espacios de Banach E y F' es el respectivo espacio de operadores po-
absolutamente continuos de E en F', denotado por Pp,(E, F'), con nor-
ma definida para T' € Ppo(E, F) por Pyy(T') = inf P,(S) sobre todas
las aplicaciones S que verifican la definicion.

3. Operadores Ho—absolutamente sumantes.

Matter demostré varias caracterizaciones para los operadores po-absolu-
tamente continuos, de las cuales destacamos la siguiente probada en [2]. Sea
T : E — F un operador entre dos espacios de Banach. T € Pp,(E, F) siy
s6lo si existe una constante C' > 0 tal que para toda sucesion finita zq, ..., x,
se cumple que

1-0o 1-0o

(Z”T%l”) <C sup (mei,x’>|1—”||xir|”>w) .
i=1

:E’EBE/ i=1

Ademés, P,y (T') es el infimo sobre todas las constantes C' admisibles en la
desigualdad anterior.
Dados 1 <p<oo, 0<0 <1, qtalque%—l—%:lydenotando

1—0c

o (@) = sup (Z(\<wi,rc’>\1“’|!xiH")l‘p“> -

x’EBE/ i=1

en [12] se introduce una tensornorma definida para cada z € E ® F, por
Gpo (2 E,F) =1inf Y " | mp((@i))d40((25)) sobre todas las representaciones de
z como y .~ x; ® y;. Mediante gy, se prueba el siguiente resultado de carac-
terizacion (para el caso p # 1): Para cada par de espacios de Banach E, F, se
verifica (E ®g,, F)" = Ppo(F, E') isométricamente.

Buscamos generalizar el resultado anterior, para lo cual definiremos el
espacio de operadores P, (E, F'), donde H es una funcion de orlicz con con-
diciones adecuadas, y 0 < o < 1. Analogamente, definimos una tensornorma
tal que el dual topolégico del producto tensorial entre dos espacios de Banach,
dotado con la norma correspondiente a la tensornorma, se pueda caracterizar
mediante Py, -
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Sean 0 < ¢ < 1, H y H* dos funciones de Orlicz complementarias
y E un espacio de Banach. Se define el espacio ¢y[FE] de las sucesiones
fuertemente H-sumables de E como el espacio de sucesiones (z;) de F tales
que (||z;]|) € g, dotado con la topologia de la norma g ((z;)) = 7w ((||2:]]))-
Consideremos al conjunto de sucesiones (x;) de FE tales que para cada 2’ €
Bpr, la sucesion (| < zy, 2" > [17||z||7) € €y y denotemos dp,((7;)) =

sup ||(] < 1,0’ > 7z )]

z'€Bgy
Definicion 1. Sean E, F espacios de Banach, H una funcion de Orlicz con
la propiedad Ag en cero y 0 < o < 1. Se dice que un operador T € L(E, F) es
Ho-absolutamente sumante de E en F' si existe una constante C' > 0 tal, que
para toda sucesion finita x1, ...z, se verifica ||((T(x;)))|lg < Couo((xi)). De-
notaremos Pry,(E, F) al espacio de los operadores Ho-absolutamente suman-
tes de E en F con norma definida para cada T € Pyo(E,F) por Py(T) :=
inf C' donde el infimo se toma sobre todas las constantes C' admisibles en la
desigualdad anterior.

Siguiendo los pasos de la prueba de que P,, es un ideal de operadores
entre espacios de Banach (|12]), se puede probar que la clase de los espacios
Pro(E, F) también lo es. Denotaremos dicho ideal por Py, -

Matter denominé operadores po-absolutamente continuos a los elemen-
tos de P, (E, F) porque ademas son absolutamente continuos en el sentido
de Nicolescu ([4]), pero como nosotros no hemos probado que los elementos
de P, (E, F) sean absolutamente continuos, preferimos denominar a estos
operadores Ho-absolutamente sumantes.

Definicion 2. Sea 0 <o <1 y sean H y H* wun par de funciones de Orlicz
complementarias tales que H tiene la propiedad Ao en cero y de modo que
H(1) = 1. Para cada par de espacios de Banach E y F y para cada z € EQF
definimos

n n k;
910 (2 B, F) i=inf ¢ > m(i)0meo((yig) 1 2 = Y Y i @ Yij

i=1 i=1 j=1

Antes de probar que g, es una tensornorma, notemos que si £ = F' = R,
entonces para una sucesion de reales (3;) se tiene que o+ ((5;)) = |[((5:)) || rr=.
En efecto, como E’ = R, entonces {||3] : 8 € E', ||| <1} coincide con
{18]: €K, 18/ <1} ¥ {a,) = af, de manera que

Siro((Big)) < sup |2 NG e < NBi) e

/]| g, <1

ademas, ||(8i)|l g+ < du+o((3;)) yaque 2’ =1 es uno de los valores admisibles
en la definicion de g5 ((5:)).
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Teorema 1. gy, es una tensornorma.

Demostracion. Para esta prueba, usaremos el criterio que mencionamos en la
seccién anterior.

a. Para probar que gg,(-; E, F') es una seminorma en £ ® F sélamente
veremos la desigualdad triangular ya que por la definicién de gp, las demés
propiedades son inmediatas. Sean € > 0 y z,w € E® F con representaciones
z =y, Z;“:l Tij QUij y w = Z?:ﬁl ?i:l xi; ® y;; que cumplan las
desigualdades

> wu((@ig)y)omeo(yig)iiy) < guo(z B, F) + ¢/2

i=1
m—+n
Ks Ks
Z 7TH((wi,j)j:ﬁ(sH*a((?Ji,j)j:1) < gHo(w; B, F) + €/2.
i=1+4n
n+m b
Consideremos la representacion de z + w dada por z+w = ) Zj;l
i=1
Z;; @ y; j. De esta forma tenemos:
n+m
ks Es
gHo(z +w; B, F) < Z 7TH((xiaj>j:1>5H*U((yi7j)j:1)
i=1
n n+m
k; ki k; k;
= Z 7TH((xivj)jzl)5H*U((yi,j)j:1) + Z WH((QUi,j)j:ﬂéH*o((yi,j)jzl)
i=1 i=n+1

< g(z E,F)+¢€/24+ g(w; E, F)+¢/2.
Dado que € es arbitrario se tiene
gro(2 + W B, F) < gro (2 B, F) + gue (2 E, F).

Estableciendo asi que gp,(z; F, F') es una seminorma.

b. Veamos que gy, (1®1; R, R) = 1. Como para una sucesion de reales ([3;),
se tiene dp+o((5;)) = |[((8:)|| g+, con H(1) = 1 se tiene mg((1,0,0,0,...)) =
|(1,0,0,0,...)|[|g= = 1 y asi para 1 ® 1 tenemos,

g1 ®@ LR, R) < 7p((1,0,0,...))0 g ((1,0,0,...)) = 1.

De otro lado, si 1®@1=>"", 251:1 a;; @ f;; € R®R es cualquier represen-
tacion de 1 ® 1, se tiene

n  k; n k;
I1=|1®L1el)|= <1®1,Zzai7j®6@j> = Zzamﬂi,j

i=1 j=1 i=1 j=1

DB

I

n k; n
< ZZ i jBi 5] < ZWH(GO‘M
i=1

i=1 j=1
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obteniendo asi 1 < Y " | mr((0,5))0m+0((Bi,;)) y tomando infimo sobre todas
las representaciones de 1®1 tenemos 1 < gy, (1® 1;R, R), probando asi la
igualdad.

c. Veamos ahora que gy, satisface la propiedad métrica de las aplicacio-
nes. Sean A € L(Ey, F1), B € L(E, F) y la aplicacion AQ B : By ®g,,, Fo —
Fi Qg Fo. Si B =0 es claro que ||[A ® B|| < ||A]|.||B||. Supongamos que
B # 0, de esta manera, para y' en la bola unidad de F} se tiene % € F}

con H%H < 1y ademas ||B’|| = ||B||. Entonces para cada z = ., Z;?izl
zi; ®Yy;; € E1 ® Ey tenemos que

Sr-o((B(yiy) = sup ||(1 < By v > "IBwi)I7)|| -
Wl <1
— s [ <us BG) > BN 0e
Wl <1
B() o Bly)
— 1Bl sup H('“*’ 5 oo B )
B S T R
2
< 1Bl swp ([0 <wigs [l > N
Hw’HEéﬁl
< 11BlI5-o((e))

Por tanto

g1e(A® B)(2)i 1) < Y mu((Ali )i ))omo (Blyig)hiy))
=1

IN

IAIIBIY S mar (g 1)) 8me0 (((Wig)5r)

i=1

tomando infimo sobre todas las representaciones de z se tiene gp,((A ®
B)(z); F1, Fy) < ||A||.||Bl| grs(2; E1, E2), en cosecuencia,

I|[A® B|| = sup 9o ((A® B)(2); F1, I)
9rs(2E1,B2)<1
< sup |A|l[|B|| 95 (2; E1, E2) < ||A]].]|B]|

91 (2 E1,E2)<1

Asi que ||A ® B|| < ||A]].||B]|. De esta forma gpg,(z; E,F) es una tensor-
norma. t

En adelante escribiremos gp,(2) en lugar de gr,(2; E, F'), si no hay lugar a
confusion.

Teorema 2. Todo elemento z de E(EA@QHUF admite representacion de la forma
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z= i iazij ®y;; donde iﬂ'H ((mzyj);';) OH*o ((ym)]oil) < oo (1)

i=1 j=1 i=1

ademds
9gHo (2) = inf {Z TH ((l“i,j);il) OH*o ((yi,j)}?il) } (2)
=1

tomando el infimo sobre todas las representaciones de z que cumplan la con-
dicion anterior.

Demostracion. Veamos que cualquier serie del tipo mencionado es convergen-
te en E®,, F y por tanto define un elemento de la compleccién.
Primero verifiquemos para cada natural i, la convergencia de la serie
0o -~ . . .,
ijl Tij @ yij en E®q, F, es decir, que la respectiva sucesiéon de sumas
parciales es de Cauchy. Para n > m se tiene

YHo (Z;—Z:mﬂ Tij & yij) <7TH ((fb‘ij)?:mH) OH*o ((yij);‘l:m-t,-l)

[o¢] o0
<y ((:Bij)j:mH) OH*o ((yij)j:m+1
y el dltimo término de la desigualdad anterior se puede hacer tan pequeno

como se quiera, ya que g ((:I:ZJ);ZJ OH*o ((yw);L) < 00, por tanto
- Si pe0 ((ig) 32, ) = Osse tiene 7y ((21)32, ) Onrvo (i) 324 ) = 0.
» Sidgey ((y”)]oil) = 00, se tiene Ty ((xw)j;) =0y asi
TH ((xij)?il) OH*o ((yij)]o‘i1> =0.

Ahora observe que si dp+, ((y”)]oil) > 0, se tiene mpy ((a:z]);’iJ e Rt

entonces, lim 7y ((xw)]o’;l =0, luego dado € > 0, existe un natural m; tal
— 00
que ’
€

i ()50 < —
i (@) me) < G
y COmo dp+, <(yij)§.;mi+l> < du+¢ ((yij)) se consigue que

TH <(xw);°iml+1> SH*o ((yij)j’;mﬁl) <e paran>m>m;.
Ademas, tenemos que
o0 m
9Ho Z Tij @y | = nlllnoogﬂa Z Tij @ Yij
i=1 =1

< lim 7y <(wij);7";1> OH*o <(yij);n:1> < mu ((zi5)) 6meo ((yi5)) < 0.

m—00
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Ahora, la sucesion de sumas parciales de )7, Z ° 1 Tij ® y;; también es de
Cauchy ya que

n 00
9Ho Z inj ® Yij Z 9Ho (Z Tij & yz]>
i=m-+1 j=1 i=m-+1

n

< Z i ((2i5)) o ((yi5)) < €

i=m-+1

para m suficientemente grande por la condicion (1). Ademads se cumple que

o0 [e.o] n [e.9]
9Ho (2) = gHo Z Z Tij @ Yij | = 1M gye Z Z Tij @ Yij
i=1 j=1 i=1 j=1
n o0 n
< lm Y gno [ Do @iy ®yy | < lm Y w (@) 0o ((4i5))
i=1 j=1 i=1
[e9]
= mu ((2i) 510 (yi))
i=1

de lo cual gp, (2) <inf {372, 7m ((i;)) dm+o ((vij))} Reciprocamente, vea-
mos que para z € E®9HJF hay una representacion de la forma

o0 o0
Z:ZZJIij@yij

i=1 j=1

que satisface la condicion (1). En efecto, como z € E@QHgF es punto limite
de E ®y,,, F', luego existe una sucesion de Cauchy (un);2, en E ®q, F que
converge a z, es decir, que para todo € > 0, existe N € N tal que para todo
n >N, gro (un — z) < §. Sea € > 0, entonces existe una sucesion (ky);—; en
N estrictamente creciente tal que guo (uk, — Uk, ,) < m Claramente
z= nlinoloukn. Renombrando wy,, = ug,, n =0,1,2,... se sigue que

n
z = lim w, = lim (wg—i—z Wg — Wh— 1))
n—oo n—oo

k=1

= ’wo—i-g wk—wkl—wo+E wnl.

Como wy € E ®qy, F'y (wp —wp—1) € E ®g,, F, tienen representacion
en F ®g, F, de la forma: wy = Zfﬁl ;nof % ® yw v (wp —wp_1) =
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kn, Mni N n 0 0 n n : .
> o1 T @y con los Ty Yij > Tis Y Yis escogidos de tal manera que:

ikzzolﬂH ((x?]);”:f)o OH*o ((yzog);n:oi) < gHo (wo) + ;
kn
;FH ((«T;LJ);’:{) OH*o ((QZ):ZLD < 9o (Wn — Wp_1) + %7

para n=1,2,...

1 — 0 kn Mni _n n 2 -
La convergencia de z = > /% o> ™ > . "' 27 ® y;; estd garantizada por la
construccién, ademés

kn
n,i n,i €
ZWH((ffij);nzl )5H*((yij)?=1 ) < gu(wp —wn-1) + m
i=1
2€

S W, n = 1,2,...

Redenominemos ahora los términos de la serie que define a z de la siguiente
: n—1
manera. Consideremos pg = 1, p1 = ko,..., P = =0 kq para cada natural

n.

1. Paras=1,2,...,p1,yt=1,2,...,mps, sean rs := Mo s y Ust ® Vgt :=
0 0
xst®yst'

2. Paras=p1+1,.,ppyt=1..,m1sp,s€an rs = mis_p ¥ Ust @
| 1
Vst = x,sfpht @ ysfpl,t'

3. Paras=po+1,..,p3yt=1..M35 p,, S€AN T'g 1= M2 s p, ¥ Ust @
2 2
Vst 1= xs—p%t ® ys—pg,t'

En general, si s = p, +1,...,ppy1 y t = 1,...,my s—p, denotamos r, :=
My s—pn> Y Ust QUgt i = x?_pmt@yg_pmt. De esta manera z se puede representar
por

Z =3 00 >, us ® Vs, Veamos que esta representacion cumple la con-
dicion (1), en efecto > 00wy ((ust);2;) 0+o ((vs);2,) se puede escribir de la

3 s=1 t=1 t=1



12 W. Acevedo, G. Loaiza

siguiente manera:

ko ) Pn+1
S i (ws)2y) Srreo (0o 4 S0 S0 i (us)yy) S0 ()} =
s=1 n=1 s=pn+1
ko L
> ()7 oo (0 "’°')+ZIZWH( ) deo () )
=1 n =1

3 2n+1)

€

< gpo(wy —2) + gHg(z) + § + 3 < gHo(2) + €<
ast, Y ooy T ((ust);y) Or+0 (Ust);y2) < gHo(2) +€ 'y al ser € > 0 arbitrario
se obtiene

inf {ZTFH ((QJ'U)) OH*o ((y@]))} < 9Ho (2)

i=0
lo que permite concluir la igualdad. ]

Ahora caracterizamos los elementos del espacio (E ®g,, F)" para dos
espacios de Banach F y F.

Teorema 3. Para todo par de espacios de Banach E y F, (E ®q,, F) =
Pr+o(F, E') isométricamente.

Demostracion. Sea T € P+, (F,E') y definimos ¢7 : E ®g,, F' — R para
cadaz € E@F con z =Y 1L | 30 i ®@yij, como < ¢p,z >= Y 1L Y0 <
x5, T (yij) >

Por definiciéon de producto tensorial ¢ esta bien definida con indepen-
dencia de la representacion elegida para z. Vamos a ver que ¢r € (EQ®y, F)'.

De la definicién es claro que ¢p es lineal, veamos que es continua en el
producto tensorial, esto es, que existe C' > 0 tal que | < ¢,z > | < Cypo(2),
en efecto,

n n; n NG
| <ér 2> =1 > <@y, Twy) > [ <Y | < @iy, Twy) > |
i=1 j=1 i=1 j=1
n

<ZZH%HHT zij)| Z (@) W) )| e

=1 j=1 i=1

<Y ma (@) ae(D)llyig Dl e = Pr(T) Y 7w ((265)) 650 ((9i7)) -
=1

i=1
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Por tanto | < ¢p,z > | < Py«(T) Y1, ma((@ij))0m-0((yij)) y tomando
infimo sobre todas las representaciones de z se sigue que | < ¢r,z > | <
Py (T)gro(2). Asi, ¢7 € (E ®qyy,, F)' con ||or| < Py-(T).

Reciprocamente consideremos ¢ € (E ®g,,, F)’ de manera que podemos
definir Ty : F — FE' tal que para cada € E, y € F < Ty(y),z >=<
¢,z @y >. Veamos que Ty, € Py« (F,E').

Consideremos (yp, )22, € F con dp+4((yn)) < 0o. Como Bpr es débilmente
densa en Bpr, dado € > 0y (e,) con ||(en)||m+ < 1, para cada n € N existe
n € By tal que [Ty(ya)ll < | < Ty(yn), zn > | + cen.

De otro lado, por las condiciones impuestas a H se tiene (¢, IIy) =
(rr+, ||-||r+) isométricamente. Por tanto, si B = (b,) € ¢y con IlIg(B) <1
entonces, B € (/. Ahora, teniendo en cuenta que para cada n, ||bpzy, || < byl
es facil ver que Zf;l by Q@ yn € E®9HUF. Ademiés,

Z HTd)(yn)an = Z < T¢(yn)a Tpbp >=< ¢, Z bnTn @ yn >
n=1 n=1 n=1

< 16ll925 (Y bnwn @ yn) < |6]l7 ((bazn))dr0((yn)

n=1

< H¢||7TH((bn))6H*U((yn)) < H¢||5H*o((yn))

Por tanto,
T () DNz < W< To(yn), 2n > | + €€n)l -

< sup{ > 1T (yn)llbn < T (b)) < 1} + €

n=1
= sup{[|9[[0mo((yn)) : T ((bn)) <1} 4
= 9ll68+0((yn)) + €.

Como € es arbitrario tenemos que ||(|| 7% (yn) ||+ < |0]|0m+0((yn)) ¥ asi
Ty € By+o(F, E") con Py«(Ty) < o] O

4. Reconocimientos

Los autores agradecemos a la Universidad EAFIT haber hecho posible la
realizaciéon de este articulo.
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